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Resumo

O objetivo desta dissertagdo € estudar os conceitos necessdrios de dlgebras e PI-dlgebras com foco
na dlgebra das matrizes e em dlgebras sobre corpos finitos. Como resultado principal, apresentaremos
a base descrita por Mal’tsev e Kuz’min para as identidades polinomiais da dlgebra das matrizes 2 x 2
sobre corpos finitos.

Palavras-chave: PI-dlgebras. Identidades polinomiais. T-ideais. Matrizes sobre um corpo finito.

Matrizes 2 x 2 sobre corpos finitos.
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Abstract

The goal of this dissertation is to study the necessary concepts of algebras and PI-algebras, with
a focus on matrix algebras and algebras over finite fields. As the main result, we present the basis
described by Mal’tsev and Kuz’min for the polynomial identities of the algebra of 2 X 2 matrices over
finite fields.

Keywords: Pl-algebras. Polynomial identities. T-ideals. Matrices over a finite field. 2 x 2 matrices

over finite fields.
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Introducao

O assunto tratado nesta dissertacdo estd inserido dentro da Teoria das PI-adlgebras, ou seja, dlgebras
que satisfazem identidades polinomiais.

Um polindémio f(xi,...,X,) nas varidveis ndo comutativas xi, . .., x, € com coeficientes num corpo
F € dito ser uma identidade polinomial de uma F-dlgebra R se ele se anula sempre que trocamos suas
varidveis por elementos de R. Quando isso ocorrer para um polindmio niao nulo diremos que R é
uma PI-adlgebra. Sao exemplos de PI-dlgebras as dlgebras comutativas, as de dimensdo finita e, em
particular, a dlgebra M, (F) das matrizes quadradas de ordem n com entradas em F. Chamaremos o
conjunto de todas as identidades polinomiais de uma algebra R de T-ideal de R.

A Teoria de PI-Algebras existe desde os anos 30. Em 1937, Wagner [31]] mostrou que a dlgebra
M, (F) satisfaz a identidade

[[XI,XQ]Z,)Cg],

onde [x1,xp] = x1xp — xpx1. Mais tarde, em 1943, tal resultado foi estendido por Hall [14] para as
algebras de divisdo ndo comutativas e, depois, para os quatérnions. Ainda na década de 40, surgiram
os trabalhos de Kaplansky [18], Levitzki [21] e Jacobson [[17] para provar o famoso Problema de
Kurosh, impulsionando assim a teoria em questao.

Na década de 50 surgiram dois estudos importantes: O Teorema de Amitsur-Levitzki e o Problema
de Specht. O Teorema de Amitsur-Levitzki foi apresentado em [1] e nos d4 uma identidade para as
algebras das matrizes quadradas, chamada de polindmio standard. Com ele comegamos a estudar
melhor tal dlgebra podendo estudar seus T-ideais.

O Problema de Specht foi apresentado em [30] e nos levanta uma questdo importante sobre os

T-ideais das dlgebras associativas:
Problema. Toda algebra associativa possui uma base finita para suas identidades polinomiais?

Tal problema foi estudado por varios matematicos e, em 1987, Kemer [[19] conseguiu provar que
para o caso de algebras sobre um corpo de caracteristica 0 a resposta € sim. Porém, em 1999, Belov
([3] e [4]]) provou que existem T-ideais sem base finita para dlgebras sobre um corpo de caracteristica
positiva. Em 1999 Grishin [11] [12]] e em 2002 Gupta e Krasilnikov [[13] explicitaram, em estudos

paralelos, contraexemplos para o caso de corpos de caracteristica 2.
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4 Sumdrio

Seguindo a questdo de Specht, um dos principais problemas sobre identidades € achar uma base
das identidades para alguma dlgebra, por exemplo, a dlgebra de matrizes M, (F). Em 1973, Razmys-
lov [25] explicitou uma base finita com 9 polindmios para as identidades da algebra M,(F) com

char(F) = 0, base esta que foi otimizada em 1981 por Drensky [7]] para dois polindmios, sendo eles

st4(x1,x2,X3,X4) € [[XI,XZ]Z,XI]-

Em 2001, Koshlukov [20] exibiu uma base finita para as identidades da dlgebra M,(F) quando F é
um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Vale chamar a atencdo para o fato que o caso de F
infinito com caracteristica 2 ainda permanece em aberto.

Voltando-nos para as dlgebras M, (F,), onde F, é um corpo finito com ¢ elementos, podemos
encontrar mais alguns resultados. Em [9], Genov explicitou uma base para as identidades da dlgebra
M3(F;) e em [10] Genov e Siderov apresentaram uma base para as identidades da dlgebra My(F;).

Nesta dissertacao veremos o resultado de Mal’tsev e Kuz’min, apresentado em [23]], explicitando
uma base de dois elementos para as identidades polinomiais da dlgebra M,(F;). Para tal, apresen-
taremos nos dois primeiros capitulos desta dissertacdo os conceitos e resultados necessdrios para
chegarmos em tal resultado. Esta dissertacdo estd estruturada conforme os pardgrafos seguintes.

No primeiro capitulo apresentaremos algumas defini¢des basicas e resultados a respeito das estru-
turas das dlgebras associativas. Em destaque encontram-se os teoremas de Wedderburn.

No segundo capitulo entraremos na drea das PI-dlgebras com defini¢des importantes como T-
ideais e variedades, apresentando as ferramentas necessdrias para chegarmos no nosso resultado prin-
cipal.

No terceiro capitulo apresentaremos o resultado principal desta dissertacdo que consiste em des-

crever uma base para as identidades polinomiais de M (F).



CAPITULO 1

Algebras

Neste capitulo introduziremos o conceito de dlgebra, veremos algumas propriedades e exemplos
que foram retirados de [2]], [6], [8], [15], [22], [24] e [27]. Além disto, estudaremos alguns resultados
importantes como os Teoremas de Wedderburn sobre as estruturas das dlgebras de dimensao finita

bem como alguns teoremas sobre médulos, somas subdiretas e dlgebras algébricas.

1.1 Definicoes basicas

Comecaremos nossos estudos apresentando algumas defini¢cdes bésicas que podem ser encon-
tradas em [22], em [8] e em [6]. Nesta dissertacdo estudaremos a dlgebra associativa das matrizes
quadradas de ordem 2 sobre o corpo finito F;, de caracteristica p e com g = p" elementos. Durante
este estudo usaremos objetos importantes da area de dlgebra, como os ideais € os homomorfismos,
mas para definirmos eles, primeiro precisamos definir o que € uma algebra associativa.

De agora em diante, F' denotard um corpo qualquer.

Definicao 1.1. Um F-espaco vetorial R € chamado de F-dlgebra (ou dlgebra) se existe uma operagcao
bindria * em R, chamada de multiplicacdo, tal que para cada a, b, c € Re o € F valem as seguintes

igualdades:
i) ax(b+c)=axb+axc,
i) (a+b)xc=axc+bxc,
i) a(axb) = (aa)*b=ax(ab).
Além disso, uma dlgebra R € dita ser associativa se para todos a,b,c € R vale
(axb)xc=ax(bxc).
Exemplo 1.2. Alguns exemplos de F-dlgebras sao:
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6 Capitulo 1. Algebras

1) Qualquer corpo que € uma extensao do corpo F.

ii) O F-espaco vetorial M, (F) das matrizes quadradas n X n, cujas entradas estdo em F, com a

multiplicacdo usual de matrizes.

iii) O F-espaco vetorial Endp (V) de todas as transformagdes lineares de um F-espaco vetorial V

nele mesmo com a multiplicacdo o (composicao de funcdes).

iv) O F-espaco vetorial dos polindmios nas varidveis comutativas xi, xp, ..., X, com coeficientes

em F e produto usual de polindmios. Denotaremos tal dlgebra por F[xy,x2,. .., X,].

v) O subespago vetorial si,,(F) de M,,(F) formado pelas matrizes com trago 0 (zero) e multiplica-

¢do [, ] dada por:
[ri,ra] =r1-r2—r2-11, 11,72 € 5 (F),
onde - é a multiplicac@o usual de matrizes.

Note que as algebras dos itens i), ii), iii) e iv) sdo dlgebras associativas, porém a dlgebra do item
v) ndo é uma élgebra associativa se n > 2, pois nem sempre vale a igualdade [[ry,r2],r3| = [r1, [r2,73]]
para todos ry,rp,r3 € sl,(F). Apenas para curiosidade do leitor, a dlgebra s,(F) é um exemplo do
que chamamos de dlgebra de Lie, assunto este a ser omitido nesta dissertagao.

Um ponto interessante das dlgebras € que quando vamos definir sua multiplicacdo, basta defi-
nirmos para os elementos de sua base como espaco vetorial. O exemplo a seguir explica o porque

disso.

Exemplo 1.3. Seja R um F-espaco vetorial com base {e | k € I}. Para cada par e;,e; defina a

multiplicag@o ¢; - ¢; como

k
€l"€j = Zaijek,
kel

onde os ocl.kj € F sdo nulos, a menos de uma quantidade finita de indices k. A partir disso, defina a

multiplicacdo de dois elementos quaisquer de R como

Y| Xnjei | =Y &mjlei-e)).
icl j€l i,jel
Desta forma, temos que o F-espaco vetorial R munido da multiplicacdo - € uma F-algebra.

De agora em diante, todas as dlgebras e espacos vetoriais serdo sobre F' a menos que se diga algo

contrdrio. Um tultimo exemplo importante de dlgebra € o produto direto.
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Definicao 1.4. O produto direto das dlgebras R;, com i em algum conjunto de indices /, € o conjunto
[1R = f:I—|JRi| f(i) €R; paratodo i€l
icl icl

munido das operacdes f+ g, fg e &f como segue:

(f+e)) =, +g(),  (f))=rgl),  (af)(i) = af(i)
paratodoi € 1.

Quando estamos falando de um produto direto finito normalmente denotamos os seus elemen-
tos usando o sistema de coordenadas, isto é, se [ = {1,...,n} e 7 € [];¢;R;, entdo escrevemos
F=(r1,r,...,rm) comr; €R;.

Definido o que vem a ser uma algebra, podemos prosseguir com a defini¢ao de subdlgebra.

Definicao 1.5. Um subespaco vetorial S da dlgebra R é chamado de subdlgebra de R se é fechado com

respeito a multiplicagdo - de R, isto €, se para todos s1,sy € S vale que s1 -5 € S.

Exemplo 1.6. O espaco vetorial U,(F) das matrizes triangulares superiores n X n é uma subdlgebra
de M, (F).

Note que nem todo subespaco que € uma dlgebra serd uma subdlgebra. Por exemplo, a dlgebra de
Lie s, (F), apesar de ser um subespago, ndo é uma subdlgebra da dlgebra associativa M,,(F'), pois néo

¢é fechada com respeito a multiplicagdo usual de matrizes.

Observacao 1.7. De agora em diante, todas as dlgebras consideradas serdo associativas a menos que
se diga algo contrario. Neste caso, omitiremos o termo "associativa", ou seja, diremos simplesmente

"dlgebra" ao invés de "dlgebra associativa".

Uma das principais subalgebras que teremos € o ideal de uma 4lgebra.

Definicao 1.8. Dada uma dlgebra R com multiplicag@o -, um subespaco vetorial / de R é chamado de
ideal a esquerdade Rse R-1 Clistoé, r-i €l paratodor € Rei € I. De forma andloga definimos
ideal a direita de R. Um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de R é um subespacgo vetorial / de R

que € ao mesmo tempo um ideal a esquerda e a direita.
Exemplo 1.9. Alguns exemplos de ideais sdo:
1) Para toda dlgebra R temos que 0 e R sdo ideais chamados de triviais.

1) As matrizes estritamente triangulares superiores formam um ideal das matrizes triangulares

superiores.

iii) Seja R uma algebra qualquer e u € R, entdo Ru é um ideal a esquerda de R, uR € um ideal a
direita de R e RuR é um ideal bilateral de R.
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Ideais sdo estruturas muito importantes que possuem vdrias aplicagdes, como por exemplo, a

algebra quociente.

Definicao 1.10. Dada uma F-dlgebra R com multiplicacdo -, seja / um ideal bilateral de R. Denote

por R/I o conjunto dos elementos 7 = r+ I (classes laterais), onde r € R. Relembramos que

ri=1rm<=r—-nmnecl
Defina a soma e multiplicagdo em R/I, respectivamente, por
(r+D+(r+0)=r+rn)+le (n+Hrn+I)=(r-rn)+I

e o produto por escalar

o(r+1)=oar+1,

onde ry,rp,r € Re a € F. Com tais operacdes, dizemos que R/ é a dlgebra quociente de R por /.

Na defini¢dao acima, note que 7 = 0 se, e somente se, r € I. Além disso, quando dois elementos
r1,r2 € R estdo em uma mesma classe 7 de R/I, dizemos que ry e rp sdo cdngruos médulo 1.

Quando estudamos dlgebras distintas, muitas vezes encontramos algebras que sdo muito similares
em seus comportamentos. Por exemplo, a dlgebra das matrizes triangulares superiores e a dlgebra das
matrizes triangulares inferiores t€m as mesmas propriedades, com a tnica diferenca sendo a forma em
que elas aparecem. Para melhor estudarmos as dlgebras sem nos preocuparmos com estas "repeticoes”

nos distinguimos as dlgebras via o conceito de isomorfismo.

Definicao 1.11. Uma transformacdo linear ¢ : Ry — R, onde R e R, sdo F-dlgebras, € chamada de

homomorfismo de dlgebras se para todos x,y € R| temos

P(x-y) =9 (x) x o (y)

onde - é o produto em R e X € o produto em R;.

Um isomorfismo de dlgebras € um homomorfismo de algebras que € bijetor, e duas dlgebras sdo
ditas isomorfas se existe um isomorfismo entre elas. Se R| e R, sdo dlgebras isomorfas, denotaremos
R| = R,.

Exemplo 1.12. Um exemplo bem importante de isomorfismo de dlgebras que serd usado nesta dis-
sertacdo € a func@o y : Endp(V) — M, (F), onde V é um F-espago vetorial com dimensao finita n.
Para construi-la, fixe uma base ordenada B = {vi,...,v,} de V. Para cada f € Endp(V) e para cada

1 < j < n, existem unicos f;; € F tais que

f(vj) =NV —|—t2ij—|—--~—|—l‘njvn.
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Com isso, podemos definir y(f) da seguinte forma:

I h In

Iy I Iy
v(f) = :

tnl ) thn

Da Algebra Linear, note que w/(f) é a matriz de f com relagio a base B.

Um exemplo de homomorfismo que usaremos neste artigo € a representacao regular de uma al-
gebra. A ideia de representacio regular pode ser encontrada com mais detalhes no livro [6]. Porém,
antes de definirmos este homomorfismo, primeiro veremos uma técnica bem util para mergulharmos
uma algebra qualquer R em uma 4dlgebra unitdria. Aqui, uma algebra A é chamada de unitéria (ou

com unidade) se existe um elemento em A, denotado por 1, tal que
al =a=1a

para todo a € A. Tal elemento 1 € chamado de unidade de A. Quando uma F'-algebra A for unitéria,

identificaremos o elemento o € F com o elemento &1 € A e assim teremos F C A.

Definicdo 1.13 (Unitarizacdo). Seja R uma F-ilgebra nio unitdria. Denote R* = F x R e defina as

operacdes de adicdao, multiplicac@o por escalar e produto, respectivamente, por

(o,r)+(Bys) = (a+B,r+s),
Bla,r) = (Ba,pr),
(o,r)-(B,s) = (af,Br+as+rs),

onde &, B € F e r,s € R. Temos que R* é uma F-dlgebra e (1,0) é a sua unidade. Chamamos a dlgebra

R¥ de unitarizagio de R.

Note que é possivel mergulhar R em R* através do homomorfismo injetor ¥ : R — R* dado por

v(r) = (0,1).

Identificando R com W(R), note que R é um ideal de R*.
Podemos, agora, seguir com a constru¢do da representacao regular. Seja R uma F-algebrae L, a

multiplicacdo a esquerda por a € R. Aqui, L, : R — R € a transformagao linear definida por
L,(x) = ax

para todo x € R. Note que a fung¢do ¢ : R — Endr(R) definida por ¢ (a) = L, ¢ um homomorfismo de
algebras, pois
Lygiap="YLa+ALp €Ly =LgoLy

para todos a,b € A e y,A € F. Com isso em mente, temos a seguinte defini¢do.
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Definicao 1.14. O homomorfismo ¢ definido acima é chamado de representacao regular de R.

O interessante da representacdo regular € que, quando ela for injetora, podemos mergulhar R em
uma 4lgebra j4 muito estudada na Algebra Linear. Para que a representagio regular ¢ seja injetora
basta mostrarmos que ker ¢ = 0, ou seja, mostrarmos que se ¥R = 0 entdo r = 0. Uma das formas de

garantirmos isso € mostrando que R € unitdria, pois desta forma teriamos
rR=0=rl=r=0.

Porém, mesmo quando a ¢ definida acima ndo for injetora, ainda podemos mergulhar R em um

ambiente melhor.

Proposicao 1.15. Toda F-dlgebra R pode ser mergulhada na dlgebra Endp (V') para algum F-espago

vetorial V. Se R tiver dimensdo finita, entdo podemos tomar V com dimensdo finita.

Demonstragcdo. Se R for unitdria, entdo podemos tomar V = R e aplicar a representacdo regular. Se
R nio for unitdria, entdo podemos mergulhar R na sua unitarizacio R* e, entdo, tomar V = R*. Em

ambos 0s casos, se R tiver dimensio finita entdo V também tera. O]

Aqui ainda vale um comentdrio referente a proposigio: pelo Exemplo [I.12] se R tem dimensao
finita n, entdo podemos mergulhar R em M,(F) (se R tem unidade) ou podemos mergulhar R em
M, +1(F) (se R ndo tem unidade).

1.2 Produto tensorial

Uma definicdo importante que precisaremos nesta dissertagdo € o produto tensorial entra duas
algebras. Tal definicdo vem da definicdo do mesmo para espacos vetoriais. As demonstragdes dos

resultados apresentados nesta secao podem ser encontradas no Capitulo 4 do livro [6].

Definicao 1.16. Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre F. Seja P o espaco vetorial com base

U x V. Seja N o subespaco de P gerado por todos os elementos da forma
Au+2A"d' v) — A (u,v) — A (' ,v),
(U, Av+AV) = A (u,v) — A (u,V'),

onde u,u’ €U, v,;v' €V e A,A’ € F. O produto tensorial de U e V é o espago vetorial quociente P/N.
Denotamos tal espaco por U @ V (ou por U @f V).

Para trabalharmos melhor com tal defini¢cdo podemos ver alguns resultados e caracteristicas dos

produtos tensoriais.

Teorema 1.17. Sejam U e V espacos vetoriais sobre F. Entdo existe uma aplicacdo bilinear o :

UxV—=UV,a(u,v) =udv, tal que
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(a) Todo elemento em U ®V é uma soma de elementos da forma u@v comuc U,v €V.

(b) Dada uma aplicagdo bilinear B : U xV — W, onde W é um espago vetorial sobre F, existe

uma aplicagéo linear B : U @V — W tal que B(u®v) = B(u,v) para todou c U ev € V.
As propriedades (a) e (b) , a menos de isomorfismo, definem o produto tensorial U QV.
Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada no Teorema 4.2 do livro [6]. 0

Segue do item (a) que a transformag@o linear f3 € tnica.
Uma propriedade importante no teorema anterior € que a aplicagdo « € bilinear, isto €, para todo

AA €F, uu €U, v,V €V temos que:

Au+Au)@v=2A(uxv)+A' 1 @v),
U (Av+AV) =Auv)+1 (uxV).

Segue direto destas formulas que u @0 =0®v=0paratodosucUevecV.
Outra propriedade bem titil que temos sobre o produto tensorial € que € possivel formar uma base

do produto usando as bases dos espagos vetoriais.
Teorema 1.18. Se {e; | i€ I} e {f; | j € J} sdo bases de U eV, respectivamente, entdo
{eix fjliel, jel}
é uma base de U QV .
Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada no Teorema 4.12 do livro [6]. 0

Corolario 1.19. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F ambos de dimensdo finita. Se dimpU =n e

dimgV =m, entdo dimpU ®V = nm.
Demonstracdo. Consequéncia direta do teorema anterior. [

Agora que ja mostramos algumas caracteristicas do produto tensorial de dois espagos vetoriais
podemos seguir com a definicdo do produto tensorial de duas algebras. Para isso, precisamos do

seguinte lema

Lema 1.20. Se R e S sdo duas F-dlgebras, entdo R® S serd uma F-dlgebra com a multiplica¢do
definida por
(res)(r@s)=r'®ss

para todos r,r’ €Res,s' €8.

Demonstragcdo. A demonstracao pode ser encontrada no Lema 4.19 do livro [6]. 0
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Dados u,v € R® S, podemos escrevé-los como
= . . = /. /.
U= Zrl®sl e v= ZrJ(X)sJ
i J
Pelo lema anterior, o produto entre quaisquer dois elementos u,v € R® S é
. ) o
uy = ZZr,r] ®s,s].
i

O espaco vetorial R ® S com o produto definido acima é uma &lgebra, chamada de produto tensorial
das dlgebras Re S.

Algumas propriedades importantes que temos do produto tensorial, tanto de espagos vetoriais
quanto de algebras, sdo as seguintes: para todas F-dlgebras (ou F-espagos vetoriais) R,R’,S,S',T

vale:
I. RRS=S®R,
2. RoS)QT 2R (S®T),
3. RRF=ZRe FRS=S,
4. SeR=R eSS, entioRRISER RS
Um tltimo resultado que nos serd bem util € o seguinte.

Proposicao 1.21. Para toda F-dlgebra R e todo n > 1 temos que
M,(F)®R=M,(R).

Demonstragcdo. Seja f : My(F) x R — M,(R) definida por f(m,r) = mr. Aqui, mr é a matriz obtida
a partir de m por multiplicando cada uma de suas entradas por r. Temos que f serd uma aplicacao
bilinear. Logo, pelo item (b) do Teorema existe uma transformacdo linear f : M, (F) ® R —
M,(R) tal que f(m®r) = mr. Note que f serd um homomorfismo de dlgebras. De fato, se m,m’ €
M,(F) e r,r €R, entdo

f(mr)-(m'@r)) = flmm' @rr)
= (mm')(rr')

= (mr) (')

= fmer) fm'ar).

Nos resta mostrar que f é um isomorfismo. Sabemos que todo elemento de M, (R) pode ser escrito
da forma

€jjdij,
1

n n

i=1j
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onde a;; € R. Portanto,

i=1j=
e todo elemento de M, (R) estd na imagem de f, ou seja, 7 é sobrejetora. E fécil ver que o nicleo

(kernel) de f é o espaco nulo e, portanto, f é injetora. Logo, f é bijetora e, portanto, um isomorfismo

de 4lgebras. 0

1.3 Moddulos e bimodulos

Estudaremos agora um pouco da teoria dos médulos. A Teoria dos mdédulos é uma drea que
estuda médulos e bimédulos. Ela possui muitas ligagdes com a teoria dos anéis e, portanto, com a de
algebras. Veremos um breve resumo com algumas defini¢des e resultados que podem ser encontrados
em [27] e [6]. No final da se¢do veremos o Teorema[I.37 um resultado de extrema importancia para
0 nosso resultado principal.

Para comecar, precisamos definir o que € um moédulo.

Definicao 1.22. Seja R uma F-dlgebra. Um R-mddulo a esquerda ¢ um F-espaco vetorial M junto
com uma aplicagdo (r,m) — rm saindo de R x M e chegando em M de forma que, para todos r,s € R

e m,n € M, valem as seguintes propriedades:
1. (r+s)m=rm+sm;
2. r(im+n)=rm+rn;
3. r(sm) = (rs)m.

Se R for uma algebra com unidade e 1m = m para todo m € M, entdo M é chamado R-mdédulo
unitario a esquerda.
De forma andloga, definimos R-mdédulo e R-mddulo unitdrio a direita invertendo as posi¢des dos

elementos de R e M.

Note que se R for comutativa, entdo todo R-mdédulo a esquerda serd um R-mddulo a direita se
definirmos

mr=rm,meM, reR.

Portanto, s faz sentido separarmos os modulos em a esquerda e a direita quando R ndo for comutativa.

A partir daqui, quando ndo especificado, chamaremos os R-mddulos a esquerda de R-moédulos.
Exemplo 1.23. Um espago vetorial sobre um corpo F é um F-mdédulo unitario.

Exemplo 1.24. Seja R = Endp(M), onde M é F-espago vetorial. Temos que M é um R-mddulo
unitdrio com a aplicagdo (f,m) — fm= f(m), f ER, m € M.
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Exemplo 1.25. Seja M um F-espaco vetorial de dimensio finita. Fixe T € Endp(M). Entdo M é um
F[x]-médulo com a aplicagdo (f(x),m) — f(x)m = (f(T))(m), f(x) € Flx], m € M.

Exemplo 1.26. Um ideal a esquerda L de R é um R-mddulo a esquerda, onde a aplicacéo (r,1) — rl
€ o produto da algebra R. Em particular, R € um R-mddulo a esquerda.
De forma semelhante, um ideal a direita D de R é um R-mdédulo a direita. Em particular, R é um

R-modulo a direita.

Note que pelo exemplo anterior, um ideal (bilateral) / de R € um R-mddulo a esquerda e a direita.

Portanto, como veremos em breve, / € um exemplo de R-bimddulo.

Definicao 1.27. Sejam R uma 4lgebra e M um R-mddulo. Um subconjunto L de M é chamado de

submodulo de M se € um subespaco de M e se, paratodos r € Rel € L, tem-se rl € L.
Exemplo 1.28. Se M é um R-médulo e m € M, entdo Rm = {rm | r € R} é um submédulo de M.
Um conceito importante envolvendo submdédulos é o de médulo simples.

Definicao 1.29. Seja R uma dlgebra. Um R-mddulo M é chamado de simples se RM # 0 e se seus

unicos submodulos sdo 0 e M.

Exemplo 1.30. O R-médulo M do Exemplo € simples se M # 0. De fato:

(a) RM # 0, pois Id € R.

(b) Se W # 0 é um submédulo de M, fixe um elemento ndo nulo w € W. Da Algebra Linear, M
admite uma base B tal que w € B. Ainda da Algebra Linear, dado m € M existe T € Endp (M ) tal que
T(w) =me T(b) =0 para os demais elementos b em B. Logo, Tw =T (w) =m € W e temos W = M.

Definicao 1.31. O anulador de um R-mddulo M € o conjunto definido por
anng(M) :={r € R | rM =0},
onde rM = {rm | m € M}.
Note que o anulador € um ideal bilateral de R.

Exemplo 1.32. No Exemplo (1.25] temos que f(x) € annp((M) se, e somente se, f(x)m = 0 para
todom € M. Como f(x)m = (f(T))(m), temos que

annp (M) = {f(x) € Flx] | f(T) = 0 (fungdo nula)}.
Da Algebra Linear, sabemos que tal ideal é gerado pelo polindmio minimal do operador T

Definicao 1.33. Seja R uma dlgebra. Um ideal / de R € dito primitivo se / é o anulador de um

R-mo6dulo simples.
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Com isso, podemos definir o Radical de Jacobson que serd de suma importancia nesta dissertacao.

Definicdo 1.34. O Radical de Jacobson de uma dlgebra R, denotado por Jac(R) (ou rad(R) depen-
dendo do autor), € a interseccdo de todos os ideais primitivos de R. Se R ndo possuir ideais primitivos,

dizemos que Jac(R) = R.

Em breve daremos uma outra caracterizac¢ao para o radical de Jacobson de uma édlgebra de dimen-

sao finita.

Definicao 1.35. Sejam R e S duas dlgebras. Se M € um R-médulo a esquerda e, ao mesmo tempo, um

S-modulo a direita tal que
(rm)s = r(ms) paratodosr e R, me M, s € S,
entdo M é um (R, S)-bimddulo. Neste caso, se R = S entdo dizemos que M é um R-bimddulo.
Seguiremos, agora, com a defini¢do de elemento distinguivel e com o principal resultado da se¢ao.
Definicao 1.36. Seja F um corpo e M um F-bimddulo unitdrio.

1. Dizemos que x € M € um elemento distinguivel de M sobre F se existe um automorfismo ¢ do

corpo F tal que xa = 6(a) - x para todo a em F.

2. Dizemos que uma base {x;};c; de M como um F-espago vetorial & esquerda é uma base distin-

guivel se cada elemento dela é distinguivel.
Na defini¢do acima, o(a) - x representa o produto & (a)x, mas optamos por destacar o produto -.

Teorema 1.37. Seja M um Fy-bimddulo unitdrio de dimensdo finita, onde Fy é um corpo finito com q

elementos. Entdo M possui ao menos uma base distinguivel sobre F.

Demonstracdo. Podemos encontrar a demonstra¢ao deste teorema em [27, Teorema 1]. [

1.4 Teoremas de Wedderburn sobre as estruturas das algebras
de dimensao finita

Vimos algumas defini¢cdes e propriedades bdsicas das dlgebras associativas. Veremos agora os
Teoremas de Wedderburn que sdo resultados interessantes sobre a estrutura de tais dlgebras quando

sua dimensao for finita. As referéncias utilizadas aqui foram [6]], [2]] e [29].

Definicao 1.38. Uma dlgebra unitdria R é chamada de dlgebra de divisdo se para todo r € R existe
s € R tal que
rs =sr=1.

1

Neste caso, denotamos s = r~ - € o chamamos de inverso de r.



16 Capitulo 1. Algebras

Todo corpo F' é uma F-4lgebra de divisdo. Os quatérnions H é uma R-adlgebra de divisdo "infinita"
que nao é um corpo. Podemos nos perguntar: existem dlgebras de divisdo "finitas" que nio sdo
corpos? O primeiro teorema de Wedderburn abaixo, que pode ser encontrado na Secdo 1.8 do livro

do [6], responde esta pergunta.

Teorema 1.39 (Wedderburn). Toda dlgebra de divisdo finita é um corpo.
Para o nosso proximo resultado precisaremos de algumas definicoes.

Definicdo 1.40. Uma dlgebra R é dita simples se R> # 0 e seus tinicos ideais sio 0 e R.
Um exemplo comum de dlgebra simples € o seguinte.

Exemplo 1.41. A dlgebra M, (D) das matrizes de ordem n > 1 com entradas numa dlgebra de divisdo
D é simples. De fato, sejam e;; as usuais matrizes canonicas. Como D possui unidade 1, entdo M,(D)
também possui unidade e, portanto, M, (D)? # 0.

Suponha que I # 0 é um ideal de M,,(D). Como I # 0, existe A = (a;;);; € I ndo nulo. Neste caso,
existem ¢,/ tais que a;; # 0. Note que

eilAer; = ayeij

para todos i, j. Logo, como I é um ideal, temos a,e;; € I e também ¢;; = (afllldn)(a,leij) € 1. Assim,
Ild,=e 1+ +emelel =M, (D).

Definicao 1.42. Uma élgebra € dita prima se o produto de quaisquer dois ideais nao nulos dela é ndao

nulo.

Note que toda dlgebra R simples serd prima, pois RR = R? # 0 é o tnico produto de ideais nio
nulos possivel em uma algebra simples. Porém, nem toda algebra prima é simples como nos mostra

o seguinte exemplo.

Exemplo 1.43. A dlgebra F[t] é prima mas ndo € simples. De fato, como F[t] é um dominio de
integridade, se I e J sdo dois ideais ndo nulos de F|t], entdo existem 0 # f € [ e 0 # g € J tais que
0 # fg € 1J, provando assim que F[t] é prima. Por outro lado, o subconjunto de F[t] formado pelos

polindmios f(#) com termo constante nulo (f(0) = 0) é um ideal de F¢] diferente dos triviais.

Na verdade € possivel se dizer mais do que apenas isso sobre as dlgebras primas, o lema a seguir

nos traz quatro condi¢des equivalentes para uma algebra ser prima.
Lema 1.44. Seja R uma dlgebra. As seguintes condigdes sdo equivalentes:
1. Para todos a,b € R, aRb = 0 implica que a =0 ou b = 0;
2. Para todos ideais a esquerda I e J de R, 1J = 0 implica que I =0 ou J = 0;

3. Para todos ideais a direita l e J de R, 1J = 0 implica que [ =0 ou J =0;
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4. R é prima.
Demonstragcdo. A demonstracao pode ser encontrada no Lema 2.17 do livro [6]. 0
Com estas defini¢des, ja podemos seguir com o segundo Teorema de Wedderburn.

Teorema 1.45 (Wedderburn). Seja R uma F-dlgebra de dimensdo finita ndo nula. As seguintes

sentengas sdo equivalentes:
* R é prima;
* R ¢ simples;
* Existe um n € N e uma F-dlgebra de divisdo D tal que R = M,(D).

Demonstragcdo. A prova pode ser encontrada no Lema 2.61 do livro [6]]. [

Corolario 1.46. Seja R uma dlgebra de dimensdo finita ndo nula sobre um corpo finito F. Entdo, R

é simples se, e somente se, existe n € N e um corpo finito D tal que F C D e R = M, (D).

Demonstragdo. Suponha que R é simples. Pelo Teorema existe n € N e uma F-dlgebra de
divisdo D tal que R = M, (D). Como D ¢ finita, pelo Teorema temos que D é um corpo. A

reciproca ja € conhecida. [

Aqui cabe um comentdrio: no teorema acima, a hipétese "R uma dlgebra de dimensao finita
nao nula sobre um corpo finito F" pode ser trocada por "R uma F-algebra finita ndo nula" pois sdo
informacdes equivalentes.

Para os proximos resultados serdo necessarias mais algumas defini¢des.
Definicao 1.47. Um ideal I de uma dlgebra R ¢ dito nilpotente se existe um n € N tal que I" = 0.

Exemplo 1.48. O ideal R das matrizes estritamente triangulares superiores de ordem n € um ideal

nilpotente de U,(F) pois R" = 0.
Lema 1.49. A soma de dois ideais nilpotentes de uma dlgebra é um ideal nilpotente.

Demonstracdo. Sejam I e J ideais tais que I" = J™ = 0. Provaremos que (I +J)""~1 =0. Se u é
um produto de n+m — 1 elementos da forma a+ b, onde a € I e b € J, entdo u pode ser escrito como
uma soma de elementos da forma

W=Wwiwa - Wnpirm—1,

onde w; € IUJ paratodo 1 <i<n+m— 1. Note que se n dos n+m — 1 fatores w; pertencem a /,
entdo w = 0, pois I" = 0. Porém, se menos de n elementos pertencem a /, entdo pelo menos m fatores
pertencem a J, o que implica que w = 0, pois J™ = 0.

Desta forma temos que, independente do caso, w = 0 e portanto u = 0, o que prova o resultado. [
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Definicao 1.50. Dada uma élgebra R, dizemos que o ideal nilpotente maximal de R € o radical de R,

se ele existir.

Proposicao 1.51. Se o radical de uma dlgebra R existe, entdo ele contém todos os ideais nilpotentes

de R. Em particular, o radical de R é tinico.

Demonstragdo. Seja N o radical de R e [ um ideal nilpotente. Pelo Lema[I.49|temos que /+ N é um
ideal nilpotente. Porém, como N C I+ N e N é maximal, temos que N =1+ N, logol C N. L]

Teorema 1.52. Se R ¢ uma dlgebra de dimensdo finita, entdo o seu radical existe e coincide com o

radical de Jacobson de R.

Demonstragdo. Como R é de dimensao finita, ele admite um ideal nilpotente de maior dimensao. Tal
ideal € o radical de R. Agora, a demonstracdo de que o radical e o radical de Jacobson coincidem

pode ser encontrada no Teorema 5.46 do livro [6]. O
Definicao 1.53. Uma élgebra R € dita semiprima se ela ndo possui ideais nilpotentes ndo nulos.

Assim como no caso das dlgebras primas, podemos criar outras maneiras equivalentes de se definir

uma algebra semiprima, veja o proximo lema.
Lema 1.54. Seja R uma dlgebra. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
1. Para todo a € R, aRa = 0 implica que a = 0;
2. Para todo ideal a esquerda I de R, I* = 0 implica que I = 0;
3. Para todo ideal a direita I de R, I* =0 implica que I = 0;
4. Para todo ideal I de R, I> = 0 implica que I = 0;
5. R é semiprima.
Demonstragcdo. A prova pode ser encontrada no Lema 2.21 do livro [6]]. [
Corolario 1.55. Toda dlgebra prima é semiprima.

Demonstragcdo. Seja R uma algebra prima. Pelo Lema temos que para todos a,b € R, aRb =0
implica que a = 0 ou b = 0; em particular, aRa = 0 implica que a = 0. Portanto, pelo lema anterior,

temos que R € semiprima. 0

Dada uma dlgebra R e um ideal nilpotente I de R, seja n € N tal que
I"=0 mas "' #£0.

Dizemos que n € o indice de nilpoténcia de /.
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Lema 1.56. Se N ¢ o radical de uma dlgebra R de dimensdo finita, entdo a dlgebra quociente R/N é

semiprima.

Demonstracdo. Sejam n o indice de nilpoténcia de N e J um ideal nilpotente de R/N. Temos que
J =I/N para algum ideal I de R que contém N. Como J & nilpotente, entdio J* = 0 para algum k € N.
Logo, I¥ C N. Como N" =0, segue que 1% =0, ou seja, I é ideal nilpotente de R. Pelo fato de N ser
oradicalde R,entio [ CNeJ =1I/N =0.

Provamos que todo ideal nilpotente de R/N é nulo. Logo, R/N é semiprima. U
Com isso, seguem 0s proximos teoremas.

Teorema 1.57 (Wedderburn). Seja R uma F-dlgebra ndo nula de dimensdo finita. Entdo R é semi-

prima se, e somente se, existemny,...,ns € N e F-dlgebras de divisdo Dy, ...,D; tais que
R=M, (D) X --- x M, (Dy).

Demonstragdo. Provaremos apenas a volta deste teorema. Primeiro note que se D € uma élgebra de
divisdo, entdo R = M, (D) é semiprima. De fato, pelo Teorema temos que R € prima e, pelo
Coroldrio[I.55] R é semiprima.

Suponha agora que R = M, (D;) X --- x M, (Dy), onde Dy,...,Ds sdo dlgebras de divisdo. Se

a € R, entdo a = (ay,...,ay), onde a; € My,(D;). Como
aRa = aiM,,(Dy)a; x --- x agM, (Dy)as,

temos que se aRa = 0, entdo a;M,,,(D;)a; = 0 para todo 1 <i <. Porém, como cada M,,(D;) é, pelo
primeiro caso, semiprima, entdo a;Mp,, (D;)a; = 0 implica que a; = 0. Ou seja, aRa = 0 implica que
a = 0 e, portanto, R é semiprima.

A implicac@o (=) deste teorema pode ser encontrada no Teorema 2.64 do livro [6]]. [

Observacdo 1.58. E interessante destacar que decorre deste teorema que, como as dlgebras M,,(D;)

possuem unidade, toda dlgebra semiprima tem unidade.

Corolario 1.59. Seja R uma dlgebra de dimensdo finita ndo nula sobre um corpo finito F. Entdo, R

€ semiprima se, e somente se, existem ny,...,ns € N e corpos finitos D1, ..., Dy tais que
R=M, (Dy) X --- x M, (Dy).
Demonstragdo. E resultado direto dos Teoremas e 0

Relembramos do Teorema[I.52] que toda dlgebra de dimensao finita tem radical. Ainda pelo Teo-
rema|l.52] cabe observar que no enunciado do préximo teorema podemos trocar a hipétese "radical"

por "radical de Jacobson".
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Teorema 1.60 (Teorema Principal de Wedderburn). Seja R uma F-dlgebra de dimensdo finita sobre
um corpo perfeito F e seja N o seu radical. Entdo existe uma subdlgebra S de R isomorfa a R/N tal

que R, considerado como F-espaco vetorial, é a soma direta dos subespagos S e N.

Demonstracdo. No que diz respeito ao enunciado do teorema, a defini¢ao de corpo perfeito pode ser
encontrada no apéndice desta dissertacao.

A demonstracao do caso em que a dlgebra tem unidade pode ser encontrada no Teorema 2.5.37 da
pagina 163 do livro [29].

Agora, suponha que a dlgebra R no tem unidade. Seja R* = F x R a unitarizacio de R. Como
o teorema é vélido para R¥, pois ele é unitdrio e de dimensdo finita, podemos decompd-lo na soma
direta de "subespacos vetoriais"

Rf=SaN,

onde N é o radical de R*, e § é uma subdlgebra de R* isomorfa a R* /N.
Denote por S o conjunto

S={s€R|(0,5s) €S}

e denote por N o radical de R. Mostraremos que S é uma subdlgebra de R isomorfa a R/N e que
R=S®N.
E facil notar que S é uma subdlgebra de R e que 0 x N é um ideal nilpotente de R¥. Pela Proposicio

1.51} temos que 0 x N C N. Por outro lado, seja n > 1 tal que N” = 0. Se («,r) € N, entdo
0=(0,0)= (o,r)" = (&",7)

para algum ' € R e, portanto, & = 0. Ou seja, N = 0 x N’ para algum ideal nilpotente N’ de R. Logo,
N CNeN=0XxN.

Como SNN=0,0xSC Se0xN=N,segue que (0xS)N(0xN)=0e, portanto, SN N = 0.
Nos resta provar que R = S@ N. Seja r € R. Como (0,r) € R¥, existem (o,s) € Se (0,t) EN=0xN
tais que

(0,r) = (at,s)+(0,7) = (a,s+1).

Logo, a =0 e, portanto, s € S. Com isso, provamos que se r € R,entdlor =s+tondes € Set €N,
istoé, R=SON.
O

Pelo Teorema do apéndice desta dissertagcdo, temos que todo corpo finito € perfeito. Logo, o

resultado abaixo ¢ uma consequéncia direta do anterior e do Lema[1.56]

Teorema 1.61. Seja R uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo finito F, e seja N o radical
de R. Entdo existe uma subdlgebra semiprima S de R isomorfa a R/N tal que R, considerado como

F-espaco vetorial, é a soma direta dos subespacos S e N.
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1.5 Soma subdireta

Nesta se¢do vamos estudar o conceito de soma subdireta e dlgebras subdiretamente irredutiveis.
Tais conceitos serdo extremamente importantes para a demonstracdo do nosso resultado principal
pois, usando o Teorema [[.66] poderemos reduzir nossos estudos de dlgebras finitas a somente o caso
de 4lgebras subdiretamente irredutiveis finitas. Podemos encontrar mais detalhes em [15]].

Comecamos esta se¢do vendo a defini¢do de soma subdireta.

Definicao 1.62. Seja m; a projecdo de [[;c;R; em R;. Dizemos que uma dlgebra R € uma soma
subdireta das algebras R; se existir um homomorfismo injetor ¢ : R — [];c; R; tal que (m;09)(R) = R;

paratodoi € I.

A 1deia principal da soma subdireta € mergulhar a dlgebra R em um produto direto de R; de forma
que a projecao de R cubra todas as R; sem que R precise cobrir o produto inteiro. Os seguintes lemas

nos ajudardo a trabalhar com esta definicao.

Lema 1.63. R é uma soma subdireta das dlgebras R;, i € I, se, e somente se, existem homomorfismos

sobrejetores @; : R — R; tais que ;e ker ¢; = 0.

Demonstragdo. Suponha que R € uma soma subdireta das algebras R;, i € I. Pela definicao, existe um
homomorfismo injetor ¢ : R — [];c; R; tal que (m;0 ¢)(R) = R; para todo i € I. Para cada i podemos

definir

¢i : R—=R;
@i(r) = (mo@)(r).

Note que ¢; é sobrejetor, pois @;(R) = (m; 0 @)(R) = R;. Além disso, temos que

ﬂkerm = ﬂ{fEHRj|f(i):O}
icl

icl jel
= {fGHRj|f(i):0paratodoiel}:0.
jel

Portanto, como ¢ ¢ injetora,

ﬂker ¢ = ﬂker(n,- o0Q)

iel iel
= ({reR|o(r) €kerm}
icl
= {reR|¢(r) ekerm paratodoi € I}
= {reR|o(r)=0}

= kerp=0.
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Por outro lado, suponha que existam homomorfismos sobrejetores ¢; : R — R; tais que Njerker @; =
0. Dado r € R definimos a fungédo f, : I — UjesR; como f,(i) = ¢;(r). Pela constru¢do temos que

fr € [Lics Ri. Além disso, a aplicagio ¢ definida por

¢ : R—=]]R

iel

@(r)=fr
€ um homomorfismo tal que (7;0 @)(R) = ¢;(R) =R; e

kero = {reR|f,=0}
= {reR] fy(i)=0paratodoi € I}
= {reR| ¢i(r)=0paratodoicl}
= Nierkerg; =0.

Logo, ¢ € injetora. [
O préximo lema € consequéncia direta deste ultimo.

Lema 1.64. R é uma soma subdireta das dlgebras R;, i € I, se, e somente se, existem ideais r; de R

tais que R/ri = Rj e ;e ri = 0.

Demonstragdo. Se R € soma subdireta dos R;, entdo pelo lema anterior, temos que existem homomor-
fismos sobrejetores ¢; : R — R; tais que [);c;ker ¢; = 0. Como ker ¢; € um ideal de R e R/ ker ¢; = R;
temos que existem os ideais r; = ker ¢; tais que (;c; i = 0.

Agora, suponha que existem ideais r; de R tais que R/r; = R; e ();¢;ri = 0. Denote por 1); : R/ri —
R; tal isomorfismo. Definindo ¢; : R — R; por

@i(x) = Ni(x+r;)

teremos que tais funcdes satisfazem as condi¢des do ultimo lema. Logo, R é a uma soma subdireta

das dlgebras R;, i € 1. OJ

Seja {r;i | i € I} uma familia de ideais de R. Pelo lema acima, se algum r; € o ideal nulo, entdo
R é uma soma subdireta das dlgebras R/r;, i € I. Mas tal decomposi¢do ndo € interessante, ou seja,
estamos interessados nas somas subdiretas cujos ideais envolvidos sdo todos nao nulos. Diante disso,
podemos pensar nas dlgebras que ndo admitem tal decomposi¢do (ambientes mais "simples"), o que

nos leva a seguinte defini¢do.

Definicao 1.65. Uma dlgebra € subdiretamente irredutivel se a interseccdo de todos os ideais ndo

nulos dela é nio nulo.

Teorema 1.66. Qualquer dlgebra finita é isomorfa a uma soma subdireta finita de dlgebras subdire-

tamente irredutiveis finitas.
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Demonstracdo. Seja R uma algebra finita. Para cada 0 # a € R, denote por I, o conjunto de todos
os ideais de R que ndo contém a. Note que {0} € I,, ou seja, I, # 0. Como R é um conjunto finito,
temos que I, € finito. Logo, I, admite pelo menos um elemento maximal (com respeito a inclusdo),
que denotaremos por M,. Portanto, se J é um ideal de R tal que a ¢ J e M, C J, entdo M, = J.

Pela construcdo dos ideais M,,, segue que

(M. =0,

acrR

pois do contrdrio, existiria um elemento 0 # x € R tal que x € M, para todo a € R e, em particular,
X € M, o que seria um absurdo. Portanto, pelo Lema R é uma soma subdireta das dlgebras R/M,,
onde a € R— {0}. Como R é finita, segue que R/M, é finita para todo a € R e existe uma quantidade
finita de tais dlgebras. Portanto, resta-nos provar que cada R/M, é subdiretamente irredutivel.

Dado um ideal J, de R/M,, temos J, = J /M, para algum ideal J de R com M, C J. Se J, # 0, entdo
J contém propriamente M,; neste caso, pela maximalidade de M, temos a € J e 0 # (a+M,) € J,.
Portanto, a interse¢ao de todos os ideais ndo nulos de R/M, é ndo nula, pois contém o elemento

(a+M,) # 0. Isso prova que R/M, é subdiretamente irredutivel. O
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CAPITULO 2

Pl-Algebras

Entraremos, agora, na teoria das PI-dlgebras, onde veremos as definicdes iniciais desta area e
alguns resultados importantes sobre T-ideais, variedades e algebras algébricas. Para um maior apro-
fundamento do assunto, veja as referéncias [22],[15] e [8]. Ao longo deste capitulo, F' € um corpo e
todas as dlgebras e espacgos vetoriais serdo sobre F', a menos que se diga algo contrdrio. Além disso,

todas as dlgebras consideradas aqui s@o associativas.

2.1 Algebra Livre

O nosso principal objetivo nesta dissertacdo € encontrar o T-ideal das identidades polinomiais da
algebra das matrizes 2 X 2 com entradas em um corpo finito. Os resultados desta se¢ao vem nos ajudar
neste objetivo e podem ser encontrados em [22].

O primeiro passo para entrarmos na teoria das PI-dlgebras € entender o que € a dlgebra associativa

livre, mas para isso primeiro precisamos definir o que é uma subdlgebra gerada por um subconjunto.

Definicao 2.1. Dado um subconjunto X # @ de uma algebra A, definimos a subdlgebra de A gerada

por X como sendo a interse¢do de todas as subdlgebras de A que contém X.

Note que, pela definicdo, a subalgebra de A gerada por X é a menor subdlgebra que contém X. E
facil mostrar que ela €, de fato, uma algebra e, além disso, € possivel descrevé-la de uma forma mais

precisa.

Proposicao 2.2. Dado um subconjunto X # 0 de uma dlgebra associativa A, a subdlgebra de A

gerada por X é a dlgebra formada por todos os elementos da forma
Zaixilxiz < Xiy
i
onde 0; € F, i = (i1,l2,...,in), Xi;sXiy,---,Xi, €EX en> 1.

25
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Demonstragcdo. Denote por B o subconjunto de A formado por todos os elementos da forma
Z QX Xiy *** Xipy 5
i

onde o; € F,i= (i1,i2,...,in), Xi;,Xiy, - - -,Xi, € X e n> 1. Note que toda subdlgebra de A que contém
X necessariamente contém B. Agora basta observar que B por si s6 também € uma subdlgebra de
A. [

Definida dlgebra gerada, podemos agora seguir com a definicao de dlgebra livre de uma classe de

algebras.

Definicao 2.3. Seja D uma classe de dlgebras e seja .# € D uma dlgebra gerada por um conjunto X.
Dizemos que .# é uma élgebra livre em D, livremente gerada por X, se para toda algebra R € D, toda

aplicagdo f de X em R pode ser estendida para um homomorfismo ¢ de .# em R.

A édlgebra livre na classe de todas as dlgebras associativas € chamada de dlgebra associativa livre.
Tal nome vem do fato que ela € livre de quaisquer outras propriedades que nao sejam a associatividade

e aquelas que definem uma dlgebra. E possivel descrever a dlgebra associativa livre da seguinte forma:

Seja X um conjunto infinito enumeravel de letras {x;, x2,..., X,,...}. Definimos uma palavra
como uma sequéncia finita de letras concatenadas, isto €, x,, Xy, - - -X,,, €m que as letras podem se
repetir porém letras diferentes ndo podem comutar. Definimos a dlgebra F(X) como a dlgebra cuja

base sdo todas as palavras
Xy Xny * Xy Xy € X, k=1,2,...,
e com multiplicacao definida por justaposi¢do, ou seja,

(g Xny =+ X ) (Xomy Xy = Xmy ) = X Xy = Xy Xmy Xomy = =+ Xim, -

Vale ressaltar que F (X) ndo é unitdria. Note que todo elemento de F (X) € escrito de maneira tnica
como combinagdo linear de palavras e o produto entre quaisquer dois elementos de F(X) é obtido
como no Exemplo Vamos chamar os elementos f € F(X) de polindmios. A dlgebra F (X) é livre
na classe de todas as dlgebras associativas, livremente gerada por X. Ela € a dlgebra associativa livre,

livremente gerada por X.

Com isso, podemos finalmente definir o que € uma identidade polinomial e uma PI-algebra.

Definicio 2.4. Sejam f = f(x1,x2,...,x,) € F(X) e R uma dlgebra. Dizemos que f é uma identidade
polinomial de R se

f(ri,ra,...,ry) =0 paratodos ry,ra,...,r, €R.

Denotamos por 7' (R) o conjunto das identidades polinomiais de R. Se T (R) # 0 dizemos que R é uma

PI-algebra.
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Exemplo 2.5. Qualquer dlgebra comutativa é uma PI-dlgebra, pois o polindmio comutador f(x,y) =

[x,y] = xy — yx é uma identidade para tais dlgebras.

Exemplo 2.6. Toda édlgebra R finita € uma PI-dlgebra, pois tem o polindmio

fo=JI "=2
1<m<n<|R|+1
como identidade polinomial.

Exemplo 2.7. Se R é uma dlgebra com dimensao finita k, entdo R é uma PI-dlgebra, pois R satisfaz a

identidade Standard
Sta(x1,.- %) = Y (=1)%X6(1)X6(2) " Xo(n)

oEeS,
para todo n > k. Aqui, S, é o grupo simétrico de {1,...,n}, e (—1)° é o sinal da permutagéo .
De fato, se {ey,...,e;} é uma base de R, como St,, = St,,(x1,...,x,) é um polindmio multilinear,

basta provarmos que St, se anula quando substituimos as suas varidveis por elementos da base de R,
mas como n > k, a0 menos um elemento e; se repetird nas varidveis o que anulard o polindmio. Uma

demonstracao mais detalhada pode ser encontrada na Proposi¢do 2.1.6 de [22].

A seguir enunciamos o famoso Problema de Kurosh:

Problema. Se R ¢ uma élgebra algébrica sobre F', um nimero finito de elementos de R sempre vai

gerar uma subalgebra de dimensao finita de R?

Para entendermos este problema primeiro precisamos das defini¢oes de dlgebra algébrica e local-

mente finita.

Definicao 2.8. Seja R uma F-édlgebra. Dizemos que um elemento r € R é algébrico se existe um
polindmio f(x) € F|[x] ndo nulo tal que f(r) = 0. Se todos os elementos de R sdo algébricos, dizemos

que R € uma algebra algébrica.

Toda algebra de dimensao finita € algébrica. De fato, se R ¢ uma F-dlgebra de dimensao finita

2

n e r € R, entdo os elementos r,72,...,r" 7! devem ser linearmente dependentes, ou seja, existem

ai,...,0,+1 € F ndo todos nulos tais que
or40pr 44 oy =0,
Portanto, para todo r € R existe f(x) = ajx+ x> + -+ + a1 1X" 7! € F[x] tal que f(r) = 0.

Definicao 2.9. Uma F-4lgebra R € dita localmente finita se toda subdlgebra de R finitamente gerada

tiver dimensao finita.
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Observacao 2.10. Seja R uma algebra localmente finita e finitamente gerada. Como R € uma subal-
gebra de si mesma, entdo R tem dimensao finita.
Além disso, se F' é um corpo finito, entdo uma algebra R tem dimensao finita se, e somente se, R

¢ finita.

Voltando para o Problema de Kurosh, ja foi comprovado que ele ndo serd verdade para toda
algebra. Porém, foi provado que se a dlgebra for uma PI-dlgebra entdo a resposta ao problema serd

sim.
Teorema 2.11. Se R é uma dlgebra algébrica e R é uma Pl-dlgebra, entdo R é localmente finita.

Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada no Teorema 6.4.3 do livro [15]. 0

2.2 T-ideais e variedades

Dada uma dlgebra R, temos que 7(R) é um subespago vetorial de F(X). Além disso, se f =
flx1,...,x) € T(R) e uy,up,g1,-..,8n € F(X), entdo

f(gla'-'7gn)7 ulf(glv"'agn)7 f(glv"'agn)MZ, Ltlf(gla-“?gn)uZ

pertencem a T (R). Ou seja, T(R) é um ideal de F (X) que € invariante sobre qualquer endomorfismo

de F(X). Com isso em mente, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢cdo 2.12. Um ideal I de F(X) é chamado de T-ideal se ele é invariante por todos os endomor-

fismos de F(X), isto é, se y(I) C I para todo endomorfismo y de F(X).

Um exemplo de T-ideal importante é o T-ideal gerado por um subconjunto S C F(X), conforme a

préxima definigao.

Definicdo 2.13. Dado S C F(X), S # 0, dizemos que a interse¢do de todos os T-ideais que contém S

é o T-ideal gerado por S. Denotamos ele por (S)7.

Ou seja, (S)T é o menor T-ideal que contém S. E possivel descrever este T-ideal conforme o

proximo teorema.
Teorema 2.14. Se S C F(X), S # 0, entdo (S)! é o subespago vetorial de F (X) gerado por todos os
polinomios

f(glﬁ"'7gn)7 ulf(glv""gn)7 f(glv"'vgn)uzv ulf(g1,...,gn)u2, (2.1)
onde uy,uy,g1,...,8n € F(X) e f(x1,...,x,) €S.

Demonstrag¢do. Denote por J o subespago vetorial de F (X) gerado pelos polindmios em (2.1). Temos
que J é um T-ideal e S C J. Logo, pela defini¢io de T-ideal gerado, temos que (S)” C J. Por outro
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T

lado, como (S)T é um ideal de F(X) que contém S, segue que (S)” contém o subespaco vetorial

gerado pelos polindmios

f(xh' . ,)Cn), ulf(xh’ . 7xn)7 f(xlu e axn)”27 M]f(X], e axn)l/lZa (22)
onde u1,ur € F(X) e f(x1,...,x,) €S. Como (S)” também & invariante por endomorfismos de F (X),
segue que (S)7 contém J. Logo, J = (S)7. O

Lema 2.15. Se I é um T-ideal de F (X), entdo

T(@) 1

Demonstragcdo. Para provar (D), seja f(xy,...x,) € I e sejam fi +1,...,f, +1 € F(X)/I, onde
Sfis--osfn € F(X). Como I é um T-ideal, segue que f(fi,...,fn) € I e, portanto,

LOgO’ f(x17"'7-xn) € T(F<X>/I)
Para provar (C), seja f(x1,...,x,) € T(F(X)/I). Em particular, temos

I1=0=f(x1+1,....xp,+1) = f(x1,...,x0) +1.
Logo, f(x1,...,x,) € L. O

Como jd comentado no inicio desta sec¢o, se R é uma édlgebra, entdo 7 (R) é um T-ideal. Agora, se
I ¢ um T-ideal, entdo R = @ serd uma dlgebra tal que 7'(R) = I. Portanto, o conjunto de identidades
de uma dlgebra € um T-ideal e todo T-ideal € o conjunto de identidades de alguma dlgebra; por isso
chamamos o conjunto de identidades polinomiais de uma dlgebra de seu T-ideal. Porém, como duas
algebras distintas (ou ndo isomorfas) podem ter o mesmo T-ideal, classificamos as PI-dlgebras por

meio das variedades.

Definicdo 2.16. Dado S C F(X), S # 0, a classe de todas as dlgebras R tais que toda f € S é uma
identidade polinomial de R é chamada de variedade determinada por S, e denotada por var(S). Note
que

R evar(S) < SCT(R).

A seguir fornecemos um exemplo simples de variedade.

Exemplo 2.17. A classe das dlgebras comutativas ¢ a variedade determinada por {[x1,x;]}. Portanto,

toda dlgebra comutativa estd na variedade determinada por {[x;,x;]}.

Definicao 2.18. Se ¥ ¢ uma classe de dlgebras, dizemos que
T(¢)=()T(A)
Ac¥

¢ 0 T-ideal de €. Além disso, dizemos que var(T (%)) é a variedade gerada por %, e a denotamos por
var(€).
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Como vimos anteriormente, se R € uma F-dlgebrae S C F(X), entdo toda f € S é identidade de R
se, € somente se, toda g € (S)T ¢ identidade de R. Portanto, pela defini¢do de variedade determinada
por S, temos que var(S) = var((S)T). Com isso, toda variedade é determinada a partir de um T-ideal.

Na verdade podemos falar mais sobre as relacdes de T-ideais e variedades.

Proposicao 2.19. Seja T o conjunto de todos os T-ideais de F(X) e seja V o conjunto de todas as

variedades. Denote por var : T — V a fungdo dada por I — var(I). Entdo:

(a) A funcdo var: T — 'V ¢ bijetora.

(b) Sel,J €T, entdo
I CJ <= var(I) Dvar(J).

(c) A fungdo inversa de var é T : V — T dada por € — T(%).

Demonstragdo. Temos os seguintes itens:

(a) Pelo comentdrio feito no pardgrafo anterior a esta proposi¢do, temos que a fun¢do var € sobre-

jetora. A injetividade de var é consequéncia do item (b) que provaremos abaixo.

(b) Suponha que I C J. Seja R € var(J), isto é, J C T(R). Como I C J, temos I C T(R). Logo,
R €var(I) e var(J) Cvar(I).

Para a reciproca, suponha que var(J) C var(I). Se R = F(X)/J, sabemos que T (R) = J. Logo,
de R € var(J) C var(I) temos R € var(I). Agora, pela defini¢do de variedade, I C T'(R), ou
seja, I C J.

(c) Precisamos provar que 7 (var(I)) = I para todo I € T. Pela definicdo de variedade, se A €
var(I), entdo I C T(A). Logo, I C T'(var(I)). Agora, como F(X)/I € var(I) e T(F(X)/I) =1,
segue que T (var(I)) C I. Logo, T (var(I)) =1.

Finalizamos a demonstracdo da proposicao. [

Aqui cabe uma observagdo: ndo existe um conjunto que contém todas as variedades e, portanto,
ndo existe uma fun¢do var como no enunciado. O que existe na verdade é uma classe de variedades e
uma correspondéncia var. Porém, preferimos usar a linguagem de conjunto e funcio para facilitar o
entendimento e escrita.

Um resultado importante que temos sobre as variedades € o seguinte.

Proposicao 2.20. Se € é uma variedade de dlgebras, entdo € ¢ gerada por suas dlgebras finitamente

geradas.
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Demonstragcdo. Sejal C F(X) definido por

Ae?
Pela ultima proposicéo, var(I) = var(T (%)) = €.
SejaW = {F,(I) | n € N}, onde
F e
INF(x1,...,x,)

Aqui, F(xi,...,x,) é a subdlgebra de F(X) gerada por xi,...,x,. Note que cada dlgebra F,(I) é
finitamente gerada pelos X7,...,X%,, onde por f entende-se o elemento f = f+ (INF{(xy,...,x,)).
Provaremos que a variedade gerada por W coincide com % . Pela tltima proposi¢do, devemos provar
que

I=T(W), onde T(W)= (T (F.(I)).

neN

(C) Seja f(x1,---,%m) €1.Se fi,..., fm € F(I), onde f; = fi(x1,...,x,) € F{x1,...,x,), entdo
SR fm) = f (e )

Como f(xi,...,x,) € I, temos que f(f1,...,fm) € 1. Note que f(f1,..., m) € F{x1,...,Xn),
pois fi(x1,...,x,) € F(x1,...,x,). Logo,

f(fi,- o fm) =0
e f(x1,...,xn) € T(F,(I)). Como tal fato vale para todo n, segue que I C T'(W).

(D) Seja f(x1,...,xn) € T(W) e suponha que f ¢ I. Neste caso, em Fy,(I), temos

0# f=f(x1,.-s%m) = (XD, .., Xm).

Como X1,...,Xn € Fyu(I), temos que f(xy,...,x,) & T(F,(I)). Mas isso é um absurdo, pois
Fu(I) €W e f(x1,...,%m) € T(W). Logo, T(W) C I.

Portanto, var(W) = €. O

Defini¢ao 2.21. Seja R uma Pl-dlgebra e seja S C F(X). Se T(R) = (S)7, dizemos que S é uma base

para as identidades polinomiais de R.

No préximo capitulo apresentaremos uma base com dois elementos para as identidades polinomi-
ais da dlgebra de matrizes de ordem 2 com entradas num corpo finito.
Para isso, usaremos a seguinte técnica para descrever as identidades polinomiais de uma PI-

algebra R:
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(a) Primeiro encontramos um "bom" conjunto S de identidades polinomiais para R. Ou seja, um

conjunto em que acreditamos ser uma base para T (R). Daqui obtemos
T(R) D (S)T.
(b) Da Proposigdo 2.19 temos var(T (R)) C var((S)7). Além disso,
T(R) = (S)" < var(T(R)) = var((S)7).
(c) Como var(S) = var((S)T), para provar a igualdade T'(R) = (S)” precisamos provar que
var(T(R)) D var(S).

Usaremos a "receita" acima no préximo capitulo.



CAPITULO 3

T-ideal da algebra das matrizes 2 x 2 com
entradas num corpo finito

Quando vamos estudar as identidades das dlgebras das matrizes 2 X 2 nos deparamos com alguns
resultados bem interessantes. Razmyslov, em [26]], foi o primeiro a mostrar que, se F' € um corpo de
caracteristica 0, existird uma base finita para as identidades de M, (F). Ele provou isso explicitando
uma base com 9 elementos. Mais tarde, Drensky, em [7]], melhorou esse resultado para uma base com
somente duas identidades. Koshlukov provou em [20] que as identidades de M,(F) possuem uma
base finita para todo corpo infinito F de caracteristica positiva diferente de 2. O caso em que F €
infinito de caracteristica 2 permanece em aberto.

Saindo dos corpos infinitos, Mal’tsev e Kuz’min exibiram em [23]] uma base com duas identida-
des para a dlgebra M,(F,) sobre qualquer corpo finito F,. Neste capitulo estudaremos os resultados
apresentados por eles.

Ao longo deste capitulo, F, serd um corpo finito de caracteristica p e com g = p” elementos.

3.1 Algumas identidades polinomiais para M;(F,)

O nosso foco neste capitulo serd a dlgebra de matrizes M, (F;). Veremos, entdo, alguns exemplos
de identidades polinomiais para tal dlgebra.

Como M, (F,) é uma dlgebra de dimensdo 4 sobre o corpo F, vimos no Exemplo que o polino-
mio Standard Sts(x,...,xs) é uma identidade polinomial para M(F,) e, por meio do Exemplo
pudemos construir outra identidade polinomial. Além delas, existem outras identidades polinomiais
interessantes. Veremos nesta se¢do duas identidades importantes. Para isso, serd necessario um resul-
tado que vem da teoria dos grupos. Como F, \ {0} é um grupo multiplicativo com g — 1 elementos,

segue do Teorema de Lagrange que o¢~! = 1 para todo o € F, \ {0}. Logo,

af = o paratodo a € Fy.

33
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3.1.1 Identidade polinomial f;

A primeira identidade que veremos usard o comutador [x,y] = xy — yx. De agora em diante,

denotaremos por f; = fi(x,y) o seguinte polindmio:

Fixy) = (=2 =y ) (1= [r,y)7 ).

Para provarmos que f; é uma identidade polinomial para M, (F;) relembraremos um resultado ja
conhecido da teoria de Algebra Linear.

Fixada uma matriz A € M, (F;), denote por p(x) seu polindmio caracteristico. O grau de p(x) é
dois, portanto p(x) admite duas raizes (iguais ou distintas) A; e A,. Note que 41,4, € F, ou p(x) é um

polindmio irredutivel de F,[x]. No segundo caso, se (p(x)) € o ideal de F;[x] gerado por p(x), entdo

Fylx]
(p(x))

€ um corpo que satisfaz as seguintes propriedades:

K =

(a) F; C K (extensdo de corpos),
(b) A1, €K,
(c) [K:F;| =2e, em particular, |[K| = ]quz =q>.

Pela teoria de Galois, K € o tinico corpo, a menos de isomorfismo, com q2 elementos, o qual denota-

remos por K = F . Portanto, pelo Teorema de Jordan, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1 (Jordan). Se A € M>(Fy), entdo existe uma matriz invertivel B € Ma(F ) tal que

BAB~' = ( ’})‘ fz )
onde 1,2 € Fp e € satisfaz:
1. €e=0se A # Ay,
2. €e=0oue=1ser =A.

O teorema fala da existéncia da Forma de Jordan de uma matriz e pode ser encontrado na Se¢ao
5.6 do livro [5]], mais especificamente no Teorema 5.174.

Usando o Teorema de Jordan, podemos seguir com o seguinte resultado.

Proposicao 3.2. O polinomio

filxy) = (=20 (y—y7) (1 = [,y

¢ uma identidade polinomial para M>(Fy).
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Demonstragdo. Sejam X,Y € M>(F,). Provaremos que f;(X,Y) = 0. Para isso, considere o polin6-

mio caracteristico p(x) de Y, e denote por A;,A; suas raizes. Aqui teremos dois casos, o primeiro

referente a A; # A, e o segundo referente a A} = A, = A.

Caso 1:

Caso 2:

A # Do

Neste caso, pelo Teorema de Jordan, existe uma matriz invertivel B com entradas em F, 7 tal que
(M0
BYB™ ' = < 0 A ) )
2 2
Como 41,4 € Fp, temos que Ay = Al e 2, =2 . Logo,

2
BY7B'=(BYB ) = @A) 0 ) < Mo 0 ) —BYB L.
0 (h) 0 X

Portanto, Y4 =Y. Ou seja, (Y — Yqz) =0e f1(X,Y) =0 para todos X,Y € M, (F,).

M=A=A.

Neste caso, o Teorema de Jordan nos diz que existe uma matriz invertivel B com entradas em

-1 _ A €
BYB _(0 A)’

onde € =0 ou 1. Como o trago tr(CD) = tr(DC), temos

Fp tal que

tr(Y)=tr(BYB™') = 2A.

Se char(F,) = p #2,entdo A € F, pois tr(Y) € F,. Se p =2, entdo F,, = F>r ¢ um corpo perfeito,
ou seja, pela Proposicao os polindmios irredutiveis com coeficientes em F, devem ter
raizes simples. Como o A ndo é uma raiz simples do polindmio caracteristico p(x) de Y, entdo
tal polindmio pode ser fatorado em F,[x] como p(x) = (x —A)(x— A), ou seja, A € F,. Desta
forma, temos que B € M>(F,;). Provamos que independente da caracteristica de F,, sempre

teremos A € Fj.

Note que, se f1(X,Y) =0, entdo

0 = BOB™!
= Bfi(X,Y)B!
= BX—XN)(Y-Y")(1-[X,¥Y]4")B"!
= B(X-XNB'B(Y —Y7)B'B(1-[X,Y]" "B
— (BXB~'— (BXB'))(BYB~'— (BYB~")*)(1—[BXB~',BYB '} )
= fi(BXB™',BYB™!),
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e, de forma semelhante, se f;(BXB~!,BYB~!) = 0 entdo f;(X,Y) = 0. Portanto,
fi(X,Y)=0 < f1(BXB ',BYB~')=0.

Com isso, como BXB~! € M;(F,), para provarmos que f1(X,Y) = 0, podemos supor, sem perda

de generalidade, que Y = A1+ E, onde
E= ( 8 . ) .
De forma semelhante a Proposi¢ao como A1 e E comutam, segue que
(A+E) =2T14+EC =A71=21.
Por outro lado, como A1 comuta com qualquer outra matriz em M (F,2), temos que
X, Al+E]=[X,Al]+[X,E] = [X,E],
ou seja,

AXAL+E) = (X—XO)A1+E—(AL+E))(1—[X,A1+E)4 )
= X-XDHAI+E-A(1-[X,E" Y
= (X-XN(E)1-[X,E]""). (3.1)

Se € =0, entdo E = 0 e (3.1) torna-se 0. Suponha
_ [ *11 X2 (01
X_(x21 xzz) © E_(O O>'
(0 xq X1 X2\ [ —X21 X11—Xx22
[X’E]_(oxm)_(o 0)‘( 0 x21 )

(a) Se x21 # 0, entdo de z7~! = 1 para todo z € F,\ {0}, obtemos

- (30)-(UF )= (87)

Neste caso, E(1 — [X,E]?"1) = 0 e (3.1) torna-se 0.

Entao

(b) Se x21 = 0, entdo de z7 = z para todo z € Fy, obtemos

q / /
oy [ Xnnoxi2 y (X ¢ _ 0 xp—c
e (3 2) (0 )0

Neste caso, (X —X?)E = 0 e (3.1) torna-se 0.

Pelos dois casos, provamos que fi(X,Y) = 0 para todos X,Y € My (F,). O
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3.1.2 Identidade polinomial f>

A segunda identidade que veremos usard o produto de Jordan xoy = xy -+ yx. De agora em diante,

denotaremos por f> = f>(x,y) o seguinte polindmio:

fr(x,y) = (x=x7) o (y=y1) = ((x—x7) o (y —y))7.

Para provarmos que f> ¢ uma identidade polinomial para M(F,), enunciaremos alguns lemas na

sequéncia.

Lema 3.3. Se XY € M>(F,) sdo matrizes com trago nulo, entdo X oY é uma matriz escalar.

X:(xll le) eY:()’ll ylZ)‘
X21  X22 y21 Y22

Como X e Y tém trago nulo, entdo x11 +x22 = y11 +y22 = 0. Fazendo as multiplica¢des obtemos

Demonstracdo. Sejam

Xy — X11Y11 +X12y21  X11Y12 +X12y22 e YX — VXt +ynex2r yiiXi2 +ynexe
X21Y11 T X22Y21 X21Y12 +X22Y22 Y21X11 +Yy22X21  Y21X12 +Y22X22

€, portanto,

X11Y11 +X12y21  X11Y12 +X12y22 i YiiXi1 +ynx2r YiiXxi2 +yi2x22
X21Y11 FX22Y21 X21Y12 +X22Y22 Y21X11 +Y22X21  Y21X12 +Y22X22

X11Y11 +X12y21 HY11x11 +yiexer X11y12 +X12y22 +y1ixi2 +yi2x22
X21¥11 +X22y21 +Y21X11 +Yy22X21  X21Y12 +X22Y22 + y21X12 + Y20X20

2X11y11 +x12y21 +yi2x21  yiz(xi1 +x22) +x12(y11 +y22)
221 (11 +y22) Fy21(x11+x22)  2x00y20 +X12Y21 +Y12%21

2x11y11 +X12)y21 + Y12X21 120 +x120
x2104+y210 2(=x11)(—=y11) +x12y21 +Y12%21

2x11y11 +X12y21 +y12x21 0
2x11y11 +X12y21 +Y12X21

1 0
= (2x11y11 +x12y21 +y12%21) ( 0 1 > ;
como era o desejado. [
Lema 3.4. Se X € M»(F,), entdo X — X9 é uma matriz com trago nulo.

Demonstragdo. Sejam A; e Ay raizes do polindmio caracteristico de X € M,(F;). Sabemos, pelo

Teorema de Jordan, que existe uma matriz invertivel B com entradas no corpo F» tal que

A€

-1 _ 1

BXB™ = ( 0 A )

para alguns 41,4, € F2 e € =0 ou 1. Como tr(CD) = tr(DC), temos que 17(X) = tr(BXB™1), logo

tr(X9) = tr(BXIB™') = tr((BXB~1)9).
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_ ALoe ! Ak
I\g _ 1 — 1
= (55 ) = (% &)

para algum k € F . Portanto, tr((BXB~1)7) = A{ + 1. Como g = p", paraalgum r > 1,e 41,4, € Fp,
segue da Proposicao que A/ +AJ = (4 + A2)7 e, portanto,

Note que

tr(X9) =tr(BXB™ ")) = A1+ ] = (A + )4 = (tr(BXB™ ")) = tr(X)4.
Como 1r(X) € F, temos que tr(X9) =tr(X)? = tr(X). Logo,
tr(X =X =tr(X)—tr(X9) =0
e a demonstracgao estd finalizada. 0
Proposicao 3.5. O polinomio
fxy)=(x=x")o(y—y1) = ((x—x)o(y—y))*
¢ uma identidade polinomial para M>(F).

Demonstragdo. Sabemos pelo Lema que se X,Y € M>(F,) entdo X —X? e Y — Y9 sdo matrizes
com trago nulo. Com isso, pelo Lema existe um A € F, tal que

(X X9 o (Y —Y7) = Al.

Logo,
(X=X o(Y—-Y9))1=291 = A1,
ou seja,
X =XN)o(Y—-Y)—((X—XT)o(Y-Y9)1=0
para todos X,Y € M, (F;). Provamos que f>(x,y) é¢ uma identidade polinomial para M>(F;). O

3.2 Descricao das identidades polinomiais para M, (F,)

Nesta se¢do, assim como antes, F;; denotard um corpo finito com g elementos e com caracteristica
p. Neste caso, |F,| = p? para algum d > 1.

Dado um subcorpo F, de F;, podemos olhar para M;(F;) como uma élgebra sobre Fy,. Além
disso, os polindmios fi e f, definidos na segdo anterior, estio em Fy(X). Denote por J, o T-ideal
de F,(X) gerado pelos polindmios fi e f>. Nesta se¢do, provaremos que o subconjunto de Fj(X)
formado pelas identidades polinomiais de M, (F,) coincide com J .

De agora em diante, escreveremos F = F,, M denotard a variedade de F-dlgebras gerada pelo
conjunto {f1, f>} e var(M>(F,)) denotard a variedade de F-dlgebras gerada pelo subconjunto de F(X)

consistindo das identidades polinomiais de M, (F).
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Usaremos a técnica do final da Secdo 2.2 desta dissertacdo. Note que o subconjunto de F (X) for-
mado pelas identidades polinomiais de M;(F,) coincide com J, se, e somente se, M = var(M>(F;)).
A inclusdo var(M,(F;)) C M segue da segdo anterior, entdo resta-nos provar a outra inclusdo. Para

isso, precisamos de uma defini¢do e de alguns resultados sobre a variedade M.

Definicdo 3.6. Dada uma variedade de dlgebras ¥/, denote por In(?") o conjunto dos indices de
nilpoténcia das dlgebras nilpotentes de ¥". Se In(¥') é finito, dizemos que seu maior elemento é o

indice de nilpoténcia de 7.
Lema 3.7. A variedade M possui indice de nilpoténcia finito igual a 2.

Demonstragdo. Seja N € M uma élgebra nilpotente com indice de nilpoténcia n. Se n > 2, entdo

existem elementos ay,ay,...,a,—1 € N tais que
ajay - -ay—1 7& 0.
Sejam X = ajay---ay—p e Y =a,_1. De f1(X,Y) = 0 obtemos

0= (X XN —Y")(1—[X,¥) Y
= XY - XY[X,Y]" ' —XY? + XY7[X,¥]4!
— XY + XY [X, ]9+ X979 — Xy [X,Y]7!
=XY.

Como XY # 0 temos um absurdo. Note que a tltima igualdade se deve ao fato de que f1(X,Y) é uma
soma de oito elementos, dos quais sete serdo compostos por produtos de no minimo » elementos de
N, ou seja, sdo nulos, e o oitavo é XY. Portanto, n = 2 para toda élgebra nilpotente de M nao nula. O
F-subespago vetorial de M, (F;) gerado pela matriz e|, é uma dlgebra nilpotente da variedade M com

indice de nilpoténcia 2. Logo, o indice de nilpoténcia de M é exatamente 2. [
Proposicao 3.8. A variedade M é gerada por suas dlgebras finitas.

Demonstragdo. Seja I o T-ideal gerado por fi e f2, isto é,

I1={fi,p)".

Como f1 € I temos que
8() = filxx) = (x—x)(x—a") €1.
Logo, g(x) é uma identidade polinomial para toda dlgebra em M, ou seja, toda dlgebra em M é uma
PI-adlgebra e € uma élgebra algébrica. Entdo, pelo Teorema temos que toda dlgebra em M ¢é
localmente finita.
Aplicando a Proposigao [2.20] temos que a variedade M ¢é gerada por suas dlgebras finitamente
geradas F;,(I), n € N. Como F;(I) é localmente finita, segue que F,(I) é de dimens@o finita. Como o

corpo F é finito, segue que F, () é finita. Ou seja, M é gerada por suas dlgebras finitas. 0
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Proposicio 3.9. A inclusdo M C var(M,(F,)) é verdadeira.

Demonstragdo. Usando a Proposi¢cdo temos que M é gerada por suas algebras finitas R. Portanto,
para provarmos que M C var(M(F,)) basta provarmos que R € var(M,(F,)) para toda dlgebra finita
R de M.

Pelo Teorema existem algebras subdiretamente irredutiveis finitas R,...,R, tais que R é

isomorfa a uma soma subdireta delas.

Afirmacao 1. Vale a igualdade

Demonstragdo da Afirmagdo 1. Como R é uma soma subdireta das 4lgebras Ry, ...,R,, entdo existe

n

um monomorfismo de dlgebras ¢ : R — HR,- tal que (7;0 ¢)(R) = R;. Relembrando que 7; é o
i=1

homomorfismo projecao que leva (yq,...,y,) em y;.

Seja f(x1,...,x5) € T(R). Por definigdo, f(ry,...,r;) = 0 para todos r,...,r; € R. Como (7; 0
¢)(R) = R;, para todo r; € R; existe um 7} € R tal que (7;0¢)(r}) = ri. Com isso, temos que para

todos r,...,rl € R; vale

f(rliw"vri) :f((ﬂ'l-o¢)(r/1),.,,7(7rio¢)(r;)): (77,'[0¢)(f(r/1,...,1’;)) = (ﬁio¢)(0) =0.

Ou seja, f(xq,...,xs) € T(R;) paratodo 1 <i<n, o que implica que f(xi,...,x5) € L, T(R;).
Por outro lado, seja f(x1,...,x,) € i, T(R;). Note que f(x1,...,xs) € T ([T~ Ri), pois

f((r},...w’f),...,(ri,...,rf)): (f(r%,...,r}),...j(r’f,...,r?)): 0,...,0)

para todos rf €R;com 1 </<sel <i<n.Portanto, como ¢(R) C [T’ R;, segue que f(x1,...,x5) €
T(¢(R)), o que implica que f(x1,...,xs) € T(R) pois ¢ é injetora.
Portanto, pelos dois dltimos pardgrafos, temos que T'(R) = (_; T (R;) como queriamos demons-

trar.

Segue da Afirmacgdo 1 que para provarmos a proposicao basta provarmos que cada dlgebra R; esta
em var(M(Fy,)). Para isso, provaremos que cada uma destas dlgebras R; pode ser mergulhada em
M, (F,), e isso é o suficiente para a conclusdo da demonstragao da proposi¢do. Por comodidade, fixe
i e denote R = R;. Portanto, de agora em diante, R serd uma édlgebra subdiretamente irredutivel finita

em M e, nos proximos quatro casos, mostraremos que R pode ser mergulhada em M, (F).

(a) Caso R nilpotente.
Suponha que R € uma &lgebra nilpotente em M. Neste caso, segue do Lema que R? = 0.

Suponha que dimp R > 2 e fixe dois elementos distintos @, de uma base de R. Como R? = 0, segue
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que
I,=Fa e I, =Fb

sdo dois ideais de R. Por outro lado, do fato que R é uma algebra subdiretamente irredutivel, temos
I,N1, # 0, 0 que € um absurdo. Portanto, dimr R = 1 e podemos mergulhar R em M, (F;) por meio

da func¢@o ata — ey, onde @ € F e {a} é base de R.

(b) Caso R simples.

Suponha que R € uma élgebra simples em M. Pelo Corolério R é isomorfo a My (F,) para
alguns k,t > 1. Portanto, M (F,) também estd na variedade M e podemos supor, sem perda de
generalidade, que R = My (F,).

Se k > 3, entdo

2

filern,e3) = (enn—ely)(eas — ) (1—[ern, 3] ")
= (en)(es)(1—ef3 ")
= epn—el;=e3#0.

Neste caso, temos um absurdo, pois R € M. Logo, obrigatoriamente devemos ter k < 2.

Suponha agora que k = 2, isto €, suponha que R = M (F),). Para todo & € F; temos

oepl — (ocen)q)(elz —e?;)(l — [Otell,elz]q_l)
a—af)en)(enn)(1—(aen)!™)

a—al)ep)(1— aq_le?; )

filaeir,enn) = (
((

= ((
(o —af)ern — ((a—af)attel,)
(a—oaf)ep,.

Como f(x,y) é uma identidade polinomial de R, segue que & — ¢ = 0 para todo & € F),.. Portanto,
pelo Teorema podemos mergulhar Fy; em F, e, consequentemente, mergulhar R = M;(Fy;) em
M,(F,). Note que tal mergulho ¢ um monomorfismo de "F-dlgebras", pois no mergulho entre os
corpos, os elementos de F ficam fixados.

Suponha que k = 1, isto &, R = M (F,:) = F,;. Se o € F;, entdo
0=fi(o, &) = (¢ — ) (—a? )(1—[or, )" ") = (@ — @) (a—af),
ou seja, como Fy € um corpo,
o—0a?=0 ou a—a? =0.

No primeiro caso,

o=al=(a?)?= af’.
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Assim, em ambos 0s casos teremos o — af =0 para todo & € Fy. Portanto, podemos mergulhar
R = Fj em Fp. Como dimg, F» = 2, segue da Proposigdo que a Fy-dlgebra F» € mergulhada na
dlgebra M, (F;). Em particular, R ¢ mergulhado em M, (F).

(c) Caso R semiprima.

Suponha que R é uma élgebra semiprima em M. Pelo Teorema de Wedderburn, existem
subalgebras simples By,...,B, de R taisque R=B; @ ---©B,. Se n =1, entdo R é simples e este
caso ja foi estudado anteriormente. Suponha n > 2. Neste caso, By, ...,B, sao ideais bilaterais de R

cuja intersecao € 0, que é um absurdo pois R é uma dlgebra subdiretamente irredutivel.

(d) Caso R diferente dos anteriores.
Suponha que R é uma dlgebra em M ndo nilpotente, ndo simples e ndo semiprima. Como R € uma

dlgebra sobre um corpo finito, pelo Teorema[I.61]de Wedderburn podemos decompor R como
R=B®N,

onde B é uma subdlgebra semiprima de R, e N # 0 é o radical de Jacobson de R. Vale lembrar que a
soma direta acima € a soma direta de espacgos vetoriais. Como N € uma algebra nilpotente da variedade
M, segue do Lemaque N? = 0. Além disso, pelo Teorema existem s,kq,...,ks,t1,...,ts € N
tais que

B=B®---®Bs com B; = M;,(Fy;).

Relembramos que By, ..., B sdo ideais bilaterais de B e, pelo estudo do caso (b) desta demonstragdo,
segue que 1 < ky,...,k; < 2. Provaremos que k| = --- = k; = 1. Suponha, por exemplo, que k| = 2.
Por um abuso de notagdo, escreveremos simplesmente B; = M, (F i ) e, neste caso, o elemento (matriz

candnica) ej; € By existe. Se u € um elemento qualquer de N, entao

0= filenu) = (ern—ely)(u—u? )(1—[ern,u)?™")
= elzu(l—(elzu—uelz)qfl)

= ejpu— elzu(elzu — uelg)q_l.
Como N é um ideal de R, segue que ejpu,ueiz € N e, portanto, (ejou —uej) € N. De N? = 0 obtemos
erpu(ennu —uen)? ' =0,
ou seja,

0=fi(ein,u) = epu—epu(enu—ue)?!

= é1aU.

Portanto, ejpu = 0 para todo u € N. Por meio da igualdade 0 = fj(u,e;2) obtemos, com raciocinio

andlogo, uej» = 0 para todo u € N. E o mesmo vale para e,, ou seja, exju = uep; = 0 para todo
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u € N. Note que e1; = ejzer1, logo ejju = ejperju = e120 = 0 para todo u € N e, com mesmo
raciocinio, uey; = expu = uer; = 0. Provamos que BN = NB; = 0 e, desta forma, temos que B; é
um ideal de R. De fato, se b+n € R,comb € Ben € N, entdo Bi(b+n) =Bb+Bin=BbCBje
(b+n)By = bBy+nBy = bB; C B).

Como Bj e N sdo ideais de R e By NN = 0 temos um absurdo, pois R € subdiretamente irredutivel.

Em resumo, provamos acima que
B=B,®---®Bs; com B;=Fy; para todo 1i.

Temos que pelo menos um dos conjuntos RN, NR é ndo nulo. De fato, se RN = NR =0, entdo B|N =
NB; =0 o que, como vimos acima, ¢ um absurdo. De agora em diante, sem perda de generalidade,
assumiremos que

RN #0.

Como By, ..., By sdo ideais de B cuja intersec¢do dois a dois € nula, segue que B;B; = 0 para todos

i # j. Denotando por ¢; o elemento identidade de B;, temos que
13:61—’—..._’_65‘

¢ o elemento identidade de B.

Afirmacao 2. ¢;N é um ideal de R para todo i.

Demonstragdo da Afirmagdo 2. E ficil ver que e;N é um subespaco vetorial de R. Agora,
(eiN)R = ¢;(NR) C ¢;N,
pois N € ideal de R. Por outro lado,
R(e;N) = (B+N)(e;N) = B(e;N) +N(e;N) C Bi(e;N) +N? = e;(BiN) + {0} C e;N.

Finalizamos aqui a demonstragdo da afirmacao.

Sei# jeu=en=e;n paracertos n,n’ € N, entdo, como ¢; é a unidade de B;,
uU=en=een=—= e,-ejn’ =0,

ou seja, e;N e e;N sio ideais de R com interse¢do nula. Como R € dlgebra subdiretamente irredutivel,
segue que apenas um ¢;N é ndo nulo. De agora em diante, sem perda de generalidade, assumiremos
que

etN#0 e egN=---=¢;N=0. (3.2)

Afirmacio 3. )N = N.
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Demonstragdo da Afirmagdo 3. Seja J = {n—en | n € N}. Com raciocinio andlogo aos até aqui
apresentados, pode ser mostrado que J é um ideal de R. Se u = n — ejn = e n’ para certos n,n’ € N,
entdo

u=en =eeyn' =e(n—emn)=0.

Ou seja, e1N e J sdo ideais de R com intersecdo nula e, pela irredutibilidade subdireta de R, segue que

J = 0. Portanto, ejn = n para todo n € N. Finalizamos a demonstracio da afirmacao.

Fizemos um estudo dos ideais bilaterais e;N. Agora faremos um estudo dos ideais bilaterais Ne;.
Temos duas situagdes: NR = 0 ou NR # 0. Com raciocinios andlogos aos que decorreram ao longo
das Afirmagdes 2 e 3, se NR # 0 entdo existe i tal que Ne; # 0, Ne; =0 se j # i, Ne; = N. Entdo
existem 3 casos a serem analisados:

(a) Caso 1. NR=0.

(b) Caso 2. Ney # 0, Ne; = 0 paratodo j # 1, Ne; = N.

(c) Caso 3. Sem perda de generalidade, Nes # 0, Ne; = 0 para todo j # 2, Ne; = N.

Faremos um estudo caso a caso.

Caso 1. NR=0.

Neste caso, a quantidade s de conjuntos B;’s na decomposi¢do de R é 1. De fato, se s > 2, entdo
de eoN = Nep = 0 obtemos que B, é um ideal de R ndo nulo tal que BN = 0, o que é um

absurdo, pois R € subdiretamente irredutivel. Portanto, neste caso, temos s = 1, ou seja,
R=B;®&N.

Relembramos que B; € um corpo isomorfo a F;,. Fazendo fi(a,u) num fixado0 Fu €N e

num elemento qualquer & € By, teremos

0 = (a—af)(u—u)(1—[o,u)"")
- (a—ocq)u(l—[a,u]q_l)
= (a—af)u.

Nas duas dltimas igualdades usamos o fato que N é um ideal de R e N> = 0. Como (& — a?)u =
0, segue que o — a7 = 0 para todo @ € Bj. Pelo Teorema podemos mergulhar By em F.

Sem perda de generalidade, escreveremos By = F, C Fy.

Além disso, temos que N é um B|-espaco vetorial (a esquerda) de dimensdo 1. De fato, suponha
que existam dois elementos u,v distintos em uma base de N. Temos que Bju € um ideal de R,

pois para todos by,b} € B; e n € N, como N? =0, segue que

(bl +n)(b'1u) = (blbll)u €Biu e (b'lu)(bl —f—l’l) =0 € Bju.



3.2. Descrigdo das identidades polinomiais para M (F) 45

Caso 2.

Portanto, Bju e Byv sdo ideais de R ndo nulos com interse¢ao nula, pois {u,v} é L.I., contradi-

zendo assim a irredutibilidade subdireta de R.

Fixada uma base {u} para o Bj-espago vetorial (2 esquerda) N, para todo r € R existem dnicos

by,b| € B tais que r = by + b u. Denote por y a fungio
Y. R — Mz(Fq)

by b
r:b1+b'1u — (O 01)

A fungdo y estd bem definida, pois F,; C Fy;. Provaremos que ¥ € um homomorfismo de
dlgebras. Temos que y ¢é transformagdo linear. Agora, dados r,s € R tais que r = by +bju e

s = c¢| +cju, com by, b, cy,c} € By, temos que
rs = (b1 +biu)(c1 + cyu) = bycy + by cyu + biucy + bucu.
ComoNB{ CNR=0= N2, temos que

rs =bjcy +blc'1u.

v = () "10""1 )z(b(; T (5 )=

Além disto, y é injetiva, pois y(r ) se, e somente se, ¥ = 04 0u = 0. Com isso,

Logo,

concluimos que R pode ser mergulhado em Mz (F,), como era o desejado.

Ney #0, Ne; =0 paratodo j # 1, Ne; = N.

Neste caso, pela Afirmacdo 3, temos N = Ne; = e;Nej. De (3.2)) e do enunciado deste caso,
temos que eoN = Nep = 0. Portanto, assim como no Caso 1, temos que R = B; & N com
B=B,=Fy; CF,.

Sabemos que N é um (B, By)-bimédulo unitdrio. De fato, como N é ideal bilateral de R, basta
verificar a questdo da acdo da unidade e; nos elementos de N. Pois bem, dadon € N = e;Ney,

existe ' € N tal que n = eyn’e; e, portanto,
/ /
ney =eneje =ene; =n.

De maneira andloga, ejn = n, como era o desejado. Desta forma, pelo Teorema|1.37, N admite

uma base distinguivel D sobre o corpo Bj.

Afirmacao 4. Se u € D, entdo Bju € um ideal de R.
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Demonstragdo da Afirmagdo 4. Como u € um elemento distinguivel, existe um automorfismo
o do corpo By tal que ub = o (b)u para todo b € By. Agora, dados r € R e x € Bju, existem
b, eBieneNtaisque r=b+nex=>bu,evale:

rx = (b+n)x = bx+nx = bx = bb'u € Byu,
=x(b+n)=xb+xn=xb=0c(b)x=o0(b)b'u € Byu,

como era o desejado.

Se D tem dois elementos u, v distintos, entdo BjuNBv =0, pois {u,v} é L.I. Isso é um absurdo
pela Afirmag@o 4 e pelo fato de R ser subdiretamente irredutivel. Portanto, D = {u} é uma base
de N.

Como R = B; @ N, para todo r € R existem Unicos bl,b’1 € By tais que r = b —l—b’lu. Seja v
definida por

V:R — M (F)

o / b bl]
r—bl-l—blu — ( 0 G(bl) .

A fung@o y estd bem definida, pois B = F,, C F;. Provaremos que ¥ € um homomorfismo de

algebras. Temos que y preserva a soma. Agora, se & € F, entdo
o(a)u=ua=(ua)e; =u(ae;) = a(ue;) = au

e, consequentemente, o (o) = o. Logo, ¥ é uma transformacéo linear. Agora, dados r,s € R

tais que r = by +bju e s = ¢ +cju com by, b, cy,c} € By, temos
rs = (b1 +biu)(c1 + cyu) = bycy + by cyu+ biucy + bucu.
Como u é distinguivel e N2 = 0, segue que

rs = bicy + (bic| +bo(cr))u.

Logo,
. bicy b1€1—|—b/ ( )
I//(I"S) - < () blcl)

. bicy b1€1—|—b/ ( )

N 0 o(b1)o(cy)

. bl bll C1 C/1
N 0 Gb] 0 G(C])
= y(r)w(s)

Além disso, y € injetora, pois se y(r) = < 8 8 ), entdo r = 04 0u = 0.

Com isso, provamos que R pode ser mergulhada em M, (F;), como era o desejado.
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Caso 3. Nep #0, Nej =0 paratodo j# 2, Ne; = N.

Neste caso, de forma semelhante aos anteriores, temos que e;{Ne, = N e B = B| & B», portanto

R = B1 ® B> ®N. Por um abuso de notacdo, escreveremos B = qu e B, = Fprz.

Afirmacao 5. By,B; C F,.

Demonstragdo da Afirmagdo 5. Dados @ € By e u € N, temos que

0= frlou) = (a—a)o(u—ut)— (o~ at)ou—ut))"
= (a—a)ou—((«—o?)ou)?
= (a—au+u(a—a?)—((o—of)u+u(o— o))
= (a—af)u+u(a—oal).

Como Nej = 0, obtemos
0= fala,u) = (ot —o?)u.

Disso, segue que & — a? = 0 para todo o € B;. Logo, podemos mergulhar By em F;. Sem

perda de generalidade, escreveremos By = Fyy C F.

De forma semelhante, dados 8 € B, e u € N, usando (3.2)), temos que

0=/f2(B,u) = u(Bp —pB7)
e podemos mergulhar B, em F,. Novamente, sem perda de generalidade, escreveremos By =
prz g Fq.

Com isso, provamos que By C F, € B, C F, finalizando assim a demonstra¢do da afirmagdo.

Se B nio admite um subcorpo isomorfo B,, entio N = F,;®p, N é um (F,, By)-bimddulo uni-
tario. Para facilitar a notagdo, omitiremos este caso, mas gostariamos de ressaltar que ele segue

as mesmas ideias do caso a seguir, fazendo as devidas adequagdes.

Suponha que B; admite um subcorpo B isomorfo a B,. Denote por p : By — B, tal isomor-
fismo. Por meio da igualdade e;Ne; = N temos que N é um (Bj,B;)-bimddulo. Portanto, por

meio da multiplicacio * dada por
byxn=p(by)n, by € By, n €N,

podemos ver N como um (B3, B, )-bimédulo. Pelo Teorema|l.37, N admite uma base distingui-

vel C sobre B;. Além disto, temos que N € um Bj-espago vetorial a esquerda.
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Afirmacio 6. Se u € C, entdo Bju € um ideal de R.

Demonstragdo da Afirmagdo 6. Como u € um elemento distinguivel, existe um automorfismo
o do corpo B; tal que ub, = o(by)u para todo by € B,. Agora, dado r € R e x € Bju, existem
by,b} € B, by € Byen € N tais que r = by +by+nex = blu, e vale:

rx = (b1 + by +n)x = bix+ byx +nx = b1x = b1b\u € Byu,

= x(by + by +n) =xb| +xby +xn = xb, = 6(by) *x = p(c(by))bu € Byu,

como era o desejado.

De maneira semelhante ao Caso 2, a Afirmagdo 6 implica que dimp, (N) = 1. Fixe uma base

{u} para o Bj-espaco vetorial a esquerda N.

Deste modo, se n € N, entdo existe um dnico b’1 € By talque n = b’lu. ComoR=B; ®B, DN,
para todo r € R existem unicos by, b’l €BiebyeBytaisquer=by;+by+ b’lu. Seja y definida

por
v o R—>M2(Fq)

b1+b2+b’1u—><b1 b >
0 p(o(b2))

A func¢do y estd bem definida, pois B| = Fyp CFeBy=F;, CF Provaremos que ¥ € um
homomorfismo de dlgebras. Temos que y € uma transformacao linear. Agora, dados r,s € R

tais que r = by +by +bjue s =cy+cy+cju com by, b, c1,c| € By e by, ¢y € By, temos

rs = (b1 +by+biu)(ci+co+chu)
= bjcy —l—blcz—l—b]c/1u+bzcl +b202+b20/114‘|‘b/1ucl +b/1uc2—|—b'1uc/1u.

Como BB, =0e N? = e;N = Ney = 0, entdo
bico = byc) = bzcllu = b'lucllu = b'lucl =0.

Além disso, como u é um elemento distinguivel de N, temos b/ uc, = b} p (0 (c2))u, e portanto
rs = bici+bycy+ (bic) +bip(o(ca)))u.

Portanto,

. bicy b]Cl-l-b
l//(rs) - ( 0 p b2C2 )

(b101 b1C1—|—b )
0 p(o(b

N (%1 p(Gb(/bz)) )( 0 plo ( ) ) = y(r)y(s).
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8 8 ,entdo by =b} =0e p(o(b;))=0.Como

p e o sdo injetores temos que by =0, ou seja, r =0+ 0+ O0u = 0.

Por dltimo, y serd injetora, pois se y(r) =

Com isso, provamos que R pode ser mergulhada em M, (F;), como queriamos demonstrar.

Finalizamos aqui a demonstracdo da proposicao. [
Com isso, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.10. Seja F um subcorpo de F,. O T-ideal de F (X) formado pelas identidades polinomiais
da F-dlgebra M>(F,) é gerado pelos polinémios

fiy) = (=2 =y ) (1= [r))7") e
Hxy)=(@x—xT)o(y—y?) —((x—x7) o (y—y9))?,

onde [x,y| = xy —yx e xoy = xy+ yx.
Demonstracdo. E consequéncia direta da Proposigéoe dos comentérios no inicio desta secdo. []

Provamos entdo que o T-ideal da dlgebra M, (F;) é gerado por fi e f>. E possivel provar que estas

duas identidades sdo independentes, ou seja,

e e pe (.

Para isso, explicitaremos duas dlgebras onde apenas uma das duas identidades sdo satisfeitas.

Seja R a algebra sobre F» com base {e,u} e multiplica¢do definida por

e =e, ue =u, eu=u>=0.

Note que, pela construgdo, se r € R entdo r = ae + bu para alguns a,b € F 2 e

? = dPe+bau
Po= a3e+ba2u

2 2 2_
T = aTe+bal u.

2
Como a,b € qu, temos que a? = a. Logo,
2 2
" =ae+ba? 'u.

Portanto, r — 4" = b(1— a?’ ! Ju € N, onde N = span{u}. Além disto, RN = 0 pois ru = 0 para todo
r € R. Com isso, temos que f; é uma identidade de R, pois (x —x?) € Re (y— yqz) € N para todos
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x,y € R. Porém, dado o € Fj» tal que o/ # o, temos que

fr(u, o)

(u—u?)o(ae—(ae)?) = ((u—u?)o(ae—(ae)))?
uo (e —(oe)?) — (uo (e — (ae)?))?
uo((a—oaf)e)— (uo((a—oaf)e))?

(a— o uoe— ((a—of)uoe)?
(a—at)u—(a—a?)lul

(a—

ol u #0.

Ou seja, f> ndo é identidade de R e, portanto, f> ¢ (f1)7.

Por outro lado, seja A a dlgebra sobre F, com base {u, v,uv} e multiplica¢do definida por uw=v

2:

O0euv=—vu,isto € uov=_0. Temos que se x,y € A, entdo x = a u+byv+cuv e y = ayu+byv+cyuv

para alguns ay, ay, by, by, cy,cy € Fy. Assim, xy = aybyuv + byayvu = —yx e, portanto, xoy = 0. Disso

obtemos que f> € uma identidade para A. Porém,

filwy) = (u—u?)(v—v")(1 = [u,n]7)

= w(l—[uy]?h

= w—uwfu,v)]T ! =uv #£0.

Ou seja, f1 ndo é identidade de A e, portanto, fi ¢ (f>)7. Com isso, provamos que as duas identidades

sao independentes.



APENDICE A

Alguns resultados da teoria de corpos

Muitas vezes durante esta dissertacdo nos deparamos com conceitos e propriedades importantes
de corpos. Sendo assim, relembraremos neste Apéndice alguns resultados da Teoria de Galois. Os

resultados aqui apresentados podem ser encontrados no livro [28]].

A.1  Corpos finitos

Dado um corpo F, a sua caracteristica serd 0 ou um ndmero primo p > 2. Em particular, se F é
finito, entdo a sua caracteristica € um ndmero primo.

Se F € um corpo finito de caracteristica p, entdo temos uma "cépia" de Z, dentro de F', e podemos
deduzir que F tem p" elementos para algum n > 1. A respeito da classificacdo dos corpos finitos, o

seguinte resultado pode ser encontrado nos Teoremas 3.127 e 3.132 de [28]].

Teorema A.l1. Se p é um niimero primo e n > 1, entdo existe um corpo finito com exatamente p"

elementos. Além disso, quaisquer dois corpos com p"* elementos sdo isomorfos.
Denotamos por F; o corpo finito com g = p" elementos e o chamamos de corpo de Galois.

Teorema A.2. Sejam p um niimero primo, n > 1 e g = p". Sejam L e F, extensdes de um corpo F tal
que

o? — a =0 para todo o € L.

Entdo, existe um homomorfismo de corpos injetivo 1 : L — F, que fixa os elementos de F.

Demonstragéo. Seguindo a mesma demonstra¢io de [28|, Teorema 3.127], existe um corpo L com g

elementos que estende L. Tal corpo L é o corpo de fatoracdo do polindmio

f(x) =~

sobre L. Em particular, L é o corpo de fatoragdo de f(x) sobre F. Como F, também € o corpo

de fatoracdo de f(x) sobre F, segue do [28] Teorema 3.131] que existe um isomorfismo de corpos
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n:L— F, que fixa os elementos de F'. Fazendo a restricdo de tal homomorfismo a L teremos o

desejado. [

Vale ressaltar que o homomorfismo 1) do enunciado € um monomorfismo de F-dlgebras, pois se

o€ Feucl,entio
n(ou) =n(a)n(u) = an(u).

A.2 Corpos perfeitos

Definicao A.3. Se F é um corpo de caracteristica p prima, entdo a aplicagdo .# : F' — F definida por
Fla)=of, a eF,

€ chamada de aplicacdo de Frobenius.

Temos que a aplicagdo de Frobenius € um homomorfismo de corpos. Porém, para provarmos isso,

precisamos do seguinte resultado.

Proposicao A.4. Se F é um corpo de caracteristica p prima, entdo
(a+b)P =al +bP

para todos a,b € F.

Demonstragdo. O coeficiente binomial (‘ll7 ) ¢ multiplo de p se 0 <i < p. Logo, se a,b € F, entdo

pelo bindmio de Newton obtemos
2o\
(a+b) =) ( ) P=ib" = aP +bP,
0 que prova a nossa proposi¢ao. 0
Vale ressaltar o seguinte corolério.
Corolario A.5. Se F ¢ um corpo de caracteristica p prima, entdo
(a+b)P =a” +b"
para todos a,b € F.

Demonstragdo. Pela proposi¢ao anterior

(@+b)? = ((a+b)P)?"

1

= (@ +bP)"

Repetindo o processo acima r vezes teremos o desejado. 0
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Vamos mostrar agora que a fun¢do de Frobenius .% é um homomorfismo de corpos. Temos que

se F' é um corpo de caracteristica p prima e &, 3 € F entdo, pela proposi¢do anterior,
F(a+p) = (a+p)’ =a’+p"=.7(a)+.7(B).

Logo, .% preserva a soma. As outras propriedades sao diretas.

Note que .# € injetora pois € um homomorfismo de corpos. Denotamos por F” o conjunto .# (F),
isto €, a imagem de .%, ou seja, o subcorpo de todas as p-ésimas poténcias dos elementos de F. Se
F for sobrejetora, entdo F = FP o que implica que todos os elementos de F sdo p-ésimas raizes de

outro elemento de F. Pensando nisso temos a seguinte definicao.

Definicao A.6. Um corpo F € dito perfeito se ele possui caracteristica O ou se possui caracteristica
p>0eF =FP.

Um resultado importante sobre corpos perfeitos € o seguinte.
Teorema A.7. Todo corpo finito é perfeito.

Demonstragdo. Seja F um corpo finito de caracteristica p. Como a aplicagdo de Frobenius .% : F — F
¢ injetora e F ¢ finito, temos que .# (F) e F possuem a mesma quantidade de elementos, logo .% é

sobrejetorae F = FP. [
Outra defini¢do importante que tem relacdo com corpos perfeitos € o conceito de separabilidade.

Defini¢do A.8. Um polindmio irredutivel p(x) € F[x] é dito separdvel se ele ndo possui raizes repe-
tidas em toda extensdo de corpos de F. Um polindmio f(x) € F[x] é dito separdvel se seus fatores

irredutiveis sdo separaveis.
Proposicdo A.9. Um corpo F é perfeito se, e somente se, todo polindmio em F[x| é separdvel.

Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada no item (i) da Proposicao 6.79 do livro [28]. [
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