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Resumo

A presente monografia consiste em um estudo sobre alguns conceitos fundamentais da
Teoria de Medida, como o-dlgebras e medida. Desse modo, sera visto os conceitos e
as propriedades de algebras e o-algebras assim como os tipos de medidas que podem
ser obtidas a partir delas. Além disso, sera apresentado também o conceito de espacos
mensuraveis e espagos de medida, fungoes mensuraveis e integragao desses tipos de fungoes.

Por fim, serd apresentado uma aplicagao de tais conceitos na Teoria Ergddica.



Abstract

This monograph consists of a study on some fundamental concepts of Measure Theory,
such as o-algebras and measure. In this way, the concepts and properties of algebras
and o-algebras will be seen, as well as the types of measures that can be derived from
them. In addition, the concept of measure spaces, measurable functions and integration
of these types of functions will also be presented. Finally, an application of such concepts

in Ergodic Theory will be presented.
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Capitulo 1
Introducao

Durante a Antiguidade, um dos problemas matematicos a serem resolvidos era calcular
a area de figuras geométricas planas. Neste contexto, o “Método de Exaustao” de Eudoxo
se tornou uma ferramenta importante para este processo, pois, por meio dele, eram
inscritos na figura, poligonos cujas somas das areas convergiam para a area da figura
onde eles estavam inscritos. Posteriormente, esse método foi aprimorado por Arquimedes,
de modo que pudesse calcular nao apenas a area de figuras planas, mas também o volume
dos sélidos geométricos ([1], 1995 p. 1).

Ao decorrer do tempo, essa problematica passou a ser estudada nao apenas pela
Geometria Euclidiana, mas também pela Analise. No curso de Calculo, aprendemos a
mensurar as areas abaixo de curvas determinadas por algumas funcoes reais, limitadas e
continuas, assim como o volume gerado pelas mesmas, quando rotacionadas. Tal processo
é feito por meio da integral de Riemman, que nao consegue integrar toda funcao real,

2 . . sy
*". E foi por meio dos estudos do matemaético

como por exemplo a aplicacao f(x) = e~
francés Henri Lebesgue que tal obstdculo pode ser contornado ([1], 1995 p. 1).

Em 1902, Lebesgue escreveu uma dissertagao propondo a generalizacao da integral
de Riemman. A medida que ele utilizou para isso formentou o surgimento da Teoria da
Medida ([1], 1995 p. 1). Esta area estuda algumas propriedades de o-élgebras, que sdo
colegbes do conjunto das partes de um conjunto, de modo que seus elementos satisfazem
algumas propriedades. Por meio delas, é possivel definir o conceito de medida, que é uma
aplicacao que atribui um valor (ndo necessariamente finito) ao elemento dessa o-algebra.
Um exemplo disso ¢ a medida de Lebesgue em R, que é construida a partir de intervalos
abertos da reta, sendo que a colecao destes intervalos formam uma o-dlgebra para R, que
é conhecida como o-algebra de Borel.

A partir de uma medida estabelecida em um conjunto munido com uma o-algebra,
temos um espago de medida o qual pode ser dominio de uma aplicagao com contradominio
em outro espaco de medida. Estas funcoes sao chamadas de aplicacoes mensuraveis
que podem ser integradas. Desse modo, podemos trabalhar com o conceito de integral

em espaco de medida abstratos diferentes daquele que estamos acostumados quando



Introducao 2

estudamos esse contetido na disciplina da Célculo Diferencial e Integral.

Assim, no Capitulo 2 iremos ver algumas definigoes e resultados preliminares que serao
uteis no estudo de Teoria da Medida. Além disso, no Capitulo 3, iremos introduzir alguns
conceitos e resultados em torno das o-algebras. A seguir, no Capitulo 4, iremos formalizar
o conceito de medida e ver algumas de suas propriedades, bem como compreender o que
¢ um espaco de medida ou um espago mensuravel. Tais estruturas serao uteis para a
compreensao da definicao de uma funcao mensuravel que serd apresentada no Capitulo 5
sendo necessario para o estudo da integracao de fungoes nao negativas do Capitulo 6.

Aliado a isso, no Capitulo 7, serao apresentados os modos de convergéncia da funcao
mensuravel e no Capitulo 8 iremos explicar a integracao de fungdes complexas. Depois
disso, no Capitulo 9 iremos definir uma medida para o produto de espagos mensuraveis
e, por fim, no Capitulo 10 dar mostrar uma aplicacao envolvendo os conceitos de Teoria

da Medida na Teoria Ergddica de Sistemas Dinamicos.



Capitulo 2
Conceitos preliminares

Neste capitulo, iremos rever alguns conceitos e resultados de Teoria de Conjuntos, de
Espagos Métricos e de Topologia que serao utilizados para que possamos entender a Teoria

da Medida. Para isso, foram utilizados as referéncias [6], [7], [9] e [11].

2.1 Teoria dos conjuntos

A grosso modo, um conjunto pode ser definido como uma familia ou uma colecao de
objetos. Dois exemplos disso é o conjunto vazio, que denotaremos por (), e o conjunto
das partes de X, que denotaremos por P(X). Além disso, podemos definir a partir desses
conjuntos algumas operagoes, como a uniao, a intersecao e a diferenca.

Sejam F e F' conjuntos. Entao,

Denotamos a uniao por E U F', e definimos:
EFEUF={x|xe Fouxe€ F}.
Denotamos a intersecao por N F, e definimos:
ENF={x|xeEexecF}.
Denotamos a diferenga por £ N F', e definimos:
E\F={z|zveFEecuaz¢F}

A partir da operagao da diferenca, podemos ainda definir a diferenga simétrica, que

¢ denotada e dada por:
EAF =(E\F)U(F\E).

Por fim, fixado um conjunto X e tomando F um subconjunto, denotamos e definimos

complementar de F em relagao X da seguinte forma:
E'=X\E.

A partir dessas operacoes definidas, temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 2.1. Seja {E;}ier, uma sequéncia de subconjuntos de X. Entao, sao vdlidas

as sequintes afirmacoes:
C
(i) <U El> = E:
leL leL

(ii) (ﬂ EZ)C = JEF.

leL leL

Demonstragao. Seja {E;}cr, uma sequéncia de subconjuntos de X. Entao:

C
(i) Seja x € (U El> . Assim,

leL
C
x <U El>
leL

[

xEX\(UEZ>

leL

xEXexgé(UEl>

leL
reXexg¢ b, VIEL

reX\E,VIel
teE Vel

xEmElE

leL

rter

C
Portanto, (U El) = ﬂ El[3

leL leL

C
(i) Seja x € (ﬂ El> . Assim,

leL
C
T e (m El>
leL

[

xEX\(ﬂEZ>

leL

a:eXexgé(ﬂEl)

leL
JdleLtalqueze Xex ¢ E

Jdle Ltal quex € X\ E
EIlELtalquexEElE

xEUElE

leL

rrer
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C
Portanto, <ﬂ El) = U El[3

leL leL

Proposigao 2.2. Sejam {E}ic;, uma sequéncia de subconjuntos de X e f~1: P(Y) —
P(X) dada por:
fHE)={x| f(z) € E}.

Entao, sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:

(i) [~ (U Ez) =Jr ().

(ii) £~ (ﬂ E) =),
leL leL

_ _ C
(iii) f71 (EF) = (f 7 (Ev)".
Demonstragao. Sejam {E;}c;, uma sequéncia de subconjuntos de X. Assim,

(i) Sejax e f! (U El>.

leL

T € f_l (U El> <~ f(IL‘) S UE[

leL leL

<= 3Jle Ltalque f(z) € B
<= JlecLtalquezc f1(E)

= zelJr (B

leL

Portanto, f~! <U Ez) = U FHE.

leL leL

(ii) Sejaz € f! (ﬂ El>. Assim,
lel
S f_l <m El> < f(l’) S mEl

leL leL

— f(x) € E,VYIlelL

— xcfYE), VIeL
— T < ﬂf_l(El).

leL

Portanto, 1 (ﬂ Ez) = m FHE).

leL leL



2.2. Espacos métricos 6

(iii) Seja x € f~1 (Ef). Assim,

e f (Ef) — f(z) € E’
— f(zr) e X\ E
= flr)eXe f(x) ¢ B
= refi(X)ead fI(E)
= e [T\ fFH(E
— ze(fHUE)

Portanto, f~! (EC) = (ffl(E’l))E.

Definicao 2.1. Seja X um conjunto. Dizemos que X é um conjunto enumeravel se

existir uma bijecao f: N — X.

Proposicao 2.3. Seja {E, }nen uma sequéncia de conjuntos enumerdveis e considere:

n=1

Entao, S é enumerdvel.

Demonstracao. Para esta demonstragao recomenda-se a leitura da referéncia ([11],1976),

p. 29. [ |

2.2 Espacos métricos

Defini¢ao 2.2. [Métrica] Uma métrica num conjunto M é uma funcao d: M x M — R
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(z,y), chamado
a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢oes, para quaisquer
x,y,z2 € M:

(i) d(z,y) >0, sendo que d(z,y) =0, se z = y.
(ii) d(z,y) = d(y, z).
(iil) d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Defini¢ao 2.3. [Espaco métrico]. Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um

conjunto e d é uma métrica em M.
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Exemplo 2.1. [O espago euclidiano R"] Sejam z,y, z € R", temos que R" com a métrica

euclidiana d; é um espago métrico, onde dy(x,y) = \/(x1 — y1)% + - + (z0 — yn)2.
De fato,

(i) dy(z,z) = [Z(azk—xk)zl = 0;

k=1

3

(i) 2 £y — dilw,y) = [

[N

(iii) di(z,y) = [Z(% - yk)2] = [Z(yk - l’k)2] = di(y, 2);

k=1 k=1

(iv) Por fim, como (R, || -||) é um espago vetorial normado, entao:

di(z,2) = /(31— 21)2 + -+ + (T — 20)?
— VI =)@ =+ (@ = ) n = 22

=/ (x —2)

= ||z — 2|
=z —y+y—zl <|[lz =yl +ly — 2]l
= dl(xay) +d1(y,2>

Logo, (di, R™) é um espago métrico.

Exemplo 2.2. [Produto cartesiano de espagos métricos|. Sejam (M, dy), ..., (M,,d,)
espacos métricos, cujas métricas sao dy, ..., d,, respectivamente, entao para quaisquer

(1, xn), Y1y oy Yn) € My X -+ X M, segue que:

d = \/[d1<$1,y1)]2 + -+ [dn<xna yn>]2>
d = dl(l’l, yl) + -+ dn(«fm yn)v
d” = maX{d1($1, y1>, cee 7dn(xn’ yn)}

sao métricas do conjunto My x --- X M,.

Demonstracao. Sejam x,y,z € My X --- X M,, como dy,...,d, sao métricas, entao:

(a) (Métrica Euclidiana). d(z,y) = \/[dl (1, y1) ]2+ + [dn(20, yn)]?
De fato,

(1) d(z,2) = /[di (21, 20)]” + -+ + [dn(@n, 20)]* = 0;
(i) d(z,y) = V/ldi(@r,y0)]” + - + [du(2n, y0)]* > 0;
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(iii)

d(x,y) = \/[dl(:ﬂlayl)P
= Vdi(y1, 1))
= d(y,x).

(iv) Para esta demonstragao recomenda-se a leitura da referéncia ([7], 2020), p. 7.

+...
+

(b) d’(x,y) - dl(‘rhyl) + - xrmyn de xkayk

De fato,

n

(i) d'(z,2) = di(wp,zr) = 0;

(i) 24y = d@y) = di(epnye) L7 @ (2,y) > 0;

k=1

(iil) d'(z,y) de (wn,y8) = D dilyp, 1) = d'(y, 2);
k=1
(iv)

d(xz,z) = de(mk,zk)
k=1

< Z di (T, Yi) + di(yr, 21)

= Z di(k, Yr) + Z e (Yk, 2)
k=1 k=1
= d(z,y)+d(y,z).
(c) ds(w,y) = max{er =y, |20 = yal} = max |z —vil.
De fato,
(i) d"(z,z) = max{di(x1,21), ..., dp(Tn, )} = 0;
(ii) Se =z # y, entdo d’(r,y) = max{di(z1,41),--., du(Tn,yn)}. Como
di(x1,11)s -y dp(Tn,yn) > 0, temos que d”’(z,y) > 0;
(i)
d"(z,y) = max{di(z1,11),..., du(@n,yn)}
max{di(y1, 1), ..., dn(Yn,Tn)}

d"(y, z);
(iv)
d'(z,z) = max{di(z1,21),..., dp(Tn,2n)}
< max{d(z1,y1) + dl(ylazl) s ATy Yn) + dn(Yns 2n) }
< max{di(x1, 1) + (xn, yn)}
+ max{d;(y1, 21), .- -, dn(ynvzn)}

d"(z,y) +d"(y, 2).
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Logo, o produto cartesiano de espagos métricos é um espaco métrico. [ |

Definigao 2.4. [Conjunto aberto|. Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que M é um
conjunto aberto se todo elemento de M é ponto interior de M, ou seja, para todo
elemento a € M existe € > 0 tal que B(a;e) C M, onde B(a;e) = {x € M | d(x,a) < €}.
Além disso, chamamos B(a;e€) de bola aberta de centro a e raio r.

Exemplo 2.3. Seja (M, d) um espago métrico qualquer, temos que B((a, b);r) é aberto.
De fato, seja (z,y) € B((a,b);r) e tomemos ¢ = r — d((z,y), (a,b)). Temos que € > 0.
Além disso, seja (u,v) € B((z,y);€), entao:

d((u,v), (a,b)) < d((u,v), (z,y)) + d((a,b), (z,y))
<e+d((a,b),(z,y))
=7 —d((z,y),(a,b)) +d((a,b), (z,y))

=T
Logo, B((z,y);€) C B((a,b);r) e, portanto, B((a,b);r) é aberto.

Defini¢ao 2.5. [Conjunto fechado]. Dizemos que Y C M é um conjunto fechado se

todo elemento y € Y é aderente, ou seja, todo aberto A contendo y é tal que ANY # ().
Exemplo 2.4. [Conjunto fechado]. O conjunto [0,1] C R é um conjunto fechado.

A partir das definicbes de conjuntos abertos e fechados, podemos considerar algumas

propriedades relativas a uma familia desses dois tipos de conjuntos.

Proposicao 2.4. Seja {E}er uma sequéncia de subconjuntos abertos de um espago

métrico M, entao sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(i) O conjunto () e o espago inteiro M sao abertos.

(ii)) Se L ={1,...,n}, entao ﬂ E;. € aberto.

k=1
(111) U E; € aberto.
leL

Demonstracao. Para esta demonstragdo recomenda-se a leitura da referéncia ([7], 2020),
p. 67. [ |

Corolario 2.1. Um subconjunto A C M ¢ aberto se, e somente se, € uma reuniao de

bolas abertas.

Demonstracao. Para esta demonstragdo recomenda-se a leitura da referéncia ([7], 2020),
p. 67. m
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Proposicao 2.5. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma aplicagao. Temo que

f € continua se, e somente se, a pré-imagem de abertos de N por f € um conjunto aberto.

Demonstracao. Para esta demonstracao recomenda-se a leitura da referéncia ([7], 2020),
p. 69. |

Proposicao 2.6. Seja {E;}icr, uma sequéncia de subconjuntos fechados de um espago

métrico M. Entao, sao validas as sequintes afirmacoes:

(i) O congunto ) e o espago inteiro M sdao fechados.

(1) Se L ={1,...,n}, entao U Ey € fechado.

k=1

(111) ﬂEl ¢ fechado.

leL

Demonstracao. Para esta demonstracao recomenda-se a leitura da referéncia ([7], 2020),

p. 76. [ |

Definicao 2.6. Dizemos que X C M é denso M, se todo elemento a € M é aderente a
X.

Exemplo 2.5. Q é denso em R.

Teorema 2.1. Todo conjunto aberto de R é uma uniao enumerdvel de intervalos abertos

disjuntos.

Demonstracao. Para esta demonstracao recomenda-se a leitura da referéncia ([5], 1976),
p- 25. |

Definigao 2.7. Um espago métrico (M, d) é separdvel se existe X C M enumeravel e

denso em M.

Exemplo 2.6. Como Q é denso em R, entao R, munido com qualquer uma das métricas

do Exemplo 4.2 é um espaco métrico separavel.

2.3 Topologia

Definigao 2.8. Uma topologia num conjunto X é uma cole¢do T de subconjuntos em

X tendo as seguintes propriedades:
(i) 0 e X pertencem a T.
(ii) A unido de elementos de qualquer subcolegao de T pertence a T.

(iii) A intersecao de elementos de qualquer subcolegao finita de T pertence a 7T .
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Um conjunto X com uma topologia 7 é chamado de espago topolégico.

Exemplo 2.7. [Topologia Trivial ou Topologia Indiscretal. A colegao consistida somente

de X e de () é uma topologia em X. De fato, se T = {X, (0}, temos que:
(i) X,0eT.
(ii) Como A; N Ay =X ou A; N Ay =0, onde Ay, Ay € T. Entao, Ay NA; €T.

(iii) Como U Ay =0 ou U Ay = X, onde Ay, € T, entao U eT.

AEL AEL AEL

Logo, T é uma topologia.

Definicao 2.9. Se X é um conjunto, uma base para uma topologia em X é uma colegao

B de subconjuntos de X (chamado de elementos basicos) tal que:
(i) Para cada x € X, existe pelo menos um elemento bésico B contendo x.

(ii) Se z pertence a intersecao de dois elementos béasicos B; e Bs, entdo existe um

elemento basico Bz contendo x tal que B3 C By N Bs.
Se B satisfaz essas duas condigoes, entao nés definimos a topologia gerada por B.

Exemplo 2.8. Se X é um conjunto qualquer, a colecao A de todos os subconjuntos
unitérios com um ponto de X é uma base para a topologia discreta de X cujos elementos

sao todos os subconjuntos de X.

Exemplo 2.9. Se B ¢ a colecao de todos os intervalos abertos da reta real,
(a,b) ={z | a <z <b},

e B’ é a colecao de todos os semi-abertos a direita da reta real,
[a,b) ={z | a < x < b},

entdao B e B’ sdo bases para as topologias 7 e T’ de R, onde T é conhecida como a
topologia padrao de R e T’ é a topologia cujos elementos sao intervalos semi-abertos
a direita.

Resolugao. De fato, para todo = € R, podemos tomar um ¢ > 0 tal que = € B(z,€).
Além disso, se (a,b) N (c,d) # 0, entdo existe z € (a,b) N (c,d) e ja que a intersecao finita
de conjuntos abertos é aberto, entao existe (e, f) tal que z € (e, f) C (a,b) N (¢, d). Logo,
B é uma base para a topologia 7 de R.

Do mesmo modo, para todo x € R, podemos tomar um € > 0 tal que x € [x —¢,x+¢€).
Além disso, se [a,b) N [c,d) # 0, temos que:

a) Se [a,b) = [¢,d), entdo z € [a, (a +b)/2) C [a,b) N [c,d).
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b) Supondo sem perda de generalidade que [a,b) C [c,d), entdo x € [a,b) C [a,b) N [c,d).
¢) Se nao ocorrer nenhum dos casos acima, entao:

(i) Sea <c<b<d,entao z € [¢,b) C [a,b) N]c,d).

(ii) Sec<a<d<b,entdo x € [a,d) C [a,b) N[c,d).

De todo modo, podemos observar que existe [e, f) C [a,b) N [c, d) contendo x. Logo, B’ é

uma base para a topologia 7' de R.



Capitulo 3
Algebras e o-algebras

Em Teoria dos Conjuntos, uma dada colecao pode ser mensurada a partir da
quantidade de elementos que ela possui, esta propriedade é conhecida como cardinalidade.
Rigorosamente, ela ¢ definida a partir de uma fungao bijetora entre o conjunto dado e
um outro conjunto, o qual ja se sabe a quantidade de elementos que ele possui. Se for
finito, é associado um valor real e nao negativo, caso contrario, é dito que o conjunto é
infinito. Essa atribuicao de um valor a um conjunto constitui a ideia intuitiva de medida,
que veremos mais a frente. E para compreendé-la é necessario estudar alguns conceitos e
resultados obtidos a partir de algebras e o-algebras. Assim, neste capitulo estudaremos

tais conceitos tendo como referéncias [1], [4] e [6].

3.1 Conceitos e propriedades

Definigao 3.1. [Algebra). Seja X um conjunto qualquer e considere M C P(X). Dizemos

que M é uma algebra de subconjuntos de X se:
(i) 0 eM;
(ii) Para todo E € M, temos que Et = (X \ E) € M;

(iii) Se {E;}ier é um conjunto finito de elementos de M, entao U E, e M.
leL

Definigao 3.2. [o-dlgebral. Seja X um conjunto qualquer e considere M C P(X).

Dizemos que M é uma o-algebra de subconjuntos de X se:
(i) M é uma algebra de subconjuntos de X.

(ii) Se {E, }nen ¢ uma sequéncia de elementos de M, entdo U E, e M.
neN

Vejamos agora alguns exemplos de o-dlgebras .

13
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Exemplo 3.1. [o-algebras candnicas]. Dados um conjunto X, existem duas o-algebras

de subconjuntos de X que sao canonicos:

a) M = {0, X}, a menor o-dlgebra de X.

Resolucdo. De fato, temos que 0 € M. Ainda, como 0 = X e X® = 0 sdo elementos
de M, entao temos que o item (ii) da Definigdo 3.1 é satisfeito. Por fim, note que
X UP =X € M. Logo, M é uma o-algebra.

b) M = P(X), a maior o-adlgebra de X.

Resolugdo. De fato, como ) estd contido em qualquer conjunto, em particular, ele esté
contido em X. Assim, § € P(X) = M. Ainda, para todo E € M, temos que B¢ = X\ F
sera um subconjunto de X e, portanto, E® € M. Por fim, seja { Ey }nen uma sequéncia

enumeravel de elementos de M, entao U FE,, serda um subconjunto de X e, portanto,
neN
temos que U E, € P(X).
neN
Exemplo 3.2. M = {), Q,Q, R} é uma o-algebra de R.
Resolugao. De fato, ) € M. Além disso,

R°=0, 0°=R, Q" e (@“)Cz@,

sao elementos de M. Ainda, para toda sequéncia de elementos de M, temos que a uniao

serd igual a (), Q, QP ou R. Logo, M é uma o-algebra de R.

Exemplo 3.3. O conjunto M = {A C R | A ou A® é enumerével} é uma o-dlgebra de R.
Resolucao. De fato, por definicao () é um conjunto finito e portanto enumerdvel, assim
0 € M. Além disso, para todo A € M, temos que A ou AL é um conjunto enumeravel.
Se AL 6 um conjunto enumerdvel, entdo A € M. Porém, se A é um conjunto enumeravel,
entao como (AC)E = A, entdao AL € M.
Por fim, seja { E, },en uma sequéncia enumeravel de M. Se E,, é enumeravel para todo

n € N, entao U E,, também o é, logo U E,, € M. Porém, se existir pelo menos um
neN neN
E,, que nao é um conjunto enumeravel, entao temos que E& ¢ um conjunto enumeravel.

C
Como (U En> = ﬂ EEL C Egl, entao U E, €¢ M.

neN neN neN
Logo, M é uma o-algebra de R.

Exemplo 3.4. O conjunto M = {A C N | A ¢ infinito ou vazio} ndo é uma o-algebra,
pois apesar de (N'\ {1}) € M, temos que (N \ {1})C = {1} ¢ M.

Agora, iremos ver algumas propriedades das o-dlgebras.

Teorema 3.1. Sejam M uma o-dlgebra de subconjuntos de X e E, F' € M. Entdao, valem

as sequintes propriedades:
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(i) EUF € M;
(1)) ENF € M;
(i) E\ F e M;

(iv) Se {E,}nen € uma sequéncia em M, entdo ﬂ E, e M.
neN

Demonstracao. Sejam E, F' € M, onde M é uma o-algebra de subconjuntos de X.
(i) Como E, F € M entao, pelo item (ii) da Defini¢ao 3.2, segue que E U F € M.

(ii) Pelo item (i) da Defini¢ao 3.2, temos que E®. F e M. Sabendo-se disso, pelo que foi
provado anteriormente, segue que EPUFt e M. Assim, (E'J U FC)B = (EB)CH(FB)C =
ENnFeM.

(iii) Como FC e M, entéo pelo que foi provado anteriormente temos que E \ F =

(X\F)NE=F'NnEeM.
(iv) Seja {E, }nen uma sequéncia enumerével em M, entiio E® € M para todo n € N. Pelo

C
item (ii) da Defini¢ao 3.2, temos que U EEL € M, o que implica que <U EE) =

N (B = N Eaen n

neN neN

neN

3.2 o-algebras geradas

Uma duvida natural que pode surgir é se é possivel determinar uma o-algebra a partir
de uma familia de subconjuntos de X. Veremos a seguir que tal processo é possivel e

verificaremos como podemos proceder para determind-la.

Teorema 3.2. Seja S = (M), uma familia nao-vazia de o-dlgebras de subconjuntos de
X. Entao,
ﬂMl ={E €M, para todol € L},

leL
a intersecao de todas as o-dlgebras que pertencem a S é uma o-dlgebra de X.

Demonstragao. Seja S = (M;);er, uma familia ndo-vazia de o-algebras de subconjuntos
de X.
Como () € M, para todo [ € L, entao 0 € li. Ainda, se FE € li, temos que

leL leL
E € M, para todo [ € L. Além disso, ja que M, é uma o-dlgebra, entdo EC € M, para
todo | € L. Assim, E® € ﬂMl.

leL
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Por fim, seja {E, },en uma sequéncia enumeravel em ﬂ M;. Temos que {E, }nen serd

leL
uma sequéncia enumeravel em M, para todo [ € L. Dai, como cada M; é uma o-algebra,

segue que U E, € M, para todo [ € L. Assim, U E, € ﬂ M;.
neN neN leL

Portanto, ﬂ M; é uma o-algebra. [
leL

Corolario 3.1. Seja A uma familia de subconjuntos de X. Eziste M4 que é a menor
o-dlgebra de subconjuntos de X incluindo A, isto €, se M' € uma o-dlgebra contendo A,
entao My C M.

Demonstracao. Defina
S = {M,; | M; é uma o-algebra de subconjuntos de X e A C M, para todo [ € L}.

Pelo Exemplo 3.1, temos que P(X) é uma o-dlgebra. Ainda, ja que A C P(X), entdo S

é uma familia nao-vazia de o-algebras. Assim, pelo Teorema 3.2, temos que ﬂ M; é uma

leL
o-algebra que contém A, sendo que ﬂ M; € M, para todo M; € S.
leL
Logo, ﬂMl ¢ a menor o-dlgebra de subconjuntos de X incluindo A, ou seja,
leL
Ma =M. [

leL

Definigao 3.3. Dizemos que M4 C P(X) é a o-algebra de subconjuntos de X gerada
por A C P(X) se:

(i) M4 é uma o-dlgebra.
(i) A C Ma.
(iii) Se M’ é uma o-algebra com A C M’, entao My C M. Denotamos M 4 por o(A).

Exemplo 3.5. Para qualquer conjunto X, a o-dlgebra gerada por () é {(), X'}.
Resolugao. De fato, pelo item (ii) da Definigao 3.3 temos que () € o(.A). Ainda, pelo
item (i), temos que §® = X \ ) = X € o(A). Logo, o(A) = {0, X}.

Exemplo 3.6. A o-dlgebra de subconjuntos de Q gerada por A = {{z} | z € Q} é P(Q).

Resolugao. De fato, pelo item (ii) da Definigdo 3.3, temos que A C o(A). Logo,
todo subconjunto unitdrio de ndmero racional pertence a o(.A). Ao mesmo tempo,
pelo item (i) da mesma definigdo, temos que para todo E € o(A) é necessério que
EY € 6(A). Logo, Q\ {z} € o(A), para todo z € Q. Como Q é um conjunto infinito,

entao para quaisquer z,y € Q distintos um do outro, temos pelo mesmo item que

@\ {z}) U@\ {y}) = @\ {z,y}) € o(A).
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Assim, utilizando o item (i) sucessivas vezes, temos que:
U(A) - {{x}mGQa Q \ {x}ZEQ7 @ \ {.T, y}&?,yGQa (@ \ {xJ y}I,yGQ)C y oo 7(2)7 Q}
- P(©)
Portanto, o(A) = P(Q).

Exemplo 3.7. Seja X = {1,2,3,4,5}. A o-dlgebra de X gerada por A = {{1,2},{3,4}}
é:

o(A) ={{1,2},{3,4},{3,4,5},{1,2,5},{1,2,3,4}, {5}, X, 0}.
Resolugao. Sejam X = {1,2,3,4,5} e A = {{1,2},{3,4}}, entao:

o(A) = {{1,2}, (3,4}, {1,235, {3, 4)F, ({1,2} U {3,4}), ({1,2} U {1,2}"),. .. ,X,@}
= {{1,2},{3,4},{3,4,5},{1,2,5},{1,2,3,4}, {5}, X, 0}.
Portanto, o(A) = {{1,2},{3,4},{3.4,5},{1,2,5},{1,2,3,4}, {5}, X, 0, }.

Por fim, iremos anunciar e demonstrar uma propriedade envolvendo o-algebras geradas

que sera utilizada para o nosso estudo em torno das o-algebras de Borel.
Proposicao 3.1. Sejam A, B C P(X), entdo:

(i) Se A C o(B), entao o(A) C o(B).

(i) Se A C B, entio o(A) C o(B).
Demonstragao. De fato, sejam A, B C P(X), entao:

(i) Se A C o(B), entao pelo item (iii) da Defini¢ao 3.3, segue que segue que o(A) C
a(B).

(ii) Se A C B, entdo como B C o(B) temos que A C o(B) e pelo item anterior, segue
que o(A) C o(B).

3.3 o-algebra produto

Além disso, podemos definir a o-dlgebra de um produto cartesiano de uma colecao

indexada de conjuntos nao vazios.
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Definigao 3.4. Sejam { X };c;, uma cole¢ao indexada de conjuntos nao vazios, X = H X

leL
em : X — X, a aplicacao projecao. Se M; é a o-algebra em X; para cada [, a o-algebra

produto em X ¢ a o-algebra gerada por:
{m, ' (E)| EeM,leL}.

Podemos denotar essa o-algebra como ® M;. Se L for um conjunto finito, entao podemos
leL

escrever ®Mj, ®Mj ouM; ® ---®M,.
1

=1

Proposicao 3.2. Se L ¢ enumerdvel, entdao ®Ml ¢ a o-dlgebra gerada por:

leL
A= {HEn | EneMn}.
nelL
Demonstracao. Para mostrar que ®M; C o(A), basta mostrar que um elemento
leL
qualquer de ® M; é escrito na forma H E,, onde E, € M,,. Para isso, devemos lembrar
leL ner

inicialmente que () € M,,, para todo n € L, de acordo com a propriedade (i) da defini¢ao
de o-algebra. Assim, pela mesma propriedade, temos que =X, e M, para todon € L.
Logo, HEm € A, onde E,, = X,,, param #nen,m¢€ L, e E,, =0, se m =n. Seja
meL
E, € M, e consideremos 7, }(E,) = H E,,onde E,, = X,,, param #nen,mé€ Le
meL
E,, = 0, se m = n. Portanto, 7, !(E,) € 0(A), para todo n € L. Logo, ®Ml C o(A),

leL
pela Proposicao 3.1.

Seja H E, € A. Notemos que H E, = ﬂ . Y(E,) e como 7 '(E,) € ®Mm para

neL nel neL nel

todo n € L segue do Teorema 3.1 que ﬂ . YE,) € ®M;. Pela Proposigao 3.1 temos
nel leL

que o(A) C ®Ml.

Portanto, ® M, =o(A). |
leL

Proposigao 3.3. Suponha que M,, € gerada por A,, para todo n € L. Entao, ®M; €

leL
gerado por F; = {m;"(E) | E € A,,n € L}. Se L € contdvel e X,, € A, para todo n,

®Ml ¢ gerado por Fy = {HE | E € An}.
leL nel

Demonstracao. Dividiremos esta demonstracao em duas partes.
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(i) Se F € A,, temos que 7, (E) € F; C o(F;), mas como M, = o(A,), para todo
n € L, entao A, C M,, assim E € M, e, por conseguinte, 7, ' (F) € ®Ml. Assim,

leL
pela Proposigao 3.1, segue que o(F;) C ®Ml‘
leL
Por outro lado, para cada n € L, afirmamos que a colecaio M = {E C X, |

7. Y (FE) € o(F)} é uma o-dlgebra em X,,. De fato, para cada n € L, ) € M,

n

por vacuidade. Notemos ainda que, para todo E € X, tal que ' (E) € o(Fy),

temos que 7, '(E)¢ € o(Fy), ou seja:

X\{HKGXW (HY) :E} € o(F) =
{Hn € X | (HY) #E} €o(F) =

{HE €X|m (HY> :Xn\E} € o(F) =
{HYzEX | T (HYi) :EC} co(F) =
e e o)

Assim, para todo E C X,,, temos que E* = (X, \ E) C X,,, e daf temos que E® € M.

Seja {Epm},,en Uma sequéncia enumerdvel de M, entao E,, C X, para todo m € N
e m, (En) € o(Fy), assim U En C X,.

meN
T (U Em) :{HYielern <HY> =EEe |/ Em} =
meN €L €L meN
= {H}ie)ﬂm (HY) =EEe |/ Em} —
meN \iel i€l meN
= | ™ (En) € o(F),
meN

pois {7, (En)}, ey € uma sequéncia enumerdvel em o(F;). Portanto, U E,, € M.
meN
Logo, M é uma o-algebra de X,,, para cada m € L. Ainda, se F € A,,, temos que

7, '(E) € o(Fy), entao E € M. Pela Proposicao 3.1, segue que A,, C o(4,) C M.

n

Desse modo, temos que 7, }(E) € o(F;) para todo E € M,, e n € L, o que implica
que ®J\/[l C o(F1).

leL
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(ii) Fazendo uma demonstragao anédloga da Proposi¢ao 3.2, seja E € A,, e consideremos
7 (E) = H E,,,onde E,, = X,,, param # ntalquem,n € Le E,, =0, sem = n.

n
meL

Assim, 7, }(E) € o(F3) e, pela Proposigao 3.1, segue que ®Ml C o(F2). Por outro
leL
lado, seja H E,, € F5, notemos que H E, = ﬂ 7Y (E,,) e pela, Proposicdo 3.1,
meL meL meL
segue que o(F3) C ® M.
leL
Portanto, ® M, = o(Fa).
leL

3.4 o-algebra de Borel

Uma colecao particular de o-algebras que serao utilizadas em nosso estudo daqui para

frente sao as o-algebras de Borel.

Definigao 3.5. Seja (X,7) um espago topoldgico. A o-édlgebra gerada pela topologia T
de X é conhecida como o-algebra de Borel e é denotada como ‘B x. Seus elementos sao

os conjuntos de Borel ou conjuntos borelianos de X.

Proposicao 3.4. A o-dlgebra B ¢ gerada por cada uma das sequintes familias:
(i) Os intervalos abertos: Ay = {(a,b) | a < b};
(i1) Os intervalos fechadas: Ay = {[a,b] | a < b};

(111) Os intervalos semi-abertos: As = {(a,b] | a < b} ou Ay = {[a,b) | a < b};

(iv) Os intervalos semi-ilimitados abertos: As = {(a,00) | a € R} ou Ag = {(—00,a) |
a € R},

(v) Os intervalos semi-ilimitados fechados: A7 = {[a,o0) | a € R} ou Ag = {(—00,q] |
a € R}.

Demonstracao. De fato, A; é uma base para a topologia padrao 7 de R e, portanto,
A; C Bg. Logo, pela Proposicao 3.1, segue que o(A;) C Bg. Por outro lado, pelo
Teorema 2.1, todo conjunto aberto de R pode ser escrito pela uniao enumeravel de

intervalos abertos, entao para todo B € Bg, temos que B = U(an,bn) € o(A;). Dal,

neN
pela Proposigao 3.1, temos que Bg C o(A;). Assim, temos que Bg = o(A;).
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Além disso, notemos que:

[a,0] = ﬂ(a—%,b—k%), la,b) = ﬂ(a—%,b),

(@l = ﬂ(b+%) (4,00) = U<n>
(—00,a) = g(—n, a),

Portanto, pela Proposicao 3.1, segue que o(A;) C Bg, para todo i € {1,...,8}.

Ainda,

a,b) = a l,b—ll, a,b) = (a,b—ll, a,b) = {a l,b).
@ =U ler o] @n=U (o] @n=U o]
Portanto, pela Proposicao 3.1, segue que o(.A4;) C Bg, para todo i = 2,3, 4.

Além disso, note que se a < b, entéao (b—1/n,00) C (a,00) e (—oo,a+1/n) C (—o0,b).
Como a diferenca entre dois elementos de uma o-algebra é ainda um de seus elementos,
entao:

(a,b) = J [(a,oo)\ (b— 1,00)} e (ab)=] [(—oo,b)\ (—oo,a+1)1 |

neN n neN n
Portanto, pela Proposicao 3.1, segue que o(A;) C Bg, para todo i = 5, 6.

Por fim, se a < b, entéo [b—1/n,00) C [a+1/n,00) e (—o0,a+1/n] C (—oo,b—1/n].

Como a diferenca entre dois elementos de uma o-algebra e a uniao enumeravel destes

elementos é ainda assim um de seus elementos, entao:

n-Yferde) -y ek 2]

neN
1 1 1
(a,b) = U (a,b— 51 = U {(—oo,b— ﬁ] \ (_OO’CH_EH )

neN neN

Portanto, pela Proposicao 3.1, segue que o(A;) C Bg, para todo i = 7, 8.
Logo, Br = o(A;), para todo ¢ € {1,...,8}. [
Proposicao 3.5. Sejam X1, ..., X, espagcos métricos e X = H X; munido com a métrica
j=1

do produto. Entao, Bx. CPBx. Se X; € separdvel para todo j, entdo By =By.
J J J

J=1 J=1
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Demonstragao. Pela Proposicao 3.3, temos que ®%Xj ¢ gerado por F = {ﬂ'j_l(Uj) |
j=1

n
U; é aberto em X;,1 < j < n}. Assim, pela Proposicao 3.1, temos que ® By, CBx.
j=1
Agora, se X; ¢ um espaco métrico separavel para todo j, entao existe um conjunto

enumeravel denso em X, que chamaremos de C;. Seja A; uma colecao de bolas em X;
com raio de comprimento racional e centro em ¢ € C;. Entao, todo conjunto aberto em
X, ¢ uma uniao enumeravel de elementos de A;. Ademais, o conjunto de pontos em X
cuja j-ésima coordenada estd em Cj, para todo j, ¢ um subconjunto enumerével e denso
de X, e as bolas de raio » € X sao apenas produtos das bolas de raio r em Xj, para

todo j. Assim, segue que By, ¢ gerado por A; e By é gerado por {H E; | E; € A]}.
j=1

Portanto, B x = ® By, pela Proposigao 3.3. [ |

7j=1
Corolario 3.2. By, = ®%R.
1

Demonstra¢ao. Como QQ é um conjunto enumeravel denso em R, entao pela Proposicao
n

3.5 segue que Brn = ® Br. [
1

Exemplo 3.8. Considere f : R — R uma funcao continua. Sao borelianos em R?:

a) Q={(t,t) e R? |t € ]0,1]} (diagonal de um quadrado de lado 1).

Resolugao. De fato, sabemos que o ([0, 1] x [0, 1]) é uma o-algebra de Borel, tendo em
vista que o([0,1]) é uma o-édlgebra de Borel em R. A partir disso, se conseguirmos
mostrar que o complementar de 2 em relagdo a [0,1] x [0,1] é um elemento de

a([0,1] x [0,1]), entao teremos que € serd um conjunto boreliano em R?,

Assim, sejam x, y € [0, 1] arbitrarios tal que x # y e suponha sem perda de generalidade
que x < y. Ainda, considere a métrica d induzida da reta R em [0,1]. Entao, os
intervalos X = [0,d(x,y)/2) e Y = [d(z,y)/2,y], sdo disjuntos e contém z e y,
respectivamente. Vimos pela Proposicao 3.4 que intervalos da reta sao conjuntos
borelianos. Logo, X,Y € o([0,1]) e, portanto, X x Y € ¢(]0,1] x [0,1]). Como isso
ocorre para quaisquer z,y € [0,1] tal que z # y, segue que 2 € o([0,1] x [0, 1]), ou

seja, £ é um conjunto de Borel em R2.

b) Qp ={(t, f(t)) € R? | t € R} (grafico da fungdo).

Resolugao. Seguindo a mesma ideia do item anterior, iremos mostrar que QEc € o(B),

onde B é uma base para uma topologia de R?. Assim, note que:

O ={(ty) eR’|[teRey# f(t)}.
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Como Q é denso em R, entao existe um conjunto enumeravel de intervalos abertos
em R, permitindo tomar uma base enumeravel B = {B;};en para a topologia de RZ.
Assim, seja (t,y) € QF, existe k € N tal que f(t) € By, mas y ¢ B,. Como cada
elemento de B é um conjunto de Borel, entao B,E € o(B), onde y € B,E. Ainda, como
f é continua, temos que f~!(By) € o(B). Assim, para todo (t,y) € QEC, temos que
(t,y) € f~1(Bg) x BE, por conseguinte:

R*\ Qs = ] £71(By) x B € o(B).
keN

Portanto, Q; € 0(B), ou seja, 2y é um conjunto de Borel.
¢) D={(z,y) € R? | 2% + y* < 1} (disco unitério).
Resolugao. Consideremos a métrica euclidiana d de R?. Assim, seja:
Bq((0,0);1) = {(z,y) € R* | d((z,y),(0,0)) < 1}.

Temos que By((0,0);1) C By((a,b);r), que é um elemento da Topologia padrao de R?.

Logo, D é um conjunto boreliano.
Definicao 3.6. Uma colecao de subconjuntos de X € é uma familia elementar tal que:
(i) 0 e &;
(ii) Se E,F € &, entao ENF € &;
(iii) Se E € &, entdo E® é uma unifio finita disjunta de elementos de &.

Proposicao 3.6. Se € é uma familia elementar, a colecao A da uniao disjunta finita de

elementos de € € uma o-dlgebra.

Demonstracao. Para esta demonstracao recomenda-se a leitura da referéncia ([6], 1999),
p. 24. |

Definicao 3.7. Seja R a reta estendida do sistema numérico. Nés definimos os conjuntos

de Borel em R = [—00, c0] por:
Bz ={ECR|ENR € Bg}.
Proposicao 3.7. By ¢ gerado pelas familias:
Ay ={(a,00] | a € R} ou Ay = {[—00,a) | a € R}.

Demonstra¢ao. Como o((a,00)) = Bgr e o((—00,a)) = By, para todo E € o(a,0) e
F e o((—00,a)), temos que ENR=FE e FNR = F. Logo, ENR, FNR € Bg.

Portanto, £, F' € Bg. Como Br é a menor o-algebra que contém (a, 0] e [—o0,a),
entdao Br C Bg. Logo, 0(A;) C By e o(Ay) C By.
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Por outro lado, podemos notar que R = R U {oo} U {—00}. Além disso,

{moo}=l-ook) e {oo} = ((~k.ocl,

Logo, seja B € By, temos que B = C, ou B = CU{o0} ou B = CU{—0o0}, onde C' € Bg.
Em qualquer um dos casos, temos que B € 0(A;) e B € 0(Ajy). Portanto, 0(A;) = By e
U(¢42):: 93@.

[

Defini¢ao 3.8. [o-dlgebra por restri¢ao]. Dados o-dlgebra M em X e A C X qualquer
(nao necessariamente A € M), definimos a o-dlgebra MNA ={ENAC X | E € M},

chamada o-algebra de A por restrigao.

Teorema 3.3. [o-dlgebra com funcgées|. Sejam f : X — Y uma fungio, A C X, Mx

o-dlgebra em X e My em Y. Prove que:
(i) Myx ={fHF)C X | FeMy} € uma o-dlgebra em X .
(ii) Myy ={F CY | f7(F) € Mx} € uma o-dlgebra em Y.
Demonstragao. Dividiremos esta demonstracao em duas partes:

(i) Por vacuidade, temos que ) € My x.

Ademais, seja F € My tal que f~1(F) C X, como My é uma o-dlgebra, entao
Ft e My. Ainda,

P =X\ fUF) = (Fﬂ) c X

Logo, f~! (FE) € My x.

Por fim, seja { F), },en uma sequéncia enumerdvel em My, assim U F,, € My. Ainda,

neN
seja {f71(F,) }nen uma sequéncia enumeravel em My x, tal que f~!(F),) C X, para

todo n, entao:

UriE) =" (U Fn> C X.

neN neN

Logo, U fHF,) € M;.x.

neN
(ii) Por vacuidade, temos que ) € My y-.
Além disso, seja F C Y tal que f~1(F) € Mx. Como My é uma o-dlgebra, entao
fUF)E =X\ fUF) = f~ (FY) € My. Ainda, ji que F* =Y \ F C Y, entdo
Fﬁ S %Tﬁy.
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Por fim, seja { F},} ey uma sequéncia enumerével em Y tal que f~(F;,) € My, para

todo n. Entao, como My é uma o-algebra, segue que:

JriE) =1 (U F) € Mx.

neN neN

Ainda, U F, C Y, portanto, segue que U F, € Myy.

neN neN



Capitulo 4
Espacos de medida

A partir de agora, iremos estudar o conceito de medida e de espago de medida.
Intuitivamente, uma medida pode ser vista como uma forma de atribuir um valor (nao
necessariamente numérico) aos elementos de uma o-dlgebra. Lidamos com esse tipo de
problema quando buscamos determinar a cardinalidade de um conjunto, tendo em vista
que ele pode conter finitos ou infinitos elementos. Assim, ja adiantamos ao leitor que
iremos utilizar um pequeno abuso de linguagem, considerando que uma medida pode ser
igual a qualquer elemento de [0, 00]. Por fim, é védlido destacar que para este capitulo

foram utilizadas as referéncias [4], [6] e [8].

4.1 Medida

Definiremos primeiro algumas propriedades operatérias envolvendo oc.
Definicao 4.1. Sao validas as seguintes propriedades operatérias:
a) Adicao: 0o + 00 = 00+ a = a + 0o = 0o, para todo a € R.
b) Subtragao: co — a = oo, para todo a € R; mas oo — oo nao esta definido.

¢) Multiplicagdo: 0o - 00 = a - 00 = 00 - a = 00, para todo a > 0. E é convencionado que
0-0co=00-0=0.
o0
d) Somatdrios enumeraveis. Seja x,, € [0, 0], para todo n € N, e considere Z Zp, entao:
n=0
(i) Se todos os x, sao finitos, trata-se de uma série de termos nao negativos: ou

converge para um nimero real ou ¢é ilimitada (converge para o).

[e.9]
(ii) Se um dos z/ s é igual a co, entao g Ty = 00.

n=0

26
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e) Somatorios ndo enumeraveis. Dado (z;);er, com z; € [0, 0o], definimos:

lezsup{meH\/[CL}.

leL melL
Se L = (b, entao definimos Z x; = 0.
leL
Definicao 4.2. Dizemos que a sequéncia { £, }nen € disjunta se E,,,NE,, = (), para todos
m,n € N distintos.
De forma anéloga, se {E;}ic, é uma familia de conjuntos indexada por um conjunto

arbitrdrio L, entao ele ¢ disjunto se F; N E; = (), para todos 7, € L distintos.

Definicao 4.3. [Medida]. Seja X um conjunto munido de uma o-algebra M C P(X).
Uma medida em M é uma funcao p: M — [0, oo] tal que:

(i) u(®) =0;

i=1
Um caso particular disto ocorre quando temos uma sequéncia finita de elementos

(ii) Se {E,}nen ¢ uma sequéncia disjunta de M, entao p (U E,) = Z u(E
=1

disjuntos de M. Neste caso, basta considerarmos os n elementos ¢ tomarmos E; = (),

para todo 7 > n. Permitindo, assim, definir o seguinte caso:

(ii)” Se Ey, ..., E, s@o elementos disjuntos de M, entao <U EZ> = Z,u(E

i=1
A propriedade (ii) é chamada de o-aditividade.

Vejamos, agora, alguns exemplos de medidas.

Exemplo 4.1. Dado a € X, a medida pontual p;, gerada pela funcao indicadora [, é

conhecida como medida delta de Dirac, denotada por J,, de modo que

0, sead¢,
5a(Y> =
1, seaeY.
Resolugao. De fato, como a ¢ ), entao 0,(0) = 0. Agora, seja {F, },en uma sequéncia
disjunta de M, assim se existir pelo menos um m € N tal que a € E,,, entao a € U E; e,

i=1
por conseguinte:

8 (D E) =1= iéa(E

Caso contrario, teremos que a ¢ E,,, para todo n € N. Desse modo,

(UE) _0225 (E;).

8

Portanto, §, ¢ uma medida.
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Exemplo 4.2. Considere a o-algebra P(R) em R. Temos que:

0, se E é vazio.
n(E) =

o0,  caso contrario.
Resolugao. De fato, temos que () = 0. Além disso, se {E, }neny uma sequéncia disjunta
oo o
de M, temos que se existe F,, # 0, entdo p U E; ] =00 = ZM(EU, mas se B, = 0
i=1 i=1

para todo n, entao pu (U EZ> =0= Z p(E;). Portanto, p é uma medida de R.
i=1 i=1

Definigao 4.4. [Espago de medida]. Sejam X um conjunto e M C P(X) uma o-algebra
de subconjuntos de X. Chamamos de espaco de medida a tripla (X, M, x1), onde todo

elemento de M é chamado de conjuntos mensuraveis.
Definigao 4.5. Seja (X, M, 1) um espago de medida.

(i) Se u(X) < oo, entéao E é chamado de o-finito por p, e u(E) < oo, para todo E € M,
visto que pu(X) = u(E) + p(E°).

(ii) Para cada £ € M com u(E) = oo, se existe F' € M com F C F e 0 < p(F) < oo,

entao p é chamado de semi-finita.

(iii) Se X = UE,-, onde E; € M e u(E;) < oo, para todo i, entdo p é chamado de

i=1

o-finita. Mais genericamente, seja F € M tal que E = UE“ onde F; € M e
i=1
w(E;) < oo, para todo i, entdao o conjunto E é chamado o-finito para p.

Proposicao 4.1. Toda medida o-finita é semi-finita.

Demonstrag¢ao. Sejam X um conjunto e M uma o-algebra de subconjuntos de X, tais
que X = UE“ onde E; € M e u(E;) < oo, para todo ¢ € N. Para todo £ € M tal
i=1

o

que p(E) = oo, como p é o-finita, entao existem Ej, € M, tais que F = U E)., onde
k=1

pu(Ey) < oo, para todo k. Note que, caso tenha algum FEj igual ao conjunto vazio, entao

basta desconsiderarmos ele. Assim, teremos que 0 < p(Ej) < oco. Por fim, sabendo-se que

E, C F, entao segue que pu é semi-finita. [ |

Definigao 4.6. Sejam X um conjunto e f : X — [0,00] uma fungao qualquer. Dado
E C X, defina:

pr(E) = Zf(x) = sup {Z fx)| DC Eé ﬁnito} :

zeE zeD

Entao p5 é uma medida em P(X). Dizemos que é uma medida pontual.
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Teorema 4.1. [Propriedades elementares de medidal. Seja (X, M, ) um espago de
medida.

(i) Se E,FeM e ENF =10, entio u(EUF) = u(E) + u(F).
(i1) Se E,F e M e E C F, entao u(E) < u(F).
(11i) W(EUF) < p(E)+ pu(F) para todo E, F € M.

(iv) Se {E,}nen € uma sequéncia em M, entdo i <U En> < Zu E
n=0

neN

(v) Se {E,}nen € uma sequéncia crescente em M (isto €, E,, C E, 1 para todon € N),

entao:
i (U En> = lim u(E,) = sup u(E,).

n—oo
neN neN

(vi) Se {E,}nen € uma sequéncia decrescente em M (isto €, E, 11 C E, para todon € N),

e se algum u(E,) € finito, entao:

p (ﬂ En> = lim p(E,) = inf p(Ey).

n—oo
neN

Demonstragao. Seja (X, M, 1) um espago de medida.

(i) Se E,F e M e ENF =), entao:

WEUF)=p(E\F)U(ENF)U(F\E))
WEN\F)+u(ENF) 4+ pu(F\ E)

= [WEN\F) + p(ENF)] + p(F\ E)

P(E) +p(F\E)+ [W(ENF) — p(F N E)
P(E) + [WF\E) + p(ENF)] = p(FNE)
u(E) + u(F) — p(F N E).

Como ENF =, entdao u(ENF)=0. Logo, pf(EUF) = pu(E) + pu(F).
(ii) Se E,FF e M e E C F, entao:
p(F) = u(E) + p(F\ E) 2 u(E).

Logo, p(E) < u(F).
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(iii) De fato, temos que:
WEUF) = pu(E)+p(F) — w(ENF) < u(E) + p(F).
Logo, j(E U F) < pu(E) + u(F).

(iv) Seja {E,}neny uma sequéncia em M. Se {E, }nen for uma sequéncia disjunta, temos

por definicao de medida que:

p (U En> = gu(En)-

neN
Porém, se {FE,},ey nao for uma sequéncia disjunta, entdo existem pelo menos
m’,n’ € N tais que E,, N E, # ). Logo,

[ <U En> = U En| UIEw \ (Bw N Ex)]U[Ew N Ey)

neN neN
n#m’,n’

U[En’ \ (Em’ N En’)])

e como a uniao acima é composta por elementos de uma sequéncia disjunta, entao

segue que:

H (U En) =M U Ey | + (B \ (Epe 0 Ew)) + p(Epy O Ep)

neN neN
n#m’ n’

+ M(En’ \ (Em’ N En’))>

< p U En | + (Ep \ (B O Ew)) + 20( By 0 Epr) + p(Enr \ (B 0 Eyyr)

neN
n#m’ n’

=p U En | 4+ [1(Em \ (B N Eyw)) + p(Eny O Eyr)]

neN
n#m' n’

+ (B \ (B N Er) + (B N Epy)]

= U U E, | + [0(En \ (B N Ey)) U (B N Eyr))]

neN
n#m’ n’

+ (B \ (B 0 Ewr)) U (B 0 Eyr))]

=p| U En|+ B+ [1(Ew)]

neN
n#m’ n’

= Z p(En).

n=0
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Agora, supondo que para k elementos nao disjuntos da sequéncia { E, },en tenhamos:

p <U En> < i E,,
neN n=0

assim, para k+ 1 elementos nao disjuntos da sequéncia, suponha que F; seja um dos

elementos nao disjuntos, implicando que:

M(UEn>:M U E.|uE

neN neN
Ln#£k+1

=1 UEn\ EmUEn U E,
& i

Assim, a unidao acima possui agora k elementos nao disjuntos. Pela hipdtese de

inducao, temos que:

pi U En> < iEn
n=0

neN
Logo,

n( U E) < ij
n=0

neN
Seja { E, fnen uma sequéncia crescente em M e defina a sequéncia {F}, },en tal que:
F():EO (§] Fn:En\En,1
De fato, temos que U E, = U F,.. Ainda, ja que {F}, },en é uma sequéncia disjunta

neN neN
em M, temos pela definicao de medida que:

u(uEn> =u<UFn) -
neN neN n=0
Agora, vamos mostrar indutivamente que p(E Z w(F,,), para todo n € N.

De fato, u(Ep) = p(Fo).

k
Supondo que pu(Ey) = Z p(Ey,), temos que:
m=0

N(Ek'—l-l) = M(Ek (Ek—i-l \ Ek))
p(Ex) + p(Eryr \ E)

k
ZM ) + p(Fit1)

> 3
= o

p(Fi).-

3
I
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Logo, u(E Z p(F,

Assim, segue que:

Jim )= Jim S (F) = 3

meN

Como {E,}neny ¢ uma sequéncia crescente, segue que lim p(E,) = sup u(E,).
n—o0 neN

Portanto, p (U En> = lim p(E,) = sup u(E,).

n—o0
neN neN

(vi) Seja {E,}nen uma sequéncia decrescente em M e suponha que para algum k € N,
temos que p(Ey) < co. Defina F,, = Ej \ Eyyp, onde n € N e chame F = U F,. De

neN
fato, como {E,},en € uma sequéncia decrescente, entao {F, },eny é uma sequéncia

crescente em M e, pelo item anterior, segue que pu(F) = 11m u( »). Ainda, podemos

lembrar que:
M(Ek) = M(Fn U Ek-i—n) = M(Fn) + ,U(Ek—i-n);

e ji que p(Ey) < oo, entao u(Fy) = p(Ey) — i Eyen), ot seia,

p(F) = lim (u(Ex) — p(Errn)) = p(Ex) — lim p(Epyp) = p(Ex) — lim u(Ey).

n—oo n—0o0 n—o0

Além disso, como F' C E, entao u(F)+u(Ex\F) = p(Ey) e pelo fato de u(Ey) < oo,
segue que p(F) = u(Ey) — p(Ey \ F). Portanto, segue que u(Ey \ F) = lim u(E,).
n—oo

Por fim, note que Ej \ F' = ﬂ E,. Logo,

neN

u( N ) = p(Ey) — p(F) = lim p(E,).

n—oo
neNE,

Ainda,
lim u(E,) = ingu(En), pois {u(E,) bnen € decrescente.
ne

n—0o0

Portanto, p (ﬂ En> = lim u(E,) = inf u(E,)

n—00 neN
neN
[

Definigao 4.7. Seja (X, M, 1) um espago de medida. Um conjunto A C X possui medida
nula se existe um conjunto F € M tal que A C E e u(E) = 0.

Definigao 4.8. Uma medida p : M — [0, +00] é completa se dado E' € M, onde pu(E) = 0,
entao p(F) =0, para todo F' C E.
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Definicao 4.9. Espagos de medida em que todos os conjuntos de medida nula sao

mensuraveis sao chamados de completos.

Lema 4.1. Seja N a familia dos conjuntos de medida nula de um espago de medida
(X, M, ). Entao:

(i) D e N;
(ii)) Se AC B e N, entao A € N;

(iii) Se {A,}nen € uma sequéncia em N, entdo U A, eN.

neN

Demonstracao. Seja N a familia de conjuntos de medida nula de um espaco de medida
(X, M, ).

(i) De fato, 0 € X, 0 C @ e u(d) = 0. Logo, B € N.

(ii) Como B € N, entéo existe E € M tal que B C FE e u(E) = 0. Como A C B, temos
que A C E, onde u(E) = 0. Logo, A € N.

(i) Se {A,}nen é uma sequéncia em N, entdo existe uma sequéncia {E, },en disjunta
em M tal que A,, C E, e u(E,) = 0, para todo n € N. Assim, U A, C U E, eM,

neN neN
pela definicao de g-algebra. Por fim, pela definicao de medida, temos que:

7 (U En) giu(En) :io:o.

neN

Portanto, U A, eN.

neN

Lema 4.2. Dado um espago de medida (X, M, u), eziste um espago de medida completo
(X, M, 1) tal que M C M e = ji em M.

Demonstragao. Seja N a familia de conjuntos de medida nula de (X, M, ). Considere
M={FUZecPX)|EecMZ¢cN}) Paracada Y € M, Y = EU Z, defina
i(Y) = pu(E). Pelo Lema 4.1, temos que § € N, logo EU Q) = E € M, para todo E € M.
Logo, M C M. Além disso, seja Y € M, temos que Y = Y U@, logo a(Y) = u(Y), ou
seja, = em M. [
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4.2 Medida exterior

Um dos questionamentos que podem ser feitos é se podemos construir medidas a partir
de uma certa o-algebra. Veremos a frente que é possivel sim fazer este processo, mas
teremos que utilizar a medida exterior. Assim, nesta subsecao iremos defini-la e estudar
algumas de suas propriedades. Em especial, iremos enunciar e demonstrar o Teorema de

Carathéodory, que é um dos principais resultados de Teoria da Medida.

Definicao 4.10. Seja X um conjunto nao vazio. Uma medida exterior é uma fungao
p*:P(X) — [0, 00] que satisfaz:

(i) p(0) =05

(i) p*(A) < p*(B), para todo A C B;

(i) p* <U Aj) < ZM*(AJ')-

Definigao 4.11. Seja p* uma medida exterior em X. Um conjunto £ C X é chamado de

p*-mensuravel se:
W (M) = *(M A E) + 1 (MmE'3>, VM C X,

Note que se p*(M) = oo, entdo de fato a igualdade acima é satisfeita. Porém, se

(M) < oo, entdao como p* é uma medida exterior, vale que:
W (M) = ((M NE)U (M N EC>> < (MNE)+ <M N EC> .

Logo, para que a igualdade seja satisfeita, basta mostrar que p*(M) > p*(M N E) +
pr (M N EE), para p*(M) < oo.
Veremos, agora, como podemos construir uma medida exterior por meio de uma

aplicacao p : A — [0, 00], através do seguinte resultado:

Proposicao 4.2. Sejam A C P(X) e pu: A — [0,00] tal que € A, X € A e pu(0) =0.
Para algum M C X, defina:

(M) :inf{iu(ﬂ-) EieAelMC GE’}

i=1

Entao, p* € uma medida exterior.

Demonstragao. Esta demonstracao teve como Referéncia ([8], 2022), p. 25.
Em primeiro lugar, iremos verificar que p* esta bem definida. Note inicialmente que,
para qualquer M C X, podemos tomar {E;};en C A tal que M C U E;. Como X € A,

=1
entao basta tomarmos F; = X, para todo i. Assim,

{i#(Ez) |E;e Ae M C GEZ} #0,
=1

i=1
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e limitado inferiormente, pois Z w*(E;) > 0. Logo, existe o infimo deste conjunto.

=1
Agora, iremos verificar se esta aplicacao é de fato uma medida exterior. Como ) € A,

entao podemos tomar uma sequéncia {E;}ieny de modo que E; = (), para todo i. Logo,
() = 0.
Além disso, sejam M, N C X tais que M C N, entdo para toda sequéncia { F; };en C A

tal que M C N C U FE; implica que:
i=1

{Z“ |E€AeNCHE} {Z“ |E€AeMCZU1E}

Logo, pela propriedade de infimo de um conjunto, segue que p*(M) < p*(N).
Por fim, sejam {M;}ien € P(X) e € > 0. Para cada 4, existe {E/};en C A tal que

M; C U Ef . Pela caracterizacao de infimo, temos que para cada i, vale que:
j=1

inf{Zu(Ef)lEfEAeMiCUEf}SZM(E])
j=1 j=1 j=1
- S j j j €
gmf{z (E9) | B eAeMCUE} >

j=1 j=1

Seja M = GM, Temos que M C DGEf e

i=1 i=1j=1

<ZZMEJ f;[ )+ =]
+§:25

=1 =1

:Z“
=1

e como € é arbitrario, podemos toma-lo tao pequeno quanto se queira. Assim, segue que:

p <UMz> < ZM (M,

Portanto, p* ¢ uma medida exterior. |

Teorema 4.2. [Teorema de Carathéodory/. Se u* é uma medida exterior em X, a cole¢do
M de conjuntos p*-mensurdveis € uma o-algebra, e a restrigao de p* em M é uma medida

completa.
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Demonstracao. Mostraremos que M é uma o-algebra.

(i)

(iii)

De fato, como p*()) = 0, entao:
(M) = (M 0 0) + p* (MO 0%) = " (M N 0) + (M N X) = (D) + p* (M),
Logo, ) € M.

Além disso, para todo F € M, temos que, para todo M C X, vale:
C
WH(M) = " (MO E) + p* (MﬂEE> = i (Mm (EC> ) +out (MmEE)
* C * C C
—u (MHE>+M Mm(E) .
Portanto, E¢ € M.

Sejam E., F' € M. Como esses conjuntos sao p*-mensuraveis, temos que para todo
McX, MNE, MNE"C X, assim segue que:

wH(M) = (M N E) + i (MﬂEC>
=i (MAE N F)+p (M B0 FY) +p ([MAE 0 F)
+u*([MmE'3} e FC>.
Note ainda que:
EUF =(E\F)U(ENF)U(F\ E)
= (EmFE) U(ENF)U (FﬁEE).

dai,

(MO [EUF) = i <Mﬂ [(EnFU> U(ENF)U <FﬂEC>D

M*((MQEOFB>U(MﬂEﬂF)U(MﬂFﬂEC>)

IN

s (MﬁEﬂFE>+u*(MﬂEﬂF)+u* (MﬂFﬂEC>.

Assim,
(M) > g (MO (EUF) + 1 (M NESN BC>

— H(MN(BEUF))+ (MO(EUF)B>.
Logo, EUF € M.

Assim, se {E;} ; é uma sequéncia finita de elementos de M, temos que E;UE; € M.
n—1 n

Agora, suponha que U E;, € M, como FE,, € M, entao segue que UE" e M.
=1 =1

Portanto, M é uma o-algebra aditiva.
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n

(iv) Sejam {FE;};eny uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M e considere F,, = U E;

1=1

e = U E;. Entao, para qualquer M C X,

pW(MUF,) =p(MUF,)NE,)+u ((Mu F,)n MC>

= (MNE,)+p (MNF,_1).

Mostraremos, agora, que p*(M N F},) Z w (M N E;)

De fato, se i = 1, entdao u*(MUF,) = p (M N Fy). Agora, suponha que para i = k,

vale que:
k

w(MOF) =S 5 (M0 By,
i=1
assim, para ¢ = k + 1, temos que:

p (M0 Fiyr) = p* (M 0 Egyr) + (M 0 F)
k
= /JJ*(M N Ek+1) + ZM*(M N El)

=1
k+1
=Y w(MNE).

i=1

Logo, u*(M N F,) = Zu*(M N E;). Com isso,
i=1

WH(M) = 1 (M N Fy) + (Mm F}}) >SN W (M F) + (Mm FC> ,
=1

e fazendo n — oo, nds obtemos:

o0

i (M N E)+ p*(MNFY > p* (U(MmEi)>+u*<MmFC>

i=1

— (M NF)+ (MO FY > 5 (M).
Todas as inequacoes neste ultimo célculé)o sao igualdades. Segue que F' € M e
tomando M = F, temos que p*(F) = Zu*(F) é uma aditividade contdvel em
M. A
Finalmente, se p*(E) = 0, para M C X, temos:

pt(M) < (MO E) 4+ gt (MO EY) = (M ES) < e (b),

entdo, £ € M. Portanto, p* | M é uma medida completa.
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Definigao 4.12. Se A C P(X) é uma algebra, uma funcao g : A — [0, 00| é chamada

de pré-medida se:
(i) po(0) =0.

o0
(ii) Se {A;}ien é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em A tal que U A; € A, entao

Mo (U Ai) = ZMO(Ai)-

Em particular, uma pré-medida é finitamente aditiva, pois pode-se tomar E; = (), para
todo ¢ > k. As nogoes de pré-medidas finitas e o-finitas sao definidas exatamente como
para medidas. Se 9 é uma pré-medida em A C P(X), ela induz uma medida exterior em

X de acordo com Proposicao 4.2, chamando

i=1

Proposicao 4.3. Se uy é uma pré-medida em A e p* € definido como (4.1), entdo:

(i1) Todo conjunto A € p*-mensurdvel.

Demonstragao. (i) Seja E € A e tome {A;}ien tal que E C UA“ onde A; € A.

i=1
n—1

Colocando, Ay = 0 e B, = EN (An\ U Aj>, temos que B; # Bj, para i # j,

j=1
B; € A, paratodoi=1,...,ne U B; = E. Logo, como B; C A;, entao:
i=1

po(E) = ZMO(Bi) < ZAz

Como p*(E) é o infimo do somatério das pré-medidas aplicada em cada A;, entao
o(E) < p(E).
Por outro lado, tomando A; = E e A; = (), para todo i # 7, temos que:
1 (E) < o (U Ai) = po(E).
i=1

Logo, p* | A = po.
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(ii) Se A€ A, E C X e dado € > 0, existe uma sequéncia {B,};ey C A com E C U B;

J=1

e Zuo(Bj) < W' (E) + e. Como py é o-aditiva em A, entdo:
j=1

W) +e >3 ml(B; 0 A)U (B0 AY)

j=1
= po((B;j M A)) + 1o (U(B; N AY)))
> (ENA)+ p*(En AL,
Como € é arbitrario, entdo p*(E) > pux (ENA) + pux (EN AL, ou seja, A € A é

p*-mensuravel.

Teorema 4.3. Seja A C P(X) uma dlgebra, po uma pré-medida de A, e M a o-dlgebra
gerada por A. Ezxiste uma medida p em M que restrita a A € puy. Se p € outra medida
em M que estende g, entao p(E) < u(E), para todo E € M, com a igualdade valendo
quando p(E) < oo.

Se o € o-finito, entao p é uma extensao unica de [y para uma medida em M.

Demonstracao. A demonstragao deste Teorema encontra-se na referéncia ([6],1999), p.

31. |

4.3 Medida de Lebesgue

Veremos, agora, como ¢é construido a medida de Lebesgue em R.

Definigao 4.13. [Medida exterior de Lebesgue|. Dado um intervalo I = (a,b) C R defina
|I| =b—a, onde a < b e |d] = 0. Definimos a medida exterior de Lebesgue de M C R

por:

w (M) = inf {Z |1;| | {I;}jen € uma sequéncia de intervalos abertos com M C U I]} :

=0 j=1
Proposicao 4.4. Seja p* dada pela Definicao 4.13.
a) p* é uma medida exterior em R.

b) p* é uma extensao de comprimento de intervalo, isto é, u*(I) = |I| para todo intervalo
aberto I C R.

Demonstracao. a) Iremos demonstrar primeiro que p* é uma medida exterior em R.
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(i) De fato, tomando uma sequéncia {I;};en tal que I; = ), para todo j, temos que
0 c \J 1 assim e (0) =D 10] =
j=1 =0

(ii) Para todo M C N C R, temos que para toda sequéncia de intervalos abertos
o0 o

{I;}en, tais que N C U I;, temos que M C U I;. Assim:

{g|fj| | Ncglj}c{;|l| | MCU }

Dali,
inf{Zuj\ | M cC Ufj} ginf{Z]Ij| | Nc UJJ},
§=0 j=1 §=0 j=1
e assim, p*(M) < p*(N).
(iii) Sejam {M;}jen C R e € > 0. Para cada j, temos que para toda sequéncia de
intervalos abertos {I f}keN tais que M; C U I Jk vale pela caracterizacao de infimo

k=1
que:

: - = - . > > €
mf{ZWﬁ M€ ff} <D nlI) < mf{Zu<ff> M e If} + 55
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Seja M = GMJ‘ Temos que M C O GIJJ e

j=1 j=1k=1

iiu i[mmg]

o0

e como € é arbitrario, podemos toma-lo tao pequeno quando se queira. Assim,

segue que:
¢ (Uan) < 3wor
j=1 j=1
Portanto, p* é uma medida exterior.

b) De fato, para todo I C R aberto e para toda sequéncia de intervalos abertos {I;};en

tal que I C U I,,, temos que |I]| < Z |I;|. Agora, suponha que p*(I) # |I| e considere
j=1 7=0
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e > 0 tal que p*(I) = |I|+e€. Tome {I,}en, onde para algum k € N, temos que [, = [
e para j # k, temos que |[;| = (¢/2)/27. Assim, temos que:

€

= 9 €
1< DIl =10l + DL = 11+ & < +5 < 1] +e
j=1 i#k J#k
JeN jEN

Portanto, necessariamente, p*(1) = |1].

Proposigao 4.5. Sejam p* a medida exterior dada pela Defini¢ao 4.13 e
L= {ECRW*(M):M*(MQE)JrM* (MmEC), VMCR}.

Temos que p* | L € uma medida, conhecida como Medida de Lebesgue, que denotaremos
porm. Além disso, elementos de L sao conhecidos como classe de conjuntos Lebesgue

mensurdveis.

Demonstracao. Como p* é uma medida exterior em R, temos que a colecao £ é uma

o-élgebra e a restrigdo p* | £ é uma medida de acordo com o Teorema 4.2. [

Definigao 4.14. [Medida de Lebesgue nulal. Dizemos que M C R tem medida de
Lebesgue nula se para todo € > 0, existe uma sequéncia {I, },en de intervalos abertos

e limitados tal que:

MCQ]n e i|_fn|<e,

sendo |I| =b—ase I = (a,b).

Veremos, por fim, que a medida de lebesgue é invariante por translagoes e homotetias.

Para isso, iremos precisar do seguinte lema:

Lema 4.3. Seja f : R — R continua. Se B C Bg, entio f~1(B) € Bg, onde By € gerado
pela topologia padrao de R.

Demonstracao. Para demonstrarmos este resultado, precisaremos considerar um conjunto
de modo que satisfaca a propriedade acima e seja uma o-algebra que contém Br. Assim,

considere o conjunto:

A={ECR| f(E)c B}
Mostraremos que A é uma o-algebra em R.
(i) De fato, ) € A, pois f~1(0) = 0 € By.

(ii) Se E € A, temos que f~'(E) € By e como By é uma o-dlgebra, entdo [f~1(E)° =
fY(EY) € Bg. Portanto, EL € A.
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(iii) Seja {E),}neny uma sequéncia enumeravel de A. Como E,, € A, para todo n, entao

Y E,) € Bg, para todo n. Assim, como Bg é uma o-dlgebra, vale que:

UriE) e = 1 (U E> e By

neN neN
Portanto, U E, € A
neN

Assim, A é uma o-algebra de R. Em particular, seja B € Bg, como B é aberto, entao
f~Y(B) também serd e, por conseguinte, f~1(B) € Bg. Logo, Br C A e dai, segue que se
B € Bg, entao f~1(B) € Bg. |

Lema 4.4. Todo elemento Lebesque mensurdvel de R é uma unido de um conjunto de

Borel com um conjunto de medida de Lebesgque nula.

Demonstracao. A demonstragao deste Lema encontra-se na referéncia ([3], 1998), p.
122. |

Teorema 4.4. Se E € L, entao E + s e r - E pertencem a L, para todo r,s € R, e
m(E+s)=m(E) em(r-E)=|r|-m(E).

Demonstracao. Sejam E € Bg, a,A € R, tais que A # 0 e considere as aplicagoes
f(z) = 2 —ae g(x) = x/X\ Como f e g sado aplicagdes continuas, entao pelo Lema
43, temos que E4+a={rx+a|rxe E} €Bre - E={\ x|z e E} € Bg. Logo, Bg
¢ invariante por translagao e por homotetias.

Ainda, para E € B, defina:
ms(E)=m(E+s) e m'(E)=m(r-E),
assim, pelo que vimos anteriormente, temos que:

ms((a,b]) = m((a+ s,b+ s]) = m((a,b]),

. m((ra,rb]) = |r| - m((a,b]), se r >0,
m’"((a,b]) =
m((rb,ra]) = |r| - m((a,b]), se r <O0.
Portanto, ms = m e m" = |r| - m em A, onde A ¢é a o-dlgebra das reunioes finitas e

disjuntas de intervalos. Como m, ms e m” sao pré-medidas aditivas, entao pelo Teorema
4.3, temos que cada uma destas aplicacoes admite uma tnica extensao em Bg. Logo,
ms=mem" = |r|-m em Bpg.

Além disso, seja E' € L tal que m(FE) = 0. Entao, pelo Lema 4.4 existe N € By tal

que m(N)=0e E C N, pois m é uma medida completa. Assim,

m(E+s)<m(N+s)=0em(r-E)<m(r-N)=0.
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Portanto, os conjuntos de Lebesgue de medida nula sao invariantes por translacoes e
homotetias. Desse modo, pelo Lema 4.4, temos que todo elemento de £ é invariante por
translagoes e homotetias. Além disso, temos que, para todo r,s € R, m(E + s) = m(E) e
m(r- E) = |r|-m(E). |



Capitulo 5
Funcoes mensuraveis

Como estudamos o conceito e propriedades de medida vendo, inclusive, alguns
exemplos, passaremos a estudar as aplicacoes mensuraveis, que sao funcoes com dominio
e contradominio em espacos mensuraveis, de modo que a imagem inversa aplicada sobre
qualquer elemento da o-algebra do contradominio é um elemento da o-algebra do dominio.
Tais aplicacoes serao uteis para a definicao do conceito de integracao em qualquer espaco
de medida, cuja ideia intuitiva é semelhante ao que é visto na disciplina Célculo Diferencial
Integral, que utiliza funcoes localmente constantes. Assim, para este capitulo foi utilizado

a referéncia [6].

5.1 Conceito e propriedades

Definigao 5.1. Sejam (X, M) e (Y, N) espacos mensuraveis. Dizemos que f: X — Y ¢é
(M, N)-mensuravel se f~!(F) € M, para todo F' € N.

Exemplo 5.1. Sejam (X, M) e (Y, N) espagos mensurdveis tais que N = {0, Y}, entao f
é uma aplicacao mensuravel.
Resolugao. De fato, f~1(0) = § € M, por vacuidade. Além disso, f~1(Y) = X € M.

Logo, f é uma aplicagdo mensuravel.

Defini¢ao 5.2. Se (X, M) e (Y,N) sao espagos mensuraveis, uma aplicagao f : X — Y
¢ chamado de (M,N)-mensuravel, ou somente mensuravel, quando M e N sao
compreendidos, se f~}(F) € M, para todo F € N.

E importante observarmos que uma fungao mensuravel preserva unioes, intersecoes e
complementagoes. Isso decorre pelo fato de que como M C P(X) e N C P(Y), entao pela

Proposicao 2.2 temos que tais propriedades ocorrem.

Proposigao 5.1. Se f: X — Y é (M, N)-mensurdvel e g : Y — Z é (N, O)-mensurdvel,

entao go f é (M, O)-mensurdvel.

44
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Demonstrag¢ao. Seja O uma o-algebra em Z. Como g é (N, O)-mensurdvel, entdo para
todo G € 0O, temos que g }(G) € N. Além disso, como N ¢ uma o-dlgebra em Y e f é
(M, N)-mensurdvel, entao f~'(¢7*(G)) = (go f) ' (G) € M, para todo G € O. Portanto,
go f é (M, O)-mensurdvel. [ |

5.2 Tipos de fungoes mensuraveis

Nesta secao passaremos a estudar alguns tipos de fungoes mensuraveis.

Proposicao 5.2. Se N € gerado por B, entio f : X — Y € (M, N)-mensurdvel se e,
somente se, f~Y(H) € M, para todo H € B.

Demonstragao. Seja N gerado por B. Como f: X — Y é (M, N)-mensuravel, entdo para
todo F' € N, temos que f~}(F) € M. Como N = ¢(B), entao, em particular, temos que
f~Y(H) € M, para todo H € B.

Por outro lado, suponhamos que f~!(H) € M, para todo H € B. Além disso, considere
o seguinte conjunto O = {F C Y | f~}(F) € M}. Iremos mostrar que O é uma o-dlgebra.

(i) De fato, O C Y. Além disso, f~1(0) =0 € M.

(ii) Se I € O, entao I C Y tal que f~1(I) € M. Como M é uma o-dlgebra, entao
(f~Y(I)¢ € M. Ainda, j& que I® C Y e (f~1(I))t = f~1(I%), pela Proposicao 2.2,
entdo I® € .

(iii) Seja {I1}reny C O, entdao Iy € Y e f~1(Iy) € M, para todo k& € N. Como M

¢ uma o-dlgebra, entao f~! (U I, | € M. Ademais, ja que U I, CY e como
k=1

-1 (U Ik> U f1(I), pela Proposicao 2.2, entdo U I, € 0.
k=1

k=1

Logo, O é uma o-algebra. Assim, pela hipdtese, temos que B C O. Como N = o(B) é a
menor o-algebra que contém B, entao N C O.
Portanto, f é (M, N)-mensuravel. [ |

Coroldrio 5.1. Se X eY sdo espagos métricos (ou topoldgicos), toda aplicag¢io continua
f: X =Y é(Bx,By)-mensurdvel.

Demonstracao. Sejam Tx e Ty as topologias padroes dos espagos X e Y, respectivamente.
Como f é uma aplicagdao continua, entao para todo V € Ty, temos que f~}(V) € Tx.
Além disso, ja que Bx = 0(Tx) e By = o(Ty), entdo para todo V € Ty C By, temos que
f~HV) € Byx. Portanto, pela Proposicao 5.2, segue que f é (Bx, By )-mensurdvel. M
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Definigao 5.3. Seja (X, M) um espago mensuravel. Uma fungao complexa ou real f
em X ¢ chamada de fungdo M-mensuravel, se (M, Bg) ou (M, B¢) sdo mensuraveis.
Em particular, f : R — C é Lebesgue (resp. Borel) mensuravel se (£,B¢) (resp.

(Br, Bc)) mensuravel.

Proposicao 5.3. Se (X, M) € um espaco mensurdvel e f : X — R, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) f € M-mensurdvel.

(ii) f~'((a,00)) € M, para todo a € R.
(iii) f~'([a,00)) € M, para todo a € R.
(iv) f~Y((—o0,a)) € M, para todo a € R.

(v) [ ((—00,a]) € M, para todo a € R.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.4, como By é gerado pelas familias:

A ={(a,b) |a<b}, Ay={[a,b]|a<b}, As = {(a,b] | a < b},
Ay ={[a,b) |a<b}, As;={(a,00)|aecR}, As={(—00,a)]|acR},
A7 = {[a,00) | a € R}, Ag={(—00,a] | a € R}.

Entao, f é M-mensurével se, e somente se,

fH(a,00), f([a,00)), (=00, a)), f((—00, a]) € M,
para todo a € R. [ |

Definigao 5.4. Sejam (X, M) um espago de medida, f uma fungao em X e E € M.
Dizemos que f ¢ mensurdvel em E se f~1(B)NE € M, para todo conjunto de Borel B.
Equivalentemente, f|, é Mg-mensuravel, onde Mgy = {FNE | F € M}.

Definigao 5.5. Dado um conjunto X, se {(Ya,Na)}laca é uma familia de espagos
mensuraveis, e f : X — Y, é uma aplicacdo para cada o € A, existe uma menor o-
algebra em X com respeito a qual as f,’s sao todas mensuraveis, chamada, a o-algebra

gerada pelo conjunto f,}(F), com E € N, e a € A. Essa é a o-dlgebra gerada por:

{fa}aeA-

Exemplo 5.2. Se X = H Y,, a o-dlgebra do produto X ¢é a o-algebra gerada pelas

acA
funcoes coordenadas 7, : X — Y.

Proposicao 5.4. Sejam (X, M) e (Y,,N,) espacos mensurdveis, Y = H Y, N= ®Na
acA acA
ey : Y — Y, a aplicagio coordenada. Entdo, f : X — Y é (M, N)-mensurdvel se, e

somente se, fo =m0 [ € (M, N,)-mensurdvel, para todo «.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que f : X — Y é (M, N)-mensuravel, entdo como m, é
(N, N, )-mensuréavel, para todo «, entdo pela Proposicdo 5.1 segue que f, = m, 0 f é
(M, N, )-mensuravel, para todo a.

Por outro lado, se f, = m, o f é (M, N,)-mensuravel, para todo «, temos que
Y7 (E,)) € M, para todo E, € N,. Como 7, é (N,N,)-mensurdvel, para todo «,
entdao w1 (E,) € N, para todo E, € N,. Por fim, observemos que com a variagao de a, os
conjuntos 7' (E,) gerarao N, ou seja, N = o ({m;(E,) | E, € N, e a € A}). Portanto,
Y Y (E,)) € M, ou seja, f é (M, N)-mensuravel. [ |

Corolario 5.2. Uma funcdao f : X — C é M-mensurdvel se, e somente se, Ref e Imf

840 mensurdvels.

Demonstragao. Como C ~ R?, entdo Be = Br ® Br. Além disso, ja que f é uma
fungao complexa, entao podemos reescrever f = Ref +i Imf = (Ref,Imf). Agora, sejam
m R 5> Rem: R —» R tais que m((Ref,Imf)) = Ref e m((Ref,Imf)) = Imf.
Temos que m o f = Ref e my o f = Imf. Assim, pela Proposicao 5.4, temos que f é

(M, B¢ )-mensuravel se, e somente se, T o f e my 0 f forem (M, Bg)-mensuraveis. [
Definigdo 5.6. Dizemos que f : X — R é (M)-mensuravel de (M, Bz)-mensuravel.
Proposicao 5.5. Se f,g: X — C sao M-mensurdveis, entao f 4+ g e f-g também sao.
Demonstracao. Definimos:

F:X—-CxC F(z)=(f(x),g(x)),
p:CxC—-C  ¢(z,w)=z+w,
p:CxC—=C  ¢(z,w)=2z w.

Como C é separavel, entao Beyxe = Be ®Be. Ainda, ja que f e g sao mensuraveis, entao
F é (M, Bcxc)-mensurdvel. Além disso, como ¢ e 1) sao aplica¢oes continuas e C x C e

C sao espagos métricos, entao ¢ e ¥ sao (Bexe, Be)-mensuraveis. Logo,

(9o F)(z) = f(z) +g(z) e  (WoF)(x)=f(z)og(x)
sao (M, B¢ )-mensuraveis. [
Proposicio 5.6. Se {f;} ¢ uma sequéncia de fungdes R-valores mensurdveis em (X, M),
entao as funcoes:

gi(x) = Sup fi(r),  gx) = Hjlf fi(z),

g3(z) = 1i_>m sup f;(x), ga(z) = lim inf f;(x),

Jj—00

s@o todas mensurdveis. Se f(x) = lim f;(x) existe para todo x € X, entao f é mensurdvel.
J]—00
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Demonstragao. Sejam A, = {(a, 0] | a € R} e Ay = {[—00,a) | a € R}. Pela Proposicao
3.7, temos que By = 0(A;) e B = 0(Az). Assim, dado (a, o0] € By, temos que:

g1 ((a,00]) = {z € X | 1) > a},
95" ([-00,a)) = {z € X | ga() < a}.

Sejam 1 € gy ' ((a,]) e 79 € g5 ' ([—00,a)), assim:

r1 € g7 ((a,]) <= gi(z1) > a

|

sup fj(z1) > a
j

3 jo € N tal que fj (1) > a

71 € f;,' ((a, 00])

T € U fj_l((&? 00]),

[

além disso,

5 € g5 ' ((a, 0]) g2(x2) > a

inf f;(zs2) < a
j

3 jo € N tal que fj,(22) < a

v € fi,'([—00,a))

Ty € U ;7 H([=00,a)).

[

Logo,

-1

g1 ((a,00]) fi ((a,00]) € M,

Il
et

<
Il
—_

fit([~00,a)) € M.

92_1([—00,&]) j

I
et

Il
—

J

Como f; ¢ M-mensurével, para todo j, entao g; 'e g,! também sdo. Portanto, g; e g, sdo
mensuraveis.
Além disso, por definicao, temos que:

g3(x) = lim sup f;(x) = inf (Sup fj(x)) ;

J—00 >k

g4(z) = lim inf f;(z) = sup (1n£ f ({L‘)) :
ko \J>

j—00
Se hy(z) = sup f;(z), entdo hy(z) é M-mensuravel, para todo k > 1. Assim, g3 = i%f hy é
M-mensurdvel. Do mesmo modo, se hi(z) = in£ fi(z), entao hy(z) é M-mensuravel, para
>

todo k > 1. Assim, g4 = sup hy é M-mensuravel.
k
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Em particular, se existir f(z) = lim f;(x), entdo:
Jj—o0

f(z) = lim f;(x) = lgn sup f;(z) = le inf f;(x) = li)m fi(x) = f(x).

J—00

Portanto, f é M-mensuravel. [ |
Corolario 5.3. Se f,g: X — R sdo mensurdveis, entdo existem max(f,g) e min(f,g).

Demonstragio. Sejam f,g : X — R funcdes mensurdveis e h(z) = max{f(z),g(x)},
para todo z € X. Entdo, como f(x),g(x) € R, para todo z € X, temos que h(z) =
sup{f(x), g(z)}. Definimos, f = f1, g = fo e f, = —o0, para todo n > 3. Assim, {f,} é
uma sequéncia de fungdes mensuraveis e h = sup{f, g} = sup{f,} é mensurdvel.

Do mesmo modo, seja h'(x) = min{f(z),g(x)}, paran todo x € X. Entao, como
f(z),9(x) € R, para todo x € X, temos que h'(z) = inf{f(z), g(x)}, para todo z € X.
Definimos, f = fi1, g = fo e f, = 0o, para todo n > 3. Assim, {g,} é uma sequéncia de

fungoes mensurdveis e ' = inf{f, g} = inf{g,} é mensuravel. |
n

Corolario 5.4. Se {f;} € uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis de valores complexos e

f(z) = lim f;(x) existem para todo x, entao f é mensurdvel.
j—oo

Demonstragao. Seja {f;} é uma sequéncia de fungdes mensuraveis de valores complexos.
Entao, para cada f;, temos que Ref; e Imf; sao mensurdveis pelo Coroldrio 5.2. Assim,

{Ref;} e {Imf;} sdo duas sequéncias de funcoes mensuraveis. Entao, existem

lim Refj=A e lim Imf; =B,

Jj—o0 Jj—00
dai,
lim f;(x) = (llm Refj> +i (hm Imfj> =A+iB = f(z).
j—o0 j—o0 j—o0
Logo, Ref e Imf sao fungoes mensuraveis. Portanto, f também o é. [ |

5.3 Funcao indicadora e funcao simples

Defini¢ao 5.7. Suponha que (X,M) é um espago mensurdvel. Se £ C X, a funcao

caracteristica X'z de E é definida por:

1, sex e FE,
0,sex ¢ E.
A fungao caracteristica também é chamada de fungao indicadora de E e denotada por

15.
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Definigao 5.8. Seja (X, M) um espaco mensuravel. Uma funcdo ¢ : X — C é simples

se € escrito como uma combinacao linear finita, com coeficientes complexos, de fungoes

n
caracteristicas de M, ou seja, ¢ = ZanEd’ onde E; € M e a; € C, para todo j € N.
j=1

Se B;NE;=0ea; #aj,sei#j,eX = UE]-, entdo ¢ estd na sua forma (ou
j=1
representacao) normal (padrao).

A partir desta definicdo é natural que o leitor se pergunte se toda funcao simples

possui uma representagao normal. E isso é possivel. Dada qualquer representacao de uma
n

funcao simples ZanEj’ se B;NE; # 0, para i,j € {1,...,n} podemos considerar
j=1
EN\(EiNE;)),E;NE; E;\ (E;NE;), assim parte da combinacao linear que representa a

funcao simples serda dada por:
CLZ'XEi + (CLZ' + aj)XEimEj + CLj.)C'E]..
Logo, toda funcao simples pode ser representada na forma normal.

Proposicao 5.7. Se ¢ e ¢ sao funcgoes simples, entao ¢+, ¢ - e k- ¢ sdo simples,
para todo k € C.

Demonstracao. Sejam ¢ e 1 funcoes simples. Entao, ¢ e 1 sao escritas como uma

combinagao linear de funcoes indicadoras com coeficientes complexos, ou seja:

¢ = Z%XE,L- e = ijXFj,
i=1 Jj=1

onde {E;},{E;} C M e a;,b; € C, para todo i € {1,...,n} e j € {1,...,n'}. Assim,
notemos que:

n n

o+ =2 Y (ai+b)Xnor, + D ailXpay,r + ) biXe, b
i=1 j=1

i=1 =1

que é uma funcao simples. Agora, supondo, sem perda de generalidade, que n > n/, entao

consideremos F; = () ¢ b; = 0, para todo j > n’. Assim, temos que:

¢ = (Z Wc&) - (Z bi)cE,)
=1 =1

= a1b1 . XE1XF1 —+ -4 albn . XElXF" + CLle . XEQXFl + 4 anbn . XEnXFn

= Z Z aiijEZ'XFj

i=1 j=1

= Z Z a;bj Xg,nr;,

i=1 j=1
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que é uma fungao simples. Por fim,

i=1

=1

que é uma funcao simples. Portanto, ¢ + 1, ¢ - 1 e k - ¢ sao fungoes simples. [

5.4 Funcao sinal

Nesta secao, passaremos a estudar alguns teoremas importantes para a teoria de

integracao. Para entendé-los, serd necessario definir as fungoes abaixo:

: se 2z # 0
f=(segn(f))|f], onde sgn(z)= 2| 7

0 , se z=0.
Proposicao 5.8. Se f é mensurdvel, entio |f| e sgn(f) também sao.

Demonstragao. Seja f mensurdvel. Notemos, inicialmente, que z — |z| e z — sgn(z) séo

aplicagoes continuas em C e C\ {0}. De fato, dado € > 0, tome 0 = € assim:
|z =20l <0 = ||z| = |20|| < |z — 20| < d =€

Portanto, f(z) = |z| é continua em C. Além disso, seja sgn(z) = z/|z|, podemos observar
que sgn é a divisao de duas aplicagdes continuas em C\ {0}: g1(z) = z e g2(2) = |2|. Logo,
sgn(z) é continua em C\ {0}.

Além disso, como sgn ¢ uma fungao continua, se U C C ¢ aberto, entao sgn=*(U)
também o é, sendo escrito na forma V U {0} se 0 € U e V, se 0 # U, onde V é aberto.
Portanto, sgn é Borel mensuravel. Do mesmo modo, seja U C C, temos que |U| é aberto

em C. Logo, |f| =|-|o f esgn(f) =sgno f sdo aplicagbes mensurdveis. [
Teorema 5.1. Seja (X, M) espago mensurdvel.

(i) Se f: X — [0,00] € mensurdvel, entao existe uma sequéncia de fungoes simples
{#n}, tais que 0 < ¢ < ¢ < -+ < f, & — f pontualmente, e ¢, — f

uniformemente nos conjuntos em que f € limitada.

(i) Se f: X — C € mensurdvel, entio existe uma sequéncia de funcgoes simples {¢,},
tais que 0 < |p1| < |po| < -+ < |f|, dn — f pontualmente, e ¢, — [ uniformemente

nos conjuntos em que f € limitada.
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Demonstragdo. (i) Paran >0e 0 <k < 22" — 1, sejam:

EIZL - f_1<<k2_nv(k+1>2_n]) e F,= f_l((2naoo])u

e definimos

22n_1

o= k2" Xp +2"Xp,.

k=0

Como f é mensuravel, (k27" (k 4+ 1)27"] € B¢ e (2", 00] € B¢, entao EF e F, sao

conjuntos mensuraveis. Por conseguinte, ¢,, é mensurével.

Agora, iremos mostrar que ¢, < ¢,11, para todo n > 1.

Fixemos n.

a)

c) Sex ¢ [(201197;,:') UF,

Suponha que x € F,, entao f(z) > 2" e Xg(x) = 0, para todos n, k > 0. Logo,
én(z) = 2". Analogamente, se x € Fy, 11, entdao ¢, (x) > 2" > 2" = ¢, (z).
Por fim, se 2" < f(x) < 2", entdo existe k € {22+ ... 2272 — 1} tal que:

k2f(n+1) < f(.’L') < <k+ 1)27(n+1)’

ou seja, f(zr) € Effﬂ. Logo, ¢pi1(z) = k2 (nt1) > 92ntl  9-n—1 _ on — On().
Portanto, se € F,,, entao ¢, (x) < ¢pi1(x).

Agora, se € EF, para algum k € {0,...,2?" — 1}. Entao,
B2 < fa) < (k+ 127" e dn(x) = k2
Logo, ¢, < f(x) < (k+ 1)27". Além disso,

27" < flo) < (k+1)27" = (2K)27" ' < f(z) <2(k+1)27 !
= (2k)27"' < f(z) < 2k +2)27"

Assim, se (2k)27"! < f(z) < (2k + 1)2"", entéo:
Pns1(z) = (26)27"7 = k27" = ¢n(2).
Analogamente, se (2k +1)27"7! < f(z) < (2k +2)27""!, entdo:
Gni1(z) = (26 +1)27"7 1 > (2k)27" ! = k27" = ¢, ().
Portanto, ¢, (z) < ¢pi1(x).

, entao f(z) = 0. Logo, ¢,(z) =0 = ¢py1(2).
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(i)

Portanto, ¢, < ¢,41, para todo n > 1.

Agora, iremos mostrar que ¢, — f uniformemente nos conjuntos em que f é
limitada. Para isso, suponhamos que f(x) < 2". Se f(z) = 0, entao ¢, = 0, para
todo n. Agora, se f(z) > 0, entdo existe k € N tal que = € Eﬁo. Assim, para todo
n > ng, temos que 0 < f(z) < 2™ < 2". Logo, para cada n, existe k" tal que:

re BY = (K27, (K +1)27),

dai,

Gp(x) =K27" < flo) < (K +1)27"=2""k +27" = ¢,(x) + 27"
Logo, 0 < f(x) — ¢n(x) < 27", para todo n > ny.
Portanto, ¢ — f uniformemente em f~1([0,2"]), ou seja, f converge uniformemente
nos conjuntos em que f é limitada.
Por fim, seja x € X, se f(z) < oo, entdo existe ng € N tal que f(x) < 2™ e
x € f71([0,2™]). Logo, ¢,(z) — f(z). Ainda, se f(x) = oo, entao f(x) > 2", para
todo n € N. Assim, = € F},, entdo ¢,(x) serd uma sequéncia crescente. Portanto,

on(x) = f(x). Logo, ¢, — f pontualmente.

Seja f : X — C mensuravel, entao f = Ref + ¢ Imf. Consideremos g; = Ref e
go = Imf. Pelo item (i), existem duas sequéncias de fungoes simples ¢! e ¢?, onde

n € N, tais que:

0< ¢y <y <---<|gl,
0<of << <|gol.

de modo que ¢! ' |g1] pontualmente e uniformemente onde |g;| ¢ limitada.

Analogamente, ¢2 7 |g2| pontualmente e uniformemente onde |g»| é limitada.
Definimos ¥} = sgn(g1)¢. e 12 = sgn(g2)¢?2. Como sgn(z), onde z € R, é simples
e Borel mensuravel e g; e go sdo fungoes mensuraveis, entao sgn(g;) e sgn(gs) sdo
mensuraveis e simples.

Como ¢} e ¢? sao aplicagoes simples, assim como sgn(g;) e sgn(gz), entao ¥} e 2

também sao. Dali,

[¥n — g1 = | sgn(g1)¢n — sgn(gn)lol|
= | sgn(g1)(¢n, — 1))
< ¢y — |l = 0,

05 — 92| = | sgn(g2)¢% — sgn(g2)]gal|
= | sgn(gg)((bi — |g2|)|
< ¢y, = lg2ll = 0,
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de modo que essas convergéncias sao uniformes em cada conjunto que g; e go sao

limitadas. Logo, ¥ — g1 e ¥)2 — g pontualmente, quando n — oo.
Consideremos 1, = 1} + i1)?, segue que 1, — f uniformemente onde f ¢ limitada
e pontualmente para todo x € X. Por fim,

[¥n] = [sgn(91) ] < Isgn(g)|nir = [¥nal

[¥nl = [sgn(g2)dy] < lsgn(ge)|dni = [¥nal

r] = VDE + W2 < /()2 + (¥211)? = [
||

Proposicao 5.9. As sequintes implicagoes sao vdlidas se, e somente se, a medida p é

completa.

(i) Se f: X — C (ouR) sio mensurdveis e f = g p-quase todo ponto (u-q.t.p.), entdo

g € mensuravel.

(i) Se f, : X — C (ou R) sdo mensurdveis paran € N e f, — f p-quase todo ponto

(u-q.t.p.), entdo f € mensurdvel.

Demonstra¢ao. (i) Suponhamos que p seja uma medida completa e consideremos o
conjunto A = {z € X | f(z) # g(x)}. Como f = g em quase todo ponto, entao
. C
u(A)=~0e AL € M e, por conseguinte, A = (AC) e M.

Como f é mensurdvel, entao para todo B € B¢, temos que f~1(B) € M. Assim,

g (B) = (g (B)n AU (g7 (B)n A").
Notemos que g '(B)NA C A. E j& que p é uma medida completa e u(A) = 0, entao
g H(B)N A € M. Além disso, como g~ '(B) N Ab ¢ AP, entdo g~'(B) N AL € M.
Logo, g *(B) € M, para todo B € B¢, ou seja, g é mensuravel.

Por outro lado, suponhamos que p nao seja uma medida completa. Entao, existem
A e M tal que u(A) =0, tal que E C Ae E ¢ M. Sejam f = 0 mensuravel e

1 ,ser € F|
glx)=q -1 ,sexc A\E,
0 , caso contrario.

Observemos que g~ '({1}) ¢ M, o que é um absurdo pois, por hipétese, g é

mensuravel. Portanto, 1 é uma medida completa.

Podemos reproduzir a mesma demonstracao para f : X — R.
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(ii) Suponhamos que p seja uma medida completa e consideremos o conjunto:
A={reX| lim fu(x) # f(2)).

Como f, — f em quase todo ponto, entao pu(A) =0 e AL € M e, por conseguinte,
C , . . p ) ~
A = (AE) € M. Além disso, ja que cada f,, é mensuravel, para todo n, entao

lim sup f,,(z) também o é. Logo, pelo item (i) temos que f é mensuravel.
n—oo

Por outro lado, suponhamos que p nao seja uma medida completa. Entao, existem
AeMe E C Atais que u(A) =0 e E ¢ M. Agora, definimos:

1 ,ser el
flz) =14 -1 ,sex € A\ E

lim f,(xz) , caso contrario.
n—oo

Observemos que f~1({E} ¢ M), o que contradiz a hipétese de que f é mensurdvel.
Portanto, 1 é uma medida completa.

Proposicao 5.10. Seja (X, M, 1) um espago de medida e (X, M, i) o seu completamento.

Se f for M-mensurdvel, entio existe g M-mensurdvel tal que f = ¢ Ti-quase todo ponto.

Demonstracdo. Seja E € M, entdo existe G € M e H C N € M, tais que £ = GU H
e (N) = 0. Definimos H' = H \ G, ou seja, H = {x | X # Xg}. Como H' C N e
p(N)=0, entao u(H') = 0. Logo, X = X'y fi-quase todo ponto e Xy é M-mensuravel.

Além disso, como f é M-mensuravel, entao f pode ser uma funcao simples ou nao. Se
n

for simples e se estiver em sua forma normal, entao f = Z a;H;. Tomando G; C H; tal

j=1
n

que H; e M, G; € M e Xy, = Xg, pi-quase todo ponto, assim temos que g = Z a;jXg,; ¢
j=1

M-mensuravel e satisfaz:

n

Zaj (XHJ — X,

=1

If—gl =

< Z |aj|XHj\Gj =0
j=1

onde H} = H; \ Gj, onde [i (HJ’) = 0. Portanto, f = g fi-quase todo ponto.

Agora, se f nao for simples, como f é M-mensuravel, entao pelo Teorema 5.1 existe
uma sequéncia de funcoes M-mensurdveis simples {¢n} tais que ¢, — f pontualmente.
E, para cada n, existe uma funcao M-simples v, tal que ¢, = ,, exceto no conjunto
H! ={z | ¢n(x) # ¥n(x)}, onde u(H)) = 0 Assim, para Cada n, existe N,, € M tal que
H! C N, e u(N,) = 0. Dai, seja N = U N temos que U H/ C N, onde u(N) = 0.

n=1 n=1

Logo,
0, ser € N

X =
Yrr() = f@), sexd N
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Como ¢ é limite de uma sequéncia de fungoes mensurdveis, entao pelo Corolario 5.4,
temos que g é M-mensuravel. Portanto, como p é completa, entao f = g é p-quase todo

ponto. [ |



Capitulo 6
Integracao de funcoes nao negativas

A partir de um espaco de medida e de uma aplicacao mensuravel f, podemos definir
o conceito de integral dessa fungao com respeito a medida utilizada. No caso de funcoes
simples, a integral relaciona os coeficientes da representacao padrao da aplicagao com
a medida aplicada sobre o elemento da c-algebra do espaco. E em casos mais gerais
é considerado o supremo do conjunto de integrais aplicados sobre as fungoes ¢ tais que
¢ : X — [0,00], ¢ é mensuravel e ¢ < f. Utilizamos essa convengao pois passaremos
a estudar integracao de fungoes em R e como R C R, temos que as propriedades
operatérias envolvendo o oo serao parecidas com o que ocorre com 0s nimeros reais.

Para este capitulo, foi utilizado a referéncia [6].

6.1 Funcoes simples em L™
Seja (X, M, ) um espago mensuravel. Definimos o conjunto:

LT(X, M, ) ={f: X —[0,00] | f é M — mensurével}.

Definigao 6.1. Seja ¢ € LT simples representada na forma normal ¢ = ZanEj.
j=1
Definimos a integral de ¢ com respeito a u por:

/¢ dp = z::@jM(Ej)-

Podemos denotar esta integral por [¢ ou [ ¢(z) du(z). Em alguns casos, quando o
argumento de ¢ foi especificado e existem outras variaveis envolvidas, entao utiliza-se a

notagao [ ¢(z) du(z). Além disso, usamos como convengao de que 0 - oo = 0.

Definigao 6.2. Se F € M e ¢ € L' é uma funcao simples:

/EsbdMZ/Esb:/cb?fEdM:/Ecb(x) ().

o7
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Proposicao 6.1. Sejam ¢ e 1 funcoes simples em L*. Valem as sequintes propriedades:
(i) Sec>0, [cpdu=c- [ du.

(i) [(6+) du=[¢ du+ [ du.

(i) Se ¢ <, entio [¢ du < [ du.

(w) A aplicagio a(A) = [, ¢du € uma medida em M.

Demonstragdo. (i) Suponha que ¢ = 0, entdao, [0-¢ du = [0du=0=0- [¢ dpu.

Agora, suponha que ¢ > 0, entao seja ¢ = Z a;jXg, na forma normal, temos que:
j=1

n n

[erodu=Y (e apuE) =c- Y amE) =c: [6dn

J=1 J=1

ii) Sejam ¢ = a;Xg, e = b; X, nas suas formas normais. Entao, £; N E; = ()
J J JE J

j=1 j=1
n
eai#aj,sei#j,eX:UEj.Domesmomodo,FiﬂFjZ(Z)eai#aj,sei#j,e
j=1

X = OFJ Logo,

j=1

EJZGEJQE e .F]:O.FJQE“

i=1 =1

dai,

/cb dp + /¢ dpp =Y " a;u(B) + > bn(F)
j=1 J=1

= Z Z aju(E; N EF;) + Z Z bip(E; N F)

j=1 i=1 j=1 i=1

=D (a5 +b)u(E;NEF)
j=1 i=1

= /ZZ(%’ + b;) Xg,nr, dp

j=1 i=1

- [6+0) an
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n m
(iii) Sejam ¢ < 1 tais que ¢ = ZanEJ' e = ij.)(pj sao suas formas normais.
j=1 j=1
Entdo, a; < b; sempre que E; N F; # (. Assim,

/cb dp = ZZ:%‘M(EJ‘)

=D aulENE)

j=1 i=1

< 2”: Zm: bip(E; N Fy)

j=1 i=1

i=1

Z/wdu

(iv) a) a(@) = [y¢odu= [ Xy du= [$-0du=0.
b) Seja {E;} C M, tal que E; N Ej = () se i # j, entao:

c«g&>—éﬁAmm [0, an

= /ZakXEkXU;il A d,U, = Zaku (EJ N U AJ>
_Zak,u<U (Ex N Aj) ) j akoouEkﬂA
k =

k>1 =1  j=1
o o0

= app(Er N Aj) = axXg,na, du
>y > /> J
k=1

k=1 j=1 j=1

j=1 k=1
:;Aj¢dp:;a(Aj).

Logo, a é uma medida em M.

Definigao 6.3. Seja f € L™. Definimos a integral de f como:

/fd,u:sup{/qﬂ¢EL+,¢ésimpIese¢§f}.

Proposicao 6.2. Sejam f,g € L™, entdo:
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(i) Sec>0, [ef du=c [ [ du.
(i) Se f <g, entao [ f du < [ g du.
Demonstracao. Sejam f,g € L.

(i) Se f for uma funcao simples, ent@o o resultado segue do item (i) da Proposicao 6.1.

Agora, suponha que f nao é uma funcao simples. Se ¢ = 0, entao:
/Ofdu:wp{/0¢dM0§¢§f¢$mM%}
=0
:O~sup{/¢d,u\0§¢§f,¢simples}

0. [

Seja ¢ > 0, entao temos que:

c~/fdu:c-sup{/¢d,u\¢simplesemL+e¢§f},

assim, dado € > 0, existe ¢ € LT simples tal que ¢ < f e:

(C/fdu)— <c[odu=[wwap< [efau

Logo, ¢ [ f du < [ ¢f dp. Do mesmo modo,

olm

/cfd,u:c-sup{/chdu|gbsimplesemL+egz5§f},

logo, dado € > 0, existe ¢ € Lt simples tal que ¢ < f e:

(/cfdu)—gs/c¢du=c/¢dusC/¢du.

Portanto, [cf du <c¢ [ ¢ du. Logo, [cf du=c [ f du.

(ii) Se f e g s@o fungdes simples, entao o resultado segue do item (iii) da Proposicao 6.1.

Agora, suponha que f,g € Lt e nao sao simples. Assim,
A:{/gbdu|gb€L+, ¢ésimp1ese¢§f}
B:{/gbdu]gbelﬁ, ¢ésimplese¢§g}.

Logo, como A C B, entao sup A < sup B. Portanto, [ f du < [g¢ du.
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6.2 Teorema da convergéncia mondtona

Teorema 6.1. [Teorema da convergéncia mondtona. Se {f,} € uma sequéncia em

L* tal que f; < fiz1 para todo j € N, e f(x) = lim f,(z) = sup f.(z), entdo
n—oo n

[ @) du= 1 [ 5.

Demonstragao. Seja {f,} uma sequéncia em L* tal que f; < f;41, para todo j € N.
Entao, pela Proposicao 6.2, temos que a, = f fn du é uma sequéncia de nimeros

a valores estendidos nao - decrescente, limitados superiormente por oo. Logo, existe

lim [ f, dp € [0, 0].
n—oo
Agora, fixe a € (0,1) e considere ¢ = Z a;jXg,; simples escrito na forma padrao em
j=1

LT tal que 0 < ¢ < f. Seja E,, = {x | fn > ad(x)} = (fn — ad)"1([0,00]). Como f,
e ¢ sao funcoes mensuraveis, temos que f,, — a¢p também o é. Logo, E, é um conjunto

mensuravel. Além disso, note que como f; < fj41, entao para todo x € E,,, temos que:

O./qb(x) S fn(w) S fn-&-l(‘r)v
logo, x € E, .1, ou seja, E,, C E, ;. Ainda, dado = € X, temos que:
(i) Se ¢(x) =0, entao temos que f,(z) > «a-0=0e x € E,, para todo n € N.

(ii) Se ¢(x) > 0, entdo como « € (0, 1), segue que:
0 < ag(z) < ¢(z) < f(z) = sup ful@).

Logo, existe ng € N tal que para todo n > ngy temos que ag(x) < f,(z). Assim, z € E,,
oo
para todo n > ng. Portanto, X = U E,,. Desse modo, sendo Xy > Xy, paratodon € N,

n=1
temos que:

/fn dp > Jndp > / ag du. (6.1)
En n
Pela propriedade (iv) da Proposicao 6.1, temos que u(E) = [, ¢du é uma medida. E

pelo item (iv) do Teorema 4.1, temos que lim ¢ dp = /gb du. Logo, lim /fn dp >
n—oo En n—oo
a [ ¢ du, para todo a € (0,1). Em particular, isso também vale para a = 1. Ainda, como

lim [ f, dp> /qb dy, para toda fungao simples ¢, entao:

n—oo

[ tauzgm [z s [odnio<os posmptes b= [ fan

Logo, /f dy = lim /fn du. |
n—oo
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Teorema 6.2. Se {f,} € uma sequéncia finita ou infinita em LT e f = an, entao

[ =3[ fan

Demonstracao. Sejam fi, fo € LT, entao pelo Teorema 5.1 temos que existem sequéncias

de funcoes simples {¢;} e {¢;} em LT tais que ¢; < @ji1, ¥ < Yjq1, &5 — f1 e, — fo
Logo, {¢; +1,;} — fi + f2. Assim, pelo Teorema 6.1 temos que:

/<f1+fz> duzg;n;o/wnwn) duzgggo(/% du+/wn du)
— tim [ dut lim [ v, du= [ fidus [

Agora, suponha que seja valido que:

n

k k
Seja g 1= Z fn- Assim, gr € LT, g < grr1 € gp_1 Z fn- Fazendo k — oo e aplicando

n=1 n=1
o Teorema 6.1 temos que:

00 k o)
/;fnd/A:,}ggO/gkdu:,jggO;/fndu=;/fndu-
m

Proposicao 6.3. Se f € L™, entio [ f =0 se, e somente se, f =0 em quase todo ponto.

Demonstracao. Suponhamos que f = 0 em quase todo ponto. Seja ¢ € LT simples tal
que ¢ < f. Consideremos o conjunto £ = {z | f(z) # 0}. Como f = 0 em quase todo
ponto, entdo pu(E) = 0. Temos que {z | ¢(z) > 0} C E, logo, ¢ = 0 em quase todo ponto.

Escrevamos ¢ = ZanEj, a; # 0, a; # aj, se i # j, 7 =1,...,n. Observemos que

=1
quando ¢ é simples, entao ¢ '({a;}) é mensurdvel. Assim, ¢~'({a;}) = {z | ¢(z) =

a;} = E; C E. Como pu(F) = 0, entdo p(E;) = 0, para todo j = 1,...,n. Logo,
[ du= Zaj,u(Ej) = 0. Portanto, [ f du=0.

j=1
Por outro lado, suponhamos que [ f du = 0. Notemos que:

n

0 £0) = (o1 /) >0 = {o 1 10> 1},

n=1

1
Afirmamos que, se Z, := {x | f(z) > —}, entdo pu(Z,) = 0, para todo n € N. De fato,
n

podemos notar que z, € M, pois:

o ot e (o)) e
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Se u(Z,) # 0, entdo existiria ng € N tal que pu(Z,,) > 0. Assim,

1 1
OZ/fduZ/szno dNZ/_inO dp = —p(zn,) >0,
No N

o que é um absurdo. Logo, u(Z,) = 0, para todo n € N, ou seja, pu({z | f(z) # 0}) = 0.

Portanto, f = 0 em quase todo ponto. [ |

Coroléario 6.1. Se {f,} C L*, f € LT, e f.(x) 7/ f(x) em quase todo ponto. Entao,

n—oo

lim /fn du:/ lim f, du.
Demonstracao. Consideremos o conjunto:
E={x|fulz) / f(2)}.

Como f, /' f em quase todo ponto, entao u (EE) = 0. Sejam g = fXg e g, = foXE
fungbes mensuraveis, entdo como f,(z)  f(r) em quase todo ponto, entdo f,Xr <

fns1XE, ou seja, gn < gny1. Logo, gn(z) 7 g().
Pelo Teorema 6.1, temos que:

/g dp = li_)rn /gn dp. (6.2)

/gdu:/gdu—i-/ngd,u:/gXEdu+/gXEcd,u
E E

Assim,

Como g (ED) =0, entao [ fXpe du = [ f du = 0. Logo,

/gdu:/fXEdu:/fXEdu+/fXEc du:/fdu.

Portanto, [ ¢ du = [ f du. Do mesmo modo,

/gnduz/gn du+/cgn duz/anEdu+/anEc dp
E E

:/anEXE dN"’/anEXEC d,U:/anE du
— [ fue du+ [ it du= [ 1, o
Logo, [ gn du= [ fn du. Da equagao (6.2) temos que /f dp = lim /fn dpu. |
n—o0

Lema 6.1. [Lema de Fatou/. Se {f,} € uma sequéncia em L%, entao / lim inf f,, dp <

n—,oo n
lim inf / fn du.
n—,oo n
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Demonstracao. Para cada k > 1, seja g = ir;%fn Como {f,} C LT, entao pela
Proposicao 5.6, temos que g; é mensurdvel e, portanto, g, € LT. Assim, pela definicao de
infimo temos que g, < f;, para todo j > k. Com isso, temos que [ g, du < [ f; du, pela
Proposi¢ao 6.2. Logo, temos que [ g, du < [ f; du, para todo j > k e, por conseguinte,

/gk dp < il;{/fj dy.
JZ
Notemos que gp < ggi1. Logo, klim gr = sup g = lim inf f,,. Aplicando o Teorema
— 00 k n—oo

6.1 em g, temos que:

/ lim g, dp = / lim inf f, du < sup inf/fj dy = lim /fj du.
k—o00 n—00 Lk Ik Jj—00
Portanto, / lim inf f, dp < lim inf/fn dpu. |
n—,oo n n—,oo n
Corolario 6.2. Se {f,} < L™, f € L* e f, — [ em quase todo ponto, entao
fdu < lim inf/fn dp.
n—,oo n

Demonstracao. Se f, — f em X, entdao como {f,} C L* e jid que lim inf f, = f, temos
n—oo n

pelo Lema 6.1 que:
lim inf f,, = f < lim inf / fn

n—oo N n—oo n

Agora, consideremos o seguinte conjunto:

E={z] fulz) > f(2)}.

Assim, como f, — f em quase todo ponto, entao p (EC) = 0. Definimos as funcoes
g = fXg e g, = fuXE, que sao conjuntos mensuraveis, pois f é. Assim, g, < gni1 €

gn /' g em X. Pelo Teorema 6.1, temos que [ g dp = lim /gn dp.
n—o0

/gdu:/gdu+/cgdu:/gXEd,u+/gXEcd,u
E E

Assim,

Como p (E%) =0, entao [ fXpe du = [,¢ f duu= 0. Logo,

/gdu:/fXEdu:/fXEdu+/fXEc du:/fdu.

Portanto, [ ¢ du = [ f dp. Do mesmo modo,

/gn duz/gn du+/cgn duz/anEdu+/gn?€Ec du
E FE

— [ faeits dut [ htsds du= [ 1, du

— [ fue dut [ s au= [ £,
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Logo, pelo Lema 6.1, segue que:

/g dp < Jlngoilnlf/gn dp.
Comofgdu:ffduefgndu:/fndu,entéoffduggggoirﬁf/fndu. [ |
Proposicao 6.4. Se f € L™ e [ f du < oo, entdo:

(1) p({x | f(z) = o0}) = 0;
(i) {z | f(z) > 0} € o—finito.

Demonstracao. (i) Sejae > 0e E = {z | f(x) = +oo}. Suponhamos que p(E) = ¢,
entao dado n € N, seja ¢, = nXr € LT tal que ¢, < f. Com isso, segue que:

ne:nu(E):/¢ndu§/fdu<+oo.

Por outro lado, [ f du = sup{[¢ du|¢ € LT simples ¢ < f} = +o0, 0 que
contraria o fato de que [ f du < 4o0.

Portanto, u({z | f(z) = +o00}) = 0.

(ii) Observemos que {z | f(z) > 0} = D {as | f(z) > %} Chamemos FE, =

{x | f(z) > %} .

Afirmamos que p(E,) < +oo, para todo n € N. Supondo que isso nao seja verdade,

entdo existiria ng € N tal que p(E,,) = +00. Assim,

1 1
S £y s
N Un

o que é um absurdo. Logo, u(F,) < +oco. Portanto, {z | f(z) > 0} é o-finito.



Capitulo 7
Modos de convergeéncia

Neste capitulo, estudaremos um pouco sobre os modos de convergéncia para aplicacoes

mensuraveis em espagos de medida. Para isso, foi utilizado a referéncia [6].

Defini¢ao 7.1. Uma sequéncia {f,} de fungdes de valores complexos em X converge
pontualmente para f, se para cada x € X e para todo € > 0 dado, existe ng € N tal

que para todo n > ng, temos que:

[fulx) = fz)] <e

Exemplo 7.1. Seja
1, sex € (n,n+1),

falz) =

0, caso contrario.

Entao, f,, — 0 pontualmente.

Defini¢ao 7.2. Uma sequéncia {f,} de fungdes de valores complexos em X converge
uniformemente para f, se para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que para todo n > ny,

temos que:

|fu(z) = f(2)| <€, YVoeX.

Exemplo 7.2. Seja

n, sexeE {0,1] )
ful) = n

0, caso contrario.

Entao, f, — 0 uniformemente.

Defini¢ao 7.3. Uma sequéncia {f,} de fungdes de valores complexos em X converge
em quase todo ponto para f, se o conjunto B = {z € X | f,(z) 4 f(x)} tem medida
0.

Definigao 7.4. Tremos denotar L'(u), L' (X, 1), ou simplesmente, L' o conjunto formado

pelas funcoes f : X — C integraveis.

66
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Defini¢ao 7.5. Uma sequéncia {f,} de fungdes de valores complexos em X converge

em L! para f se, e somente se,

18- 510

Proposigao 7.1. Seja {f,.} uma sequéncia de fungoes de valores complexos em X, entdo:

(i) Se f, — f uniformemente, entdo f, — f pontualmente.

(ii) Se f, — f pontualmente, entao f, — f em quase todo ponto.

(iii) f. — f em quase todo ponto ndo implica que f, — f em L' e vice-versa.

Demonstragao. Seja {f,} uma sequéncia de fungoes de valores complexos em X.

(i)

(iii)

Se f, — f uniformemente, entao para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que para

todo n > ng, temos que:
[fu(z) — f(z)] <€ VaelX.
Como essa condicao ¢ satisfeita para todo x € X, entao f,, — f pontualmente.

Se f, — [ pontualmente, entao para cada r € X e para todo ¢ > 0 dado, existe

no € N tal que para todo n > ng, temos que:

[fu(z) — fz)] <e

Assim,
{z | |falz) = f(z)| = e} =0,

como f, — f pontualmente para todo x, temos que para n suficientemente grande,
o conjunto dos pontos em que f,, nao converge é vazio. Portanto, tem medida nula.

Portanto, f, — f em quase todo ponto.

Considere

, sex € (0,n),
caso contrario.

1
folz) =41
0,

Dado € > 0 tome ny > 1/€, assim para todo n > ng, temos que se z € (0,n), entao:

1

n

-
n

<

o

< €.

() = 0 =

1 ‘ B

Agora, se z ¢ (0,n), entdo para todo n > ny:

|[fu(2) = 0] =0 - 0] <e
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Portanto, f, — f uniformemente. Assim, pelos itens (ii) e (iii), temos que f, — f

em quase todo ponto, porém:

/ Ful@) =0 dp= [ fulw) dut / ful) dp
(0,n) (O,n)c

1
:/ —d;H—/ 0du=1#0
(o) T (0,n)C

Portanto, f, /4 f em L'.
Agora, considere

o J+1
1, sex e [%’]2—1@}7

0, caso contrario.

fn(x> =

onde n =2 4 j com 0 < j < 2F,

Notemos que:

[ire-oran= flnean= [ v [ o=z

2k’

que converge para 0, quando k& — oo. Porém, f,(x) nado converge para = € [0, 1],
pois existem infinitos n tais que f,(x) = 0 e infinitos n tais que f,(z) = 1. Logo, f,

nao converge em quase todo ponto.
[

Proposicao 7.2. Seja {f,} uma sequéncia de funcdes de valores complexos em X e

g € L' tal que f, — f em quase todo ponto, |f,| < g para todo n, entdo f, — f em L.

Demonstragao. Sejam {f,} uma sequéncia de fungoes de valores complexos em X e

Ene={x||fu(x) — f(z)| > €}, entdo:
{z | |falx) = f(2)] > 2} C{x | |fulz) — f(2)] > e U{x||fulz) — g(z)| > €}
[

Definigao 7.6. Uma sequéncia {f,} de fungdes mensuraveis de valores complexos em

(X, M, ) é Cauchy na medida se para todo € > 0,

p({z | |falz) = frn(@)] = €}) = 0,
quando m,n — oo.

Definigao 7.7. A sequéncia {f,} converge na medida para f se para todo ¢ > 0.

p{z [ 1 fa(2) = f(2)] = €}) =0,

quando n — oo.



Modos de convergéncia 69

Proposicao 7.3. Se f,, — f em L', entao f, — f na medida.

Demonstra¢ao. Como f, — f em L', entdo:

/|fn—f| dji — 0.
Dado € > 0 seja E, = {z | |fu(z) — f(2)] > €}, temos que € - X, . < |[fn — f| - Xg, ..

Logo,

w@@s/e&wws/&mwwwmu

:/En1€|fn—f| duﬁ/lfn—fl dp.

Portanto, p(E,.) < e [|fn— f] du. Como [|f, — f| du — 0, entdo pu(E,.) — 0,
entao f, — f na medida. [

Teorema 7.1. Suponha que {f,} € de Cauchy na medida. Entao, existe uma fun¢ao
mensurdvel f tal que f, — f na medida, e existe uma subsequéncia {f.,} que converge
para f em quase todo ponto. Além disso, se f, — g na medida, entao g = f em quase

todo ponto.

Demonstra¢ao. Suponha que { f,} é de Cauchy na medida. Escolhemos uma subsequéncia

de f, como sendo {g;} = {fn,} tal que:
Ej={z|lg;(x) = gjsa(2)| 2277} = p(E;) <27

Se Fy, = U E;, entao p(Fy) < Z2‘j. Note que:
j=k j=k

=1 1 1 1
Jp=gtga gt

Portanto, ZQ‘j = 2'7F Além disso, se x ¢ I} para k < j < i, temos que:
j=k

5(0) ~ i) £ Y o) — aw)| < Y2 < 21, (r.)
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assim, {g;} é pontualmente convergente na medida de Cauchy em £, ,E Seja

F= ﬂ Fj, = limsup Ej,
k=1
entao, u(F) = 0.
Agora, definimos f(x) = limg;(z), para v ¢ F e f(z) = 0, para x € F, entdo f é

mensuravel e g; — f em quase todo ponto. Além disso, a partir da equagao (7.1), temos

que |gj(x) — f(z)] <279, para x ¢ Fy e j > k. Como p (F)) — 0 quando k& — oo, isso
significa que g; — f na medida. Assim,
{z [ |fn(z) = f(2)] = €} C {fC | fu(z) = g;(2)| =

quando n, j — oo, temos que:

p({o 1@ = gi@1 25} 20 e p({allg@ - f@)12 5}) o

Portanto, u ({z | |fu(x) — f(z)| > €}) — 0. Analogamente, como:

fel1£(@) - g@)| 2 &} € {2 |1/@) = fula)| = S} {@ | Ifale) - 9@}l 2 5}

entdo, f, — g namedida. Além disso, para todon € N, como u ({z | |f(z) — g(z)| > €}) =

budallg@) - f@) =

N
N

0, para todo € > 0 dado. Fazendo ¢ — 0, através da sequéncia f,, temos que f = g em

quase todo ponto. [ |

Coroldrio 7.1. Se f, — f em L', existe uma subsequéncia {f,,} tal que f,, — f em

quase todo ponto.

Demonstracao. Se f, — f em L', entao pela Proposicao 7.3, temos que f, — f na medida.
Assim, pelo Teorema 7.1, temos que existe uma subsequeéncia {f, } tal que f, — f em

quase todo ponto. [ |

Teorema 7.2. [Teorema de Egoroff]. Suponha que pu(X) < oo, € fi, fo,... e f funcoes
de valores complexos e mensuraveis em X tais que f, — f em quase todo ponto. Entao,

para todo € > 0, existe E C X tal que u(E) < € e f, — f uniformemente em EC.

Demonstra¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que f, — f em todo X. Para

k,n € N seja
Eu(k) = (J{z | [fm(z) = f(2)| = k7'}.
Entao, para cada k fixo, E,, (k) decresce quando n cresce e m E,(k) =0, entao desde que
n=1

pu(X) < oo, nés concluimos que u (E,(k)) — 0, quando n — oco. Dado € > 0 e k € N,

escolha ny, tao grande tal que p (E,, (k)) < €27% e seja £ = U E,, (k). Entao, u(E) <,
k=1
e nés temos |f,(z) — f(x)| < k7!, paran > n, e x ¢ E. Entao, f, — f uniformemente

em EC. [ |



Capitulo 8

Integracao de funcoes complexas

8.1 Conceitos e propriedades

Neste capitulo, estudaremos a integracao de funcoes complexas. Para isso, foi utilizada

a referéncia [6].

Definicao 8.1. Seja f : X — R. Definimos a parte positiva e negativa de f como:

fH(z) =max{f(z),0} e [ (z)=max{—f(z),0},

entdo, f = fT— f~e|f|=f"+ f. Se f é mensurdvel, entao f* e f~ também sao, pelo

Corolério 5.3.

Defini¢ao 8.2. Fixe um espago de medida (X, M, i) e considere a parte positiva e a

parte negativa de f : X — R. Se J fTdpe [ f~ dusdo finitos, entdo f ¢é integravel e nds

/fduz/ﬁdu—/fdu-

Da mesma forma, definimos:

definimos:

[ran= [ =ryau= [ =) au
:/wa du—/f—xE du

:/Efwu—/Ef—du.

Proposicao 8.1. Seja L o conjunto das fungoes de valores reais integrdveis em X . Entao,

L é um espaco vetorial real e a integral € um funcional linear sobre ele.

Demonstracao. Sejam a,b € R e f, g funcoes de valores reais e integraveis em X, entao:

|af + byl < lallf] +[bllgl-

71
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Como f e g sdo integrdveis, entdo [ f du < oo e [ g du < oo. Portanto,

/\af T byl dp < /Ial\fl dyi + / bllg] du < oo

Logo, o conjunto das fungoes de valores reais integraveis em X é um espaco vetorial real.

Agora, definimos ¢ : X — R por ¢(f) = [ f du. Seja a € R tal que a > 0, temos que:
Jardu= [otrm =) du= [ar—ar ay

= (aftdu— [afdp=a | fTdu—a | f du=a | fr—f du
Jartans faran=af s a-af o=

Se a < 0, entao:
Jardu=[atr = ryau=- [ar —ar* a

Z/Ia!f‘ d/~b—/|a\f+ dp = |al (/f‘ du—/f+ du)
:—]a\/fdu:a/fd,u.
Logo, [af dp=a [ f du. Sejam f,g€ Leh=f+g.
hW—h=(f+g9)" = (f+9) =f—f +g" -9

Entao, h™ —h™ = f* — f~ + gt — g7, o que implica que h* + f~+¢g~ =h™ + [T +g*.

Assim, pelo Teorema 6.2, temos que:

/h+du+/fdu—i—/gdu:/hdu+/f+du—|—/g+du.

Assim,
/hdu:/h+du—/h_ du
:/f*du—/f‘du+/g+du—/g‘du
—[rer s [ot g
:/f d,u+/g dg.
Portanto, ¢ é um funcional linear. [ |

Definicao 8.3. Seja f : X — C mensurdvel. Dizemos que f é integravel se [ |f| du =

Vv (Ref)? + (Imf)? for finita.
Desde que |f| < |Ref| + [Imf| < 2|f]|, entao f é integravel se, e somente se, Ref e

Imf forem integraveis.
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Definicao 8.4. Se f : X — C for integrdvel, definimos [ f du = [Ref du+i [Imf dpu.
Proposicao 8.2. L'(X, i) € um espago vetorial e f — [ f du é um funcional linear.

Demonstracao. Sejam a,b € C e f, g funcoes de valores complexos e integraveis em X,
entao:

|af +bg| < lal|f] + [bllg]
Como f e g sdo integrdveis, entao [ |f| du < oo e [|g] du < oco. Portanto,

/|af byl du < /Iallfl du+ / bllgl dyt < oc.

Logo, o conjunto das fungoes de valores complexas integraveis em X é um espagco vetorial
complexo. Agora, definimos ¢ : X — C por ¢(f) = [ f du. Sejam z € C el € L' temos

que:
/zf du:/(aJrib)(Reerz’Imf) Ay
= /aRef+z’aImf+z’bRef+i2bImf du
:a/Ref d;H—ia/Imf dew’b/Ref d;H—z‘Zb/Imf du
:(a+z’b)/Refdu+z’(a+z’b)/lmdu

:z</Refdu+i/Imfdu):z/fdp.

Portanto, ¢ é um funcional linear. [ |
Proposigao 8.3. Se f € L', entio | [ f| < [|f].

Demonstragio. Se [ f du =0, entao | [ f| =0< [f].
Agora, seja f : X — R, entao:

fra-lf - sl ol
:/f+du+/f duz/f*ﬂtf duz/!fl dp.

Por fim, seja f: X — C, se [ f du # 0, entdo podemos escrever a integral de f como:

/fdu:eie

Assim, |[ f du| =Re (7 [ f). Logo,

frod s () o
< [IRe (e n] du< [1e st au= [ 17l an
Jfdul < [1f] dp. m

/f du', 0 € [0,2m).

Portanto,
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Proposicao 8.4. Sao vdlidas as sequintes sentencas:
(i) Se f € L', entao {x | f(x) # 0} € o-finito.
(ii) Se f,g € L'(X, ), entio sio equivalentes:

a) VEEM, [, f du= [,g dpu.

b) [1f =gl du=0.

c) f =g em quase todo ponto.

Demonstragio. (1) Seja f € L'(X,p), entdao [ |f| dp < oco. Além disso, observemos

que:

B = (o] 1) £0) = o | @] > 0) = U {1 170 > 1}

n=1

1
Chamemos E,, = {:1: |f(x)] > —}. Se p(E,) nao fosse finito, entao terfamos que
n

w(E,,) = oo, para algum ng € N. Assim,

1
No

o que é um absurdo. Logo, u(E,) < oo, para todo n € N. Portanto, {z | f(x) # 0}

é o-finito.

(i) e [b) = ¢)]. Definimos h := |f — g|. Como f,g € L', entdo h € L'. Pela
Proposicao 6.3, temos que fh = 0 se, e somente se, h = 0 em quase todo

ponto. Logo,
/\f—gl dp=0 <= |f—g|=0qtp. <= f=gaqtp.

e [b) a)]. Dado E € M, entao pela Proposigao 8.3, temos que:

—
/Efdu—/Egdu‘:‘/E(f—g)du‘S/E!f—g!dug/!f—g\duzo.

Logo, |fEf dp— [, 9 du‘ = 0. Portanto, [, f du= [, g dpu.

e [a) = ¢)]. Sejam u = Re(f —¢g) e v = Im(f — g) e suponhamos que f nao

seja igual a g em quase todo ponto. Entao, existe F; € M com u(F;) < oo tal
que f # g em Fi. Assim, f — g # 0 em Fy. Dai, 0 # |f — g| = u* + v? em F}.
Entao, Fy € M com Fy C Fy e u(Fy) > 0 tal que u # 0 em Fy ou v # 0 em Fh.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que u # 0 em F;. Entao, 0 # |u| =
ut 4+ u” em Fy. Desse modo, existe £ € M com E C Fy e u(E) > 0 tal que
ut #0em F ouu~ #0em E. Agora, suponhamos sem perda de generalidade
que vt # 0 em E. Entao, u~ = 0 em E. Logo, o conjunto E = {z | u™(z) > 0}

tem medida positiva.
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= 1

Como E = U E,, onde E, = {x | ut(z) > —}, temos que existe ny € N tal

n
n=1

que p (Ep,) > 0. Além disso, j& que [, f du = [, g du, para todo E € M,

temos que:

0= Refd,u—/ Imfdu—/ u dp
Eng E E

1
—/ (ut —u”) d,u—/ ut d,uZ/—XEnO du
Eng En, o
1
— [ nB) duo
No

o que é um absurdo. Logo, f = g em quase todo ponto.
[ |

A Proposicao acima nos mostra podemos integrar fungoes que sao apenas definidas
em um conjunto mensuravel £ cujo complemento é nulo. Para isso, podemos definir f
como sendo 0 em EC. Assim, podemos integrar funcoes de valores em R que sao finitas

em quase todo ponto como sendo fungoes reais para fins de integragao.

8.2 Teorema da convergéncia dominada

A partir da ideia de integrar funcoes que sao iguais em quase todo ponto, iremos

verificar alguns resultados importantes em torno desta ideia. Antes disso, notemos que:

Proposicao 8.5. Sejam f e g funcoes mensurdveis em X. Uma relacdo de equivaléncia

entre f e g € dada por:
f~g < f=g em quase todo ponto.
Demonstracao. De fato,
(i) Se f = f, entao f = f em quase todo ponto. Portanto, f ~ f.

(ii) Se f ~ g, entdao f = g em quase todo ponto. Logo, g = f em quase todo ponto.
Portanto, g ~ f.

(iii) Se f ~ g e g~ h e considerando os seguintes conjuntos:

E = {z| f(x) =g(x)},
F = {z]g(z)=h(2)},
G = {z]fx)=h(z)}

Assim, ja que f = g em quase todo ponto e ¢ = h em quase todo ponto, entao
u(E) = u(F%) = 0.
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Seja x € EN F, temos que f(z) = g(x) e g(z) = h(zx), logo f(z) = h(z) e z € G.
Portanto, EN F C G. Por conseguinte, Gt C (E FC). Assim,

u(EEUFY) < (B) +u (FF) =0,

dai, temos que p (GE) =0, o que implica que, f ~ h.
Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia. [ |

Definicao 8.5. Sejam f e g fungoes integraveis em X. Definimos a classe de equivaléncia

de f por:
[f1=Aglg~ [}

Definicao 8.6. Sejam f e g funcoes integraveis em X. Definimos o conjunto:

L) = {1f] | /f du < oo}

e uma funcao ||f|[; = [|f] du.

Teorema 8.1. [Teorema da convergéncia dominada/. Seja f, : X — R wma sequéncia
de funcoes mensurdveis tais que f, — f em quase todo ponto, para todo n. Suponha que

exista g € L'(u) nao negativa tal que |f.(x)| < g(x) em quase todo ponto e para todo n.

Entao, f € L'(n) e /f dp = lim /fn du.
n—oo

Demonstragao. Seja f, : X — C uma sequéncia de fungoes mensuraveis tais que f, — f
em quase todo ponto, entao f é mensuravel pelas Proposicoes 5.9 e 5.10. Ainda, como
|fn] < g em quase todo ponto e f,, — f em quase todo ponto, entdo |f| < g em quase

todo ponto. Logo, como g € L' temos que:
/!fl dué/gdu<oo-
Portanto, f € L.

Sejam u,, = Ref,, v, = Imf,, u = Ref e v = Imf, temos que |u,|, |v.] < |fu] < |9
em quase todo ponto e |ul, |v] < |f] < |g| em quase todo ponto. Logo, u,, v, u,v € L .
Como —¢g < u, < g em quase todo ponto, entao u, + g > 0 em quase todo ponto e

g — u, > 0 em quase todo ponto. Assim, temos dois casos:

(i) Pelo Lema 6.1, segue que:

/gdu+/udu=/(g+w duz/ggo(ﬁun) dp

< lim inf/(g—i—un) d,u:/gdu—i— lim inf/un
n—oo n

n—oo n

— /ud,ug liminf/un.
n—,oo n
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/gdu—/uduz/(g—u)duz/nlggo(g—un) dp
S/gd,u—i— lim inf/(—un) d,u:/gd,u— lim sup/un
n—,oo n n—oo n
— —/ud,ug—limsup/un
n_ﬂ)on
— /ud,uz limsup/un.
n—00

Logo,

/ud,ug liminf/und,ug limsup/undug/udu
n—,oo n TL—>OOTL

Do mesmo modo, temos que /v dpy = lim /vn dyp. Portanto,
n—oo

/fdu:/udp—i—i/vd,u:lim un+ilim/vnd,u
n—oo n—oo
= lim (/un d,u+@'/vn d,u> = lim f,.
n—oo n—o0

Portanto, /f dy = lim /fn dp.
n—oo

Teorema 8.2. Seja f; € L'(u) tal que Z | fill1 < oo. Entao, ij converge em quase
j=1 =1

todo ponto para uma funcao em L'. Além disso, /ij = Z/fj'
j=1 j=1

Demonstragao. Pelo Teorema 6.2, temos que /Z |fil = Z |fj| < oo. Logo, a fungao
j=1

J=1
0

g= Z |fi| € Li. Como /g dp < 00, temos pela Proposigao 6.4 que {z | g(x) = co} é um
j=1

[e's) k 9]
conjunto de medida nula, ou seja, Z |fj(x)] é finito em quase todo. Entao, Z fi— Z fi

j=1 j=1 j=1
em quase todo ponto e, para todo k, temos que:

k
> fa
j=1

k o)
<YLY Ul =g
j=1 j=1
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k

> ha

=1

< g. Entao, pelo Teorema 8.1 ij eL'e

j=1

[S5-m[So-m¥ 550
Portanto, /iszi/f] _

Teorema 8.3. [Teorema da densidade]. Se f € L' e dado € > 0, existe uma funcao

Logo,

simples integrdvel ¢ = ZaiXEi tal que [|f — ¢| du < e, isto €, o conjunto das fungoes
i=1

simples integrdveis é denso em L', com a métrica de || - ||;.

Demonstragdo. Como f € L', entdo pelo Teorema 5.1, temos que existe {¢,} uma

sequéncia de fungoes simples tal que 0 < |¢1] < -+ < |pp_1| < -+ < |f] e dn(z) = f(2),

para todo x € X. Seja g, := |, — f]|, entdao g, < |on| + |f| < 2|f] € L' (). Assim, pelo

Teorema 8.1, como ¢, — f temos que:

lim [ g, dpu= / lim g, = 0.
n—oo

n—oo
Logo, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que [g,, du < e Portanto, [|¢n, — flli =
f|¢no_f|d/vb<€' u

Teorema 8.4. Suponha que f: X X [a, b] —C, —co<a<b<oo,eque f(-,t): X = C
€ integrdvel para cada t € [a,b]. Seja F(t) = [, f(x,t) du.

(i) Suponha que existe g € L' tal que |f(z,t)| < g(x), para todo (z,t) € X X [a,b]. Se
lim f(x,t) = f(x,t0), para todo x € X, entdo lim F(t) = F(t).
t—to t—to

0
(ii) Suponha que a—{(x,t) exista, para todo (x,t) € X X [a,b] e que exista h € L'(X, p)

tal que (Z—":(x t)‘ < g(x), para todo (z,t) € X X [a,b]. Entao, F' ¢é diferencidvel e
of
x Ot

Demonstracao. (i) Seja {t,} C [a,b] uma sequéncia tal que ¢, — to. Definimos

Py = | Yat) du

gn : X — C por g,(z) = f(x,t,). Como f(z,t,) € L', entao g é mensurdvel
e:
lgn ()] = | (2, tn)| < g(2).
Assim, g,(z) = f(z,t,) = f(z,to). Pelo Teorema 8.1, segue que:
lim [ g,(z) du :/ lim g,(z) dp = lim [ f(x,t,) dpu= /f x,to)
n—c0 n—00 n—00
— lim F(t) = F(to).

n—oo

Portanto, lim F(t,) = F(ty).

n—oo
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(ii) Fixemos ty € [a,b] e tomemos t, € [a,b] tal que t, — to e t, # to. Agora,
consideremos a funcao:
[z, tn) — [z, t0)
t, — to
como f € L', entao h, é mensurdvel, para todo n € N. Fazendo n — oo temos que

of 0
5 —(x,to). Portanto, B

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio, temos que:

()] = %xa] g(@), T e (fotn).

hn(x) =

hn(z) — (x,to) também é mensurével.

Dai, pelo Teorema 8.1 obtemos que:

lim [ h,(z) dp = / lim h,(z) du

t) o)
= lim / f(, (2, %) / (x,tg) d
| _F(t) [
i M) T E) t0) d
nioo tn—to ¢ (¥ o) dps

of

Logo, F' ¢é diferenciavel e F'(t) = /

8.3 Integral de Riemann e Lebesgue

Definigao 8.7. Seja [a, b] um intervalo compacto. Uma partigao de [a, b] é uma sequéncia
finita P={a =1ty <ty <--- <t,_1 <t, =0}

Definigao 8.8. Seja f : [a,b] — R limitada. Definimos:

Spf = ZMj(tj —tj1) = Z [t sup f(m)] (t; = tj-1),

=1 j—1<z<t;

sf =S omy — ) = 3 |, int @] (- 6)
j=1 j=1 BT
7b b
/ fdx:ingpf e / fdx =supspf.
a Ja P

Definigao 8.9. A funcao f é Riemann integravel se, e somente se, fab fdz = fab fdz.

Teorema 8.5. f ¢ Riemann integrdvel em |a,b] se, e somente se, para todo € > 0 existe

uma particao P de forma que:

Spf —spf <e.

Demonstragao. Para esta demonstracao recomenda-se a leitura da referéncia ([11], 1976)
p. 124. [ |
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Defini¢ao 8.10. Se P e (@ s@o partigoes de [a, b] de forma que P C @, dizemos que @Q é

um refinamento de P.

Teorema 8.6. Seja [ uma fungao integrdvel em [a,b], P uma parti¢io de [a,b] e € > 0

dado. Se Spf — spf < €, entao para todo refinamento ) de P vale que Sqf — sqf <e.

Demonstragao. Para esta demonstracdo recomenda-se a leitura da referéncia ([11], 1976)
p. 125. n

Definicao 8.11. Seja f : X — R uma funcao Lebesgue mensuravel e E é um conjunto

mensuravel, entao a integral de Lebesgue sobre E ¢é dada por:

/Ef(x) dm.

Teorema 8.7. Seja f : [a,b] — R limitada.
(i) Se f for Riemann integrdvel, entao f € Lebesgue mensurdvel e f;f dr = f[a 0 fdm.

(ii) f € Riemann integrdvel se, e somente se, {x € [a,b] | f € descontinua em x} tem

medida de Lebesgue nula.

Demonstragao. (i) Seja f Riemann integravel. Para cada particao P definimos:

Gp = Z MiXu, 141 € Gp= ZmJX(tj—htj]'
=1 j=1
Assim, Spf = /Gp du e spf = /gp dp. Além disso, pelos Teoremas 8.5 e

8.6, temos que existe uma sequéncia {Py} de partigbes tais que P, C Py e

b

lim Sp, = lim sp, :/ f(z) dx.

k—o00 k—o00 a

Tomemos G = klim Gp, e g = klim gp,, entao temos que G e g sao mensurdveis de
—00 —00

acordo com a Proposi¢ao 5.6. Ainda, ja que f é limitada, entdao G e g também sao,

assim pelo Teorema 8.1 segue que:

/G@:Kﬂ@@:/wm

Portanto, /(G —¢g) du=0e G = g em quase todo ponto pelo Teorema 6.3. Como
g < f <G, donde G = f em quase todo ponto, temos pelo Teorema 4.4,

b
/fdx:/Gd,u: fu.
a [a,b]

(ii) Sejam f : [a,b] — R uma funcao limitada e:

H(z) =lim sup f(y) e h(z) =lim inf f(y).

60—0 ly—z|<6 0—=0 |y—z|<d
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Afirmamos que H(x) = h(x) se, e somente se, f é continua em z.

De fato, se f é continua, entao para todo € > 0 dado, existe > 0, tal que:
ly—z| <6 = [f(y) = flo)] <e
para todo x € [a, b]. Dali,

Hiz) =lim sup f(y) = limsup () = f(z)

6—0 ly—=| <6

= liminf f(y) = lim inf f(y) = h(x).

y— 0—0 |y—z|<4

Por outro lado, se H(x) = h(z), entao lim sup f(y) = lim inf f(y) = f(z). Portanto,
Yy—T

y—x
f é continua.

Assim, se f for continua em [a, b], temos que:

/Hdu—/abfdu—/Gdu,
/hduz/abfduz/gdu-

Portanto, H = G em quase todo ponto, assim como h = g.

Agora, supondo que {x € [a,b] | f é descontinua em f} tem medida nula, entao f
é continua em quase todo ponto. Logo, H(z) = h(z) em quase todo ponto o que
implica que G(x) = g(z) em quase todo ponto. Assim, G — g = 0 em quase todo

ponto e, portanto,

O:/(G—g)d,u:/Gd,u—/gdu:/;bfdx—_/abfdx.

Portanto, f é Riemann integravel.

Por outro lado, se f for Riemann integravel, entao:

/;bfdx:/abfdx — /de:/gdu,

como G = H em quase todo ponto, assim como g = h, temos que f é continua em

quase todo ponto. Logo, {z € [a,b] | f é descontinua em f} tem medida nula.
[ |



Capitulo 9

Medida do produto

9.1 Conceitos e propriedades

Neste capitulo, iremos discutir sobre a construcao de uma medida para o produto

cartesiano de espacos mensuraveis. Sejam (X, M, ) e (Y, N, v) espagos métricos.

Definigao 9.1. Um retangulo mensuravel ¢ o conjunto da forma A x B, onde A € M
e BeN.

Proposicao 9.1. Seja R = {U R; | R; € retangulo mensurdvel } Entao, R é uma
i=1
familia elementar de acordo com a Definicao 3.6.

Demonstracao. Sejam R, S € R tais que R = U R, e S = U S;,onde R; = A; X B; e
i=1 j=1
S; =FE; x Fj,paracadai e {1,...,n} e j € {1,...,m}. Entao,
(i) De fato, por vacuidade, segue que () € R.
(ii) Seja (x,y) € (A1 x By) N (As X By).
(z,y) € (A1 X B1) N (A2 X By) <= (z,y) € A1 X Bie (z,y) € A2 X By
«— r€e€A,x €Ay ye Biey € By
<~ IL‘EAlﬂAgeyeBlﬂBg
e (flf,y) € (Al ﬁAg) X (Bl ﬂBQ)

Portanto, (Al X Bl) N <A2 X Bg) = (Al N Ag) X (B1 N BQ)

Agora, suponhamos que para (A; x By) N---N (A X By), vale que:

[A1ﬂ~--ﬂAk]><[Blﬁ---ﬂBk].

82
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Notemos que:

)

Com isso, temos que:

RNS

(A x Bi) NN (Aggr X Brga) =

[<A1 X Bl) N (Ar X Bg)] N (Ags1 X Brya) =

[(As al A’f) (ByN -+ N Be) N (A X Byy) =
[(Alﬂ “NA,NApy) X (BiN - N BN Bryq)] =

()

X

=
(A7)~ (A7)

Como (ﬁAi>ﬂ<ﬁEj eMe (ﬁBJﬂ(ﬁP}) € N,entao RN S €
o i=1 j=1 i=1 j=1
(i) Seja (z,y) € (A x B)L.
(w,y) € (Ax B)' <= (z,y) € [(X x Y)\ (A x B)

— (r,y) € (X xY)e(x,y) ¢ (AxB)
<— (reXeyeY)e(x¢Aey¢ B)
<— (reXey¢B)ou(xr ¢ Aey € B)
— (z,y) € X x B® ou (z,y) € (A* x B)
— (z,y) € (XxBE)u<AU><B>.

Portanto, (A x B)® = (X x B%) u (A® x B).

Notemos que,

RE

ﬁ
Il
—

Y

&
Il
—

[(X x BE) U <AE x Bi)} ,

que ¢ uma uniao disjunta de elementos de R. Logo, Rt ¢ igual a uma uniao disjunta
de elementos de R, para todo R € R.

Portanto, R é uma familia elementar.
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Como R é uma familia elementar, entao pela Proposicao 3.6, temos que R é uma
o-algebra. Logo, o(R) = M x N.

Agora, suponhamos que A x B é um retangulo tal que A x B = U A; x Bj (finita ou
enumeravel), onde A; € M e B; € N, entao para x € X e y € Y, temos que:

Xa(2)Xp(y) = Xaxp(z,y) ZXA xB;(7,Y) ZXA

j>1 j>1

Assim, se integrarmos com respeito a x utilizando o Teorema 6.2, nés obtemos:

/XA VX5 (y) dp = /ZXA )X, (y) du = Z/XA )X, (y) du =

7>1 j>1

—> u(A)- Xp(y) =) (A

j=1

Analogamente, integrando em y, teremos:

= u(A)v(B;)

j>1

Agora, seja R € R tal que R = U R;, onde R; = A; x B;, A; € M e B; € N. Definimos:

i=1
= zn:u(A v(B
i=1

Observemos que 7 esta bem definida. De fato, seja R = U R, = U S;,onde R; = A; x B;
i=1 j=1
e S; = E; x Fj, entao:

m

0 UROS) CE

i,j=1 7j=1
Logo, m(R) = w(5), ou seja, m estd bem definida. Além disso, seJa {Si}ien uma sequéncia
de conjuntos disjuntos em R tal que US € R, onde S; = U Sl e S’ = A} X B;.,

i=1 7j=1
A; € M e B; € N, entao notemos que:

T (U Si> =33 u(A)u(B)).

i=1 j=1

Portanto, 7 estd bem definida e é uma pré-medida.
Assim, pelo Teorema 4.3, temos que 7 se estende a uma medida em o(R) = M ® N,

proveniente da medida exterior também gerada por 7. Esta medida é chamada medida



9.1. Conceitos e propriedades 85

do produto, sendo denotada por p x v. Mais ainda, se u e v sao o-finitas, ou seja,
X:UAjeY:UBk,com,u(Aj)<ooeV(Bk)<oo,entéoX><Y: UAixBje
j=1 k=1 i,j>1
Portanto, 7 é o-finita e neste caso, pelo Teorema 4.3, a extensao de m a M ® N tal que
pu X v(Ax B) = u(A)v(B) é unica, para todo retangulo A x B.
Definicao 9.2. Dado F C X x Y, parax € X ey € Y, definimos:

(i) Secao z de E:
E,={yeY|(z,y) € E}.

(ii) Secao y de E:
EY={zx e X | (z,y) € E}.
Se f: X x X — C, definimos:
fz Y = C Y. X —=>C
y = flz,y) x> f(z,y)

Proposicao 9.2. (i) Se E € M ®N, entio E, € N e EY € M, para todos (x,y) €
X xY.

(i) Se f € M ® N-mensurdvel, entao f, é N-mensurdvel, para todo v € X e fV é

M-mensuravel, para todo y € Y.

Demonstragao. (i) Seja R a colecao de todos os subconjuntos F de X x Y tal que
E, € N, para todo x € X, e EY € M, para todoy € Y. Seja Ax B € X xY,

notemos que:

B, sexe A, A, seyé€ B,
(Ax B), = (Ax B)Y =

(),  caso contrério. (),  caso contrario.

Como A,) e M e B, € N, entao A x B € R. Logo, R contém todos os retangulos.

Além disso, observemos que:

y € (UEJ> < yE{yEYl(%y)GUEJ}

< JjeNtalqueye{yeY|(z,y) € E;}
<= djeNtalquey € (£)),

< Yy S U(Ej>l«,

j=1
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y € (EY), = yE{yEYl(way)GEC}
= ye{yeY|(r,y) € X\FE}
— ye{yeY|[(r,y)eXteyg{yeY|(z,y) €L}
= yG(Ex)E.

Portanto, <U Ej) = U(EJ>1’ e (Eﬁ)x = (E,)%. Analogamente,

JdjeNtalquex € {z € X | (z,y) € E;}

<~
= S
<= 3JjeNtal quez € (Ej),
<~

x € U(Ej)y7
j=1

z € (EYY xE{:UEX](z,y)EEC}
ref{re X | (r,y) € X\ E}
re{reX|(r,y) e X} eaxd{reX]|(x,y) € E}

z e (EY).

ree

o0

Portanto, <[j Ej) = U(Ej)y e (Ec)y = (EY)E.

j=1
Assim, temos que ) € R, pois 0, = ) € N, para todo x € X, e 0¥ = () € N, para
todoy €Y.

Além disso, seja ' € R, temos que E, € N, para todo x € X, e EY € N, para todo
y € Y. Assim, (Ex)c = (Ec)x € N, para todo x € X, e (Ey)E = (Ec)y € M, para
todo y € Y. Portanto, E® € R.

Por fim, seja {E;} C R, temos que como E; € R, para todo j, entdo para todo
J, segue que (E;), € N, para todo y € Y, e (E;)Y € M, para todo x € X. Como

0o Y 0o 0o 0o
(U Ej> = U(Ej)y € M, para todo z € X, e (U Ej> = U<Eﬂ)$ € N, para
Jj=1 .

j=1 j=1 j=1
oo
todo y € Y. Entao, U E; e R
j=1
Portanto, R é uma o-algebra. Como R contém todos os retangulos, temos que
M@ N C R. Portanto, se £ € M x N, temos que E, € N, para todo v € X, e
EY e M, para todo y € Y.
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(ii) Se f é M ® N-mensurdvel, entdao seja B € B, temos que f~1(B) € M ® N, para
todo B € Be¢. Assim, (f1(B)), € N, para todo z € X, e (f}(B))? € M, para todo
y € Y. Observemos que:

ye(fT(B). <= ye{yeY|(z,y) e f(B)}
— ye{yeY| flz,y) € B}
— ye(fo) (B,

— zef{reX]|(xy) € f(B)}
<— ze{reX| f(x,y) € B}
< z € (V) (B).

Logo, (f.)"(B) € N e (f¥)"Y(B) € M. Portanto, f, é N-mensuréavel e f¥ é M-

mensuravel.

|
Defini¢ao 9.3. Uma classe C C P(X) é monétona em X se:
(i) D ec

(11) Eje(?, EjCEJ’+1,jEN - UEJGG’
J

(111) Ej e, Ej+1 CEj,jGN:> ﬂEJ e C.

J

Exemplo 9.1. Toda o-4lgebra é uma classe mondtona.

Definicao 9.4. Se &€ C P(X), seja C(€) a menor classe monétona que contém & = ﬂ{@a |

& C C, e €, é classe monétona}.

Lema 9.1. [Lema da classe mondtona/. Se A € uma dlgebra de subconjuntos de X, entdo

a classe C gerada por A coincide com a o-dlgebra M gerada por A.

Demonstragao. Seja A C P(X), assim como o(A) é uma classe monétona contendo A,
entdao C(A) C a(A).
Seja E € € := C(A), definimos:

CE)={F€C@|E\F,F\E,ENF €€}

Assim, temos que (), E € C(E) e se F € C, entao F € C(F) se, e somente se, F' € C(E).

Agora, iremos verificar que C(E) é uma classe monétona.

(i) De fato, 0 € C(E), pois E\0=FecC O0\E=0cCeENnD=0.
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(i) Sejam {E;} C C(F) tais que E; C Ej1, para todo j € N. Entao:

a) B\ J

J=1

¢) EnN (Gb}) :GEmEjee.

J=1

E;j=()E\E €@
j=1

Portanto, U E; € C(B).

Jj=1

(iii) Sejam {E;} C C(E) tais que E;; C Ej, para todo j € N. Entao:

a) E\ﬁEj:GE\Ejee;
b) (ﬁ]@) \E:ﬁEj\EEG;
¢) EN (ﬁ@) —ﬁEﬂEjEG.

J=1

Logo, ﬂ E; € C(B).
j=1

Portanto, C(E) é uma classe mondtona. Observemos que se E € A, entao para todo
F e A, temos que E\ F, F\ E,ENF € A, pois A é uma &lgebra. Logo, A C C(E), para
todo E € A. Assim, C C C(F). Entao, para todo F' € C(F), temos que E € C(F"). Desse
modo, A C C(F), para todo F' € C. Portanto, C € C(F).

Concluimos que se A, B € €, entdao A € C(B), implicando que A\ B, B\ A, ANB € C.
Como X € A C C, entao X \ A = AL € @, para todo A € C. Ainda, se A,B € C,
entdo AU B = [AC ﬂBE}C € @, pois AL, Bt A 0 Bt € @. Por fim, seja {E;} e Ce

n
consideremos F,, := U E;. Assim, F,, € Ce F,, C F,+1. Como C ¢é uma classe mondtona,
j=1

U E; = U F,, € C. Portanto, € é uma o-algebra que contém A. Logo, 0(A) C € = C(A).
j=1 n=1

Teorema 9.1. Suponha que (X, M, ) e (Y,N,v) sejam espagos mensurdveis o-finitos.
Se E € M®N, entdo as fungoes x — v(E,) ey — p(EY) sao mensurdveis em X eY,

respectivamente, e:

(4 x V)(E) = / V(E,) dulz) = / W(EY) du(y). 9.1)



9.1. Conceitos e propriedades 89

Demonstra¢ao. Suponhamos que p e v sao finitas e seja € o conjunto de todos os elementos
E € M ® N tais que as conclusoes do teorema sao verdadeiras. Se £ = A X B, entao
v(E,) = Xa(x)v(B) e p(EY) = u(A)Xp(y), assim E € C. Pela aditividade, segue que
as unioes disjuntas finitas de retangulos estao em C, entao, pelo Lema 9.1, é suficiente

mostrar que C é uma classe monétona.
[e.e]

Se {E,} é uma sequéncia crescente em C e E = U E,, entdao as funcgoes f,(y) =
n=1
w((E,)Y) sao mensurdveis e aumentam pontualmente para f(y) = u (EY). Portanto, f é

mensuravel, e pelo Teorema 6.1, temos que:
[ uE) dvt) =t [ W (B dvly) =tim x )(E,) = (0 x 0)(E)

Como (pu x v)(E) = [v(E;) du(x), entdo E € €. Do mesmo modo, se {E,} é uma

sequéncia decrescente em C e ﬂ E,, a fungao y — p ((E1)Y) estd em L'(v), pois:

p((E1)") < p(X) < o0

e v(Y) < oo. Entao aplicando o Teorema 6.1, podemos mostrar que E € €. Entao C é
uma classe monotona, para o caso de espacos mensuraveis finitos.

Por fim, se pu e v sao o-finitos, nés podemos escrever X X Y como uma uniao de
elementos de uma sequéncia crescente {X; x Y;} de retangulos finitos mensurdveis. Se

E e M®N, entao podemos aplicar £ N (X; x Yj), para cada j, para obter:
(L xv)(EN(X; xY;)) /XX v(E,NY;) du(z /é\f’yu (EYNX;) dv(y),

e pelo Teorema 6.1 segue o resultado. [



Capitulo 10
Aplicacao

No século XIX, o fisico austriaco Ludwig E. Boltzmann desenvolveu estudos sobre a
teoria cinética dos gases. Através dos seus trabalhos, houve o desenvolvimento da Teoria
Ergédica, que ¢ um ramo de Sistemas Dinamicos que estuda sistemas munidos de medidas
invariantes.

Um dos problemas estudados pela Teoria Ergddica é analisar qualitativamente o
conjunto dos iterados de um ponto que visitam um conjunto mensuravel, que esta contido
em um conjunto que contém esse ponto. Em outras palavras, considerando um conjunto
mensuravel £ C X com medida positiva e um ponto x € X qualquer, queremos verificar

as propriedades relacionadas ao conjunto:
I={j>=0]f(z) € E}.
A partir desse conjunto, podemos definir o tempo médio de visita de z a E, que é dado
por:
1 4
T(E,z) = lim — #{0<j<n| fl(z) € E}. (10.1)
n—oo N

Para fluxos, podemos definir uma nocao analoga dada por:

H(E,2) = Jim m({0<t<T| f'(z) € BY), (10.2)

T—o0

onde m é a medida de Lebesgue na reta.

Assim, podemos nos perguntar sob quais condigoes esse tempo médio de visita é
positivo e até mesmo se esses limites existem. Para responder tais perguntas, podemos
reescrever a equagao (10.1) utilizando a fungao caracteristica ¢ do conjunto E, ou seja:

lim L7 o (f(a)). (10.3)

n—oo N 4

A partir disso, passamos a nos questionar se o limite (10.3) existe para fungdes ¢ muito
gerais, tais como as fungoes integraveis. Sob esse contexto, os teoremas ergdédicos nos
asseguram alguns resultados sobre isso. Entre eles, o teorema ergdédico de Von Neumann
assegura que esse limite existe no espago L?(p), para toda fungao ¢ € L*(u). Para este

capitulo, foi utilizada a referéncia [10].

90
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10.1 Conceitos preliminares

Definicao 10.1. Um espago de Hilbert é um espaco vetorial munido de um produto

interno cuja norma || - || é completa.

Exemplo 10.1. O espago euclidiano R™ com o produto interno (x,y) le Yi-

Proposicao 10.1. [Desigualdade de Minkowski]. Sejam LP o conjunto das fungdes

complexas p-integrdveis com relagio a p e f,g € LP(u), entao:

(Jrvor ) =(J )« (for )

Demonstracao. Para a demonstracao deste resultado recomenda-se a leitura da referéncia
(12]) p. 3. .

Exemplo 10.2. O espaco L?(u) das funcoes com quadrado integravel num espago de

medida (X, X, ) munido do produto interno:
@Y= / pd.
b

Resolugao. A partir do produto interno definido acima, podemos definir uma norma para
L*(u), dada por:
Iflla=(f- N2

Seja (fn)nen uma sequéncia de Cauchy em L?(p). Para cada k € N, tomando ¢, = 1/2F

temos que existe N, € N tal que para todos n,m > Ni, temos que:

1

||fn me2< 2k

Agora, defina:

g(x) : = | fu (2 |+Z|fnk+l — fu (@)

= kh—>r£lo <|fn1 )|+ Z ‘fn3+1 fnj( )’) :

Logo, g é mensurével e pertence a M.

Afirmamos que g € L2 De fato, pelo Lema de Fatou, temos que:

k 2
/ gy = / Aim inf <|fm\ + Z | Fayir = o, I> dp

n 2
j=
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dai,

1
(/QQd,u> < l}LI&inf /<|fm|+zl‘fnj+1_f"j|> dy
j=

Assim, pela Proposicao 10.1, temos que:

k
||g||2S klg&mf /(lfn1|+zl{fnj+1 fnJ ]
1
2\ 2
< lim inf /(meZ!an fnj\)

k—o0

1 1]
5 - 2
< lim inf </|fm|2 dp ) © + /ZU‘}%+1 — fu,l? du)
j=1

l\DIH

- 13
k 2
= klgroloinf </\fm|2 du | < + (Zl/lfnj+1 — fu,I? du)

.
— k —
< lim inf (/|fm|2 du) +Z (/\fnj+1 — fu,? du)2

Jj=1

= lim inf [ |[fn,]]2 + Z [ frji1 — fnJH2>

k—o00 —
]:
1
< HmeerZg = [|farll2 + 1.
=1

Logo, g € Ly e p({z | g(x) = +o0}) = 0. Desse modo, temos que g converge a um valor
finito em quase todo ponto. Notemos ainda que g > 0. Agora, seja A = {z | g(z) < o0} e

definimos f da seguinte forma:

Fr @)+ (fs (@) = fu,(z)) sz € A,
k=1

0 , sex & A.

fz) =
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Notemos que

‘fnk’ = ‘fnl + (.fnz - fm) +o (fnk-+1 - fnk)|

k-1

S |fn1’ + Z |fnj+1 - fn]’

j=1
<9

Agora, f,, — f em quase todo ponto. Logo f € Lo, pois |fn,| < g e lim f,, = f, entdo
|[fI < g eassim [|f[du < []g]*.

Para mostrar que ||f,, — f|l2 — 0, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia
Dominada & sequéncia | f,,, — f|* dominada por 22¢%, obtendo desse modo que || f,, — f||2 —

0. Logo, uma subsequéncia de (f,,)nen converge para f. Dai,
L fo = fll2 < |[fn = frillz + | far = fll2-
Portanto, || f, — f||l2 — 0. |
Definigao 10.2. Sejam H um espago de Hilbert e F' um subespago fechado de H. Entao,
H=F®F* (10.4)
onde F'* = {w € H |v-w =0, para todo v € F'} é o complementar ortogonal de F.

Definigao 10.3. A projecao Pr : H — F associada a decomposicao (10.4) da Definigao

10.2 é chamada projecao ortogonal sobre F'.

Exemplo 10.3. Considere o espago de Hilbert L?(u), com o produto interno:
@Y= / pYdp.

Se ¢y é a funcao constante igual a 1 e F' é o subespaco gerado por ¢y em L?(j1), ou seja,

o espago das fungoes constantes, entdo a projegao ortogonal Pr(y) é dada por:

Pp(p) = / pdyp.

Resolugao. De fato, ja que F' é gerado por g, entao Pr(p) = ¢ ¢g, para algum ¢ € R.

Ainda como Pr é a projecao, entao,

(Pr(p) —¢) o =0 <

(oo — ) o =0 =

c(po - wo) = (- ¢o) =0 <=
Y- Yo

c= <~
®o - Yo

c= /god,u.
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Definicao 10.4. Seja U : H — H um operador linear continuo. Um operador adjunto

U*: H — H é aquele que satisfaz a relagao:
U'vw-v=wu-Uv, para todo u,v € H. (10.5)

Definicao 10.5. Seja U : H — H um operador linear continuo. Dizemos que U é uma

isometria se ele preserva o produto interno:
Uu-Uv =u-v, para todo u,v € H. (10.6)

Exemplo 10.4. Se f : M — M preserva uma medida u, entao o seu operador de
Koopman Uy : L*() — L*(u) é uma isometria.

Resolugao. Podemos lembrar que se (X,>) é um espago mensuravel, f : X — X é
uma transformacao mensuravel e y uma medida invariante por f, o operador de Koopman

para L? é o operador linear:

Us : Lo(p) = La(p), Up(¢) = po f.

Este operador é uma isometria, pois:

Up(¢1) - Up(g2) = | Up(e1)Uy(2) dp

(pro f)(d20 f) du

I
———

(¢10f) (@20 f) du

[ oidaor au
X
= / P10z dps
X
= ¢1- 2.
Portanto, Uy : L*(1) — L*(p) é uma isometria. |

Definigao 10.6. Seja U : H — H um operador linear continuo. O conjunto dos vetores

invariantes do operador U é o subespaco:
I(U)={ve H|Uv=uv}.
Lema 10.1. Se U : H — H ¢ uma isometria entao Uv = v se, e somente se, Uv = v.

Demonstracao. Seja U : H — H é uma isometria e U* seu operador adjunto, assim temos

que U* o U = Id. Desse modo, se U(v) = v, entao:

(U oU)w)=1d(v) =v = (U o U)w)=U"UWw))=U"(v) =v.
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Agora, suponhamos que U*(v) = v, entao:
(U(v),v) = (v,U"(v)) = (v, 0) = [Jv]|*
Ainda, como U preserva a norma de H, entao:
1U(v) = ][ = {U(v) = v,U(v) = v) = [[U@)[]* = 2(U(v),v) + [Jv]|* = 0.

Portanto, U(v) = v. |

10.2 Teorema de Von Neumann

Teorema 10.1. [Teorema de Von Neumann]. Sejam U : H — H wuma isometria num
espaco de Hibert H e P uma proje¢ao ortogonal sobre o subespago I(U) dos vetores

mvariantes por U. Entao,
lim ! g Ul(v) = P(v), VveH
n—oo N, ’ ’

Demonstragao. Sejam L(U) o conjunto dos vetores v € H da forma v = U(u) — u, para

algum u € H, e L(U) o seu fecho. Afirmamos que:
I(U) = L(U)*.

De fato, consideremos qualquer v € I(U) e w € L(U). Pelo Lema 10.1, temos que
v € I(U*), ou seja, U*(v) = v. Além disso, por definicdo de L(U), existem u, € H

onde tais que U(u,) — u, — w, onde n € N. Assim,
(0, U(tp) = up) = (0, U(un)) — (v, u,) = (U*(v), up) — (v,u,) =0, ¥n &N,

Por conseguinte, (v, w) = 0. Logo, I(U) C L(U)*.
Agora, seja v € L(U)*, entdo:
<Uv U(U) - u> =0 = <U7 U(“’)) - <U7u> =0
= (U (), U"(U(w))) — (v,u) =0
= (U*(v),u) — (v,u) =0, Vue H.
Assim, U*(v) = v e pelo Lema 10.1, segue que U(v) = v, ou seja, v € I(U). Logo,
L(U)* C I(U) e, portanto, I[(U) = L(U)*.
Como L(U) é um subespaco de H, entdo:

H=LU)®o LU)* = LU)® IU).

Agora para provarmos o que queremos, vamos considerar trés casos:
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(ii) Caso: v € L(U).

Se v € L(U), entao existe u € H tal que v = U(u) — u, assim:

j+1 j Lo
(U7 () = U (u)) = —(U" (1) — u).
Ainda, notemos que:

1
n

(U™ (u) = u) 2Jul,

= 2007 —ull < % (10l + ) < % ]+ 1) =

1
Assim, quando n — oo, temos que ||—(U™(u) — u)
n

‘ — 0. Portanto,

n—1
1 .
.1 i
nh_g)lon EOU (v) =0, Vve L{U).
J:

Agora, suponhamos que v € L(U), entdo existem v;, € L(U) tal que v, — v. Entdo,

n—oo 1N < n—oo 1, <

n—1 n—1 n—1
1 : 1 . 1 .
S U@ =2 U )| < 3N = w)l <l = wll, ¥onk €N
7=0 7=0 7=0
Assim,
1 n—1 1 n—1
lim —» /() =0 = lim —» U/(v) =0, Vv e L(U).
7=0 7=0

Além disso, como I(U) = L(U)*, temos que P(v) = 0, para todo v € L(U), o que

mostra que:
n—1

lim lz:Uj(v) = P(v), Vv e LU).

(iii) Caso: v € I(U)® L(U). Sejav € I(U)@® L(U), temos que v = vy + vy, onde v; € I(U)
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e vy € L(U). Desse modo, temos que:

n—1 n—1
1 . 1 .
T J(n) = lim — J
Jim 5D UT0) = Jm 2D UPon + v
Jj=0 j=0
1 n—1 - _
= lim 3 [07(01) + U]
j=0
n—1 n—1
S5 COSUATRE) SE)
j=0 J=0
n—1 n—1
§=0 §=0
=0
Portanto,
n—1
Jim — X;U (v) = P(v), Y v € H.
]:

Definicao 10.7. Dada uma transformacao mensuravel f : M — M que preserva uma
probabilidade p em M, dizemos que uma fungao mensuravel ¢ : M — R é invariante se

Yo f =1 em p-quase todo ponto.

Corolario 10.1. Para qualquer ¢ € L?(u1) a sequéncia:
1 n—1
~> oo f
=0

converge em L*(p) para a projecdo ortogonalqg da funcao ¢ no subespaco das fungoes

mvariantes. Se [ € invertivel, entao a sequéncia:
1 n—1
n <
J=0
também converge em L*(u) para ¢.

Demonstragio. Seja U = Uy : L*(u) — L*(u) o operador de Koopman de uma
transformagao f : M — M que preserva uma medida finita p. Assim, ¢» € I(U) se, e
somente se, ¥ o f =1 em p-quase todo ponto. Seja é a projecao ortogonal de ¢ em I(U).

Entao, pelo Teorema 10.1 temos que:

1n—1 . ~
ﬁjz_ojmfﬂw,
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em L?(p).

Além disso, consideremos U = U;-1, ou seja, U = Uf_l. Assim, teremos que:
1 n—1
- —J
- Z% ¢of = Pryy(9),
j:

onde PI(UJ:I)(Qb) ¢ a projecao ortogonal de ¢ no espaco ](Uf_l). Como I(Uf_l) = I(Uy),

entao:

Assim, o corolario estd demonstrado. [ |



Capitulo 11
Consideracoes finais

Ao longo desta monografia conseguimos compreender alguns conceitos fundamentais
de Teoria da Medida. Vimos que uma o-algebra é uma colecao de subconjuntos de um
conjunto que é fechado pelo complementar e pela uniao enumeravel, além de conter o
conjunto vazio. Esta o-algebra pode ser gerada a partir de uma colecao, como é o caso
das o-dlgebras de Borel que sao gerados por uma topologia 7T, e das o-algebras de um
produto cartesiano de conjuntos nao vazios, que sao gerados pela colecao das pré-imagens
das projecoes.

Intuitivamente, vimos que uma medida consiste em uma forma de atribuir um valor
numérico ou nao aos elementos da o-dlgebra. Isto é feito mais rigorosamente com a
definicao de uma aplicagao com dominio em uma o-algebra e contradominio no conjunto
[0, 0], de modo que ela satisfaga duas propriedades. A primeira delas impde que a medida
do conjunto vazio ¢é 0 e a segunda diz que a medida de uma sequéncia disjunta de elementos
da o-algebra devera ser igual a soma das medidas de cada elemento. Diante disso, podemos
notar que, a partir de um conjunto e de uma o-algebra, podemos definir diferentes tipos
de medida. E dai, para cada tripla composta desses trés itens, podemos determinar um
espaco de medida diferente.

Um tipo especial de medida que vimos e que é muito 1til, é a medida exterior. Definida
a partir de uma aplicacao com dominio no conjunto das partes de um conjunto nao vazio
e contradominio no conjunto [0, 00|, esta func¢ao restrita a uma cole¢do de conjuntos *-
mensuraveis define uma o-algebra. Quando esta medida exterior é restrita a ela, entao
essa aplicagao se torna uma medida completa.

Ainda, vimos também que a partir de uma aplicagao com dominio em um subconjunto
das partes de um conjunto X e contradominio [0, oc], sob certas restrigoes, obtemos uma
medida exterior. Esse processo, aliado ao fato de conseguirmos construir uma medida a
partir da medida exterior considerada, se torna um meio de construir novas medidas. Um
exemplo disso é a medida de Lebesgue, que é obtida a partir de uma medida exterior vinda
da aplicacao que associava os intervalos abertos de R aos seus respectivos comprimentos.

Depois disso, vimos que a partir dos espacos de medidas, podemos trabalhar com
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funcoes mensuraveis. Estas aplicagoes sao caracterizadas por levar elementos da o-algebra
do contradominio em elementos da o-algebra do dominio. E para cada uma delas, existe
uma sequéncia de funcoes simples nao-decrescentes que convergem pontualmente para
elas e uniformemente nos conjuntos em que elas sao limitadas.

E é a partir dessas sequéncias de fungoes simples que definimos o conceito de integral
sobre funcoes mensuraveis. Para isso, é considerado como a integral de uma funcao
mensuravel o supremo das integrais aplicadas a cada uma dessas sequéncias de fungoes
simples. Sendo que essas integrais aplicadas nessas aplicacoes simples sao definidas como
sendo o somatorio da combinacao linear com os coeficientes e com a medida aplicada a
cada um dos elementos da o-algebra da representacao padrao de cada uma dessas fungoes.

Desse modo, é possivel definir diferentes tipos de integrais a partir da medida atribuida
ao espaco de medida. Um exemplo disso é a integral de Lebesgue, que considera a
integracao sobre a medida de Lebesgue. Esta, em comparacao com a integral de Riemann,
tem mais vantagens haja visto que fungoes Riemann integraveis sao Lebesgue mensuraveis.
E existem funcoes que, mesmo nao sendo Riemann integraveis, sao Lebesgue integraveis.

Por fim, é vélido destacar que uma das aplicagoes dos conceitos estudados em Teoria
da Medida encontra-se na aplicagao de teoremas da Teoria Ergddica, como é o caso do
Teorema de Von Neumann. Esse resultado busca estabelecer condi¢oes para que o tempo
médio de visita exista quando trabalhamos com isometrias e projecoes ortogonais em

espacos de Hilbert.
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