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RESUMO

TAMURA, A. L. Estimacao do niimero de comunidades em redes ponderadas. 2025. 73
p- Dissertacdao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2025.

O Modelo Estocastico de Blocos € um modelo comumente utilizado em redes reais que modela
a estrutura da comunidade, isto €, os vértices da rede sdo divididos em grupos. No entanto, o
numero de comunidades fornecidas pelo modelo pode ndo ser conhecido, entdo é necessario
usar um método inferencial para estimar esse nimero. O objetivo deste trabalho € estudar um
método baseado em teste de hipdteses para a estimag@o do niimero de comunidades em redes
bindrias, adapté-lo para redes com pesos e realizar um estudo via simulacdo para compreender a
performance do teste nesse caso. Além disso, aplicamos testes de hipéteses a rede com pesos do
sistema BART (Bay Area Rapid Transit) que € um sistema de transporte rdpido que atende a
area da bafa de Sdo Francisco, para estimar o nimero de comunidades e analisar a atribui¢do das

estacoes de trens as comunidades.

Palavras-chave: teste de hipéteses, grafos aleatdrios, deteccao de comunidades, redes pondera-
das.






ABSTRACT

TAMURA, A. L. Estimating the number of communities in weighted networks. 2025. 73
p- Dissertacdao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em

Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2025.

The Stochastic Block Model is a commonly used model in real networks that exhibits community
structure, that is, the vertices of the network are divided into groups. However, the number
of communities related to the underlying model is not specified in real data, so it is necessary
to use inferential methods to estimate this number. The objective is to study a method based
on hypothesis tests that estimates the number of communities in binary networks, adapt it to
weighted networks and perform a simulated analysis to comprehend the performance in this case.
Furthermore, we applied hypothesis tests to estimate the number of communities and analyze the
attribution of stations to communities in BART’s (Bay Area Rapid Transit) weighted network

system, which is a rapid transit system that covers San Francisco’s bay.

Keywords: test of hypotheses, random graphs, communities detection, weighted networks.
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CAPITULO

INTRODUCAO

As redes descrevem interagdes entre objetos ou individuos, de forma individual ou
coletiva, em que existe a possibilidade de conexdes entre objetos e quando analisamos esse
comportamento € esperado que identifiquemos um padriao nessas conexdes entre os objetos.
Newman (2010) aborda a existéncia de muitos sistemas de interesse pela comunidade cientifica,
em que o foco esta relacionado as aplicacdes da teoria estatistica em redes reais, sendo essas

ciéncias fisicas, sociais, bioldgicas ou de informacao.

As redes aleatdrias estdo relacionadas as redes reais, pelo fato das interagdes entre
0s objetos serem imprevisiveis. Assim, Newman (2010) considera que as conexdes possuem
um comportamento aleatério, ou ainda, seguem alguma distribuicao de probabilidade. Para
compreender os efeitos das redes aleatérias € necessario utilizar modelos matematicos ou
estatisticos para analisar as caracteristicas das redes. Uma possivel andlise de uma rede € através
da teoria do espectro de um grafo, que aborda propriedades estruturais decorrentes de matrizes

de adjacéncia do grafo.

Os objetos da rede sdo denominados como vértices e as conexdes entre eles sdo chamadas
de arestas. Quando os vértices possuem muitas conexdes em relacdo a outros ou possuem
caracteristicas em comum, podemos associd-los a grupos ou comunidades, de acordo com Lee e
Wilkinson (2019). O estudo de redes com estrutura de comunidades, tem como objetivo a andlise
de padrdes e o comportamento entre as comunidades, por exemplo: se estamos interessados
em estudar dois cursos de graduacao, Estatistica e Matematica, a probabilidade das pessoas
dentro de seus cursos se conhecerem ¢ diferente da probabilidade das pessoas entre os cursos de
conhecerem. Nesse caso, temos uma rede com dois grupos de individuos, gerando assim uma
rede com estrutura de grupos. Lee e Wilkinson (2019) descreve uma rede como sendo conjuntos
de comunidades de vértices, onde os vértices da mesma comunidade tem maior probabilidade de
estarem conectados entre si do que com vértices de outras comunidades, uma maneira de estudar

esse comportamento € através do modelo estocdstico de blocos.
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Em redes reais, as conexdes entre os vértices nao sdo simples, mas variam em intensidade.
Por exemplo, em uma rede social, o grau de amizade entre dois individuos pode ser mais forte
em alguns casos do que em outros. Essa intensidade atribui valores numéricos (discretos ou
continuos) as conexdes entre seus vértices, chamados de pesos, refletindo a intensidade ou a
forca das interagdes. Desse modo, estudar redes com pesos oferece uma representacao mais
precisa das conexdes entre os elementos, permitindo uma modelagem mais realista e detalhada de
fenomenos complexos. As redes bindrias, por sua vez, simplificam as conexdes para a existéncia

ou a auséncia de ligacdo, sendo uteis em contextos simples ou em modelos iniciais.

O interesse em estudar comunidades em redes aleatérias € analisar como sao os padroes
dentro e entre os vértices das comunidades, além de identificar se as conexdes dos vértices
podem ser descritas através de uma distribuicdo de probabilidade. Entretanto, em redes reais o
nimero de comunidades ndo é conhecido, entdo é necessario utilizar métodos de inferéncia para

determinar este nimero.

1.0.1 Contribuicoes

O objetivo deste trabalho € estudar o teste de hipdteses sequencial proposto na literatura
por Lei (2016) para estimar o nimero de comunidades em redes bindrias e adapta-lo para redes
com pesos. Como no trabalho de Lei (2016) ndo foi abordado a aplicac@o do teste de hip6teses
para redes com pesos, ndo hd resultados tedricos para o estimador do nimero de comunidades. O
objetivo desta dissertacdo é explorar via estudos de simulacio a eficiéncia do estimador K para
estimar o nimero de comunidades em redes com pesos discretos, descritos pela distribui¢ao de

Poisson.

1.1 Organizacao do trabalho

Inicialmente, no Capitulo 2 sdo apresentados conceitos relacionados a teoria de grafos.
Assim como, os modelos de grafos aleatérios utilizados nos estudos para a compreensao do

método.

No Capitulo 3 € apresentado o teste de hipdteses sequencial para estimar o nimero de
comunidades em redes bindrias proposto por Lei (2016). Ainda, verificamos algumas construcdes
realizadas no teste como o Estimador de Maxima Verossimilhanga e resultados de matrizes

aleatodrias.

No Capitulo 4 € proposto a adaptacdo do teste de hipdteses sequencial para estimar o
nimero de comunidades em redes ponderadas. Calculamos para redes ponderadas, o Estimador

de Maxima Verossimilhancga utilizado no teste de hipdteses.

No Capitulo 5 € realizado estudos via simulagdes para verificar a eficiéncia do teste

de hipéteses para redes ponderadas em diferentes tipos de redes, quanto ao balanceamento, o
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nimero de vértices e o peso médio entre as conexdes dos vértices. Além disso, realizamos a
comparacdo dos métodos do teste de hipdteses com outros métodos como Fast Greedy, Louvain

e Walktrap.

No Capitulo 6 € realizada uma aplicacdo em dados reais dos testes de hipoteses para
estimar o nimero de comunidades em redes ponderadas. Comparamos os métodos “Spectral
Clustering” e “Spectral Clustering Spherical” na atribui¢do dos vértices as comunidades e sua

interpretacdo no contexto.

Por fim, no Capitulo 7 sdo feitas as consideragdes finais a respeito dos resultados obtidos

até o momento e os proximos passos a serem desenvolvidos.
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CAPITULO

REDES

Este capitulo introduz a defini¢do de grafos, discutindo os elementos essenciais que
compdem essa estrutura. Na literatura, existem dois modelos conhecidos que abordaremos na
Secdo 2.3 o Modelo de Erdds-Rényi para estudar grafos aleatérios e na Secao 2.4 o Modelo

Estocéastico de Blocos para estudar estruturas de comunidades em grafos aleatorios.

2.1 Redes

O estudo de redes no ramo da matematica é conhecido como teoria dos grafos, que
estuda as relagdes entre elementos de um conjunto, por meio de estruturas que consistem em
vértices e arestas. A ideia bdsica de rede é uma colecdo de objetos que podem estar conectados
entre si. Esses objetos sdo representados por vértices e as relacdes entre eles sao representadas

graficamente por linhas conectando pares de vértices, como mostrado na Figura 1.

Vertice
Lyl

Aresta

(]

Figura 1 — Uma rede composta de 6 vértices e 8 arestas

Desta forma, a seguir apresentamos alguns conceitos teéricos basicos usadas para descre-



20 Capitulo 2. Redes

ver e analisar redes, as quais provém principalmente da teoria dos grafos.

Existem varias maneiras para rotular e representar uma rede matematicamente, nesse
estudo os vértices de um grafo serdo rotulados com nimeros inteiros positivos: 1,2, ..., n, para

evitar ambiguidade ao nos referirmos a qualquer vértice.

Um grafo simples tem somente uma unica aresta entre pares de vértices representado
na Figura 2a e o multigrafo tem pelo menos um par de vértices com duas ou mais arestas

representado na Figura 2b.

@ @

@ ®
6) ®

(a) Grafo simples composto de 5 vértices e 6 (b) Multigrafo composto de 5 vértices e 7
arestas arestas

Figura 2 — Representagdo dos grafos

Um grafo simples pode ser representado por sua matriz de adjacéncia A, cuja cada
entrada indica a existéncia de arestas entre pares de vértices. Cada entrada a matriz de adjacéncia
A € definida:

1, se existe uma aresta entre os vértices i € j
Aij = -
0, caso contrario,
emquel <i<j<n.

Por exemplo, o grafo representado na Figura 2a, tem a matriz de adjacéncia dada por:

>

I
— - O O O
S = = O O
S~ O = O
—_— O = =
O = OO =

Um grafo ndo direcionado tem arestas sem dire¢do, ou seja, se existe uma aresta entre i
e j, entdo existe uma aresta entre j e i, representado na Figura 3a. Um grafo direcionado tem
arestas com direcao, isto significa dizer que entre dois vértices i e j, se existe uma aresta de i

para j ndo necessariamente hd uma aresta de j para i, representado na Figura 3b. Um grafo com
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lagos tem pelo menos um vértice no qual estd conectado com si mesmo, representado na Figura
3c.

@ @ @
@ ® @ @ @ ®
® ® ®
(a) Grafo ndo direcionado (b) Grafo direcionado (c) Grafo com lago

Figura 3 — Representagdo dos grafos

As matrizes de adjacéncia para os respectivos grafos na Figura 3 sdo representados na
Figura 4. Na Figura 4a temos um grafo ndo direcionado com uma matriz de adjacéncia simétrica
e com elementos zero na diagonal principal. Na Figura 4b temos um grafo direcionado com uma
matriz de adjacéncia ndo simétrica e com elementos zero na diagonal principal. E por fim, na
Figura 4c temos um grafo direcionado com lago com sua matriz de adjacéncia nao simétrica e

com um elemento na diagonal principal igual a 1, que diz respeito ao laco.

0111 01 01 0101
1 0 01 0 001 0001
1 0 01 1 0 01 1 0 01
1110 01 00 01 01
(a) Grafo ndo direcionado (b) Grafo direcionado (c) Grafo direcionado com lago

Figura 4 — Representagdo dos grafos através da matriz de adjacéncia

Existem dois resultados a serem observados sobre a matriz de adjacéncia de um grafo
simples, nao direcionado e sem lagos: os elementos da diagonal principal da matriz sdo todos

zero e ela é simétrica, pois se houver uma aresta entre i € j entdo existe uma aresta entre j e i.

2.2 Redes Aleatérias

Uma rede com n vértices pode ser considerada aleatéria quando a existéncia de arestas
entre dois vértices segue alguma distribuicao de probabilidade. E possivel estudar as entradas da
matriz de adjacéncia A;; do grafo como varidveis aleatdrias, sendo a existéncia das arestas ou 0s

peSos das arestas.
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Quando estudamos as entradas sendo a existéncia das arestas como varidveis aleatorias,
o grafo € bindrio (tem ou ndo arestas). Quando estudamos as entradas sendo os pesos das arestas
como variaveis aleatorias, o grafo € ponderado, pois se houver conexao entre dois vértices entdo
o elemento da matriz seguird uma distribui¢ao discreta ou continua, caso contrario a distribuicdo

assumira valor 0.

2.3 Modelo de Erdos-Rényi

Considere A a matriz de adjacéncia de um grafo aleatério simples, nao direcionado e sem
lagos com n sendo o nimero de vértices. Seja p € (0,1), p a probabilidade de existir conexao
entre os vértices, ou seja, P(A;; = 1) = p, e 1 — p a probabilidade de ndo existir conexdo entre

os vértices, ou seja, P(4;; =0) =1 —p.

Assim, assumindo que as conexdes entre os vértices sao independentes entre si, a
matriz de adjacéncia do grafo A, tem as suas entradas seguindo uma distribui¢cao de Bernoulli:
A;j ~ Bernoulli(p).

A probabilidade de observar o grafo A sendo uma rede a, é dada pela probabilidade:

P(A = a) = ﬁHP(A,‘j = aij)

i=1j>i

Y Y (Z)—izaﬁ.

= p=l> (1= p) i=1j>i

n
Note que N = Z Z a;j € o nimero de arestas da rede. Entao,
i=1j>i

P(A=a)=p"(1-p))Y. @.1)

Quando temos uma rede social de pessoas em que as conexdes sao as relacdes de amizade,
sabendo que o individuo A é amigo de B e B € amigo de C, espera-se que a probabilidade de
o individuo A ser amigo de C seja maior quando sabemos que B € amigo em comum dos dois.
Espera-se que a probabilidade de A ser amigo de C seja maior que a probabilidade de A ser

amigo de D, quando D ndo € amigo em comum de A, por exemplo.

Nesse caso, trata-se de uma rede em que as conexdes podem ter dependéncia entre si, € 0
fato de B € amigo de C pode influenciar o célculo da probabilidade entre A e C. No modelo de
Erdos-Rényi as conexdes entre os vértices devem ser independentes entre si, portanto, nao seria

adequado aplicar este modelo a essa situacgao.
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Da mesma forma, se estamos interessados em estudar dois cursos de graduacao: Estatis-
tica e Matemadtica, a probabilidade de as pessoas dentro de seus cursos se conhecerem € diferente
da probabilidade de as pessoas entre os cursos de conhecerem. Nesse caso, temos uma rede com
dois grupos de individuos, gerando assim, uma rede com estrutura de grupos. Uma extensao do
modelo de Erdos-Rényi é o modelo estocdstico de blocos, que modela como os vértices em uma

rede interagem e podem ser organizados em grupos com base em seus padrdes de conexoes.

2.4 Modelo Estocastico de Blocos

Os modelos estocéstico de blocos (SBM) sdo uma classe cada vez mais popular de
modelos na analise estatistica de grafos. Lee e Wilkinson 2019 propdem descrever a estrutura
de comunidades tanto de redes simples quanto em redes complexas. Devido a sua versatilidade,
podem ser usados para modelar a estrutura de comunidade (latente) de uma rede, bem como para

fins de agrupamento.

Para o modelo estocéstico de blocos, consideramos um grafo aleatério simples, ndo
direcionado, sem lagos, com n vértices, que neste estudo serd aplicado para redes bindrias e redes

com pesos.

2.4.1 Redes Binarias

Este modelo para redes bindrias, modela a existéncia conex@o entre os vértices das

comunidades, sendo elas dentro da prépria comunidade ou entre comunidades.

Para exemplificar esse modelo, considere um grafo de seis vértices, divididos em trés

comunidades, representados na Figura 5.

® @

© ©

Figura 5 — Grafo de 6 vértices e trés comunidades

Considerando a comunidade composta pelos vértices 1 e 5 como comunidade ¢, a

comunidade composta pelos vértices 2, 3 e 4 como comunidade r e a comunidade composta pelo
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vértice 6 como comunidade s, temos trés comunidades ¢, r € s.

Ainda, é possivel descrever de forma vetorial a atribui¢ao de comunidades dos vértices
na rede, ou seja, descrever a informacgao sobre cada vértice estar associado a uma comunidade.
Desse modo, temos um vetor Z;, de dimensao igual ao nimero de comunidades, associado a
cada vértice i do grafo, em que cada entrada do vetor representard uma comunidade, atribuindo

valores 0 caso o vértice ndo pertenca a comunidade e 1 caso pertenca a comunidade:

Z; = (1,0,0), o vértice 1 esta na comunidade g;

Z> =(0,1,0), o vértice 2 estd na comunidade r;

Z3=(0,1,0), o vértice 3 estd na comunidade r;

Z4=(0,1,0), o vértice 4 estd na comunidade r;

Zs = (1,0,0), o vértice 5 estd na comunidade g;

Zs = (0,0,1), o vértice 6 estd na comunidade s.

Escrevendo Z, como a matriz de combinacdo de Zy, Z;, Z3, Z4, Zs € Zg:

S = O O O =
O O === O
- o O O O O

A quantidade de vértices em de cada comunidade, serd o somatério de cada coluna da
matriz Z. Assim, a quantidade de vértices de cada comunidade é N, =2, N, =3eN;=1.0

nimero de vértices em cada comunidade pode ser definido como o vetor N = (N, Ny, Ny).

Formalizando e generalizando os conceitos acima descritos para o exemplo em questao,
considere K o nimero de comunidades em uma rede A com n vértices, temos que Z; é o vetor de
atribuicao de comunidades com entradas iguais a zero e apenas a entrada associada a respectiva
comunidade € igual a 1, parai=1,2,...,n. A matriz de combinagdo dos vetores que descrevem
a informacio sobre cada vértice pertencer a cada comunidade é dada por Z = (Z1,2,,...,Z,)"

com dimensao n x K.

Com base nessa construcdo, temos que Z;; = 1 quando o vértice i pertence a comunidade

[ e Z;; = 0 quando o vértice i ndo pertence a comunidade /.

Para encontrar a quantidade de vértices de cada comunidade de acordo com a matriz Z,
basta somar, para cada coluna, as entradas das linhas de Z. Desse modo, o nimero de vértices na

comunidade /, serd denotado da seguinte maneira:



2.4. Modelo Estocdstico de Blocos 25

N =Y 1{z; =1}. (2.2)
i=1

Seja Ej,, o nimero de arestas entre vértices da comunidade / e m, onde 1 < [,m < K, que

¢ dado por:

Elm: Z a,-j ]I{Zﬂ:l,ij:l} (23)
1<i<j<n
Seja C uma matriz de probabilidade de conexao entre comunidades de dimensao K X K,
em que Cy, representa a probabilidade de existir uma aresta entre vértices da comunidade / e m.

Por exemplo, para K = 2 temos:

Ci Cm
le Cmm

C=

Note que C € simétrica, pois a probabilidade de ter arestas entre a comunidade / e m
¢ a mesma probabilidade de ter arestas entre a comunidade m e [. Ainda, as linhas de C, ndo
necessariamente somam um, pois as probabilidades de conexdes entre comunidades e dentro das

comunidades sdo independentes entre si.

No modelo SBM, as comunidades sdo atribuidas a cada vértice de maneira independente.
Assim, quando K é conhecido, € possivel calcular a probabilidade de um certo Z; estar em uma
comunidade K, isto é, P(Z;; = 1) =m, P(Zp =1) =m, ..., P(Zix = 1) = 7g.

Desse modo, como Z; € um vetor de zeros com um tnico valor um, e com as probabili-
dades (7;)1<;j<k descritas acima, temos que Z; tem distribuicdo Multinomial com pardmetros 1 e

(7, ..., m ). Portanto, temos o modelo:

Z,’ ~ %(1, (77:] yeney ﬂk)),
em que T + ...+ g = 1 e (Z;)1<i<, sdo independentes.

Condicionado a Z, as arestas (4;j)1<i< j<n $80 varidveis aleatorias independentes, como

A € um grafo bindrio, segue que:
Aij ‘ Zilem =1~ Bernoulli(Clm).

2.4.2 Modelagem e verossimilhanca

Como temos a seguinte condigdo A;; | Z;Z;, = 1 ~ Bernoulli(Cy,,), a probabilidade é
dada por:
P(Aij = aij | ZyZim = 1) = C, 7 (1 —Cpy)' %1, a;; € {0,1}.

Im
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Deste modo, calculando a probabilidade condicional de se observar o grafo a dada as

comunidades z:

PA=al|Z=z)= [] PAj=ajlZ=12)

1<i<j<n

= H H a,,IL{z,, IZJm—I}( Cab)(l—aij)]l{zu:l,zjm:]}

1<i<j<n l,m=1

Y aij Mz =1zjn=1}

Y (—ay) Hzi=1zjm=1}
(1= Cpp) =T

Note que o nimero de vértices na comunidade / e na comunidade m € dado por:

Nm= Y, Wzy=1lzm=1}. (2.4)

1<i<j<n
Por (2.4) e (2.3), temos:

Y (—aj) Hzg=lgjm=1}= Y Iz=1lzm=1}

1<i<j<n 1<i<j<n
= Z aij Mz =1,2jm =1}
1<i<j<n

:Nlm - Elm-

Veja que Ny, — Ej,,, representa o nimero de néo arestas entre / e m. Voltando a P(A = a |
Z=1):

Y aijl{zy=1lzjm=1}
PA=al|Z=1z)= H 1<’<’<"
I,m=1
Y (I—aij) Mz = 1,zjm =1}
'(1—C )1§i<j§n

H CElm 1—C sz Eim_
I,m=1

Assim, a distribuicao do grafo A dada as comunidades Z:

PA=a|Z=1z)= H Cym (1 — ) Nim=Eim, (2.5)
I.m=1
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Por Z,; seguir uma distribui¢do multinomial, ou seja, Z; ~ .# (1;(xy, ..., m)), é possivel

calcular a probabilidade das comunidades:

T
i=1l=1
K
_ Hﬂlﬂ-’:l W{zi=1}
=1
K
= H ﬂ:llvl s
I=1
pela defini¢do (2.2). Assim,
K
P(Z=z)=[]x". (2.6)

=1

A probabilidade de se observar o grafo a é dada pelas equacdes (2.5) e (2.6):

PA=a)=) P(A=a|Z=2)P(Z=xz)

€2
K K
= Z H ClEnlim (1 _ Clm)Nlm_Elm H n-l[v]
z2€Z | I,m=1 =1

No entanto, em aplicagdes para dados reais ndo sdo fornecidas algumas informacgdes,
como as associagdes dos grupos Z, a matriz de probabilidade C e o vetor (7, ..., 7). Portanto, o
objetivo de ajustar um modelo estocdstico de blocos a um grafo € inferir esses dois parametros

simultaneamente. Desta maneira, surgem os desafios estatisticos usuais:

1. Inferéncia: Uma vez que a probabilidade pode ser calculada, como devemos inferir os
membros do grupo e a matriz de blocos? Existem algoritmos de inferéncia eficientes e

escalaveis?

2. Devemos incorporar K como parametro do modelo e utilizar na inferéncia? Ou devemos
utilizar um SBM com diferentes K’s e encontrar o melhor K como um problema de selegio

de modelo?

E possivel determinar o valor de K através do teste de hipéteses de Lei (2016) para redes

sem pesos (bindrias). Mais detalhes desse teste serd visto na Secdo 3.3.
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2.4.3 Exemplos de redes reais

A seguir temos duas redes reais com comunidades nas quais pode ser aplicado o Modelo
Estocastico de Blocos, em que sdo fornecidas as associacdes dos vértices as comunidades e,

principalmente, a quantidade de comunidades das respectivas redes.

A primeira € uma rede social do artigo Zachary (1977) entre membros do clube de karate
de uma universidade, em que John e Mr. Hi eram sdcios e se separaram apds um desentendimento.
Por este motivo, cada um dos sécios abriu seu clube de karate e um dos estudantes decidiu

analisar se ainda existiam relacdes entre as pessoas dos dois clubes.

Deste modo, temos 34 vértices e 78 arestas, assim na Figura 6, as pessoas sdo separadas
por cores representando a participagdo, respectivamente, em um dos dois clubes de karate e as

conexdes entre os vértices representam as atividades académicas em comum.

Figura 6 — Grafo com comunidades do clube de karate

A segunda é uma rede de amizade entre membros docentes de uma universidade no
Reino Unido, do artigo Nepusz et al. (2008), que possui 81 vértices e 577 arestas. A afiliagao
escolar de cada individuo é armazenada como um atributo do vértice, para designar em qual

comunidade estd, como mostra na Figura 7:
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Figura 7 — Grafo com comunidades de docentes em uma universidade

2.4.4 Redes ponderadas

Uma rede com pesos € uma estrutura na qual as conexdes entre os vértices nao se limitam
a presenca ou auséncia de conexdo, como ocorre em uma rede bindria, mas sdo associadas a

valores numéricos (discretos ou continuos) que representam a intensidade da conexao.

Para modelar pesos discretos, podemos assumir a distribuicdao de Poisson para os pesos
entre os vértices, entdo A;; assumira valores inteiros nio negativos. Consideramos grafos aleato-
rios simples, ndo direcionados e sem lacos, entdo A € uma matriz com diagonal de elementos

zero e simétrica.

O Modelo Estocastico de Blocos para grafos ponderados estuda a existéncia de arestas

com pesos entre os vértices das comunidades e utilizamos alguns resultados da Secao 2.4.1.

Seja 6 uma matriz de pesos esperados nas arestas de vértices entre comunidades de
dimensdo K x K, em que 0y, representa o valor esperado de uma aresta com peso entre vértices

da comunidade [/ e m.

Desse modo, as atribui¢des dos vértices as comunidades serd representada pelo vetor Z,;.
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A probabilidade de um certo vértice pertencer a comunidade K serd o vetor 7. Segue que Z; tem

distribui¢ao Multinomial com parametros 1 e (7, ..., ;). Portanto, temos o modelo:

Zi~ (15 (m, ., 7)),
em que T + ...+ g = 1 e (Z;)1<i<, sdo independentes.

Condicionado a Z, as arestas (A;;)1<i< j<n 30 varidveis aleatorias independentes, como

A é um grafo ponderado, segue que:
A,'j | Z,'[ij =1~ POiSSOl’l(le).

2.4.5 Modelagem e verossimilhanca

Como temos a seguinte que A;; | Z;Zj, = 1 ~ Poisson(6y,), a probabilidade é dada por:

e_elmeaij
]P(A,'jzaij’ZﬂijZDZT'lm, aij6{0,1,2,...}.
-

Deste modo, calculando a probabilidade condicional de se observar o grafo a dada as

comunidades z:

PA=alZ=z)= [] P@Aj=ajlZ=12)

1<i<j<n

K e—GImﬂ{Zu:l,ij:l} elc;;vi,-lt{zz'z:l.,z_;mzl}

-
1<i<j<n lm=1 aij-

k o Y, Ha=1lzm=1} Y, aijl{zi=12m=1}

1<i< j<n I<i<jsn
H ¢ elm

K
H aij!

1<i<j<n I,m=1

Por (2.4) e (2.3), a distribuicao do grafo A dada as comunidades Z:

lKl 0;,,N, E
—OmiV] Im
e miVim Glm
I,m=1

PA=a|Z=z)= 2.7)

K .
H a,-j!

1<i<j<nlm=1

A probabilidade das comunidades Z; é calculada da mesma forma que em redes bindrias
em (2.6).
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CAPITULO

TESTE DE HIPOTESES PARA REDES
BINARIAS

Neste capitulo, abordaremos em detalhes o teste de hipéteses proposto por Lei (2016),
cujo objetivo € estimar o nimero de comunidades em uma rede bindria por meio do Modelo
Estocéstico de Blocos. As seguintes secdes apresentam sobre Estimador de Maxima Verossimi-
lhanca, resultados para matrizes aleatorias, o teste de hipdteses e sua versio ajustada utilizando a

técnica de bootstrap.

3.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca

No Capitulo 2.4 apresentamos o Modelo Estocéstico de Blocos dado as atribui¢cdes dos
vértices as comunidades e o nimero de comunidades. No entanto, em aplicagdes para dados
reais ndo sao fornecidas algumas informacdes, como as associagdes dos grupos Z e a matriz de

probabilidade entre os grupos C.

Assim, para determinar o nimero de comunidades K, € possivel através do teste de
hipdteses de Lei (2016) estimar este valor. Se fosse dado o valor das associagdes dos grupos
Z e a matriz de probabilidade C, encontrariamos o valor de K através do teste de hipéteses.

Entretanto, ndo temos esses valores, entdo € necessario estimar os parametros, ou seja, C e Z.

Para isto, serd calculado o estimador de méxima verossimilhancga através da distribuicao
de probabilidade da Secao 2.4.2.

A distribuicao de probabilidade do grafo A, condicionado as comunidades Z, ¢ dada

através da equacgdo (2.5):

P(A | Z,C) = HcElml— YNim=Eim
I,m=1
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Seja a funcdo de verossimilhanca:

Z(Z,C|A) = H C)m (1 — Cipy)Nom=Em (3.1)
l,m=1

Entao, verificando se este € o estimador de maxima verossimilhanga, temos:

i. Calculando o In.Z(Z,C | A):

InZ(Z,C|A) = ( I1cim- Nlm—Elm>

I,m=1

K
= Y G +1n(1 — Cppy)VimEim
l,m=1

K
= Y Ep-InCpp+ (Nim — Ei) - In(1 = Cpyp).
I,m=1

ii. Derivando .Z(Z,C | A) em relagdo a Cj,:

IL(Z,C|A) 3

K
Y. Ep-InCppy+ (Niw — Ejp) - In(1 = Cpp)

oCy, I, L=
—Ej,- L""(Elm_Nlm) . #
Cim 1-Cpy
iii. Resolvendo w =0:
dX(Z,C|A) _0
Ezm'L + (Etm — Nim) - S
Cim 1-Cpy
Eﬂ _ (Nlm _Elm)
Cim 1-Cpy

Elm - Elmclm = NlmClm - ElmClm

Logo, maximizando a log-verossimilhanca com base em Z que sdo as associacdes dos

vértices as comunidades, podemos estimar as probabilidades C,,:

. E
Cim = 22, (3.2)
Nlm
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onde o nimero de conexdes entre ndés da comunidade [/ e m, Ej,,, € obtido através da Equacao
(2.3) e é calculado usando as comunidades estimadas Z. Da mesma forma, /V;,,, é obtido usando

as comunidades estimadas Z.

Como Z sao as comunidades estimadas, /V; € o nimero estimado de vértices na comuni-

dade [/, entdo o valor estimado para C sera:

( n
Y Aijl{zi=1,2m =1}
i<
= , 1 #m,
Cim = (3.3)
n
Y Aii{zy =1,2j, =1}
i< e
| N(N—1)/2 ’ ’

Para compreender o teste de hipéteses, tornou-se necessario estudar outros tépicos que o
fundamentam, como os resultados assintéticos da distribui¢do do menor e maior autovalor que é
obtida usando avancos recentes na teoria de matrizes aleatdrias e apresentaremos nas proximas

secoes.

3.2 Resultados para matrizes aleatérias

3.2.1 Generalizacao da matriz Wigner

Seja uma matriz aleatéria A de dimensdo n x n, cujas as entradas A;; com i < j sdo
varidveis aleatdrias independentes. Assumindo a centralidade nas varidveis aleatdrias, assume-se

que essas varidveis tem média igual a zero, ou seja, E(A4;;) = 0.

Sabemos que a variancia de uma varidvel aleatoria pode ser escrita como:

Para uma constante H > 0, suponha que a seguinte condi¢do seja satisfeita:

H™' <nVar(A;j) <H, Y Var(A;j)=1. (3.4)
j

Uma matriz aleatdria que satisfaz as condi¢des do valor esperado das entradas serem
iguais a zero e a soma das variancias das entradas serem um, serd chamada de matriz generalizada

de Wigner.
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3.2.2 Distribuicao de Tracy-Widom

No estudo Tracy e Widom (2002) foi provado resultados tedéricos de que os autovalores
de matrizes aleatdrias convergem para a Distribui¢do Tracy-Widom, no qual foram utilizadas

implicitamente em Lei (2016).

Considere A,, 0 maior autovalor de uma matriz A de Wigner. Assim, a fun¢do densidade

de A, é representada pela Tracy-Widom (TW):

lim P(n*3 (A —2) < 5) = Fp(s),
onde a fun¢do de distribui¢do acumulada de TW de Fp pode ser descrita pela equagdo de Painlevé

com 3 = 1,2 e 4, correspondentes a ortogonal, unitdrio e conjunto de modelos.

A distribui¢do de Tracy-Widom, diferentemente de outras distribuicdes de probabilidade,
ndo possui formula explicita ja que sua distribui¢ao depende da solucdo da equacdo de Painlevé
(equagdes nao lineares diferenciais de segunda ordem). Essa derivagdo que tem um caricter
fortemente matematico foge do escopo deste trabalho, porém sua distribuicio pode ser obtida no

R através da fungao “dtw"no pacote “RMTstat".

O comportamento das distribuicdes de TWy, TW, e TW, sdo influenciados através dos

valores de B = 1,2 e 4 respectivamente, como na Figura 8:

==
mnmn
3 =

02 03 04

densidade

00 01

Figura 8 — Gréfico de densidade das distribui¢cdes Tracy-Widom

3.3 Teste de hipoteses

Nesta secao apresentaremos em detalhes um teste de hipdteses proposto por Lei (2016),

no qual a proposta € estimar o nimero de comunidades da rede do Modelo estocastico de blocos,
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para redes bindrias.

Para estimar o numero de comunidades, consideramos K o numero real de comunidades
em um modelo estocdstico de blocos e K para denotar um ndmero hipotético de comunidades,

assim definimos o seguinte teste de hipoteses:

HO,KO : K= K()

(3.5)
HLKO : K> Ky,

sequencialmente para cada Ky > 1 até que a hipdtese nula nao seja rejeitada. Quando a hipdtese

nula ndo é rejeitada, significa que o grafo possui o nimero de comunidades igual a K.

Considere uma matriz P de dimensdo n X n, no qual as entradas P;; representam a
probabilidade de conexdo entre os vértices i e j do grafo. Defina g; como a comunidade que
o vértice i pertence, ou seja, g; = a se, € somente se, Z;, = 1, paraa = 1,..., K. Denotaremos

como.:

Fij = Cgg; (3.6)

parai,j=1,...,n, de modo que E(A) = P —diag(P). Defina A* como:

Ar = J i£j e AL=0,Vi. (3.7)

Sabemos que no modelo estocdstico de blocos para redes bindrias cada entrada da matriz
de adjacéncia segue uma distribui¢do de Bernoulli, de modo que E(A;;) = P,j e Var(A;;) =
Pj(1—Py).

Para utilizar resultados sobre o espectro de grafos, € necessario verificar se a matriz A*
€ uma matriz generalizada de Wigner. Primeiramente verificaremos que o valor esperado das

entradas da matriz A* sdo iguais a zero:
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- ! -E(A-~)—< Bij )
Va=1P;1=F;) " \\/(n—DP;(1-Fy)
P

1
SRRy P )
1
“ Vo nm T
=0.

Agora verificaremos que o somatdrio da variancia das entradas da matriz A* serd igual a
um. Calculando a Var(A};):

_ A — P
Var(AY;) = Var YU
) (\/(n—l)Pij(l—Bj)>

= Var ( Aij )
V(n=1)P;(1-F;j)

1
= -Var(A;j)
(n—1)P;(1—PFy) Y

1
— P (1—P:
(n—1)P;(1—Py) i (1=F;)
o
Cn—1"

Assim, como A* é uma matriz simétrica, temos que Var(A¥) = 0. Logo:

! —y u 1 n-1
ZIVar(Al-j) = ZVar )+0= Z =1.
=

i#i n=1 n=l

Note que E (A} ij) =0 paratodo (i, j) e ¥, #iVar(A*) = 1. Uma distribui¢@o assintdtica
dos extremos autovalores de A* tem sido estudado na teoria de matriz aleatérias, em particular
combinando os resultados de Erdos, Yau e Yin (2012) e Lee e Yin (2014) temos:

WP Ai(A5) = 2]~ TW e n?3 [ (AL) —2] ~ TWy, (3.8)
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onde 21 (A;;) é o menor autovalor de A}; e A,(A};) é 0 maior autovalor de A;;. Denotamos TW;

como a distribui¢do de Tracy-Widom com indice 1 e “~+" para convergéncia da distribui¢do.

Note que P depende da matriz C que ndo € conhecida. Logo, ao invés de usarmos a
matriz C, usamos o estimador de C, denotado por €, dado na Equacio 3.3. Como C depende de

g que nao é conhecido, usamos a estimativa de g para estimar C, para assim, estimar P.

Utilizando os estimadores, definimos a matriz A:

A

Aii—P; C
L= Venmagy) (7
Al] = (}’l— ) lj( - lj) ) ) (3'9)
0, i=},
onde F;; = C§i§j-
Sob a hipdtese nula e quando as estimativas (¢,C) sdo precisas o suficiente, a convergén-
cia da relacdo (3.8) mostrard uma correspondéncia dos autovalores de A*, ou seja, o erro das

estimativas serd proximo de zero.

Para obter o maior intervalo na estatistica do teste, Lei (2016) utiliza a corre¢do de
Bonferroni que ¢ o mdximo em modulo entre 0 menor € maior autovalor das estimativas na

matriz A:

01(A) = max(—A;(A),A,(A)). (3.10)

Utilizando os resultados dos maiores autovalores de matrizes aleatdrias visto na Se¢ao

3.2.2, temos que a estatistica do teste é dada por:

Tk, = n*>[o1(A) —2]. (3.11)

Logo, quando combinamos as duas equacdes (3.11) e (3.10), resultam que a estatistica

do teste sera:

Tk, = max[n®/3(— A1 (A) = 2),n*3 (Aa(A) —2)]. (3.12)

O nivel de rejei¢ao o para o problema do teste na equagao (3.5) sera:

Rejeita-se Hy g, se T, g, > lo/2s (3.13)
onde #, /, € 0 quantil superior a/2 da distribuigdo TW; para o € (0,1).

Para o problema do teste, temos o teste sequencial para estimar o valor de K:

K =inf{Ko>1:T,k, <tqp},
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onde Ty, x, <ty /o seria a regido critica. E realizado o teste para Ko = 1,2,..., até Hy nio seja

rejeitada.

Para verificar a consisténcia do estimador K, utilizamos dois resultados de Lei (2016)
que consideram que se o estimador 7 das comunidades é consistente, ou seja, para uma rede A
com comunidades dada por z temos que IP’(Z = z) converge para 1 quando o nimero de vértices
da rede cresce (n — o). Neste caso em que Z é consistente, Lei (2016) provou que a distribuicio

assintética convergird a uma Tracy-Widom:

n?3 M (A1) =2~ TWy e n?3[A(Ai}) —2) ~ TW). (3.14)

Ainda, se Z ¢ consistente, entdo Lei (2016) prova em seu artigo o Teorema 3.4, que o

estimador K é consistente, ou seja,

n—soo

P(K =K)=1.

Portanto, utilizar um estimador Z consistente resulta que K se aproxime do K verdadeiro,

quando o nimero de vértices aumenta.

3.4 Teste de hipoteses com bootstrap

A construgdo do teste de hipdteses com bootstrap € feita seguindo os mesmos passos
que foram descritos na Se¢do 3.3, entretanto a proposta de Lei (2016) € realizar um ajuste na
estimativa do teste, utilizando a média e a variancia dos extremos autovalores da matriz aleatéria.
Essa correcao de Bootstrap € feita para garantir que, sob a hipétese nula, a distribuicao da
estatistica do teste se aproxime da distribuicao Tracy-Widom mesmo para redes com poucos

vértices.

Dada a matriz de adjacéncia A com n vértices, sob a hipétese nula de que K = K, a

estatistica teste com a correc@o do bootstrap é apresentado nas seguintes etapas:

1. Estimar as associagdes dos vértices com as comunidades estimadas, que corresponde a

estimar C e P que corresponde as estimativas da equacdo (3.2).
2. Calcular A da equacgdo (3.9) , como também o menor e maior autovalor de A.
3. Seja (uq, §%) e (U, §2) a média e a varidncia respectivamente de A, (A) e, (A)

4. A correcdo através do bootstrap na estatistica do teste sera:

00 M(A) (A
Tn(l;(g g = HTW+STWmaX (_%7 %) ) (315)
’ 1 n

onde urw e sTw sdo a média e a desvio padrao da distribui¢do Tracy-Widom.
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As simulacdes realizadas por Lei (2016), apresentam a densidade dos extremos autovalo-
res de A calculado com base em 1000 realizagdes independentes utilizando a correcdo bootstrap.
O modelo estocdstico de blocos no qual queriam simular consistia em duas comunidades, na
qual a probabilidade de conexao entre vértices da mesma comunidade € 0.7 (C;; = Cy =0.7) e

a probabilidade de conexao entre vértices de comunidades distintas € 0.3 (C12 = Co; = 0.3).

Foram realizadas trés simulacdes representadas na Figura 9, as duas primeiras simula¢des
com a densidade dos extremos autovalores de A sem a correc¢ao bootstrap para n = 200 e 1600 e
uma simulagdo com a densidade dos extremos autovalores de A usando a corre¢do com bootstrap

para n = 200:

null density, n = 200 null density, n = 1600 null density with bootstrap, n = 200

- -l

0.30
|
0.30
1

. —am by

a — limit] - * — limit}

0.20
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0.10
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0.10
|

0.00
)

7
0.00
]

L

Figura 9 — As distribuicdes empiricas dos extremos autovalores de A em 1000 repeticdes.
Fonte: LEI (2016, p. 411)

Note que comparando as duas simulagdes sem a correcdo bootstrap, conforme o nimero
de vértices na rede aumenta, hd uma aproximacdo na densidade dos extremos autovalores
para distribuicdo Tracy-Widom. Entretanto, comparando a utilizacdo da corre¢do para n = 200,
identificamos que este ajuste nos extremos autovalores das realizacdes da matriz aleatoria
aproximou-se da distribui¢do Tracy-Widom mesmo com um valor de n relativamente pequeno

quando comparado a n = 1600.

E interessante analisar que a simulagéio com a corre¢io bootstrap para n = 200 obteve
valores mais proximos da Tracy-Widom quando comparado sem a corre¢do bootstrap para
n = 1600, ou ainda, a distribui¢do empirica dos extremos autovalores convergem para 7'Wj. Con-
sequentemente a corre¢do com bootstrap é favordvel para a questdo computacional, utilizando-se

uma menor quantidade de vértices para estimar os parametros € com um resultado mais adequado.
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CAPITULO

TESTE DE HIPOTESES PARA REDES
PONDERADAS

Nesta secdo apresentaremos em detalhes uma adaptacdo do teste de hipéteses de Lei
(2016), no qual a proposta serd a estimar o nimero de comunidades da rede ponderada através

do Modelo estocastico de blocos.

4.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca

Se fosse dado o valor das associacdes dos grupos Z e a matriz de probabilidade 0,
encontrariamos o valor de K através do teste de hipoteses. Entretanto, ndo temos esses valores,

entdo é necessdrio estimar os parametros, ou seja, 0 e Z.

Para isto, serd calculado o estimador de méxima verossimilhanca através da distribuicao
de probabilidade da Equacdo (2.4.4).

A distribuicao de probabilidade do grafo A, condicionada as comunidades Z, ¢ dada

através da equacgao (4.1):

—= O Nim g Eim
€ " elm
=1

[1 IEI%".

1<i<j<nl,m=1

P(A |Z,0) ="

Podemos entdo escrever a fungdo de verossimilhanga da seguinte forma:

IKI 6;,,N, E,
—OmiV] Im
e miVim elm
I[,m=1

Z(Z,0|A) = (4.1)

X .
H a,-j!

1<i<j<nlm=1
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Para obter o estimador de maxima verossimilhanga fazemos:

i. Calculando o In.Z(Z,6 | A):

K
H e~ ellem eﬁflm
I[,m=1

In%(Z,0 |A)=1In

K
H aij!
1<i<j<nl,m=1
K
= Z Ine OmNm 41 9154’" — Z Ina;;!
Im=1 1<i<j<n
— 5 Elm
= Y (—60mNm+m6,"— Y Ina;!
Im=1 1<i<j<n
K
= Y (—O0mNm+Emn6,— Y Ing;jl|.
I,m=1 1<i<j<n
ii. Derivando .Z(Z,6 | A) em relagdo a 6y,
0L (Z,0|A) 0 K
= — 61, Ny + Epy In 6y, — Ing;;!
96im 9O z,nél ; o 1<i;j<n !
Elm
=—N;, +—.
" elm
Z A
iii. Resolvendo M =0:
26,
02L(Z,0 |A) 0
20, B
Elm
—Np+—=0
" elm
Elm
—Zm _ N
elm Im
E
— = 91m~
Nlm

Logo, maximizando a log-verossimilhan¢a com base em Z, podemos estimar as probabi-
lidades 6;,,,:

A Elm
0, = I 4.2
Im Nlm ( )

onde a soma dos pesos entre nés da comunidade / e m, E},,, é obtido através da Equacao (2.3)
e é calculado usando as comunidades estimadas 2. Da mesma forma, N, é obtido usando as

comunidades estimadas Z.
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Como o Z as comunidades estimadas, N; é o nimero de vértices estimado na comunidade

[, entdo o valor estimado para 0y, sera:

n
Y Ail{zi=12m=1}
i<
— , L#m,
R Nle ?é
0, = 4.3)
n
Y Aijl{zi=1,2m=1}
i< -
\ Ni(N;—1)/2 ’ ’

4.2 Teste de hipoteses para redes ponderadas

Para estimar o nimero de comunidades através do teste de hipéteses para redes pondera-
das, as hipdteses do teste s@o iguais ao teste de hipdteses para redes bindrias como apresentada

na Equacdo 3.5.

Considere uma matriz Q de dimensio n X n, no qual as entradas Q;; representam 0 peso
médio de conexao entre os vértices i e j. Defina g; como a comunidade que o vértice i pertence,

ou seja, g; = a se, e somente se, Zj, = 1, paraa = 1,...,K. Denotaremos como:

Qij = eg,'gj; (44)

parai,j=1,...,n, de modo que E(A) = Q — diag(Q). Defina A* como:

e Aij—0ij

Ar. :
Y/ (n=1)0;;

i#j e A;=0,Vi (4.5)

Como cada varidvel aleatoria da matriz de adjacéncia A;;, segue uma distribuigdo de
Poisson, entdo E(A;j) = Var(A;j) = Qij.
Para utilizar resultados sobre o espectro de grafos, € necessario verificar se a matriz A*

€ uma matriz generalizada de Wigner. Primeiramente verificaremos que o valor esperado das

entradas da matriz A* sdo iguais a zero:
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z Aij—Qij
EA=FE | 2=V
i) (n_l)Qij>

Ajj Qij

Vi—10;  /(n— 1)Qij>

_r L) ) <L)
vV (n—=1)0;; (n—1)Q;;

U - (Q_)

vV (n—=1)0;; (n—1)Q;;

1

= m'(E(Aij)—Qij)
1

= (n_—l)Qij'(Qij—Qij)

=0.

Agora verificaremos que o somatdrio da variancia das entradas da matriz A* serd igual a

um. Calculando a Var(fi;‘j):

= (n_ )Qij-Var(A,-])
N (n—l)Qij.Qij

B 1

T n—1

Assim, como A* é uma matriz simétrica, temos que Var(A;-ki) = 0. Logo:

n 5 n B n 1 -1
Y Var(&;) = Y Var(Af)+0=) — =" —1.
=1 i#i an—ton=l

Portanto, E(A};) = 0 para todo (i, /) e ¥4 Var(A};) = 1. Utilizando novamente os

resultados para matrizes aleatdrias generalizada de Wigner, temos que:

WP Ai(A5) = 2]~ TW; e n?3 [ (AL) — 2] ~ TWy, (4.6)
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onde 21 (A;;) é o menor autovalor de A}; e A,(A};) é 0 maior autovalor de A;;. Denotamos TW;

como a distribui¢do de Tracy-Widom com indice 1 e “~+" para convergéncia da distribui¢do.

Note que Q depende da matriz 6 que nao € conhecida. Logo, ao invés de usarmos a
matriz 6, usamos o estimador de 6 mostrada na Equacdo 4.3. Como 6 depende de g que ndo é

conhecido, usamos o estimador de g, com base no estimador Z, para entao estimar Q.

Definimos a matriz A:

) O o,
A,‘j = V (n—1)Q;; 4.7)
0, i=/,

onde Ql'j = Ug;g;-

Sob a hipétese nula e quando as estimativas (g, 6) sdo precisas o suficiente, a convergén-
cia da relacdo (4.6) mostrard uma correspondéncia dos autovalores de A*, ou seja, o erro das

estimativas serd proximo de zero.

A estatistica do teste € obtida da mesma maneira que descrito na Se¢do 3.3 na Equacdo
(3.11).

Como no trabalho de Lei (2016) nao foi abordado o teste de hipdteses para redes com
pesos, nio h4 resultados tedricos para o estimador K. O foco desta dissertacdo é explorar via
estudos de simulacdo a eficiéncia do estimador K para estimar o nimero de comunidades em

redes com pesos discretos, descritos pela distribui¢cao de Poisson.
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CAPITULO

SIMULACOES

Para compreensao e validacao dos testes de hipoteses realizamos estudos de simulagdo.
Este capitulo estd separado em trés secOes: as simulagdes das convergéncias dos extremos
autovalores para a distribuicdo Tracy-Widom, as simula¢des para mensurar a eficiéncia na
detec¢do do nimero de comunidades através dos testes de hipéteses para redes com pesos
discretos e a comparagdo deste com outros métodos utilizados na estimag¢do no nimero de

comunidades.

5.1 Convergéncia para a Tracy-Widom

O teste de hipéteses para redes ponderadas abordada na Secdo 4.2, utiliza resultados
assintéticos da distribuicdo do menor e maior autovalor na teoria de matrizes aleatdrias no qual
convergem para a distribui¢do Tracy-Widom. Este resultado mostra que conforme o nimero de
vértices no grafo aumenta, a frequéncia dos extremos autovalores se aproximam da distribui¢dao

TW; como na Equacio (4.6).

Inicialmente construimos através do R a matriz de adjacéncia simétrica A com entradas
aleatodrias utilizando a distribui¢@o Poisson (“rpois”) com valor esperado 0.5 ¢ K = 1. A ideia é

simular 1000 vezes essa matriz, para analisar a frequéncia dos menores e maiores autovalores.

Assim, para analisar os extremos autovalores para os diferentes tamanhos de rede, foram
simulados para grafos com vértices iguais a n = 100,300 e 1000 como seguem nas Figuras 10 e
11.
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Densidade
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Figura 10 — Convergéncia dos menores autovalores
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Na Figura 10 observamos que a frequéncia dos resultados dos menores autovalores das

1000 matrizes aleatdrias geradas através da simulacdo, se aproximaram da distribuicao 7Wy,

conforme aumentamos o nimero de vértices no grafo.

Densidade

000 005 040 015 020 025 030 035

tncomn =100

Densidade

Figura 11 — Convergéncia dos maiores autovalores
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Da mesma forma, na Figura 11 observamos que a frequéncia dos resultados dos maiores

autovalores das 1000 matrizes aleatérias geradas através da simulagdo, se aproximaram da

distribuicdo TWj, conforme aumentamos o nimero de vértices no grafo.

Assim, através das simulagdes, hd evidéncias que conforme o nimero de vértices em

uma rede aumenta, a distribui¢cao empirica do menor e maior autovalor de matrizes aleatdrias

convergem para a distribui¢dao 7W;, como mostrava na Secdo 4.2.
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5.2 Estimacao do nimero de comunidades via Teste de

hipoteses

A ideia € estimar o nimero de comunidades utilizando os métodos do teste de hipotese
de Lei (2016) através do Modelo estocdstico de blocos. Para isso, adaptamos o c6digo disponibi-
lizado por Lei (2016), geramos uma matriz de adjacéncia simétrica com a diagonal de elementos

0 e com entradas seguindo a distribui¢io Poisson.

Realizamos a estimagdo das afiliacdes dos vértices as comunidades através do método
“Spectral Clustering” proposto em Lei e Rinaldo (2015), no qual utiliza propriedades dos autovalo-
res e autovetores da matriz de adjacéncia aplicando “k-means” para encontrar uma representacao

de dimensionalidade reduzida dos dados que facilita a separacdo das comunidades Z;,.

Para as simulacdes, é necessario escolher o nimero de comunidades que esperamos em
uma rede e verificar a eficiéncia do método dos testes de hipdteses em relacio a estimacao das
comunidades. Ainda, em redes aleatdrias € comum estudar casos das atribui¢des dos vértices

as comunidades seguindo uma distribui¢do de probabilidade & = (7, ..., Tk ), entdo quando a

!

probabilidade de um vértice pertencer as comunidades da rede € % temos o caso balanceado e

caso contrario, temos o caso desbalanceado.
Neste capitulo, utilizamos redes simuladas com K = 3 e consideramos o caso balan-
ceado com 7T = (%,%,%), o caso desbalanceado com © = (0.4,0.3,0.3) e o caso com maior

desbalanceamento com 7 = (0.5,0.3,0.2).

A taxa de acertos do método baseado em teste de hipdteses para estimar o nimero
de comunidades em relacdo a quantidade de vértices, foi calculado através da média de 100
simulacdes para cada n. Assim, para analisar este comportamento utilizamos os trés casos de

rede em relacdo ao balanceamento ou desbalanceamento como mostrado na Figura 12.

O numero verdadeiro de comunidades simuladas foram K = 3 para as Figuras 12a,
12b e 12c, assim os graficos da esquerda mostram a relacdo da taxa de acerto do nimero de
comunidades dos testes de hipéteses conforme o aumento no nimero de vértices da rede, os
graficos no centro mostram a média e desvio padrao na estima¢ao do nimero de comunidades
no teste de hipétese sem bootstrap e os graficos da direita mostram a média e desvio padrdo na

estimacdo do nimero de comunidades no teste de hipdtese com bootstrap.

Em redes, a assortatividade é uma métrica utilizada para compreender a tendéncia de
vértices se conectarem a outros semelhantes. Para o caso de redes ponderadas com comunidades,
€ esperado um peso maior nas arestas de vértices da mesma comunidade do que vértices entre
comunidades, ou ainda, hd mais assortatividade em vértices da mesma comunidade do que
entre comunidades. Seguindo essa ideia, para as simulacdes na Figura 12 que exploram os
pesos das arestas dos vértices em relagdo as comunidades, consideramos a distribuicao Poisson

com parametro a = 4 como o peso esperado das arestas de vértices da mesma comunidade e a



50

Capitulo 5. Simulagées

distribuicdo Poisson com parametro » = 3 como o peso esperado das arestas de vértices entre

comunidades.
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Figura 12 — Simulacdes dos Testes de Hipéteses sem bootstrap e com bootstrap, variando o nimero n de
vértices do grafo, com o peso esperado das arestas dos vértices dentro e entre comunidades

a=4 e b=3.

No caso 12a, para redes balanceadas o teste de hipéteses com bootstrap apresentou maior
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taxa de acertos na estima¢do de comunidades em relac@o ao teste de hipdteses sem bootstrap.
Comparando a média e o desvio padrdo, o teste com bootstrap apresentou maior variabilidade na

estimacao de K, entretanto obteve a taxa de acertos maior.

No caso da Figura 12b, para redes desbalanceadas os dois testes de hipdteses apresenta-
ram taxas de acertos semelhantes na estimacdo de comunidades. Comparando a média e o desvio

padrdo, os dois testes apresentam valores semelhantes.

No caso da Figura 12c, para redes mais desbalanceadas o teste de hipoteses com bootstrap
apresentou maior taxa de acertos na estima¢do de comunidades em relacdo ao teste de hipdteses
sem bootstrap. Comparando a média e o desvio padrdo, os dois testes apresentam valores

semelhantes.

Comparando os trés casos das Figuras 12a, 12b e 12c, € possivel notar que conforme
a rede tem desbalanceamento, maior deve ser o intervalo de n para que a taxa de acerto seja
proxima de 1. Além disso, conforme o nimero de n aumenta € esperado que a taxa de acerto
aumente também, entretanto, aproximadamente na mediana dos intervalos de n, houve uma
queda na taxa de acertos que € justificada através da média e variabilidade das simulagdes

realizadas para cada n.

Vimos os trés casos de redes balanceadas e desbalanceadas na Figura 12 em relagdo
ao numero de vértices na rede e a taxa de acerto na estimagdo no nimero de comunidades
pelos testes de hipdteses, quando os pesos esperados entre os vértices eram fixos (a =4 e
b = 3). Entretanto, em redes reais o comportamento desses pesos médios ndo € regular, podendo
existir uma diferenca muito pequena entre a € b que influenciaria na estimagao no nimero de
comunidades, entdo investigamos qual deve ser a diferen¢a minima para um maior acerto através

do teste.

Para as simula¢des apresentadas nas Figuras 13, 14 e 15, fixamos os valores de n = 500,
o valor real de comunidades para as simulacdes com K = 3 e variamos a diferenca entre o
peso esperado de vértices dentro e entre comunidades para verificar se os métodos detectariam

corretamente o nimero de comunidades, simulando 100 vezes para cada diferenca.

O parametro da distribui¢do Poisson, que representa o peso médio das arestas, poderia
influenciar na detec¢cao do nimero de comunidades, entdo para cada tipo de rede balanceada
e desbalanceada mostrados na Figura 12, utilizamos dois casos: a distribuicdo Poisson com

parametros a € (3,4) e b = 3 e a distribui¢ao Poisson com pardmetros a € (5,6) e b =5.

Para as trés Figuras 13, 14 e 15, os gréficos da esquerda mostram a relagio da taxa de
acerto dos testes de hipdteses conforme o aumento da diferenga entre o valor esperado nos pesos
das arestas dos vértices, os dois graficos restantes mostram a média e desvio padrao na estimagao
do nimero de comunidades conforme a diferenca entre o valor esperado nos pesos das arestas

dos vértices no teste de hipétese sem e com bootstrap.

Na Figura 13 temos uma rede balanceada, na Figura 13a usamos distribui¢do Poisson



52 Capitulo 5. Simulagées

coma € (3.25,3.45) e b = 3. Na Figura 13b usamos distribui¢io Poisson com a € (5.35,5.57)
eb=>35.
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Figura 13 — Simulagdes dos Testes de Hipdteses sem bootstrap e com bootstrap, variando a diferenca
entre o peso esperado das arestas dos vértices na rede balanceada e com o nimero de vértices
fixo n = 500.

No caso da Figura 13a, para redes com menor peso esperado entre os vértices, os dois
testes de hipdteses apresentaram taxas de acertos semelhantes na estimacdo de comunidades.

Comparando a média e o desvio padrio, os dois testes apresentam valores semelhantes.

No caso da Figura 13b, para redes com maior peso esperado entre os vértices, o teste
de hipéteses com bootstrap apresentou maior taxa de acertos na estimacdo de comunidades
em relagdo ao teste de hipdteses sem bootstrap, principalmente quando |a — b| = (0.35,0.45).

Comparando a média e o desvio padrio, os dois testes apresentam valores semelhantes.

Comparando as duas Figuras 13a e 13b, é possivel notar que conforme a rede tem um
maior peso esperado das arestas entre os vértices a diferenca entre a e b também deve ser maior,
para que os testes de hipdteses estimem corretamente o nimero de comunidades. Além disso,

conforme a diferenca entre os pesos esperados aumenta € provavel que a taxa de acerto aumente
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também, entretanto, aproximadamente na mediana dos intervalos de |a — b|, houve uma pequena

queda na taxa de acertos que € justificada através da média e variabilidade das simulacdes.

Na Figura 14 temos uma rede desbalanceada com © = (0.4,0.3,0.3), na Figura 14a
usamos distribui¢do Poisson com a € (3.25,3.48) e b = 3. Na Figura 14b usamos distribui¢ao
Poisson com a € (5.3,5.64) e b =5.
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Figura 14 — Simulacdes dos Testes de Hipdteses sem bootstrap e com bootstrap, variando a diferenca
entre o peso esperado das arestas dos vértices na rede desbalanceada e com o nimero de
vértices fixo n = 500.

No caso da Figura 14a, para redes com menor peso esperado entre os vértices, o teste
de hipéteses com bootstrap apresentou maior taxa de acertos na estimacdo de comunidades
em relagdo ao teste de hipdteses sem bootstrap, principalmente quando |a — b| = (0.25,0.37).

Comparando a média e o desvio padrdo, os dois testes apresentam valores semelhantes.

No caso da Figura 14b, para redes com maior peso esperado entre os vértices, os dois
testes de hipdteses apresentaram taxas de acertos semelhantes na estimacao de comunidades.

Comparando a média e o desvio padrio, os dois testes apresentam valores semelhantes.

Comparando as duas Figuras 14a e 14b, é possivel notar que conforme a rede tem um
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maior peso esperado das arestas entre os vértices a diferenca entre a e b também deve ser maior,
para que os testes de hipdteses estimem corretamente o nimero de comunidades. Além disso,
conforme a diferenga entre os pesos esperados aumenta € provavel que a taxa de acerto aumente
também, entretanto, aproximadamente na mediana dos intervalos de |a — b|, houve uma queda

na taxa de acertos, sendo justificada através da média e variabilidade das simulagdes.

Na Figura 15 temos uma rede desbalanceada com © = (0.5,0.3,0.2), na Figura 15a
usamos distribui¢do Poisson com a € (3.25,3.68) e b = 3. Na Figura 14b usamos distribui¢ao
Poisson com a € (5.32,5.87) e b = 5.

No caso da Figura 15a, para redes com menor peso esperado entre os vértices, os dois
testes de hipdteses apresentaram taxas de acertos semelhantes na estimacdo de comunidades.

Comparando a média e o desvio padrao, os dois testes apresentam valores semelhantes.

No caso da Figura 15b, para redes com maior peso esperado entre os vértices, o teste
de hipéteses com bootstrap apresentou maior taxa de acertos na estimacdo de comunidades
em relacdo ao teste de hipdteses sem bootstrap, principalmente quando |a — b| = (0.35,0.45).

Comparando a média e o desvio padrao, os dois testes apresentam valores semelhantes.

Comparando as duas Figuras 15a e 15b, é possivel notar que conforme a rede tem um
maior peso esperado das arestas entre os vértices a diferenca entre a e b também deve ser maior,
para que os testes de hipdteses estimem corretamente o nimero de comunidades. Além disso,
conforme a diferenca entre os pesos esperados aumenta € provavel que a taxa de acerto aumente
também, entretanto, aproximadamente na mediana dos intervalos de |a — b|, houve uma grande

queda na taxa de acertos que € justificada através da média e variabilidade das simulag¢des.
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Figura 15 — Simulagdes dos Testes de Hipdteses sem bootstrap e com bootstrap, variando a diferenca
entre o peso esperado das arestas dos vértices na rede desbalanceada e com o nimero de
vértices fixo n = 500.

As Figuras 13, 14 e 15 evidenciam tanto pequenas quanto grandes variacdes na taxa de
acerto do nimero estimado de comunidades em torno da mediana, sendo que diversos fatores
podem influenciar esses resultados. Uma possivel explicacdo para essas oscilacdes seria o fato
de as estimativas das atribuicdes dos vértices as comunidades Z ndo estarem suficientemente
préximas das atribui¢des reais Z. Dessa forma, para intervalos pequenos de |a — b| as estimativas
de K apresentam um comportamento aleatdrio, podendo ou nio se aproximar do valor real que

fundamenta a taxa de acerto no intervalo anterior a mediana.

No geral, o teste se mostrou eficiente na estimacao no nimero de comunidades em redes
com pesos discretos, quando temos o nimero de vértices sendo maior que pesos médios de

arestas entre vértices de comunidades sendoa =4 e b = 3.
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5.3 Comparando métodos

Nesta secdo, realizaremos a comparacdo de métodos de estimacdo no nimero de comu-
nidades com os testes de hipdteses apresentados na Secdo 4. Selecionamos os métodos mais
utilizados na literatura de acordo com Hajibabaei, Seydi e Koochari (2023), He et al. (2021),
Palowitch, Bhamidi e Nobel (2017), que sdo: Fast greedy, Louvain e Walktrap.

Comparamos os modelos através dos tipos de redes em relacao ao seu balanceamento e
desbalanceamento como mostrado na Figura 16. Para isto, fixamos a = 4 e b = 3, analisamos
conforme aumentamos o nimero de vértices da rede como seria a taxa de acertos para a estimagao

do nimero de comunidades através dos métodos e simulamos 100 vezes para cada n.
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Figura 16 — Comparagdo dos métodos para estimar o nimero de comunidades, variando o nimero de
vértices do grafo, com o peso esperado das arestas dos vértices dentro e entre comunidades
a=4 e b=3.

Para as Figuras 16a e 16b, temos os casos balanceado e desbalanceado em que todos os
métodos Fast greedy, Louvain e Walktrap estimaram melhor o nimero de comunidades ao longo

do aumento no tamanho da rede quando comparamos aos métodos do teste de hipdteses.

Para a Figura 16c, caso mais desbalanceado, o método Louvain estimou melhor o niimero
de comunidades ao longo do aumento no tamanho da rede quando comparamos aos métodos
do teste de hipoteses. O método Walktrap estimou bem o nimero de comunidades quando
n € (30, 180), mas apds isso, teve uma oscilagdo na taxa de acertos enquanto os métodos Louvain

e testes de hipoteses tinham uma taxa de acerto igual a 100%.

Ainda sobre a Figura 16c¢, inicialmente o Fast greedy mostrou a melhor estimagdo
no numero de comunidades em relagdo a todos os métodos quando temos uma rede pequena
n € (30, 100) e apés esse aumento no nimero de vértices, este método se torna o menos adequado

para realizar a estimacdo.

A Figura 16 mostra que para uma rede pequena em torno de n = (20,40), os métodos
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possuem uma taxa de acerto significativamente alta de 20% a 50% quando comparamos aos
testes de hipoteses com uma taxa de 0 a 10%. Entdo para uma rede deste tamanho, seria adequado

os métodos Fast greedy, Louvain e Walktrap.

Quanto a Figura 16c, o Louvain se mostrou melhor em todo valor de n quando compara-
mos aos testes de hipdteses, mas as estimativas do Walktrap e principalmente do Fast greedy,

sao métodos melhores em somente alguns intervalos de n.

Como visto na se¢do 5.2, o peso do parametro da distibuicdo Poisson poderia influenciar
na detec¢do do nimero de comunidades, entdo escolhemos o caso da distribui¢do Poisson com

parametros a € (3,4) e b = 3 representadas na Figura 17.

As simulagdes da Figura 17 foram para redes com n = 500, em que uma diferenca
muito pequena entre a € b pode influenciar na estimacdo no nimero de comunidades, entao

investigamos qual deve ser a diferenga minima para um maior acerto através do teste.
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Figura 17 — Comparacio dos métodos para estimar o nimero de comunidades variando a diferenca entre
o peso esperado das arestas dos vértices, com o niimero de vértices fixo n = 500.

No caso balanceado na Figura 17a, os métodos Fast greedy e Walktrap estimaram
melhor o nimero de comunidades ao longo da diferenca dos pesos médios de arestas entre
vértices quando comparamos aos métodos do teste de hipoteses e Louvain. Ainda, os testes de
hipéteses estimaram melhor o nimero de comunidades que o método Louvain no intervalo de
la—b| € (0.25,0.45).

No caso desbalanceado na Figura 17b, os métodos Fast greedy e Walktrap estimaram
melhor o nimero de comunidades ao longo da diferenca dos pesos médios de arestas entre vértices
quando comparamos aos métodos do teste de hip6teses e Louvain, entretanto o Fast greedy teve
uma oscilagdo na taxa de acertos apds |a — b| = 0.45. Ainda, os testes de hipéteses estimaram

melhor o nimero de comunidades que o método Louvain no intervalo de |a — b| € (0.25,0.45).

No caso mais desbalanceado na Figura 17¢ tivemos melhores métodos locais dependendo
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do intervalo |a — b|, assim nao houve um melhor método na estimacao do nimero de comunidades
em todo o intervalo proposto. Podemos separar em intervalos e indicar qual seria 0 método mais

adequado para cada caso:

* No intervalo |a — b| € (0.25,0.45), o método mais adequado € o Fast greedy;
* No intervalo |a — b| € (0.45,0.6), o0 método mais adequado é o Louvain;

* No intervalo |a — b| € (0.6,0.7), os métodos que mostraram uma maior taxa de acerto sdo

Louvain e os testes de hipoteses;

Na Figura 17c o método Walktrap teve um comportamento similar aos testes de hipoteses,
entretanto quando aumentamos a diferencga entre a e b ainda teve uma oscilagao na taxa de acertos
apos |a — b| = 0.6, enquanto os testes de hipéteses e Louvain estimavam corretamente a partir

deste intervalo.

A Figura 17 mostra que para uma diferenca pequena dos pesos esperados em torno de
la—b| € (0.25,0.3), os métodos possuem uma taxa de acerto significativamente alta de 20% a
80% quando comparamos aos testes de hipoteses com uma taxa de 0 a 40%. Entao para redes
com uma pequena diferencga entre os pesos esperados, seria adequado os métodos Fast greedy
e Walktrap. Entretanto, para uma diferenga dos pesos esperados acima de 0.4, em geral, seria

adequado os métodos Louvain e os testes de hipoteses.

Para as simulacdes representadas na Figura 17, os testes de hipéteses tem uma taxa de
acertos muito maior ao longo do intervalo |a — b| quando comparado ao método Louvain. Ambos
realizam as estimativas corretamente apés |a — b| = 0.4, entretanto antes disso, o Louvain tem

uma taxa de acerto em torno de 0.

Principalmente para os casos mais desbalanceados como nas Figuras 16c e 17¢c, o método
Fast greedy parece ser o menos adequado, devido a grande queda na taxa de acertos no nimero
de comunidades conforme aumentamos o nimero de vértices ou a diferenca entre os pesos

médios.

Esta pesquisa mostrou os testes de hipdteses para redes com pesos discretos utilizando
a distribuicao Poisson, sobre os casos mais recomendados para utilizacdo deste método na
estimacdo do nimero de comunidades. Assim, € natural pensarmos aplicacdes em dados reais

para compreender o desempenho do teste de hipdteses na estimagdao do nimero de comunidades.
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Para aplicacdo em dados reais dos testes de hipéteses, utilizamos a drea de transito rapida
da baia (BART) que € um sistema publico de transporte ferrovidrio que conectam diversas regioes
da Baia de Sdo Francisco, na California. Este sistema conecta a Peninsula de Sao Francisco
a cidades como Berkeley, Oakland, Fremont, Walnut Creek, Dublin/Pleasanton, entre outras

cidades do litoral leste da baia.

A coleta dos dados foi impulsionada pela pandemia COVID-19, que resultou em uma
flexibilizacao das restricdes de quarentena/lockdown nas dreas litoraneas, apesar do aumento nos
casos de COVID-19, gerou mudancas significativas nos padrdes de mobilidade urbana. Essas
alteracOes afetaram os hdbitos de viagem das pessoas e o uso do transporte publico nas diversas

regides da Bafa de Sao Francisco.

Os dados foram fundamentais para entender as variagdes no comportamento de desloca-
mento e como diferentes dreas da baia responderam as mudancas nas restri¢des sanitdrias. Ao
identificar essas diferengas, € possivel avaliar o impacto da pandemia no transporte publico e for-
necer informagdes valiosas para o planejamento de politicas publicas mais eficazes, que atendam
as necessidades de mobilidade da populagdo em cendrios futuros de situagdes de emergéncia. Os
dados sdo abertos e estdo disponiveis BART - Bay Area Rapid Transit (2024).

Neste estudo, utilizamos 50 estagdes de trens que conectam diversas regides da Bafa de
Sao Francisco, totalizando 2.450 trajetos entre elas. Para as conexdes, atribuimos um peso de
acordo com a quantidade de repeti¢des do trajeto entre as estagdes, ou seja, a quantidade de trens
que passaram entre as estacdes, com o objetivo de aplicar os testes de hipoteses apresentados na

Secao 4.

Na Tabela 1 foi realizada uma anélise dos anos de 2020 a 2023, com o objetivo de avaliar
a distribui¢do das estacdes, considerando os agrupamentos existentes e as mudancas ocorridas
ao longo desse periodo. Apesar de ndo ter ocorrido um aumento no nimero de esta¢cdes nem no

total de trajetos disponiveis ao longo dos anos, observou-se um crescimento na quantidade de
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trajetos e no peso médio, a medida que a rotina foi gradualmente retornando a normalidade apds
a pandemia de COVID-19. Em 2023, os dados coletados correspondem ao primeiro trimestre do

ano, o que resulta em uma quantidade reduzida de trajetos.

Tabela 1 — Andlise de Esta¢des, Trajetos e Pesos Médios (2020-2023).

n° estacoes | n° trajetos | quantidade de trajetos | peso médio por trajeto
2020 50 2450 5.811.863 2.372,19
2021 50 2450 6.598.064 2.693,09
2022 50 2450 8.245.370 3.365,46
2023 50 2450 2.815.982 1.149,38

Na Secdo 4.2, temos a suposi¢do de que o peso das arestas segue uma distribuicdo
Poisson e apresentamos que a variancia da matriz de adjacéncia desempenha um papel funda-
mental quando construimos a matriz generalizada, que € utilizada na estimac@o do nimero de

comunidades por meio dos testes de hipdteses.

No entanto, nesta aplicacdo, o peso dos trajetos apresentaram uma variabilidade conside-
ravelmente alta. Uma das opg¢des para reduzir a dispers@o devido a variagdo elevada € aplicar a
transformacao logaritmica. Para aplicé-la, utilizamos as entradas da matriz de adjacéncia com a

seguinte regra:

Aﬁ;g =log(A;;j +1).

Na Figura 18, para cada ano realizamos um comparativo dos histogramas de frequéncia em

relagc@o aos pesos das arestas, sem e com transformacdo, para mostrar a redu¢do da variagao.

1500
1500

L] a m (]
T g T g 4
& - & -
3 3
o o
o o
w o w o
o - [=
[I's} w
o - o - mEm _‘
T T T T 1 T T T T T T 1
0e+00 1e+05 2e+03 3Je+05  de+0d 0 2 4 6 8 10 12

pesos de cada aresta pesos de cada aresta

(a) 2020 (b) 2020 - transformado



61

o
[=
w
o9
§ 27
3
o
o
w o
2 4
w
o 4
T T T T T T l
0 50000 150000 250000
pesos de cada aresta
(c) 2021
o
o _
w
o g
§ 27
3
o
o
w o
S 4
w
o 4
T T T
0e+00 2e+05 4e+05
pesos de cada aresta
(e) 2022
o
[= 2
[T}
(v o
© 2
o o
oD —
0
o
o
w o
2 4
w
o 4
T T T l
0 50000 100000 150000

pesos de cada aresta

(g) 2023

Frequéncia

Frequéncia

Frequéncia

1000 1500

500

1000 1500

500

1000 1500

500

pesos de cada aresta

(d) 2021 - transformado

pesos de cada aresta

(f) 2022 - transformado

pesos de cada aresta

(h) 2023 - transformado

Figura 18 — Histogramas de frequéncia em relagc@o aos pesos das arestas, comparativo da transformacgao

por ano



62 Capitulo 6. Aplicagdo

Essa transformacao foi crucial, pois reduz a variacdo dos dados e aproxima os valores da

média e da variancia, aproximando aos parametros de uma distribui¢do Poisson.

Com as premissas estabelecidas e a andlise dos dados realizada, utilizamos o Teste de
hipéteses para redes ponderadas apresentado na Secdo 4, conforme o ano de referéncia. Ao aplicar
esse método com nivel de significancia de 1%, foram estimadas duas comunidades. No entanto,
as associacOes das estacdes as comunidades variam ao compararmos os métodos “Spectral
Clustering” e “Spectral Clustering Spherical”, como discutiremos a seguir ao analisarmos as

atribui¢des as comunidades.

A estimacdo das afiliacdes dos vértices as comunidades € realizada por meio do método
“Spectral Clustering”, abordada na Secao 5.2. Uma modificacao desse algoritmo proporciona uma
melhoria significativa na precisdo da estimacao, especialmente quando utilizado em conjunto
com o Modelo Estocdstico de Blocos com grau corrigido. O “Spectral Clustering Spherical” é
eficaz em redes com grau de arestas heterogéneas, o que torna essa abordagem mais aderente
as caracteristicas observadas em redes reais. Nesse método, os autovetores associados aos
menores autovalores da matriz Laplaciana sao explorados e normalizados, ou seja, cada autovetor
resultante da decomposicao espectral € projetado para ter norma unitéria, o que facilita a redug¢ao
da dimensionalidade dos dados. Apds a normalizacdo dos autovetores, o algoritmo “k-means” é
aplicado como no método tradicional “Spectral Clustering”, para realizar a divisdo dos vértices

as comunidades.

As redes dos dados BART estdo representados na Figura 19, onde a cor roxa indica a
comunidade r, que contém o menor nimero de estacdes, e a cor salmio representa a comunidade
s, que agrupa as estacoes restantes. O método “Spectral Clustering” apresentado a esquerda nas

Figuras 19a, 19c, 19¢, 19g, enquanto o “Spectral Clustering Spherical” € representado a direita
nas Figuras 19b, 19d, 19f, 19h.

@ @ @ @

(a) Spectral Clustering (2020) (b) Spectral Clustering Spherical (2020)
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(g) Spectral Clustering (2023) (h) Spectral Clustering Spherical (2023)

Figura 19 — Grafos com comunidades dos dados BART, mostrando as atribui¢des dos vértices as comuni-
dades (normal e esférico) no método de teste de hipdteses
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Construimos a Tabela 2 com a quantidade de estacdes nas comunidades r e s ao longo
dos anos 2020 a 2023:

Tabela 2 — Quantidade de vértices em duas comunidades r e s, utilizando os métodos Spectral Clustering
e Spectral Clustering Spherical (2020-2023).

Spectral Clustering | Spectral Clustering Sphere
r S r S
2020 8 42 15 35
2021 4 46 15 35
2022 4 46 13 37
2023 4 46 13 37

A Tabela 3 (Apéndice A) apresenta a relac@o entre os rétulos dos vértices, as estacdes do
BART e as cidades em que essas estacOes estdo localizadas. Enquanto a Tabela 4 (Apéndice A)
detalha o tamanho das cidades em funcao de sua populagdo. Ambas as tabelas servirdo como

base para as andlises subsequentes.

Nas Figuras 19a, 19¢, 19e, 19g foi aplicado o método “Spectral Clustering”, levando
na atribuicao das estacdes 11, 19, 29 e 38 a mesma comunidade ao longo dos anos, localizadas
na cidade de S@o Francisco. No entanto, observou-se que a comunidade r apresentou um
numero reduzido de estagdes em comparacao com o total de 50. Esse desequilibrio pode indicar
problemas na estimacdo das afiliacdes dos vértices, possivelmente relacionados a quantidade dos

pesos das arestas, o que pode afetar a precisdo da atribuicdo das comunidades.

Nas Figuras 19b, 19d, 19f, 19h foi utilizado o “Spectral Clustering Spherical” e as
estagdes 1, 2, 3,4, 11, 13, 16, 19, 29, 32, 38, 43 das cidades de Sdo Francisco (7), Oakland (4) e
Berkeley (1) foram atribuidas a mesma comunidade ao longo dos anos, enquanto as estacdes 21,

23, 25 e 26 das cidades de Oakland (3) e Hayward (1) alternaram nessa comunidade.

Ao comparar os dois algoritmos, observa-se que todas as estacdes geradas pela comuni-
dade r por meio do “Spectral Clustering” pertencem a mesma comunidade ao serem analisadas
com o “Spectral Clustering Spherical”. Esse resultado demonstra que o desempenho do Spectral
Clustering Spherical determina com maior precisdo e otimiza as associagdes dos vértices as

comunidades.

A estimacgdo de duas comunidades nos dados pode ser interpretada como as regioes r
(cidades maiores) e s (cidades menores), que sao em grande parte, resultado da alta densidade
populacional e das caracteristicas tipicas das cidades metropolitanas, observado em dreas como
Sao Francisco, Oakland, Hayward e Berkeley. Nessas dreas urbanas, as atividades econdmicas
geram uma demanda crescente por transportes publicos, além de intensificar a mobilidade de
pessoas de cidades menores como San Bruno, Pittsburg, Orinda e South San Francisco as regides

metropolitanas, causando uma crescente concentragdao populacional.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Nesta dissertacdo foi feita uma revisdo acerca dos conceitos a teoria de grafos e os
principais modelos de grafos aleatérios Modelo de Erdds-Rényi e Modelo Estocdstico de Blo-
cos. Apresentamos os testes de hipdteses proposto por Lei (2016) para estimar o nimero de
comunidades em redes bindrias, no qual o objetivo principal desta pesquisa foi realizar uma
adaptacdo desse método para estimar o numero de comunidades em redes com pesos discretos

via um estudo de simulagdo.

Selecionamos alguns tipos de redes nas simulagdes, no que diz respeito ao balanceado e
desbalanceamento, ao nimero de vértices e em relacdo a diferenca entre os pesos médios das
arestas entre vértices das comunidades. Utilizamos o valor verdadeiro de K = 3 para todas as

simulacdes.

Sobre os testes de hipdteses, quando observamos a taxa de acerto no nimero de comu-
nidades em relacdo ao nimero de vértices da rede ponderada, € possivel notar que conforme a
rede tem desbalanceamento, maior deve ser o nimero de vértices n para que a taxa de acerto
seja proxima de 1. Além disso, conforme o nimero de n aumenta aproximadamente na mediana
dos intervalos de n, houve uma queda na taxa de acertos que € justificada através da média e

variabilidade das simulagdes realizadas para cada n.

Vimos os trés casos de redes balanceadas e desbalanceadas na Figura 12 em relagdo
ao nuimero de vértices na rede e a taxa de acerto na estimag¢ao no nimero de comunidades
pelos testes de hipdteses, quando os pesos esperados entre os vértices eram fixos (a =4 e
b = 3). Entretanto, em redes reais o comportamento desses pesos médios ndo € regular, podendo
existir uma diferenca muito pequena entre a € b que influenciaria na estima¢do no nimero de
comunidades, entdo investigamos sobre a diferenca minima para um maior acerto através do

teste.

Quando observamos a taxa de acerto no nimero de comunidades em relagdo a diferenca

entre os pesos esperados a e b, é possivel notar que conforme a rede tem um maior peso esperado
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das arestas entre os vértices, a diferenca entre a e b também deve ser maior, para que os testes de

hipdteses estimem corretamente o nimero de comunidades.

Nas Figuras 13, 14 e 15 em torno da mediana houveram pequenas e grandes quedas
na taxa de acerto no nimero estimado de comunidades, existem muitos fatores que podem
influenciar. Como as atribuicdes dos vértices as comunidades de maneira equivocada que pode
desencadear uma conexdao com menor ou maior peso de vértices que ndo sdo proximos da

situacgdo real.

No geral, o teste se mostrou eficiente na estimacao no nimero de comunidades em redes
com pesos discretos, quando temos o nimero de vértices sendo maior que os pesos médios de

arestas entre vértices de comunidades sendoa =4 e b = 3.

Realizamos a comparagdo dos métodos Fast greedy, Louvain e Walktrap em relaciao aos

testes de hipéteses na estimagdo do nimero de comunidades.

Quando observamos a taxa de acerto no nimero de comunidades em relacdo ao nimero
de vértices da rede ponderada, para uma rede pequena em torno de n = (20,40) seria adequado
os métodos Fast greedy, Louvain e Walktrap. Para casos balanceado e desbalanceado, os métodos
Fast greedy, Louvain e Walktrap sao mais adequados. Entretanto, para o caso mais desbalanceado,
o método Louvain estimou melhor o nimero de comunidades ao longo do aumento no tamanho

da rede quando comparamos aos métodos do teste de hipdteses.

Quando observamos a taxa de acerto no niimero de comunidades em relagdo a diferenca
entre os pesos esperados, para redes com uma pequena diferenca entre os pesos esperados, seria
adequado os métodos Fast greedy e Walktrap. Entretanto, para uma diferenca dos pesos esperados
acima de 0.4, em geral, seria adequado os métodos Louvain e os testes de hipoteses. Os testes
de hipdteses possuem uma taxa de acertos muito maior ao longo do intervalo |a — b| quando
comparado ao método Louvain. Ambos realizam as estimativas corretamente apos |a —b| = 0.4,

entretanto antes disso, o Louvain tem uma taxa de acerto em torno de O.

Para a aplicacdo de testes de hipéteses em dados reais, utilizamos a drea de transito
réapida da baia (BART) referente ao periodo de 2020 a 2023, com o objetivo de estimar o
nimero de comunidades e analisar as atribui¢des das estagdes a essas comunidades. Utilizamos
o teste de hip6teses com os algoritmos “Spectral Clustering” e “Spectral Clustering Spherical”.
Comparando os métodos, revelou que o “Spectral Clustering Spherical” oferece uma atribuicao
mais precisa das estacdes as comunidades, refletindo as caracteristicas das regides metropolitanas

e a crescente demanda por transporte piblico nas dreas de maior densidade populacional.

Um trabalho futuro pode ser focado no estudo tedrico da consisténcia da estimagao do
nimero de comunidades em redes ponderadas. Além disso, a pesquisa realizada nesta dissertacao,
pode ser expandida ao considerar diferentes distribuicdes de probabilidade para os pesos das

arestas.

Os cddigos utilizados no R nas simulacdes e nas aplicacdes em dados reais de redes



67

ponderadas foram adaptados do trabalho de Lei (2016), que disponibilizou os cédigos utilizados
em seu artigo para redes bindrias por meio de seu website!. Os c6digos produzidos nessa pesquisa,

estdo disponiveis no GitHub? da autora.

' Website - Jing Lei
2 Github - Luana A. Tamura


https://www.stat.cmu.edu/~jinglei/index.shtml
https://github.com/LuanaTamura/Estimacao-numero-de-comunidades
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APENDICE

TABELAS ESTACOES BART

A Tabela 3 apresenta a numeracao dos vértices utilizados na Figura 19, relacionando

com o nome das estacoes do BART e as respectivas cidades em que estdo localizadas.

Tabela 3 — Relacdo entre as estagdes BART, as cidades e os rétulos dos vértices.

rotulf) . nome da estagcdo cidade

do vértice

1 12th Street / Oakland City Center Oakland

2 16th Street Mission Sdo Francisco
3 19th Street Oakland Oakland

4 24th Street Mission Sao Francisco
5 Antioch Antioch

6 Ashby Berkeley

7 Balboa Park Sdo Francisco
8 Bayfair San Leandro
9 Berryessa / North San José San José

10 Castro Valley Castro Valley
11 Civic Center Sao Francisco
12 Colma Colma

13 Coliseum Oakland

14 Concord Concord

15 Daly City Daly City
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APENDICE A. Tabelas esta¢des BART

rétulo

Y nome da estacdo cidade
do vértice
16 Berkeley Berkeley
17 El Cerrito Del Norte El Cerrito Del Norte
18 Dublin/Pleasanton Dublin/Pleasanton
19 Embarcadero Sao Francisco
20 Fremont Fremont
21 Fruitvale Oakland
22 Glen Park Sdo Francisco
23 Hayward Hayward
24 Lafayette Lafayette
25 Lake Merritt Oakland
26 MacArthur Oakland
27 Millbrae Millbrae
28 Milpitas Milpitas
29 Montgomery Street Sao Francisco
30 North Berkeley Berkeley
31 North Concord Concord
32 Oakland International Airport Oakland
33 Orinda Orinda
34 Pittsburg/Bay Point Pittsburg
35 Pleasant Hill Pleasant Hill
36 Pittsburg Center Pittsburg
37 El Cerrito Plaza El Cerrito
38 Powell Street Sédo Francisco
39 Richmond Richmond
40 Rockridge Oakland
41 San Leandro San Leandro
42 San Bruno San Bruno
43 San Francisco International Airport Sao Francisco
44 South Hayward Hayward
45 South San Francisco South San Francisco
46 Union City Union City
47 Warm Springs Fremont
48 Walnut Creek Walnut Creek
49 West Dublin/Pleasanton Dublin/Pleasanton
50 West Oakland Oakland
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A Tabela 4 apresenta uma estimativa da populacao de cada cidade dos Estados Unidos

que possui uma estacdo do BART.

Tabela 4 — Populag@o aproximada das cidades dos Estados Unidos.

cidade populacao
San José 957.000
Sdo Francisco 789.000
San Leandro 500.000
Oakland 435.000
Fremont 225.000
Hayward 155.000
Concord 122.000
Berkeley 118.000
Antioch 117.000
Richmond 113.000
Daly City 105.000
Dublin/Pleasanton 90.000
San Leandro 85.000
Milpitas 77.000
Pittsburg 76.000
Walnut Creek 69.000
Castro Valley 66.000
Union City 64.000
South San Francisco 62.000
San Bruno 40.000
Pleasant Hill 34.000
Lafayette 25.000
El Cerrito 25.000
Millbrae 22.000
El Cerrito Del Norte 20.000
Orinda 20.000
Colma 1.500

Fonte: World Population Review.
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