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Resumo

Este trabalho teve como principal objetivo investigar o problema de Dirichlet ndo linear com
dados de medida e as dificuldades que surgem ao diminuir a regularidade do dado. Estabeleceu-se
uma estrutura analitica para estudar a existéncia, unicidade e regularidade de solucdes quando o dado
¢ uma medida, generalizando formulacdes classicas que exigem dados em espacos de Lebesgue.

A abordagem baseia-se na teoria de espacos de Sobolev, na nocdo de capacidade e na teoria
de medidas, empregando ferramentas como o potencial Newtoniano, a desigualdade de Kato e o
principio do maximo fraco e inverso. O texto desenvolve os fundamentos tedricos necessarios para
tratar do assunto, dentre eles: teoria da medida e integracdo (incluindo a decomposicao de Radon-
Nykodym-Lebesgue para medidas o-finitas), propriedades das fun¢des harmonicas, teoria de espagos
de Sobolev (imersdes, traco, desigualdades de Poincaré) e a formulagdo da equagdo de Poisson com
dados de medida no sentido distribucional.

Os principais resultados obtidos incluem: a caracterizagdo de solucdes da equacdo de Poisson
como a soma de um potencial Newtoniano e uma fun¢do harmonica; a equivaléncia entre formulacoes
distribucionais e no dual do conjunto das fun¢des suaves que se anulam na fronteira do dominio, para
o problema de Dirichlet; e a obtencdo de versdes mais gerais do principio do maximo (fraco e inverso)
no contexto de medidas, utilizando a decomposicao de uma medida em partes difusa e concentrada
relativa a capacidade de Sobolev. Estes resultados consolidam a base para o estudo posterior de

problemas nio lineares.

Palavras-chave: Problema de Dirichlet; Principio do Méaximo; Equacdes ndo lineares; Espacos de

Sobolev; Capacidade; EDP com medida.
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Abstract

This work aimed to investigate the nonlinear Dirichlet problem with measure data and the dif-
ficulties that arise by reducing the regularity of the data. An analytical framework was established
to study the existence, uniqueness, and regularity of solutions when the boundary data is a measure,
generalizing classical formulations that require data in Lebesgue spaces.

The approach is based on Sobolev space theory, the notion of capacity, and measure theory, em-
ploying tools such as the Newtonian potential, Kato’s inequality, and the weak and inverse maximum
principles. The text develops the necessary theoretical foundations to address the subject, among
them: measure and integration theory (including the Radon-Nikodym-Lebesgue decomposition for
o-finite measures), properties of harmonic functions, Sobolev space theory (embeddings, trace, Poin-
caré inequalities), and the formulation of the Poisson equation with measure data in the distributional
sense.

The main results obtained include: the characterization of solutions as the sum of a Newtonian po-
tential and a harmonic function; the equivalence between distributional and dual of the set of smooth
functions vanishing at the domain boundary formulations of the Dirichlet problem; and the derivation
of more general versions of the maximum principle (weak and inverse) in the context of measures,
using the decomposition of a measure into diffuse and concentrated parts with respect to Sobolev

capacity. These results consolidate the basis for the subsequent study of nonlinear problems.

Keywords: Dirichlet problem; Weak solution; Maximum Principle; Nonlinear equations; Sobolev

spaces; Capacity; PDE; PDE with measure.
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Introducao

O problema de Dirichlet para a equacao de Poisson,
—Au=pu emQ,
u=0 emdQ,

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave, constitui um marco na teoria das equacoes
diferenciais parciais elipticas. A abordagem cldssica considera o dado u pertencente a espacgos de Le-
besgue, tipicamente L”(Q) com p > 1, ou, no minimo, L (Q). Neste cendrio, dispde-se de uma teoria
bem estabelecida para a existéncia, unicidade e regularidade de solu¢des no contexto dos espacos de
Sobolev, fundamentada em métodos variacionais, estimativas a priori e na teoria da regularidade.

O avanco de dreas como a Mecanica Quantica, por sua vez, impulsionou o desenvolvimento de
novas ferramentas da Andlise Funcional, Teoria da Medida e Teoria das Distribui¢cdes, motivando
a consideracdo de dados menos regulares. Na Teoria de Thomas-Fermi para dtomos, moléculas e

sOlidos, por exemplo, obtém-se, apds renormalizacio, equagdes da forma

—Au+ [(u—uo)ﬂyz =Y ¢j6y; em R3,
j=1

onde u(x) estd relacionada a densidade eletronica na posi¢do x. Problemas dessa natureza revelaram
fendmenos novos e sutis. Instigados pelo problema acima, Bénilan e Brezis em (Bénilan; Brezis,
2004), dedicaram-se a explorar —Au + |u|? 2y = &y, sendo & a medida de Dirac concentrada na
origem, e depararam-se com um surpreendente fendmeno de ndo existéncia de solucdo para p >
N/(N —2), evidenciando que o enfraquecimento dos dados pode levar a fendmenos inesperadas.
Outros exemplos importantes incluem modelos de Higgs com n voértices estéticos,
n
Aln|o|+1—|p|=27) &, a€cR?
i=1
e modelos sigma calibrados do ferromagneto de Heisenberg,
n n
—Au+4de'(1+e") ' =4n) 8, —4nY 8, aibi€R’.
i=1 i=1
Esses exemplos justificam o estudo de problemas com dados de medida. Neste trabalho, figura

como objetivo principal o problema de Dirichlet ndo linear com termo de absor¢do e dado de medida
—Au+gu)=u emQ,
u=0 emdQ,



2 Introducdo

em que g : R — R € continua e satisfaz g(¢)r > 0 paratodo ¢ € ]tR, e U é uma medida de Borel finita em
Q. A condicdo sobre g assegura que sua primitiva G(t) = / g(s)ds seja ndo negativa, propriedade
essencial para métodos variacionais. °

A passagem de um dado integrdvel para um dado de medida nao é meramente técnica. Ela impde
dificuldades que exigem a decomposi¢ao da medida em suas partes difusa e concentrada, cujos efeitos
devem ser analisados separadamente.

A dissertacdo estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1, revisitamos os fundamentos
da Teoria da Medida e Integracdo, com énfase nos espacos L”, teoremas de convergéncia e a de-
composi¢do de Radon-Nikodym-Lebesgue. No Capitulo 2, exploramos as propriedades das funcdes
harmonicas, incluindo a propriedade da média, principios do maximo, solu¢do fundamental e fun¢do
de Green, que fornecem a base para a teoria linear. No Capitulo 3, apresentamos a teoria de espagos
de Sobolev, cobrindo derivadas fracas, imersdes, desigualdades de Poincaré e o conceito de capaci-
dade de Sobolev, instrumento fundamental para caracterizar o “tamanho” de conjuntos no contexto
da diferenciabilidade. No Capitulo 4, definimos a equagdo de Poisson no sentido distribucional para
dados de medida, introduzimos o potencial Newtoniano e estudamos fun¢des superharmonicas e sua
relacdo com medidas ndo negativas. No Capitulo 5, abordamos o principio do maximo fraco, versoes
da desigualdade de Kato para medidas e a prova do principio do maximo inverso, que estabelece que
a parte concentrada (relativa  capacidade W'?) do Laplaciano de uma funcdo ndo negativa é nio
positiva. Este conjunto de resultados fornece a base analitica para o estudo do problema semilinear.
Finalmente, o Capitulo 6 é dedicado ao problema de Dirichlet ndo linear —Au + g(u) = u, onde apli-
camos o ferramental desenvolvido para investigar a existéncia, unicidade e propriedades qualitativas

das solugdes.



CAPITULO 1

Teoria da Medida e Integracao

A teoria da medida e integracdo de Lebesgue fornece a base para a formulagdo moderna de mui-
tos problemas em equagdes diferenciais parciais (EDPs), particularmente no estudo de espacgos de
Sobolev. Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais de espacos mensurdveis, medidas,
a integral de Lebesgue (com seus principais teoremas de convergéncia) e os espagos L”. Estes ulti-
mos sao espacos de Banach essenciais para a andlise funcional aplicada as equacdes diferenciais. As
demonstracdes completas dos resultados aqui enunciados podem ser encontradas em (Bartle, |1995) e
(Poncel, 2016).

1.1 Espacos e Funcoes Mensuraveis

Definicdo 1.1. Dada uma familia £ C #2(Q) de subconjuntos de um conjunto Q, dizemos que X é

uma o-dlgebra se
(i) Z#0;
(i) SeAc X, entio A“=Q\A €L
(iii) Se (A;)nen C X, entdo G A, €X.
n=1

O par (Q,X) é chamado de espaco mensurdvel.

Definicdo 1.2. Sejam (Q,X) um espago mensuravel e R a reta real. Dizemos que uma fungio f: Q —
R é X-mensurdvel se
fH () ={xe Q| f(x)>a}ex

para todo @ € R. A colecio de tais funcgdes é denotada por M(Q,X).

Observacao 1.3. A definicdo acima é equivalente a exigir que f ’I(B) € ¥ para todo conjunto de
Borel B.
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Exemplo 1.4. Fun¢des constantes, continuas (quando €2 é um espacgo topoldgico e X contém os aber-

tos) e caracteristicas de conjuntos mensurdveis sa0 mensuraveis.

Definicao 1.5. Dado um conjunto E, definimos sua fun¢do caracteristica por

(x) = 1 sexckE,
XEX) =1 0 sex¢ E.

Proposicao 1.6 (Operagdes com fungdes mensurdveis). Se f,g € M(Q,X) e c € R, entdo as fungdes
cf, f+g fg |f], sup(f,g) einf(f,g) também sdo mensurdveis. Além disso, se (fn)nen C M(Q,X),
entdo as fungoes definidas por

inf fu, sgpfn, liminf f,, lizn _?ol:pfn
sdo mensurdveis. Em particular, o limite pontual de uma sequéncia de fungbes mensurdveis (quando

existe) é mensurdvel.

Demonstragcdo. A demonstragdo explora as relagdes entre pré-imagens de conjuntos. Por exemplo,

para a soma, temos {x : f(x) +g(x) > a} = U {x: f(x) >r}n{x:g(x) > a—r}. Para os limites,

reQ
usa-se que liminf f;, = sup lgf fx- Detalhes podem ser consultados em (Bartle, |1995, Lema 2.6). [
n n >n

O préximo resultado, conhecido como Lema de Aproximagdo por Fungoes Simples, é fundamental

para a construcao da integral de Lebesgue e suas demonstragdes subsequentes.

Lema 1.7 (Aproximagdo por fungdes simples). Seja f : Q — [0,00] uma fungcdo mensurdvel ndo
negativa. Entdo existe uma sequéncia (Qy,),cn de funcdes mensurdveis simples, com 0 < @, < @1,

tal que @,(x) — f(x) para todo x € Q. Além disso, se f for limitada, a convergéncia é uniforme.

Demonstracdo. Fixen € N. Se k=0,1,...,n2" — 1, defina o conjunto
Ep={x€ Q27" < f(x) < (k+1)27"}

e, se k =n2", defina F,, = {x € Q| f(x) > n}. Defina também

n2"—1

Ou(x) =Y, k27" x5, +n-xF, (1.1)
k=0



1.1. Espacos e Fung¢oes Mensurdveis 5
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Figura 1.1: Representagdo visual dos conjuntos definidos na aproximacao por fungdes simples.

Com isso, obtemos que

(i) E claro que ¢,(x) > 0, ja que € definida como uma soma de termos ndo negativos. Além disso,
temos que @,(x) < ¢,41(x). Para verificar que a sequéncia é crescente, devemos primeiramente
analisar a rela¢do entre os conjuntos Ey,’s e Ej, 1)’s. Escrevendo a defini¢do de ambos e

comparando k com j, obtemos que j = 2k e logo,

Ein = Ex(ni1) YE2k+1)(nr 1)

onde k=0,1,...,n2" — 1.
Com isso, mostramos que a igualdade € vélida e, como consequéncia direta, provamos que
n2"— n2" ]

1
kU E, = Uo Ejurn)-
-0 j=

Antes de prosseguir para a prova da monotonicidade de ¢,, precisamos analisar a relacdo entre

os conjuntos £y, Fyi1 € 0s Ej(,, 1) que ndo foram considerados na unido anterior. Afirmamos

que
(n4-1)27+H1 1
F,=F4U U Ejni
j:n2n+l
(n+1)2"1 -1
De fato, sejax € F,;1 U U Ej(u41) |- Pela definicao de unido, temos duas possibili-
j:nZ"“

dades
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*xEF = f(x)>n+1>n=x€F,;

(n+1)2m+1 -1
e x€ U Ej(y+1). entdo para algum n2" < jo < (n+1)2""1 — 1, temos que x €
j::n2”+1
Ej (n+1) € nesse caso, ocorre f(x) > jo2 " > 2t =y logo x € F,

Por outro lado, suponha que x € F;,. Entdo, pode ocorrer f(x) > n+1 > n, e nesse caso teremos
que x € Fy11. A outra possibilidade € n < f(x) <n+ 1, donde x € Ej(,41) para algum n2"t <
j < (n+1)2""1 1, pela defini¢do de E i(n+1)- Isso prova a igualdade desejada.

Com isso, podemos demonstrar a monotonicidade de (¢,),cn,

(i) Sex € Ej(,, 1) para algum j € N, entdo

* para j > 2t 1, temos que x € F,, e assim,
Qu(x)=n= n2 =l < j2_”_] = Qp+1(x).

. paraj§n2”+1—l,temosj:Zkouj:2k+lcom0§k§2n—l.Assim,erkn

e, consequentemente,
Pu(x) =k27" < 27" = @i (x).
(ii) Sex € F,11,entdox € Fyelogo, o, =n<n-+1= @, (x).
Em todos os casos, concluimos que ¢,(x) < ¢,,1(x), como desejado.
(i1) Dado n € N, considere x € UEk"’ para algum k. Entao,
0<f(x)—@u(x)=f(x)—k27"< (k+1)27"—k27"=2"".

Pelo Teorema do Confronto, segue que lim ¢,(x) = f(x), para x € UEkn- Seja x € Q, como
n—oo

R € arquimediano, existe nyg € N tal que f(x) < ng. Logo, x € UEkn, Vn > ng, € portanto,

lim @,(x) = f(x), x € Q.

n—oo

(iii) Segue diretamente da defini¢do de ¢, (I.1). O

1.2 Medidas

Definicio 1.8. Seja (Q,X) um espago mensurdvel. Uma fungdo p : £ — [0,0] é chamada medida se
(i) u(0)=0;

(ii) (Aditividade enumerével) Para qualquer sequéncia (E,),cy C X de conjuntos disjuntos dois a

dois,

H <0En) = i.u(En>
n=1 n=1



1.3. A Integral de Lebesgue 7

A tripla (Q, X, u) é chamada espagco com medida.
Exemplo 1.9. * A medida de contagem em N: u(E) = #E.

* A medida de Dirac concentrada em um ponto p € €, definida por

I, sepekE,
0, caso contrario.

u(E)={

* A medida de Lebesgue em RV, que generaliza o conceito de comprimento, drea e volume, dada

por
m= m*|
- X(RN)’
em que .Z (]RN ) é a cole¢do dos conjuntos Lebesgue mensurdveis e m* é a medida exterior de

Lebesgue definida como m*(E) = inf Z Vn(R;)
i=1

EC URi, R; € %(RN)}, com Vy sendo o
i=1
volume N-dimensional de retangulos em RY (o produto dos comprimentos de seus lados, os

quais sdo intervalos reais).

Definicao 1.10. Dado um espago mensuravel (Q,Y), uma medida finita v é uma fungio de conjunto

v: X — R tal que, para toda sequéncia (A, ),cn de subconjuntos disjuntos pertencentes a X, temos

v (Dm) = Y vl
k=0 k=0

Definicao 1.11. Diz-se que uma propriedade vale quase sempre ou quase todo ponto (qtp) em relacao

a U se o conjunto dos pontos onde ela falha tem medida nula (¢-medida zero).

Definicdo 1.12. Denotaremos por .# (Q) o espaco vetorial de todas as medidas de Borel finitas defi-

nidas em €2, equipado com a norma da variagdo total dada por

Il sy = sup{i(A) — u(B) |A,B € B(Q)},

ou, alternativamente,
]l (@) = 1 (Q) + 17 (Q) = |ul(Q).
Quando necessario, exigiremos que a medida seja localmente finita, isto €, para todo K C { compacto,

temos U (K) < eo. Nesse caso, utilizaremos a nota¢ao .#,. () para o espago das medidas localmente

finitas.

1.3 A Integral de Lebesgue

A integral de Lebesgue € construida em etapas: primeiro para funcdes simples nao negativas, de-
pois para fungdes mensurdveis nio negativas via aproximacao (Lema[l.7) e, finalmente, para fun¢des

de sinal arbitrario decompondo-as em partes positiva e negativa.
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k
Definicao 1.13 (Integral de funcdes simples ndo negativas). Se @ = Za,-xE,. ¢ uma fun¢do simples
i=1
nao negativa (a; > 0, E; € X disjuntos), sua integral € definida por

k
/ edu =Y aip(E)
Q i=1

Definicdo 1.14 (Integral de fungdes ndo negativas). Para f : Q — [0, 0] mensurdvel, define-se

/fdu:sup{/(pdﬂ:(pésimples,Oﬁ(pﬁf}.
Q Q

Definicao 1.15 (Integral de fungdes de sinal arbitrario). Para f : Q — R mensurdvel, escrevemos
f=f"—f",onde f7 =max(f,0) e f~ =max(—f,0). Dizemos que f & integrdvel a Lebesgue se
/f+ du < ooe /f du < oo. Nesse caso, definimos

/Qfduz/gﬁdu—/gf‘du-

Definicao 1.16 (Integral de fungdes complexas). Seja f: Q — C tal que Re(f),Im(f) : Q — R sdo

mensuréveis. Dizemos que f é integrdvel a Lebesgue se | Re(f) du <ooe [ Im(f) du < oo. Nesse

/Qfd.ll:/QRe(f)d.u—H/QIm(f)du‘

Os seguintes teoremas sdo os pilares da teoria de integracdo e sdo indispensdveis ao lidar com
EDPs.

caso, definimos

Teorema 1.17 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (fy,),en uma sequéncia de fungcoes men-
surdveis ndo negativas tal que f,(x) — f(x) em Q (isto é, 0 < f,,(x) < fur1(x) e lim fr(x) = f(x)).
n

Entao,
hm/fndu /fdu

Demonstragcdo. A demontracdo pode ser encontrada em (Bartle, |1995, Teorema 4.6) [

Teorema 1.18 (Lema de Fatou). Seja (f,),en uma sequéncia de fun¢bes mensurdveis ndo negativas.

Entao,
/ (11m1nffn du < 11m1nf/ fondu.
Q n—oo
Demonstragdo. A demontracdo pode ser encontrada em (Bartle, 1995, Lema 4.8) [

Teorema 1.19 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,)n>1 uma sequéncia de fungoes inte-
grdveis que convergem qtp para uma funcdo mensurdvel f. Se existe uma fungdo integrdvel g tal que

|ful < g paratodon €N, entdo f é integrdvel e

[ rau=tim [ g

Demonstragdo. A demontracdo pode ser encontrada em (Bartle, 1995, Teorema 5.6). U]
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1.4 Os Espacos L”

Os espagos de Lebesgue L” sdo centrais na formulagao variacional de EDPs.

Definicdo 1.20. Seja (Q,X, 1) um espaco de medidae 1 < p < o. O espago L”(Q, 1) consiste nas

classes de equivaléncia de fungdes mensuraveis f : Q — R (ou C) tais que

1/p
1l = ( / |f\”du> <o,

em que fungdes coincidentes qtp sdo identificadas. Para p = oo, define-se L™(Q, it) como o espago

das funcdes mensuraveis essencialmente limitadas, com norma dada por
| fllo == inf{M > 0: | £(x)] < M qtp}.

Proposicao 1.21 (Desigualdades Classicas). Sejam p,q € (1,0) tais que 1 + ! = 1 (expoentes con-
jugados). P

(i) Desigualdade de Holder: Se f € LP e g € LY, entdo fgc L' e

17gllr < If1lpl1gllg-
(ii) Desigualdade de Minkowski: Se f,g € L?, entdo f+g € L” e
1F +8llp < 171, + llgllp-

A desigualdade de Minkowski garante que || - ||, é uma norma. O caso p =2 da desigualdade de
Holder é conhecido como Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Demonstragdo. A demontracdo pode ser encontrada em (Bartle, |1995, Teoremas 6.9 e 6.11). [

Teorema 1.22 (Completude dos Espacos L?). Para 1 < p < oo, 0 espago normado (L (Q, ), || -p)

¢ um espago de Banach (isto é, completo). Em particular, L*(Q, 1) é um espago de Hilbert com o
produto interno (f,g) = / fgdu.
Q

Demonstracdo. A demontragdo pode ser encontrada em (Bartle, |1995, Teorema 6.14). [

Para a completude de L?, utilizamos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Ela
garante que toda sequéncia de Cauchy em L” converge para um elemento do préprio espago, propri-
edade fundamental para métodos de andlise funcional em EDPs. No entanto, é importante notar que
a convergéncia na norma L? ndo implica, em geral, convergéncia pontual qtp. Contudo, uma ligagio
importante entre esses modos de convergéncia € estabelecida pelo seguinte resultado,

Proposicio 1.23. Sejam (f,,) uma sequéncia em LP (Q) e f € L? (Q) tais que || f, — fl|, = 0. Entdo,

existe uma subsequéncia (f,) tal que

(i) fu,(x) = f(x) para quase todo x € Q.

(ii) | fu, (x)| < h(x) para todo k e para quase todo x € Q, em que h € L?.

Demonstragdo. A demonstracao pode ser encontrada em (Brezis, 2010, Teorema 4.9). U]
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1.5 Decomposicao de Medidas

Nesta secdo, apresentamos a decomposicao de uma medida de Borel finita em uma parte difusa
e uma parte concentrada relativamente a uma semimedida. Essa decomposic¢io é andloga a classica
decomposicao de Lebesgue (em parte singular e absolutamente continua para medidas, ver (Bartle,

1995, Teorema 8.11)), mas formulada no contexto mais geral de semimedidas de Borel.

1.5.1 Semimedidas e medidas difusas

Comecamos definindo o conceito de semimedida, que generaliza a no¢do de medida, exigindo

apenas monotonicidade e semiaditividade.

Definiciio 1.24 (semimedida). Uma semimedida de Borel ndo negativa T em R é uma funcdo de

conjunto boreliana com valores em [0, 4-o0] tal que
(i T(0) =0,
(ii) se A C B C RY sio borelianos, entio T(A) < T(B),

(i) existe M > 0 tal que, para toda sequéncia de borelianos (A,)"_, de RY,

T JA| <MY T(Ap).
k=0 k=0
Uma medida de Borel ndo negativa satisfaz as condi¢des acima com M = 1. Interessa-nos o

comportamento de medidas que ndo carregam conjuntos 7-negligencidveis, isto é conjuntos E tais
que T(E) =0.

Definiciio 1.25 (Medida difusa). Seja T uma semimedida de Borel ndo negativa em R". Uma medida
v € .4 (RN) é difusa em relacdo a T se, para todo conjunto boreliano A C RY tal que T(A) = 0,

tivermos
vI(4) =o0.

O conceito de difusdo equivale, em esséncia, ao de continuidade absoluta, como mostra a seguinte

caracterizacao.

Proposicao 1.26 (Caracterizagao da difusao). Sejam T uma semimedida de Borel ndo negativa em
RN ¢ ue.H (RN ). Entdo, u é difusa com respeito a T se, e somente se, para todo € > 0 existe § >0

tal que, se A C RY é um boreliano com T(A) < 8, entdo

uf(4) <e.

Demonstracdo. A demonstracao segue argumentos padrao de continuidade absoluta, utilizando a se-

miaditividade de T e a aditividade de ||, como detalhado em (Poncel 2016, Teorema 14.7). L]
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1.5.2 Lema de extraco

O resultado técnico central para a decomposi¢do € um lema de extracao, inspirado no teorema de

decomposicao de Jordan.

Lema 1.27 (Extracdo). Seja T uma semimedida de Borel ndo negativa em RY. Para toda medida nao

negativa y € A (RY), existe um boreliano E C R tal que
we<T e TEY\E)<Mu®"\E),
sendo M a constante da semiaditividade de T.

A prova constréi, por inducdo, uma familia disjunta de conjuntos onde 7" é menor do que U, e
mostra que no complemento da unido desses conjuntos vale a desigualdade u < 7. A constante M

aparece naturalmente na estimativa da semiaditividade.

1.5.3 Decomposicdo de Radon-Nykodym-Lebesgue para medidas o -finitas

Com as ferramentas anteriores, podemos enunciar o teorema de decomposi¢ao.

Definiciio 1.28 (Medida concentrada). Seja 7 uma semimedida de Borel ndo negativa em RY. Uma
medida v € .# (RY) é concentrada com respeito a T se existe um boreliano F C R" tal que T(F) =0
e

VIRY\F) =0.

Teorema 1.29 (Decomposi¢io de Lebesgue). Seja T uma semimedida de Borel ndo negativa em RY,

Para toda 1 € .4 (RYN), existem medidas vinicas g, tte € A (R tais que

M= g+ He,
em que U, é difusa com respeito a T e U, é concentrada com respeito a T.
Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Ponce, | 2016, Teo. 14.12) U

A decomposic¢ao estabelecida acima, generaliza a classica decomposi¢ao de Lebesgue, permitindo
tratar, por exemplo, capacidades de Sobolev capy,. No caso particular em que 7 € a medida de
Lebesgue, a parte difusa corresponde a parte absolutamente continua, e a parte concentrada a parte

singular.
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CAPITULO 2

Funcoes Harmonicas

Neste capitulo, revisitamos e exploramos resultados fundamentais da teoria de funcdes harmoni-
cas, com énfase nas propriedades qualitativas e quantitativas. Em particular, abordaremos estimativas
do gradiente e o principio do maximo, estabelecendo o que € necessario para o estudo de problemas

ndo lineares.

2.1 Propriedades do Valor Médio

Ao longo dessa se¢do, vamos assumir que Q@ C RY é um dominio conexo.
Definicdo 2.1. Para u € C (Q), definimos

(1) u satisfaz a primeira propriedade da média se

1
u(x) = P / u(y)do paratoda B, (x) CC Q.

9B, (x)

(i1) u satisfaz a segunda propriedade da média se

N
u(x) = our u(y)dy para toda B, (x) CC Q.
B(x)

onde oy denota a rea da superficie da esfera unitaria S¥ ! ¢ RV.

Observacao 2.2. Note que as duas defini¢des acima sdo equivalentes. De fato, escrevendo (i) como
1
w@)rN = — [ u(y)do,
ON
9B (x)
podemos integrar ambos os lados entre O e r, obtendo

r r

N
Nu(x):/u(x)sN_lds:GiN / u(y)do ds:GLN / u(y)dy.
B(x)

0 0 \9B,(x)

13
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Logo,
N
= d
u =5 [ty
By (x)
Por outro lado, escrevendo (ii) como
N
w)rN = — [ u(y)dy,
ON
B (x)

podemos derivar ambos os lados com respeito a r,

N d N d
N1 / / /
u(x)N = oydr udy | = L dr udods

r(x) 0 9B,(x)

€, consequentemente,
1
ux) = —— u(y)do.
0=t [ w0
0B, (x)
Observacao 2.3. Por uma mudanga de varidveis, podemos reescrever as duas propriedades da média

como

(1) u satisfaz a primeira propriedade da média se

1
ulx) = — / u(x+rw)do paratoda B, (x) CC Q.

wl=1

(i1) u satisfaz a segunda propriedade da média se

N
ON
|z]<1

u(x+rz)dz paratoda B, (x) CC Q.

u(x)

Vamos provar agora o principio do méximo para fun¢des satisfazendo as propriedades da média.

Proposicao 2.4. Seu c C (S_Z) satisfaz a propriedade da média em Q, entdo u assume seu mdximo e

minimo somente em d<), a menos que u seja constante.

Demonstracdo. Faremos a demonstracdo apenas para o maximo. Defina o conjunto

Z:{XGQ

u(x) :MEmaxu} C Q.
Q

Observe que £ = u~ ' ({M}) é um conjunto fechado em €, pois u é continua. Mostremos agora que £

¢ aberto. Para qualquer xy € X, tome B, (x9) C Q para algum r > 0. Pela propriedade da média, temos

N N
M:M(XO)ZW / M(Y)dYSMW / dy =M.
Br(xo) By(xo)
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Note que dado y € B, (xp), se y ¢ X, a desigualdade acima € estrita e, consequentemente, chegamos
a um absurdo. Portanto, ¥ C Q € aberto e fechado. Como Q € conexo, segue que ¥ = & ou £ = Q.

No primeiro caso, temos que max # = max u« em €2, enquanto no segundo, ¥ = M = maxu = maxu =
Q 0Q Q o0Q
max u. -
Q

Vamos definir agora o conceito de funcdo harmdnica e mostrar uma equivaléncia com a proprie-

dade da média.
Definiciio 2.5. Uma fungio u € C* (Q) é harmonica se Au= 0 em Q.
Teorema 2.6. Seja u € C? (Q) harmonica em Q. Entdo, u satisfaz a propriedade da média em Q.

Demonstragdo. Considere B, (x) C Q uma bola arbitrdria. Para p € (0,r), aplicamos o Teorema da
Divergéncia[A.1lem B, (x) obtendo

0 a 0 ., 0
/Au(y)dy: / a—::(y)dG:pN ! / %(x%—pw)dG:pN 1% /u(x+pw)d6

By (y) aBp()’) lw|=1 w|=1

Assim, como u é harmdnica, para todo p € (0,r) temos

d
o / u(x+pw)do | =0.

w|=1

Integrando com respeito a p entre O e r, obtemos

u(x+rw)do = u(x)do = u(x)oy.
lw|=1 |w|=1
Portanto,
1 1
u(x) = on / u(x+rw)do = o / u(y)do
lwl=1 9B (y)

]

Teorema 2.7. Se u € C (Q) satisfaz a propriedade da média em Q, entdo u é suave e harmonica em
Q.

Demonstragdo. Escolha ¢ € Cy (B (0)) com / odx=1e @(x)=y(|x

), isto é,

B1(0)

1
oy | M ly(r)dr=1.
/
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1
Defina @¢(z) = pad (2) para € > 0. Agora, para todo x € Q, considere € < dist(x,dQ) de modo

que

1
[utwyedy= [ utr+enotidy= [Py [ utes en)dotwar
0

Q ly|<1 dB1(0)
1
= u(x)GN/ w(r)Mtdr = u(x).
0

Portanto, u(x) = (@ *u)(x) para todo x € Q¢ = {y € Q|dist (y,dQ) > €}, o que prova que u é suave.

Além disso, temos

[ uay =P [ utes o | =12 ovuta)) =0,
B(x) wl=1

para toda B, (x) C Q. Logo, Au =0 em Q e u é harménica. ]

Observacao 2.8. Os udltimos dois teoremas mostram que fungdes harmonicas s@o suaves e satisfazem
a propriedade da média. Consequentemente, podemos garantir a unicidade de solugdo cldssica para o
problema de Dirichlet em um dominio limitado
Au= femQ, fec(Q)
{u = @sobre dQ, @ cC(IQ)
Em seguida, vamos provar algumas estimativas do gradiente, que serdo tteis para concluir a equi-

valéncia entre fun¢des harmonicas satisfazendo a propriedade da média.

Lema 2.9. Seja u € C (Bg (xo)) harménica. Entéo,
N
|Du(xp)| < — max |u].
Bg(xo)
Demonstragdo. Por simplicidade, vamos assumir u € C! (Bg (x0)). Como u ¢ suave, A(Dy,u) =0,
isto €, Dy, u é também harmonica em Bg (xo) €, consequentemente, satisfaz a propriedade da média.

Pelo Teorema da Divergéncia,

Portanto,

N N N

. < . < . < — .

Dy, u(xo)| < e / u(y) -ndo| < = / lu(y)-n|do < Ré}ﬁ‘)'”'
BR(XO) aBR(xo)

No caso em que u é apenas continua, consideramos uma sequéncia de regularizantes (p,),cn € apli-

camos 0 que provamos acima para a fun¢do u, = p, *xu. Fazendo n — o e utilizando a propriedade
(iii), a conclusdo segue. [
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Se acrescentarmos a hipétese de que u > 0 ao lema anterior, obtemos o resultado a seguir
Lema 2.10. Sejau c C (ER) uma fungdo harmonica ndo negativa em Bg = Bg (x0). Entdo,
N
Dufxo)| < Zu(xo).

Demonstracdo. Pelo Teorema da Divergéncia e o fato de u ser nao negativa, segue que

Douto)l < oy [ lomldo= o [ utdo.

GNRN GNRN
dBR(xp) dBR(xp)

Utilizando a propriedade da média, obtemos

Dy u(x0)] <

N

N—1

oNR" " u(xg) = —u(xg). [
il (x0) = u(xo)

Corolario 2.11. Uma funcdo harménica em RY limitada inferiormente (ou superiormente) é cons-

tante.

Demonstragdo. Suponha que u é harménica em RY. E suficiente provar que u é constante se u > 0.

De fato, para todo x € RN , aplicamos o lema anterior para u em Bg (x), obtendo
N
0 < |Du(x)| < Eu(x)

Portanto, fazendo R — < segue que Du(x) = 0 para todo x € RY. Como RY ¢ conexo, concluimos

que u € constante. [

Utilizando o lema podemos generalizar a estimativa para qualquer multi-indice ¢, como

Vemos na proposicao abaixo.

Proposicao 2.12. Sejau cC (T?R) harménica em Bgr = Bg (xo). Entdo, para todo multi-indice o com

| =m,
N™e™ 1!
max |u| .
R™ Br

D% u(xo)| <

Demonstragdo. Provaremos por inducdo em m. Pelo lema [2.9] o resultado é vélido para m = 1.
Assuma que vale para m e considere || =m+ 1, com o = (0,...,0,m+1,0,...,0). Para0 < 6 < 1,
defina r = (1 —0)R € (0,R). Aplicando o lema (2.9) para D" u em B,, obtemos

N
|Dm+1u(x0)| < —max |D"u|.
r B

Pela hipdtese indutiva, temos que

N™ m—1 !
max D" u| < ﬁmaXM.
Br (R—r)" By
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Portanto,
N N™ m—1 ! Nm—H m—1 ! Nm—H m—1 !
}DmHu(x )| <= ﬁmaxM = #maxhd == — max |u| .
(R—r)™ B (1—6)RO™R™ B, R"1om(1—0) B,
Tomando 6 = , temos
m-+
1 1\"”
m
pois (am)men, com a,, = (1 + —) , € uma sequéncia crescente e 1i_r>n a,, = e. Portanto,
m m—seo
N em=Lo(m 4 1)m! N (g 4 1)1
‘Dmﬂu(xo)} < mJEl ) max |u| = m(—l—l ) max |u| .
R Bgr R Bg

Com isso, mostramos que o resultado é vdlido para qualquer multi-indice 8 tal que |[B|=me f =
(0,...,m,...,0), isto é, para diferenciais de qualquer ordem em uma unica varidvel. Para um multi-

indice @ = (a1, ..., 05v) qualquer, basta notar que
calop!...ay! < (la]);
a. . o (05 oN
* D"u=Dy/'Dy>...Dlu.
Assim, basta aplicar o resultado provado anteriormente para cada uma das varidveis, obtendo

Nlleld=Nog 105! ... ay! max| Nl elal=1(|g|)! _ N™em
ul < max [u| = ————max |u|. [
Rlal Br Rl Br R™ B

ID%u(xp)| <

Teorema 2.13. Se u é uma funcdo harménica, entdo u é analitica.

Demonstra¢do. Suponha que u é harmdnica em Q. Para x € Q fixado, tome Byg(x) C Qe h € RN
com |h| < R. Pela expanséo de Taylor,

m—1 1

k
u(x+h) =u(x)+ Z o [(h1ai)q+-..+h1v%> ul (x)+Ry(h),

onde

1 0 d \"
Rm(h) = % {(hla_xl_k.“_kh]v%) u} (X1+9h1,...,xN—l—9hN)

para algum 6 € (0,1). Note que x+ h € Bg (x) para |h| < R ja que d(x+ h,x) = |h| < R. Consequen-
temente, pela Proposi¢do [2.12] obtemos

1 0 a \"
[Ry(h)| = '% Khla—xl-i-----khzva) M} (x1+0h,...,.xx+ Ohy)

1 N™e"m! h|N?e\™
< — \h]mNm-ﬂmaX]u\ < (H_e) max |u .
m! R™ Bog R Bog




2.1. Propriedades do Valor Médio 19

R
Assim, para todo & com |h| < ——, temos que
im, p I < 532, qu

1
[Rn(h)| < 5 maxu] — 0
2 2R

quando m — oo. Portanto, R,,(h) — 0 se m — 0 e u é analitica. O

Teorema 2.14 (Desigualdade de Harnack). Seja u harmoénica em Q. Entdo, para todo subconjunto

compacto K C Q, existe uma constante C = C(Q,K) > 0 tal que se u é ndo negativa em Q, entdo
P ) q 8

~u(y) < u(x) <Cu(y)
para todos x,y € K.

1
Demonstracdo. Sejam R < Zdist (K,0Q) e x € K. Entdo, Bsg (x) C Q. Considerando y € Bg (x),

segue da propriedade da média que

()= — / >N / LI
TRy | YT aavey ) M v
Bar(x) Br(y)

Trocando x por y e repetindo o argumento anterior, obtemos

1

;u(y) <u(x) < cu(y),

para todo y € Bg(x), onde ¢ = 2~. Como x foi tomado arbitrariamente, a desigualdade é valida
para todos x,y € Q com |x —y| < R. Agora, sendo K compacto, sabemos que existem x,...,xy € K
tais que {Bg (x;)}"_, é uma cobertura aberta para K com 4R < dist(K,dQ). Entio, aplicamos a

desigualdade anterior para cada bola dessa cobertura e escolhemos C = ¢, de modo que

Su) < ulx) < Culy)

para todos x,y € K. [

Notemos que, se u € harmoOnica em 2, integrando por partes, obtemos

O:/Au(pdx:—/VuV(de:/uA(pdx, Vo € C3(Q).
Q Q Q

A reciproca também € vdlida, como mostra o préximo teorema.

Teorema 2.15 (Lema de Weyl). Suponha u € C (Q) satisfazendo

/uA(p dx =0 paratoda ¢ € C3(Q).
Q

Entdo, u é harmoénica em Q.
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Demonstragdo. Basta provar que para toda B, (x) C Q,

r / u(yyYdo=N [ u(y)dy. (2.1)
dB;(x) B (x)

Com isso, podemos verificar que

d 1 Nd| 1 N
9B, (x) B,(x) B, (x) 9B, (x)
Logo,
! / (yv)do ! (x+rw)do
—_— u = — u(x+rw
oV y
aBr(x) |W‘:1

¢ constante e igual a u(x), se fazemos r — 0 e utilizamos a continuidade de u. Isso prova que u satisfaz
a propriedade da média e, consequentemente, ¢ harmonica. Vamos demonstrar [2.1| para N > 3. Por

simplicidade, assuma que x = 0 e defina

WP, sely| <
(p(y,r)—{ 0 , sely|>r

Entdo, defina

o) = 4 (=N QN =k P+ N(Iy =), se <7
7 0 Y se |y|>r7

para2 < k < N. Note que

* Se |y| <r, entdo
d _ d 2 2\N| _ 2 2\N—1
=00 == | (5P =] = =2V (pP =)V

e a—(p(y, r) = 0, caso contrario. Além disso,
r

%(p(r, r)= —2N(r2 —rz)N_1 =0.

* Se |y| < r, entdo

22 d _ _ _
5000 = 5= [<2N( P =AY = 4NV = (P = AR 2N (- )Y

82
e W(p(y, r) = 0, caso contrdrio. Além disso,
(92
ﬁ(p(r, r) =4N(N — l)(r2 — rz)N*zr2 — 2N(r2 — rZ)N*1 =0.
r

Portanto, @ é C? com relagio a r. Derivando agora com respeito a y, para |y| < r, temos que
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1

32

'a—yzfp( r)=4y;N(N=1)(yf* =

i

Logo,

Por outro lado, se |y| > r, entdo ¢(y,r)

0. Portanto,

J >
a—y@(y, r)=2yN(ly|"—r

qu)(y,

Z)N—l.

b

4y

||
||Mz

l—|

Y,7)-

P22y - P

- 1><ry12—r2>N*2+zN<\y|2—Nﬂ

_ 2 2 _
(P =PV P+ Ny = AV

2N@a(y, 1), <
Ay(p(y,r):{ Pa(yr), eyl <r

0 , se |yl >r,

e @(-,r) € C3(L). Por hipétese, temos que

/ u(3) @23, r) dy = 0.

B,(0)

Assuma que, para algum k € Z com 2 < k < N — 1, tenhamos que

/ u(y) @) dy = 0.

B,(0)

Derivando com respeito a r, conforme (Flanders, 1973} Paginas 615-620), obtemos

0=

9
or

/ u(y) @i (y,r)dy
+(0)

= / u(y)(pk(y,r)dc—l—/u(y)%()@’”)d}’-

9B,(0) B,(0)

Notemos que para todo 2 < k < N, temos @(y,r) = 0 para |y| = r. Entdo,

/ u(y)%(y, r)dy = 0.

Observando

I
or

temos

que

3,7)

= 2r(N—k+ 1) (>~

WD 2N = (k1) + D P+ Nyl = )

=2r(N —k+ 1)@t (y, 7).

/u(y)%fpk(y,r)dyz—2r(N—1<+1> / Orr1(y,r)u(y)dy.

B,(0)

B,(0)

=0 e nesse caso, Ay@(y,r) =0, jaque Ay@(y,r) =2n@y(y,r) =
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€, consequentemente,

| ocrturutnay=o.
B,(0)
Tomando k = N — 1 na equagio anterior, obtemos

/ u(y)on(y,r)dy = / u(y) [(N+2) y|> = N2 | dy = 0.
B,(0) B,(0)

Derivando a segunda integral acima com respeito a r, segue que

0= / u) [V +2) P NP dy | = / u(y) [(V+2) [y~ N2 do —2nr / u(y)dy.
+(0) 9B,(0) B,(0)
Consequentemente,
N / u(y)dy =r / u(y)do
B,(0) 9B,(0)
implicando que u satisfaz a propriedade da média e, portanto, # ¢ harmdnica em Q. [

2.2 Solucoes Fundamentais

Consideremos u uma funcio harménica em RY que depende somente de r = |x — a| para algum
a € R fixado. Definindo v(r) = u(|x

), temos que

—1
Vi n—v’ =0 2.2)
r

€, consequentemente,
2.3)

2—N

v(r) = ci+cylnr, seN=2
| e3dcar™, seN>3

onde ¢; (i = 1,2,3,4) sdo constantes. Nosso objetivo é obter uma funcao com singularidade, de modo

que
0
Yic=1, ¥r>0. (2.4)
or

2B,(0)
Assim, para todo a € RN , definimos
——Injla—x| , seN=2
I'(a,x) =
(a,x) . .
seN >3
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Observe que I' tem singularidade em x = a e € harmdnica em x # a, ja que A,I'(a,x) corresponde ao
1 1

lado esquerdo da equacdo (2.2) para v dada por (2.3) comc; =0=c3, co=——ec4 = ———.
2n on(N —2)
Além disso,
or
%(Cl,)ddﬁzl, Vr >0,

9B, (a)

em que — denota a derivada normal com respeito a varidvel x. De fato, note que para todo x € B, (a),

on

temos |[a —x| =re

x—a
e n— ;
r
or
. an(a,x) = VI'(a,x) n.

Considere o caso N > 3, entdo

1 a—=x 1 x—a
VF = - = — .
(%) onla—xN on
Com isso,
ar( ) 1 x—a x—a 1 |la—x] 1
—(a,x) = — . = — = .
on "’ oy N r OoN rN+1 GNerl

Calculando a integral, obtemos

ar 1 1 1 »
%(G,X)d(f: / dezm / dG:WGN}’N :1, Vr > 0.
dB,(a) dB;(a) dB;(a)

De modo semelhante, mostramos a igualdade para N = 2. Provemos agora a Representagdo de Green

para u,

Teorema 2.16. Suponha Q C RN um dominio limitado e u € C*(Q)NC! (Q). Entdo, para todo

a € Q, temos que
u(a) = /F(a,x)Au(x) dx—/ (F(a,x)%(x) —u(x)g—llz(a,x)) do.
Q Q.

Observacao 2.17. (i) Note que para todo a € Q, I'(a, ) é integravel em Q, embora possua singu-

laridade;

(ii) Para a ¢ Q, temos que I" é harmdnica em todo Q e, consequentemente, a expressdo no lado
direito deve ser zero, pelo Teorema [A 4] (iii).

ar
(iii) Fazendo u = 1, obtemos /%(a,x) do=1,Vae Q.
aIQ
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Demonstragdo. Aplicando a Férmula de Green para u e I'(a,x) no dominio Q \ B, (a) para r > 0

pequeno, obtemos

du JT du JI

Q\B,(a) PIo) B, (a)

Note que AT’ =0em Q\ B, (a). Logo,

du JI du JI

Q\B,(a) PIo) B, (a)

Agora, para N > 3, segue que

du | 1 2—N/ du
/ dG— (N—2Jon — and

dB,(a)

<

" sup [DuloyrV!
—29B.(a)

-
= sup Du| — 0

onrV-1

quando r — 0. Além disso,

quando r — 0. Portanto, o resultado € vélido para todo N > 3. A prova para N = 2 é semelhante. []

Esse resultado motiva a discussdo sobre fun¢des de Green. Suponha Q C RY um dominio limitado

esejau € c? Q)nNc ! (K_Z) Pelo teorema anterior, temos que para todo x € Q,

i) = [ Teautiay- [ (e Ga0) -t Gt ) do
Q 219

Se u € solugdo do seguinte problema de Dirichlet,

Au=f, emQ
{ u=¢@, sobre dQ 25

para alguma f € C ( ) e @ € C(dQ), entdo u pode ser expressa em termos de f e ¢, com um termo
desconhecido. Nosso objetivo é eliminar esse termo, ajustando I'.

Para qualquer x € Q fixado, considere

G(x7y) = F(x7y> —CI)(x7y)

para alguma ®(x, ) € C? (K_Z) com Ay®(x,y) =0 em Q. Entio, o teorema pode ser expresso por

)= [ Gy~ [ (660 G200 -t 5o ) ) do.
Q 2Q
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ja que ®(x,-) é harmdnica. Agora, escolhendo ® apropriadamente, chegamos ao importante conceito
de fun¢ao de Green.
Para cada x € Q fixado, escolha ®(x,-) € C*(Q)NC' (Q) tal que
{ Ay®(x,y) =0 , paray € Q
®(x,y) =T(x,y), paray€ IQ
A fungdo G(x,y) é chamada Fungdo de Green. Se tal G existe, entdo a solu¢do u do problema de
Dirichlet 2.5 pode ser expressa por

u(x) = / G(x,y)f(y)dy — / @(y)g—g(x,y)dﬁ :

Q aQ
Note que a fungio de Green G(x,y) é definida como uma fungio de y € Q para cada x € Q fixado.

Discutiremos agora algumas propriedades de G como funcao de x e y.

Observacao 2.18. A unicidade da fun¢do de Green segue diretamente do principio do médximo, ja
que a diferenca entre duas funcdes de Green € harmonica em € (pelo Principio da Singularidade

Removivel (Han; Lin, 2011, Teorema 1.28)) e se anula sobre dQ.

Proposicao 2.19. A fungdo de Green G(x,y) é simétrica em Q x Q, isto ¢, G(x,y) = G(y,x) para
x#yeQ.

Demonstracdo. Tome x1,x; € Q com x| # x3. Escolha r > 0 pequeno tal que
B, (xl) NB, (xz) = .

Defina G| (y) = G(x1,y) e G2(y) = G(x2,y). Aplicando a Férmula de Green em Q\ (B, (x;) UB, (x2)),

obtemos
d 0
/ (G]AGZ — GzAGl)dy = / <G1 % — Gzﬂ) do
Q

on
Q\(B(x1)UB/(x2))

_ / (GI@ _Gzﬁ) do
on n
B, (x1)

Como G; é harmdnica para y # x; (i = 1,2) e se anula em dQ, temos

an 3G1 an aGl o

9B(x1) 9B,(x3)
Note que a expressdo a esquerda na equagao acima, possui 0 mesmo limite que o lado esquerdo

da seguinte equagdo (quando r — 0),

3G, or ar G\ .

dB,(x1) dB(x3)
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Como ) 3 3
/ Fﬂdc < / Fﬂdc —0
on on
BB,(xl) aBr(Xl)
, quando r — 0,
F@ do — 0
on
\ aBr(-XZ)
© 0
( r
/ GZ% do — Gz(xl)
dB(x1)
, quando r — 0,
or
/ G]ﬁdc — G] (Xz)
| 9B, (x2)
segue que G(xp,x1) = G(x1,x7). O

O préximo resultado fornece estimativas para a fungdo de Green em termos da solucdo fundamen-

tal, isto é,
Proposicao 2.20. Para quaisquer x,y € Q com x # y,
0 < G(x,y) <T'(x,y) para N > 3,
0 < G(x,y) <T'(x,y)+ ﬁln diam (Q) para N =2.

Demonstragdo. Fixe x € Q e escreva G(y) = G(x,y). Como lim G(y) = oo, existe r > 0 tal que
y—X

G(y) > 0 em B, (x). Note que G é harmonica em Q\ B, (x) com G = 0em dQ e G > 0 em dB, (x).

Pelo principio do maximo, G(y) > 0 em Q\ B, (x) para tal r > 0.

Agora, verifiquemos a segunda parte da desigualdade. Por definicdo, temos que

G<x7y) = F(X,y) —CI)(x7y),

em que
AD(x,-) =0 em Q.
®(x,-) =T(x,-) sobre JQ.
Para N > 3, temos
1 _
[(x,y) = m |x—y|2 M>o paray € dQ,

o que implica ®(x,-) > 0 sobre dQ. Pelo principio do maximo, temos ® > 0 em Q. Para N = 2,

temos

1 1
C(x,y) = —Eln|x—y| > —glndiam(Q) paray € dQ.

1
Consequentemente, o principio do maximo implica que ¢ > i Indiam (Q) em Q. [
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Em certos dominios € possivel obter uma expressio explicita e bem definida para essa fungao,

como ocorre, por exemplo, no caso de uma bola arbitraria em R".
Proposicdo 2.21. A funcdo de Green para a bola Bg = Bg (0) é dada por

(i) para N > 3,

1 > v | R N
G [ — _ ;
(x,y) (N—Z)GN <‘x ’ ‘]x]x R )
(ii) para N =2,
R |x|
G =— | —-Inlx— In|—x— — .
(x,y) 27:( n|x—y|+In P RyD

Demonstragdo. Fixe x # 0 com |x| < R. Considere X € R\ Bg (x) com X sendo o multiplo de x
2
tal que |X| - |x| = R?, isto é, X = —x. Note que a aplicagdo x — X é uma inversdo na esfera e,
x

consequentemente, conforme (preserva angulos). Note que se |y| = R, temos

y—x _ I«

= —. 2.6
y—X| R -
De fato,
2 2 2
(Iy—XI> _ =xy—x) T -2(0x) 4|
ly —X]| O=Xy=X) P —20nX)+ x|
B =200 + xR (R2=20n0) + 1P _ |
P2+ R AR 200 +R) R
Isso prova (2.6). Com isso, temos que
ly—x| = x |]y X| = Ll y——x para todo y € dBg.
R
Portanto, para ter valor zero na fronteira, no caso N > 3, tomamos
1 1 R\M?2 1
Glny) = N_2_<_) TN |-
(N—=2)on \ [x—y| x| y—X|
O caso N =2 ¢ andlogo. [

Podemos também obter uma expressao para a derivada normal exterior da fun¢do de Green no

dominio Bg,

Corolario 2.22. Suponha G a fungdo de Green na bola Bg (0). Entdo,

para todo x € Bg e’y € dBg.
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Demonstragcdo. Faremos apenas para o caso N > 3. Como,

| ) RAN-2 )
G(x,y) = (N—2)oy <\X—)’|2 N (m) y=XJ? N)

2
X
T3 obtemos que

R
|x
Dy, G(x ):_L Ximyio (R Nﬁz.Xi_yt' _ i R-P
I = o \r—y T\ X[V | ~ oyR x—yN

Lembrando que n; = % para |y| = R, obtemos

emquex € Bg,y€dBre X =

9G Y 2R x> 1 Ry

_ : . O
onR3 |x—y|Y  ovR |x—y[N

Denotemos por K(x,y) a fungdo do coroldrio anterior para x € Q, y € dQ. Ela é chamada de
niicleo de Poisson e possui as seguintes propriedades:
(i) K(x,y) é suave para x # y;
(ii) K(x,y) > 0 para |x| <R;
(iii)
/ K(x,y)do =1
=R

para todo |x| < R.

Por meio desse nicleo, é possivel representar fungdes harmonicas com um dado de Dirichlet

prescrito na fronteira.

Teorema 2.23. Seja ¢ € C(dBg(0)) uma fungdo continua na fronteira da bola. A fungdo u definida

por
| Kke)ewdo. <k
u(x) = § JoBR(0)
¢ (x), x| =R,
satisfaz u € C*(Bg) NC(BR) e é solugdo do problema de Dirichlet

Au=0 em Bg,
u=¢@ sobre dBg.
Demonstragcdo. Consultar (John, |1978, Pag. 85-86). [

Como consequéncia dessa representacdo, temos a desigualdade de Harnack em bolas.
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Proposicao 2.24. Suponha que u é harménica em Bg(xy) e u > 0. Entdo,

( R )N_ZR_ru(xo)gu(x)g( R )N_2R+ru(xo),

R+r R+r R—r R—r

sendo r = |x —xg| < R.

Demonstracdo. Consultar (Han; Lin, 2011, Lema 1.26). O]
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CAPITULO 3

Espacos de Sobolev

Para estudar os espacos de Sobolev, faz-se necessario introduzir alguns conceitos fundamentais.
Apresentamos aqui as defini¢cdes bésicas e propriedades essenciais que servirdo de base para o desen-

volvimento deste capitulo.

3.1 Espacos de Holder

O ponto de partida para a construcio dos espacos de Holder, sdo os espagos de fun¢des Lipschitz
continuas. Seja Q@ C RY um dominio aberto e u : Q — R uma fungdo. Dizemos que u é Lipschitz

continua se existir uma constante C > 0 tal que

lu(x) —u(y)| < Clx—y| paratodosx,yc Q.

Esta definicao é generalizada pela nocdo de continuidade de Holder. Dizemos que u é Holder

continua com expoente y (em que 0 < ¥y < 1) se existir uma constante C > 0 satisfazendo

lu(x) —u(y)] <Clx—y|" paratodos x,y € Q.

Os espacos de Holder, denotados por cr (5_2), estabelecem assim uma escala de regularidade
intermedidria entre os espagos cldssicos C (Q) das fungdes continuas e C' (Q) das fungdes continua-

mente diferenciaveis.

Definicao 3.1. (i) Seja u : Q — R uma fung¢@o continua e limitada. Definimos
Il ) = sup ()]
xeQ
(i1) A semi-norma de Holder com expoente ¥ de u : Q — R € definida por

|u(x) —u(y)\}

x — |7

oy = 20§
3y

31
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e a norma de Holder com expoente y é

ullcor(@)y = lulle (@) + Mooy (g):
Com isso, podemos fazer a seguinte definicdo.

Definicao 3.2. O Espaco de Holder ckr (g_z) consiste de todas as fungdes u € o (S_Z) para as quais

lellcxr(@) = Y ID% ull (@) + Y (D%l co(qy <o 3.1
|| <k lot|=k

Tais espagos apresentam uma estrutura matematica robusta e bem comportada,
Teorema 3.3. O espaco de fungoes chr (5_2) € um espaco de Banach.

Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.1). 0

3.2 Derivadas Fracas

No contexto dos espacgos de Sobolev, € necessario estender a no¢ao de diferenciabilidade a fungdes
que ndo sdo diferencidveis no sentido cldssico. Para tanto, introduz-se o conceito de derivadas fracas,

que generaliza a ideia clédssica baseado na férmula de integracio por partes para funcoes teste.

Definicio 3.4 (Derivada Fraca). Sejam u,v € L,.(Q) e a um multi-indice. Dizemos que v é a a-

ésima derivada fraca de u (ou ox-ésima derivada de u no sentido fraco) se

/uD“¢dx:(—1)|“|/v¢dx, (3.2)
Q Q

para toda fungdo teste ¢ € C;° (). Neste caso, denotamos v = D% u.

Caso ndo exista nenhuma funcdo v satisfazendo a identidade integral (3.2)), concluimos que u ndo
admite derivada de ordem o no sentido fraco. Para que este conceito seja bem definido, € essencial
assegurar que, quando tal fungdo v existe, ela seja unica (a menos de um conjunto de medida nula).

Esta verificac@o de unicidade consolida a consisténcia da defini¢do proposta.

Lema 3.5 (Unicidade da Derivada Fraca). Uma derivada fraca de u € L},.(Q), caso exista, é iinica

a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Lema 4.1). [

3.3 Espacos de Sobolev

Podemos agora definir os espacos de Sobolev e trabalhar algumas propriedades acerca deles.

Definicdo 3.6. O espaco de Sobolev WX (Q) ¢ definido como o espaco das fungdes u € L” (Q), com

u:Q — R, tais que para cada o com |ot| < k, D% u existe no sentido fraco e D%u € LP (Q).
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Observacao 3.7. Um caso particular de grande relevancia ocorre quando p = 2. Nesta situacdo, o
espaco de Sobolev W2 (Q) é denotado por H* (Q). Esta notagdo remete 2 estrutura de espago de

Hilbert que adquire quando equipado com o produto interno

(f.8)="Y | (fe+D*f-D%g)dx.

|| <k /L

Como todo espaco de Hilbert € automaticamente um espaco de Banach com respeito a norma induzida
por seu produto interno, temos que H* (Q) herda essa propriedade. Vale notar que H° (Q) coincide
com L? (Q), o espago das fungdes de quadrado integravel. Além disso, identificamos duas fungdes

em Wk (Q) quando estas coincidem a menos de um conjunto de medida nula.

Definiciio 3.8. Seja u € W*? (Q). Definimos sua norma por

¢ 1
p
(Z ]Do‘u|pdx) , se 1< p<oo,
_ o <k €2

[ullyer ) = (3.3)
Y esssupg (ID%ul), se  p=co.

\ o<k

Definicdo 3.9. Denotamos por W(;‘ P (Q) o fecho de C7 (Q) em W57 (Q).

Embora definidas de maneira mais geral, as derivadas fracas mantém propriedades fundamentais

andlogas as das derivadas usuais, com consequéncias significativas para a andlise de EDPs.
Teorema 3.10 (Propriedades das Derivadas Fracas). Sejam u,v € W*? (Q) e || < k. Entdo

(i) D% e W1#lr (Q) ¢ DP(D%u) = D*(DP u) = D**P u para todos os multi-indices o, B com
ol +[B] <k

(ii) Para cada A it € R, Au+pv € WEP (Q) e D*(Au+pv) = AD%u+ uD%y, |a| < k.
(iii) Se @ é um subconjunto aberto de Q, entdo u € W*? ().

(iv) Se @ € C(Q), entdo pu € W5 (Q) e vale

D%(gu) = ¥ (g) DB DBy, (3.4)
f<a

onae () = gy

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.3). [
Assim como os espagos de Holder, temos que os espacos de Sobolev sao de Banach.

Teorema 3.11. O espaco wkp (Q) é um espaco de Banach, cuja norma é dada pela expressdo
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Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.6). [

Recorrer constantemente a definicao de derivada fraca em aplicac¢Oes praticas torna-se uma tarefa
trabalhosa. Visando contornar essa dificuldade, investigaremos a estrutura dos espacos de Sobolev
através de métodos de aproximacdo por fungdes suaves. Para os resultados subsequentes, fixamos
k€N, 1< p < ooedefinimos Qe = {x € Q| dist(x,0Q) > €}.

Teorema 3.12 (Aproximacio local). Suponha que u € W*? (Q) para algum 1 < p < oo, e defina
ut = Nexuem Q.
Entao,
(i) u® € C*(Q¢) para cada € > 0,
(ii) u® — uem W/ZCP (Q) quando € — 0.
Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.8). U

Note que o resultado anterior apenas garante aproximacao local, o que pode ser melhorado quando

estamos lidando com dominios limitados.

Teorema 3.13 (Aproximacdo Global). Sejam Q limitado e u € WP (Q) para algum 1 < p < oo,
Entdo, existem funcdes u,, € C* (Q)NW*P (Q) tais que

Uy —u  em WEP (Q).
Demonstragcdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.9). [l

A teoria desenvolvida até aqui restringiu-se a fun¢des definidas em dominios abertos. No entanto,
podemos estender essa defini¢io para fungdes definidas em todo RY de modo a preservar a estrutura

de Sobolev. Para isto, devemos impor uma condicdo de suavidade a fronteira do dominio.

Definicdo 3.14. Dizemos que a fronteira dQ é C se para cada ponto 1" € 9Q existem r > 0 e uma

fungdo y: RV~! — R de classe C* tais que
QNB, (xo) = {x € B, (xo) ‘xN > y(xq,. .. ,xN,l)}.
Com isso, obtemos

Teorema 3.15 (Extensdo). Sejam Q limitado e dQ € C'. Escolha um conjunto aberto e limitado V

tal que Q CC V. Entdo, existe um operador linear limitado
E:Wh(Q) — WP (RY) (3.5)

tal que para cada u € W' (Q),
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(i) Eu=uqtp em Q,
(ii) Eu tem suporte contido de 'V,
(i)
HE””WLP(RN) < CH”HWLP(Q);
em que C =C(p,Q,V).
Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.11). U

A defini¢do de fungdes de Sobolev em abertos {2 ndo garante, em geral, valores definidos na fron-
teira dQ, que possui medida nula. Para atribuir um significado consistente ao conceito de “restri¢do
de u a dQ”, utiliza-se o operador trago, que permite estender a nogdo de valores no bordo de modo

adequado.

Teorema 3.16 (Traco). Seja Q limitado com S de classe C'. Entdo existe um operador linear
limitado
T:WhP (Q) = LP(0Q)

tal que
(i) Tu= u’aQ seue WP (Q)nc (Q),
(ii) |Tullppia0) < Cllullwirq)
para cada u € W' (Q).
Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.14). [
Além disso, esse operador possui como nticleo o espaco WO1 7 (Q), j4 definido anteriormente,

Teorema 3.17 (Traco nulo). Seja Q limitado com 9K de classe C' e suponha que u € WP (Q).
Entdo
uEWOI’p(Q) <= Tu=0em Q.

Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.16). [l

3.4 Imersoes de Sobolev

O estudo dos espagos de Sobolev culmina em dois resultados fundamentais que consolidam sua
utilidade na analise de equacdes diferenciais: as imersoes de Sobolev e as desigualdades de Poincaré.
As primeiras estabelecem relagcdes de inclusdo continua entre espagcos de Sobolev com diferentes
expoentes de regularidade e integrabilidade, revelando ganhos de regularidade intrinsecos as fungdes

desses espacos. J4 as desigualdades de Poincaré fornecem estimativas que controlam a norma de
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uma funcdo pela norma de suas derivadas, desempenhando um papel crucial na demonstragdo de
coercividade e na andlise variacional. Ambos os instrumentos serao essenciais nas aplicacdes que se

seguem.

Np

Definicdo 3.18. Se 1 < p < N, o conjugado de Sobolev de p é p* = N>
4

Teorema 3.19 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Seja 1 < p < N. Entdo existe uma

constante C, dependendo somente de p e N, tal que
Jull e vy < ClIDu] e
para toda u € C. (]RN).
Demonstracdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024} Teorema 4.17). [

Como consequéncia direta desse resultado, obtemos estimativas andlogas vélidas para o espago
de Sobolev W17 (Q).

Teorema 3.20. Seja Q C RY um aberto limitado e suponha que dQ seja C'. Assuma 1< p <N e
u € WhP(Q). Entdo u € LP" (Q), com estimativa

HMHLP*(Q) < CH“HWLP(Q)-
Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.18). [
Ainda, podemos estabelecer uma estimativa no espaco WOl P(Q),

Teorema 3.21. Seja Q@ C RN um aberto limitado. Suponha u € WO1 P(Q) para algum 1 < p < N.

Entdo, temos a estimativa
[ull Loy < ClDul| g,

para todo q € [1, p*].
Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.19). [

No caso N < p < oo, mostra-se que funcdes em W' (Q) sdo Holder continuas, um resultado

conhecido como Desigualdade de Morrey.
Teorema 3.22 (Desigualdade de Morrey). Seja N < p < oo. Entdo existe uma constante C tal que
lullcoram, < € lullyinem
N

para toda u € C' (]RN), onde y=1——.
p

Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.20). 0
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N
Observacio 3.23. Observe que quando p — N, temos p* = N_p — oo, Como p* > p, temos em

particular, que a imersdo abaixo é compacta
wiN(Q) cc L1(Q)

para todo g < oo.

Além disso, para o espagco WO1 (), a imersdo compacta
W, 7(Q) cC LP(Q)

é vilida para todo 1 < p < oo mesmo sem assumir regularidade extra da fronteira dQ2, uma vez que as

~ 1 ~ - o ~
fungoes de W, P (Q) sdo, por defini¢do, aproximaveis por fungdes suaves com suporte compacto em
Q.

Agora, quando lidamos com derivadas de grau maior, resultados generalizantes aos anteriores

podem ser obtidas, o que esté sintetizado no seguinte teorema.

Teorema 3.24 (Desigualdade Geral de Sobolev). Seja Q C RY aberto, limitado e com fronteira dQ
de classe C'. Assuma que u € W*P (Q). Entdo,

N 1 1 k
(i) Se k < —, entdo u € L1(Q), em que — = — — N Além disso, vale a estimativa
p p

H”Hm(g) < CH”HW’@P(Q)'

(ii) Se k > %, entdo u € Ck_ [%] —Ly (5_2), sendo

N N N
NES {—} 1 ——, para — ¢ Z,
P p p
o N
* 0 <y <1, arbitrdrio para — € 7.
p

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.22). [

3.5 Compacidade e Desigualdades de Poincaré

A desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev garante que W'+ (Q) esta imerso em L” (Q),
desde que 1 < p < N, sendo p* = Np— O préximo resultado complementa essa imersdo, garantindo
-p

a compacidade em L7 (Q) para g < p*.

Definicao 3.25. Sejam X e Y espagos de Banach, com X C Y. Dizemos que X estd compactamente

imersoemY se

(i) |lully <C|lu||y para alguma constante C, onde u € X



38 Capitulo 3. Espacos de Sobolev

(ii) Cada sequéncia limitada em X é pré-compacta em Y, isto &, se (uy)r>1 € uma sequéncia em X

com sup ||ug|[y < oo, entio existem uma subsequéncia (uy;) j>1 C (ux)i>1 € u €Y tais que
k>1

tim g, ], =0

Teorema 3.26 (Rellich-Kondrachov). Seja Q@ C RN aberto e limitado, com 0 de classe C L Suponha
que 1 < p <N, entdo
whr(Q) cc L1(Q)

para cada 1 < g < p*.

Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024, Teorema 4.23). [l

Além disso, como consequéncia das imersdes de Sobolev, temos as desigualdades de Poincaré,
que permitem o controle da norma de u em L' (Q) pela norma de seu gradiente. As duas primeiras

versOes apresentadas a seguir sdo consequéncias dos resultados de imersdo acima.

Teorema 3.27 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Q C RN um aberto limitado e conexo com 9K de

classe C' e 1 < p < oo, Entdo, existe uma constante C tal que
lu—(Wallr@) < ClIDullrq)
para cada funcio u € W (Q).
Demonstracdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024} Teorema 4.24). [

Teorema 3.28 (Desigualdade de Poincaré para bola). Seja 1 < p < oo, Entdo existe uma constante C

tal que
[l — (”)x,r”Lp(B,(x)) < CrHDuHLP(Br(x)) g

para cada bola B, (x) C RN e cada fun¢do u € WP (B, (x)).
Demonstracdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Segantin, 2024} Teorema 4.25). [
Temos ainda uma formulag@o para o caso em que u se anula na fronteira.

Teorema 3.29. Suponha que 1 < p < o e Q seja um conjunto aberto limitado. Entdo existe uma

constante C, dependendo de € e p, tal que
1,
ullri) < ClIVullirq) Yue Wy (Q).

Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Brezis, 2010, Corolério 9.19). U]
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3.6 Capacidade de Sobolev

A capacidade de Sobolev sera utilizada posteriormente para obter uma condi¢do de existéncia de

solugdo para o problema de Dirichlet ndo linear.

Defini¢do 3.30 (Capacidade de Sobolev para Conjuntos Compactos). Sejam k € N* e 1 < p < oo,

Dado um conjunto compacto K C RY, define-se a capacidade WkP de K por

Caka,p(K) = inf{H(le‘;/k,p(RN) (RS CZO(RN)a ©>0,9p>1em K}>

em que

k
191105, = 1015 ) + 1 P50l )
pa

Observacdo 3.31. Podemos estender a definicio de capacidade para conjuntos abertos U C RY e,

mais geralmente, para qualquer conjunto A C RN da seguinte maneira,

« Para todo conjunto aberto U C RY, a capacidade W4 de U é definida por

capyiq(U) = sup{capyrq(K) | K C RN ¢ compacto e K C Uj.

e Paratodo A C RY, a capacidade W*4 de A é definida por

capyiq(A) = inf{capy,(U) |U C RN ¢ aberto e A C Uj.

Pela desigualdade de Chebyshev, tem-se |K| < capy,(K), consequentemente todo conjunto de
capacidade de Sobolev nula possui medida de Lebesgue nula. Entretanto, a reciproca nio é verda-
deira: um conjunto pode ter medida de Lebesgue nula e capacidade positiva, como mostra o exemplo

abaixo.

Exemplo 3.32 (Fronteira de dominios suaves). Seja Q C RY um aberto limitado com fronteira de

classe C'. Entéo, paratodo k € N* e 1 < p < o, vale
capyr, () > 0.

Este fato decorre da desigualdade do traco em W '” (Q). Sabemos que existe C > 0 tal que, para toda
fungio @ € CZ(RY) com ¢ > 1 em 9Q,

o(0Q)'r < [@llzra0) < Cllllwrr @y,

sendo ¢ a medida superficial em dQ. Minimizando sobre @, obtém-se 6(dQ) < CP capy,(dQ), e

como ¢ (dQ) > 0, segue a positividade da capacidade.
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A capacidade de Sobolev, como definida acima, satisfaz as propriedades fundamentais de uma
capacidade, isto é, monotonicidade, regularidade e subaditividade forte, sendo um caso particular do
quadro abstrato (Willem, 2013} Definicdo 7.1.1). A seguinte propriedade de semiaditividade finita é

particularmente importante para sua manipulagdo.

Proposicio 3.33 (Semiaditividade Finita). Seja (K;)i_; uma familia finita de subconjuntos compac-

tos de RY. Existe uma constante C > 1, dependendo apenas de N, k e p, tal que

n n
capyyk,p (U Kj> < CY. capyr, (Kj).

j=1 j=1
Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em (Ponce, 2016, Pag. 368, Prop. A.3). [

Em resumo, a capacidade de Sobolev fornece uma ferramenta precisa para caracterizar conjuntos
pequenos no contexto dos espacos de Sobolev, sendo mais sensivel que a medida de Lebesgue. Como
visto acima, quando um conjunto A C Q ¢ pequeno em relagdo a capacidade (capy,(A) = 0), entdo
A também € pequeno no sentido da medida de Lebesgue, a0 mesmo passo em que temos conjuntos de

medida nula cuja capacidade ndo ¢ nula, conforme o Exemplo[3.32]



CAPITULO 4

Equacao de Poisson

4.1 Solucoes Distribucionais

Estamos interessados em solugdes da equagdo de Poisson para algum dado de medida. A partir
desse capitulo, utilizaremos a solugdo fundamental como sendo —I'(a,x). Além disso, por simplici-

dade, faremos um abuso de notag¢do denotando apenas por I'(a,x) ao invéss de —I'(a,x).
Definicédo 4.1. Seja u € .#(Q). Dizemos que u é uma solugdo da equagdo de Poisson
—Au= u,

no sentido das distribui¢des em Q se u € L},.(Q) e u satisfaz, para toda ¢ € C (), a identidade

—/uA(pdx:/(pdu.
Q Q

Observe que se u :  — R € uma fun¢do suave em Q, entdo

integral

div(uVe — Vu) = uAp — pAu.

Consequentemente, pela férmula de Green [A.4](iii), temos que

—/uA(de:/gD(—Au)dx,
Q Q

para toda ¢ € C;° (). Vamos agora considerar dois exemplos que induzem medidas bem definidas,

os quais dependem de férmulas de representacdo. Para toda funcido @ em CZ"(RN ),

0 =—-Al'xp)=-Tx(Ap), 4.1)
em que I" é a solucdo fundamental do Laplaciano.

41
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Exemplo 4.2. Para cada a € RV, a funcio
I,:RY >R
definida paray € RY\ {a} por
La(y) =T(a,y)
satisfaz a equagao de Poisson
—Alq = 8q,
no sentido das distribuicdes em RY, em que &, é a medida de Dirac concentrada em a. De fato, pela

férmula de representagdo 4.1|e a definicdo do produto de convolugio, para toda ¢ € C;° (RN ), temos

- / 9d6, = —g(a) = (T Ag)(a) = / C.Ady,
RN RN

como desejado.
Baseado nisso, podemos explicitar uma solucao, no sentido das distribuicdes, para o problema

—Au=9, emB,(a),
u=0 sobre dB,(a).

Ja sabemos que I';(y) satisfaz —AI', = &, no sentido das distribui¢cdes. Resta entdo ajustar tal funcdo
de modo a obter a condi¢do de fronteira u = 0. Para isto, basta considerar u(y) =I';(y) —c(N), sendo

¢(N) uma constante que depende de N dada por
1

Elnr, se N =2,
1
(N—2)ox N2 se N > 3.

Observacao 4.3. No exemplo anterior, para o caso em que €2 é um dominio qualquer, teriamos que

u = Gg a fungdo de Green em Q.

Exemplo 4.4. Seja N > 3. O potencial Newtoniano gerado por uma medida nio negativa u € .# (R")
¢ a funcdo
N (1) : RN = [0, +oo]

definida por

A= [ Toxdu0) = s | au(y)

(N—Z)GN RN ’y—x'Niz.

Observe que 4 (1t) € L}, (RY) e satisfaz

—AN (H)=u
no sentido das distribuicdes em R". De fato, pelo Teorema de Fubini e a férmula de representacdo
, para toda ¢ € C. (]RN ) temos

RNJV(u)A(pdx: /RN [/RNF(y,x)du] Apdx = /RN [/RNF(y,x)A(pdx] du
:/RN(F*A(p)duz—/RN(pdu.
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A abordagem original (Evans, G. C.,|1920; Wiener, 1924alb), nos anos 1920-30, estudava a equa-
¢ao de Poisson com dados de medida via potencial Newtoniano. Mais tarde, isso foi superado por
meio da formulagdo no sentido das distribui¢des (Schwartz, |1945), mais flexivel e geral. O proximo
resultado garante que toda solugdo da equagdo de Poisson com dado de medida ndo negativa iguala o

potencial Newtoniano mais uma fungdo harmonica

Proposicio 4.5. Sejam N >3 e u € .#(Q) uma medida ndo negativa. Se u € L}, (Q) é uma solugdo

da equagdo de Poisson com densidade [, entdo existe uma funcdo harmonica h : Q — R tal que
w=.A(1)+h,
qtp em L.

Para provar essa decomposi¢do de u em termos do potencial e de uma fung@o harmonica, necessi-

tamos do seguinte resultado auxiliar.

Proposicio 4.6. Seja u € L;,.(Q). Se para toda ¢ € C7 (Q),

/ uA@dx =0,
Q

entdo existe uma fun¢do harmonica i : Q — R tal que it = u qtp em Q.

Uma fungdo u € L}OC (Q) satisfazendo a identidade acima ¢ dita ser fracamente harménica. Para
demonstrar esse resultado, os dois ingredientes principais sdo a propriedade da média para funcdes

harmonicas e o lema de Bocher-Koebe, enunciado abaixo.

Lema 4.7 (Bocher-Koebe). Seja u € L' (Q). Se para cada x € Q e cada 0 < r < dist (x, dQ) temos

entdo u € C(Q).

Demonstragcdo da Proposicdo Para simplificar a prova, assumiremos que Q = R (podemos fa-
zer isso por conta de (Ponce, 2016, Proposi¢do 2.18)). Para qualquer p € C° (RN ) temos que
prucCs(RV)e

Alp#)() = (8p) #u(x) = [ ap(r—yu(s)dy.
para todo x € RY. Como a fungio RY 5y — p (x—y) pertence a C; (RN ) , pela hipotese sobre u,

A(p xu) =0.

Assim, p s u é harmonica em RY. Em particular, p  u satisfaz a propriedade da média para funcdes

harménicas. Seja (py,),en uma sequéncia de regularizantes e, para cada bola B, (x) e todon € N,

P * u(x) :][ Pn *udy.
B, (x)
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Como (py, * u),en converge para u em L! (B, (x)), segundo o Teorema |A.27, segue que (P, * i) nen

converge pontualmente para a funcdo i, : RV — R definida para x € R por

ir(x) = ][ u.
B(x)

Em particular, i, é continua (Folland, 1999, Lema 3.16). Pelo Coroldrio [I.23] passando a uma sub-
sequéncia, se necessdrio, temos que (p, * u),cn também converge qtp para u. Assim, u = i, qtp em

RN , € entdo, para todo x € RN , deduzimos que

iy (x) = / .
B, (x)

Para quaisquer r,s > 0, temos i, = ii; em RY. De fato, ambas as fung¢des sdo continuas em R e

coincidem qtp com u em R". Denotando por i esta fun¢do comum, temos para todo x € RY e todo

i(x) = /B " .

Pelo lema de Bocher-Koebe aeC” (RN ) Finalmente, segue da caracterizacdo do Laplaciano

r>0,

como uma diferenca infinitesimal de médias [A.28] que iz ¢ harmonica. Alternativamente, para toda

peCr (]RN ), temos
/ Aﬂ(p:/ UAQ = uAp =0,
RN RN RN

donde Ait = 0 em RV , € a conclusdo segue. O
Agora, podemos demonstrar a proposigao [4.5]

Demonstragdo da Proposigdo Como u e ./ () satisfazem a equacéo de Poisson com densidade

U, para toda @ € C. (Q) temos

(u— A (n))A@dx = 0.
Q

Pela proposi¢do existe uma fungdo harmoénica 4 : Q — R tal que u — A (1) = h qtp em Q e,
consequentemente, u = .4 () + h qtp em Q. [

O potencial Newtoniano pode ser representado em termos da carga total de bolas, baseado no

Principio de Cavalieri, como afirma o Lema a seguir.

Lema 4.8. Sejan N >3 e u € .4 (RY) uma medida ndo negativa. Para todo x € RY, temos
U [7 p(B,(x)) dr
N = — —_——.
()() === /O N2
1

N-2"
lx—y|

1
m>t}) dt.

Demonstragcdo. Aplicando o Principio de Cavalieri para a funcdo y — temos

/]RN \xd—“y(lyN)2 - /owu ({y R
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Usando a mudanca de varidveis t = obtemos

AN=2

A oy [ Vilx—y] < 1) pde
/R = ( 2)/0 p{y e R : x—y| < })rN—ld

v —yN?
“u(B,(x
:(N—2)/0 —“(erl))dr.

Portanto,

0 = gy [ O L [ :

(N—z)GN RN |x_y|N_2 ON N—2 r
Como consequéncia desse resultado, obtemos um critério suficiente para saber quando um poten-

cial Newtoniano € finito em um dado ponto.

Proposicao 4.9. Sejam N >3 e uc A (]RN ) uma medida ndo negativa. Se x € RY ¢ tal que, para
todo r > 0,
u(Br(x)) <Cr'

para alguma constante C > 0 e algum expoente s > N — 2, entdo N () (x) < oo

Demonstragdo. Usando a representacdo dada pelo lema anterior, vamos aplicar a estimativa de den-

sidade para bolas pequenas e a finitude da medida para bolas grandes, isto &,

1 X o X 1 “ dr
GNW(M)@C):/O wdﬁ/l %drSC/O ,»s—(N—l)dr-I-,u(RN)/l r;ll

S—N+2 71 N2 7% C RN
=C|— +.u(RN) — ‘I"u( )<oo,
s—=N+2], -N+2|, s—-N+2 N-=-2
pois s > N —2e N > 2, e a conclusio segue. [

4.2 Funcoes Superharmoénicas

No sentido das distribui¢des, podemos enfraquecer a definicao de fung¢do superharmonica de modo

a englobar fungdes somdveis, ou ainda, localmente somdveis, como garante a préxima defini¢ao.

Definicao 4.10. Uma funcdo u € Llloc (Q) é superharménica se, para toda fung¢do ndo negativa ¢ €

Co (Q), temos
—/ uAg > 0.
Q

C
A propriedade do valor médio é herdada por funcdes que sdo superharmonicas no sentido das

distribui¢des, como garante a proposi¢ao abaixo.

Proposicio 4.11. Sejau € L}, (Q). Se para toda fungéo ndo negativa ¢ € C° (Q),

—/uA(pZO,
Q



46 Capitulo 4. Equacdo de Poisson

entdo, para todo x € €, a fungdo
(0,d(x,0Q)) 57— up () = ][ ( )udy
F(x
é ndo crescente.
Demonstragdo. Dado um conjunto aberto @ CC £, tome uma func¢éo ndo negativa p € C;° (RN ) tal

que ® — supt(p) CC Q. Mostremos que a fungdo suave p * u é superharmdnica em @. De fato, para

todo x € @ temos

NNWWZ@MWWZAM@ﬂW®W~

A fungio y € RV — p(x —y) é suave e tem suporte em x — supt(p), que é um subconjunto compacto

de Q para todo x € @. Pela hip6tese sobre u, deduzimos que
A(p *u)(x) <0,

logo, p * u é superharmdnica em .
Da propriedade do valor médio para fungdes superharménicas suaves [A.9] segue que, para todo

x€wetodo0<s<r<d(x,dm),temos

P *up,(x) < P *Up(x)-

Aplicamos agora esta desigualdade a uma sequéncia de regularizantes (p,),cn, € fazemos n — oo para

deduzir que
U, (x) < Up(x)-

Como @ CC Q ¢ arbitrério, a conclusio segue. O

Corolario 4.12. Seja u : Q — R uma funcdo superharmonica no sentido das distribuicées. Entdo,

][ u < u(x).
B (x)

Demonstragdo. Basta fazer s — 0 na proposi¢ao anterior e usar o fato de que up () — u(x) quando
s — 0 (Folland, (1999, Lema 3.16). O]

para todo 0 < r < d(x,dQ), temos

Em seguida, vamos provar que toda fun¢do superharmodnica é o potencial associado a alguma
densidade de cargas ndo negativas. Para isto, utilizaremos a seguinte versdao do Teorema da Represen-

tacdo de Riesz.

Proposicao 4.13. Se F : C° (Q) — R é um funcional linear tal que F > 0 no sentido das distribuigdes

em Q, entdo existe uma medida ndo negativa L € Moc(Q) tal que, para toda ¢ € C;° (Q), temos

Flo)= [ pdu.
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Demonstra¢do. Dada uma fungo ndo negativa y € C;. (Q), para toda funcao limitada ¢ € C” (Q) a

fungdo (||@[|;=(q) — @) w € admissivel na desigualdade F' > 0. Pela linearidade de F, temos

Floy) <F(W)[|ol=()-

Como esta propriedade vale para ¢ e —¢ em C,” (Q), temos

[Fley)| < F(W)[|9]l1=q)-

Dado um subconjunto aberto @ € Q, escolhemos y € C7° (Q) tal que y = 1 em @. Para toda ¢ €
c ¢l = 19/l ()- Portanto,

” (), temos entdo @y = ¢ e, além disso,

[F(@)] < F(W) o]l (w)-

Como o funcional linear F ¢ limitado (logo, continuo) no subespaco C2° (@) denso em C°(®),
segue possui uma tnica extensdo como um funcional linear continuo em C°(®) (ver (Oliveira, 2014,
Teorema 4.7)). Pelo teorema da representacéo de Riesz existe uma tnica medida finita (1, em

o tal que, para toda @ € C; (@), temos

F(fp)=/w¢duw.

A medida p, € ndo negativa como consequéncia da regularidade interna de medidas finitas[A.T3]
De fato, dado um conjunto compacto K C ®, seja (¢,),cn uma sequéncia limitada ndo negativa em

C (@) convergindo pontualmente para a fungdo caracteristica xx. Para todo n € N, temos

/ Pndity = F(@,) > 0.
w

Fazendo n — oo, 0 teorema da convergéncia dominada fornece

Mo (K) =/deuw > 0.
w

Pela regularidade interna de Uy, dado A C ® um conjunto de Borel e € > 0, existe K C A compacto

tal que
[lo(A\K)| <e.

Como Uy (A) = U (K) + e (A\ K), segue que
Ho(A) = Ho(K) + Ho(A\K) > 0—¢.

Fazendo € — 0, obtemos que g (A) > 0. Logo ty(A) > 0 para todo A C @ boreliano.
Tomando uma sequéncia crescente de abertos (®,),cn estritamente contidos em Q tal que Q =

U @y, definimos a funcao de conjunto de Borel it em todo conjunto de Borel A C Q por
neN

(A) = lim 1, (AN @,).
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O limite acima € finito ou diverge para infinito devido a monotonicidade da sequéncia. Além disso,
para todo conjunto A estritamente contido em €, o limite acima se torna estaciondrio, donde u(A) =
U, (A) para algum n € N suficientemente grande. De fato, como a sequéncia é crescente e A C Q,
existe k € N tal que A C oy para todo n > k. Logo, (t(A) = U, (A).

Em particular, y € uma medida localmente finita em €, e representa o funcional F' no sentido das

distribui¢des em Q. O

Proposicao 4.14. Seja u € L}OC (Q). Se u é superharménica, entdo existe uma medida ndo negativa
WU E Mpe(Q) tal que
—Au=u

no sentido das distribuicoes em Q.

Demonstracdo. O funcional F definido para ¢ € C; () por

Flo) =~ [ uss

€ ndo negativo pela superharmonicidade de u. A conclusio segue da proposicao anterior. [

No que segue, vamos provar que € possivel aproximar a solu¢do u por convolucdo sem interferir

na equacao, desde que fiquemos “longe” da fronteira do dominio.

Proposicio 4.15. Seja i1 € M,.(Q). Se u € L}, (Q) satisfaz a equagio de Poisson com densidade p1
(Definicdo , entdo, para todo aberto ® CC Q e toda fungdo p € C;° (RN ) tal que @ —supt(p) CC
Q. temos

—A(p*xu)=p*xUu em .

Demonstragdo. Observe que a fungio RY 5y — p(x —y) estd bem definida e é suave, com suporte
no subconjunto compacto x — supt(p) de Q. Como a funcéo p *u é suave em o e u satisfaz a equagio

de Poisson com densidade u, para todo x € @, temos

—A(P*u)(X)Z—(AP)*u(X)Z—/QAP(X—y)u(y)dyZ/Qp(x—y)du(y)Zp*u(X)-

Isto conclui a demonstracdo do lema. 0



CAPITULO 5

Principio do Maximo Fraco

Nesse capitulo, vamos obter uma versao do Principio do Maximo Fraco para fun¢des superhar-

monicas no sentido do dual de Cy’ (5_2) , isto é, para toda fun¢do ndo negativa ¢ € Cy (S_l) , temos

—/Qqu;zo.

Antes, definiremos a no¢do de solucdo no sentido das distribui¢cdes para o problema de Dirichlet

linear
—Au=pu emQ,
{ u=0 sobre dQ, G-

e, em seguida, veremos um exemplo relacionando as nocdes de superharmonicidade no sentido do

laplaciano e sentido do dual de Cy’ (Q).

Definicio 5.1. Seja Q um aberto limitado, e seja y € .# (). Uma fungdo u : Q — R é uma solugéo

do problema de Dirichlet linear com densidade u se
(i) ueL'(Q);
(ii) para toda & € Ci(Q),
_ / UAE — / £du.
Q Q
O resultado a seguir estabelece regularidade para solu¢des do problema de Dirichlet linear.

Proposicdo 5.2. Seja Q um aberto limitado suave, e seja L € M (Q). Se u é a solucdo do problema
de Dirichlet linear com densidade U, entdo, para todo 1 < g < N_T temos u € WO1 1(Q), e vale a

estimativa

lullwro@) < Cllutlla),

para alguma constante C > 0 que depende de q, de N e de Q.

49
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Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em (Ponce, 2016, Proposi¢do 5.1) [

Exemplo 5.3. Toda fun¢@o superharmdnica ndo negativa u : RN — R satisfaz —Au > 0 no sentido
(C5 (Q))" em um dominio suave Q. De fato, dada uma sequéncia de regularizantes (py)ken, cada
funcdo py * u é ndo negativa e superharménica em RY pois p; é ndo negativa para todo k € N e
—A(pr*u) = prx(—Au) > 0.

Além disso, para toda fun¢do ndo negativa { € Cy (5_2) temos % <0 em dQ (Lema de Hopf
Pelo teorema da divergéncia, para todo k € N temos que

9¢
/ (prxu)Ag = / CA(py *u) —1—/ (pk*u)a—dc <0.
Q Q Q n
Consequentemente, segue do Teorema da Convergéncia Dominada que —Au > 0 sentido do dual de
G (Q).
Apbs essa discussdo, podemos enunciar e demonstrar o principio do maximo fraco para funcoes

superharmoénicas sentido do dual de Cy’ (ﬁ)

Proposicio 5.4. Seja Q um dominio suave e u € L' (Q). Se —Au > 0 sentido do dual de C§ (Q),

entdo u > 0 quase sempre em Q.

Demonstragdo. Paratoda f € C* (Q), seja { € Cy’ (Q) a solugdo do problema de Dirichlet linear

—Al=f emQ,
=0 em JdQ.

Se f > 0em Q, entdo ¢ é superharmonica e, pelo principio do maximo fraco para funcdes C? (Ponce,

2016, Coroldrio 1.10), temos que { > 0 em Q. Deduzimos entdo que

/Quf:—/gumjzo. (5.2)

Como esta desigualdade vale para toda f € C* (Q) tal que f > 0 em Q, podemos tomar a sequéncia
(fn)nen, dada por f, = p, * X{u<0}> convergindo qtp para a funcdo caracteristica X(,-o}, € tal que

(fn)nen € limitada em L7(Q). Pelo teorema da convergéncia dominada, com f,, no lugar de f em

(5.2), deduzimos que
/ u>0.
{u<0}

Portanto, u > 0 quase sempre em €. 0

Neste momento, podemos nos questionar se existe uma, ou mais condi¢des, as quais permitem
passar de uma desigualdade no sentido das distribui¢des para uma desigualdade sentido do dual de

Co (S_Z) Isto €, queremos obter alguma condi¢do para que uma supersolucio da equacao

—Au=pu emQ,
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seja uma supersolu¢do do problema de Dirichlet

—Au=pu emQ,
u=0 sobre dQ.

Para estabelecer essa relacdo, necessitamos de um método de aproximacgdo de fungdes teste em
Gy (Q).

Lema 5.5. Seja Q um dominio. Entdo, para toda fun¢do ndo negativa § € Cy (5_2) existe uma

sequéncia (Qn)nen de fungcdes ndo negativas em Cy. (Q) tal que
1. (@n)nen converge uniformemente para { em Q,

2. (V@n)nen € limitada em Q e converge pontualmente para VE em Q.

Demonstracdo. Dada uma fungio suave nio negativa H : R — R que se anula em uma vizinhanca de

0, para todo n € N a fun¢do ¢, : Q — R definida por

¢n=H(nC)EC
¢ ndo negativa e pertence a C, (Q2). Note que a primeira afirmacio é satisfeita se escolnemos H tal
que

;BTOOH (t)=1.

De fato, seja € > 0 e tome dy > 0 a ser escolhido. Para tal H temos que
* para §(x) > &y > 0, tomamos n > Ny, com Ny grande, tal que
|H(t) — 1| < €, desde quer > Nydy.
Como n{(x) > ndy, para todo x € Q tal que {(x) > &, segue que

[@n(x) = C(x)| =[S ()| [H(nE(x)) = 1] < [|IC] =) €
se n > Ny.
e para {(x) < &,
|0 (x) — E(x)| = [E(x)|[H(nE (x)) — 1] <260 <&,

E . ) ..
se tomamos &y < 5 Nesta ultima desigualdade, utilizamos o fato que 0 < H(¢) < 1 para todo

t € R, devido as condi¢des impostas acima.

Isso prova que (¢, ),en converge uniformemente para {. Quanto a convergéncia da sequéncia dos

gradientes, observe que

Vo =H(n{)VE+[nlH (n)]VE.
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Como ¢ > 0, temos V{ = 0 no conjunto QN {{ = 0} e, consequentemente, V@,(x) =0 = V{(x).

Nos pontos em que §(x) # 0, precisamos da condi¢do

lim tH'(t) =0,

o0

pois, pontualmente, temos

{ H(nG(x))VE(x) = VE(x),
nC(X)H' (n(x))VE(x) =0

garantindo que

V@, (x) — VE(x) pontualmente.

Por fim, temos que V¢, é limitada, ja que
Vou(x)| < [H(nE ()| [VE ()] + [nE (x)H' (nC (x)) | [VE (x)| < C|[VE(x)]. O

Observacao 5.6. No lema anterior, basta considerar a funcao H : R — R definida por

1
H(t) = eXp<_t2—1)’ se |t] > 1,

0, se |t] <1,

e observar que ela satisfaz as condi¢des impostas acima, isto €,

e H € suave;
* H se anula numa vizinhanca da origem;

* lim H(r)=1;

t—>+o0

e lim tH'(t) = 0.

f—roo

Figura 5.1: Gréfico da funcédo H ().

Através desse lema, dada § € Cy (E_l) uma fung@o com sinal, podemos escrever § = {; — §, como
uma diferenca de fun¢des com sinal e obter sequéncias (@,)uen € (Wn)nen aproximando &) e &,
respectivamente. Com isso, a sequéncia definida por (&,),en = (@, — Wn)nen aproxima a fungdo C.

Utilizando o lema anterior, podemos provar o seguinte resultado,



53

Proposicio 5.7. Seja Q um dominio suave. Entdo, para toda L € # (Q), temos que u é uma solugdo
do problema de Dirichlet linear (5.1)) se, e somente se, u € WO1 Q) e a equacdo —Au = 1 é satisfeita
no sentido das distribuicées em Q, isto é, para toda ¢ € C;” (L),

/Vu-V(p:/(pdu.
Q Q

Demonstragdo. Se u é uma solugdo do problema de Dirichlet, entdo a equacio € satisfeita no sentido
das distribuicdes, e pela propriedade de regularidade de Sobolev temos u € Wh! (Q). Recipro-
camente, assuma que u € WO1 1 (Q) e que a equacdo é satisfeita no sentido das distribui¢des em Q.
Como u € WOI’1 (Q), para todo & € Cy (Q), temos

—/QuAgz/Qvu-vg.

Por outro lado, tomando uma sequéncia (@, ),cn em C;. (Q) satisfazendo as propriedades (i) e (ii) do

/Vu-V(pn:/(pndu.
Q Q

Quando 1 — oo, para qualquer & € Cy (£_2), deduzimos do teorema da convergéncia dominada que

/Qvu.vgz/ggdu.

Logo, u é uma solucio do problema de Dirichlet linear com densidade u no sentido da Defini¢do

5.1l O

Lema[5.5] para todo n € N temos

Como uma consequéncia do argumento utilizado acima, podemos obter uma equivaléncia entre

as duas defini¢des de super-solugdo (no sentido das distribui¢des e no sentido (Cy (Q))').

Proposicao 5.8. Sejam Q um dominio suave e i € 4 (Q). Tome u € WO1 o1 (Q). As seguintes afirma-

coes sdo equivalentes:
(i) —Au > U sentido do dual de Cy (K_Z)
(ii) —Au > U no sentido das distribuicoes em Q.

Demonstragdo. Suponha que —Au > 11 sentido do dual de Cy’ (Q). Assim, como u € WO1 1(Q) (Pro-
posi¢do[5.2), para toda ¢ € C5’ (Q), temos que

/Vu-Vq):—/uA(pz/(pdu.
Q Q Q

pela Formula de Integracdo por Partes.
Logo, Au > u no sentido das distribui¢des em Q. Reciprocamente, assuma que u satisfaz (if).

Como u € WO1 1 (Q), paratoda & € C7 (E_Z) segue da férmula de integrag@o por partes que

—/QMA§:/QVM-V§.
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Tomando uma fun¢do ndo negativa & e uma sequéncia (¢,),eny em Cy (Q) como no lema de

aproximagio|[5.5] para todo n € N temos

/Vu~V(pn2/(pndu.
Q Q

Fazendo n — oo, pelo teorema da convergéncia dominada obtemos

/Vu-Vé_‘,:lim Vu-V(pnzlim/q)ndu:/édu,
Q n=e n=e o Q

e a conclusao segue. [

5.1 Desigualdade de Kato
Indo além dos principios cldssico e fraco, estudaremos o Principio do Maximo Inverso. Mas, para
provar esse resultado, precisamos antes da desigualdade de Kato e algumas de suas variantes.
Proposicio 5.9. Se u € L' (Q) ¢ tal que Au € L' (Q), entéo
Aut > xusoyAu,
no sentido das distribuicoes em Q.
Demonstracdo. Observe que se u € suave, para toda fungdo suave H : R — R, temos
AH (1) = H' () Au+ H" (u) |Vul|?
e, supondo que H é convexa, isto €, H " (x) > 0 para todo x, entdo
AH (1) = H' () Au+ H" (u) |Vu|* > H' (u) Au. (5.3)

Agora, no caso em que u € L' (Q), tomamos uma fungdo teste ndo negativa ¢ € C° () e uma se-

quéncia de regularizantes (p,),cn tal que supt(@) — supt(p,) CC Q, de modo que
A(pn*u) = pp*Au, (5.4)

pontualmente em supt(¢). Pela féormula de integracdo por partes e a desigualdade (5.3)), segue que

/H(pn*u)A(p:/AH(pn*u)(pZ/H/(pn*u)(pn*Au)(p. (5.5)
Q Q Q

Assumindo também que H' é limitada em R, fazendo n — o obtemos, pelo teorema da convergéncia

dominada,
/H(u)A(p > / H' (u)Aug. (5.6)
Q Q
Por fim, resta aproximar a funcio ¢ — ¢, com ¢ real, por fun¢des convexas e suaves. Para isto,
considere a sequéncia de fungdes suaves (H,),cn, dada por

/124 1/n

Hy(r) = "V

para todo t € R, e observe que
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(i) H, é convexa para todo n € N, ja que

(ii) paratodor € R, lim H,(t) = t™ pois
n—so0

t 241 t+ |t
lim H,(¢) = lim Vi VA +||:tJr

n—soo n—soo 2 2

(ii1) paratodot <0,

1 t 1 t
lim H) () = lim = |1+ =—[1+—| =0;
n—oo n—oo 2 7, 1 2 (—t)
t —|—5
(iv) paratodot > 0,
1 t 1 t
lim Hy () = lim > |14+ ———| == |[14+] = 1;
n—soo n—soo 12+ 1 2 t
n
(v) (H))nen € uniformemente limitada, pois
]
— <1, VteR,
Vi2+1/n
e logo,
t 1 1
\Hy ()| = |5 |1+ <-+-=1,
241 2 2

paratodosn € Ner e R.

Assim, aplicando a desigualdade (5.6) com H = H, e fazendo n — o, segue pelo teorema da conver-

géncia dominada que
/”+A¢Z/X{M>O}A”(P- [
Q Q

Observacao 5.10. * No caso u suave, para concluir a demonstra¢do basta multiplicar a desi-
gualdade (5.3) por uma fungdo teste @ € C; (Q) e integrar para obter (5.6). A partir disso,

procedemos como no restante da demonstracao.
* A demonstra¢ao acima continua vélida se for escolhida qualquer sequéncia de fungdes suaves
convexas (H,),cn satisfazendo as condigdes (ii)-(iv) acima.

Quando estamos tratando das desigualdade de Kato, a hipétese Au € L (Q) ndo é invariante, no

sentido em que nem sempre Au" € L! (Q), como vemos no exemplo a seguir.
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Exemplo 5.11. Para todo a < ¢ < b, a fun¢do u : (a,b) — R definida por
ulx)=x—c

satisfaz
Aut = (u*)” =4,

no sentido das distribui¢des em (a,b). De fato, seja ¢ € C; ((a,b)) uma fungio teste arbitrdria. Pela
definicdo de derivada distribucional [A.23] temos

b
()", @) = (u*¢") = / it (1) 9" (x) dx.

Da defini¢@o de parte positiva, a integral reduz-se ao intervalo (c,b), isto &,

Utilizando integragdo por partes, com f(x) =x—c e g'(x) = ¢”(x), obtemos

[ e was= [c-apw] ~ [ 19
c ¢
Analisando nos extremos do intervalo,

e em x = b, ¢'(b) = 0 pois ¢ tem suporte compacto em (a, b);

* emx = ¢, o termo (x — ¢) anula-se.

Logo, o termo de fronteira € nulo e, com isso, resta a integral

_/cb ¢'(x)dx=— [fp(x)]b = (o) - 0(c)).

Novamente, como ¢ (b) = 0, obtemos

Por definigdo, (., ¢) = @(c). Portanto, conclui-se que (u")” = &, no sentido das distribuigdes,

mostrando que Au™ ndo é uma funcio em L' (Q).

Vale ressaltar que Aut é sempre uma medida localmente finita. Tal fato é uma consequéncia
direta da caracterizagdo de Schwartz para distribui¢cdes nao negativas (Proposic¢do [@4.13). De fato, a

desigualdade de Kato garante a nao negatividade da distribui¢do dada por
T=Au"— X{u>O}A”~

Sendo T ndo negativa, ela define uma medida localmente finita em Q e, por linearidade, a mesma

propriedade se estende a Au™.
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Embora a aplicacdo cldssica da desigualdade de Kato assuma que Au € L' (Q), essa condi¢do
€ bastante restritiva no estudo de subsolugdes ou equacdes que envolvem dados de medida. Para
estender a desigualdade ao caso em que Au é uma medida, necessitamos de alguma estratégia para
tratar o termo Xy,~o}Au. A primeira delas consiste em eliminar a dependéncia explicita da fung@o

caracteristica.

Proposicio 5.12. Se u € L' (Q) é tal que Au € .4 (Q), entéo
Au > min{Au,0}

no sentido das distribuicoes em Q.

Demonstragdo. Na demonstragdo da desigualdade de Kato, considere ¢ € C. () e reescreva (5.4)

em supt(¢) como

A(pn *u) = pp*Au > py*xmin{Au,0}.

Em particular, a fun¢do no lado direito € ndo positiva. Assumindo, em adi¢do as condi¢des impostas
na Proposi¢do que 0 < H' < 1, a desigualdade integral (5.3)) pode ser substituida por

/QH(pn*u)Afpz/QAH(pn*u)wz/QH’(pn*u)(pn*Au)wZ/Q(pn*min{Au,O}ﬂp-

Assim, quando n — oo, segue do teorema da convergéncia dominada que

/QH(M)AQDZ/Qquin{Au,O}.

Usando o mesmo argumento de aproximagdo com funcdes convexas suaves contido na demonstragao

da Proposicao[5.9) a conclusdo segue. O

Observacdo 5.13. (i) Quando escrevemos min{Au,0} estamos nos referindo a0 minimo entre Au

e a medida nula. Para dar um sentido a isso, podemos escrevemos it = ™ — {1~ e, entdo, temos

que min{u,0} = —pu;

(i1) A propria sequéncia de fung¢des H,, definida na demonstragdo da Proposicao satisfaz a con-
digdo 0 < H, < 1.

Outra maneira de trabalhar com o termo em questio, consiste em substituir Au por alguma fungdo
somdvel que seja menor que esse laplaciano. A motivacdo para isto vem do fato que se u é suave e
satisfaz Au > f, com f € L (Q), entdo

X{u>O}A” > X{u>0}f-

A préxima proposi¢do lida com o caso em que ndo temos a suavidade de u.
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Proposicio 5.14. Seja f € L' (Q). Se u € L' (Q) é tal que
Au> f
no sentido das distribuicoes em Q, entdo,

(Au)+ > X{u>0}f
no sentido das distribuicoes em Q.

Demonstragdo. Observe (5.4) pode ser reescrita em supt(¢) como
A(pnxu) = ppxAu > pp* f.

Assumindo, em adi¢d@o as condi¢des impostas na Proposigﬁo que H' é nio negativa, obtemos pela
desigualdade (5.5)) que

| Hpuedg = [ at(p, e > [ At/ (prw(putug > [ AH(py<u)(pu o

Portanto, fazendo n — o e usando o teorema da convergéncia dominada, obtemos

[ Hwse= [ e

Para concluir, basta repetir o argumento de aproximacgao por funcdes suaves convexas. [

Uma terceira abordagem consiste em atribuir um sentido rigoroso ao produto X,y Au utilizando
um elemento mais regular em alguma classe de equivaléncia de u. Este representante é dado pela

definicdo a seguir

Definicao 5.15. Sejau € Llloc (RN ) Um ponto x € RY é um ponto de Lebesgue de u se existe i(x)eR
tal que

lim lu—id(x)| = 0.
r—0 B, (x)

A funcido ii: .Z, — R assim definida no conjunto de Lebesgue .Z, de todos os pontos de Lebesgue é

o representante preciso de u.

Embora o Teorema de Diferenciacao de Lebesgue garanta que i = u em quase todo ponto (com
o conjunto excepcional Q \ ., tendo medida de Lebesgue nula), a hipdtese adicional de que Au €
() nos permite um controle muito mais fino sobre este conjunto singular (Poncel 2016, Proposi-
¢ao 8.11), isto &,
capy12(Q\ %) =0,

em que capy 1,2 denota a capacidade de Sobolev associada a norma w2,
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Neste contexto, serd necessdrio analisar a estrutura da medida Au sob a 6tica da capacidade wh2,

Isso é feito pela proposi¢ao[1.29] a qual garante que podemos decompor qualquer medida y como

= g+ He,

em que Uy é difusa com respeito a capacidade wh?e Uc € concentrada em algum conjunto de Borel
E C Q com capacidade nula.

Por meio dessa decomposi¢do, obtemos a seguinte versdo da Desigualdade de Kato.

Teorema 5.16. Se u € L' (Q) ¢ tal que Au € .4 (Q), entdo Au"™ € M,.(Q) e a parte difusa de Au™

com respeito a capacidade w2 satisfaz

+
(Au™)a > xga>0y (Au)g-
Demonstracdo. Serd necessdria a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.17. Seja @ : R — R uma funcdo convexa de classe C U tal que 0 <® <1 emR. Se
u€ L. (Q)eAuc . #(Q), entdo

AD(u) > D' (u)(Au)y — (Au), em 7' (Q).
Demonstracdo. A demonstracio pode ser encontrada em (Brezis; Poncel, 2004, Proposi¢do 2.1). A

Seja (®,) uma sequéncia de fungdes convexas suaves em R tal que &, (1) =1set > 0e |P,(1)] <

1/nset < 0. Em particular, 0 < ®/, < 1 em R, e segue da proposi¢io acima que
AP, (1) > @), (u) (Au)q — (Au),
no sentido das distribuicdes em €. Quando n — oo, obtemos
Au™ > 00 (Au)g — (Au), (5.7)

no sentido das distribui¢des em Q. Em particular, temos Au™ € .# (Q) visto que

0, seu=0
+ ) 9
Au _{Au, seu>0.

Tomando a parte difusa em ambos os lados de (5.7)), concluimos a demonstragao. [

5.2 Regularidade de solucoes

Quando o Laplaciano de u € L], (Q) pertence ao espago .#jo.(Q), a solugio do problema de
Dirichlet linear possui regularidade local no contexto dos espagos de Sobolev, o que € formalizado no

préximo resultado.

Proposicio 5.18. Se u € L} (Q) é tal que Au € M,.(Q), entdo
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N
(i) paratodo 1 < g < N_T temos u € W,./? (),

loc

(ii) paratodo ¢ € C; (Q), temos A(u@) € 4 (Q) e

A(u@) = @Au+2Vu-Vo +ulo.

Demonstragdo. Para provar (i), considere um subconjunto aberto limitado suave @ CC Q, e sejav a

solu¢do do problema de Dirichlet linear

—Av=Au em o,
v=0 sobre dw.

Entdo, para toda ¢ € C; (w), temos
/ (u+v)Ap =0.
(O]

Pelo lema.6|(Weyl), u+ v concide qtp em @ com uma fun¢do harmonica suave. Por outro lado, pela

N
regularidade de Sobolev de v dada pela Proposigﬁo paratodo 1 < ¢ < N1 temos v € Wolvq( ).

Isso implica a primeira afirmacao.

Resta provar a igualdade satisfeita por A(u¢@). Note que, para toda y € C (Q), temos
A(QY) = @AY +2Vp - Vy + yAo,
que pode ser reescrita como
PAY = A(Qy) —2div(Voy) + yAe.

Multiplicando esta identidade por u e integrando sobre €2, obtemos

/ugDAl//:/uA((pl//)—2/udiv(Vng[/)-l—/ul//Aq).
Q Q Q Q
Como Au € Moc(Q), temos

AMWW:LWM%

e sendo Vu € Ll .(Q), segue que

—/ udiv(Voy) = / Vu-Voy.
Q Q
Combinando essas identidades, obtemos
/ UPAy = / (@Au+2Vu-Vo +ulo)y,
Q Q

para toda y € C.°(Q). Isso prova a férmula desejada para A(u¢) no sentido das distribuicdes. Em

particular, temos A(u@) € 4 (Q). O
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5.3 Principio do Maximo Inverso

Quando tratamos sobre principios do miximo, sempre nos baseamos na ideia de que se Au é
ndo positivo, entdo u deve ser nao negativa e, para isto, assumimos alguma condi¢do de fronteira
apropriada. No caso do principio do maximo inverso, o qual apresentaremos nessa se¢ao, vamos
seguir a direcdo oposta, ou seja, supor que u € ndo negativa e concluir que alguma parte de Au deve
ser ndo positiva.

Para estabelecer esse resultado, utilizaremos a propriedade dada pelo lema a seguir.

Proposicio 5.19. Seja u € L' (Q) tal que Au € #(Q). Se Vu € L* (Q), entdo a medida Au é difusaﬂ

com respeito & capacidade em W1 (Q).

Demonstragcdo. Para toda @ € C. (), temos

/(pAu:—/V(p~Vu.
Q Q

Dado um conjunto compacto K C Q tal que capy12(K) = 0, seja (¢,),en uma sequéncia em
C7 (Q) tal que

(@) (@n)nen converge para 0 em WO1 2(Q),
(b) (@n)nen € limitada em L™ (Q),
(¢) (@n)nen converge pontualmente para a fungdo caracteristica Y.

Pelo teorema da convergéncia dominada, temos que

r}grolo/g<pnAu:/KAu:<Au)(K).

Como Vu € L*(Q), a convergéncia da sequéncia (¢,),en em WO1 2 (Q) juntamente com a desi-
gualdade de Holder, implicam
lim [ V@,-Vu=0.
n—oo Q
Portanto,
(Au)(K) = 0.

Sendo K € um subconjunto compacto arbitréario de €2, segue da regularidade interna das medidas
de Borel finita [A.13] que a igualdade vale para todo subconjunto de Borel de © com capacidade

ZEro. L]

Observacao 5.20. A existéncia da sequéncia (¢, ),y segue diretamente da defini¢do de capacidade

em compactos, quando consideramos K com capacidade nula.

!Conforme a Defini¢do[1.25(para T = capy1.2.
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Com isso, temos que

Proposicio 5.21. Seja u € L' (Q) tal que Au € .4 (Q). Se u> 0 qtp em Q, entdo a parte concentrada
de Au com respeito a capacidade de W' (Q) satisfaz

(Au). <0.

Demonstragdo. Estabelecemos primeiro o principio do maximo inverso quando u tem suporteﬁ com-
pacto em 2, e em particular € uma solucio do problema de Dirichlet com densidade —Au. Como u é

ndo negativa, para todo K > 0 temos
Te(u) =k —(k—u)*
qtp em £, em que Ty denota o truncamento nos niveis K.

A

5] u(x)
Tie(u(x))
K
-12=.5 -11‘0 -7.{5 -5: -2.:5 0 2?5 é 7?5 1?0 12:.5 >
—-K
-5 4

Figura 5.2: Representagdo do truncamento de uma fun¢ao no nivel x

Observe que sendo v = K — u, temos

+ +

o Ti(u) = Kk —v" e, consequentemente, AT (u) = —Av™;
e Av=A(K—u) =—Au.
Aplicando a desigualdade de Kato[5.12]a fungédo v,
—AT(u) = Avt > min{Av,0} = min{—Au,0} = —(Au)™,

no sentido das distribuicdes em 2. Consequentemente,

ATy (u) < (Au)™*

2No sentido da defini¢do
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no sentido das distribuicdes em €, e portanto, no sentido das medidas, conforme garante a proposi¢cao
Esta desigualdade fornece um limitante superior uniforme para as medidas ATy (u).

Pela desigualdade de interpolagéo (Ponce, 2016, Lema 5.8), temos Ty (u) € WO] 2 (Q). Assim, para
todo conjunto de Borel E C Q tal que capy12(q)(E) = 0, a medida ATi(u) no lado esquerdo néo

carrega E (Lemal[5.19) e, em particular, temos
AT (u) <0
no sentido das medidas sobre E. Também temos
ATy (u) < (Au)™*

no sentido das medidas sobre Q \ E. Usando a aditividade das medidas, podemos combinar as duas

desigualdades e deduzir que

ATy (u) < (Au)™*

Q\E
no sentido das medidas sobre €2, e portanto no sentido das distribui¢des (Proposi¢c@o [A.17]). Assim,

para toda fungdo ndo negativa @ € C; (), temos

/TK(u)A(pg o(Au)"
Q

Q\E

Fazendo k — o na desigualdade acima, segue do teorema da convergéncia dominada que
/uA(p §/ o(Au)*.
Q Q\E

Au < (Au)*}Q\E

Em outras palavras,

no sentido das distribui¢des em €, e também, no sentido das medidas. Em particular, calculando

ambas as medidas em E obtemos
(Au)(E) < (Au)*(E\E) = 0.

Como esta propriedade vale para todo conjunto de Borel E C € tal que capy12(q) (E) =0, concluimos
que (Au). <O0.

No caso em que u € L (Q) ndo tem suporte compacto, tomamos ¢ € C. (Q) ndo negativa e entdo,
pela proposicao sabemos que a funcio u@ satisfaz as hipéteses do principio do maximo inverso

para fun¢des de suporte compacto (que acabamos de provar). Logo,

(A(u@))c <0.

Para concluir a demonstra¢ao, dado um subdominio @ C € arbitrério, basta tomar ¢ =1 em o,
de modo que
Alu@) = Au

em , e isto implica que (Au), < 0 em @. Dada a arbitrariedade de ®, a concluséo segue. 0
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Vejamos um exemplo concreto no qual o principio do médximo inverso € vélido.
Exemplo 5.22. Considere u € L'(Q) tal que
AM — a6a7

sendo &, é a massa de Dirac em a € Q. Observe que {a} tem capacidade zero. De fato, pela invaridncia
da medida de Lebesgue e da norma do gradiente por translacdes, podemos assumir, sem perda de
generalidade, que a € a origem.

Para provar que a capacidade € zero, devemos exibir uma sequéncia de fungdes teste admissiveis

cujo limite da norma wi? seja zero. Considere 0 < € < 1/2 e defina a fungéo radial ¢; : R?> - R por

1, se |x| <e,

_ ) In(1/lx)
%) =3 Ta(i/e)
0, se |x| > 1.

, se €< |x| <1,

Note que ¢@¢ é uma fungdo continua, com suporte compacto em B (0) e ¢¢(0) = 1. Embora ¢, ndo
seja C™ (pois possui “bicos” em |x| = € e |x| = 1, como pode ser observado na Figural5.3)), ela pertence
a WI’Z(RZ) e pode ser aproximada por funcdes suaves mantendo a norma arbitrariamente préxima, o

que € suficiente para a definicao de capacidade.

Figura 5.3: Grifico da fungdo ¢@g(x).

Vamos estimar a norma H(pg”%;vlg = ||qog\|i2 + HVquHiz.
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e Estimativa da norma L*. Como 0 < @:(x) < 1 e o suporte estd contido na bola unitaria By,
temos que @g(x) — 0 para todo x # 0 quando € — 0. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

(sendo a fung¢do caracteristica ), a func¢do integravel que domina @), concluimos que

£e—0

lim/ 10 (x)|2dx = 0.
RZ

» Estimativa da norma do gradiente. Calculamos o gradiente em coordenadas polares. Para

€ <r<1,emquer=|x|, temos

doe, . 1L d, 1 1
or = e o 0= In(1/€) <_?)'

Assim, |V e (x)] no anel € < |x| < 1, e zero fora dele. Integrando em coordenadas

B 1
~ |x|In(1/¢)

/Rz Ve (x)[? dx = /:/OM (m)zrdrde - m(zlﬁ

Passando o limite quando € — 07, observamos que In(1/€) — o, logo

polares,

lim/ IV@e|>dx=0.
e—0 Jp2
Como capy12({0}) < lirr(l)(qugH%z + ||V@e||72) = 0, segue que {0} tem capacidade nula. Conse-
E—
quentemente, Au é puramente concentrada, isto &, (Au). = od,.

Agora, assuma que u(x) > 0 em Q. Em uma vizinhanca da singularidade a, temos que
o
~ —In|x—
u(x) S0 |x —al,

de acordo com o Exemplo Observe que quando x — a, sabemos que In |x — a| — —oo, logo, para
que u(x) seja ndo negativa, precisamos impor & < 0. Com isso, concluimos que (Au). = ad, <0,

conforme afirma o teorema.
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CAPITULO 6

O problema nao linear

Neste capitulo, trataremos do problema de Dirichlet ndo linear, dado por

—Au+g(u)=p emQ,
{ u=0 sobre dQ. 6.1)

em que o dado € uma medida de Borel finita. A andlise tem por objetivo contrastar o comportamento
do problema sob dados integrdveis com aquele sob dados de medida, evidenciando as particularidades
deste ultimo. Iniciaremos a discussdo estabelecendo uma defini¢ao apropriada de solugdo, a qual se
trata de uma adaptacdo do conceito empregado no caso linear. Para os proximos resultados, sempre

vamos considerar € um aberto limitado.

Definicdo 6.1. Sejam g : R — R uma funcao continua, Q um conjunto aberto limitado e u € .Z(Q).

Uma funcdo u : Q — R € uma solucdo do problema de Dirichlet ndo linear com densidade u se
(i) ue L' (Q)eg(u) e L1(Q),

(i) paratoda & € CJ(Q),

- [ uaz+ [ s = [ gan.

Quando consideramos a ndo linearidade g satisfazendo determinadas condi¢des (ndo decrescén-
cia, condicdo de sinal), surgem diferencas fundamentais entre dados em L' (Q) e dados de medida.
Nesse contexto, estabeleceremos as ferramentas necessarias para demonstrar a existéncia de solugdo
para o problema quando U € L! (Q) e, em seguida, apresentaremos um exemplo — com dado de
medida — para o qual ndo existe solucdo.

A estratégia para obter existéncia com p € L! (Q) baseia-se em dois ingredientes,
(1) aexisténcia de solucdes variacionais para o problema de Dirichlet ndo linear;

(i1) uma estimativa para solucdes variacionais do problema de Dirichlet linear associado.

67
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Para estabelecer (i), buscamos solugdes de (6.1)) com p € (WO1 ’Z(Q))/ via minimizag¢do do funci-

onal de energia
1
E(v):—/ V|2 dx+/G(v)dx—(u,v>,
2/)a Q

definido em WO1 ’Z(Q), sendo G : R — R uma primitiva de g, dada por

Nesta etapa, assumiremos g como na defini¢do abaixo,

Definicdo 6.2. Uma funcdo g : R — R satisfaz a condicdo de sinal se, para todo ¢ € R, tem-se
g(t)t > 0.

Observacao 6.3. Uma generalizacdo desta propriedade do sinal € obtida exigindo que g satisfaca
a mesma condicdo acima somente para valores grandes de ¢, isto €, para todo t >> 1, temos que
g(t)t > 0.

Proposicao 6.4. Sejam Q um conjunto aberto limitado e g : R — R uma fungdo continua que satisfaz
/
a condigdo de sinal. Se 1 € (WOI ’Z(Q)> , entdo, para toda v € Wol’z(Q), temos
M2y <€ (EO)+ I lfpa0y)
Wo (@) — W= (R)) )7
para alguma constante C > 0 que depende de N e de Q.

Demonstragdo. Sejav € WOl ’Z(Q). Como g satisfaz a condic@o de sinal, temos G(v) > 0 qtpem Q, e

3 R < E)+ )

Pela continuidade do funcional linear u, temos

(,v) <Alvllwiz(q),

em que A = ||1t]|(y12(q)y- Pela desigualdade de Poincaré 3.29) temos também

TR, §C1/§2|Vv|2.

Combinando essas estimativas, obtemos
1
50 o) <EC) AV
Para todo € > 0, segue da desigualdade de Young[A.6|que
) 1
IVl < elv Bz + o

e entao,
1 ) 4
(ZC_l —A€> HVHV[/I,z(Q) < E(V) + v

Escolhendo ¢ tal que Ag = 1/4C}, a conclusio segue. [l
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Com isso, podemos garantir a existéncia de um minimizante para o funcional E,

Proposicao 6.5. Sejam Q um conjunto aberto limitado e g : R — R uma fung¢do continua que satisfaz
/

a condigdo de sinal. Se 1 € <W01’2(Q)> , entdo existe u € Wol’z(Q) tal que, para toda v € Wol’z(Q),

temos

E(u) <E(v).

N . N 12 .
Demonstragdo. Seja (u,)nen uma sequéncia minimizante em W, “(Q), isto é,

lim E(u,) = inf E(v).
neo veW, *(Q)

Pela proposic¢do anterior, para cada v € WO1 ’Z(Q), temos que
< L2z — 12,12, < EO)
y — y
@y = ¢ Mhyiz@) ~ IH T2 )y = EWV),
logo, o funcional E ¢ limitado inferiormente e, consequentemente, a sequéncia (uy),cn € limitada

em WOl ’2(9). Segue do teorema da compacidade de Rellich-Kondrachov (Teorema |3.26), que existe

2
oo < = Iz g

uma subsequéncia (i, )rey convergindo em L*(Q) para alguma fungdo u. Aplicando o lema de

fechamento (Ponce, 2016, Proposicdo 4.10), segue que u € WO1 ’Z(Q) e

/\Vu| <11m1nf/ Vit |2

Pela continuidade fraca de u € (W, (Q)) temos também

() = lim (1,0,).

Aplicando o reciproco do teorema da convergéncia dominada (Proposi¢ao [I.23)), podemos supor que

a subsequéncia (uy, )ren converge qtp para u. Assim, pela ndo negatividade de G e pelo lema de Fatou

[L.18} temos
/G(u) gliminf/ G(up, ).
Q k= J O

Com isso, concluimos que

E(u) <liminfE(u, )= inf E(v).
ke vew, *(Q)

Como u € WO1 ’Z(Q), a igualdade deve valer, logo # é um minimizante de E. O

A préxima etapa consiste em mostrar que todo minimizante para o funcional E satisfaz, no sentido

fraco, a equacdo de Euler-Lagrange.

Proposicao 6.6. Sejam Q um conjunto aberto limitado e g : R — R uma fungdo continua que satisfaz

12

/
a condigdo de sinal. Se U € (WO (Q)) euc WO1 2(Q) ¢ um minimizante do funcional E, entdo

g(u) € LY(Q) e, para toda v € WOI’Z(Q) NL*(Q),

/Q ViVt /Q 2wy = (11,v). 62)
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Demonstracdo. Comecaremos mostrando que

d
aE(u‘l‘tV)‘t:O = 0,

se a fun¢do teste v se anula nos conjuntos onde |u| é grande. Isto é,

Afirmacao. A equacdo de Euler-Lagrange € satisfeita para toda funcdo teste v € WO] )2 Q)N
L”(Q) tal que v =0 no conjunto {|u| > x} para algum x > 0.

Demonstracdo da afirmagdo. Sejav € WO] 2(Q)NL”(Q). Para todo 1 € R,, escrevemos

E(u—}—tvt)—E(u) :/QV”'V”%/Q|W|2+/QG(u+tvt)_G(u)_W’V)'

Pela continuidade de g, temos G’ = g e, entdo, para todo x € Q,

lim G(u(x) +tv(x)) - G(u(x)) _ g(u(x))v(x)

t—0 t

Supondo que v =0 em {|u| > k} para algum x > 0, segue do teorema do valor médio que

G(u+tv) —G(u)
t

< sup{[g(&)I[ IE] < x+ [t [Vl z=(@) HIVIlr=(0)-

Em particular, o quociente no lado esquerdo é uniformemente limitado quando t — 0. Pelo teo-

rema da convergéncia dominada[I.19] deduzimos que

: G(u+1tv)—G(u)

Portanto, a fungdo R > ¢ +— E(u+1tv) é diferencidvel em 0. Como o minimo é atingido neste

ponto, u satisfaz a equacio de Euler—Lagrange com a funcao teste v. Isto conclui a demonstracdo da
afirmacao.

Agora, dada v € WOI’Z(Q) NL”(Q), aproximamos v por uma sequéncia (vi)ren satisfazendo as
hip6teses da afirmacgdo. Para isso, tomamos uma sequéncia de nimeros positivos (04 )ren € uma

fungdo H € C°(R) tal que supt(H) C [—1, 1]. Para cada k € N, a fun¢go
Vi = H(Ocku)v
1
pertence a WO1 2(Q)NL™(Q) (viaregra de Leibniz e da cadeia). Como v = 0 no conjunto { |u| > P }
k

/QVM-VVkJr/Qg(M)Vk=<HaVk>-

Se, adicionalmente, supomos que H(0) = 1 e a sequéncia (0 )rey converge para zero, entio

pela afirmacdo obtemos

(Vi )ken converge para v em WO1 ’Z(Q). Logo, da identidade anterior, segue que

lim [ g(u)v, = —/ Vu-Vv+(u,v). (6.3)
Q Q

k—yo0
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Embora o préprio minimizante u ndo pertenca necessariamente a L™(Q), podemos também aplicar a
férmula (6.3) com v = u, pois, para todo k € N, a funcio H (oyu)u satisfaz as hipéteses da afirmag@o.

Finalmente, para provar que g(u) € L! (Q), assumimos que v = u e escolhemos uma fungdo de
corte ndo negativa H. Pela condic¢@o de sinal, a sequéncia (g(u)vy)reny € ndo negativa. Assim, pelo
lema de Fatou e a identidade (6.3)), temos que g(u)u € L'(Q) e

/Q gl < — /Q VUl 4 {4t u) < ().

Como

lg(u)| < |S|u<p1 |8 () Xqjuj<1y +&(u)u,
1<

segue que g(u) € L' (Q). Retornando a uma funco arbitréria v € WO1 2(Q)NL”(Q), temos
|8 ()vie| < lg()[[[H || =) [[V]] = (g)-

Sabendo que g(u) € L'(Q), o teorema da convergéncia dominada garante que

lim | g(uvi = /Q g,

k—roo J

/Qg(u)v:—/QVu-VVqL(u,W. O

Partindo do fato estabelecido de que g(u)u € L'(Q), veremos a seguir que a regularidade de g(u)

e usando (6.3), obtemos

é aprimorada quando assumimos i € L?(Q).

Proposicao 6.7. Sejam Q um conjunto aberto limitado e g: R — R uma funcdo continua, impar e
ndo decrescente. Se |l € Lz(Q) euc WO1 72(9) satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange associada a E,
entio g(u) € L*(Q) e

18()ll20) < 1]l 2 (0)-

Demonstracdo. Comecaremos provando que

[ lewis[ ol 64
{lul=x} {lul=x}

¢ vélida para todo k > 0. Seja (H,),cy uma sequéncia de fungdes suaves e limitadas H,,: R — R tais
que H,(0) = 0, com derivadas limitadas H). Temos H,(u) € WO1 2(Q) NL*(Q) pela regra da cadeia
para fun¢des de Sobolev. Aplicando a equagdo de Euler-Lagrange com a fungdo teste v = H,(u),

obtemos
/ 2 _ _
/QHn(u)|Vu| +/Qg(u)Hn(u)—(,u,Hn(u)>—/QHn(u),u.

Adicionalmente, se H,, é ndo decrescente, entdo H,’l(u) >0, e temos

| st = [ Hin— [ Hwiva? < [ (6.5)
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Dado k > 0, escolhemos a sequéncia (H,),cn convergindo pontualmente para a fungdo sinal

sgn, : R — R definida por
I, set >k,
sgn, (1) = 0, se —k<t<K,
-1, ser<—k,

e tal que, para todo n € N, |H,| < 1. Tomando n — oo na estimativa (6.5), segue do teorema da

convergéncia dominada que
| stsengtu < [ senctun.
Q Q

Como g satisfaz a condi¢do de sinal, obtemos

/{MEK} |g(u)] Z/Qg(u) sgny(u) < /ngn,((u)u < /{MZK}M'

Isto prova a estimativa (6.4).
Ainda ndo provamos que g(u) € Lz(Q). Para isto, primeiro estabeleceremos uma estimativa para

anorma |[g(u)||12({|g(u)|<s}) iIndependentemente de s > 0. Observe que

uzdx:/ uy-8\u u dez/(/oo u dt) u <5t dX,
/{|g(u)<s} ()] Q|g( )-8 g) 1<) o\, K=l ()] Z{1g(w)1<s}

S€ €SCrevemos ‘ ( )|
g(u o0
|g(u)| 2/0 ldtZ/O X{e<|g)} dt-

Pelo Teorema de Fubini[A.T0] temos

/ 1g(u)2dx = / ( / |g<u>|> dt.
{lg(u)|<s} 0 {lg(u)|>1}

Como g é impar e ndo decrescente, temos que |g(—s)| = |—g(s)| = |g(s)| para todo s € R, isto é, o

valor absoluto de g(u) depende apenas do valor absoluto de u. Assim, podemos aplicar a afirmacao

[ il
{lg(w)[=1} {lg(w)[>1}

Aplicando mais uma vez o Teorema de Fubini, obtemos

/ g(u) < / ( / rm)dtz / 1900 1212 gt -
{lg(u)|<s} 0 {lg(u)|>t} Q

Pela desigualdade de Holder, obtemos

provada anteriormente, obtendo

/ 181> < [l 220 18 () |22 {lgu) <5
{Ig(u)|<s}

Assim, para todo s > 0, temos

8|2 (f1g0)1<sp) < 11l 22()-
Tomando s — oo, deduzimos do lema de Fatou que g(u) € L*(Q) e

@)l 2 < It 2 -
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Observacao 6.8. Observe que sendo g impar e ndo decrescente, temos que ela satisfaz automatica-

mente a condicdo do sinal definida no inicio desta secdo.

Proposicao 6.9. Seja Q um conjunto aberto limitado e suave. Se u € Wol "2(52) satisfaz o problema de
Dirichlet linear com densidade |t € L*(Q), entdo

/,usgnuzo.
Q

Demonstracdo. Paratodav € WO1 2 (Q) temos

/uv:/Vu-Vv.
Q Q

Por outro lado, dada uma fungio suave H : R — R tal que H(0) = 0 e H' ¢ limitada, entdo

H(u) € WO1 2(Q). Podemos entdo usar v = H (1) como fungio teste, obtendo

/Q,LLH(M):/QH’(M)WMF.

Assim, supondo também que H € uma func¢do nao decrescente, o lado esquerdo na igualdade

acima € ndo negativo, isto &,

/Q[.LH(L{) > 0.

Para concluir, basta tomar uma sequéncia limitada de fun¢des (H,),cn convergindo pontualmente

para a func¢ao sinal em R. [

Observacdo 6.10. Podemos considerar, por exemplo, a sequéncia de fun¢des reais (H,),cn dada por
H,(x) = tanh (nx).

Proposicao 6.11. Sejam Q um conjunto aberto limitado e suave, e g : R — R uma funcdo continua
ndo decrescente. Para todo |1 € L' (Q), o problema de Dirichlet ndo linear com ndo linearidade g e

densidade |1 tem uma solucdo.

Demonstracdo. Sejam (11,),cry uma sequéncia de fungdes em L?(Q) convergindo fortemente para
em L! (Q),eu, € WO1 ’Z(Q) uma solu¢do do problema de Dirichlet ndo linear com densidade ,,. Para

todo m,n € N, subtraimos a equacdo satisfeita por u, da equacao satisfeita por u,,, € obtemos

—A(um — tn) = (U — M) — [g(m) — &(un)],

isto é, a fungdo w = u,, — u, satisfaz o problema de Dirichlet linear com densidade fi = (W, — W) —
[g(ttm) — g(uy)]. Pela Proposi¢do[6.9] temos

/Q 19 Ct) — ()] 520ty — 10) < / (o — 1) S0 (1 — 1),

Q
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Usando a monotonicidade de g, deduzimos a estimativa,

& (um) = g(n) |1 (@) < lm = Ball11()- (6.6)

Como (U )nery é uma sequéncia de Cauchy em L' (Q), isto implica que (g (i) )nen também é uma
sequéncia de Cauchy em L' (Q). Assim, (g(uy))nen converge em L' (Q).
Agora, note que para quaisquer m,n € N, temos pela Proposicao que

[t = tnllp1 (@) < Cllg(m) = (un) |1 (@) + CllHn = Bl ()

Logo, usando (6.6),
[m — ”nHLl(Q) < 2C||pm — ﬂn||L1(Q)~
Em particular, (u,),cny também é uma sequéncia de Cauchy em L!(Q), e portanto converge em

L'(Q) para alguma fungdo u, e (g(un))nen converge em L!(Q) para g(u). Como, para todo n € N e

_AMHAC+/ng(un)C=/§ZCHn,

fazendo n — oo, segue que u resolve o problema de Dirichlet ndo linear com densidade tt € L! (Q). O

qualquer § € C7(Q), temos

Observacdo 6.12. A sequéncia (U, ),ecn na demonstragdo anterior pode ser obtida por convolugio de

W com uma sequéncia regularizante, isto é, L, = U * p,.

Quando consideramos o dado ¢ uma medida, nem sempre esse problema admite uma solucao, o
que pode depender da prépria medida ou até mesmo da dimensdo do espaco. A proposi¢do a seguir
apresenta um exemplo de medida u, e nao linearidade g, para as quais o problema de Dirichlet nao

linear ndo admite solu¢do, dependendo da dimensao.

N
Proposicao 6.13. Seja N >3 eac Q. Sep > N

> entdo a equagdo ndo linear
—Au+|ulPlu=24,
ndo tem solucdo no sentido das distribuicoes em Q.

Demonstra¢do. Vamos assumir, por simplicidade, que a = 0 e Q = B; (0). Suponha por contradi¢do

que existe solugdo u. Para @ € CZ°(RY) com supt(@) C By (0), defina para k € N
or(x) = @(kx), x€B;(0).
Usando ¢ como fungdo teste,
[ usges [l uge= [ s = gu(0) = 90). 67)
B,(0) B,(0) B,(0)
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim u|P Lu g = 0.
k== /B, (0)
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Além disso,

/1 uA%:i/ uA%:JQ/‘ u(x) Ag(kx) dx.
B,(0) By (0) By (0)

Aplicando a desigualdade de Holder,

/ quDk
B1(0)

Fazendo a mudanca de varidvel y = kx, segue que

2N % / #
| s <k ([ ) ([ wser)
B(0) By /4(0) B (0)

/

Note que 2 N < 0 se, e somente se, p > N Logo, se p > temos
u - s s = X, A s = s
a p= P=N—g 08 P=NT
lim uAg, =0.
k—yoo B (0)

Fazendo k — o em (6.7)), concluimos que

0+0 = ¢(0).

Obtemos uma contradi¢do se escolhermos ¢ tal que ¢(0) # 0. Isso conclui a demonstragéo.

1
p , )4
ng(/ W) (/ |A<p<kx>|ﬁdx>.
By (0) By k(0)

O

Neste ponto, € natural investigar a existéncia de restricoes sobre a medida ¢ que assegurem a

solubilidade do problema (6.1)), independente da dimenséo considerada.

Responderemos a essa questdo demonstrando que a condi¢do necesséria para a existéncia de solu-

¢do é que u seja uma medida difusa em relacdo a capacidade W12, Para fundamentar essa conclusdo,

faremos inicialmente algumas observacdes pertinentes e provaremos um resultado auxiliar para a de-

monstracdo do teorema de existéncia.

Observe que

(1) medidas u que satisfazem a desigualdade

1l (@iu) < Clellwi2 o)

(6.8)

para toda @ € C.” (), pertencem ao espago dual (WO1 ’Z(Q))’ , € sdo densas na classe de medidas

difusas em .# (Q), conforme as Proposi¢des 14.1 e 14.2 de (Poncel 2016). A expressdo em

(6.8)) é conhecida como desigualdade do trago;

(ii) para todo u € (WO1 ’Z(Q))’ , 0 problema de Dirichlet ndo linear (6.1)) possui uma solugdo varia-
cional u € WO1 ’Z(Q) satisfazendo a equacdo de Euler—Lagrange (Proposicoes e , isto €,

para todo v € Wol"z(Q) NL™(Q),

/QVu-Vv—f-/Qg(u)v:(u,v>.

(6.9)
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(iii) supondo que u satisfaz a desigualdade (6.8)), sabemos que u € (Wol’z(Q))' , pelo item (i). Pela
interpretacdo pontual da desigualdade do traco (Poncel 2016, Proposi¢ao 16.5), temos que o

ul) e (u,v) pode ser

representante preciso ¥ de uma fungdo v € Wo1 2(Q) pertence a L'(Q;

calculado como uma integral com respeito a U,

<u,v>=/g\?du.

Assim, temos

Proposicao 6.14. Sejam Q um conjunto aberto limitado, g : R — R uma fungdo continua satisfazendo
a condigdo de sinal, e U € M (Q) uma medida satisfazendo a desigualdade de trago (6.8)). Se u €
WO1 )2 (Q) resolve a equagdo de Euler—Lagrange (6.9)), entdo, para todo s > 0, temos

/ 18()] < ll({]d] > s}).
{lu|>s}

Demonstra¢do. Como na demonstrag¢o da estimativa (6.4), aplicamos a equac@o de Euler-Lagrange
com uma funcgdo teste da forma v = H(u). Dado s > 0, tome uma fungdo suave nao decrescente
H:R — Rtal que H(0) =0 e H(t) = sgn(z) para |t| > 5. Através da regra da cadeia, sabemos que

H(u) € WO1 2(Q) e, uma vez que H é nio decrescente, obtemos
Vu-V(H(u)) = H' (u)|Vul* > 0,

e também, temos que H(u) e u tém o mesmo sinal. Logo, pela condigdo de sinal satisfeita por g,

obtemos
g(u)H (u) = [g(u)[|H (u)| = | ()| X{juf>s)-

Aplicando a equagdo (6.9) com funcéo teste H(u) € WO1 2 (Q), segue que

/ 18()] < (. H(w).
{|u|>s}

Como a fungdo H é Lipschitz continua, o representante preciso de H(u) é igual a H(#) no con-
junto de Lebesgue %, (ver Teorema [A.19)), em que i denota o representante preciso de u dado pela

Defini¢do [5.15] Pelo item (iii) acima, temos

AWJWMSLHWML

Aplicamos agora esta estimativa a uma sequéncia de fungdes suaves (H,),cn como acima conver-
gindo pontualmente para zero em (—s,s). Pelo teorema da convergéncia dominada, quando n — o

obtemos

/ |g(u)] S/ sgnidu < / sgnidu
{lul>s} {la|>s} {|a|>s}

Isso fornece a conclusdo para s > 0, e o caso s = 0 segue da estimativa anterior quando s — 0. [

< dlu|l = il > st).
_AWQMHIMMI>D
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Uma consequéncia direta da estimativa dada pela proposicao anterior, € que para s = 0 deduzimos

a chamada estimativa de absorcao, isto &,

(@)l (0) < [ (). (6.10)

Observacio 6.15. Seja p € C°(R) o regularizante padrdo, com supt(p) C [—1,1] e / p =1, con-

[_

forme Definicdo|A.25| Para cada n > 1, defina o parametro de escala g, := an
n

. . ) 1 t ) . .
Considere a sequéncia regularizante p,(t) := o P (£_>’ cujo suporte estd contido em [—g,, &,],
n

n

e a sequéncia de fungdes continuas (f;,),en com f;, : R — R definida, para cada n € N, por

(

&n

n

\

1, set>s— &,

1
—(t—(s—2¢,)), ses—2&, <t <s—E&,

0, se |t| < s — 26,

1
—(t+(s—2¢&,)), se —s+& <t < —s+2¢,

-1, set < —s+§,.

Finalmente, definimos a sequéncia (H,),cn via convolugao,

Hy(t) := (fu*pn)(t).

Esta construg@o garante que, para todo n > 1, tenhamos

(i) H, € C”(R) e ndo decrescente;

(ii) H,(t) = sgn(t) para [t| > s;

3
(iii) H,(t) =0 no intervalo || < s <1 - 4—) , implicando que H,, — 0 pontualmente em (—s, ).
n

Consequentemente, essa sequéncia de fungdes satisfaz as condi¢cdes impostas na demonstragdo acima.

Por meio da estimativa de absor¢do (6.10), quando trabalhamos com a mesma ndo linearidade
2

da Proposicao

6.13] <
mas para p < ——

teorema a seguir.

x conseguimos garantir existéncia de solugcdo, conforme o

2
Teorema 6.16. Sejam N > 3, Q um conjunto aberto limitado e L € # (Q). Paratodo0 < p < ——

o problema de Dirichlet ndo linear

N-2

—AutuPlu=pu emQ,
u=>0 em 0Q,

possui uma solug¢do no sentido da Defini¢do
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Demonstragdo. Seja (Up)ueny com W, = Py * W, sendo (p,),en uma sequéncia regularizante dada por

Pela Proposicio|A. 18| temos que () e € uma sequéncia em L(Q) tal que (U, )nen € limitada
em L' (Q) e converge fracamente para L no sentido das medidas em Q . Para todo n € N, o problema

de Dirichlet ndo linear com densidade u, tem uma solugdo u, € WO1 ’Z(Q) (Proposigoes e e,

—/QunACJr/Qg(un)C:/QCun- (6.11)

para todo { € Cy(Q2), temos
Como a sequéncia (i, ),ey € limitada em L'(Q), a estimativa de contragdo (6.10) mostra que a
sequéncia (U, — g(un))pen também é limitada em L!(Q). Pela compacidade das solugdes do pro-

blema de Dirichlet (Ponce, [2016, Proposicao 5.9), existe uma subsequéncia (unk) keN convergindo em
N

N
L"(Q) para alguma fungdo u, paratodo 1 < r < N2 Visto que p < , segue que a sequéncia

N-2
(g(utn, ) )xen converge para g(u) em L' (Q) (Proposigdo|A.24). Fazendo n; — oo na identidade (6.11),

deduzimos que, para todo § € Ci(Q),

- [uag+ [ s = [ can. =

Observe que, o resultado anterior garante existéncia de solu¢do apenas para g(u) = |u|? 1y, Isso
pode ser estendido para qualquer nao linearidade satisfazendo a condi¢ao de sinal por meio da Pro-
posicao como mostra o teorema a seguir, originalmente encontrado em (Orsina; Ponce, 2008,
Teorema 1.2). Antes de demonstra-lo, enunciaremos um resultado auxiliar que serd utilizado em sua

demonstracao.

Proposicdo 6.17. Sejam Q um conjunto aberto limitado suave e U € # (Q). Se u é a solucdo do

problema de Dirichlet linear com densidade L, entdo, para todo A > 0, temos

C
capy 12 ({Mu > A}) < IH.”HM(Q)a
para alguma constante C > 0 que depende de Q.

A fung@o maximal Mu : Q — [0, 40| é calculada tomando o supremo sobre bolas contidas em Q,

isto €,
Mu(x) = sup / |ul.
0<r<dist(x,0Q) J/ B(x)
Demonstragcdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Ponce, |2016, Proposic¢ao 9.6). [l

Teorema 6.18. Sejam Q um conjunto aberto limitado suave e 1 € # (Q). Se a medida | é difusa
em relagdo a capacidade W', entdo, para toda fungdo continua g : R — R satisfazendo a condi¢do

de sinal, o problema de Dirichlet ndo linear com densidade |1 possui solugdo.

Demonstragcdo. Aplicando a propriedade de aproximacao forte de medidas difusas as partes positiva
e negativa de u (Poncel, 2016, Proposic¢do 14.1), encontramos uma sequéncia de medidas (U, ),en tal

que
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(a) paratodon € N, |u,| < C,capy1.,
(b) (Un)nen converge fortemente para 1 em .Z (Q).

Além disso, como cada medida u, é obtida pela restricao de p a subconjuntos de Borel E, C Q, em
particular, temos

| < |l

Como U, € (WOI’2

(Q))" (Ponce, 2016, Proposi¢do 14.2), temos que o problema de Dirichlet (6.1)
com densidade i, possui uma soluc¢do variacional u, € WO1 ’2(9) satisfazendo a equagdo (6.9). A
demonstragdo é concluida quando provarmos que a sequéncia (g(u,)),en € equi-integravel, isto é,

para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo conjunto de Borel E C Q satisfazendo |E| < §, temos
[ lsw <e
E

Afirmacao. Para todo s > 0, existe Cy > 0 tal que, para todo conjunto boreliano E C Q e qualquer

Para isto, utilizamos a afirmac¢do abaixo.

neN, temos

/E 18 ()| < CLE| + 12| ({]fi] > s1).

Antes de demonstra-la, vejamos como concluir a prova do Teorema. Pela Proposi¢cdo anterior,

para todo s > 0 temos

. C
capyi2 ({[fn] > s}) < capyra ({Mue > s}) < = |1t~ g(en)l| g

Assim, pela desigualdade triangular e pela estimativa de absorcéao (6.10), obtemos

R C 2C
capyy12 ({lin] > 5) < = (Il s + 8t 1 ) < =2 141 ().

Combinando isto com a afirmac@o, obtemos que a sequéncia (g(u,))nen € equi-integravel. De
fato, para todo € > 0, pela continuidade absoluta das medidas difusas[I.26]e a estimativa da capacidade

acima, existe s > 0 tal que, paratodon € N,

|l ({lan] > s}) < 5

Para este s > 0 dado, segue que para todo conjunto boreliano E C Q satisfazendo |E| < £/(2C)),

£
[lmlzat o

temos

Portanto, a sequéncia (g(uy)),cn € equi-integravel.

Pela desigualdade triangular e a estimativa de absor¢ao para todo n € N temos

1Aunl () < |Mal (Q) + 1] () <2 ().
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Segue entdo da compacidade das solu¢des do problema linear de Dirichlet (Poncel, 2016, Propo-
sicio 5.9) que existe uma subsequéncia (uy, )rey a qual converge em L!(Q) e converge qtp em Q
para alguma fungdo u. Como a sequéncia (g(u, ))ren € equi-integravel e converge qtp para g(u),
concluimos pelo Teorema de Vitali (Bartle, 1995, Teorema 7.13) que (g(ux, ))ken converge para g(u)
em L' (Q). Portanto, u é uma solucio do problema nio linear de Dirichlet com densidade .

Resta apenas estabelecer a afirmac¢ao. Para todo conjunto boreliano E C Q e qualquer s > 0, temos

/E glun)| < /E et /{ sl

Como g € limitada no conjunto compacto [—s,s|, a primeira integral do lado direito pode ser

estimada da seguinte forma
[ el < ClEN | <5} < Clel,
EN{|un|<s}

em que C; > 0 é limitante superior de |g| sobre [—s,s]|. Para estimar a segunda integral, aplicamos a

estimativa dada pela Proposi¢do|[6.14]

[ el < (] > 5))
{|u,,\>s}

Como |u,| < |u], a afirmacdo segue. O

Observacao 6.19. Existem trabalhos na literatura que estendem os resultados de existéncia de solucao
desse problema para operadores mais gerais. Por exemplo, em (Bénilan; Boccardo ef al., [1995) os
autores mostram condicdes suficientes para existéncia de solu¢dao no caso de operadores na forma

divergente.



APENDICE A

Apéndice

Neste apéndice, reunimos diversos resultados cldssicos de andlise que foram utilizados ao longo

do trabalho. A apresentacdo estd organizada em sec¢Oes temdticas para facilitar a consulta.

A.1  Formulas Classicas

Comecamos recordando alguns resultados fundamentais do cdlculo vetorial e de integracio em
multiplas varidveis, que sio essenciais para a formulacdo variacional de problemas em equacdes di-

ferenciais parciais.

Teorema A.l (Teorema da Divergéncia). Seja Q C RN um conjunto aberto limitado com fronteira

de classe C'. Se u é de classe C' em uma vizinhanga aberta O de Q, isto é, u € C'(0), entdo para

cadaic {l,...,N},
/”xf dx:/ un; do,
Q o0

onden : dQ — RY é 0 vetor normal unitdrio exterior a dS. Equivalentemente,

/V-udx:/ undo.
Q oQ

Demonstragcdo. Para uma demonstracao detalhada, consultar (Alt, [2016). [

Como consequéncia imediata do Teorema da Divergéncia, obtemos a versdo classica do Teorema

de Gauss-Green.

Teorema A.2 (Teorema de Gauss-Green). Suponha u € C' (Q). Entdo

/ux[dX:/ un'dc  (i=1,...,n).
Q 2Q

Demonstracdo. Basta aplicar o Teorema para o campo F = (0,...,0,u,0,...,0) onde u é a i-

ésima entrada. L]

81
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A partir do Teorema de Gauss-Green, deduzimos a importante férmula de integracao por partes.

Teorema A.3 (Férmula de integracdo por partes). Sejam u,v € C ! (f_l) Entao

/uxivdx:—/uvxidx-l-/ wn'de  (i=1,...,n).
Q Q aQ

Demonstragdo. Aplique o Teorema auv. [l
Finalmente, para fungdes de classe C* (Q), obtemos as conhecidas Férmulas de Green.

Teorema A.4 (Férmulas de Green). Sejam u,v € C? (ﬁ) Entdo

u

(i) /Audx: —do,
Q 20 0n

0
(ii) /Dv-Dudx:—/uAvdx—l—/ 2 udo,
Q Q 20 on

dv vau do.

(iii) /QuAv—vAudX: (mu%— n

A.2 Desigualdades Fundamentais

Nesta se¢do apresentamos algumas desigualdades fundamentais frequentemente empregadas nas

estimativas deste trabalho.

Proposicao A.5 (Desigualdade de Jensen). Sejam f : R — R uma funcdo convexa e  C RN aberto

e limitado. Considere u : QQ — R uma funcdo somdvel. Entdo

f(/Uudx) §/Uf(u)dx.

Demonstragdo. Ver (Evans, L. C., 2010), Teorema 2, apéndice B. O]
Uma desigualdade relacionada, de grande utilidade em analise, € a Desigualdade de Young.

I 1
Proposicdo A.6 (Desigualdade de Young). Consideremos a,b € R" e 1 < p,q < 40 com — 4 — = 1.
p q
Temos
al b1
ab < — 4+ —.
P q

Demonstragcdo. Como a aplicagdo x — €* é convexa, temos que

1 pyl q 1 D 1 q a? b4
ab:elna+lnb:€”1na +q1nb S _elna +_elnh - 4+ O
p q p q

Frequentemente, necessitamos de uma versdo mais flexivel da Desigualdade de Young, que intro-

duz um parametro de ajuste.
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1 1

Corolario A.7 (Young com €). Sejam a,b € RT e 1 < p,q < +o0 com — + — = 1. Para qualquer
P 4

€ >0, temos

ab < ga” 4+ C(g)bl,

em que C(€) = (ep)~9/Pq .

Demonstracdo. Basta escrever ab = ((€ p)l/ Pa) ( ) e aplicar a Desigualdade de Young. [

(ep)'/p
Observacao A.8. No caso em que p = g = 2, obtemos as Desigualdades de Cauchy e Cauchy com

€, respectivamente.

Proposicao A.9 (Propriedade do Valor Médio para funcdes suaves). Seja u : Q — R uma funcdo

suave. Se u é superharmonica (—Au > 0), entdo, para todo x € €, a funcdo
(O,d(x,QQ))BrH][ u
B(x;r)

é ndo crescente, e, para todo 0 < r < d(x,dQ), temos

][ u <u(x).
B(x;r)

Demonstragdo. Consultar (Ponce, 2016, Proposi¢do 1.4) L]

A.3 Medidas e Distribuicoes

A seguir, apresentamos resultados de teoria da medida e das distribui¢des que sdo cruciais para a
formulacao de problemas em espagos de fungdes.

Um resultado fundamental sobre troca de ordem de integracio é o Teorema de Fubini.

Teorema A.10 (Fubini). Seja u € L'(Q), onde Q@ = Q| x Q) e = 11 X Wp. Entdo
(i) Para quase todo xy € Q), a fungdo u(-,x;) € L'(Q));
(ii) A fungdo xy — | u(xy,x2)dp (x;) pertence a L' (Q);

Q

(iii) Vale a igualdade

/Qu(xl,xz)du(xl,xz) = /92 (/Q] u(xy,xn) d/.tl(xl)) dus (xz).

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Willem, 2013} Teo. 2.3.7) [

Um conceito importante para relacionar integrais de Lebesgue com integrais unidimensionais é o

da funcao distribuicao.
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Definicao A.11. A funcio distribui¢do de u é definida por
Wu(t) = pu({x € Qlu(x) >1}) < 4oo, t>0.

O Principio de Cavalieri estabelece uma relagdo fundamental entre a integral de uma funcdo e a

integral de sua fungdo distribuigao.

Proposicdo A.12 (Principio de Cavalieri). Seja u € L'(Q), com u > 0. Entdo

Juau= [ o
Q 0

em que Wy (t) = w({x € Q|u(x) > t}) é a fungdo distribuicdo de u.
Demonstracdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Willem, 2013}, Cor. 2.2.34). [

Para medidas de Borel em espacos localmente compactos, temos importantes propriedades de

regularidade.

Proposicao A.13. Sejam X um espaco localmente compacto, e v uma medida de Borel finita em X.

Entdo, para todo conjunto de Borel A C X e todo € > 0, temos
(i) Regularidade interna: existe um compacto K C A tal que |[Vv(A\K)| < g;
(ii) Regularidade externa: existe um aberto U D A tal que |v(U \ A)| < €.
Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em (Ponce, 2016, Proposi¢ao 2.5) [

O préximo resultado € uma versdo do teorema de representacdo de Riesz para funcionais lineares

continuos.

Proposicao A.14 (Representacdo de Riesz). Seja X um espaco métrico localmente compacto. Se

T : C%(X) — R é um funcional linear tal que, para toda ¢ € C2(X),

T(9)| < Csuplg],
X

entdo existe uma unica medida de Borel finita v em X tal que, para toda ¢ € C? (X),

T(9)= / odv.
X
Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Ponce, |2016, Proposicao 2.9). [l

Definicdo A.15. Seja F € 2'(Q) uma distribuicdo definida em um aberto Q C R". Dizemos que
F >0 no sentido das distribui¢des
se, para toda fung@o teste ndo negativa ¢ € C; (Q) com ¢ > 0, tivermos

(F, @) >0.
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Observacdo A.16. Aqui (F, @) denota a acdo da distribuicdo F na fung@o teste ¢.

A préxima proposi¢do estabelece a equivaléncia entre desigualdades no sentido de medidas e de

distribui¢des, baseando-se na regularidade interior das medidas.

Proposicao A.17. Se u,v € .#(Q), entdo u < v no sentido das medidas se, e somente se, u < v no

sentido das distribuicoes.
Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Ponce, 2016, Proposi¢ao 6.12) [

Proposicio A.18. Para todo 1 € #(Q), existe uma sequéncia de fungcdes somdveis (fy)nen em

C”(Q) convergindo fracamente para [L no sentido das medidas em Q, e tal que

Tim [l o) = |1z (-
Demonstracdo. A demonstragio pode ser encontrada em (Ponce, 2016, Proposic¢ao 2.7). [

Teorema A.19. Sejau € L}OC(RN). Se H : R — R é uma fungdo Lipschitz continua, entdo £, C Ly

e

I—T(;) =H(d) em %,
Demonstracdo. Sejau e Llloc (]RN ) e considere um ponto x € .%,,. Pela defini¢do de ponto de Lebesgue,
existe um valor real #i(x) tal que

lim lu(y) —i(x)|dy = 0.
r—0 B, (x)

Suponha que H : R — R seja uma funcdo Lipschitz continua, isto €, existe uma constante L > 0 tal
que |H(a) —H(b)| < L|a— b| para quaisquer a,b € R.
Para demonstrar que x € L, € que H (u)(x) = H(ii(x)), estimamos a média integral da diferenca

correspondente
F o IH@0) - H@w)]dy.
B (x)

Utilizando a propriedade Lipschitz com a = u(y) e b = ii(x), temos a desigualdade pontual |H (u(y)) —

H(#(x))| < Llu(y) — i(x)|. Integrando sobre a bola B, (x) e normalizando pelo volume, obtemos
][ [H (u(y)) — H(a(x))|dy < Lf u(y) — a(x)| dy.
B(x) B, (x)
Ao fazer r — 0, o lado direito da desigualdade converge para zero em virtude de x ser um ponto de
Lebesgue de u. Consequentemente,
lim{  |H(u(y))—H(a(x))|dy=0.
r—0 B, (x)

—

Isso comprova que £, C £y, € que a igualdade H () = H (&) € vélida em .Z,. ]
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Para funcdes em espagos de Sobolev, definimos o suporte da seguinte forma.

Definiciio A.20. Seja u € W*” (Q). Definimos o suporte de u por

supt(u) = Q\{x € Q| f(x) =0 grp}.

O préximo lema estabelece uma propriedade importante do suporte da convolucao de duas fun-

¢oes.

Lema A.21. Sejam f,g: Q — R duas fungédes. Entdo supt(f*g) C (supt(f)+ supt(g)).

Demonstragcdo. De fato, suponha que x ¢ (supt(f)+ supt(g)). Entdo, para todo y € supt(g), temos
que x —y ¢ supt(f). Portanto, f(x—y)g(y) = 0 para todo y, e entdo (f*g)(x) = 0. Mas isso significa
que x ¢ supt(f * g), provando o resultado. ]

Definiciio A.22 (Suporte Essencial). Sejam Q@ C RY um conjunto aberto e f € L! (Q). O suporte
(essencial) de f, denotado por supt(f), é definido como o complemento do maior conjunto aberto

onde f se anula qtp, isto €,
supt(f) = Q\ | {U c Q|U éabertoe f=0qtpem U}.

Definicdo A.23 (Derivada Distribucional). Sejam Q C RY um conjunto aberto e u uma distribuigdo
em Q. A derivada distribucional de u de ordem @, denotada por D%u, € a distribui¢io definida pelo
funcional linear

(D%, 0) = (—1)*(u,D%), Vo € C(Q),

n

em que & = (¢, ..., 0,) ¢ um multi-indice, |a| = Z aj ¢ a ordem da derivada, e
J=1
04
8x(111 .. Ox%

Em particular, para a derivada parcial de primeira ordem em relac@o a x;, temos

<axju7 (P> = —<I/l,axj(P>-

Proposicao A.24. Se (f,),cn € uma sequéncia convergindo fortemente para f em L1(X; V), entdo,

para toda fungdo continua H : R — R tal que
[H (1)] < Clt)9,
a sequéncia (H(f,))nen converge fortemente para H(f) em L' (X;v).

Demonstracdo. Assumimos que f, — f em L?(X;Vv). Isso implica duas propriedades importantes
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() |lfu—fllLe = 0, 0 que acarreta a convergéncia das normas || f|| 7, — || f||74. Ou seja, / |ful?dv —

[is1eav.

(ii) A sequéncia converge em medida para f. Logo, para toda subsequéncia de (f;), existe uma

sub-subsequéncia (f,, ) que converge qtp para f.

Para provar a convergéncia de H(f,,) para H(f) em L', basta mostrar que, de qualquer subsequén-
cia, podemos extrair uma sub-subsequéncia que converge para o limite desejado.

Seja (f,,) uma subsequéncia tal que f;, (x) — f(x) qtp. Como H ¢ continua, segue que
H(fu (x)) = H(f(x)) qtp
Dada a condig¢do de crescimento |H ()| < C|t]9, temos a seguinte estimativa pontual
[H (fue ()| < C|f, () ]9
Defina g = H(f,,) € My = C|fy,|?, e observe que
* g(x) = H(f(x)) qtp;
* gk(x)] < Mi(x);

* My — M = C|f]? qtp e, devido a convergéncia forte de f, em L9, temos a convergéncia das

/Mka’v:C/|fnk]"dv—>C/|f\"dv=/Mdv.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos que

integrais

/|H(fnk)—H(f)]dv—>O.

Como o limite € o0 mesmo para qualquer subsequéncia, concluimos que a sequéncia original inteira
converge, logo H(f,) — H(f) em L' (X; ). O

A.4 Regularizacao e Aproximacao

A técnica de regularizacdo por convolugdo € fundamental para aproximar fungdes por fungdes

suaves, preservando certas propriedades.

Definicao A.25 (Regularizante). Seja f: Q — R tal que f € Llloc (Q). Definimos seu regularizante
por

fE=MNexf emQ,.
Isto é,

FE(x) = /Q Ne(x—y) f(3) dy = / Ne(y)f(x—)dy,

B¢ (0)
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onde

e(x) = o1 (f)

en E
en :RY — R é dada por
1
_ ) CebP1, se |x| <1
X) = )
) { 0, se |x|>1

com C > 0 constante escolhida para que / ndx=1.
RN

Observacao A.26. Chamamos 1 de regularizante padrdo. Devido a maneira que definimos a funcao

Ne, temos as seguintes propriedades satisfeitas
Nedx =1 e supt(ne) C B(0,¢€).
N

Verifiquemos a primeira propriedade. Temos

Ne(x )dx_/ (' |> "dx_/ / e "dodp = / e "onp" dp
RN RN IB( Op 8
:/ T](r)&‘_”GNrn_lS”_lSdr:GN/ n(r)r”‘ldr:/ n(|x|)dx =
0 0 RN

Os regularizantes possuem propriedades de aproximacao notdveis, que sd@o sumarizadas no pro-

Ximo teorema.

Teorema A.27 (Propriedades dos regularizantes). Consideremos o regularizante 1 definido anteri-

ormente. Entdo,

(i) f€ € C”(Q¢) para cada € > 0;

(ii) f& — f qtp quando € — 0;
(iii) Se f € C(Q), entdo ¢ — f uniformemente em subconjuntos compactos de €;
(iv) SefELlOC(Q)pam algum 1 < p < oo, entdo f¢ —>feleOC(Q)'

(v) Se f € Wli’cp (Q) para algum 1 < p < oo, entdo

€ : .
S =MNexfy, i=1,....n em Qg

(vi) Em particular, se f € W7 (Q) para algum 1 < p < oo, entdo & — fem W, L.p (Q).

loc loc
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A.5 Resultados sobre o Laplaciano

Finalmente, apresentamos alguns resultados especificos sobre equagdes diferenciais parciais que
sao utilizados diretamente nas demonstragdes.
A seguinte proposi¢ao fornece uma caracterizacao do Laplaciano como limite de um quociente de

diferencas.

Proposicao A.28. Seja u: Q — R uma funcdo suave. Entdo, para todo x € Q, temos

fim |- (u(x+ €) — u(x))| = Au(x),

e—0 | €2
9%y
em que Au(x) = Z = (x) € o laplaciano de u no ponto x.
=1 9%
Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Ponce, [2016, Prop. 1.3) U

2,

Teorema A.29 (Principio do Maximo para func¢des subarménicas). Suponha u € C(By) NC*(By) é

uma fungdo subarmonica em By, isto é, Au > 0. Entdo

supu < supu.
Bl BBI

Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Han; Lin, 2011}, Teorema 1.29). O
Proposicao A.30. Suponha u é harmoénica em By. Entdo vale

sup |Du| < ¢ sup |u|
By dB

onde ¢ = ¢(N) € uma constante positiva. Em particular, para qualquer o € [0,1] vale

Ju(x) —u(y)| < clx—y|* sup u|  para qualquer x,y € By
By

onde ¢ = c(N, ) é uma constante positiva.
Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Han; Lin| 2011, Proposi¢ao 1.31). U
Proposicao A.31. Suponha u é uma funcdo harménica ndo negativa em By. Entdo vale

sup |Dlogu| <C
By

onde C = C(N) é uma constante positiva.

Demonstragdo. A demonstracao pode ser encontrada em (Han; Lin, 2011, Lema 1.32). L]
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Corolario A.32 (Desigualdade de Harnack quantitativa). Suponha u é uma funcdo harménica ndo

negativa em By. Entdo vale
u(x1) < Cu(xy) para qualquer xy,x; € By
onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n.
Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em (Han; Lin, 2011, Coroléario 1.33). O]

Proposicao A.33 (Lema de Hopf quantitativo). Suponha u € C(By) é uma funcdo harmonica em

Bi = B1(0). Se u(x) < u(xo) para qualquer x € By e algum xo € dB), entdo vale

du
3 (¥0) = Clulxo) —u(0))
onde C é uma constante positiva dependendo apenas de N.

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (Han; Lin, 2011, Proposi¢do 1.34). [

O proximo resultado estabelece uma versdo quantitativa do Principio do Médximo para fungdes

superharmonicas.

Proposicao A.34 (Principio do Méaximo quantitativo). Seja u : Q — R uma fung¢do suave, e seja

K C Q um conjunto compacto conexo. Se u é superharmonica, entdo, para todo x € K, temos
() 2 infu+ e w1 g
para alguma constante ¢ > 0 que depende de Q e de K.
Demonstragcdo. A demonstracao pode ser encontrada em (Poncel 2016, Prop. 1.8) [

Proposicao A.35. Seja Q um conjunto aberto limitado. Para toda medida u € # (), o problema

de Dirichlet linear com densidade | admite uma solucdo u tal que

H“HLI(Q) < Cl[ullrr():
para alguma constante C > 0 que depende de .

Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada em (Ponce, [2016, Proposicdo 3.2). 0
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