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Resumo

O presente trabalho investiga a contribuicdo de materiais manipulativos e tecnologias,
especificamente modelagem matematica e uso do geogebra, no ensino e aprendizagem
das coOnicas, conteido que muitas vezes é negligenciado pelos professores de matematica
do ensino médio e no qual parte dos alunos encontra muita dificuldade. O estudo
analisou se a utilizagdo da modelagem e da tecnologia melhoraram a compreensdo e
o desempenho dos alunos, adotando uma metodologia baseada em desafios praticos e
atividades em laboratorio de informatica. Fundamentado na teoria construtivista, o
trabalho destaca a importancia da interacdo ativa do individuo com o ambiente para a
aprendizagem. O projeto foi estruturado com objetivo de propor a descoberta das conicas
pelos alunos através da modelagem, aprofundando o tema com as aulas tedricas e realizando
a complementacao detalhada do assunto com o uso do geogebra. Divididos em grupos
para a confeccdo dos modelos comega a descoberta. As aulas foram elaboradas a partir
das duvidas e enganos dos alunos ao concretizar os modelos, além do acréscimo natural
proveniente do contetido obrigatério para o ensino médio. A modelagem, a resolucao de
problemas e a interacao tecnoldgica com as cOnicas, acabou proporcionando uma vivéncia,

unica, diferente e contextualizada dos conceitos matematicos apresentados.

Palavras-chave: Conicas, Geogebra, modelos manuais.



Abstract

The present study examines the role of manipulatives and digital technologies—specifically
mathematical modeling and the use of GeoGebra—in the teaching and learning of conic
sections, a topic often overlooked by high school mathematics teachers and one in which
many students encounter considerable difficulty. The research investigated whether these
approaches enhanced students’ understanding and performance, employing a methodology
centered on practical challenges and computer-lab activities. Grounded in constructivist
theory, the work emphasizes the importance of active learner engagement with the

environment as a catalyst for meaningful learning.

The project was designed to lead students to discover the conic sections through hands-on
modeling, subsequently deepening their knowledge via theoretical instruction and enriching
it with detailed exploration using GeoGebra. Group work in the creation of physical
models initiated the discovery process. The lessons were developed in response to students’
questions and misconceptions arising during model construction, as well as to meet the

curricular requirements of high school mathematics.
Through modeling, problem-solving, and technological interaction with the conic sections,
students experienced the mathematical content in a distinctive, contextualized, and

engaging way.

Keywords: Conic sections, Geogebra, manipulative models.
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1 Introducao

Como saber o gosto sem nunca ter experimentado? Como guardar na memoria um
momento que néo foi vivenciado? E impossivel abstrair determinadas experiéncias, sem
antes té-las sentido das mais variadas formas sensoriais possiveis.

Do mesmo modo, o aluno que nao concretiza determinados conceitos, com certeza, tem
muito mais dificuldades de imaginar e interpretar determinadas situacoes, aplicacdes ou
problematizacoes da realidade, principalmente no que tange a Matemaética, e ainda mais,
no caso da Geometria Analitica, que é o tema do presente trabalho.

O proprio Descartes, pai da Geometria Analitica, corrobora: “Muitas vezes as
coisas que me pareceram verdadeiras, quando comecei a concebé-las, tornaram-se falsas”.
(Descartes, 1637)

Ninguém pode negar que a Geometria Analitica (G.A. para os intimos) é um
dos principais momentos ao longo da histéria da Matematica, permitindo um avango
significativo da disciplina e de toda ciéncia que ela pode envolver. Que momento méagico,
diria Galvao Bueno.

Esse é o ramo da Matematica, que estuda a Geometria por meio de processos algébricos,
ou seja, duas partes da Matematica que pareciam como agua e 6leo, a partir do surgimento
da Geometria Analitica, estdo juntas, e de forma tao intrinseca, que o seu desenvolvimento
conseguiu trazer novas perspectivas e transformar matematicas que pareciam consolidadas.
Essa nova forma de entender a geometria, foi além do ponto de vista euclidiano e, apés
certo avango, os estudos analiticos trouxeram a tona varias outras geometrias impensadas
até entao.

Um exemplo é a Geometria Hiperbdlica de Lobachevsky onde, dada uma reta e um
ponto fora dela, existem infinitas retas paralelas a reta dada, que passam por este ponto.
Em outro exemplo, a Geometria Eliptica, as retas paralelas nem existem. Idéias dificeis
de assimilar do ponto de vista euclidiano, em outras geometrias sao realidades.

E o que falar sobre como o avanco da G.A. nos permitiu entender e saber que existem
outras dimensoes além da largura, altura e profundidade?

Pois é, teorias modernas (como a teoria das supercordas) sugerem a existéncia de dez
ou onze dimensoes, todas registradas e estudadas inicialmente do ponto de vista analitico.

Ao saber que a G.A. possibilitou, possibilita e continuaré possibilitando avangos como
esses, é facil perceber como este tema é interessante, além de ser um dos conteidos
obrigatoérios para os alunos de ensino médio em todo o territério nacional e uma das
principais disciplinas em qualquer curso superior que envolva, de forma razoavel, a
Matematica. Sendo assim, estes sdo importantes fatores na escolha deste ramo da
Matematica como referéncia para este trabalho.

Ja, entre tantas possibilidades interessantes que a Geometria Analitica permite
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conhecer, escolher as conicas como exemplo dentro da G.A., se d4 pela sua complexidade
e principalmente pelo pouco uso desta, por parte da maioria dos professores do ensino
médio, que normalmente encerram o estudo da G.A. com as circunferéncias e, no maximo,
a posicao relativa entre elas. Desse modo, o trabalho que se apresenta, pode ser futura
referéncia para aqueles que pretendem se arriscar com o ensino das conicas.

Esclarecidos esses pontos, primeiramente, serd destacada a historia da Geometria
Analitica e a teoria a ser desenvolvida em sala de aula. Seguinte a isso falaremos sobre a
aplicacao do projeto, que comega através de uma atividade pratica, onde as conicas serdao
“descobertas” e visualizadas. Também falaremos sobre as aulas tedricas, destacando os
principais contetidos, aplicacGes e problematizacoes para as cOnicas e, para confirmar, que
todas as cOnicas foram expostas e todos os seus detalhes foram escancarados, mostraremos
como utilizamos recursos computacionais para destacar os 4 casos principais das conicas,
além dos casos degenerados.

Para a conclusdo deste trabalho, foi aplicada uma avaliacdo com questoes divididas
entre questoes de multipla escolha e questdes dissertativas, que foram analisadas para
verificar ou nao a eficiéncia das atividades propostas para a melhor compreensdo do tema
e, consequentemente, como a concretizacdo de determinados contetidos pode influenciar
na sua abstracao.

Entao, apds analisar os dados referentes a avaliacao e comparar o que os alunos sabiam
sobre o tema antes e depois do projeto, concluimos este trabalho analisando as evidéncias

permitidas em ser encontradas através dele.
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2 Aspectos Histéricos das Conicas

2.1 A origem das conicas na Grécia Antiga

A origem das segbes cOnicas remonta a Grécia Antiga, periodo em que a Matematica
se desenvolvia fortemente associada a geometria e a filosofia. As conicas — circunferéncia,
elipse, parabola e hipérbole — surgiram a partir da intersecao de um plano com um cone
circular reto, sendo inicialmente investigadas nao por sua utilidade pratica, mas como
objetos de estudo puramente geométricos.

O primeiro matematico conhecido por estudar essas curvas foi Menaechmus, por volta
do século IV a.C. Discipulo de Platao e contemporaneo de Euclides, Menaechmus teria,
descoberto as cOnicas ao tentar resolver o famoso problema da duplicagao do cubo, ou
problema délico. Esse desafio consistia em encontrar a aresta de um cubo que tivesse o
dobro do volume de outro, o que levou Menaechmus a considerar a intersecao de parabolas
e hipérboles para chegar a solugées geométricas que hoje reconhecemos como envolvidas
na resolugdo de equagdes ctbicas (Heath, 1981).

Com o tempo, outros matemaéaticos gregos passaram a estudar essas curvas. Embora
Euclides tenha mencionado algumas propriedades das cOnicas em seus escritos, foi
Apolénio de Perga, no século III a.C., quem deu & teoria das conicas uma forma
sistematizada, nomeando-as como conhecemos hoje e explorando suas propriedades com
grande profundidade. No entanto, os fundamentos lancados por Menaechmus serviram
como base para toda essa construcao posterior.

As cOnicas, nesse contexto, ndo eram tratadas com coordenadas algébricas, como
hoje, mas sim como figuras geométricas. Essa abordagem refletia a concepcao grega de
Matematica como uma ciéncia das formas perfeitas e eternas, desenvolvida a partir de
axiomas e dedugoes légicas (Boyer; Merzbach, 2012).

A importancia desses estudos iniciais é notével, pois, apesar de serem motivados por
problemas filos6fico-matematicos, as conicas viriam a desempenhar papéis centrais em
diversas areas do conhecimento, como a astronomia de Kepler, a fisica de Newton e a

geometria analitica de Descartes.

2.2 Menaechmus e a descoberta das secOes conicas

Menaechmus foi um matemaético grego do século IV a.C., conhecido por sua ligacao
com a Academia de Platéo e por ser discipulo de Eudoxo de Cnido. Embora muito pouco
se saiba sobre sua vida pessoal, suas contribuices para a geometria foram fundamentais,

especialmente no que se refere a descoberta das secbes conicas.
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A motivacdo principal de Menaechmus para estudar essas curvas geométricas teria
sido a tentativa de resolver o problema da duplicagao do cubo, também conhecido como
problema délico. Esse desafio consistia em encontrar a aresta de um cubo que tivesse o
dobro do volume de outro, ou seja, resolver geometricamente a equacao x> = 2a3, o que
equivale a encontrar a raiz ctibica de dois. Menaechmus percebeu que a solu¢do poderia
ser obtida através da interse¢do entre uma pardbola e uma hipérbole (Heath, 1981; Boyer;
Merzbach, 2012).

Para isso, ele estudou os diferentes cortes que um plano podia fazer sobre um cone
circular reto, o que deu origem a trés curvas distintas: a elipse, a parabola e a hipérbole.
Embora os nomes ainda néao estivessem formalizados na época, sua descricdo geométrica ja
estava bem desenvolvida. Os registros historicos indicam que Menaechmus foi o primeiro
a tratar essas curvas como secoes planas de um cone, uma abordagem revolucionaria para
seu tempo.

A importancia de seu trabalho ndo se limitou apenas a resolu¢do do problema do
duplo cubo, mas também abriu caminho para uma nova forma de pensar a geometria,
antecipando, de forma rudimentar, conceitos que seriam posteriormente aprofundados
por Apolénio de Perga. Apesar de suas obras ndo terem sobrevivido, muitos dos seus
resultados foram preservados por comentadores posteriores, como Proclo e Pappus de
Alexandria.

Segundo Boyer e Merzbach (2012), a obra de Menaechmus exemplifica 0 modo como
os gregos uniam investigacdo filoséfica e rigor mateméatico. Sua aplicagao da geometria
pura a problemas praticos e abstratos demonstra uma sofisticacao que influenciaria toda

a tradicdo matematica ocidental.

2.3 Apolonio de Perga e a sistematizacao das conicas

Apolbnio de Perga, ativo entre os séculos III e I a.C., foi um dos mais notaveis
matematicos da Grécia helenistica, reconhecido especialmente por sua obra Coénicas,
na qual sistematizou o estudo das segdes conicas iniciadas por Menaechmus. Nascido
em Perga, uma cidade da Asia Menor, Apolonio foi aluno da escola de Alexandria,
possivelmente discipulo de seguidores de Euclides, e desenvolveu sua carreira em meio ao
florescimento intelectual promovido pelos sucessores de Alexandre, o Grande.

Sua principal contribuigdo foi justamente a formalizacao do estudo das conicas em uma
obra dividida originalmente em oito livros — dos quais quatro chegaram completos até
os dias atuais, enquanto os demais foram parcialmente preservados por tradugoes arabes.
Nessa obra, Apoldnio introduz os nomes elipse, pardbola e hipérbole, estabelecendo uma
terminologia definitiva que ainda é usada na matemadtica contempordnea (Heath, 1896;
Boyer; Merzbach, 2012).

Diferentemente de Menaechmus, que abordava as cOnicas como intersecoes geométricas
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do cone por planos, Apolonio tratou as curvas por meio de métodos geométricos, mas sem
recorrer ao cone tridimensional. Seu estudo partia de defini¢Ges mais abstratas e rigorosas,
estabelecendo propriedades fundamentais como excentricidade, diretrizes, focos e relagoes
métricas entre elementos das curvas. De acordo com Heath (1896), os livros III e IV da
obra Cénicas ja apresentam uma investigaciao detalhada das propriedades dessas curvas,
evidenciando um grau de sofisticacdo matematica surpreendente para a época.

Além de sua contribuigdo técnica, Apolonio também foi um elo entre a matematica
clssica e os desenvolvimentos posteriores da geometria analitica. Seus métodos, ainda
que geométricos, anteciparam de forma notavel conceitos que seriam formalizados mais
de 1800 anos depois por mateméaticos como Descartes e Fermat.

Pappus de Alexandria, em seus comentérios, reconheceu a profundidade da obra de
Apolénio, chamando-o de o “Grande Gedmetra” (Toomer, 1990). A influéncia de sua obra
se estende ndo apenas a matematica pura, mas também a astronomia, especialmente na
modelagem dos movimentos planetarios, como foi feito por Kepler no século XVII, ao
utilizar a elipse para descrever a érbita dos planetas.

Apolbnio consolidou, assim, o estudo das conicas como um campo independente dentro
da matematica, transformando observagoes geométricas iniciais em uma teoria unificada

e duradoura.

2.4 Euclides, Arquimedes e Pappus: contribuicoes complementares

Embora o estudo sistematico das coOnicas seja atribuido majoritariamente a
Menaechmus e, posteriormente, a Apolénio de Perga, outros matematicos gregos
desempenharam papéis importantes no desenvolvimento e na consolidagdo do
conhecimento sobre essas curvas. Entre eles destacam-se Euclides, Arquimedes e Pappus
de Alexandria.

Euclides, ativo por volta de 300 a.C., é amplamente conhecido por sua obra Os
Elementos, que serviu de base para o ensino da geometria por mais de dois milénios.
Embora sua obra nédo trate diretamente das conicas com a profundidade de Apoldnio,
acredita-se que ele tenha escrito um tratado hoje perdido intitulado Segdes de Cénicas,
mencionado por Pappus de Alexandria (Toomer, 1990). Tal tratado provavelmente
estabelecia fundamentos geométricos importantes para o desenvolvimento posterior do
tema. Além disso, a légica axioméatica empregada por Euclides influenciou profundamente
a abordagem rigorosa adotada por Apolonio em sua obra.

Arquimedes, contemporaneo e talvez até conhecido de Apolonio, também investigou
aspectos das cOnicas, embora seu foco estivesse frequentemente voltado a aplicagdes
praticas e mecanicas. Em sua obra Sobre os Espelhos e os Conicos, Arquimedes estudou a
reflexdo da luz sobre superficies curvas e demonstrou que um feixe de luz paralelo incidente

sobre uma, parabola é refletido para seu foco — uma propriedade que seria fundamental
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séculos mais tarde na construcdo de antenas parabdlicas e telescopios astronémicos
(Dijksterhuis, 1987). Ele também utilizou propriedades da pardbola para calcular dreas
sob curvas, antecipando métodos integrais utilizados posteriormente por Newton e Leibniz.

Pappus de Alexandria, por sua vez, viveu por volta do século IV d.C. e é frequentemente
considerado o dltimo grande gedmetra da Antiguidade. Sua principal obra conhecida,
Colegoes Matemdticas, consiste em um compéndio de resultados e comentarios sobre
trabalhos matemaéticos anteriores, incluindo os de Euclides, Apolénio e Arquimedes. E
gracas a Pappus que muitos conhecimentos antigos foram preservados, sobretudo as ideias
sobre as coOnicas que ele registrou em seus comentarios sobre os oito livros de Apolénio
(Heath, 1896; Boyer; Merzbach, 2012).

Pappus também introduziu o chamado Teorema de Pappus, relacionado a centros de
gravidade e rotagdo de figuras planas, que, embora nio trate diretamente das conicas,
demonstra seu dominio da geometria avancada e da aplicagao de conceitos geométricos a
problemas fisicos, algo alinhado ao espirito investigativo dos autores anteriores.

Assim, embora nem sempre associados diretamente as conicas como Apoldnio o é,
Euclides, Arquimedes e Pappus desempenharam papéis fundamentais na construgao da
base tedrica e na transmissao do conhecimento que possibilitaram o avanco da geometria,

e, com ela, o estudo aprofundado das curvas cOnicas.

2.5 René Descartes e a geometria analitica

René Descartes (1596-1650) foi um filésofo, matematico e cientista francés cuja obra
marcou uma ruptura entre a matematica classica da Antiguidade e a moderna matematica
algébrica e analitica. Seu principal feito nesse campo foi a criagdo da geometria analitica,
também chamada de geometria cartesiana, que estabeleceu uma ponte entre a dlgebra e a
geometria — permitindo representar curvas geométricas por equagoes e vice-versa.

A obra fundamental de Descartes nesse contexto foi La Géométrie, publicada em
1637 como um apéndice ao seu livro filoséfico Discurso do Método. Nela, ele introduz
o sistema de coordenadas cartesianas e propoe a ideia de que qualquer curva pode ser
representada por uma equacao em um plano com dois eixos perpendiculares. Esse principio
revoluciondrio permitiu, pela primeira vez, estudar figuras geométricas de forma algébrica
e resolver problemas geométricos por meio de equagdes (Descartes, 2009).

No que se refere as conicas, Descartes ndo apenas retomou os estudos dos gregos
antigos como também deu a elas uma nova abordagem. A partir da analise das equacoes
do segundo grau com duas variaveis, ele demonstrou que elipses, parabolas e hipérboles
podiam ser descritas por equagdes quadraticas no plano cartesiano. Dessa forma, Descartes
estabeleceu uma classificagdo algébrica das conicas, deslocando o enfoque do corte de cones
para a andlise das equagOes associadas as curvas (Boyer; Merzbach, 2012).

Sua abordagem influenciou diretamente o desenvolvimento do Célculo Infinitesimal por
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Newton e Leibniz no final do século XVII, além de ter sido decisiva para o avango da Fisica
e da Engenharia moderna. Além disso, o método cartesiano consolidou o uso do plano
como ferramenta analitica, contribuindo para que as cOnicas passassem a ser tratadas
dentro de um sistema coordenado, tornando-as mais acessiveis ao estudo e aplicagao.
Embora Descartes tenha sido contemporaneo de outros matematicos importantes,
como Pierre de Fermat — que também contribuiu para a geometria analitica e o estudo
de curvas —, seu método se destaca pela sistematizagdo e pela base filoséfica racionalista,
que visava a clareza e a evidéncia logica como fundamentos do conhecimento cientifico.
Como observa Boyer (2012), “a geometria de Descartes constituiu a verdadeira porta de
entrada para a matematica moderna”, abrindo caminho para a algebra linear, a topologia,
e, especialmente, para o estudo avancado das curvas planas, entre elas as conicas, agora

plenamente inseridas em um contexto analitico.

2.6 Germinal Pierre Dandelin e as esferas de Dandelin

Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) foi um matemadtico, engenheiro e oficial militar
belga-francés, conhecido por sua contribuicido & geometria por meio do desenvolvimento
das chamadas esferas de Dandelin, uma construcao geométrica que fornece uma elegante
justificativa para as propriedades focais das se¢Oes cOnicas. Embora nao tenha sido
o primeiro a estudar essas curvas, Dandelin trouxe uma nova perspectiva para sua
compreensao ao inicio do século XIX, conectando propriedades espaciais dos cones com
caracteristicas planas das cOnicas.

As esferas de Dandelin sao esferas inscritas em um cone, tangentes tanto ao cone
quanto ao plano que o intersecta. Quando um plano corta um cone circular reto formando
uma segao coOnica (elipse, pardbola ou hipérbole), Dandelin demonstrou que os pontos
de tangéncia da esfera com o plano sao precisamente os focos da conica resultante. Esse
resultado fornece uma prova geométrica elegante e rigorosa do fato de que a soma (ou
diferenga, no caso da hipérbole) das distancias de qualquer ponto da cdnica aos focos é
constante — uma das propriedades fundamentais dessas curvas (Coolidge, 1968).

Antes da abordagem de Dandelin, as propriedades focais das coOnicas, ja eram
conhecidas desde os estudos de Apoldnio, mas sua demonstracdo partia de métodos
puramente planos ou elementares. A introducdo das esferas, porém, permitiu uma
demonstragdo tridimensional mais intuitiva e geral, valorizando tanto a interpretacao
espacial das cOnicas quanto seu tratamento analitico.

A importancia do trabalho de Dandelin est4 ndo apenas em sua aplicacido direta &
teoria das cOnicas, mas também em seu papel na transicdo da geometria classica para
uma abordagem mais moderna e visual. Segundo Boyer e Merzbach (2012), “as esferas
de Dandelin representam uma das mais belas conexdes entre geometria solida e plana,

com aplicacOes que transcendem a teoria pura e alcancam a Optica, a mecanica celeste e
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a engenharia”.

Além disso, a construgdo de Dandelin influenciou o ensino da matematica, pois
fornece uma interpretacdo didatica acessivel das propriedades das conicas, frequentemente
utilizada em livros e cursos introdutérios de geometria analitica e descritiva.

Apesar de ter produzido outras contribuigoes em areas como algebra e fisica, Germinal
Pierre Dandelin é lembrado sobretudo por essa construcao, que leva seu nome e perpetua

sua importancia no estudo das curvas conicas até os dias atuais.

2.7 Importancia das conicas ao longo da histéria da matematica

As secOes conicas — circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole — constituem um dos
mais antigos e duradouros campos de estudo da Matematica, com impacto que atravessa
milénios e se projeta em diferentes dreas do conhecimento humano. Desde os primeiros
registros da Antiguidade até os avancos cientificos modernos, as conicas desempenharam
um papel fundamental tanto no desenvolvimento teérico da Matematica quanto em suas
aplicacbes praticas.

A trajetéria histérica dessas curvas comega com Menaechmus, que as explorou na
tentativa de resolver o problema da duplicacdo do cubo. Posteriormente, Apolénio de
Perga consolidou a teoria das conicas, atribuindo-lhes os nomes ainda hoje utilizados e
estabelecendo suas principais propriedades geométricas. A partir da Idade Moderna, com
René Descartes e o surgimento da geometria analitica, as conicas deixaram de ser tratadas
exclusivamente como se¢oes de um cone tridimensional para serem descritas por equagoes
em um sistema de coordenadas bidimensional, o que abriu caminho para analises mais
profundas e generalizacoes algébricas (Descartes, 2009; Boyer; Merzbach, 2012).

A importéncia dessas curvas, no entanto, ndo se restringe & matemaética pura. Na
fisica, a parabola descreve o movimento de projéteis em condigdes ideais, enquanto as
6rbitas planetarias descritas por Kepler no século XVII sdo elipses, base fundamental das
leis do movimento planetario. Ja a hipérbole aparece no estudo de fené6menos como a
propagacdo de ondas eletromagnéticas e érbitas de cometas. A circunferéncia, por sua vez,
estd presente em intimeros contextos praticos e tedricos, desde engrenagens até definigbes
fundamentais de distancia e simetria.

Além da fisica e da astronomia, as cOnicas também sio relevantes na engenharia, na
arquitetura e na 6ptica. Um exemplo cléssico é o espelho parabdlico, utilizado em fardis,
antenas e telescopios, cuja propriedade de refletir os raios paralelos para um tnico foco
foi formalmente demonstrada por Arquimedes (Dijksterhuis, 1987). Outro exemplo sdo
as lentes elipticas utilizadas para concentrar ou dissipar luz, baseadas nas propriedades
reflexivas da elipse.

Germinal Pierre Dandelin, ao introduzir sua construcao com esferas, contribuiu para

uma melhor compreensao da geometria espacial das conicas, revelando relagées harmonicas
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entre as segOes planas e os elementos tridimensionais do cone. Tal abordagem nao apenas
enriqueceu o estudo tedrico, mas também trouxe aplicagoes didaticas relevantes até os
dias atuais (Coolidge, 1968).

Portanto, as cOnicas nao apenas ilustram o poder da abstragdo matematica, como
também revelam a capacidade da Matematica de modelar, explicar e prever fenémenos
naturais e artificiais. Sua trajetoria histérica demonstra como o conhecimento matematico
se constréi de forma cumulativa, atravessando séculos, culturas e paradigmas cientificos,

mantendo-se sempre relevante.
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3 Introducao a Geometria Analitica e as

Conicas

3.1 Fundamentos da Geometria Analitica

A geometria analitica é um ramo da matematica que une os conceitos da &algebra
com os da geometria, permitindo representar figuras geométricas por meio de equagoes.
Sua criacao é atribuida a René Descartes, que no século XVII estabeleceu as bases dessa
disciplina ao introduzir o sistema de coordenadas cartesianas, possibilitando a tradugao
de problemas geométricos em expressoes algébricas (Descartes, 2009).

Como destacam Barros e Carvalho (2011), a geometria analitica “constitui um campo
de articulacdo entre a algebra e a geometria, promovendo o desenvolvimento do raciocinio

légico e da abstracdo matematica, além de favorecer a modelagem de situagoes reais”.

3.1.1 O plano cartesiano

O plano cartesiano, também chamado de sistema de coordenadas cartesianas, é a base
da geometria analitica. Ele foi idealizado por René Descartes no século XVII, como parte
de sua proposta de unificar algebra e geometria. Esse sistema consiste em um plano
dividido por dois eixos perpendiculares entre si: o eixo horizontal, denominado eixo das
abscissas (eixo x), e o eixo vertical, denominado eixo das ordenadas (eixo y) (Descartes,
2009).

A intersecao entre os dois eixos define a origem do sistema, identificada pelo ponto de
coordenadas (0,0) a partir da origem, é possivel localizar qualquer ponto no plano por
meio de um par ordenado (x,y), no qual o primeiro niimero representa a posi¢ido no eixo
horizontal e o segundo, no eixo vertical.

O plano cartesiano é dividido em quatro quadrantes, numerados no sentido anti-horario

a partir do quadrante superior direito:

1° quadrante: x >0ey >0
2° quadrante: x < 0ey >0
3° quadrante: x < 0ey <0
4° quadrante: x >0ey <0

Essa estrutura permite representar graficamente pontos, retas, fungdes e curvas. O

plano cartesiano tornou-se uma ferramenta essencial ndo apenas na matematica pura,
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mas também em &reas aplicadas como a fisica, a engenharia e a economia, ao permitir a
visualizagdo e analise de fen6menos a partir de representagdes geométricas.

Como explicam Lima e Carvalho (2003), o plano cartesiano “constitui uma das mais
poderosas criagoes da matematica, pois fornece um ambiente visual e operacional para o
estudo das relacdes numéricas e algébricas”.

Além disso, a adogdo do plano cartesiano como base para o estudo das coOnicas
permite compreender essas curvas nao apenas como objetos geométricos, mas também
como expressoes algébricas. Essa abordagem serd aprofundada nas se¢bes seguintes deste

capitulo.

3.1.2 Coordenadas de um ponto

No contexto da geometria analitica, cada ponto do plano cartesiano é identificado por
um par ordenado (x,y) chamado de coordenadas do ponto. Esses valores representam,
respectivamente, a posicdo do ponto em relagdo ao eixo das abscissas (horizontal) e ao
eixo das ordenadas (vertical).

A interpretacdo geométrica dessas coordenadas é direta: o valor de x indica a distancia
do ponto em relagdo ao eixo y, positiva se estiver a direita da origem e negativa se estiver
a esquerda. O valor de y, por sua vez, mede a distdncia do ponto em relacdo ao eixo x
sendo positiva quando acima da origem e negativa quando abaixo.

Por exemplo, o ponto P(3,2) localiza-se trés unidades & direita do eixo vertical e duas
unidades acima do eixo horizontal. J4 o ponto Q(—4,—1) encontra-se quatro unidades a
esquerda do eixo y e uma unidade abaixo do eixo x.

Essas coordenadas permitem nao apenas localizar geometricamente os pontos no plano,
mas também realizar operagoes matematicas fundamentais, como o céalculo da distancia
entre dois pontos, do ponto médio de um segmento ou da inclinacao de uma reta.

Segundo Carvalho e Barros (2011), “[...]as coordenadas cartesianas tornam possivel a
traducao de situagoes geométricas em linguagem algébrica, facilitando tanto a resolugao
quanto a generalizagdo de problemas”.

O conceito de coordenadas também é base para o estudo das funcées matematicas,
pois cada fungdo pode ser interpretada como uma associagao entre pares ordenados. Essa
abordagem sera particularmente relevante quando tratarmos das curvas conicas, cujas
propriedades geométricas derivam diretamente das equacoes algébricas construidas a partir

de coordenadas.

3.1.3 Distancia entre dois pontos

Na geometria analitica, o cdlculo da distancia entre dois pontos no plano cartesiano é
uma aplicacdo direta do Teorema de Pitdgoras. Dados dois pontos quaisquer A(z1,y:) e

B(zs,y2) a distancia d entre eles é definida pela seguinte férmula:
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d= \/(332 — 1)’ + (12 — y1)?

Quando z; é diferente de x5 e y; é diferente de y, a férmula apresentada resulta da
construcao de um tridngulo retdngulo cujos catetos sao as diferencas das abscissas e das
ordenadas entre os dois pontos. O segmento AB, portanto, corresponde & hipotenusa, e
sua medida é obtida pela aplicacao do Teorema de Pitagoras no plano cartesiano.

Por exemplo, se os pontos A e B tiverem coordenadas A(1,2) e B(4,6) entéo a distancia

entre eles sera:

d=1/(4—1)2+ (6 —2)?
d= V3 + 422
d=+25
d=5

Essa medida é essencial em diversas situagdes matematicas e aplicagdes praticas, como
na determinacdo do comprimento de segmentos de reta, na verificacdo de alinhamento
de pontos, em calculos de areas e na prépria analise das curvas planas, como as cOnicas.
Além disso, a nogao de distancia no plano cartesiano é a base para o conceito de métrica
euclidiana, que define a geometria do espago plano em duas dimensoes.

De acordo com Lima e Carvalho (2003), “a definicdo da distincia entre pontos no
plano permite tratar problemas geométricos sob uma perspectiva algébrica, viabilizando
analises precisas e generalizagoes que nao seriam possiveis apenas com ferramentas da
geometria classica”.

Essa métrica sera usada nas secbes seguintes para a deducao das equagoes das conicas,
especialmente na caracterizagao da elipse, da hipérbole e da parabola, que envolvem

relagoes de distancia entre pontos e focos.

3.1.4 Ponto médio de um segmento

O ponto médio de um segmento de reta é o ponto que o divide em duas partes
congruentes, ou seja, de igual comprimento. Na geometria analitica, esse ponto pode ser
determinado algebricamente a partir das coordenadas de suas extremidades.

Sejam A(x1,y1) e B(za,y2) dois pontos no plano cartesiano, as coordenadas do ponto

médio M do segmento AB sao dadas pela férmula:

T1+ X2 Z/1+yz)
M=
( 2 7 2



Capitulo 8. Introdugdo o Geometria Analitica e ds Conicas 26

Essa formula resulta da média aritmética das abscissas e das ordenadas dos pontos
extremos do segmento. O ponto médio é, portanto, o centro do segmento, e sua
determinacao é titil em diversas aplicagdes, como a construcao de mediatrizes, a localizacao
de centros de figuras geométricas e a simetria de pontos em relagao ao eixo cartesiano.

Por exemplo, dados os pontos A(2,3) e B(6,7) o ponto médio M ser4:

2+6 3+7
M= (222210
%)

u-(39
M = (4,5)

O ponto médio também é empregado no estudo de curvas como as conicas. No caso
da circunferéncia, por exemplo, o centro é o ponto médio de um didmetro. De forma
semelhante, em elipses e hipérboles com eixos principais paralelos aos eixos cartesianos, o
centro da curva pode ser determinado a partir do ponto médio entre seus vértices.

Segundo Barros e Carvalho (2011), “o ponto médio é uma das ferramentas elementares
da geometria analitica, pois permite localizar posi¢does centrais com precisdo, além de
contribuir para o estudo de simetrias e transformacgoes geométricas”.

Esse conceito sera fundamental nas préximas segoes deste capitulo, quando trataremos
das equagdes reduzidas das cOnicas e de seus deslocamentos no plano por meio de

translacoes de eixo.

3.1.5 Equagao da reta: formas geral e reduzida

Na geometria analitica, a reta é uma das figuras fundamentais e pode ser representada
por meio de equagbes que descrevem sua inclinagao, posi¢ao no plano e relagdo com os eixos
cartesianos. A equacdo da reta é uma expressdo algébrica que relaciona as coordenadas
dos pontos que pertencem a essa reta. As formas mais utilizadas para expressar a equacio
de uma reta sao a forma geral e a forma reduzida.

A forma geral da equacao da reta é dada por:

Az +By+C=0

Nessa expressdo, A, B e C sao constantes reais, com pelo menos um dos coeficientes A
ou B diferente de zero. Essa forma é bastante utilizada por sua generalidade e por permitir
representar retas verticais e horizontais, além de facilitar certos calculos algébricos, como
a verificagdo de alinhamento de pontos.

Jéa a forma reduzida, também chamada de forma explicita ou funcao afim, é derivada

da forma geral e assume a seguinte estrutura:

y=mz+n
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onde:
m é o coeficiente angular da reta, que representa a inclinacdo (ou declividade) da
reta em relagdo ao eixo x, € igual a tangente do dngulo que a reta faz com a horizontal;
+ n é o coeficiente linear, que indica o ponto onde a reta intercepta o eixo y, ou seja,
o valor de y quando x=0.
O coeficiente angular m pode ser calculado a partir de dois pontos distintos A(zy,y;)
e B(zs,y2) pertencentes a reta, utilizando a férmula:
m = Y2 — Y1
Ty — X1
que remete ao fato de que a tangente de um angulo no tridngulo retangulo é a divisdo do
cateto oposto ys — y; pelo cateto adjacente x5 — x1. Essa razado representa a variagdo da

ordenada pela variagao da abscissa entre dois pontos da reta.

se m > 0, a reta é crescente
se m < 0, a reta é decrescente
se m = 0, a reta é constante

se a reta é vertical, a divisao por zero impossibilita a definicdo de m.

A equacao da reta é essencial no estudo de diversas curvas, pois muitas delas, como
a parabola e a hipérbole, envolvem retas tangentes, diretrizes ou assintotas. Segundo
Carvalho e Barros (2011), “a representagdo algébrica da reta é a base do raciocinio
geométrico-analitico, pois permite o estudo de posicoes relativas entre figuras e a resolugao
de sistemas que modelam situagdes geométricas”.

Na abordagem moderna da geometria analitica, as equagdes de retas também sdo
fundamentais para determinar interse¢des com outras curvas, como as cOnicas, permitindo

resolver sistemas de equagOes que representam essas intersecgoes no plano.

3.2 A Circunferéncia

A circunferéncia é uma das mais elementares e conhecidas curvas planas.
Geometricamente, ela é definida como o conjunto de todos os pontos do plano que
estdo a mesma distancia de um ponto fixo, chamado centro. Essa distancia constante é
denominada raio da circunferéncia.

No plano cartesiano, se o centro da circunferéncia for o ponto C(a,b) e o raio for r >

0 a equacdo reduzida da circunferéncia é dada por:
($ - -’I;c)2 + (y - yc)2 = R2

Essa equagdo representa todos os pontos (x,y) cuja distdncia ao centro (a,b) é

exatamente igual a r. Quando o centro estd na origem do plano, ou seja, no ponto
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(0,0) a equagdo assume uma forma ainda mais simples:
22 +y? = R?

Essa é a chamada equacao canoénica da circunferéncia, e corresponde ao caso particular
em que a figura esta centralizada na origem, o que facilita sua analise geométrica.

Além da forma reduzida, também se pode representar a circunferéncia por meio da
equacao geral, que é obtida a partir da expansdo da forma reduzida. Essa equacio tem a
seguinte estrutura:

2’4+ +Dr+Ey+F=0

Nessa expressao, os coeficientes D, E e F estao relacionados com o centro e o raio da
circunferéncia, podendo ser identificados por meio de completamento de quadrados ou
comparacao com a forma reduzida.

A circunferéncia é a tnica das cOnicas cujos eixos de simetria sempre podem estar
paralelos com o eixo horizontal e o vertical e cujos focos se concentram no préprio centro.
Ela também possui simetria radial, sendo amplamente empregada em situacoes que exigem
equilibrio geométrico, como no estudo de engrenagens, ondas circulares e movimentos
circulares uniformes.

Segundo Carvalho e Barros (2011), “a circunferéncia ocupa papel de destaque na
geometria analitica ndo apenas por sua simplicidade, mas por sua presenca constante em
problemas de simetria, rotacao e medidas angulares”.

Na matematica escolar e universitaria, a circunferéncia também é fundamental como
ponto de partida para o estudo das outras conicas, pois sua equagdo possui forma
semelhante a da elipse — sendo, inclusive, considerada um caso particular da elipse

quando o0s eixos possuem 0 mesmo comprimento.

3.2.1 Definicao geométrica

Geometricamente, a circunferéncia é definida como o lugar geométrico dos pontos do
plano que estao & mesma distdncia de um ponto fixo denominado centro. Essa distancia
constante é chamada de raio. Assim, para todo ponto P(x,y) pertencente & circunferéncia,

a distancia entre P e o centro C(a,b) é igual a r, ou seja:
d(P,C)=r

A partir dessa definicdo, aplica-se o conceito de distancia entre dois pontos no plano
cartesiano para obter a equagdo da circunferéncia. Sendo P(x,y) um ponto genérico da

curva e C(a,b) o centro, a equagéo é deduzida pela relagio:

J@—aP+y-b2=r

Elevando ambos os membros ao quadrado, elimina-se a raiz quadrada:

(z—a)’+(@y—b*=r’
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Essa é a equacao reduzida da circunferéncia, que expressa, de forma algébrica, a
defini¢do geométrica do conjunto de todos os pontos que estdo a uma distancia r do ponto
fixo (a,b)

Quando o centro coincide com a origem do sistema de coordenadas cartesianas, ou

seja, quando a=0 a equacao se simplifica ainda mais, assumindo a forma:
Pyt =r

Essa definicao fundamenta a construcao da circunferéncia tanto na geometria classica
quanto no contexto analitico, sendo essencial para o estudo da simetria circular e das
propriedades métricas da figura. Como destacam Lima e Carvalho (2003), a circunferéncia
¢ uma das expressoes mais simples do conceito de lugar geométrico e serve como modelo

para a compreensao inicial de curvas algébricas no plano.

3.2.2 Equacao reduzida da circunferéncia

A equacao reduzida da circunferéncia é a forma mais direta e funcional de expressar,
em termos algébricos, a definicdo geométrica dessa curva plana.
Como visto anteriormente, aplicando a férmula da distancia entre dois pontos no plano

cartesiano, temos:
(x—a)’>+ (y —b)* =1?

Essa expressdo é chamada de equacdo reduzida justamente por apresentar de forma
explicita os pardmetros geométricos fundamentais.
Por exemplo, a equacao:
(z—2°+(y+1)>=9

representa uma circunferéncia com centro no ponto (2,—1) e o raio r = 3, pois r? = 9.
A interpretagdo geométrica dessa equacdo facilita a construgdo grafica da figura, pois
permite identificar imediatamente sua posigdo e tamanho no plano.

No caso especial em que o centro da circunferéncia estd na origem (0,0), a equacéo
reduz-se a:

2?42 =12

Essa forma canénica é amplamente usada em exercicios iniciais e aplicagoes basicas,
sendo também importante em contextos de simetria e movimento circular.

Como afirmam Carvalho e Barros (2011), a equacdo reduzida da circunferéncia
“possibilita uma transicdo suave entre a geometria classica e a linguagem algébrica,
favorecendo a visualizacdo e a modelagem de fendmenos circulares no plano”.

Além disso, essa equacao é ponto de partida para outras andlises, como a deducéo da
equacao geral da circunferéncia, a verificacdo da posicao relativa entre pontos e a curva, e

o estudo de tangentes, secantes e cordas.
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3.2.3 Equacao geral da circunferéncia

A equacao geral da circunferéncia é a forma expandida da equacgdo reduzida e expressa
a curva em um formato polinomial do segundo grau, permitindo sua analise dentro de
sistemas algébricos mais amplos. Essa equagao é obtida a partir da expansdo da forma

reduzida:
(x—a)+(y—0b)?*=r?
Desenvolvendo os produtos notaveis, tem-se:
2 —ax+a’+y —2y+b2—r2=0
Agrupando os termos semelhantes, obtemos:

v —2az+y* —2by+ (a®+ -1 =0

Chamando:
D =-2a
E=-2b

F=a%+b?-r2

chegamos a equacao geral da circunferéncia:
?+y*+Dx+Ey+F

Essa forma é 1til especialmente quando se deseja verificar se uma equagao do segundo
grau representa de fato uma circunferéncia, bem como para a comparagao e o estudo de
posicoes relativas entre curvas e pontos, como no caso de sistemas com retas ou outras
coOnicas.

Por exemplo, considere a equacao geral:
z? 4+ y® — 4z + 6y = 12
Para identificar os elementos da circunferéncia, pode-se completar os quadrados:
(z% — 4z) + (y* + 6y) — 9 =12
(2 —4z+4)—4+ (" +6y+9)—9=12
(z—2°+(@y+3)?=12+9+4
(z—2)"+(y+3)*=25
Conclui-se que a circunferéncia tem centro em (2,—3) e raio r = 5. Esse processo
mostra como a equacao geral pode ser convertida para a forma reduzida por meio do
completamento de quadrados, técnica frequentemente explorada em analises algébricas.
Segundo Lima e Carvalho (2003), “a equacdo geral permite estudar a circunferéncia

em contextos mais amplos, como intersecoes com outras curvas e solucoes de sistemas,

revelando sua utilidade para além da simples representacao geométrica”.
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3.3 A Elipse

A elipse é uma das curvas conicas obtida a partir da intersecdo de um plano obliquo
com um cone circular duplo, em uma inclinacdo menor do que a do gerador do cone, sem
que o plano seja paralelo a base. Trata-se de uma curva fechada e simétrica que apresenta
grande relevancia tanto na matematica pura quanto em diversas areas aplicadas, como a
astronomia, a fisica e a engenharia.

A elipse é uma curva simétrica em relacdo a ambos os eixos e ao centro, e possui
aplicacgoes notaveis. Uma das mais conhecidas é na astronomia: segundo as leis de Kepler,
os planetas descrevem oérbitas elipticas ao redor do Sol, que ocupa um dos focos da elipse.
Além disso, propriedades actsticas e éticas da elipse sdo exploradas na construcdo de
auditorios, antenas e lentes.

Uma das propriedades mais importantes e interessantes é a propriedade refletora da
elipse. Por exemplo, quando uma onda sonora se origina em um dos focos de uma elipse,
a onda sonora serd refletida na elipse e volta para o outro foco e, além disso, a reta (s)
perpendicular a reta (t) tangente & elipse no ponto (T) que reflete a onda é bissetriz do
angulo formado por um dos focos, o ponto de tangéncia e o outro foco. Podemos observar

melhor através da figura a seguir:

Figura 1 — propriedade refletora da elipse

Como observam Boyer e Merzbach (2012), “ a elipse, embora menos intuitiva que a
circunferéncia, revela estruturas de simetria mais sutis e desempenha papel crucial nos
modelos fisicos do universo desde o século XVII”.

A compreensao da elipse no plano cartesiano exige analise de suas equacoes e elementos,
o que sera desenvolvido nas segOes seguintes, a comecar pela definicdo e equagao reduzida

da elipse com centro na origem.

3.3.1 Definicdo geométrica

A elipse é definida geometricamente como o lugar geométrico dos pontos do plano cuja

soma das distancias a dois pontos fixos, chamados de focos, é constante. Essa constante é
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igual ao comprimento do eixo maior da elipse, que liga os dois vértices mais afastados da
curva (Stewart, 2018).

Sejam F; e F; pontos de um plano 7 e seja a um ndmero real tal que 2a > d(Fi, F3),
podemos definir a elipse com focos F} e F5 e eixo maior medindo 2a, como sendo o conjunto

dos pontos P(x,y) do plano 7 , tais que:

d(P, Fl) + d(P, FQ) = 2a

JJ'J‘

Figura 2 — defini¢do da elipse

Destacamos a seguinte terminologia e notacao:
F} e F5 sao focos da elipse;
+ O centro da elipse é o ponto médio do segmento F} F5;
O eixo maior da elipse é o segmento de reta que contém os focos Fj e F, e com
extremos em dois pontos A; e Ay da elipse;
O eixo menor da elipse é o segmento de reta perpendicular ao eixo maior, que passa
pelo centro da elipse e tem extremos B; e Bs na elipse.
Os pontos A, As, By e By sao os vértices da elipse. Com isso, observamos que o
eixo maior mede 2a e denotaremos a medida do eixo menor por 2b e a distancia entre os

focos F; e F5 por 2c.

Figura 3 — elementos da elipse
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A elipse é sempre uma curva fechada e simétrica em relacdo ao eixo maior, ao eixo
menor e ao seu centro. Quando os focos coincidem, ou seja, quando ¢=0 a elipse se reduz
a uma circunferéncia, o que revela que esta é um caso particular da elipse.

A relacdo entre os trés pardmetros principais da elipse é dada por:

Essa equacao mostra que os focos se afastam do centro da elipse a medida que a
diferenca entre a e b aumenta. Quanto maior a diferenca, mais “achatada” sera a elipse.
Essa razao é descrita pelo conceito de excentricidade,

e = —
a
que indica o grau de alongamento da curva.

Além do valor teérico, a definicio geométrica da elipse possui inimeras aplicagoes
praticas. Um exemplo classico é o das propriedades aciisticas da curva: se dois pontos
forem colocados nos focos de uma elipse desenhada em uma sala, qualquer som emitido
de um dos pontos sera refletido e concentrado no outro, devido as propriedades reflexivas
da elipse. Essa caracteristica é aproveitada em ambientes como saloes elipticos e em
dispositivos 6pticos (Courant; Robbins, 1996).

A elipse é, portanto, uma curva rica em propriedades simétricas e funcionais, sendo
amplamente empregada na modelagem de fend6menos naturais e em aplicagdes tecnologicas,

além de servir como ponte entre a geometria classica e a representacdo analitica.

3.3.2 Equacao reduzida da elipse com centro na origem

A equacgdo reduzida da elipse é a forma algébrica que expressa, no plano cartesiano,
a definicdo geométrica dessa curva, considerando sua posicdo em relagdo aos eixos
coordenados. Essa forma é valida quando a elipse estd centrada na origem (0,0) e seus
eixos estao alinhados com os eixos x e y

Existem duas formas principais da equacdo reduzida, dependendo da orientacdo do
eixo maior:

1. Quando o eixo maior esté sobre o eixo x:

2. Quando o eixo maior esta sobre o eixo y:

$2 y2
i

Nessas equagoes:

- a representa no semieixo maior, a distancia do centro até os vértices no eixo principal;



Capitulo 8. Introdugdo o Geometria Analitica e ds Conicas 34

b representa no semieixo menor, a distdncia do centro até os vértices no eixo
secundario;
- O ponto (x,y) é qualquer ponto da elipse;
- A equagdo a relagdo constante entre as distdncias ao longo da curva.
A elipse possui dois focos localizados ao longo do eixo maior, a distancia ¢ do centro,

e essa distancia é calculada pela relagao:
2= g% — 1

Dessa forma, conhecendo os valores de a e b, pode-se determinar a localizagao dos
focos F; e F;y que influenciam diretamente nas propriedades épticas e simétricas da curva.

Por exemplo, a equacao:
22 P
T A
9 + 4

representa uma elipse com centro na origem, semieixo maior a = 3 no eixo x, e semieixo

menor b = 2 no eixo y. Os focos estdo sobre o eixo x, a distancia
c=v9-4=+/5

da origem.

A equacdo reduzida é especialmente 1til para representar graficamente a elipse e para
a andlise de seus elementos geométricos, como vértices, eixos e focos. Além disso, é ponto
de partida para transformagées como translagdes, que reposicionam a curva sem alterar
sua forma.

Como observam Barros e Carvalho (2011), “ a equagao reduzida da elipse permite o
tratamento sistematico da curva no plano cartesiano, facilitando a analise de simetrias e
relagoes métricas fundamentais”.

Essa forma algébrica sera base para a secdo seguinte, na qual se abordara a translagéo
da elipse, deslocando seu centro para um ponto genérico (h,k) do plano.

3.3.3 Equacao reduzida da elipse

A translacgdo da elipse consiste no deslocamento da curva no plano cartesiano a partir
da origem para um novo ponto (hk) sem alterar seu formato nem a orientacdo de seus
eixos. Ou seja, os eixos da elipse continuam paralelos aos eixos coordenados, mas o centro
da curva passa a ser o ponto (h,k) em vez da origem (0,0).

A equacéo reduzida da elipse, nesse novo contexto, é escrita da seguinte forma:

1. Quando o eixo maior esta paralelo ao eixo x:

(@—h)?  (y—k)?
a? + 2 1
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2. Quando o eixo maior esta paralelo ao eixo y:

(z—h)?  (y—#k?
b2 + a?

Nessas equagoes:
(h,k) representa o centro da elipse;
* a é 0 semieixo maior;
+ b é o semieixo menor;
- A curva mantém suas propriedades métricas: focos, excentricidade, vértices e
simetrias.

A translacdo é uma transformacio importante no estudo das conicas, pois facilita a
analise da curva independente da sua posi¢do no plano. Além disso, essa modificacdo ndo
afeta os eixos nem a orientacdo da elipse, diferentemente da rotagao, que aqui nao sera
abordada, conforme definido na proposta deste trabalho.

Um exemplo pratico de equagao com translagao é:

(z—2)  (y+3)* _
6 9

Essa equacdo representa uma elipse com centro no ponto (2, —3), semieixo maior a =

1

4 (paralelo ao eixo x) e semieixo menor b = 3.

A translacao é essencial para aplicagdoes geométricas e fisicas, pois permite posicionar
a elipse conforme as necessidades de um problema real. Como apontam Stewart e Clegg
(2018), “o deslocamento do centro da curva ndo altera sua esséncia matemdtica, mas
amplia sua utilidade pratica em modelagens que exigem liberdade de posicionamento no
plano”.

Dessa forma, a translagdo da elipse amplia o alcance da analise geométrica e
fornece flexibilidade para representar curvas em contextos diversos, mantendo intactas as

propriedades fundamentais da elipse.

3.3.4 Elementos da elipse: focos, vértices e excentricidade

A compreensio completa da elipse envolve o conhecimento de seus principais elementos
geométricos: focos, vértices e excentricidade. Esses elementos sdao fundamentais para
caracterizar a forma, a posicao e as propriedades Opticas e métricas da curva.

Centro (C): é o ponto de intersecdo entre os eixos maior e menor. Na equagdo
reduzida com translacdo, ele é representado por (h,k). E o ponto equidistante dos focos,
vértices e co-vértices.

- Eixo maior e vértices: o eixo maior é o segmento que atravessa a elipse de um vértice
ao outro, passando pelo centro, e tem comprimento 2a onde a > b. Os vértices sao os
pontos extremos do eixo maior e estao localizados a uma distancia a do centro. Se a elipse
estd com eixo maior sobre o eixo x, os vértices sdo (h & a, k) se o eixo maior estd sobre o

eixo y, os vértices sdo(h, k £ a):
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Eixo menor e co-vértices: o eixo menor é perpendicular ao eixo maior, com
comprimento 2b. Os co-vértices estdo a uma distdncia b do centro, nos pontos (h £ b, k)
ou (h,k £ b) dependendo da orientacdo da elipse.

- Focos (F} e F5): os focos sao dois pontos localizados sobre o eixo maior, equidistantes

do centro. Estao situados a uma distancia ¢ do centro, onde:
c=+va?—-b?

Portanto, os focos tém coordenadas:

(h % ¢, k) se o eixo maior for o horizontal,

(h,k £ c) se o eixo maior for o vertical.

A soma das distancias de qualquer ponto da elipse aos dois focos é sempre igual a 2a
conforme sua definicdo geométrica.

- Excentricidade (e): a excentricidade da elipse mede o “achatamento” da curva e é
dada por:

e = —
a
com (0 <e<1

Quando e se aproxima de zero, a elipse se torna mais “circular”; quanto mais préximo
de 1, mais alongada e achatada ela se torna. A circunferéncia é um caso particular de
elipse em que a = b, portanto c = 0 e ‘€’ = 0.

Esses elementos sdao essenciais ndo apenas para a representagdo grafica da elipse, mas
também para suas aplicagOes praticas. Por exemplo, na astronomia, as Orbitas elipticas
dos planetas tém o Sol em um dos focos, o que confere a elipse um papel fundamental na
descri¢do do movimento celeste conforme as Leis de Kepler (Boyer; Merzbach, 2012).

Como destacam Lima e Carvalho (2003), “o estudo detalhado dos elementos da
elipse permite compreender nao s6 suas propriedades geométricas, mas também sua

funcionalidade na modelagem de fen6menos naturais”.

3.4 A Hipérbole

A hipérbole é uma das sec¢Oes conicas obtidas quando um plano corta um cone circular
duplo de forma que o dngulo do plano com o eixo do cone é menor do que o dngulo da
geratriz. Diferentemente da elipse e da circunferéncia, a hipérbole é uma curva aberta,
composta por duas ramificagoes simétricas, que se estendem indefinidamente em diregoes
opostas.

A hipérbole possui diversas propriedades interessantes:
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- E simétrica em relaco aos eixos transversal (que é o eixo que contém os vértices e
os focos), e conjugado (que é o eixo que passa pelo centro da hipérbole e é perpendicular
ao eixo transversal);

- Possui duas assintotas, que sdo retas que a curva se aproxima indefinidamente, mas
nunca toca;

- As assintotas delimitam visualmente a abertura da curva e sdo fundamentais na
construgdo grafica da hipérbole.

Assim como ocorre com a elipse, a hipérbole pode ser estudada por meio de sua equacgao
reduzida, que serd abordada na préxima secao. Essa equagao depende da orientagao do
eixo transversal (horizontal ou vertical) e da posi¢do do centro da curva.

Na fisica, a hipérbole aparece, por exemplo, na descricdo das érbitas de objetos que
escapam do campo gravitacional de um corpo celeste, como sondas espaciais ou cometas
com trajetérias nao elipticas. Também tem aplicagoes em actistica, Optica e engenharia
elétrica — por exemplo, no funcionamento das antenas hiperbdlicas e na construgao de
instrumentos de reflexdo sonora.

A propriedade de reflexdo da hipérbole afirma que a reta tangente a hipérbole em um
ponto P é também bissetriz do dngulo formado por um dos focos, o ponto de tangéncia e
o outro foco. Como consequéncia, temos que todo raio incidente que passa por um dos
focos do espelho hiperbdlico é refletido em direcdo ao outro foco.

Veja:

Figura 4 — propriedade refletora da hipérbole

De acordo com Stewart (2018), “a hipérbole, por ser uma curva aberta e simetricamente
oposta em seus ramos, expressa relacoes espaciais em que a diferenca de distancias é a
grandeza invariavel, o que a torna 1til em sistemas onde posigoes relativas variam, mas

suas relagoes diferenciais permanecem constantes”.
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Na préxima secdo, serd apresentada a equacao reduzida da hipérbole, que formaliza

sua representacao no plano cartesiano.

3.4.1 Definicdo geométrica

A hipérbole é definida geometricamente como o lugar geométrico dos pontos do plano
cuja diferenca das distdncias a dois pontos fixos, chamados focos, é constante. Essa
constante é positiva e corresponde a 2a, onde ‘a’ representa a distdncia entre o centro
da hipérbole, que é o ponto médio entre os focos, e cada um de seus vértices, que sdo os
pontos onde o eixo transverso cruza a hipérbole.

Sejam Fj e F5 os dois focos da hipérbole e P(x,y) um ponto pertencente a curva. A

propriedade fundamental é expressa por:

(P, F}) — d(P, Fy)| = 2a

Figura 5 — defini¢do da hipérbole

Diferentemente da elipse, na qual se soma as distdncias aos focos, na hipérbole se
considera a diferenga absoluta dessas distancias. Essa caracteristica resulta na forma
aberta e dupla da curva, com dois ramos simétricos que se afastam indefinidamente.

O centro da hipérbole, representado pelo ponto (h,k), é o ponto médio entre os focos,
e divide a hipérbole em dois ramos opostos. O eixo transversal é o segmento que liga os
dois vértices, ao longo do qual se encontram os focos. J4 o eixo conjugado é perpendicular

ao eixo transversal e determina a largura da abertura da curva.
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Figura 6 — elementos da hipérbole

A distancia entre o centro e os focos é representada por c, e a relagdo entre os pardmetros
a, b e ¢ é dada por:
2 — g2 4 b2
onde:
a é a distancia do centro até cada vértice (sobre o eixo transversal),

- b estéd associado ao eixo conjugado e é fundamental para definir a inclinacdo das

assintotas,
¢ é a distancia do centro até cada foco.

As assintotas da hipérbole sdo retas que a curva se aproxima indefinidamente, sem
nunca as tocar, e sio fundamentais para descrever sua abertura. A existéncia dessas
assintotas é uma das principais diferencas da hipérbole em relagéo a elipse.

Segundo Boyer e Merzbach (2012), “a definigdo geométrica da hipérbole expressa uma
simetria que ndo resulta do equilibrio entre distancias absolutas, mas da constancia de
uma diferenga, o que a torna particularmente til para modelar fenémenos que envolvem
contraste ou oposi¢cao”.

A geometria da hipérbole serd formalizada, na préxima secdo, por meio de sua equagio

reduzida, que permite sua analise no plano cartesiano a partir da algebra.

3.4.2 Equacgao reduzida da hipérbole com centro na origem

A equacdo reduzida da hipérbole é a forma algébrica que expressa, no plano cartesiano,
a definicdo geométrica dessa curva, considerando sua posicdo em relagdo aos eixos
coordenados. Essa forma é vélida quando a hipérbole estd centrada na origem (0,0)

e seus eixos estdo alinhados com os eixos x e y.
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Existem duas formas principais da equacao reduzida, dependendo da orientacdo do

eixo maior:

1. Quando o eixo transversal & hipérbole esta sobre o eixo x:

Nessas equagoes:
a representa no eixo transversal, a distdncia do centro até os vértices no eixo
principal;
- b representa no semieixo conjugado e é fundamental para definir a inclinacdo das

assintotas, que possuem equagdes

bx
y=x—
a
se o eixo focal for o eixo x ou
azx
Yy==x—
b

se o eixo focal for o eixo y;

- O ponto (x,y) é qualquer ponto da hipérbole;
- A equacdo ser igual a 1 representa a relagdo constante entre as distancias ao longo

da curva.

A hipérbole possui dois focos localizados ao longo do eixo que é transversal a ela, a

distancia ¢ do centro, e essa distancia é calculada pela relacao:
2 — 24 b2

Dessa forma, conhecendo os valores de a e b, pode-se determinar a localizagao dos
focos Fi e F5 que influenciam diretamente nas propriedades épticas e simétricas da curva.

Por exemplo, a equagao:
2 2
oY
9 4

representa uma hipérbole com centro na origem, a = 3 no eixo x, b = 2 no eixo y. Os

focos estao sobre o eixo x, a distancia

da origem.
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A equacdo reduzida é especialmente 1til para representar graficamente a hipérbole e
para a analise de seus elementos geométricos, como vértices, eixos e focos. Além disso, é
ponto de partida para transformagdes como translagoes, que reposicionam a curva sem
alterar sua forma.

Como observam Barros e Carvalho (2011), “ a equagdo reduzida da hipérbole permite
o tratamento sisteméatico da curva no plano cartesiano, facilitando a analise de simetrias
e relagbes métricas fundamentais”.

Essa forma algébrica sera base para a secdo seguinte, na qual se abordara a translacgéo
da hipérbole, deslocando seu centro para um ponto genérico (h,k) do plano.

3.4.3 Equacao reduzida da hipérbole

A translacdo da hipérbole consiste no deslocamento da curva no plano cartesiano a
partir da origem para um novo ponto (h,k) sem alterar seu formato nem a orientacdo de
seus eixos. Ou seja, os eixos da hipérbole continuam paralelos aos eixos coordenados, mas
o centro da curva passa a ser o ponto (h,k) em vez da origem (0,0).

A equacao reduzida da hipérbole, nesse novo contexto, é escrita da seguinte forma:

1. Quando o eixo transversal & hipérbole esté paralelo ao eixo x:

(c—h? (y—k) _

a? b2 1

com a > b.

2. Quando o eixo transversal a hipérbole esta paralelo ao eixo y:

(e—h? (y—k)® _

b2 a? 1

com a > b.
Nessas equagoes:

(h,k) representa o centro da hipérbole;
- a é a distancia do vértice sobre o semieixo transversal até o centro;
b estd sobre o semieixo conjugado e esta relacionado a inclinacao das assintotas,
cujas equacoes sao:

b
—k=+—-(z—h
Yy a(x )

se o eixo focal for paralelo ao eixo x ou

a

— k=4
y—k 2

(z —h)

se o eixo focal for paralelo ao eixo y.
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- A curva mantém suas propriedades métricas: focos, assintotas, vértices e simetrias.

A translacdo é uma transformacao importante no estudo das conicas, pois permite
analisar a curva em qualquer posi¢cdo no plano. Além disso, essa modificagdo ndo afeta
0s eixos nem a orientacdao da hipérbole, diferentemente da rotacdo, que aqui ndo sera
abordada, conforme definido na proposta deste trabalho.

Um exemplo pratico de equagao com translagao é:

(e-2° (y+3)7 _

1
16 9

Essa equagdo representa uma hipérbole com centro no ponto (2,—3), distancia do

centro até o vértice a = 4 (paralelo ao eixo x), b =3 e
c=v9+16 =+v25=5.

J4 as assintotas sdo:

3

A translacdo é essencial para aplicagdes geométricas e fisicas, pois permite posicionar
a hipérbole conforme as necessidades de um problema real. Como apontam Stewart e
Clegg (2018), “o deslocamento do centro da curva ndo altera sua esséncia matemaética,
mas amplia sua utilidade pratica em modelagens que exigem liberdade de posicionamento
no plano”.

Dessa forma, a translagdo da hipérbole amplia o alcance da anélise geométrica e
fornece flexibilidade para representar curvas em contextos diversos, mantendo intactas as

propriedades fundamentais da hipérbole.

3.4.4 Elementos da hipérbole: focos, vértices e assintotas

A compreensdo completa da hipérbole envolve o conhecimento de seus principais
elementos geométricos: focos, vértices e assintotas. Esses elementos sdo fundamentais
para caracterizar a forma, a posicdo e as propriedades épticas e métricas da curva.

Centro (C): é o ponto de intersecdo entre os eixos transversal e conjugado. Na
equagdo reduzida com translagdo, ele é representado por (hk). E o ponto equidistante
dos focos, vértices e de b.

- Eixo transversal e vértices: o eixo transversal é o segmento que atravessa a hipérbole
de um vértice ao outro, passando pelo centro, e tem comprimento 2a. Os vértices sdo os
pontos extremos do eixo transversal e estdo localizados a uma distancia ‘a’ do centro. Se
a hipérbole estd com eixo transversal paralelo ao eixo x, os vértices sdo (h + a,k) e se o

eixo transversal estd paralelo ao eixo y, os vértices sdo (h,k £ a) .
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Eixo conjugado é perpendicular ao eixo transversal, com comprimento 2b e
extremidades nos pontos (h £ b, k) ou (h, k £+ b) dependendo da orientagdo da elipse.
Focos (F; e F3): os focos sdo dois pontos localizados sobre o eixo transversal,

equidistantes do centro. Estao situados a uma distancia ¢ do centro, onde:
c=Vva?+ b?

Portanto, os focos tém coordenadas:

(h £ ¢, k) se o eixo transversal for o horizontal,

(h,k + c) se o eixo transversal for o vertical.

O médulo da diferenga das distancias de qualquer ponto da hipérbole aos dois focos é
sempre igual a 2a conforme sua definicdo geométrica.

Esses elementos sdo essenciais nao apenas para a representacao grafica da hipérbole,

mas também para suas aplicagOes praticas.

3.5 A Parabola

A parabola é uma conica obtida quando um plano intersecta apenas uma das folhas
de um cone circular reto em uma inclinacdo paralela & de sua geratriz. Ao contrario da
circunferéncia, elipse e hipérbole, a parabola possui apenas um foco e uma diretriz, e é
sempre uma curva aberta e simétrica em relagdo ao seu eixo principal.

A parédbola é uma curva de grande importancia na matematica e em areas aplicadas,
especialmente na fisica, na engenharia e na arquitetura. Uma de suas propriedades mais
notéaveis é a propriedade refletora: qualquer raio paralelo ao eixo de simetria que incide
na parabola é refletido em direcao ao foco. Por isso, superficies parabdlicas sdo utilizadas
em antenas, refletores e far6is automotivos (Stewart, 2018). Como ressaltam também
Courant e Robbins (1996), “a pardbola é a tnica curva plana que reflete todos os raios
paralelos ao seu eixo em diregdo ao foco, conferindo a ela propriedades funcionais tinicas”.

Veja:

Figura 7 — propriedade refletora da parabola
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Além disso, a pardbola representa graficamente o movimento de corpos em queda
livre com velocidade inicial ndo vertical, ou seja, o movimento de um projétil em um
campo gravitacional uniforme sem resisténcia do ar — um dos exemplos mais classicos da
cinematica.

Como destacam Barros e Carvalho (2011), “a pardbola é uma curva simples em
aparéncia, mas rica em propriedades geométricas e aplicagdes praticas, o que a torna
uma das mais estudadas na transicdo entre geometria e algebra”.

Na préxima secdo, a definicdo serd formalizada por meio de sua equacgao reduzida e
adaptada para casos com translacao.

3.5.1 Definicdo geométrica e equacao reduzida

A parabola é definida geometricamente como o lugar geométrico dos pontos do plano
que estdo equidistantes de um ponto fixo (o foco, F) e de uma reta fixa (a diretriz, d). Em
termos formais, dado um ponto F (foco) e uma reta d (diretriz), a pardbola é o conjunto

de todos os pontos P(x,y) do plano tais que:

dist(P, F) = dist(P,d)

al

d

Figura 8 — defini¢do da parabola

Essa definicdo expressa a simetria fundamental da parabola: qualquer ponto
pertencente & curva mantém a mesma distdncia ao foco e a diretriz, o que permite
construir a equacgao da parabola por meio da igualdade entre duas expressoes de distancia.

Quando o vértice da pardbola estd na origem (0,0), o foco estd no ponto (0,p) e a

diretriz é a reta y = —p, a equagdo da parabola com eixo de simetria vertical é:
dist(P, F) = dist(P,d)
V22 + (y—p)? =y +pl

+(y—p)?’=y+p)?’
4y —2py+p =y +2py+p°
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z® — 2py = 2py

dpy = x>
= I

ou, quando o vértice ndo estd na origem, mas em (h,k), a equacdo da parédbola com

Y

eixo de simetria vertical é:
dist(P, F) = dist(P,d)

V@ —h2+(@y—k—p)?=ly+p—kl
(z—h)?+y—p—Fk?=y+p—k)?

(x—h)>+9y?+p° +k* —2py — 2ky + 2kp + p* = v* + p* + k* + 2yp — 2yk — 2pk

(z — h)? — 2py + 2kp = 2py — 2pk
4py — 4pk = (x — h)?
_(z—h)?
y—k= 1

Nesse caso:

- (h,k) é o vértice da paréabola,

- p é a distincia entre o vértice e o foco (ou entre o vértice e a diretriz),
- O foco estd em (h,k+p)

- A diretriz é a reta y = k—p.

Se a parabola for orientada horizontalmente, com concavidade voltada para a direita

ou esquerda, a equagao sera:

(y — k)?
—_p=_ "
x P
Por exemplo, a equacao:
(z —1)°
2=-—"

representa uma parabola com vértice em (1, —2), eixo vertical e portanto com foco em
(1,0) e diretriz em y = —4.

Em outro exemplo, a equacéo:

(z +2)?

1=
y 12

representa uma parabola com vértice em (—2,1), abertura para cima e distancia p = 3.
O foco estara no ponto (—2,4) e a diretriz na reta y = —2.
A definigdo geométrica, portanto, permite compreender a parabola tanto como um

objeto puramente matematico quanto como um modelo aplicado a realidade fisica.
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Segundo Lima e Carvalho (2003), “a equagdo reduzida da parabola revela sua natureza
funcional e sua relagdo direta com a funcdo quadratica, o que facilita sua aplicagdo em
contextos graficos, fisicos e algébricos”.

Essas representagdes algébricas permitem modelar trajetorias, construir refletores,
estudar comportamentos balisticos e explorar a simetria da parabola em diversos contextos,

como ja foi citado anteriormente.

3.5.2 Sobre a translacao da parabola

A translagdo é uma ferramenta essencial no estudo e na aplicacdo da parabola, pois
permite encaixar a curva em diferentes contextos geométricos e funcionais. Além disso,
essa modificacdo nao altera suas propriedades métricas, como simetria, foco, diretriz e
distancia focal.

Como observam Stewart e Clegg (2018), “a translagdo das curvas no plano cartesiano
nao é apenas uma técnica algébrica, mas um recurso geométrico que amplia o poder
expressivo das funcoes e permite a adaptacao de modelos as mais variadas situagoes reais”.

Por fim, vale destacar que a translagao é frequentemente utilizada na modelagem de
trajetorias de projéteis, no posicionamento de antenas parabdlicas e na construgao de

graficos de fungdes quadraticas em diferentes sistemas de coordenadas.

3.5.3 Elementos da parabola: foco, vértice e diretriz

Os elementos fundamentais da parabola — foco, vértice e diretriz — sao responsaveis
por caracterizar suas propriedades geométricas, sua simetria e seu comportamento reflexivo,
que a tornam especialmente relevante na matematica e em aplicagoes fisicas e tecnoldgicas.

- Vértice (V): é o ponto que representa o “ponto de dobra” da pardbola. Ele esté
equidistante do foco e da diretriz e é o ponto de maxima ou minima da curva, dependendo
da orientagdo (abertura para cima, para baixo, para a direita ou esquerda). Em equagdes
com translacdo, o vértice tem coordenadas (hk).

- Foco (F): é o ponto fixo que, junto da diretriz, define a parabola. Ele se encontra a

longo do eixo de simetria da parabola, a uma distancia p do vértice.

- Para parédbolas com eixo vertical: o foco estd em (h,k+p) se a pardbola abre para
cima, ou (h, k—p) se abre para baixo.
- Para parédbolas com eixo horizontal: o foco estd em (h+p,k) se a pardbola abre para
a direita, ou (h—p,k) se para a esquerda.
Diretriz (d): é a reta fixa que, assim como o foco, define a pardbola. Ela é
perpendicular ao eixo de simetria da curva e também estd a uma distancia p do vértice,

mas no sentido oposto ao foco.
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- Para pardbolas com eixo vertical: a diretriz tem equagdo y = k—p (ou y = k+p
dependendo da orientacéo).
- Para parébolas com eixo horizontal: a diretriz tem equagdo x = h—p (ou x = h+p).

v

d = diretriz

r CiNG

Figura 9 — elementos da pardbola

Esses trés elementos estao ligados a definicdo geométrica da parabola, baseada na
equidistancia entre o ponto da curva e os dois elementos fixos — foco e diretriz.

A paréabola também possui um eixo de simetria, que passa pelo foco e pelo vértice,
sendo perpendicular & diretriz. Esse eixo determina a orientagdo da curva e sua simetria
bilateral.

Outra caracteristica importante, que destacamos anteriormente é que todo raio que
incide paralelamente ao eixo de simetria é refletido em direcao ao foco, o que confere &
parabola propriedades reflexivas fundamentais, especialmente na construgdo de refletores
parabdlicos, antenas e telescopios.

Como ressaltam Courant e Robbins (1996), “a elegdncia da pardbola estd no fato de
que, com apenas um foco e uma diretriz, ela mantém uma estrutura geométrica estavel,
cuja simplicidade resulta em aplicagdes praticas surpreendentemente eficientes”.

Esses elementos sdo fundamentais para a andlise, construgdo grafica e modelagem da
parabola em diversos contextos, especialmente quando aplicados ao estudo da fisica, éptica

e funcdes quadraticas.
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4 Uma forma interessante para estudar

conicas com alunos do ensino médio

Nao é de hoje meu incomodo com o fato de que eu, a exemplo dos meus professores
e da maioria dos professores do ensino médio, nao falava sobre conicas com meus alunos
praticamente nunca, por todos os motivos mais clichés que possamos enumerar.

Por exemplo, como a BNCC néao detalha o ensino de conicas de forma explicita no
curriculo do Ensino Médio, essa questao torna-se aliada ao pouco tempo que os professores
tém para dar cabo daquilo que esta previsto como contetido obrigatério.

Outros fatores que culminam no tempo necessirio para trabalhar o tema sao a
dificuldade de abstracdo e visualizagdo que essa area da Matemaética envolve, bem como
a prépria complexidade que ela tras consigo, ainda mais aqui no Brasil, onde a defasagem
no ensino desta disciplina é muito grande e s6 agrava esta questao.

Nao podemos deixar de citar a baixa incidéncia nos processos seletivos, principalmente
vestibulares, que sao alvo da maioria dos jovens em idade escolar no nosso pais.

Dito isso, nosso trabalho visa solucionar algumas dessas probleméticas através de
uma, sequéncia didatica interessante, que possa auxiliar aqueles que, como eu, acham

importante trazer esse conteiddo a tona.

4.1 Objetivos Almejados

Propomos uma sequéncia de atividades didaticas na tentativa de atingir os seguintes
objetivos:
- Sanar a dificuldade de abstracao e visualizacao.
- Superar a dificuldade matematica e o pré-requisito.
- Organizar a gestao do tempo.
Além destes, também temos como objetivos especificos, apresentar:
- Informagdes sobre a histéria do surgimento das conicas.
- Os conceitos da Geometria Analitica que sdo abordados no ensino das conicas.
- Uma metodologia diferenciada para usar nas aulas de Matematica.
- Estatisticas mostrem quanto os alunos evoluiram seu conhecimento sobre o tema.
- Interdisciplinaridade.
Esta sequéncia didatica foi desenvolvida da seguinte forma:
- Questionario de conhecimento.
- Definicdo e Explicacio sucinta da definicio de CONE e de SECCOES CONICAS.
- Modelagem concreta de Cones.

- Um pouco de Histéria.
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- Introdugédo de cones usando o GEOGEBRA.
- Teoria e exercicios.
- De volta ao Geogebra.

- Avaliacdo Tedrica e reaplicacio do Questionario de conhecimento.

4.2 Sobre a aplicacdo da sequéncia didatica

Sou professor do Instituto Federal de Educagao, Ciéncias e Tecnologia de Sao Paulo -
Campus de Araraquara, no interior do estado de Sdo Paulo. E, escolhi para aplicar este
projeto, a turma do 4° ano do Curso Técnico em Mecénica Integrado ao Ensino Médio,
pois o contetddo se relaciona de forma direta com a area em que o curso atua. Isso, sem
mencionar o enorme carinho que tenho por eles e eles por mim (fui escolhido paraninfo
da turma por eles), entdo eu ndo queria passar pela vida deles sem "marcé-los'com a ideia
de que a matematica pode ser ensinada e aprendida de forma diferente.

Essa turma ingressou em 2022, com 42 alunos. Entretanto, com o passar dos anos,
a evasao foi significativa, primeiro pelo fato do curso ser de quatro anos, entdo, ao fim
do terceiro ano, muitos alunos optam pela transferéncia para outra instituicdo, visando
realizar os concursos vestibulares. Além disso, por conta de uma greve de funciondrios e
professores ocorrida em 2024, com duragdo de cem dias, o medo do prejuizo que poderiam
sofrer, fez com que muitos alunos optassem por procurar outra escola.

Sendo assim, participaram do nosso projeto, os 24 alunos remanescentes. Onde apenas
seis sdo mulheres e dois alunos possuem necessidades especiais (um com transtorno do
espectro autista e outro sem diagnéstico conclusivo). E relevante dizer também que os
alunos dessa turma ja haviam trabalhado contetidos importantes que sdo pré-requisitos
para estudar as cOnicas:

- no segundo ano do ensino médio estudaram as fungdes do segundo grau, cujo grafico
é uma parabola com eixo paralelo ao eixo das ordenadas.

- no terceiro ano estudaram em geometria analitica: ponto médio, baricentro do
tridngulo, distancia entre dois pontos, alinhamento de trés pontos, areas do paralelogramo
e do tridngulo, equacdo da reta, posicdo relativa entre as retas no plano cartesiano
(especialmente paralelismo e perpendicularismo) e distincia entre um ponto e uma reta.

Dito isso, com duragao total de 2 meses, com 3 aulas por semana e comegando com
uma aula de cinquenta minutos, no dia 20 de margo de 2025 (todas as aulas citadas neste

trabalho tém essa mesma duragdo), o projeto teve seu ponta pé inicial.
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4.3 Questionario de Conhecimento

A primeira medida relacionada a nossa sequéncia didatica foi coletar dados com os
alunos sobre o conhecimento que eles ja possuiam sobre as conicas.
Dessa forma, no dia em que iniciamos o projeto o seguinte questionario foi aplicado

para que eles respondessem de forma an6nima.

QUESTIONARIO

1- Vocé sabe o que sdo CONICAS? Caso saiba, cite exemplos.

2- Nomeie as figuras

Figura 10 — cOnicas

3- Aquelas figuras que vocé nomeou, vocé saberia definir alguma delas? Em caso

afirmativo, faca isso.

4- Vocé conhece alguma equagdo matematica que represente alguma das figuras

ilustradas na segunda questao?

Vale destacar que, com o auxilio do retroprojetor, as perguntas colocadas no teldo uma
por vez, para que a pergunta seguinte ndo trouxesse respostas as perguntas anteriores, e

cada um dos alunos respondeu individualmente a todas elas.

Veja alguns exemplos de questionario respondido:
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Figura 11 — exemplos de questionéarios 1, 2 e 3
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Figura 12 — exemplo de questionario 4

Figura 13 — exemplo de questionario 5

Figura 14 — exemplo de questionario 6

Sobre a primeira pergunta do questionario, a maioria dos alunos respondeu que nao
sabe o que sdo conicas. Se dividirmos as respostas em alunos que relacionaram conicas a

cone e os que ndo relacionaram, temos que 6/24 alunos, relacionaram conicas a cone. E,
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como é possivel perceber pelos exemplos de questionarios destacados essa relagao nao é
precisa.

Ja, sobre a segunda questao, todos os alunos, identificaram a circunferéncia, como
circunferéncia ou circulo e 21/24 alunos, identificaram & elipse e a pardbola. Contudo,
ninguém identificou a hipérbole e um detalhe interessante é que, 15 alunos nominaram a
hipérbole como “duas parabolas”.

Na terceira pergunta pudemos perceber uma grande fragilidade sobre o conceito de
definigdo, a qual pode ser constatada pelos exemplos de resposta encontrados nas imagens
dos questionarios logo acima.

Dito isso, apenas 3/24 alunos definiram corretamente a circunferéncia e metade dos
alunos definiram corretamente a parabola. Ninguém definiu corretamente a elipse e muito
menos a hipérbole.

Com relagdo a quarta questdo, apenas 3/24 alunos conheciam a equagdo da

circunferéncia e 15/24 alunos conheciam a equacdo da parébola.

4.4 Definicao e explicacdo sucinta da nocao de CONE e de

SECCOES CONICAS

Na mesma aula em que o questionario foi aplicado, fazendo alguns desenhos em
perspectiva na lousa, apresentei o cone reto aos alunos, pois a visdo de cone que eles
tinham era, na verdade, a visdo de um segmento do cone de apenas uma folha e nao de
um cone infinito que possui duas folhas. Destacamos entdo alguns elementos importantes
nos desenhos, para conectar a ideia que eles possuiam e a nova realidade de cone que se
apresentava.

Como ja haviamos percebido a fragilidade no conceito de definicdo que os alunos
carregavam consigo, antes de definir formalmente o cone, para que a definicdo fizesse
sentido para eles, foram destacados os seguintes elementos do cone:

- Vértice Comum: As duas folhas do cone se encontram em um tnico ponto, chamado
vértice.

- Eixo Comum: Elas compartilham a mesma linha de simetria, ou eixo. O eixo é
perpendicular as bases (se existissem) do cone.

- Bases Imagindrias/Abertas: Diferente de um segmento de cone reto de uma folha
(que tem uma base circular), o cone néo possui bases fechadas; suas aberturas se estendem
infinitamente (em um contexto de geometria analitica).

- Geratrizes: Para dar significado as geratrizes, definimos o cone: “Sejam ¢ e g duas
retas concorrentes no espago tridimensional, um cone com eixo de simetria ¢ e geratriz g
é a superficie obtida pela rotagdo de g em torno do eixo t e, qualquer reta pertencente ao
cone e que passe pelo seu vértice, que é o ponto onde ¢ e g se cruzam, também é chamada

de geratriz do cone.
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- Secgoes Conicas: O cone reto é fundamental no estudo das segbes conicas, que
podemos definir da seguinte maneira: “Dado um cone C entdo, qualquer curva que pode

ser obtida como a intersec¢do de um plano com o cone C é uma secgdo conica.

4.5 Modelagem concreta de Cones

Apbs ser trabalhada a definicdo de cone, a classe foi dividida em 4 grupos de 6 alunos
cada, cujo trabalho era modelar um segmento de cone reto de uma folha e secciona-lo de
todas as formas que lhes fossem convenientes.

Mesmo sabendo que para apresentar a hipérbole corretamente precisariamos do cone
completo, optamos por modelar como citado no paragrafo anterior para facilitar esse
procedimento, uma vez que os exemplos concretos ao nosso redor (chapéu de festa infantil,
vasos, casquinha de sorvete...) trazem muito mais possibilidades de visualizar o cone com
apenas uma folha do que o cone completo. Sem contar o fato de que, modelar o vértice que
conecta as duas folhas, aumentaria consideravelmente a dificuldade deste procedimento.

Conversamos entao sobre que materiais usar na confecgao dos modelos e que os modelos
poderiam ser ocos ou macicos, mas nao foram acrescentadas maiores orientacoes para a
realizacdo das secgoes. Isso porque, a minha ideia inicial era que os grupos trouxessem
diferencas nas suas secgoes, ou até mesmo que nao percebessem algum modo de seccionar.
Contudo, essa era a ideia retrograda de um ex-aluno que cresceu fazendo suas pesquisas
em enciclopédias e nao estava levando em consideracdo as facilidades que a internet
proporciona.

A partir do dia 20 de margo, os grupos tiveram 3 semanas para realizar este trabalho,
devendo apresentar seus modelos no dia 10 de abril. Enquanto isso, ao longo dessas
trés semanas, revisamos os conceitos da Geometria Analitica que eram pré-requisito para
comegcar a tratar com as cOnicas, e claro que, conforme surgiam duvidas e dificuldades
para modelar, conversamos sobre isso nesse tempo também.

Entao, chegado o dia 10 de abril, aconteceu o momento mais aguardado e cativante
do trabalho, o momento em que os alunos apresentaram sua modelagem das cOnicas.

Como dito anteriormente, a ideia era que os alunos seccionassem os cones sem maiores
instrugoes. Contudo, bem sabemos que hoje em dia nada se faz sem o auxilio da internet,
sem um tutorial no youtube ou algo parecido.

O interessante nisso é que, apesar de seccionarem o cone quase todo de forma correta, a
pesquisa que eles acabaram realizando, para fazer esses cortes, contribuiu muito com outros
aspectos, principalmente os aspectos histéricos. Nomes como de Apolénio, Manaechmus,
Euclides e Descartes vieram a tona.

A pesquisa feita por eles também promoveu um breve debate sobre as geometrias plana
e espacial, uma vez que, uns defendiam que as cOnicas eram espaciais e outros defendiam

que eram planas. E entdo, depois de esclarecer a questao, todos entenderam que essas
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figuras sdo planas, mas podem ocupar, também, um lugar no espago. Essa abordagem,
permitiu incluir nesse didlogo, o plano cartesiano e o espago cartesiano de uma forma
interessante, e estes ganharam um novo significado para os alunos.

E importante destacar que nem tudo foi tdo perfeito neste momento do projeto. Vamos
lembrar, que em um paragrafo anterior, eu disse que os alunos seccionaram o cone ‘quase’
que corretamente. Apesar de terem encontrado auxilio na internet, um dos quatro grupos,
nao entendeu que a parabola deveria ser uma seccdo paralela a geratriz e, por isso,
realizaram uma sec¢do com inclinagao, mas nao a mesma da geratriz.

Seguem os modelos apresentados pelos estudantes:

Grupo 1: modelos em acrilico e papel cartao.
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Figura 15 — circunferéncia e elipse em acrirlico
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Figura 17 — tentativa de parébola (2) em acrilico
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Figura 18 — hipérbole (2)

Figura 19 — hipérbole (1) em acrilico
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Grupo 2: modelos em argila e guache

Figura 20 — cones em argila

Figura 21 — circunferéncia e parabola em argila



Capitulo 4. Uma forma interessante para estudar conicas com alunos do ensino médio

Figura 22 — circunferéncia, elipse, hipérbole e parabola em argila

Grupo 3: modelo impresso em 3 dimensoes
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Figura 23 — cone - impressao 3D
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Figura 24 — circunferéncia - impressao 3D

Figura 25 — elipse - impressao 3D
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Figura 26 — hipérbole - impressao 3D

Figura 27 — parabola - impressao 3D
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Grupo 4: modelo em isopor e ima

Figura 28 — cone em isopor

Figura 29 — circunferéncia em isopor
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Figura 30 — elipse em isopor

Figura 31 — hipérbole em isopor
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Figura 32 — elipse e hipérbole em isopor

Figura 33 — parabola em isopor
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Figura 34 — circunferéncia, elipse, hipérbole e parabola em isopor

4.6 Um pouco de Histéria

Na semana seguinte, dia 15 de abril, duas aulas foram destinadas a histéria das conicas,
pois os alunos levantaram questoes relacionadas a isso quando fizeram as apresentacoes dos
seus modelos. Todos os grupos haviam pesquisado na internet como deveriam seccionar
seus cones, entdo nomes como o de Manaecmus, Descartes e principalmente Apol6nio de
Perga, foram citados.

Nessas duas aulas, realizamos entdo uma linha do tempo, organizando cronologicamente
as contribuicdes que os alunos trouxeram, de modo que as lacunas deixadas pelos alunos
eram preenchidas por mim, acrescentando os nomes e detalhes faltantes desde os primérdios
na Grécia até chegar a Germinal Pierre Dandelin.

O material usado como base para estas aulas encontra-se no capitulo dois deste
trabalho.

4.7 Introducao de cones usando GEOGEBRA

Mantendo altas as expectativas, no dia 17 de abril, nosso préximo passo foi
utilizar o laboratério de informéatica, para uma aula onde, com a ajuda do geogebra,

aplicativo que dispensa apresentacoes entre os professores da drea, trouxemos a mesma,
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visdo proporcionada pelos modelos, a visdo tridimensional do cone e as suas secgOes.
Aproveitamos a oportunidade também para explorar os casos degenerados e reafirmar
como as secgoes devem ser feitas corretamente. A principio, a aula seria demonstrativa,
mas os alunos estavam muito interessados em por a mao na massa e comegar a usar
o aplicativo também, coisa essa que eu havia previsto para outro momento, um pouco
mais adiante. Decidi entdo atender o pedido deles, fiz uma apresentacdo mais célere e,
com o auxilio do monitor do laboratério de informéatica, os alunos foram dispostos em
uma dupla por computador e colocados no mesmo ambiante do geogebra que eu estava
trabalhando, podendo assim satisfazer um pouco da sua curiosidade. Seguem algumas

imagens utilizadas:

Pardbola

[ 4

Figura 35 — seccao da parabola em geogebra

Elipse

N
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Figura 36 — seccao da elipse em geogebra
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Circunferéncia ' y

Figura 37 — secgao da circunferéncia em geogebra
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Figura 38 — seccao da hipérbole em geogebra
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Cénica degenerada
Uma reta

Figura 39 — seccdo degenerada da parabola - uma reta em geogebra
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Cénica degenerada
Um ponia

ey & 00 g0 COn
w

Cénica degenarada
Duas relas concorrentes

Figura 41 — seccdo degenerada da hipérbole - retas concorrentes em geogebra

4.8 Teoria e Exercicios

Fomos entdo ao momento mais macante para os alunos. As trés semanas seguintes

(de 22 de abril a 13 de maio) foram de intenso trabalho em sala de aula, onde foram

utilizadas 10 aulas para trabalhar a teoria que envolve, circunferéncias, elipses, hipérboles

e parabolas.

O desenvolvimento tedrico do contetido é, com certeza, o menos empolgante, mas, o

mais importante do projeto, e isso ficou claro para os discentes também, pois era facil

perceber o comprometimento deles nessa etapa.

Definimos as quatro conicas, foram apresentadas as equagbes candnicas e gerais, como

ir de uma a outra com a utilizagdo de exemplos centrados na origem e, posteriormente,

com centro em qualquer lugar do plano. Também destacamos os principais elementos de

cada conica (foco, eixos, vértices...). Infelizmente nosso tempo ndo permitiu estudar a
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posicao relativa entre as estruturas analiticas conhecidas pelos alunos e as conicas, ou até
mesmo das cOnicas com as cOnicas.

Ao longo das aulas tedricas, os alunos organizaram as informacoes que lhes foram
transmitidas em seu caderno, sendo essa compilacao de informagdes, baseada nos contetidos
do capitulo 3 deste trabalho e, feita em linguagem adequada e facil de compreender através
da sua leitura. Eles também resolveram exercicios e problemas, que foram disponibilizados
para eles em forma de listas de exercicios.

Isso os preparou para a avaliacdo tedrica, escrita e individual (famosa prova) e para
0 questiondrio que aplicamos inicialmente e que foi reaplicado para o encerramento das
atividades, visando comparar as informagoes obtidas antes e depois do projeto.

Seguem as listas e seus respectivos gabaritos:

LISTA - 1

Exercicio 1. Determine a equagio geral ¢ esboce o grifico da conica dada. Inclua no esbogo informagdes
relevantes como ofs) foco(s), o vértice ou centro, ofs) eixo(s) e a reta diretriz no caso da pardbola

a) (z -3 =4(y-1);

o) (y=3)" = 10{x = 9);

C“'r;-'ll'l x4+ 5);

e) -+ ; 1;

f) 20 36 L
8) - ':uj . ilal L
T

k) (z -I:{ (y l[ B 1

Exercicio 2. Identidique e escreva a conica dada na forma padrio:
a) - 10z + 2+ =0

b) s +dx+ 4 +8y+4=0;

oy —By+0r+16=1y

d) sy’ —6r—3z - loy-13=1(x

) 0r — 18y° + 24y — 26 =1

f) 3r* — 12 + 24" + By + 14 =0

Figura 42 — primeira lista de exercicios - pag.1
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RESPOSTAS

Ex. 1:
a) Equagao Geral: hir = Ay + 13 = 0, Vértice: V(1. 1), Foco: F(1. 2) ¢ Diretriz: y = (;

A

~2-1 gt 2 3 4 5 6 T & 9 Q1o 11 12 13

bl Equacio Geral: 22— Gy + 1 = 0, Vértics: Vi{=1,0), PFoco: Fi =1,3/2) ¢ Direlriz: y

o

1
9-8-T—6-5-4-3-2-1 g1 2 2 4 5 & 7 & 9
14

i

—al

Figura 43 — primeira lista de exercicios - pag.2
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€} Equagio Geral: i* — 10r — Gy + 99 = 0, Vértice: V'[9, 3), Foco: F(11.5.3) ¢ Diretriz: r = (.5;

i

d) Equagio Geral: y* 4 4r + 18 4+ 101 = (), Viértice: V=5, =9), Foco: F(=6. =9) e Diretriz: x = —4;

It I &

ol -i:-

=H=10=0 =8 =7 =6 <5 41 =3 =2 <

|
1

Figura 44 — primeira lista de exercicios - pag.3
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¢} Equacio Geral: 4r¥ + 2557 — 100 = 0, Centro: C(0, 0, Focos: Fi| —=+21,0) e Fa+v/21,0);

T & 0 W2z

=R .3.;.3.2__1] gl 2 3 B 6 7T 8 @ 1ol1 12

Figura 45 — primeira lista de exercicios - pag.4
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h) Equagio Geral: 3x* + 4y* — llly = 92, Centro: C'((,2), Focos: Fy(—3.2) e F3(3,2);

¢ 7T 8 0 1oLl Il

_,_,.,-'-""-FH- —u

=35

W‘_ir I 30 35 40 45
['1 -\-\_\-\""-\-\_\_\_\_

—
Rt

T

Figura 46 — primeira lista de exercicios - pag.5
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i} Equagio Geral: 4r" = 12y" = 24r 4 2p + 51 = (), Centro: (3, 1), Focos: Fi(2, =2) e F3(3,4);

R &
F;l_‘j,;*”'-[)u 2 1 4 '
—3 £

k) Equagio Geral: Br® — dy® + 30x + Sy + 21 = 0, Centro: (-3, 1), Focos: Fj(—6.1) e F3(0.1);

26 18- 16 14 12- 10k=5 o2 4 6 8 1012 M 16 18 20 2

Ex. 2!
a) Pardbola: {x - 5)° = =2y - 1);

(= +2)°

3 +ip+1P=1;

b} Elipse:

Figura 47 — primeira lista de exercicios - pag.6
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¢) Pardbola: (g — 4)° Or;

i 2 (z+1)
d) Hiperbole: . 3 - = 1

) Hiperbole: J—' - {” .

= |
et
L
—
ws

2= (y + 2)*

_ (x
f) Elipse: 5 - 1.

Figura 48 — primeira lista de exercicios - pag.7
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LISTA 2

Exercicios de Matematica
Geometria Analitica - Conicas

TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAO
{Puccamp) Visdes do multimundo

1. Agora que assinei a TV a cabo, pressionado
pelos filhos adolescentes (e pela curiosidade minha,
que ndo lhes confessei), posso "ampliar o mundo sem
sair da poltrona®. Foi mais ou menos isso o que me
disse, em tom triunfal, a prestativa atendente da
empresa, com aquela vozinha treinada que imita a
perfeicao uma secretaria eletrbnica. Nao é
maravilhoso vocé aprender a fazer um suflé de
tubérculos tropicais ou empadinhas e em seguida
saltar para um documentario sobre o fribunal de
Nuremberg? Se Copérnico (ou foi Galileu?) estivesse
vivo, reformularia sua tese: o sol e a terra giram em
tomo da TV a cabo.

2. Aprendo num programa que elipses e
hipérboles (além de serem figuras de linguagem) t&ém
a ver com equagdes reduzidas... Num outro me
garante um economista que o nacionalismo € uma
aberragdo no mundo globalizado (serd que isso vale
também para as na¢des do Primeiro Mundo?). Tenho
que ir mais devagar com este controle remoto (que,
alias, nunca saberei exatamente como funciona: nem
fio tem!).

3. Um filme do meu tempo de jovem:
"Spartacus”, com Kirk Douglas. Roma ja ndo era,
aquela época, um centro imperial de globalizagéo?
Escravos do mundo, uni-vos! - conclamaria algum
Marx dagueles tempos, convocagao que viria a ecoar
também em nosso Palmares, tantos séculos depois.
Nao deixo de me lembrar que, em nossos dias,
multidoes de expatriados em marcha, buscando
sobreviver, continuam a refazer o itinerario dos
vencidos.

4, Para as horas de instnia, aconselho assistir a
uma partida de golfe. Um verde hipnético preenche a
tela, os movimentos sdo invariavelmente lentos, cada
jogador avalia cuidadosamente a diregao do vento, a
topografia, os detalhes do terreno, s6 entdo
escolhendo um tipo de taco. Tudo tio devagarzinho
que a gente dorme antes da tacada. Se a insbnia
persistir, apele para um debate entre especialistas
nada didaticos em torno de um tema que vocé
desconhega. Tudo o que sei de genética, por

exemplo, e que se resume as velhas leis de Mendel,
em nada me serviu para entender o que sejam DNA,
doenga molecular e citogenética - conceitos que
dangaram na boca de dois cientistas que
desenvolvem projeto acerca do genoma humano,
entrevistados por um reporter que parecia tio
perplexo quanto eu. Igualmente obscura foi uma outra
matéria, colhida numa mesa-redonda da SBPC: o
tema era a unificagio da Fisica quantica com a teoria
da relatividade (!) - 0 que foi feito do pobre Newton
que aprendi no meu colegial?

5. Um canal de S&o Paulo mostra que no centro
do "campus® da USP, numa grande area até entao
descuidada, desenvolve-se um projeto de
amostragem da vegetagio tipica de varias partes do
Brasil, de modo que um passante transite de um
trechinho de mata atlantica para um cerrado, deste
para um recorte de pampa galcho ou de caatinga. A
idéia me pareceu interessante, deixando-me a vaga
impressao de estar ali um "museu da natureza®, ja
que o homem vem se aplicando, por razdes ou
interesses de toda ordem, em desfigurar ou alterar
inteiramente os tracos fisiondmicos da paisagem
original. Que nenhuma “chuva acida™ ou lixo quimico
venha a comprometer esse projeto.

6. Aprendo também que a TV a cabo e a aberta
tém algo em comum: ambas me incitam & geladeira.
O correto seria parar no armério e me contentar com
o insosso tabletinho de fibras que o médico me
recomendou; mas como resistir ao restinho do pudim,
que meu filho ainda ndo viu? Quero acreditar que os
alimentos gelados perdem toda a caloria, e que
aquela costeletinha de porco no “freezer”, depois de
passar pelo microondas, torna-se tao inofensiva
quanto uma folha de alface... Com tais ilusdes,
organizo meu lanchinho e o levo para a sala, pronto
para fazer uma refeigio tdo segura quanto a prescrita
pela NASA aos astronautas.

7. Confesso que a variedade de opgdes vai me
atordoando. Para mim, que gosto de poesia, € um
prazer poder estacionar na BBC: ninguém menos que
o saudoso Lawrence Olivier esta lendo e comentando
alguns poemas ingleses. Que expressao deu o
grande ator a um poema de William Blake, que tanto
admiro. Mas ha quem ache haver tanta poesia em
versos quanto numa bem bolada frase de
propaganda.

8. Ja muito tarde da noite, o Multishow
apresenta uma série sobre os grandes compositores.
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Um maestro alemdo expde suas idéias acerca da
musica de Bach, discormendo sobre as supostas
bases matematicas de suas composicdes,. nas quais
figuram as segléncias, 0s arranjos e as
combinagoes. Para alivio meu, no entanto, 0 maestro
também lembrou que a musica de Bach se produziu
em meio a injungdes histdricas do final do século XVII
€ a primeira metade do século XVIll, época na qual o
mecenato e a religido eram determinantes, sendo
para o conteGdo mesmo, a0 Menos para os modos de
producao e divulgacao das artes - antes que as
revolugdes da segunda metade do século viessem a
estabelecer novos eixos para a politica, para a
economia e para a cultura do Ocidente.
8. Finda a bela execucao de uma sonata de
Bach, passeei por desenhos animados quase
inanimados, leildes de tapetes, liquidagao de
camisas, comrida de cavalos, um professor de
cursinho falando sobre eletrélise & anunciando que no
segmento seguinte trataria de cadeias carbdnicas...
Dei uma paradinha no que imaginei ser uma
descontraida e inocente reportagem sobre o mundo
animal e que era, no entanto, uma aula sobre a
digestio dos insetos, em cujo conhecimento
pesquisadores se apoiaram para criar plantas
transgénicas que resistem ao ataque de espécies
indesejadas... Ufa! Corri a buscar repouso num
seriado codmico norte-americano, desses com risadas
enlatadas e pessimamente traduzidos: sabem qual
era a legenda para a frase entre duas pessoas se
despedindo, "Give me a ring"? Nada mais, nada
menos que: "Dé&-me um anel™! Sem falar no espanto
de encontrar a Xica da Silva falando em espanhol na
TV americanal
10. Morto de tantas peregrinaces, desliguei a
TV, reduzindo 0 mundo & minha sala de visitas. Na
minha idade, até as viagens virtuais s30 cansativas.
(Céandido de Castro, inédito)

1. O autor do texto aprendeu que elipses e hipérboles
tém equagbes reduzidas. A expresséo
{x¥100)+{y*/36)=1 & a equagdo reduzida de uma
elipse de

a) excentricidade 5/3.

b) distancia focal 16.

c) eixo menor igual a 6.

d) eixo maior igual a 10.

&) centro no ponto (5; 6).

2. (Fuvest) Considere a fungao f{x)=xv (1-2x%)

a) Determine constantes reais u, p e y de modo que
()P = [ + P Y+ v]

b) Determine os comprimentos dos lados do retingulo
de area maxima, com lados paralelos aos eixos
coordenados, inscrito na elipse de equacio 2x%+y’=1.

3. (Ufrj) Considere os pontos
P, (0,0),Ps(1, 1) e Py (2, B).

a) Delermine a equacio da pardbola que passa por
P,, P; e P; e tem eixo de simetria paralelo ao eixo Y
das ordenadas;

b) Determine outra parabola que passe pelos pontos
P,P:eP;

4. (Puc-rio) O nimero de pontos de intersecgio das
duas parabolas y=x° e y=2x%-1 é&:

a)0.

b)1.

c) 2.

d) 3.

e)d.

5. (Fuvest) Determine as equagdes das retas do
plano que passam pela origem do sistema de
coordenadas e que nao interceptam a curva do plano
dada pela equagio x%/4 - y°/9 = 1

6. (Unicamp) Dada uma elipse de semi-eixos a e b,
calcule, em termos destes parametros, a area do
quadrado nela inscrito, com lados paralelos aos eixos
da elipse.

7. (Ita) Tangenciando externamente a elipse £, tal
que £ :9x’+4y.T2x-24y+144=0, considere uma elipse
£, de eixo maior sobre a reta que suporta o eixo
menor de £, & cujos eixos t8m a mesma medida que
0s eixos de £ ,. Sabendo que £; esta inteiramente
contida no primeiro quadrante, o centro de £ é:
a)(7.3)

b)(8.2)

c)(8,3)

d)(9.3)

€)(9.2)
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8. (Ita) Sao dadas as parabolas p ;y=-x"-4x-1e
p2y=x2-3x+11/4 cujos vértices sao denotados,
respectivamente, por V, e V,. Sabendo que r é a reta
que contém V, e V;, entdo a distAnciader até a
origem é:

a) 5N 26

b) 7T 26

c) 7 50

d) 17 50

e) 11N 74

9. (Ufpe) Considere dois pontos distintos A e B de um
plano. O lugar geométrico dos pontos P deste plano
tal que a soma das distancias de P aos pontos Ae B
& constante, & uma curva denominada:

a) circunferéncia

b) pardbola

c) hipérbole

d) elipse

e) reta

10. (Unicamp) Uma elipse que passa pelo ponto (0,3)
tem seus focos nos pontos (-4,0) & (4,0). O ponto (0,-
3) & interior, exterior ou pertence a elipse? Mesma
pergunta para o ponto (5/2, 13/5). Justifique sua
resposta.

11. (Ufmg) A reta s & paralela a reta de equagio
y=3x-4 e intercepla a parabola de equacdo y=2x*-
3x+5 no ponto de abscissa 1. Aequagiodes é
a)x+y-5=0

b)x-y+3=0

c)Ix-y+1=0

dx+3y-11=0

e)dx+y-T7T=0

12. (Unesp) Usando apenas o material permitido
nesta prova, esboce um grafico e indique por meio de

hachuras o conjunto dos pontos P(x,y) € IR? que
satisfazem ao seguinte sistema de desigualdades:

OD<xy=1

x+ylc2

13. (Ufpe) Analise as seguintes afirmacoes:

( )as retas 2x+3y-6=0 e 2y-3x-2=0 sao paralelas.
{ ) olugar geométrico dos pontos (x,y) do plano
Oxy tais que 2x?+6y-3y’=9 é uma elipse.

( )seax+by+c=0,a, b e c reais, representa uma
reta vertical, entdo b=0.

( )as curvas y=x° e y=v x se interceptam no plano
Oxy em um Gnico ponto.

{ )oponto (1,v 2/2) & exterior a circunferéncia
x*+y*=1 e & interior & circunferéncia x*+y*=2

14. (Cesgranrio) A segunda lei de Kepler mostra que
0s planetas se movem mais rapidamente gquando
préximos ao sol do que quando afastados dele.
Lembrando que os planetas descrevem orbitas
elipticas nas quais o sol & um dos focos, podemos
afirmar que, dos pontos assinalados na figura, aquele
no qual a velocidade da Terra & maior € o ponto:

a)A
b)B
c)C
d)D
e)E

15. (Cesgranrio) O valor do pardmetro m para o qual
aretay-1=m(x-1)étangente a parabola y = x* é:
a)-2.

b) -112.

c) 0.

d) 1/2.

e)2.

16. (Cesgranrio) Determine o comprimento do
segmento cujos extremos séo os pontos de
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intersecgdo do circulo x2 + y* = 2 com a parabola y =
x.

17. (UM As equagdes y-2x=0, y+x*=0 e y*-x’+1=0
representam no plano, respectivamente:

a) uma reta, uma hipérbole e uma parabola

b) uma parabola, uma hipérbole e uma reta

c) uma reta, uma parabola e uma elipse

d) uma elipse, uma parabola e uma hipérbole

€) uma reta, uma parabola e uma hipérbole

18. (Fgv) Em cada sentenca a seguir, assinale V se
ela for verdadeira e F se for falsa. Caso assinale F,
justifique a resposta.

a) x*/9 + y3/4 = 1, no plano cartesiano, é a equagéo
de uma elipse com excentricidade igual a 0.6.

b) No plano cartesiano, a equagio x* - y* =0
representa uma hipérbole equilatera.

¢) No plano cartesiano, a equagio x® +y? - 2x -4y + 6
=0 representa uma circunferéncia.

d) No plano cartesiano, a equacéo |2x -y| =3
representa um par de retas paralelas.

19. (Pucmg) O graficos das curvas x’ + ' =2 ey = x*
se interceptam nos pontos A e B. Os valores das
abscissas de A e B séo:

a)-1e0

b)oe1

c)-1e1

di1e2

e)-1e-2

20. (Unirio) As equagbes x*-9y*-6x-18y-9=0, x*+y*.
Zx+dy+1=0 e x*-dx-4y+8=0

representam, respectivamente, uma:

a) hipérbole, uma elipse e uma parabola.

b) hipérbole, uma circunferéncia e uma reta.

c) hipérbole, uma circunferéncia e uma parabola.
d) elipse, uma circunferéncia & uma parabola.

e) elipse, uma circunferéncia e uma reta.

21. (Cesgranrio) O grafico que melhor representa a
curva de equacio x*+16y*=16 &

22. (Ita) Considere a hipérbole H e a pardbola T,
cujas equagies sao, respectivamente,
5(x+3)*-4(y-2\’=-20 e (y-3/=4(x-1).

Entao, o lugar geométrico dos pontos P, cuja soma
dos quadrados das distincias de P a cada um dos
focos da hipérbole H & igual ao triplo do quadrado da
distancia de P ao vértice da parabola T, é&:

a) A elipse de equagdo (x-3)2/4+(y+2)7/3=1

b) A hipérbole de equacdo (y+1F/5-(x-3/4=1

c) O par de retas dadas por y= (3x-1)

d) A parabola de equacio y’=4x+4

&) A circunferéncia centrada em (9,5) e raio v 120

23. (Mackenzie) A reta de menor coeficiente angular,
que passa por um dos focos da elipse 5x* + 4y* = 20
& pelo centro da circunferéncia x* + y* - 4x - 6y = 3,
tem equagao:

a)3x-y-3=0

b)2x-y-1=0

c)x-3y-7=0

dix-2y-4=0

e)x-y+1=0

24. (Unb) O cometa Halley tem uma drbita eliptica
com eixo maior e eixo menor iguais a 540 x 10" km e
140 x 107 km, respectivamente. Sabendo que o Sol

estd em um dos focos da elipse, calcule o valor d/107,
em que d & a menor distdncia entre o Sol e o0 cometa,

medida em quildmetros. Desconsidere a parte
fraciondria de seu resultado, caso exista.
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25. (Unirio) A area do tridngulo PF,F,, onde P(2,-8) &
F, e F, sdo os focos da elipse de equagdo x*/25 + y/9
=1, éigual a:

a)é

b) 16

c) 20

d) 32

e) 64

26. (Cesgranrio) A equagdo 9x® + 4y* - 18x - 27 =0
representa, no plano cartesiano, uma curva fechada.
A area do retangulo circunscrito a essa curva, em
unidades apropriadas, vale:

a) 36

b) 24

c)18

d) 16

e)12

27. (Unb) Kepler, astronomo alemao que viveu antes
de Newton, foi o primeiro a enunciar leis que regem o
movimento dos planetas em torno do Sol. A Primeira
Lei de Kepler afirma que os planetas se movem em
arbitas elipticas, com o Sol em um dos focos. Em
consequéncia, em alguns pontos, os planetas estio
mais préximos do Sol do que em outros. Por exemplo,
a Terra chega a 147x10°%m do Sol, em seu periélio (o
ponto mais proxime, P), e atinge 152 x 10 ® km do
Sol, em seu afélio (o ponto mais afastado, A),
conforme a figura adiante.

-

T
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Ja a Terceira Lei de Kepler afirma que o periodo
orbital de um planeta ( o tempo necessario para ele
dar uma volta em torno do Sol) depende da distancia
média desse planeta em relagio ao Sol. De acordo
com essa lei, a razdo entre o quadrado do periodo
orbital e o cubo da distdncia média ¢ a mesma para

todos os planetas.

Com base nessas informacdes, julgue os itens a
seguir.

(0) Quando a Terra esta na posigao T, identificada na
figura acima, sua distancia do Sol & de 149,5 x 10°
km.

(1) Sabe-se que a excentricidade da elipse & a razdo
entre a distancia do foco ao centro da elipse e a
medida do semi-eixo maior. Entdo, no caso da drbita
da Terra, a excenftricidade & menor que 1/59.

(2) Um planeta, cuja distancia média do Sol seja
quatro vezes maior que a distincia média entre a
Termra e o Sol, tem o periodo orbital de 16 anos.

28. (Uel) A reta r intercepta o eixo das ordenadas em
y=2 e a parabola p em seu vértice. Se a equagao de p
& y=3x-6x+8, entdo r intercepta o eixo das abcissas
no ponto

a)(3/4;0)

b) (2/5; 0)

c) (0; 0)

d) (-1/2; 0)

e) (-2/3; 0)

29. (Unb) Um experimento para estudar a
interferéncia de ondas ¢ montado da seguinte forma:
as pontas S, e S; de um aparelho, imersas em uma
cuba d'agua, vibram em fase, provocando ondas na
superficie da agua, conforme ilustra a figura adiante.
Um ponto M da superficie da agua sofre um
deslocamento vertical, Y(t), devido a agao conjunta
das duas ondas geradas por S, e S, descrito pela
expressao Y(t)=2Acos[(d;-d, Jn /L] sen[(2tx /T)-

(dy+d, ) /L], em que A, T e L representam,
respectivamente, a amplitude, o periodo e o
comprimento de onda, e d, e d; séo, respectivamente,
as distancias doponto Ma S, e a 5;.

Considerando despreziveis os efeitos da reflexo das
ondas na borda da cuba, julgue os ilens que se

Seguem.

Figura 53 — segunda lista de exercicios - pag.b



Capitulo 4. Uma forma interessante para estudar conicas com alunos do ensino médio

81

(1) Os pontos em que a amplitude de Y(t) & igual a
zero localizam-se sobre hipérboles de focos S, e S;.
(2) Os pontos em que a amplitude de Y(t) & igual a 24
localizam-se sobre parabolas de focos 5, e 5;.

(3) Os pontos em que as ondas estdo em fase
localizam-se sobre elipses de focos S, & S;.

30. (Puccamp) Ma figura a seguir tem-se um octdgono
regular inscrito na circunferéncia de equacgio xi+y’-
16=0 e com os vértices A, C, E e G sobre o0s eixos
coordenados.

A medida do lado desse oclogono &
a)16 W (2-+ 2)

b)8 N (2-v2)

)4V (2-V2)

d)4v 2

e) 22

31. (Ita) Considere a circunferéncia C de equacgio
*l+yle 250+ 2y+1=0 e a elipse E de equagio xi+4y’-
4x+8y+4=0. Entao:

a) C e E interceptam-se em dois pontos distintos.
b) C & E interceptam-se em quatro pontos distintos.
c) C e E sao tangentes exteriormente.

d) C e E sao tangentes interiormente.

€) C e E tém o mesmo centro e ndo se interceptam.

32. (Ilta) Pelo ponto C:(4, -4) séo tragadas duas retas

que tangenciam a parabola y=(x-4)°+2 nos pontos A e
B. A distincia do ponto C a reta determinada por A e

Be

a)6v 12

b) v 12

c)12

dé

e)6

33. (Uff) Uma reta r é paralela ao eixo x e contém a
interse¢do das parabolas y=(x-1)* & y=(x-5)°.
Aequacioderé

ayx=3

bly=4

c)y=3x

d) x = 4y

e)y=x3

3. (Uece) A area do quadrilatero cujos vértices sao
as intersegbes da elipse 9x%+25y’=225 com os eixos
coordenados & igual, em unidades de area, a:

a) 30

b) 32

c) 34

d) 36

35. (Ufu) Em um plano cartesiano x , Q=(x,y) & um
ponto arbitrario & P=(1,0) & um ponto fixo. Denotamos
por d{A, B) a distancia enfre quaisquer dois pontos A
e B pertencentes a r . Considere o conjunto C={Q¢ n
tal que (V 2) d{G.Q)=d(Q,P)}, em que G=(0,0)é a
origem de x . Entao,

a) C é a parabola de equacgdo y = -x? - (/2).
b) C & a parabola de equacioy = x% + 2.

c) C & a reta de equagdo y = (%/2) - (1/4).

d) C é o circulo de centro em (1,0) e raio 1.
e) C & o circulo de centro em (-1,0) e raio v 2.
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36. (Unicamp) Sejam A e B os pontos de intersecgao
da pardbola y=x* com a circunferéncia de centro na
origem e raio v 2,

a) Quais as coordenadas dos pontos A e B?

b) Se C & um ponto da circunferéncia diferente de A e

de B, calcule as medidas possiveis para os angulos
ACB.

37. (Unesp) Considere a elipse de equagio
(r25)+{(y2/9)=1

a) Mostre que o ponto P=(3,12/5) pertence & elipse e
calcule a distdncia de P a0 eixo das abscissas.

b) Determine os vértices Q e R da elipse que
pertencem ao eixo das abscissas e calcule a drea do
tridngulo PQR, onde P=(3,12/5).

38. (Ufg) A figura mostra, no plano carlesiano, o
gréfico da parabola de equacgho y = x%/4, e uma
circunferéncia com centro no eixo y e tangente ao
eixo x no ponto O.

Calcule o raio da maior circunferéncia, nas condigcbes
acima, que tem um Unico ponto de interse¢do com a
pardbola.

39. (Ufl) Considere a equagao
(m+n-1)2+(m-n+1)y*+2x+2y-2=0.
Pode-se afirmar que:

a) Se m=0 e n=2 entdo a equagao representa uma
elipse.

b) Se m=n=0 entao a equacdo representa uma reta.
c) Se m=0 e n=1 entdo a equagao representa uma
parabola.

d) Se m=1 e n=2 entdo a equagio representa uma
hipérbole.

€) Se m=n=1 entdo a equagao representa uma
circunferéncia.

40. (Unirio) Determine a equagao da elipse cujo
centro & C(1.-2), a qual passa pelos pontos A(2.-2) e
B(1.-4), possuindo 05 seus eixos paralelos aos eixos
cartesianos.

41. (Fuvest) A elipse x* + (y¥2)=9/4 earetay = 2x +
1, do

plano cartesiano, se interceptam nos pontos A e B.
Pode-se, pois, afirmar que o ponto médio do
segmento AB é:

a) (-213, -113)

b) (2713, -713)

c) (1/3, -5/3)

d) (-1/3, 1/3)

e)(-1/4, 1/2)

42. (Ufrj) Sejam F, e F, os pontos do plano cartesiano
de coordenadas F =(-v 3,0) e F;=(v 3,0). Determine
as coordenadas dos pontos da reta r de equagao x-
y=1 cujas somas das distincias a F, e F; sejam iguais
a 4 (isto é: determine as coordenadas dos pontos P
sobre a reta r que satisfazem PF +PF;=4).
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43. (Ita) Seja o ponto A=(r,0), r>0. O lugar geométrico
dos pontos P=(x,y) tais que é de 3 a diferenca entre
o quadrado da distancia de P a A e o dobro do
quadrado da distancia de P a reta y=-r, é:

a) uma circunferéncia centrada em (r, -2r) com raio r.
b) uma elipse centrada em (r, -2r) com semi-gixos
valendo re 2r.

¢) uma parabola com vértice em (r, -r).

d) duas retas paralelas distando r 3 uma da outra.
e) uma hipérbole centrada em (r, -2r) com semi-eixos
valendo r.

44, (Ita) O coeficiente angular da reta tangente &
elipse

(x2/16) + (y2/9) = 1

no primeiro quadrante e que corta o eixo das abcissas
no ponto P = (8,0) é

a) -(v 3/3)

b)-172

c) (v 2/3)

d) -(v 3/4)

e) -(v 2/4)

45. (Ufc) Um segmento de reta desloca-se no plano
cartesiano de tal forma que uma de suas
extremidades permanece sempre no eixo y & o seu
ponto médio permanece sempre no eixo x. Entdo, a
sua outra extremidade desloca-se ao longo de uma:
a) circunferéncia.

b) parabola.

c) reta.

d) elipse.

) hipérbole.

46. (Puc-rio) As parabolas dadas pelas equagdes
y=x! & x=y*

a) nunca se encontram.

b) se encontra apenas na origem.

c) se encontram em exatamente dois pontos.

d) se encontram em trés pontos.

e) se encontram em quatro pontos.

47. (Ufpi) O grafico da equacdo x? - y2 = 4 representa
uma hipérbole. Os focos dessa hipérbole sao:

a)(1/2, 0) e (-1/2,0)
b)(2,0)e(-2,0)
c)(2V2,0)e(-2v2,0)
dy(0,v2)e(0,-v2)
€)(0,1/2) e (0, -1/2)

48. (Ufrs) O produto de duas varidveis reais, xe y. e
uma constante. Portanto, dentre os graficos abaixo, o
Unico que pode representar essa relagio é

a) v b} v ¢ V¥
f{/ 0 j
o L4 B
dp ¥ e) \ ¥
[] " 0 x

49, (L) Uma elipse cuja distincia focal mede 1cm
esla inscrita em um retangulo (de lados paralelos aos
ebxos principais da elipse) de édrea igual a v 2 em?.
Determine as medidas dos lados do retangulo.

50. (Uff) Na parede retangular de um palacio
renascentista, ha um vitral circular e, acima dele, na
mesma parede, uma estreita faixa reta, conforme a
figura:

faixa

* -

Figura 56 — segunda lista de exercicios - pag.8



Capitulo 4. Uma forma interessante para estudar conicas com alunos do ensino médio 84

Essa parede foi ornamentada com um elemento
decorativo em forma de uma curva que tem a
seguinte caracteristica: cada ponto da curva esta
situado a igual distincia do centro do vitral e da faixa.
Pode-se afirmar que o elemento decorativo tem a
forma de um arco:

a) de elipse

b) de hipérbole

c) de parabola

d) de circunferéncia

&) de sendide

51. (Uerj) Uma porta colonial & formada por um
retdngulo de 100cm=200cm e uma semi-elipse.
Observe as figuras:

Ay

‘ (AN e

Na semi-elipse o eixo maior mede 100cm e o semi-
eixo menor, 30cm.

Calcule a medida da corda PQ, paralela ao eixo
maior, que representa a largura da porta a 224cm de
altura.

52. (Ufc) O nimero de pontos de intersecdo das
curvas x>+y*=4 e (x/15+(y¥/2) = 1 éigual a:
a)o

b)3

c)4

d)5

e)6

33. (Ufc) Encontre uma equacio da reta tangente a
curva x%-2x+y*=0 no ponto (1, 1).

54. (Fgv) No plano cartesiano, a curva de equagdes
paramétricas x=2cost e y=5sentcom t ¢ IR é:

a) uma sendide

b) uma cossendide

c) uma hipérbole

d) uma circunferéncia

&) uma elipse

93. (Ita) Considere a familia de circunferéncias com
cenfros no segundo quadrante e tangentes ao eixo
Oy. Cada uma destas circunferéncias corta o eixo Ox
em dois pontos, distantes entre si de 4 cm. Entao, o
lugar geometrico dos centros destas circunferéncias é
parte:

a) de uma elipse.

b) de uma parabola.

c) de uma hipérbole.

d) de duas retas concorrentes.

e)daretay=-x.

56. (Ita) Sabe-se que uma elipse de equagdo (x%/a’) +
{(¥%b%) = 1 tangencia internamente a circunferéncia de
equacao x’ + y° = 5 e que a reta de equagio 3 x+ 2y
= § & tangente a elipse no ponto P. Determine as
coordenadas de P.

57. (Cesgranrio) Uma montagem comum em
laboratdrios escolares de Ciéncias é constituida por
um plano inclinado, de altura aproximadamente igual
a 40cm, com 4 canaletas paralelas e apoiado em uma
mesa, forrada de feitro, cuja borda & curvilinea. Sobre
a mesa ha um ponto marcado no qual se coloca uma
bola de gude. A experiéncia consiste em largar, do
alto do plano inclinado, outra bola de gude, a qual,
depois de rolar por uma das canaletas, cai na mesa e
colide sucessivamente com a borda da mesa e com a
primeira bola.

A borda da mesa tem a forma de um arco de:

a) elipse, & 0 ponto marcado € um de seus focos.

b) parabola, e o ponto marcado & seu foco.

c) hipérbole, e o ponto marcado & um de seus focos.
d) hipérbole, e o ponto marcado & seu centro.

&) circunferéncia, e o ponto marcado & seu centro.

Figura 57 — segunda lista de exercicios - pag.9
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58. (Ufm) O conjunto dos pontos P = (x.y), que estao 63. (Unifesp) A area sombreada na figura,
a uma mesma distdncia do ponto F = (0,2) e do eixo
ox,. no plano cartesiano xy é

a) a parabola de equacdo y = (x%/2) + 4.

b) a parabola de equagdo y = (x%/4) + 1.

c) a parabola de equacio y = 4x? +1.

d) a pardbola de equagio y = 2x? +1.

59. (Pucmg) O grafico da curva de equago (x/4) -

(y%9) = 1 é uma:

a) circunferéncia.

b) elipse.

c) hipérbole. - ) .

d) shola. limitada pela elipse e pela reta indicadas, é:
am. b) 2x.
c)3n. d)4n.
e)6x

60. (Unesp) A figura representa uma elipse.

64. (Unifesp) Na figura, estdo representados, no
LR plano cartesiano xOy, a reta de equagaoy = 2kx, 0 <
k < 3/2, a parabola de equagioy =-x* + 3x e 0s
pontos O, P e Q de interseccdes da parabola com o
eixo Ox e da reta com a parabola.

y=-x?+3x

A partir dos dados disponiveis, a equacao desta
elipse &

a) (<45) + (Y37 = 1.

b) [(x+5)79] + [(y-7)/16] = 1.

¢) (x5 + (y-7) = 1. Nestas condigdes, o valor de k para que a area do
d) [(x-5)%9] + [(y+7)116] = 1. tridngulo OPQ seja a maior possivel é:
&) [(x+3)%5] + [(y-4)7] = 1. a) 1/2.

b) 3/4.

61. (Ufpe) Qual a inclinagdo da reta que passa pelo c) 9/8.
ponto (2,4) e que intercepta a parabola y = x* em um d) 11/8.
Unico ponto? e) 312,

62. (Pucmg) A pardbola de equacio y = x? corta a
circunferéncia de centro (0, 0) e raio ¥ 2 nos pontos A
e B. O ponto médio do segmento AB é:

a) (2,0 b} (1,1)

c) (0,1) d) (0,2)

Figura 58 — segunda lista de exercicios - pag.10
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65, (Ita) Considere todos os numeros z = x + iy que
tém madulo (V 7)/2 e estao na elipse x? + 4y° = 4.
Entdo, o produto deles & igual a

a) 25/9

b) 49/16

c) B1/25

d) 25/7

e) 4

66. (Ita) Assinale a op¢ao que representa o lugar
geométrico dos pontos (x, y) do plano que satisfazem

a equagao

g afgs
[ B I N3
(TS — - o
[ - —y

a) Uma elipse.

b) Uma parabola.

c¢) Uma circunferéncia.
d) Uma hipérbole.

€) Uma reta.

67. (Uerj) Num plano cartesiano encontramos a
pardbola y = 2x? e as retas paralelas (r): y = 3x e (s): y
=3x + 2. A reta (r) intercepta a pardbolaem AeB; a
reta (s), em C e D. Unindo estes pontos, formamos o
trapézio convexo ABCD. Existe, ainda, uma reta (t),
paralela as retas (r) e (s), que tangencia a parabola
no ponto P.

Determine:

a) a equacao da reta (t) e as coordenadas do ponto P;
b) a drea do trapézio convexo ABCD.

68. (Uerj) Um holofote situado na posicao (-5.0)
ilumina uma regido eliptica de contomno x* + 4y* = 5,
projetando sua sombra numa parede representada
pela reta x = 3, conforme ilustra a figura abaixo.

Considerando o metro a unidade dos eixos, o
comprimento da sombra pl’ﬂjelﬂdﬂ éde:

a)2

b)3

c)4

d)5

69. (Ufrj) Determine o comprimento do segmento
cujas extremidades sao os pontos de intersec¢ao da
retay =x + 1 com a parabola y = x°.

70. (Ufm) Uma se¢do cbnica & obtida a partir da
interse¢ao de um cone com um plano. Na figura
abaixo, temos um exemplo de uma segdo chnica,
denominada Elipse. A figura consiste de duas esferas
5, e 5; que tangenciam o cone em duas
circunferéncias C, e C; e tangenciam o plano = nos
pontos F, e F;. Os pontos P,, P; e P estao,
respectivamente, na intersegio de uma reta do cone
com as circunferéncias e a Elipse.

Figura 59 — segunda lista de exercicios - pag.11
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A soma das distancias de P aos pontos F, e F; é igual
a distancia

a) entre as duas circunferéncias.

b) entre P, & P,.

c) entre os centros das duas esferas.

d)entre F, e F,.

71. (Ita) A distancia focal e a excentricidade da elipse
com centro na origem e que passa pelos pontos (1, 0)
e (0, -2) sdo, respectivamente,

a)v3iell2

b)1/2ev 3.

c)(v3y2e 12

d)v 3e(v3y2

e)2v 3e (v 3)2

72. (Unesp) O conjunto de todos os pontos P(x, y) do
plano, com y = 0, para os quais x e y satisfazem a
equacao sen [y/(x*+1)] =0 & uma

a) familia de parabolas.

b) familia de circunferéncias centradas na origem.

c) familia de retas.

d) parabola passando pelo ponto Q(0,1).

&) circunferéncia centrada na origem.

73. (Ita) Determine o conjunto dos nimeros
complexos z para os quais o nimero

Z+Z+2

Viz=-1+lz+1-3

W=

pertence ao conjunto dos nimeros reais. Interprete
(ou identifique) este conjunto geometricamente e faga
um esbogo do mesmo.

Figura 60 — segunda lista de exercicios - pag.12
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GABARITO
1.[B]

2a)a=-2,p=-14ey =-116
b)1ev2

Jay=22-x
b)x=-2115y* + 1715y

4.[C]

S.y=mx,Im|z2320ux=0

6. A =4 (@’ bY)(a’+b?)

7.10]

8. [E]

9.[0]

10. (0, -3) pertence a (5/2, 13/5) & exterior a elipse
11. [C]

12. Observe a figura a seguir:

13.FFVFV
14. [E]
15. [E]

16.2

17. [E)
18. a) FALSA

b) FALSA

c) FALSA

d) VERDADEIRA
19. [C]

20. [C]

21.[C)

22, [E]

23. [E]

24.9

25.[D)

26. [B]

27.VVF

28. [E]

29.VFV

30. [C)

31.C]

32.[C)

33.[8]

34. [A]

35. [E]
36.a)A(1; 1)e B (-1;1)
b) 45° ou 135°

37.a)

1) Substituindo as coordenadas do ponto P na

equacao da elipse, temos:
[3%25) + [(12/5)%19] = 1, ou seja:

Figura 61 — segunda lista de exercicios - pag.13
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1=1

Logo, as coordenadas de P satisfazem a equacao da 59. [C)]
elipse. Portanto, P pertence & elipse.

Il) Como a ordenada P & positiva, a distancia pedidaé 60. [B)]

12/5.

61.m=4,
b) Q(-5,0), R(50)e A= 12

62. [C]
38. Raio iguala 2

63. [C]
39, [E]

64. [B]
40, [(x - 1°31] + [(y + 2)%14] = 1

65. [B]
41.[0]

66. [C]

42. Os pontos sao (0, -1) e (8/5, 3/5).
67.a)(t) y=3x-(9/8)ou24x-8y-9=0

43. [E] P ( 3/4; 9/8)

b) 4 u.a.
44, [D]

68. [C]
45. [D]

69. v 10
46. [C]

70. [B)
47. [C]

71.[E)
48. [C]

72 [A]
49.1ev 2

73.
50. [C)

ay
51. 60 cm P1(‘3"£]
e W
52. [C] aall e
r.-' \‘\
53. y =1 & a reta procurada : ' >
3 .0 F1;0) F {1500 o0, (3
- \':('; :I) \*._2‘ 2 'l,* ¥y (; ,l]
____"_‘_,...—l"

55. [C] ,.z(.; y'?i ]
56. P (8/9, 573) E o conjunto dos numeros complexos cujos afixos sa0

os pontos externos a elipse representada acima.
57. [B]

58. [B]

Figura 62 — segunda lista de exercicios - pag.14

4.9 De volta ao GEOGEBRA

Na quinta feira, 15 de maio, retornamos ao laboratoério de informéatica, para mais duas
aulas, na verdade, as duas ultimas aulas antes da prova e da reaplicacdo do questionario.

Dessa vez, fomos com a intencdo de explorar a teoria desenvolvida em sala de aula,
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observamos as cOnicas no plano cartesiano e do ponto de vista analitico, fazendo uso das
equagoes que foram aprendidas e dando énfase aos elementos principais de cada cOnica, .

Os alunos foram divididos em seus grupos e, apés um sorteio, cada grupo ficou
responsavel por pesquisar uma das cOnicas no geogebra e depois apresentar o resultado
aos demais colegas. E, claro, auxiliei-os nas pesquisas e acrescentei o que era conveniente
em cada apresentacdo, o que deixou os alunos mais tranquilos para executar esta tarefa.

Apesar de ndo explorar teoricamente as rotacoes, fiz questdo de mostrar a eles essa
possibilidade, evitando que pudessem pensar que as cOnicas estdo sempre posicionadas
apenas na vertical ou na horizontal.

Seguem algumas imagens das pesquisas que eles fizeram para encerrar este topico:

GRUPO 1: ELIPSE

9 2
5 =) )2
(x .,J"] i (y .,""”) =7
[ l‘)"
4 (x —3)° _(_U ——1)* 3 Eixo maior
L 42 22 I
__._._._____._.____._g__a._ 3 Eixo menor
ch =1
=3.46
2 = Valorde c
Centro : B1 Excentricidade

C=(3,-1) 1 //—o—\em.a?
7 |
-6 -5 -4 -3 -2 f 0 1 2 & 4 5 6 X 8
A1 F1 ply _F2\ A2
' ¥

. (& —0)° Ly 0)* iy Eixo maior
=0 22 3
g . B Eixo menor
yo =
c=? Valor d
2 alor de ¢
Centro: Excentricidade
C=(0,0) 1 e=?
& -5 -4 -3 3 4 5 B 7 8

Figura 64 — elipse vertical no plano cartesiano em geogebra
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O

0

GRUPO 2: CIRCUNFERENCIA

Chnca

Circunfbreacia: o7 + 3 = 16

Miime o

b = S0 MESEEMMST4

€ = 251337417387

A= (0. 0)

B = (4,0

Segmenia

a4

Tl

g =4

Crcunfdeancia

-

Figura 65 — circunferéncia com centro na origem do plano cartesiano em geogebra

Canica

Circuntdrencia: (x + 2 + [y 4F = 35

Fdemeno

b« TESIVELOINT

© = 314150285359

A= (-2 4]

B (14

Segemants

Taxin

Circumddnenca
Ponmatro da Crounieoncia = 31 4 158285358

k

Aroa do Circuniiirences = T8 5308163307

Figura 66 — circunferéncia no plano cartesiano em geogebra



Capitulo 4. Uma forma interessante para estudar conicas com alunos do ensino médio

92

e & o 0

§ = Segmeniciiy, Aj)

GRUPO 3: HIPERBOLE

Q= (81T, 7L}

Fy= 4,2

Py (831

& ; Mipdetoia(Fy, By )

= PR3 s

C = Cemredk)

= (L3}

i = Sagrame{F,, Fs)
= 1
ltermnl R b, 1)

= A=, 2)

A =2 2)
o = SagmarcafC,Fy)
=35
o€ - Cleowba{ Ay £}
= (e df eyl

i : Perpandiculse[ T f)

- wml

|

= B =1, -2}

By = {1 8]

Fyo= (0 s

Frm (b 45

b Blpiebete{Fy Py, )
Ll LR s r Bk -
€ = Camtralh)
= {08

I = Segmetid Fy. Fal

=

imtarsagio(h, )
= g = {0, 2T}

intarsaciaih, i)
= A&y = D, <274}

bz —(y-2)/ 18

€=i3

P, Fi) — 0P, o] = 1045 - 4

A= &

& = Sapeinite(C, Fy)
= 55

- Clngula{ Ay, g)
=y 4 2 = RS

I ¢ Perpareficuliar{C, 1)

B = {4750}

| = Segmestiliy, Ay)

Figura 68 — hipérbole vertical no plano cartesiano em geogebra
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GRUPO 4: PARABOLA

dxE1S

(y—2)" =2.1.(z — 2)

4

'

comprimentoAF = 9.43

comprimentoAB = 9.43

Q0

Conica

. parabola; =" = 28y
Fungda

O flt) = ¢

D t) v

&l i3

Retla

. diretriz: y = =T
Mimea

comprimentodB = 9.43

comprimentodF = 9.43

®

-

-10

Figura 70 — parabola vertical no plano cartesiano em geogebra
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4.10 Avaliac3o e reaplicacao do questionario

4.10.1 Avaliacao Tedrica

J4 na tultima semana do projeto, mais especificamente, dia 20 de maio, realizamos uma
avaliagdo com duragdo de duas aulas, cujo resultado obtido foi convertido em parte da
nota do 1° bimestre (que comegou dia 19 de marco e se encerrou dia 24 de maio). Média
esta, que também foi composta pela confeccdo dos modelos, apresentacdo da conica pelo
grupo no geogebra e resolucao das listas de exercicios. Sendo que, todas essas atividades
somadas compoe um ter¢co da média do bimestre em voga e o peso maior, dois tergos da
média é destinado a avaliagdo tedrica.

Esta que segue é a prova a que os alunos foram submetidos:

AVALIACAO SOBRE CONICAS

1- Considere as afirmagGes abaixo sobre uma elipse. Assinale a tunica alternativa
correta:

a) O eixo maior de uma elipse sempre é horizontal.

b) O foco de uma elipse estd sempre localizado em um de seus vértices.

c) A soma das distancias de qualquer ponto da elipse até seus focos é constante.

d) A excentricidade (e) de uma elipse é um ndimero entre 0 e 10.

e) Uma elipse possui trés focos, independentemente de sua forma.

2- Considere as seguintes afirmacoes sobre a hipérbole na geometria analitica. Assinale a
alternativa correta:
a) A soma das distdncias de qualquer ponto da hipérbole até seus focos é constante.
b) A excentricidade de uma hipérbole é sempre menor que 1.
c) Os vértices de uma hipérbole estéo localizados no eixo maior.
d) A diferenga das distancias de qualquer ponto da hipérbole até seus focos é constante.
e) A hipérbole possui apenas um eixo de simetria.

3- Considere as afirmagbes abaixo a respeito das parabolas na geometria analitica e
marque a alternativa correta:

a) A soma das distancias de qualquer ponto da pardbola a dois focos é constante.

b) A parébola sempre possui dois eixos de simetria.

c) A distancia de qualquer ponto da pardbola ao foco é igual & distdncia perpendicular
do foco a diretriz.

d) A parébola ndo possui vértice, mas apenas foco e diretriz.

e) A excentricidade de uma pardbola é sempre maior que 1.
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4- Obtenha a equagédo reduzida da pardbola P de vértice V (3, 4), foco F(3, 6) e diretriz
rry=2.

5- Determine a equagdo reduzida da hipérbole de centro C(2,3), vértice A3(5,3), e foco
E: 2 (673)

6- Determine a equagdo reduzida da elipse de centro C(3,4), vértice A5(7,4), e extremo do

eixo menor B;(3,6).

7- Determine a equagdo reduzida da hipérbole cujo centro é C(3,4), e um dos focos é

F1(0,4). Considere que a hipérbole possui o eixo maior horizontal.

8- (Unicamp) Uma elipse que passa pelo ponto (0,3) tem seus focos nos pontos (-4,0)
e (4,0).

a) O ponto (0,-3) é interior, exterior ou pertence & elipse?
b) Mesma pergunta para o ponto (5/2, 13/5). Justifique suas respostas.
9- (Puccamp) A expressdo % + % =1 é a equagao reduzida de uma elipse de:
a) excentricidade 5/3.
b) distancia focal 16.
c) eixo menor igual a 6.
d) eixo maior igual a 10.

e) centro no ponto (5,6).

10- (Fuvest) Determine as equagdes das retas do plano que passam pela origem do sistema,

de coordenadas e que ndo interceptam a curva do plano dada pela equagao ”ﬁl—z — % =1.

Como sou parte dos professores que ministraram pouquissimas vezes o conteido de
cOnicas ao ensino médio e, sinceramente, ndo me recordo quando isso ocorreu pela tltima
vez antes desse projeto, ndo tenho como comparar os resultados obtidos nesta avaliacao.
Portanto, vou apenas apresentar as estatisticas relacionadas.

Cada questdo vale 1.0 ponto, sendo que, na questdo 8, que é dividida em partes a) e
b), temos 0,5 ponto para cada parte.

Questao 1: 20 acertos e 4 erros.
Questao 2: 21 acertos e 3 erros.

Questao 3: 21 acertos e 3 erros.
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Questao 4: 15 acertos e 9 erros.

Questao 5: 18 acertos e 6 erros.

Questao 6: 16 acertos e 8 erros.

Questao 7: 10 acertos e 14 erros.

Questdo 8: a) 15 acertos e 9 erros. b) 12 acertos e 13 erros.
Questao 9: 14 acertos e 10 erros.

Questao 10: 4 acertos e 20 erros.

Podemos verificar que a média das notas é de aproximadamente 6,35, e que, a
distribuicao de notas ficou da seguinte maneira: 2 alunos obtiveram nota 10; 1 aluno
tirou 9,5; 2 tiraram nota 9; 1 aluno tirou 8,5; 2 alunos tiraram 8; 1 aluno tirou 7,5; 2
alunos tiraram 7; 4 alunos tiraram 6; 3 alunos tiraram 5; 3 alunos obtiveram nota 4; 2

alunos tiraram nota 3 e 1 aluno obteve nota 2.

4.10.2 Reaplicacdo do Questionario

Ja, sobre o questionario, pude encontrar grandes diferencas entre a primeira aplicagao
(inicio do projeto) e a segunda (fim do projeto), vamos entéo as estatisticas e comparagdes.

Para a pergunta: O que sao conicas? Cite exemplos.

- todos os alunos disseram que sdo as diferentes secgoes de um cone ou algo parecido.
E citaram corretamente os 4 casos principais.

- e ainda, 6/24 alunos citaram corretamente algum caso degenerado.

Na questao dois, onde eles devem identificar visualmente as cOnicas através de imagens,

todos classificaram as cOnicas corretamente.

Na terceira questdo, devemos lembrar que os alunos deveriam definir as conicas que
identificassem na questao anterior e, além de entender melhor o que é uma definigdo e sua

importancia dentro da area das disciplinas exatas, obtivemos as seguintes estatisticas.

- 21/24 alunos definiram a circunferéncia como o lugar geométrico equidistante de um
ponto, além de destacar que ela é obtida pelo corte perpendicular ao eixo vertical do cone.

- 15/24 alunos definiram a elipse como o lugar geométrico dos pontos de um plano cujas
distancias a dois pontos fixos desse plano tém soma constante e 21/24 alunos disseram que
ela é obtida pela intersecdo de um cone circular reto e um plano que corta todas as suas
geratrizes. Vale destacar que 6/24 alunos tentaram definir a elipse mas cometeram erros
importantes ao discorrer sobre ela. Por exemplo: “ E o lugar geométrico equidistante de

”

dois pontos.
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- 21/24 alunos definiram a pardbola como o lugar geométrico equidistante de um ponto
e uma reta, 14/24 alunos disseram que ela é obtida por corte paralelo a geratriz e outros 7
disseram ser um corte inclinado, mas ndo destacaram que deveria ser paralelo & geratriz.
- 10/24 alunos definiram a hipérbole como a curva em que é constante a diferenca
das distincias de cada um dos seus pontos aos seus focos e 21/24 alunos disseram que se

tratava de uma seccdo paralela a altura do cone.

Sobre a quarta e ultima questdo do questionério, onde os alunos precisavam responder
se conheciam alguma equacao que representasse alguma das conicas, todos responderam
que sim, mas ao escrever as equacoes e tentar relaciond-las com as cbnicas corretas,

chegamos a seguinte conclusao:

- 22/24 alunos relacionaram corretamente a circunferéncia & sua equagéo.
- 21/24 alunos relacionaram corretamente a elipse & sua equagao.
- 22/24 alunos relacionaram corretamente a pardbola & sua equagao.

- 21/24 alunos relacionaram corretamente a hipérbole & sua equagéo.

Portanto, vale a pena destacar que a evolucdo do grupo, no que diz respeito ao
assunto, foi impressionante. Basta analisar as estatisticas relativas & primeira aplicacdo

do questionario e a segunda.
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5 CONCLUSAO

5.1 Aspectos Positivos

A principio, gostaria de dizer que néo é possivel expressar como foi gratificante realizar
este trabalho, ver os alunos motivados e interessados por um tema tdo complexo, foi
revigorante, me inspirando a reaplicar o projeto e realizar e criar novos projetos semelhantes
a esse.

Foi possivel perceber que partir do concreto, e com isso quero dizer, partir da
modelagem e do uso do geogebra3D, garantiu que os objetivos de abstracdo e visualizagdo
fossem contemplados com louvor e, nao sb isso, garantiu também a motivagdo e o
comprometimento que os alunos precisavam, para confrontar suas dificuldades com a
teoria que viria a seguir.

Sabemos que a Matematica ndo é das disciplinas mais queridas, entdo envolver arte e
computagdo, com certeza foi positivo.

Os alunos entenderam que sua participacao era crucial para que o projeto acontecesse
de forma satisfatéria e significativa, sendo assim, podemos destacar o sucesso obtido ao
pensar que o comprometimento desses alunos, fez com que a maioria superasse a defasagem
do conhecimento matematico, sem contar a prépria dificuldade matematica que o tema
traz consigo.

Sozinhos, eles foram capazes de conectar o trabalho de modelagem com o momento do
seu aprendizado, visto que todos os grupos realizaram pesquisas para executar o que lhes
foi pedido e, assim, ganharam conhecimento sobre os aspectos histéricos através dessa
pesquisa. Por isso, apresentar a histéria das conicas ficou mais facil e interessante, ji que,
as contribuictes feitas pelos alunos tornaram essa apresentacdo interativa.

As duvidas que a pesquisa proporcionou, também foram pertinentes e trouxeram
acréscimos a todos ao serem esclarecidas e inseridas adequadamente nos momentos em
que trabalhamos a parte tedrica das conicas.

Analisando o questionério aplicado antes e depois da realizacdo do projeto, vimos um
ganho extremamente substancial no entendimento das conicas. Os envolvidos entenderam o
que sdo as cOnicas, como identificar qualquer uma delas, principalmente saber as diferengas
entre uma hipérbole e uma parabola, compreenderam o que é uma defini¢cdo e qual a
definicdo de cada uma das 4 cOnicas.

Sobre a avaliacao que os estudantes realizaram, como era voltada principalmente aos
aspectos analiticos das cOnicas, pudemos observar que todos absorveram alguma coisa
nesse sentido. Uns muito e outros pouco, mas todos conseguiram evoluir.

E possivel dizer que o ganho obtido foi muito além do esperado, despertando inclusive
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o interesse de varios alunos que se diziam desiludidos com a matematica, em retornar sua
relagdo intima com essa disciplina. E bem sabemos que isso é cada vez mais raro.

Desse modo, podemos concluir que esta sequéncia didatica atingiu a maioria dos seus
objetivos, com eficicia maior que a prevista quando elaborada e com certeza podera ser
referéncia e ajuda para professores do ensino médio. Tanto ao pensar se devem ministrar
a parte da geometria analitica das cOnicas, como se devem tentar fazer isso de forma
diferenciada, incluindo a modelagem, destacando os aspectos histéricos, fazendo uso das
tecnologias a sua disposi¢cdo mas principalmente, usando sua criatividade para realizar
essa tarefa.

Por fim, meu amor e carinho pelo tema cresceu, eu também atingi pessoalmente meus
objetivos, ora por caminhos imprevistos, o que acrescenta tempero e torna tudo mais
prazeroso, e, ora por caminhos bem galgados que asseguraram a viabilidade de realizagdo

desse meu desejo intimo em trabalhar com esse contetdo.

5.2 E possivel melhorar?

Algumas coisas podem melhorar, sempre é possivel melhorar. Por exemplo: a aplicagdo
do questionério ndo ser andnima (para o professor), pois dessa forma seria mais facil coletar
dados fiéis a realidade. Até agora nédo sei se a resposta “sao coisas engracadas‘ dada na
primeira pergunta do questiondrio (o que sdo conicas?), foi dada por um aluno especial ou
se foi uma gracinha de algum outro aluno ou se o aluno nao leu corretamente a pergunta.

Outro ponto, é que, ao propor inicialmente a modelagem, minha mente arcaica
imaginava que os alunos modelariam o cone e o cortariam por varias perspectivas, sem se
importar com a maneira ”correta” de fazer isso, imaginando que esse seria um processo
mais intuitivo e, desse modo, partindo principalmente dos enganos cometidos e dos cortes
nao realizados nesse processo, farfamos juntos as comparagdes entre o que um grupo
pensou e outro nao, ou o que nenhum grupo pensou, para comegar a cativa-los. Ledo
engano de uma mente presa em seu préprio passado, onde o advento da internet ainda
nao havia ocorrido.

Pensando nisso, nao teria porque, logo na aula inicial, onde dividimos os grupos e é
realizada a apresentacao do cone, ji apresentar as cOnicas, com seus nomes e explicar
melhor como realizar cada secgdo. Inclusive indicando sites e leituras adequadas.

Vimos que, em um dos modelos, a parabola nao foi seccionada corretamente. Antes
de arquivar os modelos, porque nao corrigi-los. Fato que permitiria ao grupo que errou
entender melhor onde esta seu engano, invés de fazer uma corregdo oral, que é bem mais
vazia em significados.

E, essa ideia do paragrafo anterior, ganha ainda mais forca, quando observamos que

apds a reaplicacdo do questionério, 21/24 alunos ainda associavam a hipérbole & um
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corte paralelo ao eixo do cone, quando sabemos que ele pode ser feito de qualquer modo,
contanto que a inclinagdo dessa seccdo deve ser tal que intersecte as duas folhas do cone.

Com respeito ao uso do GEOGEBRA, minha pouca experiéncia com este aplicativo e
falta de conhecimento sobre algumas de suas funcionalidades trouxeram algumas limitacoes
na aplicagdo do projeto. Todos os ambientes em que estivemos, nenhum foi de minha
autoria, utilizamos coisas prontas para esse momento. Se eu dominasse melhor este
aplicativo, poderia fazer minhas préprias criagoes e até, quem sabe, ensinar os alunos
a fazer o mesmo. Inclusive, se minhas espertises permitissem, poderia tornar as aulas
tedricas menos macantes.

Por fim, além desses detalhes, podemos pensar em acrescentar boas ideais também.

Elas sempre sdo bem-vindas quando enriquecem o trabalho.
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6 PRODUTO EDUCACIONAL

Com base na anélise da aplicacdo da sequéncia didatica que fizemos e descrevemos
no capitulo 4, e levando em conta os pontos positivos e negativos expostos no capitulo 5,

propomos o seguinte,
Produto Educacional para o Ensino de Conicas

Piblico alvo: Alunos do 3°ano do Ensino Médio ou 4° ano do ensino médio integrado
ao ensino técnico.

Duragdo: A quantidade de aulas adequada é 29 ou 30 aulas. J4, a duracdo do projeto
depende da quantidade de aulas semanais que a classe envolvida no projeto tem dessa
disciplina. Por exemplo: para trés aulas semanais (como no presente trabalho) 10 semanas

ou um bimestre. Para cinco aulas semanais como na maioria das escolas 6 semanas.

AULA 1: Questionario de Conhecimento; Definicbes de Cone e Seccao Conica;
Instrugdes para modelagem de Cones e Secgoes Conicas:

- Questionario de conhecimento:

Aplicar o seguinte questionario, para avaliar o conhecimento dos alunos a respeito do
tema de estudo, a saber, cOnicas.

Questdo 1: Vocé sabe o que ssio CONICAS? Caso saiba, cite exemplos.

Questao 2: Nomeie as figuras:

k3 \ 7 \/
Oov ¥

Figura 71 — cOnicas

\

Questao 3: Aquelas figuras que vocé nomeou, vocé saberia definir alguma delas? Em
caso afirmativo, faca isso.
Questao 4: Vocé conhece alguma equacao matematica que represente alguma das

figuras ilustradas na segunda questao?

- Definigbes de Cone e Secgao Conica:

Apoés a aplicacdo do questiondrio esclarecer os conceitos de Cone e Secgdo Conica.

Defini¢do de Cone: Sejam t e g duas retas concorrentes no espaco tridimensional. Um
cone com eixo de simetria t e geratriz g é a superficie obtida pela rotacdo de g em torno

do eixo t.
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Figura 72 — Definicdo de Cone

O ponto comum a t e g é chamado vértice do cone. Qualquer reta pertencente ao cone
e que passe pelo vértice do cone também é chamada de geratriz do cone.
Definicao de Seccao conica: Dado um cone C entdo, qualquer curva que pode ser obtida

como a intersecgdo de um plano com o cone C é chamada de secgao conica.

- Instrugdes para modelagem de Cones e Secgoes Conicas:

Apoés essa discussdo, dividir os alunos em grupos e orienta-los para que cada grupo
construa modelos concretos de cones e algumas secgdes conicas desses cones. A divisdo
dos grupos pode ser feito por afinidade se conhecemos o grupo e sabemos que nenhum
aluno ficard escanteado, caso contrario os grupos podem ser sorteados para mostrar
imparcialidade. Ja a confeccdo dos cones poderé ser feita com plastico, papel cartao,
acrilico, isopor, argila, ou outro material acessivel e de facil manuseio. Estipular um

periodo (sugerimos 3 semanas) para a confec¢iao desses cones.

AULAS 2,3,4,5,6,7,8,9¢ 10:

Durante o periodo de confec¢do dos cones, fazer uma revisao de geometria analitica
sobre os conceitos de: ponto médio, distdncia entre dois pontos, retas, paralelismo,
perpendicularismo e distancia entre ponto e reta. Pois esta revisdo serd necessaria para o

desenvolvimento da teoria sobre conicas, usando geometria analitica.

AULA 11: Apresentagdo dos modelos concretos:
Nesta aula, cada grupo devera apresentar os modelos que construiu e devera ser feita
discussao sobre falhas e acertos. Caso necessario, dependendo do niimero de alunos e de

grupos formados, poderao ser usadas mais de uma aula para apresentacdo dos modelos.

AULAS 12 e 13: Um pouco de Historia:
Expor a histéria do surgimento e desenvolvimento do estudo das conicas, explorando

as participagoes de Menaechmus, Apolonio, Euclides, Arquimedes, Pappus, Descartes e
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Dandelin.

AULA 14: Introdugdo de cones usando GEOGEBRA:

Explorar os elementos do cone e das secgdes conicas utilizando o GEOGEBRAS3D. Isso
pode ser feito de dois modos: somente o professor apresenta fazendo uso do retroprojetor e
os alunos assistem essa apresentacdo ou o professor pode permitir que os alunos interajam,
manipulando também o GEOGEBRA, contanto que seja possivel que todos alunos possam
participar, é recomendével, no maximo dois alunos por computador. também é necessario

levar em conta os recursos disponiveis na instituicdo de ensino para decidir como proceder.

AULAS 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 e 24: Teoria e exercicios:

Desenvolver a teoria do estudo de conicas, seguindo o roteiro do capitulo 3 deste
trabalho ou outra referéncia que julgar adequada, com a definicdo utilizando a nocao de
focos e obtencao das equacbes dessas cOnicas, com focos e diretriz “bem posicionados”,
ou seja, focos sobre um dos eixos coordenados ou sobre retas paralelas a um dos eixos
coordenados e reta diretriz também paralela ou coincidente com algum eixo coordenado.

Propor listas de exercicios para fixagdo de conceitos e resolugao de problemas.

AULAS 25 e 26: De volta ao GEOGEBRA:
Aplicar no GEOGEBRA o que foi ensinado nas aulas anteriores. Caso seja necessario,

esta atividade podera ser desenvolvida com mais aulas.

AULAS 27, 28 e 29: Avaliagdo Teorica e reaplicagdo do questionario de conhecimento:

Aplicar uma avaliagdo tedrica sobre tudo o que foi desenvolvido, com énfase nas aulas
sobre Teoria e exercicios. Sendo que a nota final devera ser computada da seguinte maneira:
0,7.AT + 0,2.M + 0,05.G + 0.05.L, onde:

- AT = nota da avaliagdo tedrica.

- M = nota da modelagem.

- G = nota do mini-semindrio usando o geogebra.

- L = nota da lista de exercicios (escolher entre 20 e 30 exercicios da lista para entregar).

Todas as notas vao de 0 a 10.

E importante ressaltar, que todas as etapas dessa sequéncia didética, podem ser
adaptadas de acordo com a realidade da instituicdo de ensino em que serd aplicada
e principalmente o nivel de conhecimento matematico dos alunos da turma envolvida.
Portanto, o nimero de aulas previstas neste produto educacional, bem como cada etapa
das atividades desenvolvidas estdo atrelados a isso.

No Instituto Federal em Araraquara contamos com laboratodrios e salas de aula bem
equipados e prontos para uso, sem contar que os alunos passam por um disputado processo
seletivo para ingressar seus estudos ali, e tudo isso faz diferenca ao planejar como sera

aplicado o projeto.
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