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Resumo

Este trabalho aborda a classificagdo das graduacdes por grupos da dlgebra de Jordan UJ,, obtida
a partir da algebra associativa UT,(K) das matrizes triangulares superiores, munida do produto de
Jordan. O estudo insere-se no contexto da Teoria das Identidades Polinomiais, na qual graduagdes
desempenham papel central na compreensdo de identidades graduadas e na descricdo estrutural de
PI-4lgebras. Nesta perspectiva, analisamos a classificagcdo das graduagdes de UJ,, com base nos resul-
tados segundo os quais toda G-graduacdo de UJ,, para corpos infinitos de caracteristica diferente de
2, pertence a uma de duas classes de graduacdes: elementar ou mirror type (MT). Além disso, duas
graduacdes sdo isomorfas se, e somente se, satisfazem as mesmas identidades graduadas. Como ainda
se conhece relativamente pouco sobre o comportamento das identidades graduadas dessa dlgebra, este
trabalho busca consolidar e sistematizar os resultados existentes, contribuindo para uma compreensao

mais ampla de uma teoria recente e ainda em desenvolvimento.

Palavras-chave: Algebras Graduadas, identidades polinomiais graduadas, Matrizes triangulares su-

periores, Graduagdes elementares, Graduacgdes mirror type.






Abstract

This work deals the classification of group gradings on the Jordan algebra UJ,, obtained from
the associative algebra UT, (K) of upper triangular matrices, equipped with the Jordan product. The
study is situated with in the context of Polynomial Identities Theory, in which gradings play a central
role in understanding graded identities and in the structural description of PI-algebras. In this context,
we analyze the classification of gradings of UJ, based on the results according to which every G-
gradings of UJ,, over infinite fields of characteristic different from 2, belongs to one of two classes:
elementary or mirror type (MT). Moreover, two gradings are isomorphic if and only if they satisfy
the same graded identities. Since relatively little is known about the behavior of the graded identities
of this algebra, this work seeks to consolidate and systematize the existing results, contributing to a

broader understanding of a recent and still developing theory.

Keywords: Graded algebras, graded polynomial identities, Upper triangular matrix, Elementary gra-

dings, mirror type gradings.
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Introducao

Este trabalho se insere na drea de Algebra e, mais especificamente, no estudo de dlgebras com
identidades polinomiais, também conhecidas como PI-dlgebras (do inglé€s Polynomial Identities Al-
gebra). A Teoria das Identidades Polinomiais (ou PI-Teoria, do inglés Polynomial Identities Theory)
tem como um dos seus estudos centrais a descri¢do das identidades polinomiais de uma dada algebra,
isto é, a determina¢@o de um conjunto gerador das identidades polinomiais que essa dlgebra satisfaz.
Mais precisamente, uma identidade polinomial para uma élgebra € um polindmio em varidveis nao
associativas que se anula quando avaliado em quaisquer elementos da dlgebra. Assim, uma PI-4lgebra
¢ uma élgebra que possui uma identidade polinomial ndo trivial.

Sejam A uma dlgebra associativa sobre um corpo K e a,b € A quaisquer. Sendo a caracteristica de
K diferente de 2, podemos considerar em A o produto de Jordan aob = 5 (ab+ ba), o qual torna o
espaco vetorial A uma algebra de Jordan, que denotamos por A™. Em particular, estamos interessados
na dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem n X n com entradas num corpo K, denotada
por UT, = UT,(K). Desta maneira, denotamos por UJ, = UJ,(K) a dlgebra de Jordan UT,(K)™"
obtida a partir do espago vetorial UT,(K) munido com o produto de Jordan.

As identidades polinomiais de UJ, foram descritas em [[14], no caso em que K € um corpo infinito
de caracteristica diferente de 2 e 3. Em [9], os autores descreveram as identidades polinomiais para
UJ, quando a caracteristica do corpo K € 3 e também quando K € finito. Alterando a definicdo do
produto de Jordan, com a remog¢do do fator 5 e considerando o caso em que a caracteristica de K
€ 2, tem-se que a algebra UT, € uma dlgebra de Lie e suas identidades polinomiais foram descritas
em [[17] e [18]], nos casos em que K € finito e infinito, respectivamente. No entanto, paran > 3, a
descricao das identidades polinomiais de U J, torna-se consideravelmente mais complexa e permanece
em aberto. Uma abordagem alternativa, utilizada com sucesso em diversos contextos dentro da PI-
Teoria, consiste em estudar a dlgebra por meio de suas possiveis graduagdes por grupos.

A estrutura graduada revela simetrias internas e permite identificar componentes homogéneos
cujos comportamentos refletem propriedades profundas da dlgebra. Em muitos casos, graduacdes
distintas correspondem a diferentes conjuntos de identidades polinomiais graduadas, o que torna na-
tural investigar quais graduagdes sdo possiveis para uma dada dlgebra e como elas se relacionam entre
si.

Assim, outra no¢do fundamental neste trabalho € a de graduac@o de uma dlgebra. Sejam G um

grupo € A uma dlgebra. Dizemos que A € uma dlgebra G-graduada se existe uma decomposi¢do, em

2



Introducdo 3

subespagos, A = P A, tal que AgA;, C Ay, para quaisquer g, € G. Os elementos dos subespagos
geG
A, sdo chamados homogéneos de grau g. Esta no¢do de graduagdo fornece uma decomposi¢do de A

em subespagos vetoriais compativel com a estrutura multiplicativa da dlgebra e do grupo, permitindo
estudar suas propriedades a partir do comportamento de suas componentes homogéneas.

O estudo de 4lgebras graduadas teve inicio no 4mbito de Algebra Comutativa, cujo intuito era
generalizar as propriedades de anéis de polindmios. Na Algebra Associativa, o desenvolvimento dessa
teoria esteve intimamente ligado aos trabalhos de Wall, iniciados em [22], que classificou dlgebras
simples de dimensao finita sobre o grupo ciclico Zj;, e posteriormente aos resultados de Kemer, que
evidenciaram a importincia das graduacdes, veja [12] e [13]. Tornou-se entdo claro o papel das
algebras Z;-graduadas e de suas identidades polinomiais.

Quanto as G-graduagdes em U T, (K), uma série de resultados consolidou a classificacdo de gradu-
acdes em diferentes cendrios. Inicialmente foi provado em [21] que toda G-graduacdo de UT,,(K) é, a
menos de isomorfismo graduado, uma G-graduagdo elementar. Em [6], obtiveram a classificagdo e a
descricao quanto as identidades polinomiais graduadas quando K € um corpo infinito. Esse resultado
foi seguido por [10], que tratou do caso em que K € um corpo finito.

Voltamos nossa atengdo para a dlgebra UJ,,. Quando n = 2, toda Z;-graduacdo de UJ, foi descrita
em [14], com contribui¢des posteriores em [4] e [[11]]. Nesse contexto, Koshlukov e Yasumura (2017)
obtiveram uma classificagdo para as graduacdes de UJ,. Os autores provaram em [15] que se K é
infinito com caracteristica diferente de 2, entdo toda G-graduacdo de UJ,, a menos de isomorfismo

graduado, é uma das duas familias distintas de graduagdes:

(1) elementares, nas quais todas as matrizes candnicas E; ;, com i < j, sdo homogéneas, e que

podem ser determinadas por uma sequéncia de graus, a menos de reversao;

(2) ou, mirror type (MT), em que pares de entradas simétricas com respeito ao eixo secundario sao

homogéneos e compartilham graus compativeis com a involugdo natural de U T, (K).

Ademais, em [15] os autores provaram ainda que duas G-graduacdes de UJ, sdo isomorfas como
algebras graduadas se, e somente se, elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais graduadas.

Posto isto, o objetivo central desta dissertagao € apresentar, detalhar e sistematizar os resulta-
dos obtidos em [15] sobre a classificagdo das graduacdes de UJ, e suas identidades graduadas, que
constitui nossa referéncia principal.

O texto estd dividido em trés capitulos. O primeiro capitulo contém conceitos, exemplos e resul-
tados bdsicos da teoria, bem como os objetos de estudo sdo introduzidos. No segundo capitulo sdao
apresentados os conceitos dessas duas familias de graduagdes (elementares e MT) de UJ,, descre-
vendo e classificando cada uma delas, com construcdes formais, exemplos, resultados e critérios de
distin¢do. O terceiro e dltimo capitulo é dedicado ao estudo de todas as graduacdes de UJ,, apresen-
tando a classificacdo geral e mostrando que estas sdo exatamente todas as graduagdes possiveis de

UJ,, e classificando quanto as identidades graduadas.



4 Introducdo

Para uma boa compreensdo deste trabalho, faz-se necessario que o(a) leitor(a) tenha uma fami-

liaridade com nocdes bdasicas de Algebra Linear e Abstrata, veja as referéncias [3], [7], [8] e [L16].



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentados os conceitos preliminares que constituem a base tedrica necessdria
ao desenvolvimento desta dissertacdo. Iniciamos com o estudo da no¢do de dlgebra, estrutura cuja
compreensdo € fundamental para a formulagdo, nas se¢des posteriores, dos principais elementos da
teoria de dlgebras graduadas.

O objetivo central deste capitulo € estabelecer o aparato tedrico essencial que sustentara as nocoes
e os resultados desenvolvidos nos capitulos seguintes. Entre os tépicos abordados encontram-se:
algebras e algumas propriedades bdsicas, involugdes, dlgebras livres, identidades polinomiais e PI-
algebras, além da teoria de dlgebras graduadas, involu¢des graduadas e identidades graduadas.

Ao longo do texto, denotamos por K um corpo arbitrario e, a menos que haja indicacdo contrdria,
todos os espacos vetoriais e dlgebras serdo considerados sobre K. Ademais, destacamos que grande
parte da fundamentacao aqui apresentada se apoia nas referéncias [7], [[19] e [20], que serviram como
suporte tedrico para a elaboracdo deste capitulo. Ressaltamos novamente que € necessério a familia-

ridade com nog¢do bdsicas de Algebra Linear e Abstrata, veja as referéncias [3]], [8] e [16].

1.1 Conceitos basicos de Algebras

Esta secdo € dedicada ao estudo de algebras, apresentando um dos principais objetos que sao
as matrizes triangulares superiores. Introduzimos as nocdes de subdlgebras, ideais, homomorfismos
de algebras e algebras de Jordan. Examinamos alguns exemplos para facilitar a compreensao dos
conceitos, bem como apresentamos resultados necessarios para sustentar os argumentos empregados

nos lemas, proposi¢des e teoremas dos capitulos seguintes.

Definicdo 1.1.1. Uma élgebra (A,+,®,-) sobre K é um K-espago vetorial (A,+,-) equipado com

uma operagao bindria

©:AXA—A,



6 Capitulo 1. Preliminares

que ¢ distributiva em cada varidvel e compativel com a multiplicacdo por escalares. Em outras pala-

vras, para quaisquer a,b,c € A e para todo a € K, valem:
(i) (a+b)Oc=aGc+bGc e a®(b+c)=a®b+abuc;
(i) o-(a®b)=(0t-a)©b=a® (a-b).

Entendendo essa estrutura apresentada, como de costume, definamos algumas propriedades im-
portantes nesta teoria, uma delas, relacionada ao produto, € apresentada na defini¢ao a seguir.
Defini¢do 1.1.2. Dizemos que uma élgebra (A, +,®,-) é:

(a) associativa quando (¢ ®b) ®c =a® (b® c) para quaisquer a,b,c € A;
(b) comutativa quando a ©® b = b ® a para quaisquer a,b € A;
(c) unitéria (ou, com unidade) quando existe 14 € A de modo que
aOly=a=140a
para todo a € A.

Usualmente, para simplificar a nota¢do, denotamos a dlgebra (A,+,®,-) apenas por A. Essa
simplicidade também € adotada para espagos vetoriais, grupos e outras estruturas algébricas. Além
disso, para a,b € A, € comum escrevermos ab em vez de a © b. Do mesmo modo, quando ndo houver
ambiguidade, utilizamos ab no lugar de & - b, para o € K.

Vejamos agora um exemplo importante e recorrente neste trabalho, para facilitar o entendimento

das defini¢Ges apresentadas.

Exemplo 1.1.3. O espaco vetorial UT,(K) de todas matrizes triangulares superiores n X n com en-
tradas em K, equipado com o produto usual de matrizes, € uma algebra. Mais precisamente, dados
A = (aij), B= (bij) € UT,(K), o produto C = AB = (cjx) € definido por

cik = ) aijbjr = apnbix+apby + -+ ainbux, I <ik<n.

n

j=1

De fato, primeiramente, sejam A, B,C € UT,(K). Para a distributividade a esquerda, escrevamos
D= (A+B)C = (dy).

Desta maneira, obtemos

n n n n
dy = Z [a,-j+b,-j]cjk = Z [aijCjk—I-bijCjk] = Z a;ijCjr + Z bijCjk7
j=1 j=1 j=1 j=1
0 que mostra que
(A +B)C:AC+BC.
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Procedendo-se de maneira andloga, temos
A(B+C)=AB+AC.

Para a compatibilidade com escalares, sejam o € K e A, B € UT,(K). Entdo, devemos ter

[o-A]B = (i:l[aaij]bjk)

Portanto, UT,(K) satisfaz todas as condi¢des da Defini¢ao e, assim, é uma dlgebra.

O exemplo acima apresenta um dos objetos mais relevantes deste trabalho: a dlgebra das matri-
zes triangulares superiores. Diante disso, observamos que esta dlgebra apresentada possui algumas
propriedades com relagdo a operacdo de produto. Desta maneira, UT,(K) é classificada da seguinte

maneira:

Afirmacao 1.1.4. A édlgebra UT,(K) é associativa com unidade.
Sejam A, B,C € UT,(K). Definamos

U:AB:(uik) € V:BC:(Vﬂ).

Entdo, a (i,/)-entrada das matrizes UC e AV sdo iguais, pois:

™=

UGy =

T
I

ajjb jk) Cki

Il
=
1=
~~ =
™= 3
&

aij ]kckl>

(Z b kal>

Il Il
. o~
SO M: ™=
N
~
I|M=
N

I
g
s
~.
=

I
—~~ .
=T
~—
=



8 Capitulo 1. Preliminares

Assim, (AB)C = A(BC), mostrando que o produto é associativo.

Agora, seja I, € UT,(K), onde I = (6;;) em que J;; é o simbolo de Kronecker dado por

1, sei=j
5,-,-:{ /

0, caso contrario

Seja A € UT,(K). Escrevamos

G :Aln = (gij>-
Entdo,
n
gij= Y aibj = aij,
k=1
ou seja,
G=AIl,=A.

Usando um raciocinio andlogo ao anterior, resulta em
I,A=A.

Logo, obtemos
ILA=A=AI,

para qualquer A € UT,(K) e assim, I, é a unidade em UT,,(K).
Consequentemente, segue-se que UT,(K) € a dlgebra associativa das matrizes triangulares supe-

riores, com a unidade sendo a matriz

1 0 - 0
L=10 1 o[,
0 - 0 - 1

que é chamada matriz identidade de ordem n X n.

E importante destacarmos, no Exemplo , as matrizes E; ;, chamadas matrizes candnicas (ou
elementares), para 1 <i < j < n. Cada E; ; € de ordem n e possui uma tnica entrada ndo nula, igual

a 1, na i-ésima linha e j-ésima coluna, isto é,
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Com isso, observamos que a matriz identidade é escrita como combinacdo linear de matrizes

canOnicas, a saber,

n
I, = ZE,",' = E171 —|-E2,2 + - ‘Jl‘En,n-
i=1

Essa decomposi¢do evidencia como cada entrada de uma matriz geral pode ser controlada individual-
mente a partir dessas matrizes candnicas. Além disso, recordemos que o produto entre essas matrizes

¢ dado por
Eip, sej=I
E~ E — LKy L.
1,j =1k { 0, caso contrdrio

Esses fatos serdo tteis em diversos momentos ao longo deste trabalho, pois nos fornece uma
ferramenta conveniente para manipularmos elementos de UT,(K) de forma explicita.

Antes de abordarmos as no¢des de subdlgebra e de ideal, convém destacar um subconjunto par-
ticularmente importante de qualquer dlgebra: o seu centro. Esse conjunto retine os elementos que
comutam com todos os demais e, portanto, desempenham papel fundamental na descricao de certos

tipos de involugdes apresentadas posteriormente.

Definicdo 1.1.5. Seja A uma dlgebra. Definimos o subconjunto Z(A) de A como sendo
Z(A)={acA|ax=xa,Vx € A}
e dizemos que Z(A) é o centro da dlgebra A.

Uma vez apresentada a nocao de centro de uma dlgebra, passamos agora para a no¢ao de subalge-
bra, que descreve subconjuntos de uma dlgebra que preservam sua estrutura algébrica. Tal conceito
permite identificar partes de uma dlgebra que, por si s6, herdam naturalmente as operagdes definidas

no ambiente maior.

Definicdo 1.1.6. Sejam A uma dlgebra e S um subespaco vetorial de A. Dizemos que S € uma subal-

gebra de A se € fechado para o produto, ou seja, 51,52 € S implica em 515, € S.

Por exemplo, o centro Z(A) de uma élgebra A é uma subélgebra de A. No que segue, vejamos
um dos conceitos estruturais mais fundamentais em Algebra: o de ideal. Assim como ocorre na
Teoria de Anéis, os ideais desempenham papel essencial na constru¢do de quocientes, na andlise de

homomorfismos e na classificacdo de resultados universais, como o Teorema dos Homomorfismos.

Definicao 1.1.7. Sejam A uma dlgebra e / um subespaco vetorial de A. Dizemos que / é um ideal de

A se xa,ax € I para quaisquer x € [ e a € A.

Embora todo ideal seja, em particular, um subespaco vetorial de A, as no¢des de subdlgebra e
ideal diferem de maneira essencial. Enquanto uma subdlgebra exige apenas o fechamento em relagcdo
ao produto de seus préprios elementos, um ideal requer estabilidade em relagdo a multiplicacio por

elementos arbitrarios da dlgebra.
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Em particular, todo ideal de uma 4lgebra A ¢ uma subdlgebra de A, mas a reciproca nem sempre
€ verdadeira. Dessa forma, a condicao adicional imposta na defini¢ao de ideal garante que o produto
no espacgo quociente esteja bem definido, o que nos permite introduzir a seguir a nocdo de dlgebra

quociente.

Definicao 1.1.8. Sejam A uma dlgebra e / um ideal de A. O espaco vetorial quociente A/I munido do

produto
(a+1)(b+1) = (ab)+1,

para quaisquer a,b € A, é denominado dlgebra quociente de A por /. Por simplicidade, denotamos a

classe lateral (a4 I) simplesmente por a.

A nogdo de dlgebra gerada por um conjunto sera particularmente util em construgdes posteriores,
como na defini¢do de dlgebras livres e no estudo de identidades polinomiais. Antes disso, definamos

o conceito de subdlgebra gerada por um conjunto.

Definicao 1.1.9. Sejam A uma dlgebra e S C A um subconjunto nio vazio de A. Definimos a subdlge-
bra gerada por S, denotada por (S), como sendo a interse¢@o de todas as subdlgebras de A que contém
S.

Por exemplo, se A é uma dlgebra associativa, entdo (S) é o subespaco vetorial de A gerado pelos

elementos 5153 - - - 5, tais que s1,52,...,8, € S, n > 1.

Definicao 1.1.10. Sejam A uma dlgebra e S C A um subconjunto ndo vazio de A. Dizemos que A é

uma élgebra gerada por S se A coincide com a sua subdlgebra gerada por S.

A seguir, apresentamos uma ferramenta extremamente importante e recorrente em diversas dreas
da Algebra: os homomorfismos. Essas aplicacdes preservam as estruturas envolvidas e o comporta-
mento dos objetos de estudo, permitindo compreender um espago desconhecido a partir de outro ja
conhecido.

Em Algebra Linear, tal objeto é denominado de maneira diferenciada, como Transformacio linear
ou mapa linear, em razdo da estrutura particular dos espagos vetoriais. No entanto, a ideia e a no¢ao
permanecem essencialmente as mesmas. Assim, definamos a seguir o conceito de homomorfismo de

algebras.

Definicao 1.1.11. Dizemos que uma transformacao linear ¢ : A — B € um homomorfismo das élge-
bras A e B quando @(ab) = ¢(a)@(b) para quaisquer a,b € A. Além disso, quando A e B sdo dlgebras

com unidade, assumimos @(14) = 1p onde 14 e 15 sdo as unidades de A e B, respectivamente.

As designagdes utilizadas para os homomorfismos de dlgebras coincidem com aquelas adotadas

na Teoria de Anéis. Entre elas, destacamos duas que serdo relevantes mais adiante:
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(7)) Um homomorfismo ¢ : A — B bijetivo € chamado isomorfismo de A sobre B. Em tal situagao,

¢
dizemos que as dlgebras A e B sdo isomorfas, que é denotado por A = B (ou, A = B).

(if) Quando o homomorfismo tem dominio e contradominio iguais, isto é, ¢: A — A, ele recebe o

nome de endomorfismo de A. O conjunto de todos os endomorfismos de A serd denotado por

End(A)={¢: A— A| ¢ é endomorfismo}.

De modo similar a Teoria de Anéis, definamos o nicleo e a imagem de ¢, isto &,

ker(p) ={acA|@(a)=0p} e im(@)={¢(a)eBlacA},

respectivamente. Além disso, ndo € tdo dificil verificar que ker(@) e im(¢) possuem estruturas de
ideal de A e subdlgebra de B, respectivamente. Enunciemos agora dois resultados familiares que sao

o Teorema dos Homomorfismos para algebras e o seu coroldrio.

Teorema 1.1.12 (Teorema dos Homomorfismos). Sejam I um ideal de A e ¢: A — B um homomor-

fismo de dlgebras tal que I C ker(@). Entdo, a fun¢do
Q: A/I — B
dada por @(a+1) = @(a) é um homomorfismo de dlgebras.
Corolario 1.1.13 (Teorema dos Isomorfismos). Se ¢ : A — B € um homomorfismo de dlgebras, entdo
A/ker((p) = im(¢).

A seguir, estabelecemos alguns conceitos e propriedades importantes que serdo frequentemente
usados nos proximos capitulos. Come¢amos definindo um objeto que desempenhard papel central na
caracterizacdo das dlgebras de Jordan, que permite analisar de forma mais precisa 0 comportamento

do produto em dlgebras ndo associativas.

Definicao 1.1.14. Sejam A uma dlgebra e a,b,c € A. Dizemos que
(a,b,c) = (ab)c — a(bc)

€ o associador de a, b e c, respectivamente.

Antes de apresentarmos a no¢do de dlgebra de Jordan, vejamos um resultado que caracteriza a

associatividade a partir do comportamento do associador.

Lema 1.1.15. Se o associador de quaisquer trés elementos de uma dlgebra A for nulo, entdo A é

associativa.
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Como observamos, esse lema fornece uma ferramenta util para verificar quando uma élgebra é
associativa, simplificando a verificacdo de propriedades estruturais em exemplos futuros.

Agora, apresentamos a nocao de dlgebra de Jordan, que introduzird o principal objeto de estudo
deste trabalho. Trata-se de uma classe de dlgebras com propriedades atribuidas através do associador

definido anteriormente.

Definicio 1.1.16. Consideremos char(K) # 2 e seja A uma dlgebra comutativa. Dizemos que A é
uma 4lgebra de Jordan quando (a?,b,a) = 0 para quaisquer a,b € A. Em outras palavras, A é dita de

Jordan se satisfaz as seguintes condicoes:
(i) ab = ba,
(i) ((a®)b)a = (a*)(ba)

para todos a,b € A.

Um fato que observamos na defini¢do acima é que toda dlgebra associativa comutativa é uma
algebra de Jordan. No entanto, nem toda dlgebra € de Jordan. Desta maneira, existe um procedimento
natural que permite construir uma 4lgebra de Jordan a partir de qualquer dlgebra associativa. Para

tanto, definamos um produto simetrizado que servird como ferramenta para formalizar esse processo.

Defini¢do 1.1.17. Consideremos char(K) # 2 e seja A uma dlgebra associativa. Dados a,b € A,

definimos o produto de Jordan a o b como sendo

aob= —-(ab+ba).

| =

Apresentamos a seguir uma maneira de obter uma algebra de Jordan a partir de uma algebra A

associativa dada.

Lema 1.1.18. Seja A uma dlgebra associativa. O espago vetorial A equipado com o produto de

Jordan é denotado por A*. Entdo, AT é uma dlgebra de Jordan.
Demonstragdo. Sejam a,b € A. Entdo devemos ter:

(1) aob==-(ab+ba) == -(ba+ab) =boa.

1
2

| =

(2) Inicialmente, percebamos que a o a = a? pois

-(2a%) = a*.

| =

(@ +ad*) =

| =

(aa+aa) =

SR

aoa—
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Diante disso, temos

(@)o(boa) =

—

a2)0[< ) (ba-l—ab)}
( & (ba+ab)) + <%>-((ba+ab)a2)]

a*ba + a*ab + baad* + aba >

azba+ba a+aa2b+aba >
1
((a®b + ba?)a) + (§> - (a(a2b+ba2))}

( > -(azb—l—baz)] oa

(a2) ob)o

|
(
<a2ba+a3b+ba +aba )
(
JOX

l—|l\)l>—ﬂ-l>|>—~.l>|»—n.l>|»—n [\)|._n

I
—~

Deste modo, obtemos que A" é uma algebra de Jordan. U

O lema acima formaliza o processo que toda dlgebra associativa pode ser transformada em uma
adlgebra de Jordan. Em particular, sendo char(K) # 2, definamos o produto de Jordan na algebra
associativa UT,(K) e denotamos a dlgebra UT,,(K)™ como sendo UJ,(K), que é a dlgebra de Jordan
das matrizes triangulares superiores n X n sobre K.

A seguir, apresentamos propriedades fundamentais satisfeitas por toda algebra de Jordan, que

serdo frequentemente utilizadas posteriormente.
Lema 1.1.19. Sejam A uma dlgebra de Jordan e u,v,w € A. Valem as seguintes relacoes:
(1) (w,v,u) = —(u,v,w)
(2) (vyu,w) = (u,v,w) — (u,w,v).
Demonstragdo. Parau,v,w € A, tem-se:
(1) (wyv,u) = (wv)u—wu) =u(wv)— (vu)w = —(—u(wv)+ (vu)w) = —((uv)w—u(vw)) = —(u,v,w).
(2)

(u,v,w) — (u,w,v) = w—u(vw) — [(uw)v — u(wv)]
(vw) — (uw)v+u(wv)

)
)
u)w — (uw)v —u(wv) + u(wv)
)
)
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o que finaliza a demonstracgao. [

Lema 1.1.20. Seja A uma dlgebra de Jordan. Entdo
((uwv)e)d + ((ud)c)v+ ((vd)c)u = (uv)(cd) + (uc)(vd) + (ud)(ve)

para todos u,v,c,d € A.

Demonstragdo. Como A é uma dlgebra de Jordan, temos (u?,c,u) = 0 para todos u,c € A. Em parti-

cular, ((u+v)?,c,(u+v)) = 0 para todos u,v,c € A. Como o associador é “linear” em cada uma das

suas entradas, devemos ter:

0 = ((u+v)c,(u+v))

(u* 4+ 2uv +1?), ¢, (u+v))
2

(
(

2 2

= (uz,c,u)+2(uv,c,u)+(v Jou) + (u”,c,v) +2(uv,c,v) + (v, c,v)

= 0+ 2(uv,c,u)+ (V2 c,u) + (1, c,v) +2(uv,c,v) +0
= 2(uv,c,u)+ (V2 c,u) + (u?,c,v) +2(uv,c,v). (1.1)

Substituindo u por u +d em (I.1)), tem-se:
2((u+d)v,c,(u+d))+ (2 c,(u+d))+ (u+d)*, c,v) +2((u+d)v,c,v) = 0. (1.2)
Expandindo cada termo de (I.2), e utilizando novamente (1.1)), os termos
2uv,c,u) + (v cu) + (u?,e,v) +2uwv,e,v) e 2(dv,e,d)+ (V2 e,d) + (d2,c,v) +2(dv,c,v)
se anulam. Consequentemente, obtemos
2(uv,c,d) +2(dv,c,u) +2(ud,c,v) = 0.
Multiplicando a expressdo acima por % em ambos os lados da igualdade, temos:
(uv,c,d)+ (dv,c,u) + (ud,c,v) = 0.
Com isso, devemos ter:
((uv)e)d — (uv)(cd) + ((dv)c)u— (dv)(cu) + ((ud)c)v — (ud)(cv) = 0.
Logo, obtemos:
((wv)e)d + ((ud)c)v + ((vd)c)u = (uv)(cd) + (uc)(vd) + (ud)(ve),

como queriamos demonstrar. 0
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Lema 1.1.21. Seja A uma dlgebra de Jordan. Entdo
((uv)e)d + ((ud)c)v+ ((vd)c)u = ((uv)d)c + ((uc)d)v+ ((ve)d)u
para todos u,v,c,d € A.

Demonstragdo. Dados u,v,c,d € A, segue-se do lema anterior que

((wv)e)d + ((ud)c)v+ ((vd)c)u = (uv)(cd) + (uc)(vd) + (ud)(ve)

o que finaliza a demonstragao. [

As relagOes obtidas nos Lemas [1.1.20] e [I.1.21] desempenham papel importante na manipulag¢do

de expressoes envolvendo associadores, simplificando diversos cédlculos ao longo do texto.

1.2 Involucoes

Passamos agora ao estudo das involucdes, que sdo antiautomorfismos que permitem decompor
algebras em subespacos simétricos e antissimétricos. Posto isto, esta secao é dedicada aos conceitos,
exemplos e resultados que servirdo como ferramentas para o desenvolvimento deste trabalho. Apre-
sentamos a nogdo de involugdo, exemplificando através da dlgebra definida no Exemplo [[.1.3] (tanto
no caso particular n = 2 quanto para o geral). Ao final, enunciamos a classificacdo das involuc¢des do

primeiro tipo de UT,(K) obtida por Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala em [5].

Definicao 1.2.1. Sejam A uma 4dlgebra associativa com unidade e *: A — A uma fun¢do. Dizemos

que * € uma involucdo em A se, para quaisquer a,b € A temos:
(@) (a+b)* =a*+0b"
(b) (ab)* =b*a*;
(¢) (a")" =a.
Dizemos ainda que A é uma dlgebra com involugao * e denotamos por (A, *).

Podemos definir uma involu¢do no Exemplo [I.1.3|(para n = 2) da seguinte maneira:

Exemplo 1.2.2. Definamos *: UT,(K) — UT,(K) como sendo

(50)-(52)

onde a,b,c € K. Mostremos que * é uma involu¢do em U7 (K). Sejam A, B € UT,(K) onde

([ ann an ([ b1 b2
A_(O azz) © B_(O bzz)'

Entao, devemos ter:
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(@) (A+B)" =A*+ B*, pois

* aj +b1y apn+bpn \
A+B =
(A+B) ( 0 a22+b22)
_ ax +by ajpp+bi
0 ai] + by
_ ay dajpp + b22 b12
0 an 0 bn
= A"+ B*
(b) (AB)* = B*A* porque
« apbiy apbia+apbn \
AB =
(4B) ( 0 aban )
_ axby apbia+anbn
0 anbi
_ baayy braix+bian
0 bna
by by axy ap
0 by 0 an
= B*A*

(¢) (A*)* =A uma vez que

*
o _ (G2 a2\ _ [ ann aiz \ _
A% _< 0 6111) _( 0 azz)_A'
Logo, * é uma involugdo sobre UT, (K).

O exemplo acima servird como modelo para casos de maior dimensdo. Uma vez estabelecida a
no¢do de involucdo, torna-se natural decompor a dlgebra conforme a acdo dessa operagdo. Para isto,

definiremos a seguir tal decomposicao e seus elementos.

Definicao 1.2.3. Seja (A, *) uma édlgebra com involugdo *. Dizemos que @ € A é um elemento simé-
trico se a* = a. Dizemos também que a € A é um elemento antissimétrico quando a* = —a. Desta

maneira, os seguintes subconjuntos de A:
AP =JacA:a*=a} e A ={acA:a"=-a}
sao chamados de componentes simétrica e antissimétrica, respectivamente.

Se a involucdo acima € uma transformacao linear (por exemplo, involug@o do primeiro tipo como
veremos no que segue), entdo as duas componentes sdo subespacos vetoriais de A e, por meio da

igualdade

ata* a—a*

2 2 7

a
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vale que A = AN A, Essa decomposicao serd especialmente ttil quando tratarmos da classifi-
cagdo das involugdes de UT, (K) e de graduacdes seguidas por uma involugdo. Vejamos um exemplo

para facilitar a compreensao.

Exemplo 1.2.4. Da involuc¢do definida no Exemplo [1.2.2] podemos extrair os seguintes subespagos

simétrico e antissimétrico:

UTz(K)(+):{(g Z):a,bEK} e UTZ(K)():{(S _0a>:a€K}.

Dada uma matrizA € UT; (K)H), temos

1 0 01
A:<aél Zﬁ)zan(o 1>+012<0 0)=alllz+a12E1,2-

Assim, uma base para U TZ(K)(+) ¢ dada pelo conjunto linearmente independente {/,E1>}. Agora,
sendo B € UT>(K)(~) obtemos

b 0 1 0 1 0 0 0
BZ( 61 —b1 ):b11<0 —1 )Zb“[(o O>_<0 1)}:]9“@171_&72)'

Portanto, uma base para U TZ(K)(‘) ¢ o conjunto linearmente independente {E; | —E>}.

A seguir, apresentamos um outro exemplo de involu¢do em UT5(KK), que inverte o sinal das entra-

das fora da diagonal e gera estruturas distintas sobre a mesma algebra

Exemplo 1.2.5. A fun¢do s: UT(K) — UT>(K) definida por

(6)=(0)

onde a,b,c € K, é uma involugio sobre UT,(K). A prova de tal fato segue-se de maneira andloga ao

Exemplo[1.2.2]

Entre as involugdes possiveis, hd uma classe relevante nesta literatura chamada involugdo do pri-
meiro tipo, pois preserva o centro da dlgebra e apresenta o bom comportamento estrutural. Assim,

definamos a seguir tal nogao.

Definicao 1.2.6. Seja A uma dlgebra associativa com unidade. Dizemos que * é uma involu¢do do

primeiro tipo em A se * for uma involugdo e a* = a para todo a € Z(A).
Em particular, segue-se da definicdo acima que
(Aa+b)* =Aa" +b*

e assim, toda involu¢do do primeiro tipo é uma transformacao linear. Mas, nem toda involu¢do € uma

transformagao linear. Por exemplo, a involugdo *: UT,(C) — UT,(C) definida por

(2= 3)
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onde a,b,c € C e a denota o conjugado de a, ndo é uma transformagao linear. De fato, para A € C e
A € UT,(C), temos
(AA)* = AA*.
Como, em geral, A # I, obtemos
AA* £ LA™,
A partir do Exemplo [1.2.4] notemos que a involu¢do do Exemplo [I.2.2] é do primeiro tipo. A
seguir, comentamos um pouco, sem se aprofundar muito, sobre o caso geral de todas as involugdes

do primeiro tipo em UT,(KK) descritas em [5]).

Exemplo 1.2.7. Consideremos a dlgebra UT, (K) das matrizes triangulares superiores de ordem n x n

sobre K. Tomemos a matriz permutacdo J em M, (K) dada por

00 ... 0 ... 01

00 .. 0 ... 12O
J=100 ... 1T ... 00
01 ...0 ...00
10 ... 0 ... 00O

Definamos *: UT,(K) — UT,(K) como sendo A* = JA'J onde A’ denota a matriz transposta de A.

Observamos, com simplicidade, que * satisfaz as condi¢des de involucao:
(@) (A+B)*=J(A+B)J=J(A"+B")J =JA"J+JB'J = A* + B,
(b) (AB)* =J(AB)'J =JB'A'J =JB'I,LA'J =JB'(JJ)A'J = (JB'J)(JA'J) = B*A*,
(c) (A*)* = (JAT)* =J(JAT)' T =J(J (AN IDNT = (JIHA(JT) = LAL, = A

onde I, é a matriz identidade de ordem n x n e notemos que J = J~!'. Além disso, com relagio as
matrizes candnicas, notamos que E}; € dada por E,_ 1 ,—i+1. De fato, denotamos por {ey,...,e,}
a base candnica de K", onde ¢; é o vetor coluna cuja tnica entrada ndo nula € 1 na k-ésima posicao.
Com isso, tem-se
t
E;;j= eje;.
Pela definicdo de *, temos
* t _ .
E;;=JE; J=JE;;].
Como Je, = e, para todo k, temos
_ 1
JEJ'JJ = J(ejei).l
_ (ol
= (Jej)(e])
_ ot
= On—j+1€n—it1

= Ey jripn—it1-
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Logo, obtemos
*
Ei i =Enjt1n—it+1-
Para ilustrar a involucdo acima, consideremos o caso particular n = 5 no exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.8. Seja A € UTs(K) onde

app a2 aiz a4 ais

—

0 ax axy axy as
A=| 0 0 a3z as azs
0 0 0 aq4 a4s
0 0 0 0 ass
Entdo, a transposta de A € dada por
agy 0 0 0 O
alp azp 0 0 0
Al=] a3 ap a3z 0 0
ays ax aszs aszs 0

aps 4azs 4zs da4s d4ss

Multiplicando A’ a esquerda pela matriz permutagio

00001
00O0T1@PO
J=10010O0
01000
1 00 0O

obtemos
ais azs ass a4s ass
a4 axs azs azs 0
JAZ = aiz a3z dsjs 0 0
app ay 0 0 0
all 0 0 0 0
Assim, obtemos
dss d45 azs dzs djs
0 a4s az axy as
A*=JA'J = 0 0 a3z axz aps
0 0 0 ajyy ain
0 0 0 0 al

Ainda considerando UT,,(K), temos outra involucao definida a partir do Exemplo

Exemplo 1.2.9. Seja n = 2m um inteiro par. Tomemos a matriz D em M, (K) dada por
(I, O
b= < 0 —1m> !
onde I, é a matriz identidade de ordem m x m. Definamos uma involucéo s em U T,,(K) pondo
A*=DA*D™!

para toda matriz A € UT,(K), em que * é a involug@o definida no Exemplo Procedendo de
maneira andloga ao Exemplo [1.2.7} prova-se que s € uma involugdo chamada simplética de UT,, (K).
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Para melhorar a compreensao, vejamos a seguir o caso particular n =4 (isto é, m = 2) da involugao

definida acima.
Exemplo 1.2.10. Consideremos A € UTy(KK) onde

aiy app a3 a4

A 0 ax a3 an
0 0 a3 ay

0 0 0 ag

Entdo, devemos ter as matrizes

ass 434 ax4 A4 1o 0 O
0 a a a 01 0 0
« _ galy_ 33 a3 a3 B
A=JAT=1 0 0w ap e D=1090 -1 o
0 0 0 ap 00 0 —1
onde

00 01

0010

J= 0100

1 0 0O

Como D é uma matriz diagonal, multiplicando A* a esquerda pela matriz D, temos

asq azs a4 Ay
0 as3 a3 ap3
0 0 —ax -—ap
0 0 0 —dail

DA™ =

Logo, obtemos

ass  —az4 —azs —ai4
0 asz3 —axy —aps
0 0 ax ap
0 0 0 al

A =DA*D™' = DA*D =

Antes de enunciarmos o resultado que Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala obtiveram em [35]],
definamos o conceito de homomorfismo de dlgebras com involucdo para que, desta maneira, apresen-

temos essa classificacdo das involugdes do primeiro tipo de UT,(K).

Definicdo 1.2.11. Sejam (A, %) e (B, ®) dlgebras com involugdes e ¢: (A,*) — (B, e) uma aplicagdo.
Dizemos que ¢ é um homomorfismo de dlgebras com involu¢do (ou, *-homomorfismo) se ¢ for um

homomorfismo de dlgebras e para todo a € A tem-se ¢(a*) = (¢(a))®.

A partir disso, podemos dizer que dlgebras com involugdo (A,x*) e (B,e) sdo isomorfas se existe
um *-isomorfismo @: (A,*) — (B,e), isto é, se houver um *-homomorfismo bijetivo. Quando isso
ocorre, denotamos por (A, *) = (B, e).

O teorema a seguir classifica as involugdes do primeiro tipo de UT, (K).
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Teorema 1.2.12. [5] Sejam * e s as involucoes do primeiro tipo definidas nos Exemplos e

da dlgebra UT,(K). Se o é uma involugdo do primeiro tipo em UT,(K) e n € par, entdo
(UT,(K),e) = (UT,(K),*) ou (UTp(K),e) = (UT,(K),s),

e (UT,(K),*) # (UTp(K),s).

Caso contrdrio, se n é impar, entdo
(UTy(K),®) = (UT,(K),*).

Essa classificacdo mostra que toda involugdo do primeiro tipo de U7, (K) é isomorfa a uma das
duas involugdes fundamentais apresentadas nos Exemplos e[1.2.9] o que reduz substancialmente

a analise de casos.

1.3 Algebras livres

Nesta se¢do, apresentamos o ambiente em que discutiremos as identidades polinomiais das alge-
bras de Jordan. Deste modo, o intuito aqui € definir a no¢do de dlgebra de Jordan livre. Para isto,

vejamos inicialmente a definicdo de dlgebra livre.

Definicao 1.3.1. Sejam C uma classe de dlgebras e A € € uma dlgebra gerada por um conjunto X.
Dizemos que A € uma dlgebra livre na classe C, livremente gerada por X, se, para toda dlgebra R € C,
toda aplicacdo f: X — R admite uma extensdo a um homomorfismo de dlgebras ¢: A — R. Nesse

caso, a cardinalidade |X| do conjunto X é chamada posto de A.

Posto isto, seja X = {x,x2,x3,...} um conjunto enumerdvel de varidveis. Denotamos por X’ o
conjunto X U{(,)} dos elementos x; de X adicionados por parénteses tanto pela esquerda quanto pela
direita. Interpretamos X como um alfabeto cujas letras (ou simbolos) sdo os elementos de X. Vamos
considerar agora todas as sequéncias finitas uju, . .. u; de elementos de X’. Dizer que duas sequéncias
Uiy . ..Uy € V1V ... vy sdo iguais significa dizer que n =me u; = v; paratodoi =1,2,...,n.

Construiremos de forma recursiva um subconjunto de X', denotado por M{X}, da seguinte ma-

neira:
(i) Cada elemento x; de X pertence a M{X };

(i)) Todo (x;)(x;) pertence a M{X}. Prosseguindo, todo elemento da forma (xl)((x,-)(xj)> ou
((x,-)(xj)) (x;) pertence a M{X }. E também ((x,-)(xj)> ((xl)(xk)> pertence a M{X };

(iii) De modo geral, dados u,v € M{X}, definimos (u)(v) € M{X};

(iv) Nenhuma outra sequéncia pertence a M{X }.
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Os elementos de M{X} sdo chamados de palavras ndo associativas dos elementos de X. Como
estamos trabalhando com &lgebras unitdrias, adicionamos ao conjunto M{X } uma nova palavra, de-

notada por 1, de modo que, dados x; € X e u € M{X } temos
xil=xi=1x e (u)l=u)=1(u).

Obtendo assim o conjunto M{X} U {1}. Posto isto, denotamos por K{X} o K-espaco vetorial com
base M{X}U{1}. Definamos um produto em K{X} da seguinte maneira:

m

(a1+znlla,~u,->-(ﬁl+iﬁjvj> Z aB;)(v;)+ Zn:ﬁaz ) (u:) anlzn: (068)[(ui) (v))],
i = i= ==

onde «,fB,0;,B; € K e u;,vj € M{X} para todos i,j. Assim, K{X} ¢ uma dlgebra unitdria. Os
elementos de K{X} sdo chamados polindmios nio associativos.

A dlgebra K{X} tem a seguinte propriedade universal:

Teorema 1.3.2. [24] Sejam A uma dlgebra com unidade e ¢ : X — A uma aplicacdo. Entdo, existe

um tinico homomorfismo @ : K{X} — A que estende .

A constru¢do anterior nos conduz naturalmente ao conceito de dlgebra absolutamente livre, es-

sencial para o estudo das identidades polinomiais:
Definicao 1.3.3. Dizemos que K{X} ¢ a dlgebra absolutamente livre, livremente gerada por X.

Agora, estamos interessados em relacionar K{X} com a classe das dlgebras de Jordan. Para isto,

vamos considerar o ideal J de K{X} gerado pelos polindmios

if.8l=re—gf e (80 =g)f—(f)gf)

onde f,g € K{X}. Desta maneira, denotamos por J(X) a dlgebra quociente K{X }/J. Com isso, a
afirmacdo a seguir formaliza a universalidade da 4lgebra de Jordan livre, garantindo que ela desem-
penha para as dlgebras de Jordan o mesmo papel que dlgebra associativa livre K(X) desempenha para

as algebras associativas, veja pagina 9 em [2].

Afirmacao 1.3.4. J(X) é livre na classe das dlgebras de Jordan unitarias.
Seja A uma algebra de Jordan. Consideremos ¢: X — A uma aplicagdo. Como K{X} é livre,

existe um homomorfismo ¢: K{X} — A definido como

¢(f(x17x27"'7xn)) :f((p(x1>7(p(x2)7'"7¢(xn))=

estendendo ¢. Notemos que [f, g, (f2,g, f) € ker((p) pois

o(lf,8]) = {@(f)@(g)} =0(/)9(8) - ¢()9(f) = ¢(f)p(8) — 9(/)P(g) =0,
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¢ ((fz,g,f)) = ((8(H)*)0(2)(f) — (@(f)*)(@(8)9(f)) = 0.

Posto isto, devemos ter J C ker((), onde J é o ideal de K{X} gerado pelos polinomios [f,g] e (£, g, f)
para todos f,g € K{X}.

Entdo, pelo Teorema dos Homomorfismos, a aplicacdo ¢: J(X) — A dada por ¢(f +J) = ¢(f)
estd bem definida e, além disso, ¢ um homomorfismo de dlgebras estendendo ¢. Logo, J(X) é livre

na classe das édlgebras de Jordan unitérias.

Assim, a dlgebra J(X) pode ser interpretada como um ambiente universal em que todas as dlgebras
de Jordan se realizam como quocientes. Com essa construcdo da dlgebra absolutamente livre e do
ideal que impde as relagdes de Jordan, estamos aptos a introduzir o objeto universal que servird como
ambiente de todos os polindmios que sdo identidades polinomiais e estudaremos na proxima sec¢ao.

Diante disso, temos a seguinte defini¢do:
Definicdo 1.3.5. Dizemos que J(X) € a dlgebra de Jordan unitéria livre, livremente gerada por X.

E importante mencionar que, dado um polindmio (ou monomio) f € K{X} nio associativo, temos
que f+J é um polindmio (ou monémio) em J(X). Mas a partir daqui, identificamos, por simplici-
dade, o elemento f +J por f em J(X). Além disso, sendo f € J(X), escrevamos f = f(x1,x2,...,X,)
para exibir as variaveis x1,xz,...,x, € X que aparecem (possivelmente) em f. Diante disso, podemos

estabelecer as seguintes nogdes:
(7)) Um mondmio de f é cada mondmio u que aparece em f;

(ii) Seja f € J(X) um polindmio ndo nulo dado por

t
f=Y au;
j=1

onde 0 # o¢; € K e u; sdo mondmios ndo associativos em X. O grau de um monémio u; € o
nimero de varidveis de X que ocorrem em u; (incluindo as repeti¢des), denotado por deg(u;).
Além disso, o grau de u; na varidvel x; € definido como sendo a quantidade de vezes que x;

aparece em u;, que denotaremos por deg, (u;). Definimos o grau do polinémio f como

deg() = max{deg(u;) | 1 < j <1}.

Analogamente, o grau de f na varidvel x;, denotado por deg,. (f), é definido como
deg, (f) = max{deg, (u;) [1 < j<t};

(iii) Dizemos que um polindémio f € J(X) é homogéneo em x; quando todos os seus mondmios tém

o mesmo grau em x;. Chamamos f de multihomogéneo se for homogéneo em todas varidveis;
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(iv) Seja u = u(xy,x2,...,x,) um mondmio de J(X). Definimos o multigrau de u como sendo a
n-upla (dy,da, . ..,d,) onde d; = deg, (u). Se f € J(X) é um polindmio de grau d, entdo f pode

ser escrito de forma unica como

f=rHh+AH++fa

onde f; € a soma de todos os mondmios de f de grau total k. Dizemos que os polindmios f
séo as componentes homogéneas de f. Além disso, se f € J(X), a soma de todos 0s mondmios

de f com um mesmo multigrau é chamada de componente multihomogénea de f.

(v) Dizemos que f € J(X) é um polindmio linear em x; se for homogéneo em x; com grau 1. Um
polinémio f € J(X) € dito multilinear se todos seus mondmios tém grau exatamente 1 em cada

variavel x;.

1.4 Identidades polinomiais e Pl-Algebras

O objetivo desta secdo € apresentar uma classe muito importante de algebras que sdo as algebras
com identidades polinomiais. Veremos também a estrutura que o conjunto das identidades polinomi-

ais possui.

Definicdo 1.4.1. Sejam f = f(x,x2,...,x,) € J(X) e A uma dlgebra de Jordan com unidade. O

polindmio f é chamado identidade polinomial para A (ou de A) quando

flay,az,...,a,) =0

para quaisquer aj,das,...,a, € A. Em outras palavras, dizemos que A satisfaz f. Dizemos ainda que
A é uma algebra com identidade polinomial (ou, PI-dlgebra) se satisfaz alguma identidade polinomial

ndo trivial.
Para ilustrar essa definicdo, apresentamos o exemplo a seguir.
Exemplo 1.4.2. A dlgebra de Jordan UJ,(K) satisfaz o polindmio
J(x1,x2,X3,%4,X5,%6) = (X1,X2,X3) (X4, X5, X6).-
De fato, sejam a, b, c € UJ,(K) dadas por
a=0E | +BE2+YErs, b=0E +BEia+VEr, e c=aE+BEs+YEn.

Assim, temos

aob= a&El,l + 6aObE1,2 + }/’}7E272
1 - -
onde 8,05 = §<aﬁ + B7+ @p + By). Desta maneira, obtemos

(aob)oc=ada'Ey |+ 8Ei 2+ Y7V E
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para algum &; € K. De maneira andloga, temos
ao(boc)=aad'Ey 1+ &E1 2+ Y7V Exn
para algum &, € K. Subtraindo as duas expressdes, obtemos
(a,b,c) =(aob)oc—ao(boc) = (61— &)E| 2.

Logo, para quaisquer a,b,c € UJ>(K), o associador (a,b,c) é sempre um muiltiplo escalar de E| ».

Como Ejs0E| = E122 = 0em UJ,(K), para quaisquer aj,ay,a3,as,as,ae¢ € UJo(K), temos
(a1,a2,a3)(a4,as,a6) = 0.
Portanto, o polindbmio

J(1,x2,x3,x4,x5,%6) = (x1,%2,%3) (X4, X5, X6)
¢ uma identidade polinomial para UJ,(K) e assim, UJ>(K) é uma PI-dlgebra de Jordan.

Sendo A uma dlgebra de Jordan, denotamos por 7'(A) o conjunto de todas as identidades polino-

miais de A, ou seja,
T(A) ={f(x1,x2,...,x,) €J(X): f(ay,az,...,ay) =0, Vay,az,...,a, € A}.

Nio é tao dificil verificar que 7' (A) é um ideal de J(X). Além disso, notemos que A é uma PI-dlgebra

se, e somente se, 7 (A) # {0}. Diante desse ideal de J(X), temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.4.3. Seja A uma dlgebra de Jordan. Denotemos por ® o conjunto de todos os homo-

morfismos @ : J(X) — A de J(X) em A. Entdo, f € T(A) se, e somente se, f € (| Ker(¢).
pcd

Demonstragdo. Seja f = f(x1,x2,...,x,) € T(A) (ou seja, A satisfaz f). Dado ¢: J(X) — A um

homomorfismo arbitrario, temos

(P(f(xl7x27 e ,Xn)) = f((p<x1>7(p<x2)7' . '7(p(xn)) =0,

porque ¢(x;) € A para todo i = 1,2,...,n. Logo, f € () Ker(¢). Reciprocamente, suponhamos
pcd

que f € (N Ker(@). Sejam ay,ay,...,a, € A e consideremos uma aplicagdo i: X — A de modo que
ped

h(x;) = a; para todo i = 1,2,...,n. Pela propriedade universal de J(X), existe um tinico homomor-

fismo @: J(X) — A tal que @|x = h. Desta maneira, obtemos

f(a17a27"'7an) :f((p(xl),(p(xz),...,(p(xn)) = (p(f(xth?"'vxn)) =0.

Logo, f é uma identidade polinomial para A, isto é, f € T(A). O
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A proposi¢do acima descreve o conjunto das identidades polinomiais de uma 4lgebra em termos
dos nicleos de homomorfismos, revelando uma estrutura ideal natural. A partir deste resultado e
pela propriedade universal de J(X), podemos definir uma estrutura muito importante na literatura da
PI-Teoria que € o T-ideal, pois nos fornece algumas propriedades e comportamentos das dlgebras que

satisfazem identidades polinomiais.
Definicio 1.4.4. Dizemos que um ideal / de J(X) é um T-ideal se ¢(I) C I para todo ¢ € End(J(X)).

Em outras palavras, dizer que I é um T-ideal de J(X) significa dizer que / é um ideal de J(X) e

f(g1:82:---.8n) €1

para todos f(x1,x2,...,x,) €1 e g1,82,---,8n € J(X). Ou seja, podemos trocar as varidveis de f € I
por quaisquer polindmios de J(X) que ainda assim obteremos um polindmio em /. Tal propriedade
dos T-ideais € dita invariancia por endomorfismos de J(X).

Notemos que o conjunto das identidades polinomiais de uma algebra de Jordan é um T-ideal de

J(X). Reciprocamente, dado um T-ideal I qualquer, segue-se que
T (J (X )/I> —1,

ou seja, 0s conceitos estdo intimamente relacionados.

Antes de nos aprofundarmos em alguns resultados envolvendo T-ideais, destacamos uma proprie-
dade fundamental que assegura a existéncia de T-ideais gerados por qualquer conjunto de polindomios,
essencial para a defini¢dao subsequente e para alguns métodos usados na classificacao de identidades

polinomiais.
Proposicao 1.4.5. A intersecdo de uma familia qualquer de T-ideais é um T-ideal.

Demonstragdo. Seja {I) } cp uma familia de T-ideais e consideremos I = () I;. Como a interse¢ao
AeM
de ideais é um ideal, segue-se que I € um ideal. Agora, sejam f € I e ¢ € End(J(X)). Assim, f € I,

para todo A € M. Como cada I; é um T-ideal, devemos ter ¢(f) € I paratodo A € M. Desta maneira,
temos ¢@(f) € I e entdo, I ainda é um T-ideal. O

Posto isto, obtemos a seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.4.6. Dado S um subconjunto de J(X) qualquer, definimos o T-ideal gerado por S como
sendo a interse¢io de todos T-ideais que contém S e serd denotado por (S)7. Desta maneira, dizemos

que (S)T é o menor T-ideal que contém S.

Do ponto de vista pratico, por uma adaptacdo do que segue-se da demonstragdo da Proposi¢ao
2.2.5 em [7], o T-ideal de J(X) gerado por S coincide com o subespago vetorial de J(X) gerado pelo

conjunto

{un(---(uz(ulf(g1,g2,...,gn)))"') ’f(xth,---axn) S Sa Ui, &i EJ(X>7l: 1,2,...,71}.
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Em geral, procuramos um “bom” conjunto de geradores para um dado T-ideal de modo que torne
mais simples a descri¢do dos seus elementos.

Os dois proximos resultados sdo adaptacdes das Proposicdes 1.30 e 1.31 de [2] ao contexto de
algebras de Jordan. Em particular, consideramos o caso da algebra de polindmios ndo associativos
J(X) munida da estrutura de algebra de Jordan. As demonstragdes seguem de forma idéntica as

apresentadas em [2]], razdo pela qual serdo omitidas.

Proposicao 1.4.7. Sejam I um T-ideal de J(X) e f(x1,...,x,) € I. Se K é infinito, entdo cada com-
ponente multihomogénea de f pertence a 1. Consequentemente, I é gerado por seus polindmios

multihomogéneos.

Proposicao 1.4.8. Se I é um T-ideal de J(X) e char(K) = 0, entdo I é gerado por seus polinémios

multilineares.

Recordemos que o conjunto das identidades polinomiais de uma algebra de Jordan J forma um
T-ideal de J(X). Uma das principais linhas de pesquisa da drea consiste em encontrar um conjunto
gerador para T(J). Neste sentido, os dois resultados acima sdo importantes, pois a partir deles,
basta procurarmos por geradores multihomogéneos ou multilineares quando o corpo € infinito de

caracteristica maior ou igual a 3 ou igual a 0, respectivamente.

1.5 Algebras Graduadas

Nesta secdo, apresentamos a no¢do de graduagcdo em algebras, que permite decompor o espago
vetorial em componentes homogéneas associadas a elementos de um grupo que se comportam bem
em relacdo ao produto. Além disso, esta se¢do € dedicada também aos conceitos como algebra de
Jordan graduada livre, identidades polinomiais graduadas para as adlgebras de Jordan e involugdes

graduadas. Ao longo desta secdo, G denotard um grupo com notacao multiplicativa.

Definicao 1.5.1. Seja A um dlgebra. Dizemos que A possui uma G-graduacdo (ou, é uma dlgebra

G-graduada) se A é decomposta como uma soma direta de subespagos vetoriais

A=(PA,

geG

que satisfazem a condi¢do
AgAh - Agh

para quaisquer g,h € G.

Os subespacos vetoriais A, sdo chamados componentes homogéneas de A e definimos AgAj; como

o subespaco vetorial gerado pelo conjunto

{ablacAgebec Ay}
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De acordo com a defini¢do anterior, para cada a € A existem tinicos a, € Ay de modo que

a= Z a, (soma finita).
geG
Ademais, dizemos ainda que a € A, a # 0, ¢ homogéneo de grau g (ou simplesmente, homogéneo) se
a € Ag e denotemos o G-grau de a como sendo dg(a) = g.

Vejamos agora um exemplo para facilitar a compreensao.

Exemplo 1.5.2. Consideremos a algebra A = UT,(K). Sejam G um grupo e (g1,82,---,82) € G".
Para A € G, definamos

Ay = span{E; ;| g 'gj = 2,1 <i<j<n}.

Como cada elemento de UT,(K) é combinagdo linear das matrizes candnicas E; j, por construgdo,
para cada par i < j, existe um unico A € G de modo que 8;1 gj = A e portanto, os subespacos A

geram UT,(K), isto é,

UT,(K) =) Ay.
AEG

Em particular, temos E;; € Ay pois satisfazem g, lgi=1.

Suponhamos agora que, para um nimero finito de A temos

m
ZIX)[{ =0, X2, GA%.
=

Escrevamos cada x;, como

onde, por defini¢do de A, , os coeficientes Oc-@

~ ~ . -1
;; 530 ndo nulos (possivelmente) apenas para g; "g; = A;.

Assim, temos
m

Y loc,.(j))E,-vj —0.

1<i<j<n 1=

Como as matrizes E; j, com i < j, sdo linearmente independentes, obtemos
m
(1) _
Y o’ =0 (1.3)
=1

para todo i < j. Mas, para um par fixo (i, ), apenas um dos A, satisfaz g; 'g; = A, ou seja, em
1D todos os coeficientes ocl-(;) sdo nulos, exceto possivelmente um deles. Porém, como o somatério
em (1.3)) € nulo, tal possivel excecao também € nula. Assim, todos ocl.({) sdo nulos e cada x;, = 0.
Acabamos de mostrar que

UT,(K) = P Ay
AeG
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Denotemos por deg(E; ;) os G-graus das matrizes candnicas E; ;. Consideremos E; ; e Ey tais
que g;° e j=oe g;l g1 = B. Lembremos o seguinte fato:

g g, ) Bk sej=l
BIELETY 0, caso contrdrio

Desta maneira, sendo j = [ temos

deg(E; jEj ) = deg(Eix) = & ‘g = &; ' (8j&7 " )gr = (g7 ' ¢))(g; ' ax) = deg(Ei ;) deg(Ej).

Como aff = (gflgj)(gflgk) = gl-_lgk, obtemos E; jE;; € Agp. Se j # [ temos 0 € Ayg. Assim, em
qualquer caso, temos

AOCAﬁ g A(Xﬁ

Logo, obtemos uma G-graduagdo para UT,(K).

A construcdo acima fornece um exemplo importante de graduacio, em que o conjunto de graus
sdo determinados a partir das posi¢cdes das entradas ndo nulas das matrizes triangulares superiores.

A seguir, vejamos o conceito de graduacdo para subestruturas das dlgebras graduadas.

Defini¢ao 1.5.3. SejaA = P Ag uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um subespago vetorial B C A
geG
€ graduado quando

& @(BﬂAg)v

geG

ou seja, quando todo b € B se escreve de maneira unica como

b=Y by,

geG

onde b, € BNAg paratodo g € G.

No que segue, veremos um conceito interessante que € o suporte da graduacao, pois tal conjunto

registra precisamente os elementos g € G para os quais a componente homogénea A, € ndo nula.

Definicdo 1.5.4. Seja A = P A, uma dlgebra G-graduada. O conjunto
geG

supp(A) = {g € G: A, # 0}
€ chamado suporte da graduacio de A. Em outras literaturas, dizemos também suporte da dlgebra A.

Embora a decomposi¢do da dlgebra seja indexada por todo o grupo G, apenas os elementos per-
tencentes ao suporte da dlgebra A, de fato, contribuem para a estrutura graduada. Ou seja, o suporte
sintetiza a informagao sobre quais componentes da graduacdo participam de maneira ndo trivial na

decomposicao da algebra.
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Ademais, em geral, supp(A) ndo é um subgrupo de G. De fato, tomemos n = 2 no Exemplo|1.5.2]

G = {1,a,a*} um grupo ciclico e (g1,g2) = (1,a). Notemos que
deg(Ey 1) =deg(Exp)=1 e deg(Ei2) =a.
Desta maneira,
supp(UTz(K)) ={1,a}.

Como a? ¢ supp (U T2(K)> , segue-se que o suporte ndo é subgrupo de G.
Agora, apresentaremos algumas propriedades que nos auxiliardo no desenvolvimento deste traba-
lho. A préxima proposi¢ao assegura que a unidade de uma dlgebra graduada estd sempre concentrada

na componente de grau neutro, um fato recorrente nos resultados posteriores.

Proposicao 1.5.5. Seja A uma dlgebra G-graduada com unidade. Entdo 14 € A onde 1 é o elemento

neutro do grupo G.

Demonstracdo. Consideremos uma G-graduacdo em A, ou seja,

A=PA,.

geG
Assim, existem 1,g1,...,8, € G dois a dois distintos de modo que
n
la=a;+ Z ag,
i=1
onde a; € Ay e ag;, € Ag;,, comi=1,...,n. Sejam h € G e a;, € A, arbitrdrios. Entdo, multiplicando,

na igualdade anterior, por a;, pela esquerda, temos

n n
a, = apai +ay Z“gi =apa) + Zahagi.
i=1 i=1

Uma vez que A é G-graduada, devemos ter
apa1 €AA1 CA, e apag; € AhAgi - Ahg,--
Além disso, como a;, € Ay, tem-se
ap=a,+0+---40.

Por hipétese, h,hgy,...,hg, sdo dois a dois distintos e os elementos de A sdo escritos de maneira

unica. Entao,
n
apay =a, € Zahag,. =0,
i=1
0 que implica em
apay = ay, apag, =0, apag, =0, ..., apay, = 0.
Provamos que aja; = a;, para todo elemento homogéneo ay, ou seja, aa; = a para todo a € A. De

maneira andloga, mostra-se que aja = a para todo a € A. Portanto, a; = 14 e 14 € A1, como era o
desejado. 0
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Proposicao 1.5.6. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se A = @ Ag é uma dlgebra G-
geG
graduada, entdo

A= P Aw

hNGG/N

€ uma dlgebra (G/N> -graduada, considerando

A= P A,

geG
hN=gN

Demonstracdo. Observemos inicialmente que Ay ndo depende da escolha do representante da classe
lateral AN pois, se AN = hN entdo Ajy = Apn. Notemos também que, como cada Ajy € soma direta de
subespacos A, com g € hN tem-se que Ay € um subespago de A. Além disso, a soma dos subespagos

de A,y € exaustiva, isto é, gera toda a dlgebra A pois, dado um elemento x € A segue-se que
x= Y x
geG
com xg € Ag para apenas finitos termos nio nulos, e como cada x, pertence a Ay, devemos ter
= ¥ (X %)
hNEG/N g<€hN

Assim, temos

A=) Aw.
hNGG/N

Agora, se sSupormos que
m
th,'N :07 YN EAth?
i=1

onde as classes 4;N sdo distintas, obtemos uma decomposi¢ao finita
) =0
geG

escrevendo cada yp,y como Y .cpnYg. Como A € G-graduada, segue-se diretamente que y, =0 e

consequentemente, temos y,y = 0. Logo, obtemos
A= P Aw.
hNGG/N

Sejam a € Ay e b € Ayy dados por

a= Y a, a;€A, e b=)Y b, bEA.
gEhN tekN
Assim, agb; € Agr. Como hNkN = (hk)N temos gt € (hk)N. Entdo agh, € Ay €

ab = Z Z agbt EA(hk)N,
gehNtckN
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isto é,
ApNARN © A(pi)N-

Portanto, A € uma 4lgebra (G/ N) -graduada. [

Proposicao 1.5.7. Seja A = @ Ag uma dlgebra G-graduada. Se I é um ideal G-graduado de A, entdo
geG

A/I é uma dlgebra G-graduada
Y= {A/I] ,

geG g

sendo [A/I] = (Ag +1 )/I, isto é,
g

[A/I] ={a+1:a€A,}.
g
Demonstragdo. Sejaa € A. Como A é uma dlgebra G-graduada, temos

a=} ag

geG

para alguns ag, € A,. Sendo a + 1 um elemento em A/I, temos

a+l= (Z ag> +1= Z(ag—l—l).

geG geG

Para cada g € G, temos a; +1 € [A/]} . Desta maneira, obtemos
g

atle ) {A/I} :

8eG 8

Suponhamos que

Z (ag+1)=0.

geiG

Desta maneira, devemos ter

Zagel.

geG
Por hipoétese, I € um ideal G-graduado de A. Entdo, para cada g € G temos a, € I. Com isso, temos

ag +1 =0 e assim, obtemos

Y- || -

geG 8

Por fim, sejam (ag+1) € {A/I} e (ap+1) € [A/I] ,onde a, € A, e a; € Aj. Entdo, temos
g h

(ag +1)(an+1) = (agan) +1.
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Como A € uma élgebra G-graduada, temos

agah<£z4gAh Q;Agh.

Portanto, obtemos (a,a;) +1 € {A/I] . O
gh
Proposicio 1.5.8. Seja A = @ Ag uma dlgebra G-graduada. Se B e C sdo ideais G-graduados de A,
G
com 8¢
B=@PB,, C=PC,  ByCyCA,,
geG geG

entdo BNC é um ideal G-graduado de A, isto é,

BNC =& (BNC),,
geG

sendo (BNC), =By NCs.

Demonstragdo. Sejau € BNC. Como B e C sdo G-graduados, escrevemos

u:Zug, ug € By e u:ng, wg € Cq.
geG geG

Pela unicidade da decomposi¢do homogénea em A, segue-se que u, = w, para todo g € G e assim,
temos

ug € B;NCy e uc@B,NC,.
geG

Assim, obtemos

BNC C P B,NC,.
geG

Reciprocamente, se x € P B, NC, € dado por
geG
X = Z Xg,
geG
onde x, € B, NC,, entdo x; € B, € x, € C, para todo g € G. Logo, devemos ter
X e @Bg:B e xe@Cg:C,
geG geG

ou seja, x € BNC e, consequentemente,

& B,nC, CBNC.

geG

Por fim, se u € B,NCy e v € B,NCy, entdo

ueBg, ucCy, g€G
veB,, ve(C,, heG
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Desta maneira, obtemos

uv € Bg, e uv € Cyp,.

Logo,
uy € th N Cgh,

o que finaliza a demonstracgao. [

Dados I e I subespacos vetoriais de uma dlgebra A, denotamos por /1], o seguinte subespago
vetorial de A:
L =span{xy:x€l, ye bh}.
Proposicio 1.5.9. Seja A = @ Ag uma dlgebra G-graduada. Se Iy e I, sdo ideais graduados de A,

geG
entdo I1 I, é um ideal graduado de A.

Demonstragdo. Como Iy e I, sdo ideais graduados, temos decomposi¢oes

L=Pm), e L=EBm,

geG heG

onde (Il)g =1 ﬂAg € (Iz)h =hLNAy.
Sejam x € (I1), ey € (I2),. Como A é G-graduada, segue-se que

Xy € Agp.

Além disso, por defini¢do, temos

xyehb.

Portanto,
()g(R)n C (1) NAg.

Como todo elemento de /11, é combinagio linear finita de elementos da forma (1 )¢ (12 ), obtemos

L =Y Y (L)L)

geGheG

Para cada ¢t € G, definamos

(hih) =Y (I)g(h)n
i

Com isso,

L =@ b),

teG
o que mostra que I;I; é um subespaco graduado de A. Como o produto de ideais € novamente um

ideal, segue-se que /11 é um ideal graduado de A. 0
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A seguir, introduzimos o conceito de involucao graduada que combina as duas estruturas discuti-

das até o momento (graduacdo e involugdo).

Definicao 1.5.10. Seja A uma algebra G-graduada equipada com uma involugdo *. Dizemos que A é
uma (G, x)-dlgebra se (A,)* C A, para todo g € G. Dizemos ainda que * é uma involugio graduada

emA.

Procedendo-se de maneira natural, vamos definir os homomorfismos de dlgebras graduadas. Tais
ferramentas servem para preservar as estruturas das dlgebras e mantém as graduacdes de cada dlgebra

envolvida.

Definicao 1.5.11. Sejam A e B élgebras G-graduadas. Uma aplicacdo ¢: A — B é chamada homo-
morfismo G-graduado se ¢ ¢ um homomorfismo de dlgebras de modo que ¢(A,) C B, para todo

ge€q.

Do mesmo modo que vimos na Se¢do|[I.1] podemos dar nomes aos homomorfismos de acordo com
as condi¢des que sdo satisfeitas. Daremos destaque para o caso recorrente neste trabalho: Isomorfismo

G-graduado (ou, simplesmente Isomorfismo graduado). Desta maneira, definamos a seguir tal nocao.

Definicao 1.5.12. Sejam A e B dlgebras G-graduadas e consideremos ¢ : A — B um homomorfismo
G-graduado de A em B. Dizemos que ¢ é um isomorfismo G-graduado se ¢ for bijetivo. Dizemos

ainda que A e B sdo dlgebras G-graduadas isomorfas.

Assim como apresentado anteriormente, obtemos de maneira inteiramente andloga ao Teorema
dos Isomorfismos da Secao a versao graduada desse resultado. Esse teorema permite comparar
algebras preservando simultaneamente as estruturas envolvidas, o que sera ttil na andlise das gradu-
acodes do proximo capitulo.

No que segue, consideremos a dlgebra de Jordan J(X) unitdria livre, livremente gerada por X e
apresentaremos outro objeto universal. Dado um grupo “abeliano” G, para cada g € G, fixamos um

conjunto enumeravel de varidveis
_ [ (& (g (g
Xg—{x1 Xy X3

Assim, definamos

X={JX.
geG

Definamos, recursivamente, o G-grau d; em alguns elementos de J(X) da seguinte forma:

(i) Sex € X,, entdo dg(x) = g.

(if) Se u e v sdo mondmios de J(X), entdo dg(uv) = dg(u)dg(v).
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Para cada g € G, denotamos por J(X), o subespaco de J(X) gerado por todos os mondmios

f € J(X) tais que dg(f) = g. Percebamos, na defini¢do de produto em J(X), que
J(X)gJ (X)n ©I(X)gn
para quaisquer g,h € G. Além disso, devemos ter

J(X) =PI (X),.
g€G
Desta maneira, denotamos por J(X)8" a dlgebra J(X) com esta graduacgéo e chamamos J(X)$" por
algebra de Jordan unitéria livre G-graduada. Além disso, dizemos que um polindmio G-graduado
f € J(X)® é homogéneo de G-grau g se f € J(X),, ou seja, quando dg(f) = g.
Observamos que a hipdtese de G ser um grupo abeliano € essencial para que a graduacdo acima
esteja bem definida. Como o produto em élgebras de Jordan é comutativo, isto é, uv = vu, precisamos

ter

96 (uv) = dg(vu),

o que implica em
d6(1)9G(v) = 9G(v)dg(u),

para quaisquer mondmios u,v € J(X). Assim, a comutatividade do grupo G garante que o grau de um
mondmio independe da ordem em que os fatores aparecem, assegurando a consisténcia da estrutura
de algebra G-graduada.

Na sequéncia, vejamos o conceito de identidades polinomiais graduadas (ou simplesmente, iden-
tidades graduadas). Na secdo anterior, vimos o que denominamos frequentemente de identidades
polinomiais ordindrias. Agora, vamos refinar tal no¢do levando em conta os graus dos elementos de

uma 4lgebra graduada.

Definicao 1.5.13. Seja G um grupo abeliano e seja A = @ A, uma algebra de Jordan G-graduada.
geG
Um polindémio G-graduado
f(xggl) x(gz) o x(gk)) c J(X)gr

71k

€ uma identidade graduada para A se

f(al,az,...,ak) =0
para todos a) € Ag,,a2 € Ag,,...,a; € Ag,.

Exemplos concretos de identidades graduadas serdo fornecidos na Se¢do Agora, vejamos o

conceito de T-ideal no contexto de graduacdes de dlgebras.

Definicdo 1.5.14. Um ideal 7 de J(X)8" é dito ser um T;-ideal se ¢(I) C I para todo endomorfismo
G-graduado ¢ de J(X)3".
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Equivalentemente, na definicdo acima, dizemos que I é um Tg-ideal de J(X)8" se I é um ideal
graduado de J(X) e
FAM Ry er

para todos f(xl(fl), e ,xl(lf")) €le hgtl) eJX)y,--- ,h,(:") e J(X)y,-
Destacamos os seguintes resultados vistos na sec¢do anterior, inserindo no contexto de graduacoes:
quando o corpo € infinito, todo Tg-ideal é gerado por seus polindmios multihomogéneos e, quando a
caracteristica do corpo € zero, todo 7i-ideal € gerado por seus polindmios multilineares. As demons-
tracOes de tais resultados seguem as mesmas indicadas para identidades polinomiais ordindrias.
Diante disso, podemos relacionar as identidades polinomiais ordindrias e as graduadas através do

seguinte resultado:

Lema 1.5.15. [2] Consideremos char(K) = 0. Sejam A e B dlgebras de Jordan. Se A e B possuem
G-graduagaes tais que Tg(A) C Ti(B), entdo T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B) entdo

Esse resultado estabelece uma ponte entre as identidades graduadas e as ordindrias, permitindo

traduzir informagdes entre os dois contextos.



CAPITULO 2

Graduacoes da Algebra de Jordan das
matrizes triangulares superiores

Neste capitulo, analisamos duas familias de graduacdes da dlgebra de Jordan UJ,(K): as gra-
duacgdes elementares e as graduacdes mirror type (MT). Nossos objetivos aqui sdo descrever suas
principais propriedades estruturais, apresentar critérios praticos para distinguir quando duas dessas
graduacdes ndo sao isomorfas e, por fim, estabelecer uma classificacao, a menos de isomorfismo gra-
duado, para cada uma dessas familias de graduacgdes, a fim de desenvolver as ferramentas necessdrias

para o capitulo seguinte.

Destacamos aqui que a fundamentacdo deste capitulo se apoia na referéncia principal [15]. A
primeira secdo € dedicada as graduagdes elementares e notamos que sdo determinadas por uma tnica
sequéncia linear de graus atribuidos as matrizes candnicas. Essa simplicidade torna sua estrutura es-
pecialmente transparente e simples de trabalhar. Na segunda secdo, voltamos a atencao as graduagdes
MT, que incorporam a simetria em torno da diagonal secundéria por meio de elementos simétricos e
antissimétricos. Essa simetria impde restri¢cdes e cria padrdes espelhados no comportamento gradu-

ado de UJ,(K), tornando sua classificagdo mais delicada.

No decorrer do texto, K denota um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Por simpli-
cidade, denotamos a dlgebra de Jordan UJ,(K) das matrizes triangulares superiores n X n sobre K,
equipada do produto de Jordan aob = 5 (ab + ba), como sendo UJ,. Além disso, como UJ, estd

munida do produto de Jordan, o associador de a,b e ¢ é

(a,b,c) = (aob)oc—ao(boc).

Em situacdes nas quais a omissao de parénteses nao gere ambiguidade, adotamos a convencdo de

efetuar os produtos da esquerda para a direita. Por exemplo, o termo a o b o cod significa realizar o

38
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produto na seguinte ordem:

&)

—
((aob)oc)od.

~~
@
—_———

©)

De maneira similar para os produtos de 3 ou mais elementos:

ajoayoazo---oay_10a,= ((((ajoaz)oaz)o---)oa,_1)oay.

2.1 Graduacao Elementar de U J,

Comecamos com o estudo da graduacdo elementar, a qual desempenha papel fundamental na
caracterizag¢@o das graduagdes possiveis de UJ,. Recordemos que E; j € a matriz canOnica cuja Gnica
entrada ndo nula € 1, situada na (i, j)-entrada. Dada uma matriz x € UJ,, denotamos por (X)) a
(i, j)-entrada de x.

Para i,m € N, definamos
Eim = Ei,i+ma E_im= n—i—m+1,n—i+1,

(X)(i:m) = (x)(i,ier)a (x)(fi:m) = (x)(nfiferl,anl)-

Em outras palavras, podemos dizer que:

* a matriz E;., é definida como a matriz candnica cuja Unica entrada ndo nula € igual a 1 e estd
localizada na posigdo (i,i 4+ m). Geometricamente, para obter E;.,, partimos da entrada (1, 1),
deslocamo-nos i — 1 posi¢des ao longo da diagonal principal até alcangar a posicéo (i,i) e, em
seguida, percorremos m unidades para a direita. Nessa posicdo (i,i 4+ m) encontra-se a entrada

1, sendo todas as demais entradas nulas. Visualmente, obtemos:

0" 0 0 0 0

N : o :
,,,,,,,,,,, S w
0 0 e 0 e (1) e 0 [
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

coluna i coluna i +m
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* de modo andlogo, a matriz E_;.,, é definida como a matriz candnica cuja tnica entrada nao nula
¢ igual a 1 e estd localizada na posi¢do (n —i —m+ 1,n— i+ 1). Geometricamente, para obter
E_;.;m, partimos da entrada (n,n), deslocamo-nos i — 1 posigdes ao longo da diagonal principal
até alcancar a posicdo (n—i+ 1,n—i+ 1) e, em seguida, percorremos m unidades para cima.
Nessa posicdo (n—i—m+ 1,n—i+ 1) encontra-se a entrada 1, sendo todas as demais entradas

nulas. Para facilitar a compreensdo, vejamos tal matriz:

0 0 0 0 i()i 0
0~~~0~~-0~~0~~~~0 inha i 1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 o 00 0 e 00 0| i
0 0 0 0 0 0

colunan—i+1

* para encontrar (X) i) € (X)(_j.») procedemos como em E., € E_;, respectivamente.

Vale ressaltar que, G denotard um grupo com notagdo multiplicativa e com elemento neutro 1.
Caso contrério, indicaremos a nota¢do do grupo, como por exemplo os grupos aditivos (Z,+) e
(Zn,+).

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo qualquer. Chamamos uma G-graduagdo de UJ, de elementar se

todas as matrizes canOnicas E; ; sdo homogéneas na graduacdo dada.

A partir da definicdo acima, € natural investigar quais restricdes essa exigéncia feita impde sobre
os graus atribuidos a essas matrizes e como essas informacdes determinam a graduagdo como um
todo. Assim, o resultado a seguir nos fornece uma certa caracterizacao das graduacdes elementares,

descrevendo como os graus se organizam em U J,,.
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Lema 2.1.2. Seja UJ, equipada com uma G-graduacdo elementar. Entdo, devemos ter:
(i) deg(E;i;) =1parai=1,2,...,n;
(ii) A sequéncia

n= (deg(El,2)7 deg(E23), ---;deg(En—l,n))

define completamente a graduacdo;

(iii) O suporte
supp(UJ,) = {deg(E; ;) : 1 <i<j<n}

da graduacdo é comutativo.

Demonstragdo. Provaremos o item (i). Lembremos que E;; sdo as matrizes diagonais da base cand-

nica e satisfazem E?, = E; ;. Assim,

EijoE;j==-(E;Ei;+Ei Ei;) = '(2‘E,~27,-) = E} =E;;.

i :

| =
N =

Aplicando a graduagdo, obtemos
deg(E; ;0 E;) = deg(E;;) deg(Ei,) = (deg(E;)).

Por outro lado, temos
deg(E;;oE;;) = deg(E;;).

Com isso, (deg(E;;))* = deg(E;;) e assim deg(E;;) = 1.
Mostraremos (ii). Pelo produto das matrizes candnicas, podemos observar que, para i < j, 0S

termos E; ; podem ser escritos como
E;ij=2""(Eij110Ei11 120 0Ej 2 10Ej_1;).
Aplicando a graduagdo, temos
deg(Ei ;) = deg(Ei+1) deg(Eit1,i+2) - deg(Ej-2,j—1) deg(Ej-1,;)-

Como E;;,1,...,Ej_1,j sdo exatamente os termos da sequéncia 7, isso mostra que essa sequéncia
determina completamente a graduacao.

Por fim, provemos o item (iii). Para isso, definamos

= deg(ELz), h = deg(E273), veey y1 = deg(En—l,n)~
Se V,W € UJ, sdo homogéneos e V o W # 0, segue-se da defini¢do de dlgebra de Jordan que

deg(VoW)=deg(WoV).
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Como UJ, esta equipada com uma G-graduacio elementar, todas as matrizes candnicas E; ; sdo ho-
mogéneas nessa graduacdo. Além disso, pela demonstracdo do item (ii), € suficiente verificar que
titj =tjt;, parai < j,comi,j € {1,2,...,n—1}. Temos
1\~
Ejjr10(Eiit10Ei1ip20 - 0Ej1j) = (5) Ejjr10Ei

1 j—i+1
— <§) (Ej,j+1Ei,j+Ei7jEJ'J+1)

N
= (E) Eijt1.

1 Jj—i—1
Eiiv10(Ejjy10(Eir1i420Ei42i430--0E;j 1)) = Ei,i+lo(§) (Ejjr10Ei1))

Por outro lado, temos:

1\’
= Ejjs10 (5) (Ejjr1Eiv1,j+Eiv1jEj j+1)
) 11+10E1+1 j-H)

j— H—l
) (Eijiv1Eit1,j41 +Eif1,j1Eiji+1)

j—i+1
) ,]+1

Eiit10(Ejjr10(Eiy1it20Eir2430--0Ej 3 j 10Ej 1)) =Ej jr10(Eiip10Eir1i420--0Ejy j).

= N =

Dessa forma, obtemos:

Sabemos que E; j11 # 0. Assim, temos
litjtiv1 - tj—1 = Ljlilipy - Tj—1-

Como G € um grupo, vale a lei do cancelamento e, consequentemente, obtemos #;7; = t;t;, com i < J,

para todos i, j € {1,2,...,n—1}. Logo, supp(UJ,) é comutativo. O

Observemos que a ideia para demonstrar o item (iii) do lema anterior foi desenvolvida através da
nogdo na teoria de dlgebras associativas. Por exemplo, consideremos a dlgebra UT,(K) e as matrizes

candnicas Ey o, Er 3, E34 € E4 5 de UT, (K). Entéo, devemos ter
(E12E23E34)Ess = E1 2(Ex3E3 4Es5) = E 5.

Mas agora, considerando UJ, temos uma estrutura de dlgebra de Jordan (isto é, a operag¢do o é comu-

tativa) e assim, devemos ter:

(E1p0E230E34)0E s =Ej5=FEs50(E|20Ey30E34)



2.1. Graduacdo Elementar de UJ, 43

E1p0(Ey30FE340Es5)=E;5=Ej20(Es50(Ey30E34)).

Logo, obtemos:

E170(Es50(Ex30E34)) =Ess50(Ejp0E30F34),

e assim, tem-se a ideia usada anteriormente.

O lema anterior estabelece uma descricdo das graduagdes elementares, exibindo que o conjunto
dos graus das matrizes canOnicas é completamente determinado por uma unica sequéncia. Tal fato
simplifica significativamente a andlise dos resultados posteriores. Ademais, a reciproca desse resul-

tado anterior também ¢ valida, como veremos a seguir.
Lema 2.1.3. Seja UJ, equipada com uma G-graduacdo tal que:
(i) deg(E;i;) =1parai=1,2,... n;
(ii) as matrizes E1p, E>3, ..., E,_1, sdo homogéneas.
Entdo, a G-graduagdo de UJ, é necessariamente elementar.

Demonstragdo. Definamos deg(E; ;1) = gi, onde g; € G para todo i. Provemos que cada matriz

candnica E; ; € homogénea com
deg(E; ;) = gigi+1" " 8j—1-
Por hipoétese, E;; € E; ;1 sdo homogéneas com graus 1 e g;, respectivamente. Além disso, sabemos
que
Eij=2""(Eiit10Eif1i120--0Ej 1).
Desta maneira, as matrizes E; ; sdo escritas como produto de elementos homogéneos, resultando que

também sdo homogéneas. Entdo,

deg(Eij) = deg(Eii+10Eit1 20 0Ej_1;)
= deg(E;;t+1)deg(Eir1,it2)---deg(E;—1 )
= 8i8i+1"""8j—1-

Portanto, cada matriz candnica E; ; € homogénea e assim, a G-graduacdo de UJ, € necessariamente

elementar. L

Assim, os Lemas [2.1.2] e [2.1.3] permitem identificar precisamente quando uma graduagio ¢ ele-
mentar, fornecendo uma certa descri¢do dessa graduagdo de UJ,. J& podemos perceber que, para
classificar as graduacdes elementares de UJ, é essencial compreender como os graus atribuidos as

matrizes candnicas E; ;1 determinam toda a estrutura graduada.
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Para tornar essa ideia mais explicita, introduzimos a notag@o na defini¢do a seguir, que define
e codifica de modo compacto os graus desses elementos fundamentais. Essa codificacdo serd es-
pecialmente conveniente ao reconstruirmos os graus dos demais E; ; € a0 compararmos graduacdes
distintas, bem como graduagdes determinadas por sequéncias diferentes. Daqui em diante, G denotara

um grupo abeliano.

Defini¢do 2.1.4. Denotemos por (UJ,,, 1) a graduacio elementar definida por n € G"~!. Essa gradu-
agdo ¢ definida colocando deg(E; ;11) = g; com g; € G paracada i, onde 1 = (g1,82,---,8n—1). Além
disso, vamos denotar por rev(n) = (gn—1,8n—2,---,81) @ reversdo da sequéncia 1, ou seja, rev(n) é
a sequéncia refletida de 7 em que a i-ésima posi¢do da nova sequéncia corresponde a (n — i)-ésima

posicao da sequéncia original.

A seguir, veremos que, a menos de isomorfismo graduado, as graduacdes (UJ,,,n) e (UJ,,rev(n))

840 as mesmas.

Lema 2.1.5. Sejan € G*!. A transformagdo linear ¢: (UJ,,n) — (UJ,,rev(n)) dada por
O(Eij) =Epjr1pn—it1

é um isomorfismo de dlgebras G-graduadas.

Demonstracdo. Para qualquer A € UJ,,, devemos ter:

n n
(Z Z aij 7j> <Z Z ¢(aijEi ) = (Z Z a;jp(E ) = Z Z aijEn—jy1n—it1-
i=0j=0 i=0j=0 i=0j=0 i=0j=0

Além disso, observemos que, por definicdo, ¢ € linear. Assim, provaremos que ¢ preserva o produto

de UJ,. Como as matrizes candnicas formam uma base para UJ,, € suficiente provarmos o acima para

o produto de tais matrizes. Para tanto, vamos considerar E; ; e Ej ;. Temos:
1
Q(EijoEk) = ¢\ 5 (EijExi+EgEi))
¢ (EijEx1) + (Ex Eij))
P(8jkEi1) + ¢ (8iiEk )

8ix@(Eir) + 6,9 (Ex;))

[\)I'dl\)l'dl\)l'—*l\)l'—‘

(
(
(
(S En—r1+1n—i+1 + OiEn— j 1 n—k+1) -

Por outro lado, temos:
Q(Eij)oo(Exy) = =-(@(Ei;)9(Exs)+ @(Ex))@(Ei}))

(En—jit n—i En—i41 n—k1 + En—i 1 nk1 En j 1 n—is1)

N =N =D =

(Gt t 11 En ot ikt 1+ Okt L e j1 Bt 1 p—i1) -
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Pelo produto de matrizes candnicas, devemos ter

On—ivin—i+1=1= 0y, sei=1

On—kt+1n—j+1=1=083, quando j=rk.

Logo, obtemos:
@(EijoEri) = @(Eij) o @(Ex)-
Para finalizar, mostraremos que ¢ preserva a graduacdo. Para isto, percebamos que, pela defini¢ao
de 1, devemos ter deg(E; ;+1) = gi. Como @(E; ;1) = Ep—ipn—i+1 e1ev(n) = (8n—1,81—2,---,81), Ob-
temos deg(E,—; n—it+1) = gn—i- Assim, g; é levado em g,_;, 0 que mostra que ¢ preserva a graduagao.

Portanto, ¢ é um isomorfismo de dlgebras G-graduadas. [

Introduzimos agora uma ferramenta combinatdria que serd essencial para o estudo dos produtos
nao nulos em UJ,. Vejamos este conjunto que é formado pelas permutagdes que preservam os pro-
dutos de Jordan ndo nulos reordenados, servindo como detalhe central para alguns resultados que
apresentaremos.

Denotamos por S, 0 conjunto das permutacdes de m elementos e seja t um inteiro onde 1 <t < m.

Consideremos ‘I,S? o conjunto das permutacdes o € S, que satisfazem as seguintes condi¢des:

(@) o(t)=1;
(b) Se existem inteiros k1,ky > Otaisque ky +kp <m—1e
{o(t—ky),o(t—ki+1),....,0(t+k)} ={1,2,....k1 +kay+ 1},

entdo, devemos ter
t—ki—1>lec(t—ki—1)=k +ky+2,

ou

t+hky+1<meoc(t+ky+1)=k +ky+2.

Além disso, denotamos por T, 0 conjunto
m
UJaw.
Outra maneira de definirmos ‘.T,Sﬁ) ¢ dada por:
T ={6eSu|o(l)>>0(t),0()=1,6(0+1)< - <o(m)}

isto é, ‘J',(,i) é o conjunto das permutagdes ¢ de {1,2,...,m} composto por:

(1) Uma sequéncia estritamente decrescente dos primeiros ¢ valores de ¢ em que o 1 aparece ne-

cessariamente na z-ésima posicao.
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(if) Uma sequéncia estritamente crescente dos m — ¢ elementos restantes.

Por exemplo, consideremos 0,7 € S5 como sendo
o — 1 2 3 45 T 1 23 435
“\s54123) ¢ " la3152)

Entdo, devemos ter ¢ € ‘J'?) CTset¢Ts.

Notamos que, em geral, J,,, ndo € um subgrupo de S,,. Por exemplo, tomemos m = 3 e sejam

1 23 1 23 ~
61—(2 ) 3>662—(3 ) 2)em‘.T3.Entao,temos

1 23
001 = 1 3 2 )

Desta maneira, tem-se 01,0, € J3 mas 6,01 ¢ T3.

Observamos, entretanto, que 7T, é fechado sobre a permutacdo reversa. De fato, seja p € S, a
permutag@o reversa, dada por p(i) =m—i+ 1. Seja ainda © € ‘.T,gﬁ). Pela definicao alternativa de ‘J',gi),
temos:

c(l)>--->0(t—1)>0c(t)=1 e o(t+1)<---<o(m).
Definamos 7 := op. Como p € uma permutacdo, segue-se que
p(m—t+1)=t,

€ portanto,

tm—t+1)=0c(p(m—t+1))=0c()=1.
Além disso, a composicao a direita por p inverte a ordem dos indices, de modo que a sequéncia
o(l)>--->0(t—1)

corresponde, em T, a sequéncia

enquanto a sequéncia

ot+1)<---<o(m)

corresponde, em T, a sequéncia

t(m—1) <---<1(1).
Assim, 7 satisfaz:
@ t(l)>--->1t(m—1),
(i) T(m—1+1)=1,

(i) t(m—1+2) <--- < 1(m),
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o que implica
op € qim=t+l) c g

Desta maneira, J,, é fechado sobre a permutacdo reversa.

Com base nas estruturas apresentadas até aqui, torna-se relevante compreender sob quais con-
di¢cdes um produto de matrizes canOnicas estritamente triangulares superiores, reordenadas por uma
permutagdo, permanece ndo nulo quando considerado o produto de Jordan.

Introduzimos o conjunto 7, que retine exatamente as permutacdes com essa propriedade, e entao,
formalizaremos essa correspondéncia, estabelecendo que um produto de Jordan reordenado perma-

nece ndo nulo se, e somente se, a permutagdo pertence a T,.

Lema 2.1.6. Sejam ry,...,r, matrizes candnicas estritamente triangulares superiores tal que o pro-

duto associativor -- -1, 0, e seja & € Sy, Entdo, 11 (1)°" " OTG=1(m) # 0 se, e somente se, G € T,.

Demonstragdo. Consideremos rg-1(1) 0 -+ 0 rg-i(y) # 0. Suponhamos, por absurdo, que ¢ ¢ T,,.

Entao, existem inteiros kp,kp positivos tais que k| + ky < m — 1 satisfazendo as condigdes:
{6_1(1)76_1(2)7'"7G_I(k1 +ky+ 1)} = {t_klat_kl + 17"'7t+k2}

como (ki +ky+2) Ft—ki—leo ki +ky+2)#t+k +1.
Como rg—1(1) 0+ OTg1(y) 7 0, t€MOS F1(1) O+ + O T 14y 1) 7 O- Por hipétese, -7, # 0
e, portanto, 7y, I'1—k,+1 - '1+k, 7 0, sendo este o tinico somando ndo nulo que aparece em
roq(l) O-++0 rcfl(kl-ﬁ-kz-ﬁ-l)’

a menos de uma poténcia de (1/2)!, onde I =k +k; + 1. Assim, se i = 6! (k| 4+ k; +2), entdo

!
1
To=1(1) 0 Olo 1 (ky+hkp+1) O i = (5 (Pt Ti—ky 17 Tihy) O
N (5) (”tfkl”t—kwrl""’t+kz”i+”i”t—k1rtfk1+1"'rl+k2)

= 0,

poisi#t+ky+1ei#t—k;— 1. Dessa forma, devemos ter Fg=1(1)© " OFg-1(y) = 0, 0 que gera um
absurdo porque rg-1(1y 0+ O rg-1(,,) 7 0. Logo, 6 € Tpp.

Por outro lado, suponhamos que ¢ € T, e seja 6! (1) = ¢. Vamos fazer a seguinte afirmagio:

Afirmacao 2.1.7. Se 1 < d < m, entdo
{oc7'(1),67'2),...,o7 Y @)Y ={t—j,....t,....t+(d—j)—1}
para algum j. E importante ressaltarmos que nio temos necessariamente
o l')=t—j,....,.c ' (i)=t,...,07 Y d)=t+(d—j)—1,

mas sim apenas uma igualdade de conjuntos.
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Mostraremos tal afirmagéo por indugéo sobre d. Para d = 1, obtemos {o~!(1)} = {¢} por defini-
¢do. Tomando d = 2, pela definigio de T;, temos 6~ !(2) =t — 1 ou 6~ !(2) =1+ 1. Assim, devemos
ter {c~!(1),671(2)} ={r—1,t} ou {o~!(1),67'(2)} = {t, + 1}. Suponhamos entio que

(6 1), Ay ={t— ooty (d— ) — 1}

para um certo d de modo que 1 < d < m e vejamos para d + 1. Como o € TJ,,, devemos ter, por
definicdo, que 6 '(d+1) =t —j—1ou o' (d+1) =1+ (d — j). Dessa forma, obtemos

{o71(1),....0c7 d),c7 ' d+ 1)} ={t—j—1,t—j,....t,....t+(d—j)—1} ou
{671(1)7"-7671(d>7671(d+1)}:{t_j7"-7t7--'7t+(d_j)_1at+(d_j>};
o que conclui a Afirmagdo [2.1.7] Com isso, podemos fazer a seguinte afirmacao:
Afirmagéo 2.1.8. 510 --0rg-1(4) # 0 para todo2 < d < m.
Provaremos por indugdo sobre d. Para d = 2, por defini¢cdo de 7,,, temos
I’G—l(l) =T c, rG_l(z) =TI ou I”G—l(z) =T1t+1-

Assim, devemos ter:

‘(Tt—lrt)

| =

(nr—1ron) =

| =

Fomi(1) ©To1(2) =

ou

1
(Hr1 F ) = 5 (riree1).

| =

To=1(1) 7o 1(2) =

Em ambos casos, rs-1(1) 0 rg-1(9) = 0 pois, por hipétese, ry - -1y, # 0.
Suponhamos agora que r-1(1) 00 T5-1(g) # 0 para um certo d tal que 2 < d < m. Pela Afirma-
cdo @ existe j de modo que a tnica maneira que o produto 75-1(j)© -+ 0 7g-1(4) seja ndo nulo é

dado por
1

d
<§) '(r’—j"'r""rt+(d—j)—l)‘
Como o € T,,, temos
Fo-l(d+1) = Tt—j-1  OW  To-l(gy1) = Fiq(d—j)-
Assim, obtemos
1 d
Fo=1(1)© " OTo-1(d) °To-1(d+1) = (§> S(r—je e @ j)-1) © Tom 1 (@)

1 d+1
= (5) ‘(”t—j‘"’"t+(dfj)*1”tfj71+’”zfj—1”t—j""”z+(dfj)*1)

1 d+1
— (5) '(rt—j—lrl*j“'rl"“rt—Q—(d—j)—l)
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ou
1\
rG*I(l)O"'Orcrl(d)orcrl(d+1) = (5) '(rl—j"'rl"'rt+(d—j)—l)or0'*1(d+1)
1) 4+
= (5) (r—j e (d—j) 1Tt (d—j) T Tes(d—jyTi—j* Tee(d—j)—1)

1 d+1

Segue-se que, em ambos os casos,

r671(1) O«-- Oro-*l(d) Ol’Gfl(dJrl) 75 0,

pois ry - - -, # 0, provando a afirmacio.

Assim, obtemos rg-1(1) 0+ 075-1(,,) 7 0 0 que finaliza a demonstragdo deste lema. [

O lema acima caracteriza exatamente as permutacdes que mant€ém nao nulos os produtos de Jor-
dan de matrizes canOnicas. Essa caracteristica, ainda que técnica, serd essencial para conectar as
propriedades combinatdrias de T, com a estrutura graduada de UJ,.

Entdo, tendo caracterizado as permutagdes que garantem quando os produtos de Jordan sdo ndo
nulos, por meio deste conjunto J,,, podemos agora identificar quais sequéncias de graus estdo associ-
adas aos produtos nao nulos de matrizes homogéneas.

A seguir, introduzimos formalmente o conceito de sequéncias 71-boas, tanto para o caso asso-
ciativo quanto no contexto de Jordan, as quais desempenham um papel essencial para os préximos

resultados desta secao.

Definicdo 2.1.9. Seja G um grupo e consideremos (UJ,, 1) uma G-graduagdo elementar sobre UJ,,.

Dizemos que uma sequéncia it = (ay,...,ay,) € G™ é:
(1) m-boa associativa se existem ry,...,r, € UT, matrizes canOnicas estritamente triangulares su-
periores tais que ry---ry, # 0 e deg(r;) = a; para todo i = 1,...,m. Caso contrdrio, u é dita

M -ruim associativa.

(2) n-boaJordan se existem ry,...,r, € UJ, matrizes canOnicas estritamente triangulares superio-
res tais que rjo---or, # 0 e deg(r;) = a; para todo i = 1,...,m. Caso contrdrio, i é 1n-ruim
Jordan.

Para facilitar o entendimento, o exemplo a seguir ilustra o conceito de sequéncia 1-boa, desta-

cando a relacdo entre o produto associativo e o produto de Jordan em UJ,,.

Exemplo 2.1.10. Consideremos o grupo Zs3 aditivo e a graduagdo elementar de UJs dada por

n= (g1782783ag4) = (67T7T7§)
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Sendo r| = Ey, ) = E 4 € r3 = E4 5 matrizes canOnicas de UJs, temos
rirry =Ej2E) 4E4s = E 5 # 0.

Pelo item (ii) do Lema [2.1.2} devemos ter deg(r;) = 0 e deg(r3) = 2. Notemos que E 4 pode ser

escrito da seguinte maneira: E; 4 = 2E 3 0 E3 4 € assim, obtemos
deg(Er4) = deg(En3) +deg(Esq) = T+1=2.

Entdo, a sequéncia u = (0, 2,2) é n-boa associativa. Agora, se considerarmos o produto de

Jordan, devemos ter

rz3orpory = E4’5 OE274 OE172

1
= 5 (EssEra+EraEas)oEia

1
= 5 (Ex50E1 )

1
= 1 (ErsE12+E12E>5)
! E
4015
0.
Assim, a sequéncia y; = (2,2, 0) é n-boa Jordan. Sabemos, por argumentos anteriores, que
Ey50Ey40E1p =Ey40FE1p0Eys =E 1 p0Ey40Eys.

Desta maneira, devemos ter mais duas sequéncias 17-boas Jordan: tr = (2,0,2) e u3 = (0

,2,2). Para
facilitar, segue-se, do Lema|2.1.2] que na entrada (i, j) da tabela abaixo temos os graus de E;

J

0

ol

Sl =l =
=Rl STH S
Sl | D =] =

A partir desse exemplo, podemos extrair a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1.11. Seja G um grupo e consideremos (UJ,, ) uma G-graduagdo elementar sobre
UJ,. Entdo, qualquer sequéncia L = (ay,...,ay) € G™ de comprimento maior ou igual a n é N-ruim

associativa e, em particular, N-ruim Jordan.

Demonstrag¢do. Consideremos uma sequéncia L = (ay,...,a,) € G™ com m > n. Suponhamos, por
absurdo, que u seja n-boa associativa. Por defini¢do, existem matrizes canOnicas estritamente trian-
gulares superiores r1,...,r, € UJ, tais que o produto associativo ryry---r, # 0 e deg(r;) = a; para

todoi=1,...,m.
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Como r; sdo matrizes canOnicas estritamente triangulares superiores, sabemos que cada matriz

¢ escrita da forma E com i; < ji € um produto de tais matrizes € ndo nulo se, e somente se,

IksJk
Jk = ix+1, 1sto €, os indices se encaixam sequencialmente iy < ip < ... < i, < j,. Desta maneira,
obtemos m < n— 1. Logo, para m > n, o produto associativo ryr,---r, se anula, contradizendo a
hipétese de que u € n-boa associativa. Deste modo, (t é 1-ruim associativa.

Além disso, como o produto de Jordan é definido por aob = (1/2)(ab + ba), segue-se que qual-
quer produto de Jordan envolvendo m matrizes candnicas, onde m > n, € uma combinacao linear de
produtos associativos de mesmo comprimento, os quais sao todos nulos. Assim, temos rjo---or, =0.

Logo, a sequéncia y é também 7n-ruim Jordan. [

A proposi¢do anterior nos fornece uma condi¢do simples para que uma sequéncia seja 7M-ruim
associativa e, em particular, 1-ruim Jordan, mostrando que o comprimento da sequéncia estd limi-
tado pela ordem da dlgebra. No entanto, o proximo exemplo ilustra que mesmo sequéncias com

comprimento estritamente menor que n podem resultar em produtos de Jordan nulos.

Exemplo 2.1.12. Tomemos o grupo G = Zj aditivo e a graduacio elementar (UJ3,M) cujo n = (1,2).
Seja i = (1,0) uma sequéncia. Apesar que L tenha comprimento menor do que n = 3, segue-se que
p é n-ruim Jordan. De fato, pela graduagdo dada por 1 = (1,2) temos os graus de E;, j posicionados

da seguinte maneira:
0

Sl |
Sl | Ol

Consideremos as matrizes candnicas estritamente triangulares superiores r| = Ej 5 e rp = Ej 3 em

UJs. Assim, deg(r) = 1 e deg(r,) = 0. Mas, o produto de Jordan rj o, é igual a 0 pois

1
riorp = -<E172E173 +E173E172) = 5(04—0) =0.

| =

Desta maneira, a sequéncia it = (deg(E; 2),deg(E; 3)) = (1,0) é n-ruim Jordan.

Introduziremos agora uma familia de polindmios associados a cada sequéncia de graus. Esses
polindmios serdo usados para traduzir o papel das sequéncias 1-ruim Jordan (ou, 1-boa Jordan) para

o contexto das identidades graduadas, permitindo analisar o comportamento da dlgebra U J,,.

Definicdo 2.1.13. Seja u = (aj,a,...,a,) € G™ uma sequéncia. Definamos o polindmio

flJ — fl(al) sz(@) 0-+-0 Igla’")

onde

((a‘) (@) (a'))

1 1 PR
X3i205X3 -1, X3; sea; =1

fi(ai) —
(a:)

x; ", sea; # 1
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Para ilustrar a construc¢do introduzida acima, vejamos agora dois exemplos de como associar o
polindmio fj, a sequéncia U: sendo uma 7-boa Jordan e a outra 7-ruim Jordan, bem como sua
avaliacdo em matrizes canOnicas triangulares superiores que resultam em produtos de Jordan nao
nulo e outro nulo, respectivamente. Tais exemplos tornardo mais claro o papel dos polindmios na

identificacdo de identidades graduadas.

Exemplo 2.1.14. Retomemos ao Exemplo 2.1.10l Como o grupo considerado é (Z3,+), segue da
defini¢cdo anterior que

sea; =0;

(@)  (ai) (ai)
(@) (4310253, 153, )

i =

x(ai), se a; # 0.

Considerando a sequéncia 3 = (0,2,2) n-boa Jordan, devemos ter o polindmio

0 2 2 0) (0) (0 2) (2
= 50 120017 = (PP Ao P .
Pelo Exemplo @, conhecemos os graus de E; ;. Consideremos as seguintes matrizes candnicas

Ei,E>»,E1 1 com graus 0, E> 4 € E45 com graus 2. Substituindo de maneira adequada as varidveis

de fy;; por tais matrizes, obtemos:

1 1
fus(E12,E22,E11,E24,Es5) = (E12,E20,E11)0Ex 40Ey 5 = 1 (EipoEr40Es) = 1_6E1’5'

Logo, fu,(E12,E22,E1,1,E24,E45) # 0 e assim, f,, ndo é identidade graduada para (UJ3,7).

Exemplo 2.1.15. Seja G = Zj3 e consideremos (UJ3, ) a graduagio elementar de UJz com 1 = (1,2).
Usemos a sequéncia u = (1,0) do Exemplo[2.1.12} que é n-ruim Jordan. Assim, temos o polindmio

1 0 1 0) (0) (0
fu=f"o 1y =20 (47 1", x57).
Sejam r| € UJz homogénea de grau 1 e r4, 75, 76 € UJz homogéneas de grau 0. Como a graduacio é
elementar, cada um desses elementos pode ser escrito como combinagao linear de matrizes candnicas

homogéneas do mesmo grau. Assim, a avaliagdo f,,(r1,r4,75,76) se escreve como combinagdo linear

das avalia¢des do tipo
fu (Ei,jvEp,q7Et7SaEu,v)

onde todas as matrizes envolvidas sdo candnicas, homogéneas e possuem graus compativeis com a
sequéncia . Como E; je (E g Et, s»Eyy) sd0 matrizes candnicas estritamente triangulares superiores

com graus 1 e 0, respectivamente, e i € 1-ruim Jordan, segue-se que

f:u (E17J7 EP,C]7E[,S7EM7V) = O'

Ou seja,
fﬂ(r17r47r57r6) :O

Portanto, f,, ¢ uma identidade graduada para (UJ3, 7).
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Os Exemplos 2.1.14] e 2.1.15] ilustram a correspondéncia entre a natureza de uma sequéncia e a

condi¢@o se o polindmio fy; pode se anular ou ndo, antecipando o resultado formal que expressa essa
equivaléncia. Entdo, motivados por tais exemplos, apresentamos a seguir um resultado que formaliza
essa correspondéncia. Trata-se de um critério que permite determinar quando f, € uma identidade

G-graduada para a dlgebra (UJ,,n).

Lema 2.1.16. Seja n € G"! e consideremos (UJ,,M) a G-graduagdo elementar sobre UJ,. Entdo,

uma sequéncia [ é N-ruim Jordan se, e somente se, fy é uma identidade G-graduada para (UJ,,n).

Demonstra¢do. Suponhamos que i = (ay,...,a;) seja uma sequéncia n-ruim Jordan. Por defini¢do,

fu= Vo i oo fi

onde
(x(at) (ai) (a'))

3i20X3i-15X3; sea; =1

fi(ai) —
xl(a"), sea; # 1
Substituamos as varidveis de f, por matrizes r; de modo que haja uma compatibilidade (igualdade)

entre o grau da varidvel e correspondente grau da matriz que ocupa a sua posicao. Notemos que:

(ai

; )) = xl(a"), entdo ]”i(ai) (r;) = r; ¢ uma matriz estritamente triangular superior com grau

e se fi(ai) (x

aj, pois toda matriz diagonal tem grau 1 e a; # 1;

* se fi(ai) (xé?"_)z,xg‘l@l,xéi“')) = ( 5‘,-’92,x§i-”‘_)1,x§‘,~”‘)), entdo fi(ai)(r3i—2vr3i—l7r3i) = (r3i—2,73i-1,13i)

€ uma matriz estritamente triangular superior com grau a;.

Assim, substituindo as varidveis de f;; pelas jd citadas matrizes r;, obtemos uma combinagdo linear
de produtos
FiloFo---0oF,,
onde cada F; é uma matriz canOnica estritamente triangular superior com deg(F;) = a;. Como u é
n-ruim, segue-se que
FIOon'--OFmZO

e, consequentemente, f,; ¢ uma identidade graduada para (UJ,, ).

Reciprocamente, suponhamos que f;; seja uma identidade G-graduada para (UJ,,n). Suponha-

mos, por absurdo, que 1 = (ay,...,a,) seja uma sequéncia 7M-boa Jordan. Entdo, por defini¢do,

existem matrizes candnicas estritamente triangulares superiores
Fl,...,Fm EUJ;/Z

tais que
deg(F;) =a; paratodoi=1,....m e Fo---oF,#0.

Definamos matrizes r; da seguinte forma:
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* sea; # 1,entdo r; = Fj;
eseaj=1leF=E  entdor;, o =E j, 31 =Ejjers;=E;,;.

Notemos que (r3;—2,73i—1,73;) = 1F;. Logo, substituindo as varidveis de fu pelas matrizes r;, levando-

se em consideracio os graus, obteremos

oFjo---0F, #0,

1 l
onde o = (5) para algum /. Absurdo, pois f,, é identidade graduada para (UJ,, 7). [

Podemos perceber que o lema acima estabelece o elo central entre as sequéncias n-ruins e as
identidades graduadas, e tal correspondéncia obtida é de grande utilidade, pois ela traduz o problema
algébrico de determinar identidades graduadas em um problema combinatério simples sobre sequén-
cias de graus, e vice-versa.

Agora, seja U um conjunto qualquer e consideremos u = (uy,us,...,u,) € U™ uma sequéncia de

simbolos. Para ¢ € S,,, definimos a aplicag¢do
ou = (ud_'(l)7u(5—](2)’ . 7uc_l(m))'
Notemos que essa aplicacdo é uma acdo a esquerda de S,,, em U", pois:

(i) paratodou € U™, temos
id u = (sg-11ys -5 Uig1 () = (W15 ttm) = 0.
(it) para quaisquer 0,y € S, e u € U™, temos

(yo)u= (“(w)*(l)w-w”(ya)*wm)) = (”o*(rl(l))v-'w”crl(rl(m)))-

Por outro lado, se denotarmos ou = (Ug-1(1),- - s Ug-1(p)) = ({1, .- ,1m), ENtAO
Y(Gu) = (’Zrl(l)’ ... ,ur1(m)) = (Mcfl(rl(l)), e 7”6*1(T1(m)))'

Logo, (yo)u = y(ou) e portanto, define uma ac@o a esquerda de S,, em U™.

Ademais, sabemos que o Unico produto associativo ndo nulo de n — 1 matrizes estritamente trian-
gulares superiores de UT, € E|2E>3---E,_1 . Entdo, o proximo resultado decorre do Lema @ e
serve para identificar precisamente quais sequéncias sdo 1-boas Jordan, com respeito as permutagdes

do conjunto T),_1.

Lema 2.1.17. Uma sequéncia u € G"' é n-boa Jordan para (UJ,,n) se, e somente se, L = O1N

para algum ¢ € T,_.
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Demonstragdo. Consideremos r; = E; ;| as matrizes canOnicas estritamente triangulares superiores.
Pela defini¢do da graduacdo elementar, temos deg(r;) = g;, onde n = (g1,...,8n—1)-
Suponhamos que 4 = o1n, com o € J,_;. Definimos entdo, para cada i, a matriz s; = Fo-1(i)-
Assim, temos:
deg(si) = deg(rg—1(;)) = 85-1(5) = Wi
para todo i. Como & € T,,_1, pelo Lema[2.1.6|segue-se que:

1082008y =Tg-1()0"*OTg-1(,_1) = 0.

Logo, existe uma sequéncia de matrizes candnicas estritamente triangulares superiores com graus

dados por u cujo produto de Jordan € ndo nulo. Portanto, tt € uma sequéncia 1-boa Jordan.

Por outro lado, vamos supor que i = (ay,...,a,_1) € G"~! é uma sequéncia 1-boa Jordan. Ento,
por defini¢do, existem sy,...,s,—1 € UJ, matrizes canOnicas estritamente triangulares superiores tais
que:

sjospo--r0s,_ 1 #0 e deg(s;))=a;, parai=1,....n—1.

Como sjosp0---0s5,_1 # 0, segue-se que o produto associativo correspondente também € nao nulo
para alguma ordem, ou seja, {si,...,5,—1} coincide (a menos de ordem) com {E|2,E23...,E,_1 4}

Assim, existe o € S, tal que

S; — Eo.—l(l-)p—l(i)Jrl = I’G—l(i).

Pelo Lema[2.1.6] segue-se que o € J,,_ e entdo,

u= (alv"'aanfl) - (deg(sl)w"?deg(sn*l)) = (gc—l(l)w"ago—l(nfl)) =on,
istoé, y =oncomo € T,_;. O

Até o momento, podemos perceber que a estrutura combinatéria de 7, reflete de forma explicita
nas possibilidades de produtos nao nulos de UJ,, refor¢ando o papel das permutacgdes na classificacdo
que apresentaremos posteriormente.

Entdo, antes de prosseguirmos, € interessante compreender o comportamento das sequéncias so-
bre a acdo de permutagdes em J,. A partir disso, estabelecemos uma condi¢do que relaciona direta-
mente uma sequéncia com sua reversa, explorando quando duas sequéncias devem ser consideradas
equivalentes nesse contexto. Assim, o lema a seguir prepara o terreno para distinguir quando duas

graduacdes sao ndo isomorfas.

Lema 2.1.18. Consideremos U um conjunto ndo vazio. Sejam u,ii € U™ sequéncias quaisquer. Se

u=1iouu=rev(i), entdo Tyu = Tyii.

Demonstracdo. Sejam u,ii € U™ sequéncias quaisquer, onde u = (uy,up, ..., uy) € A= (i, iz, ..., iy).

Suponhamos que u = ii ou u = rev(ii). Ou seja, temos dois casos:
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1. Se u =i, entdo JT,,u = T,,i.

2. Suponhamos que u = rev(ii). Seja p € T, a permutacdo reversa definida por p(i) =m —i+1,

_ 1 2 .. m—1 m
p= m m—1 ... 2 1 /)

ou seja,

Deste modo, obtemos:
u—= pI/~t = (Mpfl(]),upfl(z), e ,ﬁpfl(m)).

Agora, seja ¢ € T, arbitrério. Entdo,

ou=o(pi)=(op)i.
Como 7, é fechado para permutagdes reversas, temos cp € J,, e portanto, J,,u C T,,i. Como

i =rev(u), de forma andloga obtemos T,,ii C T, u. O

A reciproca deste lema anterior é vélida por [23, Teorema 1]. Com isso, obtemos o seguinte

resultado que caracteriza as sequéncias com suas reversas:

Lema 2.1.19. Consideremos U um conjunto ndo vazio. Dadas u,ii € U™ sequéncias quaisquer, entdo

u=1iouu=rev(i) se, e somente se, Tyu = Til.

Com isso, o préximo resultado insere o lema anterior no contexto das graduacdes elementares,
estabelecendo um critério prético de quando duas graduagdes (UJ,,n) e (UJ,,7) ndo sdo isomor-
fas. Ou seja, ele constitui um passo decisivo para classificacdo dessa graduagdo de UJ, garantindo
que, se duas sequéncias 1 e f] ndo forem iguais nem reversas uma da outra, entdo as graduacdes

correspondentes nao sao as mesmas.

Corolario 2.1.20. Sejam 0,7 € G*~! com n # §j e n # rev(f}). Entdo, (UJ,,n) % (UJ,, 7).

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que (UJ,,n) = (UJ,, 7). Neste caso, ambas satisfazem
exatamente as mesmas identidades G-graduadas. Por hipétese, 1 # 7 e n # rev(#]). Logo, pelo Lema
podemos supor, sem perda de generalidade, que T,,_ 11 & T,,_7). Assim, existe o € T,,_| de
modo que on # 61 paratodo 6 € T,_1.

Pelo Lema segue-se que U = o1 € uma sequéncia n-boa Jordan e 7)-ruim Jordan. Desta
maneira, pelo Lema o polinémio f;; ndo é uma identidade G-graduada para (UJ,,n), porém
fu € uma identidade G-graduada para (UJ,,1), o que contradiz a hipétese que (UJ,,n) e (UJ,,7)

satisfazem exatamente as mesmas identidades G-graduadas. Logo, obtemos (UJ,,,n) % (UJ,, 7). O

O resultado a seguir organiza as sequéncias de graus em classes naturalmente associadas as gradu-
acoes elementares. Tal condi¢do permitird identificar quando duas sequéncias produzem graduagdes

indistinguiveis, a menos de isomorfismo graduado.
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Proposiciio 2.1.21. Definamos a relacdo ~ em G~ da seguinte maneira: para |, ji € G*~', temos

U ~ [i se, e somente se, L = fi ou i = rev(ft). Entdo, ~ é uma relacdo de equivaléncia em G"~'.
Demonstragdo. Mostraremos que ~ é uma relagio de equivaléncia em G"~!. Temos:

(i) Reflexiva: Para todo u € G"~!, temos u = . Logo, L ~ L.

(ii) Simétrica: Se p ~ fi, entdo u = fi ou u =rev(f1). No primeiro caso, temos fi ~ . No segundo

caso, [l =rev(u) e assim, fl ~ .
(iii) Transitiva: Suponhamos u ~ fi e fi ~ v. Temos quatro possiveis casos:

(a) Seu=pfiefi=v,entdo u = v e deste modo, u ~ v.
(b) Sepu=fteft =rev(v),entdo g =rev(v) e assim, it ~ V.
(c) Sepu =rev(fi) e fil =v,entdo u =rev(v) e desta maneira, [l ~ V.

(d) Seu =rev(fi)e fi =rev(v), entdo u =rev(rev(v)) = v e portanto, [l ~ V.
Logo, segue-se que ~ € uma relacio de equivaléncia. [

Com todas as ferramentas desenvolvidas até aqui, estamos agora aptos a apresentar o resultado
principal desta secdo: a classificacdo das graduagdes elementares de UJ,, a menos de isomorfismo

graduados.

Gn—l
/'~ e as classes de G-

Teorema 2.1.22. Existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto
graduacoes elementares ndo isomorfas de UJ,. Além disso, o suporte de toda G-graduacdo elementar

de UJ, é um conjunto comutativo do grupo G.

Demonstragdo. Seja Grad o conjunto {(U Jo,m):n € G"*I} . Definamos a relagdo de equivaléncia
~ em Grad da seguinte maneira: para (UJ,,n),(UJ,,7) € Grad, tem-se (UJ,,n) =~ (UJ,, M) se, e
somente se, (UJ,,n) = (UJ,, ). Agora, defina a aplicacdo

n—1

por ®([n]) = [(UJ,,n)], onde [n] e [(UJ,,n)] denotam as classes de equivaléncia de 1 e da corres-
pondente G-graduagdo elementar de UJ,,, respectivamente. Pelo Lema[2.1.5] segue-se que & estd bem
definida. Ja pelo Coroldrio [2.1.20] a & ¢ injetiva. Pela propria defini¢do da ®, ocorre que ela é so-
brejetiva e portanto, ® € bijetiva. Ademais, pelo Lema segue-se que o suporte da G-graduagao

elementar € comutativo. ]

O teorema acima sintetiza os resultados anteriores ao mostrar que toda graduacdo elementar €
determinada por uma dnica sequéncia de graus, a menos de reversdo. Com isso, obtém-se uma clas-
sificacdo desse tipo de graduacdo, consolidando toda a discussdao desenvolvida nesta se¢ao.

A seguir, na proxima se¢do, estudaremos uma nova classe de graduagdes de UJ,, que apresenta

sutilezas e um comportamento mais elaborado em comparagdo com as elementares vistas nesta secao.
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2.2 Graduacao MT

Na Secdo |1.2] apresentamos o conceito de involugdes e exibimos as involucdes da dlgebra UT,
através de alguns exemplos e, além disso, enunciamos a classificacdo das involu¢des do primeiro tipo
obtida por Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala em [3S]. Ademais, na Secdo E], vimos também o
conceito de involucao graduada.

Posto isto, seja A uma dlgebra associativa com involugdo *. A decomposicao
A=AH gA0)
induz uma Z;-graduacdo natural na dlgebra de Jordan A com produto
1
aob= E(ab+ba).

Suponhamos ainda que a dlgebra associativa A seja dotada de uma H-graduacdo e que a involugao *
seja graduada. Nesse caso, a decomposicao acima € compativel com a graduacio por H, induzindo
uma H X Zj-graduagdo na algebra de Jordan A. Assim, a presenga de uma involucdo graduada em
uma 4lgebra associativa graduada permite construir, de maneira natural, uma estrutura de algebra de

Jordan graduada.

Pelo Exemplo a algebra UT, possui uma involugdo natural dada por

v: UT, — UT,
Eiw +— E_im

e para 7 ser uma graduagdo elementar em UT,, devemos ter: ¥ € uma involucdo graduada se, e
somente se, 11 = rev(n). A partir dessa involugdo, podemos obter uma certa nova graduagdo. Para
tanto, definamos primeiramente os elementos simétricos e antissimétricos, que servirdo como pilares

para essa nova graduagao.
Definicao 2.2.1. Sejam i,m € N. Denotemos as seguintes matrizes:

Y =B+ E_im € Y = Eiw—E_im.

rm wm

Tais matrizes sdo chamadas elementos simétricos e antissimétricos, respectivamente.

(+)

Em outras palavras, estamos dizendo que essas matrizes Y, ~ possuem as entradas posicionadas
simetricamente (antissimetricamente) em torno da diagonal secundéria. A seguir, apresentamos um

exemplo ilustrativo para facilitar a compreensao:

Exemplo 2.2.2. Consideremos a dlgebra UJg e tomemos Ej.4 € E_j.4. Tais elementos sdo, respecti-
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vamente, dados por:

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(&

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Consequentemente, as matrizes Yl(j) e Yl(;) sao

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(&

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

respectivamente.

O exemplo acima evidencia como os elementos simétricos e antissimétricos se aparentam e com-
portam, antecipando os padrdes estruturais que surgirdo na defini¢do formal dessa nova graduacao.
Agora, com relacdo a esses elementos, observemos um detalhe: se n —m € impar e | = %,
entdo
Y\ =2 =2E 1 e Y. )=0.
De fato, sejam n,m € N com m < n, e suponhamos que n —m € impar. Definamos
.. n—m+ 1
=

Como n —m € impar, temos n —m+ 1 € par de modo que i € N. Consideremos os elementos E;.,, €

E_;.,,. Por defini¢do, temos:
Eim=Eiitm € E_im=Enimiin—iv1-

Calculando explicitamente os indices de E_;.,,,, obtemos:

n—m+1
2

2n—(n—m+1)—2m+2 n—-m+1

Ciemal=— _<
n—i—m-+ n > > I

)—m+1:

n—m—|—1)+1 _ 2n—(n—m+1)+2:n—|—m—|—1 itm

= _(
n—i—+ n 5 5 5
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Assim, temos E_;., = E; i, = Ej.;y € portanto, obtemos:

() (=)
Yi:m =Eim+E_im= 2Ei:m> € Y,m =Eim—E_im=0.

Tal observacgdo sera util na classificagdo das graduagdes que veremos nesta se¢ao, pois reduz o ni-
mero de elementos a serem considerados, especialmente quando n —m € impar. Essas novas classes de
graduacdes consideram, além das matrizes candnicas, combinacdes simétricas e antissimétricas que
refletem a simetria dos elementos em relacdo a diagonal secunddria. A seguir, definimos formalmente

esse novo tipo de graduacao.

Definicao 2.2.3. Dizemos que uma G-graduacao sobre UJ,, € Mirror Pattern Type (MPT), ou sim-
(=)

plesmente Mirror Type (MT), se todos os elementos simétricos Yl(,;: ) e antissimétricos Y., sao ho-

mogéneos e deg <Yl(nt)> # deg (Yl(,;)) :

Uma propriedade interessante das graduacOes mirror type é a maneira como produtos de ele-
mentos simétricos se comportam com o produto de Jordan, ou seja, o préximo lema mostra que tais

produtos geram, novamente, elementos simétricos. Além disso, veremos que o produto de Jordan de

() (=)

um elemento simétrico Y;. * com um antissimétrico em especifico resulta no antissimétrico Y;., ’.

Lema 2.2.4. Tem-se

Yi:(r) oYi(++l):1 O OYi(J:rnlel = A’Yign—:)

1 m—1
onde A = (5) . Além disso,

on) = (5) 15

Demonstragdo. Provaremos por indugdo sobre m. Nao € dificil ver o caso m = 1. Entdo, assuma a

hipétese de indugdo que:

v ox o oY) = AYS) = A(Eiism+ En-icmttnit)
m—1
onde A = (5) . Multiplicando pelo termo seguinte Yi(++n1:1 =Eivmitme1 +Enimmp—i—m+1, te-
mos:
(+) 5y ) 1
A'Ylm ° Yi+m:1 = 5 A (Ei7i+mEi+m,i+m+l +Enfifm,n7i7m+lEnfifqul,nfiJrl)
1
= 3 A (Eiitme1 +En—icmp—it1)
— i

iim+1?

onde 1 = %l.
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Ademais, dado YZ(O_) =Eji—Ep_i+1 p—it1 temos

_ 1
Y,(nt Jo Y,fo ) = 3 (—En—i—m+1n—i+1En—ix1 n—it1 + EiEi jvm)
1
= 3 (Eijsm — En—i—m+1 n—it1)
1)y
= (5) Yzm )
o que finaliza a demonstragao. [

O lema acima descreve o comportamento dos produtos de elementos simétricos e antissimétricos
sob o produto de Jordan, revelando padrdes estruturais que justificam a denominagdo da graduagao
por mirror type, ou seja, essa propriedade obtida assegura que os produtos preservam a simetria.

O préximo resultado nos fornece uma caracterizacdo das graduagdes MT, impondo restricdes

sobre os graus dos elementos simétricos e antissimétricos, determinando a graduacao como um todo.

Lema 2.2.5. Seja UJ, equipada com uma G-graduagdo.

(a) Se a G-graduacgdo é MT, temos:

(i) deg(Yi:((T)) =1 paratodoi, e deg(Yl(:g)) = deg(Yz(za)) =...= deg(Y[(';J):o) =1 é um elemento
de ordem 2;

(ii) se g = (%1 entdo a sequéncia
n = (dea(r})),deg(¥), ... deg(r, 1))

e o elemento
t= deg(Yl(zg))
definem completamente a graduacdo;

(iii) o suporte da graduacdo é comutativo.

(b) Reciprocamente, se Yl(,;: Ve Yl(,; ) sdo homogéneos com graus distintos para todo i e todom =0, 1,

entdo a G-graduacdo é necessariamente MT.

Demonstracdo. Mostraremos o item (i). Por defini¢do, temos Yl(ar ) = Eii+E, it1n-it1. Como

- 70
deg (vSy) ovly)) = deg (v})) deg (vi)) = (aeg (v)) .

Por outro lado, devemos ter:

Yl(o+ Jo Yl((;r )y aplicando a graduacdo obtemos:

deg (¥y ovy)) = deg (vi”).

(deg (YS )>>2 = deg (Y,a(o+ )>

Assim,
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e, consequentemente,
deg (Yl(g—)) =1.

Para YZ(O_) =FE;i—E,_it1 n—it1, temos:
Yo o¥iy) = Eiit En ivinei1 =Y.
Aplicando a graduagao,
deg (1) 07y) = deg (1) dee (115) = (see (v5))"

Mas, segue-se que:

deg (i ovly)) = deg (vig)) = 1.

(wa(r)) =

Entao,

e assim, deg <Yl(a )> tem ordem 2.

Provaremos (ii). Segue-se diretamente do Lema[2.2.4]que a sequéncia
+ + +
n= (deg(Yl(zl)),deg(Yz(:l)),...,deg(Yq(zl)))
e o elemento ¢ = deg(Y, 1(:6)) definem completamente a graduagdo pois, como

ooty e 1y = (1)

temos
deg(¥iy)) = deg(v,)) deg(¥\))) - -deg(v ) ) e deg(¥y,)) = deg(¥i))) deg(rly ).

i+ i+m—1:1 iim

Por fim, mostraremos (iii). Definamos g; = deg <Yl(1+)> Pelo item (ii), basta mostrarmos que
o — 0.0 Ce g t—to: ondet—d (=)
gig&j=g8j&g>comi<j, e gjt=tgj, onder=deg Yj:0 .

Entao, devemos ter:

ij—i

) e
2



2.2. Graduacdo MT 63
Por outro lado, temos:
J i—2
(+) (+) (+) (+) (+) (+) _ (+) (+)
Yy O<Yj:1 © <Y1+110Y1+21 oY; g 0¥ 1)) = (Y, © i+1:j—i 1)
1 j—i— 1 )
= (5) OYi—i—l:j—i—l)
1 j—i—1
= (E) l+1] i
- (_) (El ]+1+En Jjn— z+1)
Desta maneira, obtemos:
(+) (+) (+) (+) (+) (+) _y(+) (+) ,y () (+)
Yo (szl © (Yz+1 19Yi g0 0¥ g OYj—l:l)) =Y. o <Yi:1 o¥iyg° OYj—l:l)
Sabemos que E; j 11 +E,—j—ir1 7 0. Assim,
8i8j8i+1" " 8j—1 = &j&i&i+1" " 8j-1
e, consequentemente, g;g; = g;gi, com i < j, paratodos i, j € {1,2,...,n—1}.
1 _
Agora, como Y].(:O) oY](l) = (5) Y](l) = Y( )oY( ) , devemos ter
tg; = deg (Yﬁ?) deg (Yj(j))
- +
= deg (Y]’(:O) on(:1 )>
_ (=)
= deg (sz1 )
_ (+) y(=)
= deg (Yj:1 oY )
_ (+) (=)
= deg (Yj:1 )deg (Yj:O )
Logo, o suporte da graduagdo é comutativo.
A demonstragdo do item (b) segue as mesmas ideias do item (a) utilizando o Lema[2.2.4] O

Esse lema estabelece as propriedades essenciais da graduagdo MT, em particular a comutatividade

do suporte e a dependéncia da sequéncia 1 e do elemento # de ordem 2, que codificam toda informacao

necessdria da graduagao.

Para um melhor entendimento de tais resultados, vejamos o seguinte exemplo de G-graduagao

MT em UJ,:

Exemplo 2.2.6. Tomemos n = 5. Consideremos o grupo aditivo G = Z4 e escolhamos 11 = (1,3) e

t=2.
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(a) Pelo Lemal[2.2.5] (ii), a matriz

possui grau 2 e as matrizes

v _

1:1

SO O OO

S oo o -
S oo OO

S oo o 0o
o= O O O

S oo o -

S O O OO

00 0

00 0

00 0

00 0

00 —I
00000
00100

vi=[000 10
00000
00000

possuem graus 1 e 3, respectivamente. Conforme o lema mencionado, os graus de tais matrizes

determinam a Z4-graduagao MT de U Js.

(b) Pelo Lema[2.2.5] (i), as matrizes

1

Jr
y()

S oo o

0

0
0
0
0

0

0
0
0
0

S oo oo

tém grau 0 e a matriz

possui grau 2.

(c¢) Além disso, temos as seguintes matrizes:

(=i Nelo Nl

S oo oo

(il el el

S O O OO

SO OO -

o O O OO

o O O oo

S OO NO

S O O OO

SO O OO

S oo oo

(il el e

o O O OO

el elall e

SO O = O

=l oNeloNe)

S oo o -

SO O OO

S oo oo

o O O oo

o O O OO

o= O OO

e elelell e

(il e e

o= O OO

y

coococo
(¢
W
o
I

SO O OO

cocor~oO
==
s+
|
cococoo

o~ ocoo
=<
]
I
coocoo

S O O OO

o O O oo

o O O OO

S oo o0

(il el

S oo O -

S OO O

(il N

S O O OO

S oo OO
S oo oo

S oo O N
]

o

)
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0 001 0 000 0O
0000 —1 001 00O
v'Y=looo0oo0 of e ¥/)=]l000 -10
0000 O 000 00O
0000 O 000 0O
Segue-se dos Lemas [2.2.4]e[2.2.5|que
deg(v\3)) =0, deg(v)y) =3, deg(v\;)=0, deg(v;3)=2,

deg(Yl(E)) =3, deg(Yl(:;)) =2, deg(Yl(:g)) =1 e deg(Yz(E)) =1,

pois
Yl(:;) =2 (Yl(:_;) © YZ(:T))7 Yl(:—;) =4 (Yl(:—i_) © YZ(:_;) © Y3(:T)) =4- (Yl(:_;) oY, :
Yl(:z) =38 (Yl(:Jlr) © YZ(:T) © YS(:JIF) © YAL(T)) =38 (Yl(:Jlr) © YZ(:T) © YZ(:JIF) © Yl(:Jlr))7 YZ(:JZF) =2 (YZ(T) © YZ(T))
na =20 er(D) v =2-(r{gorD), v =2-rger ) e v =2-(rglony}

respectivamente. Assim, a decomposicdo de UJs = @ (UJs), € dada por:
g€y

[UJS} 0 = Span {Yl(:g) ) YZ(:S) ) Y?a(:g) ’ Yl(:;) ’ Yl(:j) } ’

[U Js} T span {Yﬁ) g Yl(:_) ’ Yz(;) }v
[UJS]j = Span {Y1(;6) ) YZ(:B)’YZ(:—;)’YI(:;) }’

|:U‘]5i| 3 = Span {Yl(:;) ’ Yl(:_g) ’ YZ(:T) } :
Portanto, pela Defini¢do [2.2.3]e pelo Lema[2.2.5] obtemos a graduagido MT para UJs.

Assim como no caso das graduagdes elementares, onde a sequéncia 1) fornece uma forma com-
pacta de codificar os graus atribuidos as matrizes candnicas E;; 1, no estudo das graduagdes MT
também precisamos de uma notacdo que organize os dados fundamentais e defina essa graduagao.

A estrutura dessas graduacdes, porém, ndo € determinada pelos graus das matrizes E; ;| mas sim
pelos graus dos elementos simétricos e antissimétricos Yl(,f ), que refletem uma simetria em torno da
diagonal secunddria. Para tornar essa dependéncia explicita como vimos no Lema [2.2.5 e permitir
a reconstrucgdo sistemadtica dos graus de todos os demais elementos, introduzimos na defini¢cdo a se-
guir uma notacao que registra precisamente os graus necessdrios para definir e descrever qualquer
graduacio MT.

Essa codificacdo serd crucial para caracterizar, comparar e posteriormente classificar as gradua-

¢oes deste tipo. Daqui em diante, vamos assumir que G € abeliano.
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Definicao 2.2.7. Denotemos por (UJ,,t,1) a graduagdo MT determinada por ¢ € G e pela sequéncia
n € G? do Lema2.2.5]

Vimos, no inicio da sec¢do, que podemos obter uma graduacdo MT de UJ, através da involucao
natural de UT,(K), Ej., — E_;.,. No entanto, nem toda graduagdo mirror type é obtida por uma

involugdo e veremos isso no exemplo a seguir.
Exemplo 2.2.8. Seja G = Z4 e consideremos a gradua¢do MT de UJ; determinada por
deg (K(;L)> =1 e deg (Yz(o_)> =2

para todo i. Suponhamos, por absurdo, que G seja decomponivel, isto é, que exista um grupo H tal
que
G= Zz X H.

Como |G| = 4, segue-se que necessariamente |H| = 2, e portanto H = Z,. Assim,
G =Ty x 7o,

o que € uma contradi¢do, pois Z4 nao € isomorfo a Z, X Z,.
Logo, G é indecomponivel e ndo pode ser escrito como produto direto da forma Z; x H. Con-
sequentemente, a graduacdo MT definida por Z4 ndo pode ser obtida a partir de uma involugao,

conforme descrito anteriormente.

Pelo resultado provado em [1], a seguinte proposi¢ao nos fornece uma maneira de obter automor-

fismos de UJ, para o contexto em que estamos trabalhando.

Proposicao 2.2.9. Todo automorfismo de UJ, é um automorfismo de UT, ou a composi¢cdo de um

automorfismo de UT, com a involucdo 1: UT,, — UT,, Ei;y — E_jp,.

A partir de agora, vamos obter critérios praticos e precisos para identificar quando duas graduacodes
MT de UJ, ndo podem ser isomorfas, que nos auxiliardo a classificar essas graduacdes no teorema

principal desta se¢do.
Lema 2.2.10. Sejam n, 7 € G4, onde g = [”%11, et),tr) € G elementos de ordem 2. Se t| # t,, entdo
(Udn,11,m) Z (Udn,12,7).
Demonstracdo. Consideremos o ideal
J=span{E;;:1<i< j<n}

de UJ,, isto é, o ideal das matrizes estritamente triangulares superiores. Notemos que J € um ideal

graduado de UJ, pois, pode ser escrito como

J= span{Yi:(nf) i #0}.
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Consequentemente, o quociente UJV 7 herda uma G-graduag@o induzida e € gerado pelas classes das
matrizes diagonais.

Suponhamos, por absurdo, que exista um isomorfismo graduado ¢: (UJ,,t;,n) — (UJy,12,1).

Afirmacao 2.2.11. J é nilpotente.

Observemos que, para as matrizes candnicas estritamente superiores E; ; € Ey ;, tem-se

0, sejFkel#i

;

1 ..
E;joEy =~ (Ei jExi+ExiEij) = 5 - (8uEi + 8 ;) = { pFiny sei<j=k<l

| =
| =

1
sErj, sek<l=i<j

\

Desta maneira, o menor inteiro m tal que J”* = 0 é quando m = n.
Afirmacao 2.2.12. J € o maior ideal nilpotente de UJ,,.

Seja I um ideal nilpotente de UJ, tal que I 2 J. Entio, existe uma matriz A € I, com A = (a;;)
tal que ay, # 0 para algum k. Como a (k, k)-entrada de A™ € a}} # 0 para todo m, obtemos A™ # 0, o

que é um absurdo pois, se I é nilpotente, entdo I = 0 para algum m. Logo, I C J. Desta maneira, J

contém todo ideal nilpotente e entdo, J € o maior ideal nilpotente de U J,,.

Afirmacdo 2.2.13. ¢(J) =J

Como ¢ ¢ isomorfismo e J é um ideal nilpotente de UJ,, temos ¢(J) é um ideal nilpotente de
UJ,. Pela maximalidade de J, temos ¢(J) C J. No entanto, como (p’1 ¢ um isomorfismo, obtemos
o~ '(J) CJ,isto é,J C ¢(J). Logo, (J) = J.

Como ¢ é um isomorfismo graduado, a aplicacio

x: Uy — Uy,
u +— ou)+J

¢ um homomorfismo graduado. Além disso, ker(m) = J e entdo, pelo Teorema do Isomorfismo,

obtemos o seguinte isomorfismo graduado induzido

v: UJ’VJ N UJn/J
u+J +—  n(u)

Afirmacio 2.2.14. UJn/; = {UJIV J} @ [U J:VJ]
t
Pela Proposicao devemos ter

Ul — B [UJ,VJ}
8

geG

onde [UJVJ] = [<UJ")8+J]/J. Se g & {1,t}, entdo
g

[U J'VJ} = {0}

8
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pois (UJ,) ¢ © J eisto decorre do Lema|2.2.5, Como Yl(:J(;) +J e [UJ n/ Jl e este elemento € nao nulo,
1

temos

[UJ”/]_ 1 #{0}.

De maneira andloga, obtemos

[Uhg) #1403

Logo, uJ, n/7 € gerado como espago vetorial por elementos de grau 1 e de grau 7, obtendo-se a decom-
posicao

Ul [UJ,VJ] ® Ul .

Agora, para uma melhor compreensao, denotemos por UJ,a algebra G-graduada (UJ,,1,7). Se

) =[] =10

n n

1| # tp, entdo

([

Como vy € injetiva e [UJ'V Jl # {0}, obtemos um absurdo. Desta maneira, devemos ter
3

(U'Ii’l?tbn) % (UJVI?tZ?ﬁ)a
o que finaliza a demonstracgao. [

Lema 2.2.15. Sejat € G um elemento de ordem 2. Consideremos

n= (g17g27-'-7g61>7ﬁ = (g17g27"~ ;gq) e G?
onde g = [";ZW Se uma das seguintes condicoes sdo satisfeitas:
(a) existeumi, 1 <i< |"5t], tal que g; # g (mod (t)), ou

(b) népareg,# &y

entdo

(Udn,t,m) 2 (Udyt, 7).

Demonstragdo. Suponhamos que a condigdo (a) € satisfeita. Denotemos por Gy o grupo quociente
G/ (1) € g = g(t) como sendo a classe lateral de g € G. Consideremos a proje¢io candnica @ : G — Go.

Para qualquer G-graduacao

Uy =@ UL)g.

geG

definimos a Gy-graduagdo induzida por

(Uh)g=EPWIn)n Vg € Go.
heG
g=h
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Yl(i)

Além disso, vamos denotar por deg ( Y. ..(i) o graude Y. ~ com respeito a G-graduacido de UJ, e
G\ iim g m g

por degg, <Yl(rjn: )> o grau de Yl(rjn: ) com relacdo a nova graduacdo de UJ,, pelo grupo Gy. Por definicao

(+)

da graduacdo MT em (UJ,,t,1n), cada elemento Y;.. ’ ¢ homogéneo com

degg (Yif;:)) =g e degg (Yi;(;)) =g,

para algum g € G, e isto decorre mais precisamente do Lema[2.2.4] Aplicando ¢, obtemos

e (1)) =% ¢ deten(15) =7
pois ¢(t) = 1. Logo, temos
degg, (¥ ) = degq, (¥4 ):
)

Como E;.;, € combinacdo linear de Yl(; Ve Yl(n: €, visto acima, essas duas componentes homogé-
neas t€m um mesmo grau em Gg, obtemos que E;.;,, ¢ homogéneo na Gy-graduacio de UJ,. Este fato
vale para todo i e m, e desta maneira, todas as matrizes canOnicas E; ; sdo homogéneas nesta gradua-
¢do induzida, o que implica numa graduacao elementar determinada por uma sequéncia palindromica

Mo obtida através de 1. Ou seja,

(5757'"7gq—17g_6pg_q7gq—17"'7575)7 Senéimpar
Mo =
(g_hg_Zu"‘?gqlu@ugq17"'7g_27g_1>7 senépar

Fazemos também o mesmo para ] e fjg. Agora, suponhamos que existe y: (UJ,,t,n) — (UJ,,t,7)

um isomorfismo G-graduado. Entdo, para todo x € UJ,, onde x = £+ x com £ € (UJp)g e Xe (UJn) g,

~

tem-se deg; (W (%)) = g e deg;(w(x)) = gt. Aplicando @, obtemos

degg, (w(x)) = degg(x),

o que implica que y também é um isomorfismo Gy-graduado. Portanto, (UJ,,Mno) ¢ (UJ,, o) sdo
algebras Go-graduadas isomorfas, onde as graduacdes envolvidas sdo elementares.

Como 1 e 7)o sdo palindromicas, ou seja,
flo=rev(fo) e Mo=rev(no),
pelo Corolério teriamos necessariamente que 1y = 7)g. Contudo, por hipétese, existe i tal que
gi# & (mod (1)),

o que implica
Mo 7# To-

Logo, obtemos uma contradicao, e portanto

(Udn,t,m) Z (Udp,1,1).
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Agora, suponhamos que 7 € par e g, # &,. Consideremos o seguinte conjunto de UJ,,:

T span{Y,-f:? L {(q,o>,<q,1>}}.

()

Suponhamos que exista um isomorfismo y: (UJ,,t,m) — (UJy,,t, 7). Observemos que cada Y.,
€ homogéneo e entdo, T € um subespaco graduado de UJ,. Na verdade, pode ser mostrado por meio
de célculos simples que 7' é um ideal graduado de UJ,. Pela Proposi¢ao[2.2.9] T é invariante por todos

automorfismos de UJ, e, portanto, y(7T') = T. Desta maneira, ¥ induz um isomorfismo graduado
v UJ’VT—> UJ”/T'
Definamos agora a aplicagdo linear
r-uvJ, —uhn

da seguinte forma: para x € UJ, onde

g9 Aqq+1 *
X = dg+l,g+1 * - * |,
*

*

em que os simbolos * representam entradas que nao serdo relevantes, tem-se

a a
T(x) = 9.9 q,9+1 .
Ag+1,g+1
Nao € tao dificil ver que I satisfaz
[(xoy) =I(x)oI(y)

para todos x,y € UJ,. Logo, I' ¢ um homomorfismo de dlgebras de Jordan. Por construcio, obtemos
que I' é um homomorfismo graduado e ker(I") = 7. Assim, pelo Teorema do Isomorfismo, a aplicagido

I' induz um isomorfismo de dlgebras graduadas
0: Ul s v,

Assim, segue-se que (UJa,t,8,) = (UJa,t,8,) como algebras G-graduadas. Entretanto, tal iso-
morfismo ocorre se, e somente se, g, = §,. Como por hipétese g, # §,, obtemos uma contradigao.
Portanto, temos (UJ,,t,m) % (UJyp,1,1). O
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Lema 2.2.16. Sejat € G um elemento de ordem 2 e consideremos

n=1(8182,---,8¢):1 = (81,&2,-.-.8¢) € G?
onde g = [";21} Suponhamos que:
(i) gi=g (mod (t)), parai=1,2,...,p onde p = L%J
(ii) se n é par, entdo g, = g,.

Entdo

(UJp,t,m) = (UJy,t,1).

Demonstragdo. Definamos

17 Segi:gi7
E = B
_17 Segi:tgh

parai=1,2,...,p. Consideremos a matriz diagonal
D = diag(di,ds,...,d,) = diag(€,€,...,€,€, 1,2 - ©2€1,Ep_2 - E2€1,...,8€1,€1, 1),

onde € = €& - €.
Definamos ainda a aplicacao
C +~— DCD™ .
Nao € dificil ver que ¢ é um isomorfismo de dlgebras de Jordan. Como D € diagonal, para qualquer

C € UJ, onde C = (c;;) vale

d:
(p(C) = <—lcij) :DCDil.
dj
Assim,
+
(p(YiSI )) = Q(Eij1 £Enin-i+1)
= @(Eiit1) £Q(Enin-i+1)
i dn—l
= —FE ;1 xt—E,_;1—i+1-
di+1 i,i+1 dn7i+1 n—i,n—i+1
Pela definicdo de D, temos
d; d,—
! = 1 c ! = 81
dH—l dn—i-‘rl

Logo,
YN = B £ 6E i
(P( il ) i,i+1 & n—in—i+1-

deg ((P (Yﬁ)) ) = deg <Yi§it)> :

Se g =1, entdo
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deg ((p (Yl(li)) ) = deg (Yﬁ”) .

Yy = Ei1—Enn,

Mas, sendo & = —1 temos

No caso central,

temos
(2 (Yl(;6)> = El,l _En7n-
Logo,
d v\ ) ) = deg( ¥,
egl @\ 110 e\ 1.0 )-
Consequentemente, ¢ é um isomorfismo graduado e (UJ,,t,m) = (UJy,t, 7). O

Todos os critérios e resultados obtidos até aqui culminam o teorema a seguir, sendo o resultado
central desta secdo, que fornece a classificacdo das graduacoes MT de UJ, e estabelece exatamente

como os padrdes de simetria determinam essas graduacdes, a menos de isomorfismo graduado.

Teorema 2.2.17. Dado um grupo G, existe uma correspondéncia biunivoca entre as G-graduagoes

MT ndo isomorfas de UJ, e o conjunto M, onde

(1) sen é impar, entdo M = {(%TI)UGG’O(I):LH = (G/<f>>n2 }

-2
(2) sen é par, entdo M = {(t,n) |t€G,o(t)=2,n¢ <G/<t>> P x G}.
Ademais, toda graduacdo MT possui o suporte comutativo.

Demonstragdo. Seja Mir o conjunto {(UJ,,t,m) :t € G,0(t) =2,m € G}, onde g = (%1 Defi-
namos a relagdo de equivaléncia ~ em Mir da seguinte maneira: para (UJ,,t,n),(UJ,,f,7) € Mir,
segue-se que (UJ,,t,n) ~ (UJy,f,M) se, e somente se, (UJy,,t,M) = (UJ,,i, 7).

Consideremos a seguinte aplicacio
y. Mir, oy
dada por:
(1) se n é impar, entdo V([(UJ,,1,(81,---,84))]) = (¢, (81,---,879));

(2) sen é par, entdo W([(UJn,t,(81,---,8¢-1,8¢))]) = (t,(81,---,84—1):8¢);

onde [(UJ,,1,M)] é a classe de equivaléncia de (UJ,,,t,1m), N = (g1,.-.,84) € & = &i(t).

Pelos Lemas [2.2.10]e 2.2.15] segue-se que ¥ estd bem definida. Pelo Lema[2.2.16]a fungdo W é
injetiva, e por defini¢do € sobrejetiva. Logo, WV € bijetiva.

Por fim, pelo Lema[2.2.5] (iii), o suporte de qualquer graduacdo MT é comutativo. 0
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O teorema acima sintetiza o comportamento singular das graduacdes MT ao evidenciar como a
simetria em torno da diagonal secunddria influencia a estrutura graduada. Diferentemente das gradu-
acoes elementares, determinadas por uma unica sequéncia linear de graus, as graduacdes MT incor-
poram padrdes espelhados e tornam a classificacdo mais sutil.

Posto isto, encerramos a compreensdo das duas classes importantes de graduagdes de U J,, tratadas
neste capitulo, preparando para investigarmos, no capitulo seguinte, que, a menos de isomorfismo
graduado, toda graduacao de UJ, € elementar ou MT e, além disso, como essas estruturas interagem

com as identidades graduadas de U J,,.



CAPITULO 3

Graduacoes de UJ, e identidades graduadas

Este capitulo tem como objetivo principal classificar todas as graduagdes da dlgebra de Jordan
UJ, e, a partir dessa classificac@o, apresentar a relacdo das suas identidades graduadas. Comeg¢amos
revisitando o caso particular n = 2 da classificacao das graduagdes, nas quais ja aparecem os dois tipos
fundamentais de graduacdes (elementares e MT), que servirdo como ideia intuitiva para a generaliza-
¢do. Em seguida, desenvolvemos as ferramentas necessdrias para tratar o caso geral, estabelecendo
uma decomposicao estrutural de UJ,, que permite reduzir o estudo do problema a blocos menores e
estruturalmente simples. A partir dessa abordagem, caracterizamos as graduagdes elementares e MT,
culminando na classifica¢do geral de todas G-graduacdes de UJ,. Encerramos o capitulo examinando

como essas duas classes de graduacdes de UJ, se diferenciam no contexto de identidades graduadas.

3.1 Graduacao de UJ,

Embora a referéncia [15] sirva como base para esta dissertagdo, o caso n = 2 requer algumas
sutilezas e ajustes, pois esse caso ndo é desenvolvido plenamente na referéncia. Assim, utilizamos
também ideias de [11]] para complementar a classificacdo das graduacdes de UJ,. Desta maneira,
nesta secdo, apresentamos a classificacdo de todas as graduagdes de UJ,, a menos de isomorfismo
graduado.

Seja K um corpo com char(K) # 2. Relembremos alguns fatos a seguir. Consideremos a dlgebra
UT, = UT»(K) associativa das matrizes triangulares superiores de ordem 2 x 2 sobre K, com o pro-
duto usual de matrizes. Denotemos por UJ, = UJ,(K) o K-espago vetorial UT; com o produto de
Jordan o dado por

1
uov = 5-(uv+vu)

onde u,v € UJ,. Segue-se do Lema[l.1.18|que UJ, tem estrutura de dlgebra de Jordan.

Além disso, consideremos as matrizes canonicas

10 00
E“:(o 0) © E2=2:(0 1)

74
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em UJ,. Denotemos

|=E1+E), a=E;1—E) e b=E,,

=0 0) e (5 %) e o= (00)

A seguir, introduzimos um resultado técnico que simplificard significativamente as analises dos

ou seja,

casos futuros. Essa ferramenta serd essencial na classificacdo das graduacoes de UJ,.
Proposicao 3.1.1. Valem as seguintes propriedades:
(i) aca=1;
(ii) aob=boa=0;
(iii) bob =0;
(iv) 1ou = u para qualquer u € UJ,.

Demonstragdo. Provemos (i). Temos

1
aoca = 5'(Elz,l—E171E2,2—E272E1,1+E2272+E12’1—E1,1E2,2—E2,2E1,1+E2272>

1

- §~(2E12’1+2E§72>
2 >

= Ei|+E;

= Ei1+E

= 1

Y

como querl’amos provar.

Agora, mostremos (ii). Temos

aob = - ((El,l —Ey0)E1o+E12(E —E2,2)>
' <E171E172 —Ey E1 5 +E1pFE ) —E1,zEz72>

: <E1,2 —E; ,2)

ORI = =N —

Como UJ, é comutativa, obtemos aob =boa = 0.
Verifiquemos agora (iii):

1

5

Por fim, provemos (iv). Entdo, para qualquer u € UJ,, temos

(0+0)=—--0=0.

1 1
bob= 5 <E1,2E1,2 +E1,2El,2> = 5

1 1 1
lou:§~(1u+ul) :E'(u—i—u) :Ezbl:“,

o que finaliza a demonstragao. 0
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Pela proposi¢cdo acima, torna-se mais pratico verificar quando uma dada decomposi¢cdo de UJ,
em subespacos indexados por G, de fato, define uma graduacdo. Dados &,p € G tal que €> = 1,

denotamos
deg(1) =1, deg(a) = ¢, deg(b) =p.
Posto isto, definamos os subespacos indexados por elementos de G por
(UJy); :=span{x | x € {1,a,b} e deg(x) =1},
(UJp)e :=span{x | x € {1,a,b} e deg(x) = €},
(UR)p := span{x | x € {1,a,b} ¢ deg(x) = p},

e (UJ2)g :==0paratodo g€ G\ {l,¢,p}. Como {1,a,b} é base de UJ,, segue-se que

Ul =@ UnL).
heG

Para verificar que trata-se de uma G-graduacdo, resta-nos verificar que

(UD)n, o (UD)n, € (UL2) 1y,

para quaisquer hp,hy € G. Para tanto, basta verificarmos os produtos entre 1, a e b. Pela Proposicao

segue-se que
(1) 1ol € (Uh)1;
(2) loae€ (Uh)e;
(3) lob € (Uh)p;
4) aca€ (UJy)g, poisaca=1c¢e e2=1;
(5) aob,bob € (UJy), para qualquer g € G.
Logo, de fato, temos uma graduacio e convém fazer a seguinte defini¢ao.

Definiciio 3.1.2. Sejam £,p € G com &> = 1. Denotamos por UJ(¢&,p) a dlgebra UJ, munida da

G-graduagdo determinada por

deg(1)=1,  deg(a)=¢,  deg(b)=p,
epor (Uh), =0parage G\ {l,¢,p}.

Com a propriedade do produto descrita e tendo estabelecido as escolhas dos graus para 1,ae b
que conduzem a uma decomposicao compativel, podemos agora enunciar o resultado principal deste

caso particular, que classifica as graduagdes de UJ, a menos de isomorfismo graduado.
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Teorema 3.1.3. Seja G um grupo multiplicativo com unidade 1. Entdo, a menos de isomorfismo

graduado, toda G-graduacdo de UJ> é UJy(g,p) para algum €,p € G tal que €* = 1.

Demonstragdo. Consideremos uma G-graduagdo qualquer em

A:=UJ, =P Ay
heG

Pela Proposicao [1.5.5 a matriz identidade é homogénea com grau 1. Relembremos o associador
(u,v,w) := (uov)ow—uo (vow) para quaisquer u,v,w € A. Pelos argumentos do Exemplo [1.4.2]

todo associador é multiplo escalar de b. Logo, temos
(A,A,A) = span{b}.

Como (A,A,A) é um subespaco homogéneo de A, segue-se que b é elemento homogéneo, ou seja,
existe p € G com deg(b) = p. Tomemos x €A talque x=a-1+B-a+7y-bonde a,fB,y € K.

Notemos que xob = ab pois,
xob=a(lob)+B(aob)+y(bob)=ab+p-0+7-0=ab.
No entanto, podemos observar que xo b = 0 se, e somente se, & = 0. Assim, temos
anny (b) ={x € A:xob =0} = span{a,b}.

Como b é um elemento homogéneo, segue-se que anny (b) é um subespago graduado de A e, conse-
quentemente, existe A € K tal que
a:=a-+Ab

€ homogéneo. Escrevendo a explicitamente, temos

(o 1)

1 ¢
Consideremos U = ( 0 1) €Acomt = % Tem-se

Devemos ter

va=(o )6 4)=6 1)
Uau—! — ((1) JL_—lt) ((1) —lt) _ ((1) —t +_(71L—t)) _ ((1) 7L_—121>.

Comot = %, segue-se que A — 2t = 0 e, consequentemente, UaU ! = <(1) _01) =a.

€ entao
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Entdo, considerando o automorfismo (de 4lgebras de Jordan) y: A — A definido por
y(x) =UxU"",
devemos ter que ¥ induz uma nova graduacio em A, definida por
Afg = Y(Ay),

para todo g € G. Como ¥ € um automorfismo, segue-se que

A=PA,

geG

¢ uma decomposicdo e que y: A — A € um isomorfismo graduado entre a graduagdo original (no
dominio) e a graduagdo induzida (no contradominio).
Além disso, pela constru¢c@o acima, os elementos 1, a e b pertencem a componentes homogéneas

da graduagdo induzida. Denotando
deg(a) =€ e deg(h)=p,

com €, p € G, segue-se que a graduacdo induzida coincide, por defini¢cdo, com a graduagio UJ» (€, p).

Por fim, denotamos a o a por a?. Pela Proposicio [3.1.1] temos a® = 1 e assim, obtemos
1 = deg(1) = deg(a’) = (deg(a))?,
o que finaliza a demonstracgao. [

Dada esta classificacdo das graduacdes de UJ,, podemos organizar esta informagdo de maneira
sistemadtica. Ou seja, a seguir definimos as graduagdes possiveis de UJ,, agrupando-as em cinco tipos

distintos, cada um determinado pelas relacOes entre os parametros € € p.
Definicdo 3.1.4. Dizemos que UJ>(€,p) é uma:

(1) graduag@o associativase e #lep =1;

(2) graduagdo escalar quando € # 1 e € = p;

(3) graduacgdo classicasee=1ep # 1;

(4) graduacao trivial quando € = p = 1;

(5) graduagdode Kleinse e #£ 1,p # 1 e € #p.

Posto isto, o Teorema [3.1.3| classifica, de forma definitiva, todos os tipos possiveis de graduagdes
de UJ,. Notemos ainda que as graduagdes (1) a (4) da Defini¢do [3.1.4) aparecem em [[15], enquanto

a graduacgdo de Klein foi introduzida em [4]. Agora, em termos das duas classes de graduagdes de
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UJ, apresentadas no capitulo anterior, temos duas graduagdes elementares (a cldssica e a trivial) e
trés graduacdes MT (associativa, escalar e de Klein).

Além disso, esse caso n = 2 serd utilizado como ideia intuitiva para o caso geral de UJ, abordado
na proxima se¢do, o que permitird classificar todas as graduagdes de UJ, a menos de isomorfismo

graduado.

3.2 Graduacao Geral de UJ,

Assumamos n > 3. Seja G um grupo qualquer e fixemos uma G-graduacao de UJ,. Denotemos por
J o ideal de todas as matrizes estritamente triangulares superiores. Como J = (UJ,,,UJ,,UJ,), segue-
se que J é graduado. Além disso, segue-se da Proposi¢ao que o subespaco J" ! = span{Ej ,} é
graduado.

Consideremos agora o anulador de Ej ,:
B=anny, {E|,} ={xc€UJ, |x0E;, =0}.
Temos a seguinte afirmacao:

Afirmacio 3.2.1. B={xec UJ, | (x)(u) + (x)(n’n) =0}.

De fato, dado x € B, escrevendo x = Y}, (x)(l-J)Ei,j, temos
i<j
0 = xoEy,
1
T2 (Z(@(i,j)EwELn + ZEl,n(ﬂ(i,j)Ei,j)
i<j i<j
1
= 5 . ((x)(l,l)El,lEl,n +E1,n(x)(n,n)En7n)
1
= 5 (1) (1.1) + ) )} E1m) -

Com isso, obtemos (x) 1) + (*) (5,n) = 0, 0 que finaliza a demonstragdo.

Notemos que B € graduado pois, dado u € B, com u = ) u,, temos
geG

—uoEln— ZugoEln
geG

Assim, segue-se que ug o Ey , = 0 para todo g € G e entdo, u, € B para todo g € G.
Denotemos agora

B> =BoB= span{bjob, | by,b; € B}.

Temos a seguinte afirmacao:
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Afirmagdio 3.2.2. B> = {x € UJ, | (x)(1.1) = (x) () }-

Provaremos a afirmagéo. Se u,v € B entdo (u)(1,1) = —(u) () € (V) (1,1) = — (V) (n,n)- Assim,

(”OV)(M) = (”)(1,1)(")(1,1)

@oV) (nmy = () (1) V) () = (= (@) (1,1) (=) 1,1)) = @) 1,1y (M) (1,1,
isto €, (uov)(y,1) = (uov),,. Por outro lado, sendo x € UJ, tal que (x)(1,1) = (X)(n,), podemos
escrever

x=an(Evi+Eu)+ Y, aijEij.

I<i<j<n

(i,))#(1,1)

(i,7)#(n.n)
Como Ey | — E, , € B, temos

(El,l _En,n) o (ELI _En,n) = E171 +En,m
€ assim, temos Ei1+E,, € B2 Agora, temos o0s seguintes casos:
() 2<i=j<n—1:

As matrizes diagonais E;; satisfazem (Ei,i)(1,1) + (Ei,i)(n,n) =0, ou seja, E;; € B, e podem ser
obtidas como sendo

1 1

EiioFE;; = 3 (EiEii+EiE; ;)= 5

Logo, temos E; ; € B2.
() 1<i<j<n—1:
Pelo fato que E; ; satisfaz (Ei7j)(171) + (Ei,j)(n,n) =0, ou seja, E; ; € B, e pelo item (i), devemos
ter
1
2(EijoE) ) =25 (EijEj;+EjEij) = Ei
€, consequentemente, E,;/ j € Bz.
(i) 1<i<j=m
De maneira andloga ao item (ii), temos

1
2(EijoE;i,)=2- 5" (EijEin+EinEi;)= = (2Ei,) =Eip,

| =

eentdo E; , € B2
(v)i=lej=n:
Como n > 3, consideremos um numero ¢ tal que 1 <t < n. Segue-se que

1
. (ELn +0) - El,n

1
2-(E1;0E;,)=2- 5 (E\Ein+Ei E )| =2- 5

e assim, obtemos E , € B2
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Desta maneira, temos x € B2, o que finaliza a prova da afirmacao.

Ademais, segue-se diretamente da Proposi¢do que B? é graduado.

Seja agora C = BN B2. Entdo, devemos ter
C= {X ceUJy ‘ (x)(l,l) = (x)(n,n) = O}

Segue-se diretamente da Proposicao m que C € graduado. Assim, consideremos o quociente C/ -

Podemos visualizar os elementos de C/ 7 como sendo:

0 0O 00

*x 0 .- 00

* 00
+J,

* 0

0

onde os * denotam elementos do corpo, ndo necessariamente iguais. Devemos ter, pela Proposicao

1.5.7, que C/ 7 € graduado e, consequentemente,
U, = anngy, (C/J> ={xeUJ, |xoc+J=Jparatodo c € C}

€ graduado também. Uma visualizac@o de tais matrizes em U; € dada por:

*

*
0

S *x ¥

onde os * denotam elementos do corpo, ndo necessariamente iguais.
Seja agora Ty = UJ' = Uy o---oU;. Pode-se verificar que
———

n—vezes

Ty ={x€UJy|(x);,)=0 sempre que i le j#n}.

Uma visualizacdo para as matrizes de 77 é dada por:

k%
0

S O *
o

) 3.1

onde * denotam elementos do corpo, ndo necessariamente iguais. Pela Proposi¢ao[1.5.9] segue-se que

T} € um ideal graduado de UJ,.
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No que segue, a partir desta descri¢do inicial de 71 em UJ,, torna-se necessario compreender como
as componentes diagonais se comportam sobre o produto de Jordan e como elas se relacionam com as
demais posicdes da matriz. Esse comportamento € decisivo porque as entradas diagonais interagem

diretamente com os elementos das primeiras e tltimas linhas e colunas.
Lema 3.2.3. Existe um elemento e; € Ty homogéneo tal que

(dege2)2 =1 e e=E1—E,, (modTiNJ).
Demonstracdo. Consideremos o quociente

A= Tl/(Tl ﬂJ)'

Pelas Proposi¢des e [[.5.8 segue-se que A ¢ uma dlgebra G-graduada gerada, como espago

vetorial, pelas classes

cuja unidade é

Entdo, devemos ter

Em particular, segue-se, pela Proposi¢ao que deg(ey) = 1. Além disso, A é associativa pois
A=K xK

por meio do isomorfismo Ej | — (1,0) e E, , — (0,1).
Como dim(A) = 2, existe um elemento homogéneo x € T; tal que as classes X e e sdo linearmente

independentes em A. Dada a base {E| i,E, ,}, podemos escrever X da seguinte forma:

X=akE\ | +bE,,,

onde a,b € K com a # b pois, se a = b entdo X seria multiplo escalar de ey, contradizendo a indepen-

déncia linear. Com isso, temos duas possibilidades:
(1) deg(x) =1,

(2) deg(x) # 1.

T

Para o caso (1), obtemos A = [ /(T1 ﬂj)} . Assim,
1

deg(ELl —En’n) =1
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e, pela definicdo de graduagdo no quociente, existe e; € [T7]; homogéneo tal que
Ei1—E,,=e (modTiNJ).
Pela construcdo acima, notemos que
(deger)’ =12 =1,

como desejado.

Agora, para o caso (2), suponhamos que deg(X) = 4. Entdo, temos

A= {Tl/(T1 mJ)} & [TI/(TI mj)} "

2

Denotamos X~ = XoX. Vejamos que

© = Err + 0

pois os termos mistos £ 1 E,, e E,, Ej sdo nulos.

T

Desta maneira, X2 € [ /(T1 N J)} , Ou seja, % tem grau h? em A, com X2 # 0. Assim, devemos
h2

ter
=1 ou h=h

Como, por hipétese, i # 1, segue-se que h> = 1. Com isso, > = A&y para algum A € K. Logo,
a’> = A =b?,isto é, (a+b)(a—b) = 0 e portanto,

a=b ou a=-b.

Como mencionado acima, devemos ter a = —b. Entao,

e, consequentemente, Ey | — E, , € homogéneo de grau h. Pela defini¢do de graduac@o no quociente,

existe ep € [T1], homogéneo tal que
El,l _En,n =€) (I’IlOd T1 ﬂJ).

Além disso, temos
(deg€2)2 = h2 =1,

como queriamos demonstrar. 0

Para descrever a estrutura graduada de UJ,, € fundamental agora identificarmos os elementos
homogéneos que desempenham o papel essencial na graduacdo. O préximo resultado estabelece
que, a menos de isomorfismo graduado, podemos identificar os elementos diagonais que permitem
controlar o comportamento das posi¢des extremas da matriz e esses elementos podem ser sempre

escolhidos homogéneos.



84 Capitulo 3. Graduacoes de UJ, e identidades graduadas

Lema 3.2.4. Dada uma G-graduacdo em UJ,, a menos de um isomorfismo graduado, os elementos
er=E1+E,;, e e=E1—E,,;

sdo homogéneos com

deg(er) = (deg(e2))” = 1.
Demonstragdo. Pelo Lema[3.2.3] existe um elemento e; € 73 homogéneo de modo que
(degez)2 =1 e e=E;1—E,, (modTinJ).
Definamos entio e; = e; o €. Desta maneira, e; € homogéneo e obtemos
deg(e) = deg(ez 0 €2) = (deg(e2))* = 1.
Como e =E —E,, (mod T1NJ), segue-se que:
(a) et =E1 1 +E,, (mod T1NJ).

Além disso, denotando

I app a3 aig ... ajp1  ann

0 0 0o ... 0 ar,

0 0o ... 0 az,

er = 0 cee 0 aqp ,

0 an—1,n

—1

devemos ter
I ap aiz ais ... ayp—1 apay~+--+ai 1,1,

0 0 0o ... 0 —ayy,

0 0 0 —aszy

e; = 0 oo 0 —da4p
0 —An—1.n

1

Deste modo, pode-se ser mostrado, por calculos simples, o préximo item.
2 _
(b) el =ey.

Agora, denotemos por i, (z) o polindmio minimal de e;. Assim, m,, (z) divide z(z— 1) e temos

as seguintes possibilidades para m,, (z):

z, z—1 ou z(z—1).
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Como e ndo é a matriz nula nem a matriz identidade, o polindmio minimal de e € o préprio
z(z—1).

Entdo, pelo Teorema 5.5.9 em [3], tem-se que e é diagonalizdvel com autovalores 0 e 1. Como o
polindmio caracteristico de e é
Pei(2) = (2= 1)*(z—0)""?
e, uma vez que as multiplicidades algébrica e geométrica dos autovalores coincidem, segue-se que
e1 admite dois autovetores associados ao autovalor 1, e n — 2 autovetores associados ao autovalor 0.
Logo, existe uma conjuga¢do interna
yv: UJ, — UJ,
u +— PuP™!

tal que y(e;) = E1 1 + E; ». Desta maneira, y induz uma nova graduacdo em UJ,, isomorfa a gradu-
acdo original, de modo que &1 = E; | + E,, , € homogéneo de grau 1.

Com respeito a esta nova graduag@o, reiniciamos o processo. Ou seja, pelo Lema[3.2.3] existe um

elemento é, € 71 homogéneo tal que

ér=E11—Euy (mod T ﬂj).

Assim,
I b1 biz big ... biy—1 by
0 0 0 0 by,
0O O 0 b3
&y = 0 0 ban
0 bn—l,n
—1
Notemos que
2 b b1z by ... bip1 2byy,
0 0 o ... 0 by,
0 o ... 0 bz,
2(52051): 0 0 b4n
0 bnfl,n
-2
Portanto, definindo r, := 2(&; 0 €]) — &, devemos obter
1 000 0 by,
0 00 0 O
00 0 0
r2—2(6~2081)—€2: 0 0 0 5
0 O
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com deg(ry) = deg(é;). Provamos que

para algum o € K. A aplicagcdo

onde

10000 % 10000 —%

1 000 0 1 000 0

1 00 0 1 00 0

W= 10 0 e Wl= 1 0 0 |,

1 0 1 0

1 1
¢ um automorfismo de modo que y(é;) =Ej 1 +E,, e W(r2) = E1 1 — Ey 5, 0 que finaliza a demons-
tracdo. 0

Agora, consideremos uma dlgebra de Jordan (A,0), ndo necessariamente com unidade. A se-
guir, apresentamos a definicio de um conjunto especial para prosseguirmos com a construcdo das

ferramentas para o resultado principal desta secao.
Definicdo 3.2.5. Dado x € A, definimos (1 —x)oA:={y—xoy|y€A}.

Suponhamos que o elemento e; € UJ,, onde e; = Ej 1 + E, ,, seja homogéneo de grau 1. Entéo,

temos as seguintes afirmagdes:

Afirmacio 3.2.6. O espago vetorial A:= (1 —2ej) o ((1 — e1> o UJn> ¢é isomorfo a UJ,_».

Faremos a demonstragdo da afirmacdo. Por defini¢do, um elemento w € A é expresso como sendo
y—ejoy—2ejo(y—ejoy),
onde y € UJ,,. Simplificando a aparéncia, temos
y—ejoy—2ejo(y—ejoy)=y—ejoy—2ejoy+2ej0(ejoy)=y—3ejoy+2e;0(ejoy),
isto é,
w=y—3ejoy+2ejo(ejoy). (3.2)
Lembrando que ¢; = diag(1,0,...,0, 1), segue-se que

(e1y)(i,j) = 0= (ve1) (i,
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para2 <i < j < n— 1. Entdo, temos
(e1oy)i)=0 e (ero(e1oy))ij=0
para 2 < i < j < n— 1. Desta maneira, obtemos
W) .5y = i)

para2 <i<j<n—1.

Agora, tomandoi=1esendo2 < j <n—1, temos
(e)ay=W0ay; € Oe)a,=0.

Logo, obtemos (ej 0y); j) = % -(¥)(1,j)- Com isso, segue-se que

(er(e1oy)ay=75"Maj € ((eroy)er)u, =0,

| =

ou seja, temos (ej 0 (e10y))(1,j) = 411 - (¥)(1,j)- Desta maneira, tem-se

3 1
W)= 0a, ) — 5 M+ 3 Ma,j)=0

parai=1e2<j<n—1
Sendo 2 <i<n—1e j=n,obtemos (e1y)(;» = 0¢€ (ye1)(in) = () (in)- Assim, temos

1 1
1oV =5 OWin, (eroleroy)my =7 0w e Wi =0.

Parai=1e j=n, devemos ter (e1y) (1, = (V) (1,n) € (ve1)(1,n) = () (1,n)- Entdo,
(eroy)am=0an € (ero(e1oy))am=0)1n-

Logo, temos
W am =0 an =30 an+2-0an =0

Os casos (1,1) e (n,n) seguem de maneira andloga ao anterior e obtemos (w)(1,1) = 0= (W), n)-

Deste modo,

(W) 1 = Majy, 2<i<j<n—1,
() 0, caso contrario.

Acabamos de mostrar que todo elemento em A € da forma

00
*

* ¥ O
o O
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O isomorfismo entre A e UJ,,_, é dado por

000 00
¥ % - x 0 *
* - x 0
o )
x 0 *
0

como era o desejado.

Afirmacao 3.2.7. A ¢é graduado.
De fato, como e; € homogéneo de grau 1 e todo elemento em A € da forma (3.2), segue-se que A

¢ graduado.

Posto isto, podemos escrever
UJ,=T1 BA,
onde 7; é o ideal graduado definido em (3.1).
E pertinente a seguinte observagio: se n =3, entdo A = span{E5»} e, portanto, E; » ¢ homogéneo.
Suponhamos n > 4 e seja agora M € UT,,_, uma matriz invertivel. O correspondente automor-

fismo interno ¢y, de A é dado por
om(x) =MxM ™',

onde x € A. Consideremos a matriz n X n em bloco diagonal

M =

S O =
- o O

0

M

0

Entdo, a conjugagdo por M define um automorfismo interno de UJ,, dado por
¢(y) =mym™!

para qualquer y € UJ,,. Assim, a restricdo de ¢ a A coincide com @y, isto €,

Pla=om

pois ¢(A) = A. Provamos que todo automorfismo interno de A (conjugagio por M) pode ser estendido

a um automorfismo interno de UJ, (conjugagio por M). Além disso, notemos que

Pler)=e1 e @(ez) =en. (3.3)

Aplicando o Lema em A = UJ,_», existe um automorfismo graduado ¢y, de A, e portanto

um automorfismo graduado ¢ de UJ,, tal que

* no dominio de @ estd a graduacao original;
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* no contradominio de ¢ estd a nova graduacdo com a propriedade que
uy=Ep+E, 1,1 e w=Ej)—E, 1,1
sdo homogéneos e deg(u) = (deg(u))? = 1;
* no contradominio de ¢ os elementos
=E\1+E,, e ex=Ei1—E,,
permanecem homogéneos com deg(e1) = (deg(ez))? = 1, veja (3.3).

Portanto, de agora em diante, estamos diante de uma graduacdo em UJ, tal que ey, e, uj € u sao
homogéneos e t€ém as propriedades acima quando n > 4.

Consideremos agora J2= span{Ej ,—1,E2 4, E1 »}. Como J2é graduado e E; , € homogéneo,
existe um elemento homogéneo z € J"~2 tal que (2)(1n=1) # 0. Se (z)(1,,) # O, entdo zou;y € um
elemento homogéneo de J"~2 com (zo u1)(1,n—1) # 0 € (zouy)(1,,) = 0. Portanto, sem perda de

generalidade, podemos supor (z)(; ) = 0.

Afirmacao 3.2.8. upo0z=—ejoz.
De fato, consideremos

ey = diag(bl,bz,...,bn_l,bn) = diag(l,O,...,O,—l) €

ur = diag(dy,do,d, ..., dp_2,dn_1,dy) = diag(0,1,0,...,0,—1,0).

Entao, temos

1 1
(e202)(1n1) = 5 (01D 11y + @ a-1)ba-1) = 5 @a-1) e

1 1
(202) (1) = 5 (1@ a-1) + (@ a-1dn-1) = =5 @1
Logo, obtemos (u oz) Ln—1) (ez oz) 1,n—1)- Com cdlculos simples nas demais entradas, obtemos
U 07 = —€20%,

como era o desejado.
Desta maneira, vale o seguinte resultado:
Lema 3.2.9. deg(e;) = deg(uy).
Demonstragdo. Pela ultima afirmacdo, temos
deg(uz) deg(z) = deg(up 0z) = deg(—ez 0z) = deg(—ez) deg(z) = deg(ea) deg(2).
Como G € grupo, vale a lei do cancelamento e assim, obtemos
deg(e2) = deg(u2),

como desejado. 0
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Uma vez estabelecida a decomposi¢ao de UJ, na Afirmacgao e identificados os elementos
e1 € e; homogéneos, o passo seguinte consiste em analisar como o grau de e; influencia a forma da
graduacdo de UJ,.

O caso mais simples ocorre quando deg(ey) = 1, pois, nessa situagdo, o comportamento diagonal
€ particularmente rigido e for¢a todas as matrizes canOnicas E; ; a serem homogéneas. O lema a seguir

formaliza essa ideia e nos diz que tipo de graduagdo resulta impondo essa condic¢ao.
Lema 3.2.10. Se deg(e;) = 1 entdo, a menos de isomorfismo graduado, a graduagdo é a elementar.

Demonstragdo. Como deg(e;) = deg(ez) = 1, segue-se que Ej ; e E, , sdo homogéneos com grau
também 1.
A demonstrac¢do serd por indu¢do em n > 3.

Primeiro provaremos o lema para n = 3. Neste caso, temos
UJ; =T A,

onde A = span{E»} e, em particular, E; » ¢ homogéneo. Entdo, consideremos J o ideal das matrizes

estritamente triangulares superiores em UJ3. Como E| > € J e J € graduado, escrevamos

Eip=Y (Ei2),,

geG

onde (Ej ), € um elemento de J homogéneo de grau g. Como (E]2)(12) = 1, existe g9 € G tal que

Vi= (E1~,2)g0

satisfaz (V)(Lz) # 0. O elemento v € homogéneo e, sem perda de generalidade, suponhamos

V=1

Assim, temos

2VOE171 = VE1,1 —|—E171v = 0—}—E171V = E172 + (v)(1,3)E173.

Multiplicando a direita por 2E; >, temos
(2voE;1)02Ey2 =Ej .

Consequentemente, Ej > € produto de elementos homogéneos e, assim, homogéneo. Procedendo-se
de maneira andloga, obtemos E> 3 homogéneo e, em seguida, E| 3 = Ej 2E> 3 também homogéneo.
Como todos os E; ; sio homogéneos, segue-se que a graduacdo € elementar.

Agora, suponhamos n > 4. Escrevemos

UJ,=T ®A.
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Pelo Lema [3.2.9] temos deguy = dege, = 1 em A, com up = E» — E, 1 1. Como a graduagdo
restringe-se a A, por hipdtese indutiva a graduacdo em A € elementar. Logo, toda matriz E; ; com
2<i< j<n—1¢homogeénea.

Mostraremos que Ej > € homogéneo. Como Ej ; € J, escrevamos

Eip=Y (E12)s,

geG

onde (Ej2), € um elemento de J homogéneo de grau g. Como (ELZ)(LZ) = 1, existe go € G tal que

Vi= (El,z)go

satisfaz (V)(l,z) # 0. O elemento v € homogéneo e, sem perda de generalidade, suponhamos

Va2 =1
Assim, temos
2voE1 1 =VE1 1 +E11v=04+E1v=E|2+ (v)(173)E1,3 +t <V)(1,n)E17n'
Multiplicando a direita por 2E; >, temos
(2voEj1)02Ey2 =Ej .

Consequentemente, E > € produto de elementos homogéneos e, assim, homogéneo.
E andlogo o procedimento para provar que E,_;, € homogéneo. Primeiro consideramos um

elemento homogéneo v em J cuja entrada (n — 1,n) é igual a 1, e depois fazemos
(2‘70 En,n) © 2En—l7n—1 =Eu—1n-

Agora, como todos 0s E; ;1 1, comi=1,...,n—1, sdo homogéneos, quaisquer E; ;, com i < j, s30

produtos matriciais sequenciais
j—1—i
Eij=(2) " T'Ejjt10Eif1,420---0E;_1

e entdo, também sdo homogéneos. Assim, todos os E; ; sd30 homogéneos e obtemos a gradua¢io

elementar. n

O resultado acima mostra que, quando o elemento e, possui grau trivial, toda a estrutura graduada
se comporta de maneira compativel com a graduagdo elementar induzida pelas entradas acima da
diagonal.

Trataremos agora do caso complementar, no qual deg(e,) # 1. Ou seja, o elemento e, ao ter grau
ndo trivial, passa a atuar como uma espécie de reflexdo sobre as entradas das extremidades da matriz,
dando origem a gradua¢des com propriedade de espelhamento e simetria interna. Assim, préximo

lema mostra que este comportamento conduz exatamente as graduacdes MT.
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Lema 3.2.11. Se deg(ey) # 1 entdo, a menos de isomorfismo graduado, a graduagdo é a MT.

Demonstragcdo. Embora esta secdo seja dedicada ao caso n 2> 3, notemos que este lema € verdadeiro
para o caso n = 2 pois isso € consequéncia direta do Teorema [3.1.3] Usaremos este fato como o
primeiro passo da demonstracdo por inducio do lema quando » € par. Seja, entdo, n > 4 um nimero
par.

Pelo Lema(3.2.9] tem-se deg(uy) = deg(ez). Além disso, ja é bem conhecida a decomposi¢do
U, =TI ®A

onde A = UJ,_,. Por hipétese de indugdo, a menos de um isomorfismo graduado, A estd equipada
com uma graduac¢do MT, pois deg(uy) = deg(ez) # 1.

Como 71 NJ € graduado, tomemos z € 71 NJ homogéneo tal que (Z)(I,Z) = 1. Notemos que as
tinicas possiveis entradas ndo nulas de 27 o u; estdo nas posi¢des (1,2),(n—1,n),(I,n—1) e (2,n),
pois

2Zouy =zZur +wmz=Eip+ (Z)(l.,n—l)El,n—l + (Z)(zﬂ)Ezﬂ +(2) (n—1,0)En—11-

Definamos entdo 7 := 27 ou; e percebamos que Z € homogéneo com (Z)(Lz) = 1. Temos
2Zoer =Zer+exZ=Eip+ (@) 10 1)E1n-1— @2 mE2n — @ n-1mEn-1n
e também
2Zouwy =y +wi=E 2~ (@)1 a-1E1a-1+ (@) @nErn— () n-1nEn-1n-

Entao, definamos
Z:=Zoup+Zoes.
Como Z, er e up s@ao homogéneos, temos que Zo ey € 7o up também sdo homogéneos com mesmo
grau. Logo, 7é homogéneo dado por
7= E1,2 + OCEn—Ln

para algum o € K. Percebamos que 2? oey=FE|»—aE, 1, pois,

2zoey = (Evp+QE_1,)(E11—Enn)+ (E11—Enp)(Er2+QEq_1,)
= EI,Z - OCEn—l,n-
Se a¢ = 0, entdo
§=E12 € 2§O€2=E172.

Assim, teriamos
deg(7)deg(ez) = deg(2z 0ey) = deg(7 ),

o0 que implicaria em deg(e;) = 1, contradizendo a hipStese que deg(e;) # 1. Logo, o # 0.
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Agora, como @ # (, tomemos a matriz diagonal
A =diag(1,1,1,...,1, )
e o correspondente automorfismo y: UJ, — UJ, definido por y(x) = AxA~!. Notemos que
V(Z)=Era+En 1 W(2Z0e) =Eia—Ep1a e y(v)) =¥,

parai=2,3,..., [%1 Desta maneira, Y induz uma graduacdo MT em UJ, (contradominio), como
queriamos demonstrar.
Para o caso n = 3, consideremos z € 71 NJ homogéneo tal que (Z)(LZ) = 1. Observemos que as

tinicas entradas ndo nulas de Zo 2E; » sdo exatamente as posicoes (1,2) e (2,3) pois,
Z02Ep =7Erp +E2 07 =E12+(2)23)E23-

Definamos entao ? :=Z02E> . Notemos que ? ¢ um elemento homogéneo dado por ? =Eip+ 0k 3,
onde o € K com o # 0. Assim, procede-se de maneira andloga ao caso anterior, considerando a
matriz diagonal A = diag(1,1, @) e obtendo uma graduagdo MT induzida. Este é o caso base da
demonstracao por inducdo do lema quando n > 3 é impar. A demonstra¢ao para o caso n > 5 impar

segue 0s mesmos passos do caso n > 4 par. 0

Este lema demonstra que a presenca de um elemento diagonal homogéneo de grau nio trivial
impde a algebra UJ, uma estrutura rigidamente compativel com a graduacdo MT. A técnica central
consistiu em ajustar certos elementos de fronteira por meio de conjugacao interna, até que os padroes
matriciais caracteristicos dessa graduagdo se tornem aparentes. Assim, o caso deg(es) # 1 ndo apenas
exclui a graduacao elementar como determina, de forma natural, a estrutura de graduacao MT.

Assim, com toda construgéo feita e reunindo os casos analisados nos Lemas[3.2.10|e [3.2.11] esta-

mos agora em posi¢do de apresentar o primeiro resultado principal deste trabalho, que € a classificagdo

das graduagdes da dlgebra de Jordan UJ,, das matrizes triangulares superiores de ordem n.

Teorema 3.2.12. Toda G-graduagdo de UJ, é, a menos de isomorfismo graduado, a graduacdo ele-

mentar ou a MT. Além disso, a graduacdo possui o suporte comutativo.

Demonstragdo. Seja UJ, equipado com uma G-graduacio.

Se n = 2 entdo, pelo Teorema [3.1.3] a graduacdo em UJ, é elementar ou MT, a menos de isomor-
fismo graduado. J4 o caso n > 3 é consequéncia direta dos Lemas [3.2.4] [3.2.10/e [3.2.11} No que diz
respeito ao suporte da graduacdo, segue-se dos Teoremas [2.1.22]e[2.2.17|que ele é comutativo.  []

O teorema acima encerra a andlise estrutural das graduacdes de UJ, ao mostrar que nenhuma
outra possibilidade surge além das graduacdes elementares e MT. A decomposicao obtida ao longo da

secdo, juntamente com o comportamento do elemento diagonal e;, revela que a presenga ou auséncia
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de um grau ndo trivial de ordem 2 € precisamente o mecanismo que determina qual dos dois tipos
ocorre.

Assim, este resultado ndo apenas fornece uma classificagdo mas também estabelece um vinculo
conceitual entre a estrutura interna de UJ,, e a dindmica dos graus, ou seja, toda graduagao € controlada
pela diagonal e se propaga rigidamente pelas posicdes superiores da matriz. Essa descricdo sera
fundamental para a etapa final deste trabalho, na qual analisaremos como tais estruturas se comportam

com as identidades graduadas de UJ,.

3.3 Identidades graduadas de UJ,

Nesta secao investigamos o papel das identidades polinomiais graduadas na diferenciacdo entre
as graduagdes possiveis da dlgebra de Jordan UJ,,. Apds estabelecer, nas secdes anteriores, a classi-
ficacdo das graduagdes em termos das familias elementares e MT, voltamos a atencdo para a andlise
das identidades graduadas que cada uma delas satisfaz. Nosso objetivo aqui é compreender em que
medida essas identidades refletem na estrutura graduada de UJ,.

Mostraremos entao que graduagdes nao isomorfas dao origem a conjuntos distintos de identidades
graduadas, de modo que tais identidades se revelam uma ferramenta eficaz para distinguir tais classes
de dlgebras. Em particular, veremos que certas identidades dependem dos parametros que definem a
graduacdo, como a presenga de um elemento homogéneo cujo grau é de ordem 2, no caso MT, ou a
disposi¢ao da sequéncia associada as graduagdes elementares. Por fim, apresentaremos que, quando
duas graduacdes sao isomorfas, seus conjuntos de identidades graduadas necessariamente coincidem.

Assumamos que A} = (UJy,t1,1) é uma graduagdo MT. Além disso, assumamos ainda que A, =
(UJy,t2,M) é uma graduacdo MT com t; # 1, ou Ay = (UJy, Ti ) é uma graduacdo elementar. Entao,
devemos ter:

n
Lema 3.3.1. f = <x§11)> = xgtl) o--- oxgll) € uma identidade graduada para Ay, mas ndo é para A,.
—_——

n—vezes

Demonstragcdo. Provemos que f ndo € identidade graduada para A;. Pela Definicao temos
deg(eg) = deg(EU —En7n) =11.
Desta maneira, devemos ter que
f(e2) =eroeyo---0er =erer---er =Eq 1+ (—1)"E, , #0,

n—vezes n—vezes

isto é, f ndo ¢ identidade graduada para A;.
Agora, vamos supor que Ay = (UJ,,1n) e mostremos que f é um identidade graduada para A,.
Seja J o ideal das matrizes estritamente triangulares superiores de UJ,. Pelo Lema [2.1.2] todas as

matrizes diagonais E;; sdo homogéneas de grau 1. Logo, se a € Ay € homogéneo de grau 7; com
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t1 # 1, entdo a tem componente diagonal nula. Segue-se que a € J. Como J" = 0, todo produto de n
elementos de J € nulo. Desta maneira,
fla)=d"=go---0a=0.
n—vezes
Assim, f € uma identidade graduada para A;.

Por fim, suponhamos que A, = (UJy,t,7) é uma graduacdo MT com #; # t, e provemos que f
¢ um identidade graduada para A;. Pelo Lema [2.2.5] em uma graduacdo MT todas as componentes
diagonais Yl(g ) possuem grau 1, e todas Yl(o_ ) possuem grau exatamente . Assim, 0s Unicos graus
possiveis na parte diagonal sdo 1 e f,. Seja agora a € A, homogéneo tal que deg(a) =1¢;. Como
t1 ¢ {1,1,}, segue-se que a tem componente diagonal nula. Logo, a € J, e de maneira andloga ao caso

anterior, temos

fla)=d"=go---0a=0.
n—vezes

Desta maneira, f é identidade graduada para A, sempre que | # 1. [

Agora, vamos considerar A} = (UJ,,t,M) e Ay = (UJy,t,1), e assumamos que A} 2 A,. Usemos
também as notagdes da demonstragdo do Lema[2.2.T15] Entdo, sendo ¢ : G — Gy a projecdo candnica
onde Gy = G/(t)’ denotemos as graduacdes elementares induzidas de A e A, com respeito a ¢ por

Ay = (UJy,n0) € Ay = (UJy, Tp), respectivamente. Desta maneira, obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.3.2. Sejam A; = (UJy,t,M) e Ay = (UJy,t,1) tais que Ay  Ay. Tem-se

(a) Se ny # Mo, entdo existe um polindmio f (xghl) ,xéhZ), . ,x,(q? ”’)) que é identidade graduada para

Zz mas ndo é para A 1, ou contrdrio. Em particular,
g(xghl),xghll),...,x,(qu),x%l’”l)) = f<x§hl) +x§h1[),...,x,(q?'”) +x£,il’"l)>

€ identidade graduada para Ay mas ndo é para A;.

(b) Se no = Mo, entdo o polinémio

oo oo,

() _ ( (1) (&)

onde z; X3_05X3,1:%3; ), é uma identidade graduada para Ay mas ndo é para Ay.

Demonstracdo.  (a) Suponhamos 1 # . Pelo Lema[2.1.19] segue-se que T, 1Mo # T,,—17o. Sem
perda de generalidade, existe o € T, tal que

p:=0mo € Tp_11Mo mas U ¢ T,_17o.

Pelo Lema [2.1.17] segue-se que i € np-boa Jordan e fp-ruim Jordan. Portanto, pelo Lema
2.1.16, f,, € identidade Go-graduada para A, mas ndo é para A1, onde fu € o polindbmio graduado
introduzido na Defini¢do [2.1.13] Escrevamos

o= (),
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onde h1,...,hy, € Gy. Notemos que apenas explicitamos as varidveis do polindmio.

Como h; = {h;,th;}, segue-se que

(A = (ADK @ (A)m; e (A2)z = (A2)n, ® (A2)u-

Logo,
g(xghl),xghlt),..., x£5M),x%'mt)> = fu (xghl) +x§hlt),..., lfm) +x,(1?’”t)>

€ identidade G-graduada para A, mas ndo € para A;.

(b) Suponhamos agora 1o = 7). Decorre do Lema [2.2.15| que n € par, digamos n = 2¢, e que,
a menos de isomorfismo graduado, as sequéncias associadas as graduacdes MT podem ser

escritas como
n:(glv”wgq*l?gq) € ﬁ:(gla"wgq*l?gq)
com
gq#gm gq:gqt-
Consideremos o polindmio

f (1), ,(2) (9) q4r11) (n—1)

:Zl OZ2 O"'OZ(I quf o...ozl
U _ (D (1) (&) et .
onde z;”/ = ( 3j-2%3 /- 1,%3; ). Com o raciocinio parecido ao Lema[2.1.16} temos
fET6(A1) e feTg(A),
como queriamos demonstrar. [

Com a classificacdo estrutural estabelecida no Teorema podemos agora perguntar até que
ponto duas graduacdes distintas de UJ,, podem compartilhar as mesmas identidades graduadas. Os
Lemas[3.3.T]e[3.3.2]mostram explicitamente como construir polindmios que se anulam numa determi-
nada graduacdo, mas em outra ndo, sempre que elas nao forem isomorfas como dlgebras graduadas.

O teorema a seguir € o segundo e ultimo resultado principal deste trabalho e formaliza essa cor-
respondéncia citada mostrando que o conjunto de identidades graduadas determina completamente a

graduacdo de UJ,,.

Teorema 3.3.3. Sejam A e Ay duas G-graduagées de UJ,. Entdo, A1 = A, (como dlgebras gradua-

das) se, e somente se, Tg(A1) = Tg(A2).

Demonstracdo. Assumamos que existe um isomorfismo graduado ¢: A; — A, e consideremos um

polindmio graduado

(5 ),

Im
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Suponhamos que f € Tg(A;). Entdo, devemos ter

flay,az,...,ay,) =0

para quaisquer a; € (Al)(gj). Como ¢ € um isomorfismo graduado, temos

0=0(0) = ¢(flar.az....an)) = F(la). @(@r).....p(an) ).

Como cada @(a;) € (A2)(y,), segue-se que f € identidade graduada para A, isto €, f € TG(A2).
Aplicando o mesmo argumento para @ ' : Ay — Ay e f € T(A,) obtemos f € Tg(Ay).
Logo, temos
T(A1) CTG(A2) e Tg(Az) CTg(Ar)

e assim, obtemos
T6(Ay) = Tg(Az).

Por outro lado, suponhamos agora que A; 2 A,. Pelo Teorema [3.2.12] toda G-graduacido de UJ,
¢, a menos de isomorfismo graduado, a elementar ou a MT. Desta maneira, basta verificarmos os

seguintes casos:
1. Ay =(UJ,,t,n) éaMTe A, = (UJ,,7N) é a elementar;
2. Ay =(UJy,m) e Ay = (UJ,, 1) sdo elementares;

3. Ay = (UJy,t1,m) e Ay = (UJy, 1, 1) sdo MT, com subcasos:

(a) 1 # 12,

b) t1=t=t.

No caso 1, segue-se do Lema [3.3.1que (A1) # Tg(Az).

Ja no caso 2, pelo Teorema [2.1.22] as graduacdes elementares sdo classificadas pelas sequéncias
nef. Se A % A, entdo N # 7. Pelos Lemas [2.1.17] e 2.1.16] existe uma sequéncia u tal que o
polindmio graduado f); € identidade graduada para A, mas ndo € para Ay, ou o contrdrio. Isto €,
obtemos f,; ¢ T(A1) e fu € Tg(A2). Logo, temos novamente T (A1) # Ti(Az).

Agora, para o caso 3 (a), segue-se do Lemaque T6(Ay) # Tg(Az). No caso 3 (b), pelo Lema
obtemos TG (A1) # Tg(A3).

Portanto, se Tg(A1) = Tg(A2) entdo A = Ay, o que finaliza a demonstragdo. O

Posto isto, o resultado acima finaliza o estudo das relagdes de identidades graduadas de UJ,,, ao
evidenciar que as graduagdes elementares e MT podem ser distinguidas por meio das identidades
polinomiais que satisfazem. Em outras palavras, além de serem estruturalmente diferentes, como es-
tabelecido no Teorema[3.2.12] também exibem comportamentos incompativeis entre si, o que refor¢a

a profundidade da distin¢do entre elas.
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O Teorema [3.3.3] por sua vez, completa essa separacdo conceitual ao mostrar que o conjunto de
identidades graduadas determina, de forma precisa, a classe de graduacdo correspondente. Isso for-
nece uma caracterizacao elegante e robusta da classificacdo das graduagdes de UJ,: duas graduacdes
sdo isomorfas se, e somente se, satisfazem exatamente as mesmas identidades graduadas. Assim,
estabelece-se uma correspondéncia natural e completa entre a estrutura graduada e o comportamento
da élgebra.

Apesar disso, o problema classico de descrever explicitamente todas as identidades polinomiais
de UJ,, paran > 3, permanece aberto. Embora ndo apresentamos uma resposta positiva neste trabalho
para esse problema, cuja complexidade € bem reconhecida na literatura, os resultados apresentados
aqui sugerem que a abordagem via graduagdes pode oferecer pistas relevantes para a compreensao
futura do conjunto gerador das identidades polinomiais de UJ, e torna-se uma ferramenta util para
esclarecer esse cendrio. Em particular, os polindmios graduados revelam padrdes estruturais que
podem se mostrar relevantes para compreender a formagdo desse conjunto gerador de identidades
polinomiais para UJ,, no caso geral.

Como ainda se conhece relativamente pouco sobre o comportamento das identidades polinomiais
da dlgebra UJ,, para n > 3, o estudo realizado nesta dissertacdo buscou consolidar e sistematizar os
resultados existentes, organizando-os de maneira unificada e destacando suas interagdes. Ao analisar
em detalhes tanto a estrutura das graduac¢des quanto seu impacto sobre o comportamento das identida-
des polinomiais, esta dissertacdo contribui para uma compreensdo mais ampla de uma teoria recente

e ainda em desenvolvimento.
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