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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo introduzir conceitos e propriedades de algebras
associativas com dimensao finita, com o intuito de descrever sua estrutura. No primeiro capitulo,
apresentaremos algumas estruturas algébricas e suas propriedades, iniciando com a demonstra-
cao do teorema de Frobenius. Apéds isso, seguiremos definindo os conceitos de anéis simples,
algebras centrais, algebras com multiplicacdo, automorfismos de algebras centrais simples e
subcorpos maximais, a fim de finalizar com as demonstracdes dos teoremas de Skolem-Noether
e de Wedderburn.

No segundo capitulo, daremos enfoque a teoria de estrutura de Wedderburn. Definiremos
0s conceitos de ideais nilpotentes, anéis primos e semiprimos, unitizagéo de algebras, repre-
sentacao regular, algebras grupo, matrizes candnicas, idempotentes e ideais minimais, a fim de
demonstrar o Teorema de Maschke e os Teoremas de Estrutura de Wedderburn, que descrevem
de maneira concreta a estrutura de algebras associativas com dimensao finita. O trabalho sera
finalizado com alguns exemplos praticos que ilustram estes resultados.

Palavras-chave: Algebras associativas. Teorema de Frobenius. Teorema de Skolem-Noether.
Teorema de Maschke. Teorema de Wedderburn.



ABSTRACT

The present work aims to introduce concepts and properties of finite-dimensional associa-
tive algebras, in order to describe their structure. In the first chapter, we will present properties of
a few algebraic structures, starting with the proof of Frobenius’ theorem. After that, we will define
simple rings, central algebras, multiplication algebras, automorphisms of simple central algebras
and maximal subfields, in order to finish with the proofs of the Skolem-Noether and Wedderburn
theorems.

In the second chapter, we will focus on Wedderburn’s structure theory. We will define
the concepts of nilpotent ideals, prime and semiprime rings, unitization of algebras, regular
representation, group algebras, matrix units, idempotents and minimal ideals, in order to prove
Maschke’s theorem and Wedderburn’s structure theorems, which concretely describe the structure
of finite-dimensional associative algebras. This work will conclude with some practical examples
that illustrate these results.

Keywords: Associative algebras. Frobenius theorem. Skolem-Noether theorem. Maschke
theorem. Wedderburn theorem.
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1 INTRODUCAO

A algebra abstrata € o ramo da matematica que se dedica ao estudo de estruturas
algébricas. Uma das estruturas mais importantes sao as algebras sobre um corpo, sendo um
dos mais basicos objetos de estudo na area.

Neste trabalho faremos um estudo inicial sobre a nocao de algebra, com foco em algebras
associativas com dimenséo finita e suas propriedades.

Tais estruturas estdo inseridas na teoria das algebras ndo comutativas. Estas sao
simplesmente as estruturas nas quais a operagao de produto nao € comutativa. Um dos primeiros
exemplos deste tipo de estrutura visto na graduacao é o dos anéis de matrizes, onde para duas
matrizes n x n, n > 2, geralmente ocorre que AB # BA. Ao longo do trabalho, iremos introduzir a
algebra ndo comutativa dos quatérnios, denotada por H, em homenagem ao matematico irlandés
William Rowan Hamilton, que a descreveu em 1843.

O assunto contido aqui foi estudado a partir da referéncia (BRESAR, 2014), e a estrutura
do trabalho segue da seguinte forma:

Iniciaremos o Capitulo 3 construindo a demonstracao do Teorema de Frobenius, que diz
gue uma algebra com divisdo de dimensao finita sobre o corpo R é isomorfa a R, C ou H. Apéds
isso, definiremos a nogao de algebras simples, introduzindo a algebra de Weyl, denotada por <7,
e suas propriedades.

As seguintes secoes definem as nogdes de algebras centrais e algebras com multiplicacao,
utilizando-as para estudar automorfismos de algebras centrais simples. Um resultado importante
desta se¢éo é o Teorema de Skolem-Noether, em nome de Thoralf Skolem e Emmy Noether.
Finalizaremos o Capitulo 3 definindo subcorpos maximais e demonstrando um dos Teoremas de
Wedderburn, que diz que todo anel com diviséo finito € um corpo.

O Capitulo 4 é centrado na Teoria de Estrutura de Wedderburn que, sob certas restrigoes,
descreve a forma de uma éalgebra de dimensao finita €, em certo sentido, reduz o problema de
compreensao de algebras de dimenséo finita ao problema de compreensao das algebras com
divisao de dimensao finita.

As primeiras se¢des definem as no¢des de ideais nilpotentes e ideais primos e semipri-
mos, com alguns exemplos destas estruturas. A seguir, definiremos as nocdes de unitizagéo,
representacao regular e algebras grupo. Um importante resultado desta secéo € o Teorema de
Maschke.

Por fim, definiremos os conceitos de matrizes canénicas, idempotentes e ideais minimais,
finalizando o capitulo com as demonstracées dos Teoremas de Estrutura de Wedderburn.



2 PRELIMINARES

Neste pequeno capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos que serao
utilizados ao longo deste trabalho. Aqui, F sempre denotara um corpo €, quando necessario,
relembraremos o leitor deste fato.

Definicao 2.0.1. Uma algebra A sobre F (ou uma F-algebra) € um conjunto A + @ munido de
trés operacoes

+:AxA— A (x,y)~ x+y (soma);
:Ax A= A, (x,y) ~ xy (multiplicagéo);
-t FxA— A () x)+~ Ax (multiplicagdo por escalar),

que satisfazem as seguintes propriedades:
(@) (A,+,-) é um anel associativo;
(b) (A,+,-) éum F-espago vetorial;
(c) Mxy)=(\x)y =x(\y) paratodos A € Fe x,y €A

A seguir, daremos exemplos de algumas algebras que serao utilizadas ao longo deste
trabalho. Posteriormente, falaremos também de um importante exemplo: a algebra de Weyl.

Exemplo 2.0.2. O anel dos polindmios F[w] em uma varidvel comutativa w é uma F-algebra
com as operacdes usuais de soma e produto de polinbmios e produto por escalar. Relembramos
que seus elementos tém a forma

f(w) = ap + aw + @w? + -+ + aw"

onde ag, a4, &, ...,a, € FeneN.,

Exemplo 2.0.3. Dada uma F-algebra D, o conjunto M,(D) das matrizes n x n com entradas
em D é uma F-algebra com as operagdes usuais de soma e produto de matrizes e produto por
escalar.

Exemplo 2.0.4. Dado um espaco vetorial V sobre F, denotamos por Endg( V) o conjunto de
todas as transformacgoes lineares de V em V. Com as operacdes usuais de soma e composicao
de transformagbes lineares e produto por escalar, segue que Endg(V) é uma F-algebra.

Definicao 2.0.5. Seja A uma F-algebra.
(a) Se A é um anel unitario, dizemos que A é uma algebra unitaria.

(b) Se A é um anel com divisao, dizemos que A é uma algebra com divisao.
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Exemplo 2.0.6. Os R e C s&o R-algebras com divisdo. No préximo capitulo também exibiremos
outro importante exemplo: os quatérnios H.

Um fato simples, mas que vale a pena ser citado, é que se A € uma algebra com divisao
e u,v € A satisfazem uv = 0, entdo v = 0 ou v = 0. De fato, se u # 0 e v # 0 seguem as
implicacoes:

ww=0=>uv'uwv=u'0=>1v=0=>v=0,
0 que contradiz a suposigao.

Definicao 2.0.7. Dizemos que a dimensao de uma F-algebra A é a dimensao de A como espaco
vetorial sobre F. Neste caso, denotamos ela por

[A: F] =dimgA.
Exemplo 2.0.8. Para alguns exemplos citados anteriormente, segue que
[C:R]=2, [M,(F):F]=nr* e [F[w]:F]=oco.

Definicao 2.0.9. Um homomorfismo de F-algebras € um homomorfismo de anéis que também
€ uma transformacao linear. Um isomorfismo de F-algebras é um homomorfismo de algebras
bijetivo.

Podemos definir de maneira analogo os conceitos de endomorfismo, monomorfismo,

epimorfismo e automorfismo de algebras.

Exemplo 2.0.10. Seja A uma algebra unitéria e a € A um elemento invertivel. O homomorfismo
¢+ A— Adado por
o(x) = axa™

é chamado de automorfismo interno.

Definicao 2.0.11. Seja A uma F-algebra e S ¢ A. A subalgebra de A gerada por S é a
interseccao de todas as subalgebras de A que contém S.

Pela definicao podemos ver que a subélgebra de A gerada por S é a menor subalgebra
de A que contém S. No préximo resultado descrevemos ela de maneira explicita.

Lema 2.0.12. Seja A uma F-algebrae S ¢ A. A subalgebra de A gerada por S é o subespaco
vetorial de A gerado pelos elementos

S182:++8p

onde sy, S5,...,8S, € SeneN.
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3 ALGEBRAS COM DIVISAO DE DIMENSAO FINITA

Este capitulo tem por objetivo definir estruturas de algebras e suas propriedades, bem
como expor alguns exemplos de algebras importantes. Os principais resultados demonstrados
serdo o Teorema de Frobenius, o Teorema de Skolem-Noether e o Teorema de Wedderburn.

3.1 UM RESULTADO DE FROBENIUS

Nesta secdo, nos dedicaremos a demonstrar o Teorema de Frobenius, apresentando
lemas que serdo utilizados em sua demonstracao.

Ao longo da sec¢ao, D denotara uma R-algebra com divisdo de dimensao finita n > 1.

Um nUmero real a € R serd identificado com « - 1p, onde 1, é o elemento identidade de
D.

Lema 3.1.1. Para todo x € D, existe \ € R tal que x*> + Ax € R.

Demonstracdo. Como D tem dimensao n, os n+ 1 elementos 1,x,x2,...,x" sdo linearmente
dependentes. Assim, existe um polinémio n&o nulo f(w) € R[w], de grau no méximo n, tal que
f(x) = 0. A menos de um mdltiplo, podemos assumir que o coeficiente lider do polindmio seja
igual a 1, isto &,

2

flw)=w'+a 1w +a w2+ + ajw + a,

onde a;_4, @i_,...,a1,a € R e t < n. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, f(w) pode ser
fatorado como produto de polindmios de grau 1 e grau 2 irredutiveis em R[w]:

f(w) = (w=aq)(w-a,)(W?+ X\w + 11 )(w? + Asw + fig)
onde «;, A;, i1 € R. Como f(x) =0, temos
F(x) = (x =) (x =) (X2 + Xyx + ) (X2 + XeX + 1) = 0.

Como D é uma algebra com divisdo, um destes fatores deve ser 0. Logo, x € raiz de um polindmio
linear ou quadratico em R[w].
Se para algum k ocorrer (x — ax) = 0, entao teremos

x=oxeR e x>+1xeR.

Se para algum k ocorrer (x? + A\ x + j1x) = 0, entéo teremos
x% + )\kX =~k € R.
Nos dois casos acima existe ) € R tal que x® + \x € R, finalizando a demonstragdo. [

Antes do proximo lema, colocaremos um exemplo como motivagéo.
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Exemplo 3.1.2. Oconjunto V={veC:v?eR e v?* <0} éformado pelos elementos a+ bi ¢ C
talque a=0e b e R. Assim, V é um R-subespaco vetorialde Ce C=R o V.

Lema 3.1.3. Oconjunto V={veD|v?eR e v’ <0} é umR-subespago vetorial de D. Além
disso,D=Re& V.

Demonstracdo. Comegaremos a demonstracdo com a importante afirmagao.

Afirmacdo 1. Se xe D\ V e x? e R, entdo x € R.
Demonstracdo da afirmacdo. Se x € D\ V, entdo x* > 0. Assim, x* = a2 para algum « € R.
Logo,

xX*-a?=0=(x-a)(x+a)=0=x=+acR.

Finalizamos a demonstracao da afirmacao.

Afirmagdo 2. Rn V = {0}.
Demonstragdo da afirmagcdo. Se x ¢ Rn V, entdo x> > 0 e x2 < 0. Logo, x> =0 e x = 0.
Finalizamos a demonstracao da afirmacéo.

Afirmacdo 3. V é um subespacgo vetorial de D.
Demonstragao da afirmagdo. Sejam ve Ve A e R* =R\ {0} . Temos

(Av)? = \2v2,
Como A eR* (A2>0)eveV (v2<0), segue que
(W)= )22 <0,
ou seja, Av € V. Assim, V é fechado para multiplicagao por escalar.
Resta mostrar que para u, v € V temos u + v € V. Aqui temos dois casos a serem analisa-
dos: quando {u, v} é linearmente dependente e quando {u, v} é linearmente independente.

Caso 1: {u, v} é linearmente dependente. Neste caso, existem «, 5 € R nao todos nulos
tais que

au+ fv=0.

Supomos, sem perda de generalidade, que u = Av, para algum A € R. Assim,
u+v=XAv+v=A+1)veV

pois V é fechado para multiplicagéo por escalar.
Caso 2: {u, v} é linearmente independente. Neste caso, afirmamos que {1, u, v} também
é linearmente independente. De fato, tomando «, 3, 7’ € R tais que

au+ f'v+~+"1=0, obtemos au=-5'v-+".
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Redefinindo -3’ = 3 e =’ = v obtemos a premissa e implicagdes seguintes:
g

au=pv+y = (au)® = (Bv +7)?
= a?U? = B2V2 + 2Byv + 7% = 2Byv = aP1P - BBvE - A2
= v = S(a - V2 - 7?)
Como u,v € V, segue que u? v? € R e portanto 3yv € R. Como 3yv € Rn V, segue da
Afirmacéo 2 que [ = 0 ou v = 0. Novamente, temos dois casos a analisar:
Caso [ = 0: Neste caso,

au=y7eRNnV=>a=0ev=0.
Caso 7y = 0: Neste caso,
au=pv=a=0e =0

pois {u, v} é linearmente independente.
Em ambos os casos, obtemos « = 3 =« = 0. Logo, {1, u, v} é linearmente independente.
Pelo Lema 3.1.1, como u—v,u+ v € D, existem \, i € R tais que

(u+v)2+A(u+v)eR, (3.1)
(u-v)?+pu(u-v)eR. (3.2)

Por outro lado,
(u+v)P+(u-viP =P +uv+w+vi+P-uv-wvu+v2=2u2+2v2 e R.
Deste fato e de (3.1) e (3.2), obtemos a premissa e implicagdes a seguir:

(u+ v+ XMu+v)+(u-v)2+pu(u-v)=reR
= AMu+v)+pu(u-v)=r-((u+v)?+(u-v)?) eR
= MNu+v)+pu(u-v)eR
= AN+ AVv+puu—puvelR
= A+p)u+(A-p)veR.

Como {1, u, v} é linearmente independente, obtemos
A+pu=A—pu=0eportanto A = ;4 =0.
Substituindo A em (3.1), temos
(u+v)2eR.
Também, (u + v)? < 0. De fato, suponha (u + v)? > 0: Pela Afirmagédo 1, u+v=acRe

u=al-1v.
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Assim, u é combinagao linear de 1 e v. Mas {1, u, v} séo linearmente independentes, o que gera
um absurdo. Assim, como (u+v)? e R e (u+v)? <0, segue que (u+v) € V. Portanto, V é
subespaco vetorial de D. Finalizamos a demonstracao da afirmacao.

Por Gltimo, provaremos que D = R + V. Seja x ¢ D\ R. Pelo Lema 3.1.1, x? + kx € R para

k
algum k € R. Temos quex+§e V. De fato,
k)2 k)
(x+—) :x2+xk+(—) eR.
2 2

k 2
Agora, se supomos (x + 5) > 0, entéo pela Afirmacéo 1,

k
x+§:aparaalgumaeR

=x=a—-—¢cR.
2

k 2
Mas x € D \ R, o que contraria a suposicao. Logo, (x + E) < 0. Assim,

EER e x+ﬁeV:x:—5+(x+5)e]R+V.
2 2 2 2

A demonstracao do lema esta completa. O]

Considere o conjunto V do lema anterior. Defina a operagéo o : V x V — R por
uov:=uv+ w,

para todos u, v € V. Como uov = (u+v)? - u? - v?, segue do Lema 3.1.3 que de fato uo v € R.
Além disso, como D é algebra com divisdo, se v+ 0entdo vov = 2v2 <0.

Lema 3.1.4. Se[D:R] = n> 2, entdo existem i, j, k € D tal que

P=f=kK =1,
(3.3)

ji=—ji=k, ki=—ik=j, jk=—K=i,
e {1,i,j,k} é linearmente independente.

Demonstracdo. Pelo Lema 3.1.3, D =R & V. Como D tem dimensao n, e R tem dimenséo 1,
entdo V tem dimensdo n— 1 > 1. Podemos tomar vetores v, w € V linearmente independentes.

Seja
wov

u=w-— V.

vov

Temos que u # 0, pois

v oV
v=0=>1w-
vov vov

u=0=w-
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de modo que existe uma combinacéo linear de v e w, com escalares nao todos nulos, igual a 0.
Como v, w sao linearmente independentes, isto contradiz a suposigao.
Agora, para a operacao o, temos as seguinte propriedades para a,b,ce Ve A e R:

ao(b+c)=a(b+c)+(b+c)a
=ab+ac+ba+ca=ab+ba+ ac+ ca
=gob+aoc,

(Aa)ob=Xab+ bla
= \(ab+ ba) = A(aob)

e também
aob=ab+ba=ba+ab=>boa.
Assim,
wov wov
UOV:WOV+[—( v)]ov:wov—( )(vov):wov—wov:o.
vov vov

Ou seja, seguindo a ideia de Algebra Linear, partimos de dois vetores L.I. que chamamos de
v e w, aplicamos o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt e encontramos os vetores

"ortogonais" v € u. Em particular, de uv + vu = uo v = 0 obtemos
uv = —wvu.

Sejam

i= u, j=

Temos as seguintes igualdades:

o))
1 1 1 1

u v 11 )(_VU)__,I,
VTV RS

VAT (\/—u2 \/—v2)(uv) :(
ke = (ip)* = i = =i = ~(=1)(=1) = -1,
ki = jji = —iff = ik = (~=i*)j = ~(-1)j = 1] =],

jh = ji = =i =~k = =i(f?) = =i(-1) =1

i

Além disso, definidos desta forma, i, j, k e 1 séo linearmente independentes. De fato, pelas
igualdades acima temos para «y, o, e, iz € R:
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Qg+ aqi + apj+azk =0
= (o + Qi + apf + ask) (g — i — aaf — aigk) = 0( g — yi — tpf — izk)
= (o + Qi + agf + agk) (g — aqi — aipf — aisk) =0
=>a5+a?+a5+a5=0

= Qg = (4 :OzQ:OZg:O.
Finalizamos a demonstracdo do lema. O

Como i, j, k e 1 sdo linearmente independentes, o caso em que n = 3 é descartado. Se
n =4, entdo D tem uma base {1, /,/, k} que segue a relagéo definida no Lema 3.1.4.

Vamos supor entdo que temos um espacgo vetorial real D de dimensao 4 com base
{1,i,j,k}, sobre o qual definimos a multiplicagao através de (3.3) com o requerimento que 1
seja uma unidade. Como os elementos da base sdo associativos, vemos que D é de fato uma
R-algebra. Esta algebra, denotada por H, é a algebra dos quatérnios. Ela foi descrita pelo
matematico irlandés W. R. Hamilton em 1843.

Definimos o conjugado de um elemento arbitrario h = a + a4/ + apj + ask em H por

h:= Cko—CY1i—CY2j—CY3k.

Se h+ 0, entado

PR 22 20 A2
hh=hh= o5+ a3+ a5+ a5

. < . ] . 1)+ . .
€ um escalar ndo nulo. Logo, h é invertivel com inversa (ﬁ h. Logo, H é uma algebra com
divisdo, ndo comutativa, de dimensao 4.

O seguinte teorema foi provado em 1878 pelo matematico F. G. Frobenius.

Teorema 3.1.5 (Frobenius). Toda R-dlgebra D com divisdo de dimens&o finita é isomorfa a R ou
C ouH.

Demonstragdo. Seja n a dimensao de D.

Sen=1,entdlocomo D=R& VedimR =1, segueque V ={0} e D= R.

Se n=2,entdo V # {0}. Assim, pelo Lema 3.1.3, V contém um elemento i tal que i# = —1.
Logo, D = C.

Pelo Lema 3.1.4, obtemos que n # 3, pois para n > 2 os elementos i, j, k e 1 de D séo
linearmente independentes.

Se n=4,entdo D = H.

Supomos agora n > 4, e sejam i, j, k os elementos definidos no Lema 3.1.4. Como a
dimensao de V é n— 1, existe v € V fora do subespaco vetorial gerado por i, j, k. Logo,

jov, jov, Kov

e=Vv+ i+ j+
2 2 2

€ um elemento ndo nulo em V que satisfaz io e =jo e = ko e = 0. De fato,
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: . fov, jov, kOV) . . (iOV.) , (jOV.) . (kOV)
foge=jolVv+ i+ f+ k)l=iov+io i|+io J]+io k|=
2 2 2 2 2 2

fove (Y oy« (LY (o jy+ (H2Y) (ro k) =iov+ (2X) (o =
2 2 2 2
iov)(—2):O.

jov+

De maneira analoga,
joe=0ekoe=0.
De joe=joe=0obtemos

ei+ie=0= ei = —ie = eij = —iej = —i(—je) = ije = eij = ije
= ek = ke

Por outro lado, de k o e = 0 obtemos ke = —ek. Assim,
ke=-ek=-ke=>2ke=0=>ke=0=k=00ue=0.

A ultima implicagdo vem do fato que D é algebra com divisdo. Como e + 0 e k # 0 temos um
absurdo. Logo, n sé pode ser 1, 2 ou 4.
A demonstracao do teorema esta finalizada. O]

O Teorema de Frobenius classifica as R-algebras com divisao de dimensao finita. Uma
pergunta natural agora seria: quais sdo as C-algebras com divisdo de dimenséo finita? Como C
€ um corpo algebricamente fechado, podemos fazer uma pergunta entdo um pouco mais geral:
dado um corpo algebricamente fechado F, quais sao as F-algebras com divisdo de dimenséao
finita? Para responder a esta pergunta, precisamos de alguns conceitos.

Definicao 3.1.6. Seja F um corpo qualquer. Dizemos que um elemento x de uma F-algebra A é
algébrico se existe um polindbmio ndo nulo f(w) € F[w] tal que f(x) = 0. Se todo elemento de
uma algebra A é algébrico, entdo A é chamada de algebra algébrica.

Lema 3.1.7. Toda F-algebra de dimensao finita é uma algebra algébrica.

Demonstracdo. Denote por A tal F-algebra de dimenséo finita n. Se x € A, entdo o conjunto de
todas as poténcias de x,

{1, 6, %%, ..., x", ..},

€ um conjunto linearmente dependente. Logo, existem «ay, 4, ..., o, € F ndo todos nulos tal que
g+ X + X2 + -+ apx" = 0.
Definindo o polinémio ndo nulo f(w) € F[w] por
f(w) = ag + ayw + apw? + -+ + aw",

segue que f(x) = 0. O
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Proposicao 3.1.8. Se D é uma algebra com divisdo de dimenséo finita sobre um corpo algebri-
camente fechado F, entdo D = F.

Demonstragdo. Seja x € D. Pelo Lema 3.1.7, existe um polinémio ndo nulo f(w) € Flw] tal
que f(x) = 0. Podemos assumir o coeficiente lider como igual a 1. Como F é algebricamente
fechado, temos

f(w)=(w-ay)(w-a,)
para alguns oy, ..., a, € F. Consequentemente,
(x—aq)(x—a,)=0.

Como D é uma algebra com divisdo, algum destes fatores lineares deve ser nulo. Isto nos da
que x — «; = 0 para algum j e, portanto, x = a; € F. O]

3.2 ANEIS SIMPLES

Nesta segao, definiremos os conceitos de anéis simples e algebras simples, exemplifi-
cando com a algebra simples <7, (algebra de Weyl).

Definicao 3.2.1. Um subanel / de um anel R é dito ser um ideal a esquerda de R se xu € / para
todo x € R e u € I. Analogamente, é dito um ideal a direita de R se ux ¢ / paratodo x e Re u e l.
Se é um ideal a esquerda e a direita, entao / é simplesmente chamado de ideal de R.

Exemplo 3.2.2. Dado um corpo F, considere R = M,(F). Se | é o subconjunto de R formado
por todas as matrizes cujas colunas 2, 3, ..., n sdo nulas, entdo / é um ideal a esquerda de R. Se
J € o subconjunto de R formado por todas as matrizes cujas linhas 2, 3, ..., n sdo nulas, entao J
€ um ideal a direita de R.

Exemplo 3.2.3. Dado um corpo F, denote por UT,(F) o anel das matrizes triangulares superiores.
O subconjunto / de UT,(F) formado pelas matrizes estritamente triangulares superiores é um
ideal de UT,(F).

Definicdo 3.2.4. Um anel R é dito simples se R? + 0 e 0 e R sdo os Unicos ideais de R.

Exemplo 3.2.5. Todo anel com divisdo D é simples. Além disso, D ndo tem nenhum ideal lateral
além de 0 e D. Isto segue do fato que ideais laterais préprios ndo podem conter elementos
invertiveis.

Considere o anel de matrizes M,(S), onde S é um anel arbitrario unitario. Seja E; a
matriz cuja entrada (/,j) € 1 e todas as outras sdo 0. Chamamos E;;, com 1 < /,j < n, as
matrizes candnicas. Por aE;; denotamos a matriz cuja entrada (/,j) é a € S e todas as outras
entradas s&o 0. Toda matriz em M,(S) é uma soma de matrizes desta forma. Note que para
todo A = (aj;) € M,(S) temos



19

E;,AE, = ajxEj paratodos 1 < i,j,k,[ < n.

Exemplo 3.2.6. Se D é um anel com divisao, entdo M,(D) é um anel simples para todo n € N.
De fato, seja / um ideal ndo nulo de M,(D). Tome um elemento (a;;) ndo nulo de /. Escolha j e k
tal que aj, # 0. Da observagéo anterior obtemos que a;«E;, € / paratodo i e /, e logo

[da; Eii]-[aixEi] = dE; €l
para todo d € D. Consequentemente, / = M,(D) .

Observagao 3.2.7. Ao invés de anéis simples, tomaremos algebras simples, ou seja, algebras
que satisfazem as condi¢bes da Definicao 3.2.4.

Isto pode soar um pouco ambiguo, ja que um ideal de uma algebra A deve ser, em
particular, um subespaco vetorial e a definicdo fala sobre ideais de um anel, os quais com a
relacao a operacao de soma sao meramente subgrupos aditivos. Porém, ambas as interpretacdes
levam a mesma concluséo.

Pergunta: se A é um anel simples, entdo A € uma algebra simples?
Sim, pois todo ideal da algebra A é um ideal do anel A.

Pergunta: se A é uma algebra simples, entdo A € um anel simples?
Suponhamos que A nao € um anel simples. Neste caso, existe um ideal / do anel Atal que / #0
e I+ A. Temos que Al é um ideal da algebra A. De fato, para u € Al e a€ A, temos

ueAl= u=ayiy + ai + -+ apip, para alguns ay,...,a, € Aeiy,...,ih €l

= au = aaqi; + aapi, + -+ + aapiy
Como aay € A e ik € | para todo k, segue que au € Al. Também,
ua=ajia+ aha+ -+ ayipa.

Como / é ideal do anel A, obtemos ixa = i € I. Logo, ua = ayi{ + aziy + --- + aniy, € Al. Além disso,
Al é um subespaco vetorial de A. Entdo, de fato, Al € um ideal da algebra A.

Mas A é uma algebra simples. Logo, Al tem que ser 0 ou A. Como Al c | + A, a
possibilidade que resta é que Al = 0. Desta forma, o conjunto J = {x € A: Ax =0} é ndo nulo.
Como J é um ideal da &lgebra A, segue que J = A. Ou seja, A% = 0. Esta possibilidade é excluida
na definicao, logo isto nao é possivel.

Concluindo, as nossas duas perguntas levam a seguinte sentenca: uma algebra A é

simples como algebra se, e somente se, é simples como anel.

O préximo objetivo é dar um exemplo de uma algebra simples de dimenséo infinita.

Primeiramente algumas notagdes.
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Definicao 3.2.8. O comutador de elementos a e b de um anel R é o elemento
[a,b] := ab- ba.

Temos que a e b comutam se, e somente se, [a, b] = 0. Também notamos que
[a,b] =—[b,a] , [abc]=[ab]c+b[ac] e [ab+c]=[ab]+][ac] (3.4)

Exemplo 3.2.9. Seja F um corpo com caracteristica char(F) = 0. Lembremos que Endr(F[w])
denota a algebra de todos os operadores lineares do espago vetorial F[w]. Definimos D,
L € Ende(F[w]) por

D(f(w)) =f(w) e L(f(w))=wf(w).

Aqui, f'(w) é a derivada de f(w). A subdlgebra de Endgr(F[w]) gerada por D e L é chamada
Algebra de Weyl, ou primeira algebra de Weyl. Denotamos tal algebra por .o7.

Temos que
[D,L] =1,
onde / é o operador identidade. De fato,

[D, L](f(w)) = DL(f(w)) - LD(f(w)) = D(L(f(w))) - L(D(f(w))) =
D(wf(w)) - L(f'(w)) = f(w) + wf'(w) - wf(w) = f(w).

Esta é a relagdo basica em .«7;. Os seguintes resultados serdo deduzidos a partir deste. Em
particular, vemos que .27; é uma éalgebra unitaria.
A seguir, mostraremos por indugdo em n que

[D,L"] = nL™".

Para n=1temos [D,L'] = [D,L] = I = 1L'"'. Como hip6tese de indugédo, assumimos que
[D, L¥"'] = (k - 1)L*"2 e provaremos que a relagéo é vélida para n = k:
[D,L¥]=[D, '] tk1[D, L] + [D, L] ¥
L (k= 1)LA2L = L1 4 (k= 1)LF" = kLA
Similarmente, obtemos

[D", L] = nD"".

Seja .Z a subalgebra de <7 gerada por / e L. Temos que .Z é formada pelos elementos
agl + ayL + aol® + -+ aL", (3.5)

com ayg, v, ...,y € F. Além disso, [D, Z] ¢ £ . De fato,
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[D,Z]={[D,T]| TeX},
[D,T] = [Dyagl + arL+ agl? + + anl”] = [0, Y arlt] = 3 [ D,L7] = 3 gt =
aql+ a2l + ag3L% + - +t:o?nnL”‘1 € 2)” -
Em particular,
D¥<c L+ <D
De fato, seja T € .£. Acabamos de ver que existe H € £ tal que [D, T] = H. Logo,

DT-TD=H=DT=H+TDe ¥ +.%D.

Afirmacgéo 1.
[D", L] L + LD+ + D™ " paratodo me N (3.6)

Demonstracdo da afirmacdo. A prova sera feita por indugdo em m. O caso m = 1 ja foi feito.
Suponhamos o resultado valido para m = k — 1, e vamos provar sua validade para k.
Dado T € &, temos

[DK, T]=[DD*',T]=D[D*',T]+[D, T]D*"' e D[D*", Z] + [D, £]D"" c
D(ZL+ -+ D)+ D" cDL +DLD+--+ DLD?+ LD ¢
L+ LD+ (LD+ LD+ + (LD2+ D)+ DA,

Finalizamos a demonstragao da afirmacéo.

Da afirmagao obtemos que o subespago vetorial gerado por {TD™ | T € £, m >0} é uma
subdlgebra de .o7; e, portanto, ja que este contém L e D, é igual a 7. Ou seja, mostramos que:

a) Todo elemento em <7, pode ser escrito como
To+ 41D+ +T,D",

onden>0eTy,Ty,..., T, Z.

Afirmamos que os elementos T; sdo unicamente determinados. Para provar isso, devemos
mostrar que To+ TyD+---+ T,D" = 0 implica T; = 0 para cada i. Aplicando o operador no polinémio
1 € Flw], obtemos

0=01)=(To+ TH1D+--+ T,D")(1) = To(1).

Escrevendo T, como em (3.5) obtemos de 0 = To(1) que

g+ qw + -+ + o =0,
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isto €, ap = @y = -+ = a, = 0 e portanto T, = 0 é o operador nulo. Similarmente, aplicando o
operador T;D + -+ T,D" = 0 em w € F[w] obtemos T; = 0. Continuamos com w?,w?, ... . Note
que a suposigéo char(F) = 0 é utilizada ao obter T, =0, T3 = 0,... . Como {L™ | m >0} é base
de ., provamos entao que:

b) O conjunto {L"D" | m,n >0} € base de <.

Analogamente, pode ser mostrado que o conjunto {D"'L" | m,n > 0} também é base de
.

Afirmagéo 2. </; é uma algebra simples.
n
Prova da afirmacgdo. Seja .# um ideal ndo nulo de 7. Tome S = Z T,D" e .7, T, € £, tal que

k=0
T, # 0 e né minimal. Suponha n > 0. Como L comuta com cada T;, segue que

n n n n
[S,L]=8SL-LS=) T,DL-L) T,D*=) T,D'L-LT,D"=) T\ D"L- T, LD"

k=0 k=0 k=0 k=0
n n n
=> TW(DFL-LD¥) =Y T, [D¥ L] = kT, D*" (3.7)
k=0 k=0 k=1

No entanto, como nT, + 0 e [S, L] € .#, isto contradiz a minimalidade de n. Logo, n =0 e

m

I nZL +0.Agoratome T = Za,-L/ € SN, o€ F,talque ap # 0 e mé minimal. Suponha
j=0

m > 0. Obtemos

m

[D,T] =) joyl/™ (3.8)

j=1

contradizendo a minimalidade de m. Logo, m = 0 e | € .#, acarretando em .¥ = . A
demonstracdo da afirmagao esta finalizada.

3.3 ALGEBRAS CENTRAIS

Nesta secao veremos 0s conceitos de centro, algebra central e alguns exemplos relacio-
nados ao tema. Comegamos com o primeiro.
O centro de uma algebra A é o conjunto

Z(A):={ceA|cx=xc paratodo x € A}.

O centro de uma algebra unitaria trivialmente contém os multiplos escalares da unidade.
Em muitos exemplos importantes de algebras, estes também s&o os Unicos elementos centrais.
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Definicao 3.3.1. Uma F-algebra unitaria A com unidade 1, é dita ser uma algebra central se
Z(A)={Ma| e F}.

A menos que seja dito o contrario, todas as algebras consideradas serao sobre o corpo F
e, neste caso, diremos simplesmente "algebra". Se A é uma algebra unitaria, entdo identificamos
F com F -1, e escrevemos A ao invés de A1, para todo escalar A € F. Assim,

A é F-algebra central se, e somente se, Z(A) = F.
Lema 3.3.2. Se A é uma &lgebra unitdria, entdo Z(M,(A)) = Z(A)I,.

Demonstragdo. No que diz respeito a notagdo, Z(A)l, = {cl, | c € Z(A)}, onde I, é a matriz
identidade. A inclusédo Z(M,(A)) 2 Z(A)l, é direta.

Referente a inclusdo (<), seja C € Z(M,(A)), onde C = (c;). Como CEy = ExC para
todo k # [/, temos

n n
( Z C,/E,/) Elk = Elk (Z CUE//) .
= j=1 =1

i i=1j

De EjiEj = 0;Ei, obtemos a premissa e implicagbes abaixo:
n n

Z CiEix = Z CyiEj

; Cy = Ojc;, =0,...,Cy/ = Cip, ..., Cy=0etambém iy = Coo = =Cpp = A

= C=M\,= C(al,) = (al,)Cparatodo ac A

= (A\,)(al,) = (al,)(Al,) paratodo ac A

= \a=al\paratodoac A= \e Z(A).

Ou seja, C € Z(A)l, como era o desejado. O

Corolario 3.3.3. Seja A uma algebra unitaria e seja n € N. Entdo A é central se, e somente se,
M,(A) € central.

Exemplo 3.3.4. Como uma aplicagdo do Lema 3.3.3, temos que M,(F) é uma F-algebra central.

Exemplo 3.3.5. H é uma R-algebra central.
De fato, seja u € Z(H), u=a+ bi+ ¢j+ dk com a, b, ¢, d € R. Entdo, valem as seguintes

igualdades:
i) ui=iu,
i) uj = ju,
iii) uk = ku.

Referente a cada item temos as seguintes informacoes:
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) (a+bi+cj+dk)i=i(a+bi+cj+dk)= ai+ b+ cji + dki = ia+ ibi + icj + idk
= ai + bi® + cji + dki = ai + bi® + cij + dik = ai + bi® + ¢ji + dki — ai — bi® — cij — dik = 0

=ai-b-ck+dj—-ai+b-ck+dj=0=2dj-2ck=0=dj—-ck=0

i) (a+bi+cj+dk)j=j(a+bi+cj+dk)= aj+bij+ ¢ + dkj = ja+ jbi + jcj + jok
= aj + bij + ¢j* + dkj = aj + bji + ¢j* + djk = aj + bij + ¢j* + dkj — aj — bji — ¢j* — djk = 0
=>aj+bk-c-di—-aj+bk+c-di=0=2bk-2di=0=bk—-di=0

i)y (a+bi+cj+dk)k =k(a+bi+cj+dk) = ak + bik + cjk + dk? = ka + kbi + kcj + kdk
= ak -+ bik + cjk + dk? = ak+ bik + cjk + dk? = ak+ bik + cjk + dk? — ak — bki— ckj— dk? = 0

=>ak-bj+ci-d-ak-bj+ci+d=0=>2ci-2bj=0=ci—-bj=0

Obtemos que dj — ck = 0, bk — di = 0 e ¢i — bj = 0. Da definicao de H, temos que /, j, k sdo
linearmente independentes. Portanto, b = ¢ = d = 0. Logo, um elemento u € Z(H) é da forma

u=a-=aly.

Exemplo 3.3.6. C é central como C-algebra, mas ndo como R-algebra. Portanto, o Teorema
3.1.5 implica no préximo resultado.

Corolario 3.3.7. Uma R-algebra central de dimensao finita é isomorfa a R ou H.

n
Exemplo 3.3.8. A algebra de Weyl ¢ ¢ central. De fato, tome S = )" TyD* € Z(.<), onde
k=0

m
To, Th,.... T, € Z. Como [S, L] = 0, segue de (3.7) que T; = 0 para i > 1. Entéo, S = > q;L.

j=0
Utilizando o fato de que [D, S] = 0, segue de (3.8) que «; = 0 para i > 1. Logo, S = aq € F.
Exemplo 3.3.9. Se A é um anel unitario simples, entdo seu centro € um corpo. De fato, se ¢ é
um elemento central n&o nulo, entdo cA deve ser, como um ideal ndo nulo de A, igual a A. Isto
implica que ¢ é invertivel. Se multiplicarmos cx = xc pela direita e pela esquerda por ¢! vemos
que ¢! é um elemento central. Consequentemente, todo anel simples unitério pode ser visto
como uma algebra sobre seu centro. Podemos definir a multiplicacao por escalar simplesmente
como a multiplicagéo ordinaria de um elemento central por um elemento arbitrario de A, e todos

0s axiomas de algebra sdo prontamente validos.

3.4 ALGEBRA COM MULTIPLICACAO

Seja A uma algebra. Para todos a, b € A definimos as fungdes L,, R, : A - A, chamadas
funcao multiplicativa a esquerda e funcao multiplicativa a direita, como

La(x) :=ax e Rp(x):=xb.
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Estas fungdes podem ser consideradas elementos de Endr(A).
Notemos que para todos a, be Ae \, i1 € F temos

Lap = Lalp, Rap = RbRa,
L:Ry = RpLa,
Lhasub = ALy + pily, Ryasub = ARz + 11 Rp.

Assim, concluimos que
M(A) := {Ls Rp, + -+ Ly Ry, | @, b€ A,neN}
é uma subalgebra de End:(A).

Definicédo 3.4.1. A algebra M(A) é chamada algebra com multiplicacéo de A.

Se A é unitéria, entdo L, = L,R; e R, = LR, pertencem a M(A) e, neste caso, M(A)
é a subalgebra de Endr(A) gerada por todos as fungdes multiplicativas a direita e a esquerda.
Também notamos que a = L,(1) = R,(1), e entdo as condigdes a=0, L, = 0 e R, = 0 séo
equivalentes se A é unitaria.

n
Observacdo 3.4.2. Tome f € M(A). Entéo existem a;, b € Atal que f = ) L, Ry, isto &,

p
n
f(x) =) axb;, x € A.
i=1

Estes elementos nao sao Unicos, f pode ser representada como uma soma de operadores da
forma L,R, de vérias formas. Se f # 0, entéo a;, b; podem ser escolhidos de forma que o conjunto
de todos 0s a;’s e 0 conjunto de todos os b;’s sdo linearmente independentes. Por exemplo, isto é
alcancado se requeremos que n seja minimal. De fato, se sob esta suposigdo, um dos elementos,

n—-1
digamos b, fosse uma combinacao linear dos outros, b, = Z Aib;, entao f seria igual a

i=1

n—1

Z La,-+)\;an Rb,'!

i=1
contradizendo a minimalidade de n. Além disso, se {u; | i € I} é uma base de A, entdo podemos
expressar cada R, como uma combinagao linear de R,,, de onde vemos que todo f € M(A) é
uma soma (finita) de operadores da forma L, R,,. Similarmente, f pode ser escrito como uma
soma de operadores da forma L, Ry,, € também como uma combinagao linear dos operadores
L,R,,.

O fato de que os elementos de M(A) podem ser expressos de maneiras diferentes através
das fungbes multiplicativas a direita e a esquerda pode causar confusdo. O seguinte lema mostra
que em algebras centrais este problema € controlavel.
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n

Lema 3.4.3. Seja A uma algebra central simples, e sejam a;, b; € A tal que Z L, Ry =0. Seos
i=1

a;’s sdo linearmente independentes, entdo cada b; = 0. Similarmente, se 0s b;’s sdo linearmente

independentes, entdo cada a; = 0.

Demonstracdo. As duas afirmagdes do lema possuem demonstragdes analogas, entao conside-
remos apenas o caso onde 0s a;’s sao linearmente independentes. Supomos b, # 0. Como A é

m
simples, o ideal gerado por b, é igual a A. Ou seja, Z w;b,z; = 1 para alguns w;, z; € A. Logo,
j=1

m

onde ¢ = Z w;b;z;; logo ¢, = 1. Isto implica que n > 1. Podemos assumir que n é o menor
j=1

natural para o qual o lema nao vale. Como

n n n-1

O = (Z La,-Rc,-) RX - RX (Z La,-Rc,-) = Z La;Rxc;—c;x
i=1 i=1 i=1

para todo x € A, segue que xc; — ¢;x = 0. Consequentemente, ¢; € F. Mas entédo

n

0= Z La,- Rc,- = Lc1 ai+-+++Cnan
i=1

0 que contradiz a independéncia dos a;’s. O

No seguinte lema, consideremos a situacdo de dimenséao finita. Lembremos que se
[A: F] =d, entdo [Endr(A) : F] = d°

Lema 3.4.4. Se A é uma &lgebra central simples de dimensao finita, entdo M(A) = Endr(A).

Demonstragado. Seja {u, ..., ug} uma base de A. O Lema 3.4.3 implica que os operadores L, Ry

1 <i,j < d sdo linearmente independentes. De fato, considere
d d

)\ijLu,'RUj =0, )‘ij eF.
=1 j=1

!

J
d d

Denotando b; = Z)\,-,-uj, obtemos Z L, Ry = 0 e, pelo Lema 3.4.3, b; = 0 para todo /. Logo,
j=1 i=1

d
Z Aju; = 0 implica em \; = 0 para todos /, . Assim,
j=1

d®* <[M(A): F]< [Ende(A): F]=d?

e M(A) = Endr(A). O
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3.5 AUTOMORFISMOS DE ALGEBRAS CENTRAIS SIMPLES

Nesta secao, definiremos o conceito de automorfismos internos e externos de algebras
simples expondo alguns exemplos, a fim de demonstrar o Teorema de Skolem-Noether.

Definicao 3.5.1. Um automorfismo ¢ de um anel unitério R é dito ser um automorfismo interno

se existe um elemento invertivel a € R tal que
o(x) =axa™

para todo x € R. Um automorfismo que n&o € interno € chamado externo.

Exemplo 3.5.2. Se R é um anel comutativo, entdo o Unico automorfismo interno de R é a funcao
identidade.

Exemplo 3.5.3. A conjugacdo z — Zz é um automorfismo externo de C, pois C é um anel
comutativo. Também observamos que é um elemento de Endg (C), mas ndo de M(C). De fato,
seja ¢ € M(C). Assim, existem ay, ..., a,, by, ..., b, € C tal que

n
¥ = Z Lai Rbi
i=1

= ¢(x) = Z aixb; = Z aibix = (Z a,-b,-) X
i=1 i=1 i=1

n
=p=L,ondea=) ab.

i=1
Suponhamos que ¢ seja a conjugagdo. Temos que ¢ nao esta em M(C) pois, caso contrario,
existiria a € C tal que ¢ = L,.

= p(x) = x = ax paratodo x € C
$¢(1):1:1:a

= p(x) =x=x,
0 que é um absurdo. Logo, a suposi¢ao de que A é central ndo pode ser omitida no Lema 3.4.4.
Exemplo 3.5.4. Para todo o € F \ {0}, a fungéo

¢: Flw] = Flw], f(w) » f(w+ )

é um automorfismo externo de Flw].

Exemplo 3.5.5. Seja S # 0 um anel com unidade e seja R = S x S o produto direto de duas
cépias de S. Entdo a funcao

7:8xS— Sx S dadapor 7(s,t)=(t,s)



28

é um automorfismo externo de R. De fato, suponhamos que exista (s, s;) € S x Stal que

(%, ) = (51,8) (X, ¥)(s1,52) 7"

Neste caso, temos as implicacdes

= (y.x) = (s1.2)(x.y) (51", 52")
= (y.x) = (s1x57", 52x5, ")
=y =85XS;' € X=5y8,"

para todos x, y € S. Em particular, se x =1e y =0, entdo
0=s/1s" =1

0 que é um absurdo.
Em vista destes exemplos, segue o teorema:

Teorema 3.5.6 (Skolem-Noether). Todo automorfismo de uma F-algebra A central simples com
dimensao finita é interno.

n
Demonstracdo. Seja ¢ um automorfismo de A. O Lema 3.4.4 implica que ¢ = Z L, Ry, para
i=1
alguns a;, b; € A. Podemos assumir a; # 0 € que 0s b;’s sdo linearmente independentes.

Afirmagao. L, p = ¢Ly paratodo x € A.
Demonstracdo da afirmacgé&o. Para todo y € A temos

(Lot 0 9)(Y) = Lo (2(¥)) = () e(y) = 0(xy) = p(Le(¥)) = (¢ o L)(¥)

como era o desejado.

Temos as seguintes implicagbes:
n n
Loy © 9 = Loy © ) Loy, = (Z a Rb,)
i=1 i=1

n n
- Z: Lo(x)La Ro, = Z: Lo, Ry, Ly
1= =

n
= Z (LW(X) Lo Ry, ~ LafoRb,-) =0

i=1

n
= > (LopLa —LaLs) Ry =0

i=1
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=

I

(LW(X)ai - La;x) Rb,- =0

n
=1
= (ch(x)a,»—a;x) Rb/ = O

i=1

Como os b;s séo linearmente independentes, o Lema 3.4.3 implica em particular que
p(x)a; —a;x =0 paratodo x € A. (3.9)
Resta mostrar que ay é invertivel, pois dai
o(x)ay = a;x = p(x)a1a;’ = axa;' = p(x) = ayxa;’,

e obteremos o resultado desejado.

m
Seja / o ideal de A gerado por a;. Temos que todo elemento em / é da forma Z w;a; zj,
j=1
para alguns w;, z; € A. Como A é algebra simples, / = A. Logo, o elemento 1 pode ser expresso

como .
1= waz.
Jj=1
De (3.9), temos
aiz; = p(z)a
Assim,

m m m
1= Z wja zj = Z wip(z)ay = [Z W/SO(Z/')] a
j=1 j=1 j=1

e a; tem um inverso a esquerda. De (3.9), temos
aip” (W) = way

Assim,

m m m
1= waizi=) ap ' (W)z=a lZ s01(wf)zj]
j=1 J=1 j=1

e a; tem um inverso a direita. Como a; tem inverso a direita e a esquerda, entdo a; € invertivel e

segue o resultado. O]

3.6 SUBCORPOS MAXIMAIS

Esta secdo se dedica a demonstrar algumas propriedades sobre a dimensao de algebras
unitarias de dimensao finita.

Se uma subalgebra K de uma F-algebra unitaria A é um corpo e K 2 F (ou seja, K
contém a unidade de A), entao a chamamos de subcorpo de A. Neste caso, podemos considerar
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A como um espaco vetorial sobre K. De fato, podemos considerar a multiplicagédo de elementos
de K por elementos de A como um produto escalar K x A — A. Os axiomas de espaco vetorial
sdo prontamente cumpridos. Observamos que isto ainda nao implica que A também é uma
K-algebra, sendo isto uma verdade apenas se K estiver contido no centro Z(A) de A (veja
Exemplo 3.3.9).

Observacao 3.6.1. Se K é um subcorpo de uma F-algebra unitaria de dimensao finita A, entdo
temos

[A:F]=[A:K][K:F].

Esta férmula € bem conhecida no caso em que A é uma extensao de corpos de K. A mesma
prova funciona no caso geral. De fato, se {k; | i = 1,..., m} é uma base de K sobre F, e {4 |
j=1,...,n} é base de Asobre K, entédo {kig;|i=1,...,m, j=1,...,n} é uma base de A sobre F.

Definicao 3.6.2. Um subcorpo que nao esté propriamente contido em um subcorpo maior de A
€ chamado subcorpo maximal de A.

Exemplo 3.6.3. Cada R® R/, R® Rj e R @ Rk & um subcorpo maximal de H, de dimenséo 2 e
isomorfo a C. Com algum abuso de notagéo, podemos entédo considerar H como um espaco
vetorial complexo (mas nao como uma algebra complexa).

Se K é um subcorpo de A, entdo R, € Endk(A) para todo u € A. De fato, R,(kx) =
kxu = kR,(x) para todos k € K, x € A. Também observamos que dado f € Endk(A), seu
escalar multiplo kf, onde k € K, pode ser interpretado como o operador L,f. Esta observagao é
importante para a demonstragdo seguinte.

Teorema 3.6.4. Seja D uma F-algebra central com divisdo de dimenséao finita. Se K é um
subcorpo maximal de D, entdo
[D:F]=[K:F]2

Demonstragdo. Tomemos uma base {us, ..., Uy} da F-algebra D. Afirmamos que {R,,, ..., Ry, }
é base da K-algebra Endk(D).

Primeiramente, vemos que {R,,, ..., Ry, } € um conjunto linearmente independente. De
fato, se

d
Z La,"qu,- = 0:
i=1
como 0s u;’'s séo linearmente independentes, o Lema 3.4.3 nos diz que cada a; = 0. Logo, resta
mostrar que gera Endx(D). Seja f € End(D). Em particular, f € Endr(D), entdo segue do
d
Lema 3.4.4 e da Observacéo 3.4.2 que f = Z L, R, para algum a; € D. Como f é K-linear, isto &,

i=1

fLy = Lif é valido para todo k € K, temos

d
Z Laik—ka; RU,' = 0.
i=1
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Do Lema 3.4.3 temos que a;k — ka; = 0 para todo i e todo k € K. Isto implica que a; € K, pois
caso contrario a subalgebra gerada por a; e K iria ser um corpo maior do que K. Logo, f é uma
combinagéo K-linear dos R,’s, provando nossa afirmagao.

Da afirmagéo acima concluimos que

[D:F]=d=[Endk(D):K]=[D:KJ.
Por outro lado,
[D:F]=[D:K][K:F]
pela Observagao 3.6.1, e assim
[D: K =[D:K|[K: F] = [D: K] = [K: F] = [D: F] = [K: F
Finalizamos a demonstragéo do teorema. O

Corolario 3.6.5. A dimensao de uma algebra central com divisdo de dimensao finita é um
quadrado perfeito.

Demonstragdo. Uma éalgebra central com divisao de dimensao finita certamente contém subcor-
pos maximais. De fato, estes sdo exatamente os subcorpos de dimensao maximal. A conclusao

segue do Teorema 3.6.4. O

3.7 O TEOREMA DE WEDDERBURN SOBRE ANEIS DE DIVISAO FINITA

Nesta ultima secéo, demonstraremos o Teorema de Wedderburn, que diz que todo anel
com divisao finito € comutativo.

Corpos finitos existem e sua estrutura € bem conhecida. Pergunta: existem anéis com
divisao finitos que sdo ndo comutativos? O conjunto de elementos ndo nulos de tal anel formaria
um grupo finito ndo abeliano com o produto. Como grupos finitos sdo um dos objetos algébricos
mais estudados, parece natural envolver técnicas da teoria de grupos para responder a pergunta
acima.

Precisaremos da equacgao de classes da teoria elementar de grupos. Vamos relembra-la
e esbogar sua demonstragdo. Seja G um grupo finito com centro 3(G). Para todo a € G seja

¢(a):={geG|ag = ga}.

Isto é um subgrupo de G. O conjunto {xax™' | x € G} de todos os conjugados de a tem a mesma
cardinalidade do conjunto de todas as classes laterais de €(a) em G. De fato, xax™' ~ x€(a)
€ uma bijecao bem definida. Conjugacao é uma relacao de equivaléncia em G. Particionando
G em suas classes de equivaléncia disjuntas (chamadas classes de conjugacgao) e utilizando o

Gl
()

teorema de Lagrange que nos diz que o numero de classes laterais é , Obtemos a férmula

desejada
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G- |3<G>|+2%, 3.10)

onde a soma é tomada sobre representantes das classes de conjugacao nao triviais.
Podemos agora provar que a resposta da pergunta feita no primeiro paragrafo € "nao".
Isto foi estabelecido por J. H. M. Wedderburn em 1905.

Teorema 3.7.1 (Wedderburn). Todo anel com divisdo finito é comutativo.

Demonstragdo. Supomos que isto ndo é verdade. Entdo existe um anel D com divis&o finito
ndo comutativo de cardinalidade minimal; todos seus subanéis com divisdo proprios sado entéo
comutativos. Podemos considerar D uma algebra central com divisdo sobre seu centro F.

Para todo a € D definimos

C(a):={xeD:ax=xa}.

Temos que C(a) € um subanel com divisdo, e logo um subcorpo de D se a ¢ F. J& que os
elementos em qualquer subcorpo que contém a comutam com a, C(a) € na verdade um subcorpo
maximal de D.

Seja g = |F|. Note que um espago vetorial m-dimensional sobre F tem q” elementos.
De acordo com o Teorema 3.6.4, como [D: F] = [C(a) : F]?, existe d > 2 tal que |D| = ¢*
|C(a)| = q° para todo a € D \ F. Agora aplicamos a equagéo (3.10) para G := D* = D ~ {0}.
Como 3(G) = F~ {0} e €(a) = C(a) ~ {0} segue que existe s € N tal que

o _
g -1=qg-1 +SC(;d_
2 d2_
Jaque g9 — 1 é um multiplo de -1 isto segue a contradigao que
d? _ dyd _
q 1 _ (g9) -1 =14 g% 44 qid-2) 4 gId-D)
qg“-1  q?-1

€ um divisor de q — 1.
Finalizamos a demonstracao do teorema. O
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4 ESTRUTURA DE ALGEBRAS COM DIMENSAO FINITA

Este capitulo tem por objetivo definir mais estruturas de anéis e algebras, que serdo
utilizadas a fim de demonstrar os Teoremas de Estrutura de Wedderburn, os quais descrevem a
estrutura de algebras de dimensao finita.

4.1 IDEAIS NILPOTENTES

Nesta sec¢ao, trataremos de anéis que contém ideais préprios nao triviais cuja alguma
poténcia se anula. Para que fique mais claro, segue abaixo algumas notag¢des e posterior
defini¢ao.

Sejam R um anel, / e J dois ideais de R, e a € R. Denotamos por IJ o ideal de R formado
por todas as somas de elementos jj tal que i € / € j € J. Note que um elemento qualguer em
IJ é da forma ijjy + ipjo + -+ + imjm tal que iy, io, ..., im € 1 € ji, o, ..., jm € J. De maneira indutiva,
definimos a poténcia /" como sendo o produto dos dois ideais / e /"'. Também definimos o ideal
RaR como sendo o conjunto formado pelas somas de todos os elementos da forma r;ar, tal que
ri,rneR.

Definicao 4.1.1. Sejam R um anel, /fum idealde Re a< R.
(a) Dizemos que / é um ideal nilpotente se existe n € N tal que /” = 0.
(b) Dizemos que a é um elemento nilpotente se existe n € N tal que a" = 0.

(c) Dizemos que / é um ideal nil se todos os elementos em [/ sdo nilpotentes.

Na definicdo acima, vale ressaltar que a condicdo /" = 0 é equivalente a
UiUz Uy = 0,

para todos vy, Us, ..., Uy € 1.
Note que todo ideal nilpotente € um ideal nil. De fato, seja / um ideal nilpotente de um
anel R. Isto significa que existe n € N tal que

a1 a2...an = 0, pal’a '[OdOS a1, naay an € R

Em particular,
a" = aa--a=0, paratodo ac R,

e portanto / é nil. A reciproca desta sentenca nem sempre é verdadeira, como veremos no
Exemplo 4.1.5.
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Um exemplo trivial de um ideal nilpotente é / = 0. Por outro lado, um caso extremo é
quando o préprio anel R é nilpotente.

Exemplo 4.1.2. Tomando qualquer grupo aditivo R e equipando-o com o produto trivial
xy = 0 para todos x, y € R,

temos R? = 0. Portanto, R é um ideal nilpotente.

Exemplo 4.1.3. Um elemento nilpotente no centro Z(R) do anel R gera um ideal nilpotente. De
fato, seja a€ Z(R) e (a) o ideal gerado por a. Note que

(a) =Za+ Ra+aR+ RaR =Za+ Ra={za+ra|zecZerecRj}.

Como a é nilpotente, existe n € N tal que &” = 0. Afirmamos que (a)” = 0. De fato, dados
Zi,.n2Zn€lern,..reR,

(zia+na)(za+ na)-(z,a+na)=(z1z-z,)a" +rd" =0

para algum r € R.

Exemplo 4.1.4. Seja A= T,(F) a algebra de todas as matrizes triangulares superiores n x n
sobre um corpo F. Seja N o conjunto de todas as matrizes estritamente triangulares superiores.
Entdo N é umideal de Atalque N"=0e N"' 0.

De fato, sejam A¢, As, ..., A, € N. Como cada A; pode ser escrito como combinagéo linear
das matrizes candnicas Ej, com 1 </ < j < n, para provar que

AAgAy =0,

basta provar que
EijE;

oj2"

~Eipjp = 0
para todos iy < jy, ..., in < j,. Suponha que Ej;, E;,,---E;,, # 0. Entéo
h<fr=hb<jp=l<jsg=-=ip<jp

ou s€ja, i, fi, o, ---, jn S80 N+ 1 elementos distintos em {1, ..., n}, o que é um absurdo.
Agora,
Ei2Ex3Ez4-E(n-1yn = E1n # 0,

e portanto N™' £ 0.

Exemplo 4.1.5. Seja A o conjunto de todas as matrizes infinitas, de tamanho N x N, sobre F que
sao triangulares superiores e tém apenas um numero finito de entradas nao nulas. Note que A é
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uma algebra sob as operacdes usuais de matrizes. Seja / 0 conjunto de todas as matrizes em A
que sao estritamente triangulares superiores. Entdo / € um ideal nil de A que nao é nilpotente.
Provaremos a afirmacgéo acima. Todo elemento de A tem a forma

ayy &2 &3 dip
0 ax axs - a
0 0 a3 - as
ann

0O - 0 0

0O - 0 0

para algum n € N. Note que podemos "identificar" tal matriz com uma matriz em T,(F). Se X € |,
entdo para algum n € N temos

0 ap aiz - an
0 as - a

0 0 T

e portanto X" = 0. Logo, / é nil. No entanto, / ndo é nilpotente. De fato, assuma que exista
n=k-1eNtalque /" =0. Seja B = (b;); a matriz em / tal que

e demais entradas iguais a 0. Entdo B" + 0, o que é um absurdo.

Observacao 4.1.6. Ideais unilaterais nilpotentes sado definidos da mesma maneira que ideais
(bilaterais) nilpotentes.

Se L é um ideal a esquerda nilpotente de R, entdo L esta contido em um ideal nilpotente
de R. De fato, L + LR é ideal que contém L, e se L" = 0, entdo (L + LR)" = 0.

Similarmente, todo ideal a direita nilpotente esta contido em um ideal nilpotente.

Esta observacdo mostra que um anel que contém um ideal unilateral nilpotente nao nulo
também contém um ideal bilateral nilpotente ndo nulo. O matemético austriaco Gottfried Kéthe
conjecturou em 1930 que 0 mesmo vale para ideais nil. O seguinte é conhecido como Problema
de Kéthe:
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Problema 4.1.7. (K6the): Se um anel R contém um ideal unilateral nil ndo nulo, entdo R também

contém um ideal bilateral nil nao nulo?
A resposta é afirmativa em varias situagcdes, porém o problema segue em aberto.
Lema 4.1.8. A soma de dois ideais nilpotentes é um ideal nilpotente.

Demonstragdo. Sejam | e J ideais taisque I"=0e J" = 0.
Afirmag&o. (1+J)™™ = 0.

Para a demonstracé@o, devemos provar que o produto de n+ m elementos da forma u + v,
comuceleved,é0. Por meio da distributiva, tal produto pode ser escrito como uma soma de
produtos

W= wiWo-Wpim

onde cada w; € /U J. Se ao menos n destes w;'s estdo em /, entdo w = 0 jaque /" = 0. Se o
numero de w/s pertencentes a / € menor que n, entdo ao menos m deles estd em J, e logo w = 0
jaque J" =0. O

Utilizaremos a terminologia ideal nilpotente maximal para nos referir a um ideal nilpotente
que nao esta propriamente contido em um ideal nilpotente maior.

Lema 4.1.9. Se um anel R tem um ideal nilpotente maximal N, entdo N contém todos os ideais
nilpotentes de R.

Demonstracdo. Se | é um ideal nilpotente, entdo / + N é também um ideal nilpotente pelo Lema
4.1.8. Como N é maximal, devemos ter I+ N = N, e portanto / € N. O

Assim, um ideal nilpotente maximal, se ele existe, é Unico e igual a soma de todos os
ideais nilpotentes. No entanto, nem todo anel possui um ideal nilpotente maximal. Isso significa
gue a soma de todos os ideais nilpotentes de um anel nem sempre é um ideal nilpotente (no
entanto, € nil, j& que cada um de seus elementos esta contido em um ideal nilpotente pelo Lema
4.1.8).

Exemplo 4.1.10. Sejam A e / a algebra e seu ideal nil definidos no Exemplo 4.1.5. Para todo
k € N, seja I o conjunto de todas as matrizes em / com a propriedade de que suas entradas
ndo nulas aparecem apenas em suas primeiras k linhas e colunas. Como /£ = 0, segue que /x é
um ideal nilpotente de A. Se A tivesse um ideal nilpotente maximal N entdo, pelo Lema 4.1.9, N
conteria todo I, e portanto

U Ik = /g N
k=1
Em particular, / seria um ideal nilpotente, o que é um absurdo.

Uma algebra de dimensao finita certamente contém um ideal nilpotente maximal. De
fato, ela contém ao menos um ideal nilpotente (o ideal 0), e portanto o conjunto (ndo-vazio) de
todos os ideais nilpotentes contém um elemento de dimensdo maximal. Este portanto é um ideal
nilpotente maximal.
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Definicao 4.1.11. O ideal nilpotente maximal de uma éalgebra A de dimensao finita é chamado o
radical de A.

Exemplo 4.1.12. O radical da algebra A = T,(F) do Exemplo 4.1.4 é N, o conjunto de todas as
matrizes estritamente triangulares superiores. De fato, N é um ideal nilpotente de A, e qualquer
ideal de A que contém propriamente N ndo pode ser nilpotente ja que ele necessariamente
contém uma matriz com diagonal ndo nula.

Exemplo 4.1.13. O radical de uma algebra simples de dimenséo finita € 0. Suponha o contrario.
Neste caso, o radical € A, pois trata-se de um ideal de uma algebra simples. Denote por n o
ndmero natural tal que A" =0 e A™' # 0. Como A? # 0, pois A é simples, segue que A" = A.
Como A™' é um ideal de A, segue que A""" = 0, pois A é simples. Absurdo.

A partir daqui iremos focar em anéis que possuem ideais nilpotentes nao nulos. Por fim,
iremos descrever a estrutura de todas as algebras de dimensao finita com essa propriedade.

4.2 ANEIS PRIMOS E SEMIPRIMOS

O objetivo desta secdo ¢é introduzir duas classes importantes de anéis, os anéis primos e

semiprimos. Primeiramente, relembremos a definicado de dominio.

Definicao 4.2.1. Um anel R é dito ser um dominio se, para todos a, b € R,
ab=0=a=0 ou b=0.

A saber, R é um dominio se ndo tem divisores de zero (a esquerda ou a direita). Equiva-
lentemente, R é um dominio se possui a propriedade do cancelamento: se a # 0, entdo ab = ac
e ba = caimplicam que b = c.

O lema a segquir introduzira uma classe de anéis importantes que, como veremos no

Lema 4.2.4, trata-se dos dominios no contexto comutativo.

Lema 4.2.2. Segja R um anel. As sequintes condicées sdo equivalentes:

a) Paratodos a, be R, aRb =0 implicaa=0oub=0;
b) Para todos os ideais a esquerda |l e J de R, IJ =0 implical =0 ou J =0;
c) Para todos os ideais a direital e J de R, IJ = 0 implical =0 ou J = 0;

d) Para todos os ideais | e J de R, IJ =0 implical =0 ou J = 0.

Demonstragdo. Assumimos valido a), e tomemos ideais a esquerda / e J de R tais que IJ = 0.
Como RJ < J, entao particularmente /RJ = 0. Em outras palavras, iRj = 0, paratodosic /e je J.
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Vamos assumirque / # 0 e J # 0. Entdo existem 0 + a€ /, 0 # b € J tais que aRb = 0. Mas pelo
item a), a= 0 ou b =0, e logo temos um absurdo. Portanto a) implica em b).

De maneira analoga, a) também implica c), e de b) e c¢) obtemos d).

Agora, assumimos valido d) e supomos que para todos a, b € R, aRb = 0. Entéo, também

RaRbR =0 = (RaR)(RbR) =0 = RaR =0 ou RbR =0.

A ultima implicagé@o se deve ao fato de termos o produto de dois ideais bilaterais. Suponhamos
sem perda de generalidade que RaR = 0. Isto implica que Ra e aR sao ideais bilaterais de R tais
que

Ra-R=R-aR=0.

Novamente, pelo item d), temos que Ra = aR = 0, para todo a € R. Assim, particularmente, Za é
um ideal de R satisfazendo Za- R = 0. Dai, obtemos Za = 0 e, portanto, a = 0. Logo, d) implica
a) e concluimos a demonstragao. O

Definicao 4.2.3. Um anel R é dito ser primo se satisfaz uma (e portanto, todas) as condi¢des
do Lema 4.2.2.

Lema 4.2.4. Um anel comutativo é primo se, e somente se, é um dominio.

Demonstragdo. Seja R um anel comutativo primo, e sejam a, b € R tais que ab = 0. Entéo

abR = aRb = 0. Como R é primo, isto implica que a= 0 ou b =0, ou seja, R ¢ um dominio.
Agora suponhamos que R seja um dominio comutativo, e sejam a, b € R tais que aRb = 0.

Sem perda de generalidade, consideremos b # 0. Em particular, abb = 0 e valem as implicagbes:

abb=0= (ab)b=0=ab=0=a=0.

Portanto, como satisfaz o primeiro item do Lema 4.2.2, R € um anel primo. O

Observacao 4.2.5. Seja R um anel primo com caracteristica char(R) + 0. Primeiramente, temos
que se 0 + a€ Re ne N sio tais que na = 0, entdo aR(nb) = 0 para todo b € R, e portanto
nR = 0. Em segundo lugar,se nR=0e n=rsparaalguns r, sc N, entdo rR-sR =0. Como rR e
SR séo ideais de R, devemos ter que rR = 0 ou sR = 0. Desta forma, concluimos que char(R) é
um ntmero primo p. De fato, seja char(R) = m nao primo. Dai, m pode ser fatorado como K/,
para alguns k, / € N. Logo, kR - IR = 0 implica que kR = 0 ou /R = 0. Digamos que kR = 0. Entao
existe um namero k menor que m tal que kKR = 0. Absurdo, pois m é a caracteristica de R.

Portanto, podemos considerar R como uma algebra sobre Z,, definindo para k € Z, =
{0,1,...,p—1} e x € R o produto

kx=Kkx=x+--+X.
N— —
k parcelas
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Vejamos que este produto esta bem definido:
Zi=Z€lpereR=2z -2z =qp,paraalgumqeZ, ercR

=qor=0= (zy = 2)r=2zir — zr =0 = z;r = Zr.

A demonstracdo dos demais itens que garantem R ser uma &lgebra sobre Z, é de fécil argumen-
tagéo.

Agora, prosseguimos com uma classe ainda mais ampla de anéis.

Lema 4.2.6. Seja R um anel. As seguintes afirmagbes sdo equivalentes:

a) Paratodo a€ R, aRa =0 implicaa=0.

b) Para todos os ideais & esquerda | de R, I? = 0 implica | = 0.
¢) Para todos os ideais a direita | de R, I? = 0 implica | = 0.

d) Para todos os ideais | de R, > = 0 implica | = 0.

e) R n&o tem nenhum ideal nilpotente n&o nulo.

Demonstragdo. De maneira similar a demonstragdo do Lema 4.2.2, assumimos valido a) e
tomemos / ideal & esquerda de R tal que /> = 0. Como R/ C I, também IR/ = 0. Assumimos / # 0.
Assim, existe 0 + i € / tal que iRi = 0. Mas por a), i = 0 e obtemos um absurdo. Portanto a)
implica em b).

De forma similar, obtemos que a) também implica em c), e de b) e ¢) obtemos d).

Agora, assumimos valido d), e seja / um ideal de R tal que /" = 0 para algum n € N.
Consideremos o ideal /"™™' formado pelas somas de todos os elementos x;x,---X,_; tal que
X1, X2, ..., Xn_1 € 1. Temos que

(X1 X Xn1) (Y1 Y2 *Yn-1), COM X;, ¥; € |,

é um produto de (n—1) + (n—1) = 2n - 2 elementos de /. Mas por hipdtese, / é nilpotente de
grau n, entdo

(X1X2: X1 Y1) (Vo= ¥n-1) = 0+ (VoY1) = 0.

Ou seja, (I"")2 = 0. Pelo item d), segue que /"' = 0. De maneira indutiva, obtemos que / = 0.
Logo, R n&o pode ter ideais nilpotentes nao nulos, e portanto d) implica e).

Por fim, assumimos valido e) e seja a € R tal que aRa = 0. Ent&o, valem a premissa e as
implicagbes seguintes:

RaRaR = 0 = (RaR)(RaR) =0 = RaR = 0.
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A Ultima implicacédo se deve ao fato de termos um ideal nilpotente. Isto implica que Ra e aR sao
ideais bilaterais de R tais que
(Ra)? = (aR)? = 0.

Novamente, pelo item e), temos que Ra = aR = 0, para todo a € R. Assim, particularmente, Za é
um ideal de R satisfazendo (Za)? = 0. Dai, obtemos Za = 0 e, portanto, a = 0. Logo, e) implica
a) e concluimos a demonstragao. O

Definicao 4.2.7. Um anel R é dito ser semiprimo se satisfaz uma (e portanto, todas) as
condi¢cbes do Lema 4.2.6.

O seguinte lema € analogo ao Lema 4.2.4.

Lema 4.2.8. Um anel comutativo R é semiprimo se, e somente se, ndo contém nenhum elemento
nilpotente n&o nulo.

Demonstragdo. Para a ida, suponhamos que exista n€ N e 0 # a € R tais que a” = 0 e tomemos
oideal /=(a)={za+ralzeZerecR}.Sez,..,z,eZen,..,r,cR,entdo

(zia+ na) - (za+ na)-(z,a+na)=(z122-z,)a" +ra" =0

para algum r € R. Logo, /" =0 e 0 # / € um ideal nilpotente de R, ou seja, R nao é semiprimo.
Agora, para a reciproca, seja a € R tal que aRa = 0. Em particular, 0 = aaa = a&°. Mas
como R nao contém nilpotentes nao nulos, temos que a = 0. O

Observacao 4.2.9. Se A é uma algebra e /, J séo ideais de A como anel tais que IJ = 0, entao
0s espacos vetoriais gerados por / e J sao ideais de A como algebra, cujo produto é 0. Assim,
segue que uma algebra prima pode ser definida equivalentemente como uma algebra que é
prima como anel, ou como uma algebra na qual o produto de quaisquer dois ideais ndo nulos é
nao nulo. Da mesma forma, vale a definigao equivalente para algebras semiprimas.

Observacao 4.2.10. Seja / um ideal ndo nulo de um anel primo R, eseja0+uel. Sea beR
s&o tais que alb = 0, entdo aRuRb = 0. Se a # 0, entdo através da condi¢do a) do Lema 4.2.2
segue que uRb = 0. Novamente por tal condi¢édo, obtemos b = 0. Isto mostra que um ideal ndo
nulo de um anel primo € também um anel primo.

De forma similar, mostra-se que todo ideal nao nulo de um anel semiprimo é também um
anel semiprimo.

R
Lema 4.2.11. Se N ¢ o ideal nilpotente maximal de um anel R, entdo o anel quociente N é
semiprimo.

R
Demonstracdo. Seja K um ideal nilpotente de N’ e denote por J 0 seguinte conjunto:

J={xeR|x+NeK}.
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J
Temos que J é umidealde R, Nc Je K = N Como K é nilpotente, existe um natural n tal
n

que0=K"= N Logo, J" € N. Por hipétese, N é nilpotente, isto é, existe um natural m tal que
N™ = 0. Em particular, J” = 0 e J é nilpotente. Pelo Lema 4.1.9, temos que J € N. Jaque N ¢ J,

N
obtemos J = N. Assim, K = N 0. Concluimos entao que N € semiprimo. O

A
Exemplo 4.2.12. Sejam A e N definidos como no Exemplo 4.1.12. Entao N é isomorfoa F", o
produto direto de n cépias de F. De fato, podemos construir a fungdo ¢ : A — F", por

90((3/]'),]) = (3115322, ey ann), (aij)ij €A

Temos que

o((ay)j+ (by)y) = e((aj + b)) = (@11 + br1, @z + bo, ..., @pn + byp)

= (a1, @2, ..» @mn) + (b11, b2z, ..., ban) = 0((aj) ;) + ¢ ((by););
©((a5);j(by);) = (ar1bi1, @eabsz, -, @nnbnn)
= (@11, @2, -+ @) (b1, b2z, -, bun) = ((@5) ) ((b5)5);
e(M @) i) = p((Aaj)j) = (Aai1, Aaaa, ...s A@nn) = A(@i1, a2, s @nn) = Ap((85))-

Desta forma, ¢ € um homomorfismo de algebras. Como ker(y) = N, aplicando o Primeiro
Teorema do Isomorfismo, segue o resultado.

Obtemos as seguintes relagdes entre as classes de anéis ja introduzidas:

anel com divisdo = simples e dominio;
simples = primo;
dominio = primo;

primo = semiprimo.

Conforme os exemplos abaixo, nenhuma das implicagées pode ser invertida.

Exemplo 4.2.13. Pode ser mostrado que a algebra de Weyl .<#; é um dominio simples, porém
nao é com divisdo. Vide (BRESAR, 2014, Exemplo 2.28).

Exemplo 4.2.14. O anel Z é um dominio que nao é um anel simples.

Exemplo 4.2.15. O anel de matrizes M,(F), n > 2, € um anel simples (Exemplo 3.2.6) que n&o
€ um dominio. Note que

E{1Ex =0, sendo que Eqq, Exs # 0.

Exemplo 4.2.16. O anel M,(Z), com n > 2 é primo. De fato, sejam (a;); e (b;); matrizes ndo
nulas em M,(Z). Assim, existem entradas a,q € b,s ndo nulas. Temos que a entrada (p, s) da
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matriz (a;);Eq(bj)j € apgbrs # 0. Logo, (a;)iM,(Z)(bj); # 0, e pelo item a) do Lema 4.2.2,
segue que M,(Z) é primo.

No entanto, M,(Z) nao é um dominio (pelas mesmas razdes do exemplo anterior) nem
um anel simples, pois M,(2Z) é um ideal, por exemplo.

Exemplo 4.2.17. Todo anel comutativo que possui divisores de zero mas nao possui elementos
nilpotentes n&o nulos, € semiprimo mas n&o primo (vide os Lemas 4.2.4 e 4.2.8). Um exemplo
de tal anel é o anel das fungdes reais continuas C[-1, 1] com as operagdes usuais de soma e
produto de fungdes. Tomemos as fungdes f, g € C[-1, 1], definidas da seguinte forma:

0, -1<x<0 -X, —-1<x<0

f(x) = ; g(x) = .

X, 0<x<1 0, 0<x<1
Temos que f,g # 0, mas fg = 0, provando que C[-1, 1] possui divisores de zero e, portanto, n&o
€ primo.

O préximo exemplo explicita uma diferenga entre a classe dos anéis primos e semiprimos,

e também aponta uma certa relagido entre anéis primos e nimeros primos.

Exemplo 4.2.18. Sejam R; e R, anéis nao nulos. Seu produto direto R = Ry x R, ndo é um anel
primo, ja que R; x 0 e 0 x R, séo ideais ndo nulos de R cujo produto é 0. Por outro lado, se
ambos R; e R, sdo semiprimos, entdo R também é semiprimo.

4.3 UNITIZACAO

Nesta secao introduziremos uma maneira de estudar algebras sem unidade de forma a
reduzir certos problemas de algebras gerais a algebras unitarias, cuja estrutura € bem conhecida.

Seja A uma F-algebra. Entdo o conjunto F x A= {(\,x) | A € F, x € A} se torna uma
F-algebra, a qual denotamos por A*, ao definirmos adicéo, produto por escalar e multiplicacdo
da seguinte forma:

(Ax) + (p,y) = (A +p,x+y),
(A x) = (A, px),
(A X) (1 y) = (A, px + Ay +xy).

Consideramos A uma subélgebra de A* através do mergulho x ~ (0, x). Notemos que A
é na verdade um ideal de A*. Verificaremos apenas um item deste fato, isto &, tomando (0,x) €A
e (\,y) € A*, temos

(0, )N y)=(0-AA-x+0-y+x-y)=(0,\x+xy) € A
(Ay)(0,x)=(A-0,0-y+A-x+y-x)=(0,\x+yx) € A

Uma observagéo crucial ¢ a de que A* é uma algebra unitaria. De fato, (1,0) é sua
unidade:
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(1,0)(py) =(1 - p p-0+1-y+0-y) = (1, y);
(1, y)(1,0) = (u-1,1-y+p-0+y-0) = (1,y).

Definicdo 4.3.1. A algebra A* é chamada de unitizacédo de A.

Observacio 4.3.2. Considerando F = Z, definimos a unitizacdo R* de um anel R de maneira
similar, apenas desconsiderando a operagao de produto por escalar.
Alternativamente, podemos tomar Z, ao invés de Z se char(R)= n> 0.

Esta construgao é destinada principalmente a algebras (e anéis) sem unidade. O objetivo
principal é reduzir certos problemas de algebras gerais a algebras unitarias. A principio, é

possivel construir A* mesmo se A for unitaria.

Observacao 4.3.3. A unitizagdo de A nao preserva as propriedades de A. Por exemplo, se A é
uma algebra simples, A* nao é simples ja que A é um ideal de A*. Outro exemplo, se A é uma
algebra unitaria prima ndo-nula, entdo A* n&o é prima, ja que /= {(\,-)\) | A € F} é um ideal de
A* tal que IA = Al = 0. De fato, se (u,—u1) € I e (0,x) € A, entéo

(16, =1)(0,x) = (- 0,0 (=) + pu-x + (-p) - x) = (0,0) e
(0,x)(pt, =) = (0~ i, pu-x +0- (=) + x - (=) = (0,0).

Portanto, encontramos dois ideais ndo nulos / e A de A* cujo produto é zero.
Lema 4.3.4. Seja A uma &lgebra prima sem unidade. Entdo A* também é prima.

Demonstragdo. Sejam elementos (), a), (i, b) € A* tal que (A, a)A* (i, b) = {(0,0)}. Particu-
larmente, se isto vale, entdo vale a premissa e as implicacdes:

(A a)(1,0)(u, b) = (0,0) = (N, a)(u,b) =(0,0) = A\u=0e pa+ Ab+ab=0.

Logo, A = 0 ou 1 = 0. Assumimos sem perda de generalidade que A = 0, e vamos supor que
a+ 0. Entado, para todo x € A, vale que

(0,a)(0, x)(, b) = (0,0) = (0, ax) (11, b) = (0,0) = (0, pax + axb) = (0,0)
= pax + axb =0, para todo x € A.

Temos dois casos a analisar:

(1) Se i =0, entdo axb = 0 para todo x € A, ou seja, aAb = 0. Como A é algebra prima,
segue que b = 0 e, portanto, (x4, b) = (0,0), como desejado.

(2) Suponha . # 0. Definindo o elemento e := -1~ 'b, temos

axb »
pax + axb =0 = pax = —axb = ax = —— = —ax(u~'b) = axe, para todo x € A.
7

Assim, a(xy)e = axy = (axe)y, para todos x, y € A. Em outras palavras,

axy — axye = ax(y — ye) =0 = ax(y — ey) = axy — axey.
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Mas como A é prima, segue que y = ye e y = ey para todo y € A. Isto contradiz a hip6tese de
que A ndo tem unidade.
Pelos dois itens, finalizamos a demonstracao. O

4.4 A REPRESENTACAO REGULAR

Nesta secao introduziremos o conceito de representacéo regular. Partiremos da seguinte
pergunta motivadora:
Pergunta. dada uma algebra unitaria A, & possivel que

[a,b] =1 (4.1)

para algum a, b € A?

Esta pergunta tem resposta positiva, por exemplo, para a algebra de Weyl <7, que é uma
algebra de dimensao infinita. Estudaremos se é possivel que (4.1) ocorra em uma algebra de
dimensao finita.

Utilizaremos as fungdes multiplicativas a esquerda L, : A — A, dadas por L,(x) =
ax. Relembrando que Lyaiup = ALg + ply € Lgy = Lyly, vemos que a fungéo a = L, € um

homomorfismo de algebras.

Definigdo 4.4.1. O homomorfismo L : A - Endr(A) dado por L(a) = L, é chamado de
representacao regular de A.

A representacao regular é injetiva, a menos que aA = 0 para algum 0 # a € A. Esta dltima
condi¢&o nao pode ocorrer em uma algebra unitaria A. De fato, aA = 0 implica em particular que
a-1=0,eassima=0. Logo, L & um mergulho de Aem Endg(A), o que torna possivel identificar
um elemento a € A com L, € Endg(A). A vantagem obtida em considerar L, vem das ferramentas
ja existentes para trabalhar com operadores lineares.

O lema a seguir justifica esta abordagem. Notemos a analogia com o Teorema de Cayley
da teoria de grupos.

Proposicéo 4.4.2. Toda F-dlgebra A pode ser mergulhada na algebra Endr(V') para algum
espaco vetorial V. Se A tem dimenséo finita, entdo V pode ser escolhido de forma a ter dimensao
finita, e entdo neste caso A pode ser mergulhado em M,(F) para algum n € N.

Demonstragdo. Se A é unitaria, basta tomar V = A e utilizar a representag¢ao regular como um
mergulho. Se A néo é unitaria, podemos mergulhar A em sua unitizagdo A*, e entédo tomar
V = A*. Em todo caso, V tem dimenséo finita se A também tem; se V tem dimens&o n, entéo
Endr(V) = M,(F). O

Esta proposi¢éo torna possivel considerar os elementos de uma algebra de dimenséo
finita como matrizes.
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Retornando a questdo motivadora do inicio da se¢ao, vamos assumir que existam ele-
mentos a, b de uma algebra A com dimensao finita n tais que (4.1) vale. Entao,

ld=L(1) = L([a,b]) = [L(a), L(b)] = [Las Lp]-
Identificando L,, L, como matrizes em M,(F), como na Proposigdo 4.4.2, temos
n=tr(ld) =tr([La Lp]) =0,

onde tr é o trago da matriz. Se char(F) = 0, entdo isto é impossivel, e logo (4.1) ndo pode
ocorrer. Provamos entdo um caso particular do seguinte resultado:

Proposicao 4.4.3. Seja A uma algebra unitaria ndo nula de dimensao finita sobre um corpo F
de caracteristica 0. Entdo 1 ndo pode ser escrito como uma soma de comutadores de A.

Demonstracdo. Segue a mesma ideia do paragrafo anterior. O]

Pode ser mostrado que a proposicao acima nao é valida se a caracteristica de F é
diferente de 0. Para isso, veja (BRESAR, 2014, Exemplo 2.40).

Agora, provaremos um resultado do mateméatico estadunidense Nathan Jacobson, de
1935, que trata da condigéo [[a, b], a] = 0. Isto pode ocorrer em algebras de dimenséo finita
mesmo que a e b ndo comutem, independentemente de char(F).

Exemplo 4.4.4. As matrizes canbnicas Eiy, Ej, satisfazem [Ej,, Ey1] = —Ej2, € portanto
[[512, E11], E12] =0.

Definicao 4.4.5. Seja A uma algebra (respectivamente, um anel). Uma funcéo linear (respectiva-
mente aditiva) d : A - A é chamada uma derivacao se

d(xy) = d(x)y +xd(y),
para todos x, y € A.
Exemplo 4.4.6. O operador diferencial D no Exemplo 3.2.9 € uma derivagao.
Exemplo 4.4.7. Fixado um elemento a em uma algebra (ou anel) A, a fungédo d : A - A dada por
d(x) =[a, x]
€ uma derivagdo. De fato,

d(xy) = [a,xy] = axy — xya= axy — xay + xay — xya=
(ax —xa)y + x(ay — ya) = d(x)y + xd(y).

Uma derivagéo desta forma é chamada de derivacao interna de A.
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Proposicao 4.4.8 (Jacobson). Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo F de
char(F) = 0. Se a, b € A satisfazem [[a, b], a] = 0, entdo [ a, b] é um elemento nilpotente.

Demonstragdo. Seja d a derivagao interna d(x) = [a, x]. Assim,
0=[[a b],a] =[a,[a b]] =d([a b])=d(d(b)),
ou seja, d?(b) = 0. Primeiramente, mostraremos por indugéo que
d(d(b)*) = 0 para todo k € N. (4.2)

O caso k =1 ja esta provado acima. Assumamos que a sentenca € valida para k e provemos
que vale para k + 1. Temos

d(d(b)*") = d(d(b)d(b)")) = d(d(b))d(b)* + d(b)d(d(b)*) = 0d(b)* + d(b)0 =0,

como era o desejado.
Agora, afirmamos que

d"(b") = nld(b)" para todo n e N. (4.3)

Provaremos tal fato por indugdo em n. O caso n =1 é ébvio. Seja n > 1 e vamos assumir que
(4.3) vale para n— 1. Antes de prosseguirmos, afirmamos que a Regra de Leibniz do Célculo

também vale aqui, ou seja,
() =Y (7)d’(u)d”"(v).
i=0

A demonstragcdo deste fato é a mesma de Calculo, feita por indugao em n. Continuando, pela

regra acima e por (4.2), temos
d"(b") = d"(bb™") = Z; (7)d’(b)d”’(b”‘) - io (7)d’(b)d”’(b”1)
= bd"(b" ") + nd(b)d" ' (b™") = bd(d™ ' (b ")) + nd(b)d™ " (b™").

Aplicando a hipotese de indugéo e (4.2), temos

d"(b") = bd((n-1)1d(b)"")+nd(b)(n-1)1d(b)"" = (n-1)bd(d(b)""))+nld(b)" = nld(b)".

A afirmacao esta provada.
Como consequéncia de (4.2) e (4.3) obtemos

d™(b¥) = d™k(d*(b¥)) = d™*(kld(b)¥) = kld™ ¥ (d(b)) = kld™* " (d(d(b)¥)) =0
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sempre que k < m. Pelo Lema 3.1.7, existe m € N tal que b™ é combinagao linear de b*, com
k < m. Portanto, d™(b™) = 0, e logo m!d(b)™ = 0 por (4.3). Portanto, concluimos que [a, b]" =0
e entdo [a, b] é nilpotente de grau m. O

4.5 ALGEBRAS GRUPO

Nesta secéo introduziremos conceitos que conectam as nogdes de grupo e anel.
Seja G um conjunto arbitrario e F um corpo. Podemos considerar 0 espaco vetorial sobre
F cuja base é G. Seus elementos sao somas formais

Y Xg9, Ag € F,

geG

e a menos de uma quantidade finita de escalares )y, todos Ay séo nulos. Relembrando:
a) Y. Agg = > Byg se, e somente se, A = 3, para todo g € G,

geG geG
b) Z Agg + Z Bqg = Z()‘g +54)9,
9eG geG geG
A Agg =D (Mg)gseXeF.
geG geG

Assumimos agora que (G,-) é um grupo. Entédo o espago vetorial acima torna-se uma
algebra ao estender o produto do grupo para o espago inteiro por meio da distributividade. Em
razao dos axiomas de algebra isto pode ser feito de maneira Unica, ou seja,

(Z Agg) (Z uhh) =Y wvkk,onde vk = > Agpin.

geG heG keG g-h=k
Denotamos esta algebra por F[G].
Definicédo 4.5.1. A algebra F|[G] é chamada de algebra grupo de G sobre F.

E suficiente assumir que G seja um semigrupo para construir F[G]. Neste caso, denomi-
namos F[G] de algebra semigrupo. De maneira similar, se G € um monoide, construimos a
algebra monodide de G. Ademais, podemos substituir o corpo F por qualquer anel R, e definir a
soma e o produto formalmente da mesma maneira.

Ha muitos exemplos de algebras grupo que séo dominios, como por exemplo F[Z]. No
entanto, se um grupo (G,-) tem um elemento g # 1 de ordem finita, entdo F[G] ndo é um
dominio. De fato, g” = 1 implica (1 - g)(1 +g+--+g""') = 0. O problema a seguir permanece
em aberto.

Problema 4.5.2. Se um grupo G ndo tem nenhum elemento de ordem finita além de 1, entao
F[G] é um dominio?
Se G é um grupo néo trivial, entdo o conjunto de todos Z Agg tal que Z Ag =0€éum

geG geG
ideal préprio ndo nulo de F[G]. Ele é chamado de ideal de aumento de F[G]. A algebra F[G],

portanto, ndo é simples. O objetivo principal desta segéo é discutir se F[ G] € ou ndo semiprima.
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Exemplo 4.5.3. Seja G = {1, g}, onde g° = 1, um grupo de ordem 2. A &lgebra grupo F[G]
entdo consiste dos elementos da forma A1 + g, onde A, i € F, cujo produto é dado por

(A1 +pg) (N1 +p'g) = (AN + pp' )1 + (A" + pA)g.

Seja ¢ : F[G] — F x F afungao dada por

(M +pug) = (A+ A —p).

Provaremos que ¢ € um homomorfismo de algebras. Temos:
a) Referente a soma,

e((M+pg) + (N1 +4/g)) = o((A+ N1+ (n+p)g) = A+ N+ p+ A+ N = =)

= A+ A=)+ (N + N =) = (M + pug) + (N1 +1'g);

b) Referente ao produto,
e((A+pg) (N1+1'9)) = (AN +pp" )1+ (A" +pA) @) = (AN +ppt"+ A"+ N AN +ppt’ =M’ = pX”)

= (AN + A"+ N+ !, AN = A" = )+ ) = (A + ) (N + 1), (A= ) (N = 1))
= (At A=) (N + N =) = (M + pg) (N1 + 1'g);

c) Referente ao produto por escalar,

ap(M +pug) = a(A+p, A=) = (@A + ap, ol — ap) = p(a(A1 +ug)).

Agora suponha char(F) + 2. Neste caso, ker ¢ = 0 e portanto ¢ é injetor. Sendo o
dominio e contradominio com mesma dimensdo 2, segue que ¢ € um isomorfismo, ou seja,
F[G] 2 F x F. Em particular, F[G] € semiprimo.

A conclusdo acima nao vale se char(F) = 2, pois F(1 + g) seria um ideal nilpotente de
F[G]. Neste caso, notamos que F[G] é isomorfo a subalgebra M,(F) que consiste das matrizes

Atp p

da forma @ .
0 0 A+u

i). O isomorfismo é dado por A1 + ug —

Logo, a algebra grupo F[G], quando a ordem de G é 2, é semiprima se, e somente se,
char(F) + 2. Iremos generalizar este fato para algebras grupo sobre grupos finitos arbitrarios.

Primeiramente recordemos alguns fatos de algebra linear. Seja V um espaco vetorial
de dimensao finita ne T : V — V uma funcéo linear. Tomando uma base  em V, podemos
representar T como uma matriz [ T]z em relagdo a esta base. Bases diferentes produzem
matrizes similares. Logo, independente da base escolhida, o traco da matriz que representa T é
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sempre 0 mesmo:
tr(X[T]sX™") = tr([T]sX "' X) = tr([T]5).

Podemos entao definir tr(T) como o trago de qualquer matriz que representa T. Usaremos
o seguinte fato de Algebra Linear: Se T é nilpotente, entdo tr(T) = 0. De fato, sendo 7" = 0
para algum n, segue que os autovalores de T sdo iguais a 0. Mergulhando F num corpo
algebricamente fechado F, temos que existe X ¢ M,,(I?) talque Y = X[T]/@X‘1 esta na forma de
Jordan. A matriz Y é triangular superior com diagonal formada pelos autovalores de [ T]g, que
no caso sao nulos. Logo,

0=tr(Y) = tr([T]y).

como era o desejado.
O seguinte teorema foi provado em 1898 pelo matematico alemao Heinrich Maschke.

Teorema 4.5.4 (Maschke). Seja G um grupo finito. Entdo a algebra grupo F[G] é semiprima se,
e somente se, char(F) = 0 ou char(F) n&o divide | G| .

Demonstragao. Como F[G] é um espago vetorial de dimens&o finita sobre F, podemos definir o
funcional linear p : F[G] — F dado por

p(a) = tr(Ly).

Relembrando que L, é a fungdo multiplicativa a esquerda por a, e tr € o trago. Sejan=| G| e
denotemos os elementos de G por g4, 9s, ..., g, Onde g; = 1. Temos entao

p(gr) =p(1) =tr(Ly) = n.

Se i > 2, entdo
Ly (91) =gigi€ G~ {g;}

para todo j. A matriz que representa Ly, em relagédo a base {gi, 9o, ..., g} portanto tem zeros na
diagonal. Consequentemente, p(g;) = 0.
Suponhamos agora que F[G] tem um ideal nilpotente ndo nulo /. Queremos mostrar que

n
F tem caracteristica finita p que divide n =| G|. Tomemos 0 # a € /, e escrevamos a = Z Aigi.
i=1
Sem perda de generalidade podemos assumir que \; # 0. De fato, caso contrario escolhemos i

tal que \; # 0 e substituimos a por g, 'a, que também é um elemento de /. Temos

p(a@) = Mp(gr) + A2p(ge) + -+ Anp(gn) = NAs.

Como todo elemento de um ideal nilpotente é nilpotente, segue que a € um elemento nilpotente.
Logo, L,: F[G] - F[G] é uma fungao linear nilpotente e, consequentemente, p(a) = 0. Isto &,
n\; =0. Como \; # 0, isto s6 é possivel quando p = char(F) divide n.



50

n
Por outro lado, assumimos que p = char(F) divide | G |. Sejar = >_ g;. Como rg; = gir = r
i=1

para todo j, vemos que o espago Fr, de dimensao 1, é um ideal de F[G]. Como

r= (i:gf) (/: 9/) :é(igi)gj: >rg=3r=lair=o,

i=1 j=1 j=1

segue que Fr é um ideal nilpotente. O]

4.6 MATRIZES CANONICAS

Nesta secédo faremos uma generalizagdo do conceito de matrizes candnicas.

Definicdo 4.6.1. Seja R um anel com unidade 1 e seja n € N. Um conjunto {e; € R| 1 <i,j < n}
€ chamado um conjunto de matrizes candnicas n x n se

€11 +622+---+e,,n:1 e e,‘/'ek/zéjke,‘/

1, sej=k

para todos 1 < i,j, k,/ < n, onde 5,-k é o delta de Kronecker: 6,-k = .
0, sej+k

Um exemplo basico do conceito acima s&o as matrizes canénicas usuais E; do anel

M,(S), onde S é um anel unitério arbitrario. Este conjunto ndo é Unico, pois se e; sdo matrizes

candnicas e p é um elemento invertivel no anel R, entdo os elementos f; := p~'e;p também

formam um conjunto de matrizes canénicas. De fato,

fit 4+t fon = P @1+ 4 P P =p (11 + €p)p=p  1p=p ' p=1,

e também

fifu = P~ eipp " €up = P~ ejenp = P~ Ojeup = Oy €up = jcfy.

As matrizes candnicas e; com i # j se comportam de maneira significativamente diferente
das matrizes candnicas da forma e;. Em particular, as e;’s sdo tais que e,?j = €& = 0;€j =
Oe; = 0, e portanto sdo elementos nilpotentes, enquanto que as matrizes e;’s s&o tais que

2
ej = €8 = 0;8; = 16; = €;.

Definicdo 4.6.2. Um elemento e em um anel R é dito idempotente se e = e. Elementos
idempotentes e e f sdo denominados ortogonais se ef = fe = 0.

Logo, num conjunto de matrizes candnicas, os elementos e};s sdo dois a dois idempotentes
ortogonais cuja soma é 1.

Cada e; gera o subanel e;Re; = {e;ae; | a< R} de R, e todos estes subanéis gerados
desta forma s&o isomorfos entre si. De fato, sejam e;Re; e ¢;Re; dois subanéis gerados desta
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forma. Afirmamos que a aplicagéo ¢ : e;Re; — ¢;Re;, dada por
p(eiaei) = ej(eiaen)e; = ej(e;aey)ey,

€ um isomorfismo. Provaremos isso, conforme os itens abaixo:

a) Referente a soma,
p(eixe; + eiyei) = p(ei[x + ylei) = ei(ei(x + y)ei)e;
= eji(eiixeii + eiiyeii)eij = €ji€jiXe;ie; + €€;yeej = SD(eiixe/i) + @(eiiyeii);
b) Referente ao produto,
@(eﬁxeﬁeﬁyeii) = eji(eiixeiieiiyeii)eij = eji(eiixeiieiieiiyeii)eij

= eji(eiixeiieijejieiiyeii)eij = [eji(eifxeii)eij][eji(eiiyeii)ei/] = 90(9/:')(9//)90(9//}’9/7)-

Definimos conjunto de matrizes candnicas para anéis unitarios arbitrarios. Mostraremos
a seguir que um anel que contém um conjunto de matrizes canénicas é de fato um anel de

matrizes.

Proposicao 4.6.3. Se um anel unitario R contém um conjunto de matrizes canénicas nx n, entao
R = M,(S) onde S = e;1Rey;.

Demonstracédo. Definimos ¢ : R — M,(e;1Res1) por
(p(a) = (a,/),/, Onde a,'/' = e1,‘aej1.

Temos que a; = ey1a;,e11 e portanto a; € e;1Re;1, ou seja, ¢ esta bem definida. Mostremos que
i i if '
© € de fato um isomorfismo.
a) Referente a soma,

p(a+b)=((a+b);)j, onde (a+b); = es(a+b)ey = e aey + erbejy = a; + by.
Note que a; + b; é a entrada (i,j) da matriz (a;); + (b;); = ¢(a) + p(b). Portanto, p(a+ b) =
p(a) +¢(b).

b) Referente ao produto,

w(ab) = ((ab););, onde(ab); = ey;abej;.

Olhemos para a entrada (/,) da matriz ¢(a)(b). De acordo com o produto usual de matrizes,
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ela é dada por

n

n n
Z a,-kbkj = Z e1,aek1e1kbej1 = 6113(2 ekk) bej1 = e1;a1 bej1 = e1,-abej1 = (ab),,
k=1 k=1

k=1

Portanto, p(ab) = p(a)e(b).
c) Referente a injetividade, se a; = 0 para todos /, j, entao

0 = ej1ajeq; = ej1€4;a6j1 €4 = €;;a€;

e portanto,
n n
a=1al = (Ze,-,-)a(z:ejj) = 0.
i=1 =

Assim, p(a) = 0 implica que a = 0, e portanto ¢ € injetiva.
d) Referente a sobrejetividade, se r € R, entao

<,0(ek1 few) = (e1iek1 ”91/9/1):‘/ = (5:‘;(911"9115//)//,

e observemos que esta é a matriz cuja entrada (k, /) € igual a ey1re; e todas as outras entradas
sdo nulas. Portanto, se y € M,(S), entdo y = (ey1rjesq); paracertos rje Re

80(2 Zemfk/ew) =Y.

k=1 /=1

Finalizamos a demonstracao. O

Observacao 4.6.4. Se R é uma algebra, entdo o isomorfismo da Proposicdo 4.6.3 € um isomor-
fismo de algebras.

4.7 IDEMPOTENTES

Nesta secdo discutiremos elementos idempotentes, suas propriedades e a decomposicao
de Pierce.

Denotaremos um elemento idempotente arbitrario em um anel R por e. Chamamos o
anel eRe de corner ring correspondente a e. Este anel tem unidade, mesmo que R ndo seja um
anel unitario, sendo sua unidade e. Veremos ao longo da secao outros trés subanéis de R que
sdo naturalmente conectados a e.

Iremos assumir que R € um anel unitario e que e € um idempotente nao trivial, ou seja,
um idempotente diferente de 0 e 1. Logo,

f=1-e
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também é um idempotente nao trivial, e e f sdo ortogonais e sua soma ¢é igual a 1. De fato,
ff=(1-e)(1-e)=1-e-e+e’=1-e-e+e=1-e="f;

fe=(1-e)e=e-ee=e-e=0;
ef=e(1-e)=e-ee=e-e=0.

Como exemplo de tal par de idempotentes, podemos considerar as matrizes candnicas
€11 € e em um anel de matrizes 2 x 2. De fato, sejam e = ¢y, € f = Id — e11. Temos

e (1T OV (1 O\ _ (o o) _,
B "\o 1) \o o) \o 1) 7%

2 2
€71 = 11811 = €41, €55 = €282 = €20, 811622 = 0 = €261

Retornando para a teoria, vamos supor que existam xi, xo, X3, X4 € R tais que
exie+ exof + fxze + fxyf = 0.
Ao multiplicarmos a igualdade a esquerda e a direita por e, temos
eex;ee + eexofe + efxsee + efxyfe = ex;e = 0.

Procedendo de maneira similar, obtemos que todos os outros termos também s&o iguais a 0. Por
outro lado, cada x € R pode ser escrito como

X = exe + exf + fxe + fxf.

De fato,
exe + exf+ fxe+ ixf = (e+ f)x(e+f) =1x1 = x.

Desta forma, segue que
R = eRe ® eRf ® fRe @ fAY. (4.4)
Chamamos (4.4) de Decomposicao de Peirce de R em relagao a e. Sejam
Ry == eRe , Ry, == eRf, Ry = fRe, Ry = A

Assim, R;1 e R.» sdo corner rings com respeito a e e f, respectivamente, enquanto que Ri» e Ry
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sao0 subanéis cujas multiplicagcdes sao nulas. Além disso, temos
R,'ij/ c 5ij,‘/

para todos 1 < i,j, k,/ < 2, o que corresponde ao produto das matrizes canbnicas do anel de
matrizes.

Assim, ao tomar um idempotente nao trivial e em um anel R, podemos construir f :=1-¢ee
desta forma "imitar" a estrutura de M. (eRe). No entanto, isto ndo garante que um anel R com um
idempotente e é isomorfo ao anel Mx(eRe), é necessario ainda construir, segundo a Proposigédo
4.6.3, os outros dois elementos ey, € eRf e ey € fRe de modo que {e = ey1, f = €, €42, €21} SEjA
um conjunto de matrizes canbnicas de R. Note, precisamos encontrar x, y € R tais que exf e fye
facam os papéis de e;» e e,1, respectivamente. Para isso, € suficiente e necessario encontrar
X,y € R tais que

exfye = e e fyexf = f.

Exemplos de anéis que nao tém idempotentes nao triviais sdo dominios, e em particular
anéis com divisdo. A existéncia de um idempotente néo trivial garante a existéncia de "varios"
idempotentes se os termos eRf e fRe da decomposi¢do de Peirce forem nao nulos. De uma
forma mais clara, se e é um idempotente, entao e + exf e e + fxe também sao idempotentes, para
todo x € R. Ademais, para todo elemento invertivel p € R, p~' ep também é um idempotente.

No caso em que e é um idempotente central, ou seja, e € Z( R) (centro de R), temos
que

eRf=Ref =0 =feR = fRe

e a decomposicao de Peirce se reduz aos termos /:= eR = eRe e J := fR = fRf. Temos que /e J
s8o ideais de R, R=1/® J e afungdo ¢ : R — I x J dada por ¢(x) = (ex, fx) é um isomorfismo
de anéis. De fato,

a)  preserva a soma;

b) ¢ preserva o produto, pois

p(xy) = (exy, fxy) = (e°xy, FPxy) = (exey, ixfy) = p(x)p(y);
C) v é injetora, pois
e(x)=0=>ex=fx=0=>0=ex+x=(e+f)x=1x=x;
d) ¢ é sobrejetora, pois para todos x, y € R temos
p(ex +fy) = (ex, fy).

Assim, através de um idempotente central é possivel decompor o anel.
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Observacao 4.7.1. Ao assumir que R € um anel unitario, pudemos tomar o idempotente f :=1—¢
e tomar produtos de f com elementos de R. Retirando a hip6tese de R ser unitério, e substituindo
fx por x — ex, fxf por x — ex — xe + exe e outros produtos de maneira similar, os resultados
anteriores seguem validos e em particular a decomposicao de Peirce ainda se aplica. Assim, se
e é um idempotente central em R, entdo / = eR e J = {x — ex | x € R} s&o ideais de R tais que

R=leJ=z=IxJ.

Ao considerar / como anel, temos que e é sua unidade.

Lema 4.7.2. Seja | um ideal de um anel R. Se | € anel com unidade, entdo sua unidade e é
um idempotente central em R, | = eR, e existe um ideal J de R tal que R = | ® J. Além disso,
Rz~Ixd.

Demonstracdo. Como e € [/, temos que eR c I. Por outro lado, / = el € eR. Assim, | = eR.
Também, como ex, xe € | para todo x € R, temos ex = (ex)e e xe = e(xe). Portanto, ex =
xe e logo e € um idempotente central. Partindo da Observagéao 4.7.1, obtemos o resultado
desejado. O]

4.8 IDEAIS MINIMAIS A ESQUERDA

Nesta secdo trataremos de ideais unilaterais, dando preferéncia a ideais a esquerda.

Definicao 4.8.1. Um ideal a esquerda L de um anel R é chamado um ideal a esquerda minimal
se L # 0 e L ndo contém propriamente nenhum ideal a esquerda nao nulo de R.

Ideais a direita minimais e ideais bilaterais minimais sao definidos analogamente.
Exemplo 4.8.2. O unico ideal a esquerda minimal de um anel com divisédo D é o préprio D.

Exemplo 4.8.3. Seja R = M,(D), com D um anel com divisao, e seja L o conjunto de matrizes
em R que tém entradas arbitrarias na i-ésima coluna e zeros nas outras. Temos que L é um ideal

a esquerda minimal de R. De fato, sejam a, b matrizes em L:
0 -0 a; 0 - 0 0 - 0 b; 0 -0

a=|0 - 0 a 0 - 0|,b=|0 - 0 b 0O - O]

0O - 0w4a 0 -0 0O -0 b,; 0 -0
Entao
0 - 0 a,-b; 0 -0

a-b=10 - 0 aj,—bj' 0 - 0]¢€L

0 « 0 ay-by 0 -~ 0
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Também, seja r uma matriz qualquer de R. Entao

fy - hier R Mo g\ (00 0 a; 0 -+ 0
ra= '}‘1 ,7/71 r].l. ,’j’.+1 r/.n 0O -0 aji 0O - 0
I o it Tni Thiyr rnn) 0 - 0 apnj 0 - 0

n
0« 0 Y rkag 0 = 0
k=1

n
=0 0 >Yrmas 0 - 0]eL
k=1

n
0« 0 Y rwaw 0 =+ 0
k=1
Vale ressaltar que L = RE;, onde E; é a matriz candnica usual (com entrada (i, /) igual
a 1 e demais entradas iguais a 0), e E;RE; = {dE; | d € D} é um subanel com divisdo de R
isomorfo a D.

Lema 4.8.4. Se L é um ideal minimal a esquerda de um anel semiprimo R, entdo existe um
idempotente e € R tal que L = Re e eRe € um anel com divis&o.

Demonstragado. Pela existéncia de L obtemos R + {0}, e pelo fato de R ser semiprimo existem
X,y € L tais que xy # 0. Desta forma, temos que Ly # 0. Como Ly é um ideal a esquerda de
R, com Ly c L, pela hipétese de minimalidade de L obtemos Ly = L. Logo, existe e € L tal que
ey=y.

Construa agora o conjunto J = {z € L | zy = 0}. Ao tomar o elemento & — e, vemos que
(e -e)y=€’y-ey=eey-ey=ey—-y=y—-y=0. Portanto & - e € J. Vemos também que
J é um ideal a esquerda de R, com J € L. Como x € L\ J, e L é minimal, entdo J = 0. Assim,
e’ — e = 0 implica que €* = e, e portanto e é o idempotente procurado. J& que e € L, temos
Rec L, e como 0 + e = ee € Re, novamente pela minimalidade de L obtemos L = Re.

Agora consideremos o corner ring eRe. Seja a € R tal que eae # 0. Iremos mostrar
que eae tem inverso em eRe. Temos que 0 # Reae € Re = L, o que implica que Reae = L.
Assim, para algum b € R, beae = e, e também (ebe)(eae) = ebe’ae = ebeae = ee = e. Como
ebe € um elemento n&do nulo de eRe, através de um argumento anélogo existe ¢ € R tal que
(ece)(ebe) = e. Como o inverso é Unico, segue que eae = ece ¢ invertivel em eRe, e seu
inverso é ebe. 0

De maneira analoga, o resultado vale para ideais a direita minimais. Vale ressaltar que o
Lema 4.8.4 também é valido para ideais a esquerda minimais de algebras, que séo definidos da
mesma maneira que ideais minimais de anéis.

Vemos por este resultado que como algebras nao nulas com dimenséo finita sempre

possuem ideais a esquerda minimais, podemos construir seus respectivos corner rings com
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divisao.
O resultado a seguir segue do Lema 4.8.4 aplicado a algebras.

Corolario 4.8.5. Se A é uma algebra semiprima néo nula de dimensao finita, entao existe um
idempotente e € A tal que eAe é uma algebra com diviso.

O seguinte resultado é a "volta"do Lema 4.8.4.

Corolario 4.8.6. As afirmagbes seguintes sdo equivalentes para um idempotente e em um anel
semiprimo R:

a) eRe é um anel com divisdo;
b) Re é um ideal minimal a esquerda de R;

c) eR é um ideal minimal a direita de R.

Demonstragdo. A implicagdo b) = a) provém do Lema 4.8.4, e a implicagéo c) = a) se faz por
argumentos anélogos. Faremos a prova de a) = b) e omitiremos a implicagdo a) = c¢), pois a
segunda se faz por meio de argumentos analogos.

Seja eRe um anel com divisao e tomemos um ideal a esquerda / de R tal que 0 # / € Re.
Vamos mostrar que e € /, pois assim teremos / = Re. Tomemos 0 + u € I. Como R é semiprimo,

temos que uRu + 0, e portanto uru # 0 para algum r € R. Como u € | € Re, u = ue e portanto
0 # uru = uerue.

Assim, eru = erue € um elemento ndo nulo de eRe. Como eRe é um anel com divisdo por
hipotese, entdo existe v € R tal que (eve)(eru) = e. Desta forma, como eru € Ru, temos
e € Ru c | e segue o resultado desejado.

O

4.9 TEOREMAS DE ESTRUTURA DE WEDDERBURN

Nesta secao, através dos Teoremas de Wedderburn veremos como caracterizar a estrutura
das algebras com dimensao finita. Os teoremas desta sec¢ao foram provados pelo matematico
escocés Joseph Wedderburn, em 1907.

Teorema 4.9.1 (Teorema de Wedderburn). Seja A uma algebra ndo nula com dimensao finita
sobre F. As seguintes afirmagobes sdo equivalentes:

a) A é prima;

b) A é simples;
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c¢) Existe ne N e uma dlgebra com divisdo D tais que A= M,(D).

Demonstracdo. Para provarmos que b) implica a), sejam / e J dois ideais de A. Como A é
simples, segue que / = 0 ou / = A, sendo que 0 mesmo vale para J. Se / = J = A, entdo A% = 0,
absurdo pela definigdo de ser simples. Logo, / =0 ou J = 0.

Vimos anteriormente, no Exemplo 3.2.6, que c) implica b).

Resta mostrar que a) implica c). Esta demonstracédo sera feita em partes. Primeiramente,
vamos assumir que A é uma algebra unitaria, e faremos indugéo sobre d := [A: F].

Se d = 1, podemos exibir o isomorfismo trivial

p:F— A, dadopor ¢(\) =\,

e desta forma, tomando n=1e D = F, temos A = M;(F).

Se d > 1, pelo Corolario 4.8.5 existe um idempotente e € A tal que eAe é uma éalgebra
com divisdo. Se e é a unidade de A, entdo o resultado vale para n =1, com A~ M;(A). Se e
€ um idempotente nao trivial, podemos tomar o idempotente f := 1 — e. Temos entdo que fAf é
uma algebra prima, nao nula, com unidade f. De fato, tomando dois elementos #xf, fyf € fAf,

IXFFARfyf = 0 = fxFAfyf = 0 = (fxf) (A)(fyf) = 0

e, como A é prima por hipétese, segue que fxf = 0 ou fyf = 0.
Também vemos que e ¢ fAf, ja que, caso contrario, e = fxf para algum x € Ae

e=e’=efxf=0

0 que seria um absurdo. Desta forma, como fAf ¢ A, [fAf: F] < d.

Aplicamos sobre fAf a hipétese de indugdo: fAf ~ M, (D) para algum m ¢ N e D
algebra com divisdo. Desta maneira, fAf contém matrizes canonicas ey, i,j = 1,2, ..., m, tais que
e fAfei; = e1Aey1 € uma algebra com divisdo. O objetivo é estender as matrizes canénicas de
fAf para matrizes canénicas de A.

n

Definimos n:=m+ 1 e e,, := e. Assim, Z gi=f+e=1,e eye; = ¢eje, =0 para todos
i,j < n. Resta-nos encontrar e;, e e, i < n—1. E;n outras palavras, resta-nos construir a dltima
linha e a ultima coluna das matrizes desta algebra.

Vamos ent&o encontrar e;, € e,. Temos ej1ae,,a e;1 # 0 para alguns a, a € A. De fato,
seja e;1Aep,Aeqq. Temos que e11Ae,, # 0, ja que A é prima por hipoétese e eqq, ey, # 0. Entdo
existe a € A tal que ej1ae,, # 0. Chamamos este elemento de u. Agora, também temos que
uAey; # 0. Entdo existe a' € Atal que ua'e; # 0, e portanto eyae,,a es1 £ 0.

Como ey1Aey; € uma algebra com divisdo e unidade ey, existe &8’ € A tal que

(611aenna,e11)(6113”911) = €41.
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Dai, denotando e, := €;1@€,, € ey = e,,a e11a” €41, temos
€1nenm = €11

Ja que e,y € epAeqq, temos €, = €,n6n1 € €1 = €p1€11 = €n1€15En1. ASSim, vale a premissa e
implicacao:
€n1€1n€n1 = €np€n1 = (en1 €in— enn)em =0.

O elemento (ey€1, — €,,) esta na algebra com divisao e,,Ae,,. Se ele fosse ndo nulo, entao
poderiamos multiplicar a ultima igualdade (lado direito da Gltima implicagéo) pelo seu inverso em
ennAen,, levando a contradicdo 0 = e,,e,1 = €. Portanto,

€n1€1n = €nn-

Finalmente, definimos e,; := e,1ey; € €j, := g1ey, paraj=2,...,n—1. Vemos que e; = g1 &y;
e e1j6x = 01 sao validos para todos /,j, k = 1, ..., n. Desta forma, para todos i,j, k,/=1,...,n
vale:

©jjk = €i1€1j€k181/ = 0jx€i1€1181; = 0jkEj1 €1 = Ok €.

Portanto ej, i,j = 1,...,n sdo de fato matrizes candénicas de A. Com a Proposi¢cdo 4.6.3 e a
Observagao 4.6.4 obtemos a concluséo desejada, A~ M,(D), onde D = ey Ae;;.

Por fim, resta mostrar que a) implica ¢) sem a suposi¢ao de que A é unitaria. Vamos
supor que A é prima e ndo unitaria. Pelo Lema 4.3.4, A* & uma algebra prima e unitaria. Como
a) implica c) (e portanto b)) para todas algebras unitarias, segue que A* é simples. Porém, isto é
uma contradicéo ja que A é um ideal préprio ndo nulo de A*. O

Podemos adicionar ao Teorema 4.9.1 o fato de que D também tem dimensao finita, e que
[A: F]=r?[D:F].

Vale observar que algebras primas de dimensao finita coincidem com algebras simples
de dimensao finita. De modo geral, a classe de algebras primas é muito maior do que a classe
de &lgebras simples.

Outra observacao € a de que a restricao a algebras de dimensao finita € necessaria. A
Algebra de Weyl é um exemplo de uma algebra que é um dominio simples, porém ndo é uma
algebra com divisao, veja o Exemplo 4.2.13.

Corolario 4.9.2. Uma algebra de dimensao finita A é uma algebra central simples se, e somente
se, existe n € N e uma dlgebra central com divisdo D tal que A~ M,(D).

Demonstragdo. No que se refere a implicagao, sendo A simples, obtemos que A = M,(D) para
alguma algebra com divisao D, veja o Ultimo teorema. Sendo A central, do Lema 3.3.3 obtemos
que D é central. Para a reciproca usamos 0s mesmos resultados. O

Corolario 4.9.3. A dimensao de uma algebra central simples com dimensao finita € um quadrado
perfeito.
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Demonstragdo. Seja A uma &lgebra central simples sobre F. Como A = M,(D) para alguma
algebra com diviso D, temos que [A: F] = n?[ D : F]. Pelo Corolario 3.6.4, como D é com divis&o,
[D: F] =[K: F]? paraum subcorpo maximal K de D. Logo, [A: F] = n?[K: F]* = (n[K : F])?,
que é um quadrado perfeito. O]

O produto direto de algebras primas é uma algebra semiprima, como podemos ver no
Exemplo 4.2.18. O resultado a seguir mostra que todas as algebras semiprimas tém esta
estrutura.

Teorema 4.9.4 (Wedderburn). Seja A uma algebra ndo nula com dimensé&o finita. Entdo A é
semiprima se, e somente se, existem ny, n,, ..., n, € N e dlgebras com divisdo Dy, D, ..., D, tal
que A= M, (Dy) x My, (Dy) x -+ x M, (D).

Demonstragdo. Como cada D; é uma algebra com divisdo, temos que cada M, (D;) é simples, e
em particular semiprima. Como visto no Exemplo 4.2.18, o produto direto de &lgebras semiprimas
€ semiprimo.

No que se refere a implicagao, faremos a demonstragéo por indugédo em d = [A: F]. Se
d=1,entdo A= Faparaalgum ac A, e & + 0. Assim, & é da forma \a, com )\ # 0, de modo
que \"'a é a unidade de A. Portanto, A= F. Seja agora d > 1. Se A é prima, o resultado segue
do Teorema 4.9.1. Iremos assumir entdo que existe 0 + ac Atalque I = {x € A| aAx =0} é um
conjunto ndo nulo. Como / é um ideal de A, também é uma algebra semiprima (de acordo com a
Observagao 4.2.10). Como a ¢ /, temos [/: F] < d. Pela hipétese de indugéo,

= M, (Dy) x - x My, (Dp)

para alguns n; € N e algebras com diviséo D;, i = 1, ..., p. Como cada fator M,,(D;) do produto
tem unidade, entdo / também tem. Pelo Lema 4.7.2, existe um ideal J de Atal que A= [ x J.
Aplicando a hipétese de indugdo em J, obtemos que J = My, (Dps1) x --- x M, (D;) para alguns
n; € N e algebras com divisédo D;, i = p+ 1, ...,r. Segue o resultado. O

O Teorema 4.9.4 mostra, em particular, que uma algebra ndo nula semiprima com
dimenséo finita automaticamente € unitaria.

Outra denominacgao para algebras semiprimas com dimensao finita é algebras semisim-
ples. Desta forma, o Teorema 4.9.4 pode ser enunciado da seguinte forma:

A é semisimples <= A= M, (Dy) x - x M, (D,).

Se uma algebra A com dimensao finita possui ideais nilpotentes ndo nulos, entdo podemos
tomar o quociente de A pelo seu radical e obter uma algebra semiprima, veja o Lema 4.2.11. Isto
implica no seguinte resultado:
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Teorema 4.9.5. Seja A uma algebra com dimenséo finita. Se N é seu radical e A + N, entdo

A
N = My, (D) x -+ x M, (D;)

para alguns ny, ..., n, € N e algebras com divisao Dy, ..., D,.

4.10 ALGEBRAS SOBRE CORPOS ESPECIAIS

Nesta secdo, aplicaremos os teoremas de Wedderburn a algebras sobre certos corpos.
Comecaremos com corpos algebricamente fechados. O seguinte resultado foi provado
pelo matematico russo Theodor Molien, em 1892, para F = C.

Corolario 4.10.1 (Molien). Seja A uma algebra nao nula semiprima de dimensé&o finita sobre
um corpo algebricamente fechado F. Entdao A= M,, (F) x --- x M, (F) para alguns ny, ..., n, € N.
Além disso, se A é prima, entdo r = 1.

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.9.4, temos que A = M, (Dy) x --- x M, (D,) para algumas
algebras com divisédo Dy, ..., D,. A Proposicao 3.1.8 implica que, como cada D; € uma algebra
sobre F e F é algebricamente fechado, entdao D; =--- = D, = F. Se A é prima, o resultado segue
do Teorema 4.9.1, ou seja, A~ M,(F) e logo r = 1. O

O proximo resultado ird combinar o Corolario 4.10.1 com o Teorema de Maschke 4.5.4.
Dado um grupo finito G, podemos construir a algebra grupo F[G]. Se F = C, entdo F € um
corpo algebricamente fechado de char(F) = 0. Logo, F[G] é semiprima e segue o resultado
abaixo.

Corolario 4.10.2. Se G é um grupo finito, entdo existem ny, ..., n, € N tais que
C[G] 2 My, (C) x -+ x M, (C).

Este resultado mostra que, ao tomar um grupo arbitrario G finito, seu elementos podem
ser interpretados como r-uplas de matrizes com entradas em C.

Exemplo 4.10.3. Consideremos a algebra grupo C[S;], onde S; € o grupo simétrico de {1,2,3}.
Encontraremos os nimeros ny, ..., n, € N tais que C[S;] 2 M, (C) x --- x M, (C). Temos

6 =31 =S| = [C[S5] : C] = [Mp, (C) x -+ x M,,(C) : C] = ).

r
i=1

Além disso, ao menos um n; deve ser diferente de 1, ja que C[S;] ndo é comutativo. A Unica
possibilidade é que C[S;] 2 M»(C) x C x C.

Os préximos resultados sao referentes a algebras simples.
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Corolario 4.10.4. Uma R-algebra simples com dimensé&o finita A é isomorfa a M,(R), M,(C) ou
M,(H), para algum n € N.

Demonstragdao. Como A é simples, pelo Teorema 4.9.4 temos que A = M,(D) para algum n
natural e alguma algebra com divisao D de dimensao finita sobre R. Pelo Teorema 3.1.5 temos
qgue D é isomorfa a R, C ou H, e segue o resultado. O

Em relagéo ao Corolério 4.9.2 e Corolario 3.3.7, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.10.5. Uma R-dlgebra central simples com dimens&o finita é isomorfa a M,(R) ou
M,(H) para algum n € N.

Corolario 4.10.6. Um anel R simples e finito é isomorfo a M,(F) para algum n € N e algum
corpo finito F.

Demonstragao. Como visto na Observagéo 4.2.5, char(R) é um ndmero primo p, e podemos
considerar R como uma algebra sobre Z,. Pelo Teorema 4.9.1, temos que R = M,(D), onde D é
uma algebra com divisdo de dimenso finita sobre Z,. Por fim, pelo Teorema 3.7.1, como D é
um anel com divisao finito, D € um corpo. O

Através dos exemplos vistos nesta seg¢ao, pudemos observar que os Teoremas de Wed-
derburn reduzem o problema de classificar F-algebras (semi)primas com dimensao finita a

classificar F-algebras com divisdo com dimensao finita.



63

REFERENCIAS

BRESAR, M. Introduction to Noncommutative Algebra. [S.l.]: Springer, 2014. (Universitext).
ISBN 978-3-319-08692-7. Citado 3 vezes nas paginas 8, 41 e 45.

GAUSS, C. F. 1808. Carta a Bolyai. Disponivel em: <https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
Biographies/Gauss/quotations/>. Citado na pagina 4.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gauss/quotations/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gauss/quotations/

	Introdução
	Preliminares
	Álgebras com divisão de dimensão finita
	Um resultado de Frobenius
	Anéis simples
	Álgebras centrais
	Álgebra com multiplicação
	Automorfismos de álgebras centrais simples
	Subcorpos maximais
	O Teorema de Wedderburn sobre anéis de divisão finita

	Estrutura de Álgebras com Dimensão Finita
	Ideais nilpotentes
	Anéis primos e semiprimos
	Unitização
	A representação regular
	Álgebras grupo
	Matrizes canônicas
	Idempotentes
	Ideais minimais à esquerda
	Teoremas de Estrutura de Wedderburn
	Álgebras sobre corpos especiais

	REFERÊNCIAS

