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Resumo

Modelos com fração de cura permitem considerar indiv́ıduos que não foram sujeito ao

evento de interesse, podendo assim obter mais resultados em relação aos usuais modelos

de sobrevivência. Apresentamos nesse trabalho, um estudo da aplicação de modelos de

sobrevivência com fração de cura para dados segmentados. Para isso, utilizamos uma das

principais modelagens de fração de cura, o modelo de mistura padrão, realizando ajustes

considerando diferentes distribuições, no intuito de se obter o melhor modelo.

Algumas das áreas mais fomentadas do mercado estão relacionadas a vendas de serviços

por assinatura, que buscam por meio de estudos de fidelização de clientes, ter conheci-

mento sobre as ocorrências de churns, ou seja, ter conhecimento sobre o motivo de seus

clientes deixarem de adquirirem seus produtos.

A grande maioria desses estudos captam dados de clientes ativos, consequentemente

existirá um alto número de observações que não foram sujeitas ao evento de interesse,

o churn. Assim sendo, a aplicação de modelos de sobrevivência com fração de cura em

estudos de ocorrências de churns, principalmente relacionados a serviços por assinaturas,

são adequados e podem trazer resultados relevantes para as tomadas de decisões das

empresas.

Desse modo, realizamos a aplicação dos resultados obtidos neste estudo, em uma base

de dados de um experimento de ocorrência de churn de uma determinada empresa, a qual

tem um numero elevado de não ocorrência do evento de interesse, e existe a segmentação

dos dados por diversas caracteŕısticas importantes.

Palavras-chave: Fração de Cura, Modelo de Mistura Padrão, Análise de Sobrevivência,

Churn.
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ocorrência de censura do tipo aleatória). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4 Exemplo curva sobrevivência. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.5 Exemplo da curva de sobrevivência com fração de cura. . . . . . . . . . . . 22

2.6 Comportamento das funções de densidade, sobrevivência e risco da distri-

buição exponencial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.7 Comportamento das funções de densidade, sobrevivência e risco da distri-

buição Weibull. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.8 Comportamento das funções de densidade, sobrevivência e risco da distri-

buição Gompertz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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3.1 Descrição das principais covariáveis da base. . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2 Representação da base de dados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3 Ocorrência de churn em cada plano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.4 AIC e BIC estimados nos modelos 1, 2 e 3, para cada segmentação. . . . . 39
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Caṕıtulo 1

Introdução

O uso de técnicas de análise de sobrevivência trazem resultados de impacto nas mais

diversas áreas do conhecimento, auxiliando em tomadas de decisões relacionadas ao tempo

de vida do evento em estudo. Por esse motivo, a análise de sobrevivência é uma das áreas

da estat́ıstica que mais crescem nos últimos anos, principalmente em estudos relacionados

a área da saúde e venda de produtos.

Os procedimentos e técnicas de análise de sobrevivência, visam investigar o tempo até

a ocorrência de um evento de interesse. Na maioria dos casos, observamos estudos em

que o evento de interesse é a cura de uma doença, diagnóstico de uma doença, morte,

falha de algum sistema, entre outros. Mas, de modo geral, o evento de interesse pode

ser qualquer ocorrência que caracterize uma falha ou sucesso, sendo sempre definida no

começo do experimento.

Uma das caracteŕısticas que frequentemente observamos em dados coletados no intuito

de se realizar algum estudo de sobrevivência, é a presença de censuras, caracterizadas pela

observação sem que haja a ocorrência do evento de interesse. Em estudos de fidelização

de clientes de serviços por assinatura, teremos dados com essa caracteŕıstica, pois em

serviços por assinaturas os clientes tendem a consumir o produto por um longo peŕıodo

de tempo, não apresentando o evento de interesse.

Diversos fatores vêm fazendo com que clientes de serviços por assinatura (streaming, tv

a cabo, internet, etc.) cancelem seus planos e/ou troquem por outros, sendo os principais:

• Os efeitos econômicos da pandemia, que causam a necessidade dos clientes procu-

rarem por serviços mais baratos e alternativos;

• O aumento da concorrência, com cada vez mais novas empresas surgindo no mercado,
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oferecendo produtos similares e com preços menores;

• A facilidade adquirida pelas tecnologias atuais (internet, telefone, serviços de comu-

nicação etc.) onde conseguimos ter conhecimento dos melhores produtos dispońıveis,

permitindo a troca de produto quando não estamos satisfeitos, entre outros fatores.

Portanto, a fidelização de clientes é cada vez mais valorizada, pois é de extrema im-

portância para as empresas de assinaturas ter clientes que continuam adquirindo e utili-

zando os seus produtos, além de que, custa cerca de 5 a 10 vezes mais recrutar um novo

cliente do que fidelizar um já existente (Lu, 2003).

Desse modo, a maior diferença em que podemos destacar entre um serviço de assinatura

bem-sucedido, é o quanto a empresa consegue reter seus clientes, para isso são criados os

estudos relacionados a fidelização, no intuito de ter conhecimento do que está ocorrendo

na empresa, e auxiliar nas tomadas de decisões relacionadas a estratégias para manter

seus clientes.

Os principais estudos de fidelização de cliente tem como objetivo predizer a probabili-

dade de um cliente abandonar o serviço (denotamos esse evento como churn). Entretanto,

como foi dito anteriormente, nesses estudos são coletadas amostras com um grande número

de indiv́ıduos que não abandonaram o serviço, portanto também podemos ter como in-

teresse predizer a fração de clientes que permanecem fiéis ao produto em questão. Para

isso, podemos fazer o uso de modelos de sobrevivência com fração de cura.

Desse modo, nesse trabalho iremos estudar modelos de análise de sobrevivência com

fração de cura, aplicando a um caso de serviço de assinatura, em que o termo “fração

de cura” se refere à fração de indiv́ıduos que não experimentaram o evento de interesse,

comumente chamados de indiv́ıduos imunes ou curados. Traduzindo para o problema

de fidelização, fração de cura trata-se dos indiv́ıduos que não cancelaram o serviço de

assinatura até o fim do estudo.

1.1 Objetivos

Nesse trabalho, realizamos um estudo de fidelização de clientes de serviços por assi-

natura, utilizando a modelagem de fração de cura para estimar a probabilidade de um

cliente permanecer fiel por um longo peŕıodo.

No relacionamento com clientes, muitas empresas têm interesse em classificar seus
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clientes, muitas vezes segmentados em grupos com caracteŕısticas particulares, possibili-

tando a implementação de estratégias que visam a retenção desses clientes.

Nessas situações, entretanto, vários clientes acabam abandonando o serviço, num pro-

cesso que recebe o nome de churn, porém, a grande maioria permanece fiel, gerando uma

fração de indiv́ıduos que não obtiveram churn, em análise de sobrevivência chamamos

essa fração de indiv́ıduos como fração de cura.

Assim sendo, o presente trabalho teve como objetivo utilizar modelos de regressão com

fração de cura no intuito de predizer a probabilidade de um indiv́ıduo permanecer fiel por

um longo peŕıodo, considerando suas caracteŕısticas.



Caṕıtulo 2

Metodologia

Nessa seção apresentamos as metodologias estat́ısticas que utilizamos para atingir o

objetivo proposto.

2.1 Análise de Sobrevivência

Análise de sobrevivência é o termo usado para descrever a análise de dados na forma de

tempos desde uma origem temporal bem definida até a ocorrência de algum determinado

evento ou ponto final, (Collet, 2015).

Esse tipo de análise tem como principal objetivo investigar o tempo de vida dos in-

div́ıduos expostos a um experimento. Ela também pode ser aplicada na duração de

componentes até o tempo de falha ou, de maneira geral, em estudos nos quais o tempo

de vida é observado até a ocorrência de um evento de interesse, (Fogo, 2007). Para esse

estudo, temos como o evento de interesse o tempo até o cliente cancelar o contrato por

assinatura (até ocorrer o churn).

Nos casos em que o evento de interesse não ocorre temos uma caracteŕıstica muito

importante nos dados de análise de sobrevivência, as chamadas censuras, as quais terão

mais destaques na Seção 2.1.1.

Denotamos então, como variável resposta T , o tempo até a ocorrência do evento de in-

teresse, sendo T uma variável aleatória cont́ınua e não-negativa. Assim podemos observar

as principais medidas de interesse em análise de sobrevivência: função de sobrevivência

S(t) e função de risco h(t) que serão descritas com mais detalhes nas Seções 2.2.1 e 2.2.2.

15
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2.1.1 Censura

As censuras ocorrem quando não conseguimos observar o evento de interesse para

alguns indiv́ıduos do estudo. Ela é atribúıda em geral aos indiv́ıduos que por algum

motivo não foram acompanhados até o fim do experimento, ou seja, que possuem tempo

de falha superior aquele observado (Lawless, 2011).

Vários motivos podem ocasionar a presença de censura na base de dados, sendo que

podemos classificar a censura em três diferentes categorias:

• Censura do Tipo I: Ocorre quando o estudo tem um limite final de tempo de

execução (denotado por L), pré-definido, e quando o tempo L é atingido, todos

os indiv́ıduos que não apresentaram o evento de interesse são considerados como

censura do tipo I. Na Figura 2.1 reproduzimos um exemplo de censura do tipo I.

Figura 2.1: Exemplo de um estudo em que o tempo limite é igual a 9, e 5 indiv́ıduos são
observados (• indica ocorrência do evento de interesse, e × indica a ocorrência de censura
do tipo I).

• Censura do Tipo II: Ocorre quando o estudo tem um número pre-definido de

eventos de interesse, ou seja, em uma amostra com n indiv́ıduos é observada até a

ocorrência de r eventos de interesse (r < n), assim os n− r indiv́ıduos restantes são

considerados como censura. Na Figura 2.2 reproduzimos um exemplo de censura do

tipo II, em que o número de eventos pré-definidos é igual a r = 3, ou seja, após a

3ª ocorrência do evento de interesse, todos os demais indiv́ıduos são considerados

censurados.
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Figura 2.2: Exemplo de um estudo em que o tempo limite é igual a 9, e 5 indiv́ıduos são
observados (• indica ocorrência do evento de interesse, e × indica a ocorrência de censura
do tipo II).

• Censura Aleatória: Ocorre quando o indiv́ıduo por algum motivo aleatório deixa

o estudo. Observada com frequência na área médica, quando um paciente deixa o

estudo por razões distintas do evento de interesse, como exemplo: morte do paciente

por outras razões não relacionadas ao estudo; paciente deixa de comparecer ao

estudo; etc. Na Figura 2.1.1 reproduzimos um exemplo de censura do tipo Aleatória,

em que os indiv́ıduos 2 e 4 deixaram o estudo por algum motivo aleatório.

Figura 2.3: Exemplo de um estudo em que o tempo limite é igual a 9, e 5 indiv́ıduos são
observados (• indica ocorrência do evento de interesse, e × indica a ocorrência de censura
do tipo aleatória).
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2.2 Funções de Interesse

Apresentamos a seguir as definições das principais funções utilizadas em análise de

sobrevivência.

2.2.1 Função de Sobrevivência

Os dados de sobrevivência para o indiv́ıduo i (i = 1, ..., n) sob estudo, são representa-

dos, em geral, por ti, o tempo de falha ou de censura, e δi , a variável indicadora de falha

ou censura (Colosimo, 2006), ou seja:

δi =

1 se ti é tempo de falha,

0 se ti é tempo censurado.

A função de sobrevivência tem como intuito fornecer a probabilidade do indiv́ıduo

sobreviver ao tempo t, sendo uma função monótona e decrescente.

Temos como propriedades da função de sobrevivência:

1. S(t) = 1, se t = 0;

2. S(t) = 0, se t −→ ∞;

3. S(t) é não crescente.

A função de Sobrevivência S(t) é definida por:

S(t) = P (T > t) = 1− P (T ≤ t) = 1− F (t). (2.1)

Em que F (t) é a função de distribuição acumulada de T , a qual representa a probabi-

lidade do indiv́ıduo apresentar o evento de interesse.

Da teoria da probabilidade, a função densidade de probabilidade é definida por (Cas-

sela, 2002),

f(t) =
d

dt
F (t). (2.2)

Na Figura 2.4 temos representado um exemplo de comportamento da função de so-

brevivência ao longo do tempo, em que podemos notar as duas propriedade:S(0) = 1 e

quando t −→ ∞ temos S(t) = 0.
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Figura 2.4: Exemplo curva sobrevivência.

Existem diversos métodos para poder estimar a função de sobrevivência S(t), sendo

um dos mais utilizados o método de estimação desenvolvido por Kaplan e Meier (1958),

o qual é um estimador não paramétrico, ou seja, não é necessário assumir um modelo

paramétrico para a variável resposta T .

2.2.2 Função de Risco

Outra medida bastante utilizada em análise de sobrevivência é a função de risco h(t),

também chamada de função taxa de risco, fornece o risco do evento ocorrer em um inter-

valo de tempo muito pequeno [t, t + dt), dada a sobrevivência no ińıcio do intervalo, ou

seja, no tempo t.

Sendo definida por:

h(t) = lim
dt→0

P (t < T ≤ t+ dt|T > t)

dt
,

equivalente a:

1

P (T ≥ t)
lim
dt→0

P (t < T ≤ t+ dt)

dt
=

f(t)

S(t)
, (2.3)

e de (2.3) temos a seguinte relação::

h(t) = − d

dt
log(S(t)). (2.4)
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Também definimos a função de risco acumulada H(t):

H(t) =

∫ t

0

h(u)du, (2.5)

Portanto, por meio de (2.4) e (2.5), temos a seguinte relação para a função de risco

acumulada H(t):

H(t) = −log(S(t)),

de onde escrevemos a função de sobrevivência S(t) em relação apenas da função de risco:

S(t) = e−H(t). (2.6)

2.2.3 Função de Verossimilhança

A função de verossimilhança é a principal função utilizada na estimação dos dados pelo

método de verossimilhança, portanto a sua definição é a base para o ińıcio da modelagem.

Considerando a seguinte situação de estudo:

• Estudo onde n indiv́ıduos de k diferentes grupos foram observados. Em que, nk

representa o número de indiv́ıduos observado no k-ésmio grupo;

• Os tempos são representados por tki sendo i = 1, 2, ..., nk e k = 1, 2, ..., g, em que

os tempos tki são independentes e identicamente distribúıdos com função densidade

de probabilidade f(tki|θk), sendo θk o vetor de parâmetros do k-ésimo grupo.

• O indicador de falhas é representado por δki, com i = 1, 2, ..., nk e k = 1, 2, ..., g

Desse modo, D = (tki, δki) é o conjunto de dados em estudo, e a função de verossimi-

lhança do k-ésimo grupo é dada por:

Lk(θk|D) =

nk∏
i=1

[fk(tki)]
δki [Sk(tki)]

1−δki , i = 1, 2, ..., nk e k = 1, 2, ..., g.

Podemos ter como interesse expressar a função de verossimilhança em relação a função
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de risco, utilizando a relação expressa em (2.6) temos:

Lk(θk|D) =

nk∏
i=1

[hk(tki)Sk(tki)]
δki [Sk(tki)]

1−δki

=

nk∏
i=1

[hk(tki)]
δki [Sk(tki)]

=

nk∏
i=1

[hk(tki)]
δki exp(−Hk(tki))

Ressaltando que Lk representa a verossimilhança do k-ésimo grupo, e que os compo-

nentes da função: Sk(tki) e fk(tki) ou hk(tki) e Hk(tki), são referentes ao k-ésimo grupo.

2.3 Modelo de Mistura Padrão

Comumente os dados de sobrevivência apresentam um certo percentual de não ocorrência

do evento de interesse, e uma alternativa para modelar esse tipo de dados é utilizando

modelos com fração de cura.

De acordo com (Maller, 1996), para que esse tipo de modelo seja uma opção viável

é necessário que o tempo de seguimento dos indiv́ıduos seja suficientemente longo, e a

curva de sobrevivência apresente uma estabilização a partir de um determinado tempo,

indicando a presença de uma fração razoável de indiv́ıduos que não irão experimentar o

evento de interesse, mesmo se forem acompanhados por um longo peŕıodo de tempo.

Na Figura 2.5 temos representado um exemplo de uma função de sobrevivência com

caracteŕıstica de fração de cura, em que p é a probabilidade do indiv́ıduo não apresentar

o evento de interesse ao final do experimento.
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Figura 2.5: Exemplo da curva de sobrevivência com fração de cura.

Para esse tipo de modelagem exitem métodos propostos por diversos autores, entre-

tanto o mais utilizado é o modelo de mistura padrão. O modelo de mistura padrão foi

proposto por Berkson (1952) e Boag (1949), e o método consiste na mistura de duas dis-

tribuições paramétricas, sendo elas: função de sobrevivência própria de toda a população;

e a função de sobrevivência imprópria da fração da população de não curados.

Desta forma, a função de sobrevivência populacional imprópria Spop(ti), dada pela

probabilidade do tempo de vida ser maior que um valor ti, é definida por:

Spop(ti) = p+ (1− p)S(ti), (2.7)

em que (1−p) é a probabilidade do indiv́ıduo estar em risco no instante ti. Sob esse enfo-

que, a fração de indiv́ıduos que não apresentam o evento de interesse, também chamada

de fração de cura, é dada por p.

Temos como propriedades da função de sobrevivência do modelo de mistura padrão

Spop(ti):

1. Spop(ti) = S(ti), se p = 0;

2. Spop(ti) = 1, se ti = 0;

3. Spop(ti) = p, se ti −→ ∞;

4. Spop(ti) é não crescente.
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Assim sendo, a função de densidade imprópria fpop(ti), e função de risco imprópria

hpop(ti), são dadas por:

fpop(ti) = (1− p)f(ti), (2.8)

hpop(ti) =
(1− p)f(ti)

p+ (1− p)S(ti)
. (2.9)

Dessa forma, a função de verossimilhança para o modelo com fração de cura, é dada

por:

L(θ|D) =
n∏

i=1

[fpop(ti)]
δi [Spop(ti)]

1−δi

=
n∏

i=1

[(1− p)f(ti)]
δi [p+ (1− p)S(ti)]

1−δi

Considerando k grupos, cada um com uma fração de cura pk, com k = 1, 2, ..., g, a

função de verossimilhança para o k-ésimo grupo, é dada por:

Lk(θk|D) =

nk∏
i=1

[(1− pk)f(tki)]
δki [pk + (1− pk)S(tki)]

1−δki (2.10)

2.4 Distribuições do Tempo de Vida

Nessa seção, apresentamos três distribuições de probabilidade, utilizadas ao longo

desse trabalho, para caracterizar o tempo até a o coerência do evento de interesse.

2.4.1 Modelo Exponencial

Uma das distribuições mais utilizadas e de fácil aplicação em estudos de sobrevivência

é a distribuição exponencial, a fácil aplicação se deve a existência de um único parâmetro

λ. A distribuição exponencial é conhecida pela sua propriedade de falta de memória, que

pode ser representada pela sua taxa de risco constante (Fogo, 2007).

Na figura 2.6 temos representado o comportamento da função de densidade, função

de sobrevivência e função de risco da exponencial, considerando diferentes valores para o

parâmetro λ, com t ∈ [0, 6].
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Figura 2.6: Comportamento das funções de densidade, sobrevivência e risco da distri-
buição exponencial.

Desse modo, considerando a distribuição exponencial para os tempos de vida, a função

de densidade f(ti) é dada por:

f(ti) = λe−λti , t > 0 e λ > 0,

A função de sobrevivência:

S(ti) = e−λti ,

E a função de risco:

h(ti) =
f(ti)

S(ti)
= λ
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Partindo para a modelagem considerando o modelo de mistura padrão, teremos por

meio de (2.1) e (2.7) que a sobrevivência imprópria do k-ésimo grupo é dada por:

Spopk(tki) = pk + (1− pk)e
−λktki ,

e de (2.8) obtemos a densidade imprópria:

fpopk(tki) = λk(1− pk)e
−λktki ,

Assim, por meio da equação apresentada em (2.10), a função de verossimilhança do

k-ésimo grupo, considerando a distribuição exponencial, é dada por:

Lk(θk|D) =

nk∏
i=1

[
λk(1− pk)e

λktki
]δki [pk + (1− pk)e

−λktki
]1−δki

2.4.2 Modelo Weibull

Outra distribuição com bastante utilidade para modelar o tempo de vida em estudos de

sobrevivência, é a distribuição Weibull. Diferente da exponencial, a distribuição Weibull

possui dois parâmetros, um de escala (λ), e outro de forma (α).

Na figura 2.7 temos representado o comportamento das funções de densidade, sobre-

vivência e risco, considerando diferentes parâmetros λ e α, com t ∈ [0, 3].
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Figura 2.7: Comportamento das funções de densidade, sobrevivência e risco da distri-
buição Weibull.

Considerando a distribuição Weibull para os tempos de vida, a função de densidade

f(ti) é dada por:

f(ti) = αλ(tiλ)
(α−1)e−(tiλ)

α

, α > 0, λ > 0

A função de sobrevivência:

S(ti) = e−(tiλ)
α

Seguindo a mesma lógica apresentada no modelo exponencial, por meio de (2.1) e (2.7)

obtemos a sobrevivência imprópria do k-ésimo grupo:

Spopk(tki) = pk + (1− pk)e
−(tkiλk)

αk ,
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e de (2.8) a densidade imprópria:

fpopk(tki) = (1− pk)αkλk(tkiλk)
(αk−1)e−(tkiλk)

αk

Assim, a função de verossimilhança do k-ésimo grupo, considerando a distribuição

Weibull, é dada por:

Lk(θk|D) =

nk∏
i=1

[
(1− pk)αkλk(tkiλk)

(αk−1)e−(tkiλk)
αk
]δki [

pk + (1− pk)e
−(tkiλk)

αk
]1−δki

2.4.3 Modelo Gompertz

A distribuição Gompertz é outra distribuição utilizada com uma certa frequência na

em estudos de sobrevivência. Proposta por Benjamin Gompertz (1825), essa é uma dis-

tribuição amplamente utilizada em áreas de atuária, demografia e outros estudos de so-

brevivência (Gieser et al., 1998)

Na figura 2.8 temos representado o comportamento das funções de densidade, sobre-

vivência e risco, considerando diferentes parâmetros forma a, e de escala b, com t ∈ [0, 5]

Figura 2.8: Comportamento das funções de densidade, sobrevivência e risco da distri-
buição Gompertz.
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Atribuindo a distribuição Gompertz para os tempos de vida, teremos a função de

densidade f(ti) definida como:

f(ti) = aebtie[−
a
b
(ebti−1)], a > 0, b > 0,

A função de sobrevivência:

S(ti) = e
a
b
(ebti−1)

Igualmente ao apresentado nas distribuições exponencial e Weibull, de (2.1) e (2.7)

obtemos a sobrevivência imprópria do k-ésimo grupo:

Spopk(tki) = pk + (1− pk)e
ak
bk

(ebktki−1)

e de (2.8) a densidade imprópria:

fpop(tki) = (1− pk)ake
bktkie

[
−ak

bk
(ebktki−1)

]

Por fim, temos a função de verossimilhança do k-ésimo grupo, considerando a distri-

buição Gompertz, como sendo:

Lk(θk|D) =

nk∏
i=1

[
(1− pk)ake

bktkie

[
−ak

bk
(ebktki−1)

]]δki [
pk + (1− pk)e

ak
bk

(ebktki−1)
]1−δki

2.5 Modelos de Regressão de Fração de Cura

Na modelagem tradicional consideramos populações homogêneas, ou seja, não existem

caracteŕısticas que distinguem os indiv́ıduos em estudo. Entretanto, na grande maioria dos

casos, trabalhamos com populações que apresentam uma certa heterogeneidade, contendo

covariáveis que expressam as caracteŕısticas de cada indiv́ıduo.

Desse modo, os modelos de regressão são capazes de apresentar a influência de deter-

minadas covariáveis na variável resposta. Para o modelo de mistura padrão especificado

em 2.3, temos duas maneiras de considerar o efeito das covariáveis (Rodrigues et al.,

2009):
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• Efeito na fração de curados e não curados: ou seja, o modelagem considera

que as covariáveis tem efeito na fração de cura e na função de sobrevivência. Nesse

caso, um dos modelos mais utilizados é o modelo semiparamétrico de mistura com

fração de cura e riscos proporcionais, proposto por Kuk e Chen (1978), que define

a sobrevivência populacional imprópria Spop(ti|Z,X) como sendo:

Spop(ti|Z,X) = p(X) + (1− p(X))S(ti)
exp(Zb),

e a função de densidade imprópria fpop(ti|Z,X):

fpop(ti|Z,X) = (1− p(X))f(ti)exp(Zb)S(ti)
exp(Zb)−1,

Desse modo, temos a função de verossimilhança definida como:

L(θ|D) =
n∏

i=1

[fpop(ti|Z)]δi [Spop(ti|Z,x)]1−δi

=
n∏

i=1

[
(1− p(X))f(ti)exp(Zb)S(ti)

exp(Zb)−1
]δi

[
p(X) + (1− p(X))S(ti)

exp(Zb)
]1−δi

(2.11)

em que:

– X = (x1, x2, ..., xp)
t, p-covariáveis a serem consideradas na fração de cura;

– Z = (z1, z2, ..., zp)
t, p-covariáveis a serem consideradas na na fração de não

curados;

– Podendo X e Z apresentar covariáveis em comum, e situações em que as

covariáveis que influenciam a fração de curados e não curados são as mesmas,

ou seja, X = Z;

– p(X): probabilidade de cura dependendo do efeito da covariável X;

– S(t|Z): função de sobrevivência dependendo do efeito da covariável Z;

– b = (b0, b1, ..., bp)
t vetor de parâmetros a ser estimado para cada covariavel de

Z;

– Sendo β = (β0, β1, ..., βp)
t o vetor de parâmetros a ser estimado para cada

covariável de X.
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• Efeito apenas na fração de cura: Nesse caso, a modelagem considera o efeito das

covariáveis apenas na fração de cura p(X). Desse modo, a função de sobrevivência

populacional imprópria é dada por:

Spop(ti|X) = p(X) + (1− p(X))S(ti)

Para modelar os efeitos das covariáveis na fração de cura, podemos utilizar diferentes

funções de ligações (Peng e Dear, 2000). A seguir apresentamos as três principais

funções de ligação de p(X):

p(X) =
exp(βX)

1 + exp(βX)
, (Ligação logito)

p(X) = Φ(βX), (Ligação probito)

p(X) = exp(−exp(βX)). (Ligação complemento log-log)

em que Φ() é a função de distribuição normal padrão.

Nesse trabalho exploramos o modelo de regressão para o modelo de mistura padrão

que considera o efeitos das covariáveis na fração de indiv́ıduos curados e não curados.

2.5.1 Modelo de Regressão de Fração de Cura Weibull

Utilizando a distribuição Weibull para caracterizar o tempo até a ocorrência do evento

de interesse, no modelo de regressão de fração de cura apresentado em (2.11). Temos que

a função de verossimilhança é dada por:

L(θ|D) =
n∏

i=1

[
(1− p(X))αλ(tiλ)

(α−1)e−(tiλ)
α

exp(Zb)e−(tiλ)
αexp(Zb)−1

]δi
[
p(X) + (1− p(X))e−(tiλ)

αexp(Zb)
]1−δi

(2.12)

Permitindo estimar os parâmetros β e b, e fazendo o uso de uma função de ligação,

estimamos a fração de cura p(X).
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2.6 Seleção de Modelos

Quando realizado ajustes de modelos, podemos ter como interesse identificar o quão

bom é aquele modelo, ou realizar comparações, no intuito de identificar o melhor modelo

posśıvel para o problema em questão. Para isso, exitem diversos critérios para seleção de

modelos, dentre eles, os mais utilizados são o teste da razão de verossimilhança (TRV), o

critério de informação de Akaike (AIC) e o critério Bayesiano de Schwarz (BIC) (Cintra,

2021).

O critério de informação de Akaike é uma métrica que visa mensurar a qualidade do

modelo de maneira simples. Este critério é baseado na Divergência de Kullback-Leibler,

que é uma medida da “distância” entre o modelo identificado e um teórico “modelo real”.

Como o modelo real não é conhecido, Akaike desenvolveu uma forma de estimar esta

distância através dos dados utilizados na modelagem, usando a função de verossimilhança

e a ordem do modelo (Barreto, 2016).

Desse modo, a medida AIC, proposta por Akaike (1974), é definida como:

AIC = −2 log(L(θ)) + 2p, (2.13)

em que p é o número de parâmetros utilizados no ajuste do modelo.

À medida que a verossimilhança aumenta, o termo −2 log(L(θ)) decresce, enquanto

o termo 2p cresce sempre que a ordem do modelo for maior. Dessa forma, o critério de

Akaike pondera entre a adequação aos dados e a complexidade do modelo (Barreto, 2016).

Com a criação da medida proposta por Akaike diversas outras medidas foram criadas

com base no AIC. Uma das mais utilizadas atualmente é o critério Bayesiano de Schwarz

(BIC), proposta por Schwarz (1978), o qual funciona de maneira semelhante ao AIC,

porém com outro termo de penalização.

A medida BIC é dada por:

BIC = −2 log(L(θ)) + p log(n), (2.14)

em que p é o número de parâmetros utilizados no ajuste do modelo, e n o número de

observações da amostra.



Caṕıtulo 3

Aplicação

Na introdução e metodologia, discutimos o problema do alto número de censuras que

ocorre em estudos de fidelização de clientes de serviço por assinatura, além da segmentação

dos dados por diversas caracteŕısticas.

Nessa seção, realizamos aplicação dos estudos em uma base de dados de planos de

internet, dispońıvel na plataforma Maven Analytics, tendo como objetivo estimar a pro-

babilidade de um cliente permanecer fiel ao plano de internet por um longo peŕıodo.

Os dados são referente a informações de clientes de serviços por assinatura de uma

empresa da Califórnia, os quais foram coletados no segundo trimestre de 2022, no intuito

de obter informações sobre churn de seus clientes.

Foram coletadas informações dos últimos 72 meses, totalizando 7043 clientes, em que

cada registro de cliente contém detalhes sobre seus dados de assinatura: tipo de produto,

tempo com o produto, status, dados demográficos, dados pessoais, etc.

3.1 Análise Exploratória

Iniciamos o estudo realizando uma breve análise exploratória, no intuito de trazer as

principais caracteŕısticas da base, e poder verificar algum tipo de anomalia nos dados,

para então podermos realizar os ajustes dos modelos.

Como dito anteriormente, os dados trazem informações dos clientes que adquiriram o

produto da empresa nos últimos 72 meses da data de coleta. O produto em questão é o

serviço de disponibilização de internet, podendo existir diversas formas e tipos.

A base completa tem um total de 38 covariáveis, entretanto nesse estudo não fizemos o
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uso de todas, e sim as que julgamos mais importantes. Na tabela 3.1 temos representado as

principais covariáveis presente na base de dados, quais suas caracteŕısticas e informações.

Tabela 3.1: Descrição das principais covariáveis da base.

Covariável Tipo Descrição

ID Cliente Categórica Covariável indicativa de cliente, de qual cli-

ente são as informações.

Sexo Categórica Covariável indicativa do sexo do cliente.

Posśıveis valores: Feminino ou Masculino.

Estado civil Categórica Covariável indicativa de status casamento.

Posśıveis valores: Sim ou Não.

Idade Quantitativa Covariável indicativa da idade do cliente.

Posśıveis valores: valores numéricos inteiros.

Referencias Quantitativa Covariável indicativa do número de referen-

cias/indicações do cliente. Posśıveis valores:

valores numéricos inteiros.

GB Quantitativa Covariável indicativa do valor de gigabytes

da internet contratada pelo cliente. Posśıveis

valores: valores numéricos inteiros.

Salário Quantitativa Covariável indicativa do valor total da receita

do cliente por mês. Posśıveis valores: valores

numéricos.

Tipo de Internet Categórica Covariável indicativa do tipo de internet con-

tratada pelo cliente. Posśıveis valores: “Ca-

ble”, “Fiber Optic”, “DSL” ou “Plus”.

Tempo Quantitativa Covariável indicativa do número em meses

da permanência com o produto. Posśıveis

valores: valores numéricos inteiros.
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Status Categórica Covariável indicativa de status do cliente.

Posśıveis valores: “Stayed” ou “Churned”.

Afim de representar o formato do conjunto de dados, constrúımos a Tabela 3.2, com

apenas as principais informações, já pensando na aplicação em modelos de sobrevivência.

Em que “Status” é a covariável indicativa do evento de interesse (“Churned”) e censura

(“Stayed”), e “Tempo” a covariável indicativa do tempo até o evento.

Tabela 3.2: Representação da base de dados.

ID Tipo de Internet Status Tempo

0002-ORFBO Cable Stayed 58

0003-MKNFE Fiber Optic Churned 9

0004-TLHLJ DSL Churned 39

0011-IGKFF Plus Stayed 13

0013-EXCHZ Cable Churned 71
...

...
...

...

Na covariável “Status”, ressaltamos que “Stayed” indica que o cliente não apresentou

o evento de interesse, portanto consideramos como censura; e “Churned” indica que o

cliente cancelou o serviço, ou seja, apresentou o evento de interesse churn. Também

iremos representar “Churned”= 1 e “Stayed” = 0.

Com esses dados, tivemos como principal objetivo, estimar a fração de indiv́ıduos que

permanecem fiéis a assinatura de internet por um longo peŕıodo. Para isso, utilizamos os

modelos de mistura padrão.

Para que os modelos de mistura padrão seja um método relevante, é necessário que

exista um certo número de censuras, permitindo assim trazer inferência sobre a fração de

indiv́ıduos censurados.

Na Figura 3.1 temos representado a proporção de chrun dos 7043 clientes observados.
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Figura 3.1: Gráfico de barras da quantidade de ocorrências ou não de churn.

Notamos uma grande fração de observações “Não”, portanto um alto número de não

ocorrência do evento de interesse, ou seja, um alto número de censuras, e temos como

interesse verificar o desempenho dos modelos de mistura padrão em dados com essa ca-

racteŕıstica.

3.1.1 Segmentação

Uma das principais covariáveis que observamos ao interpretar os dados, é a covariável

“Tipo de Internet”. Essa covariável traz informações sobre o tipo de internet que o cliente

adquiriu, e por se tratar de diferentes tipos, diferentes serviços são oferecidos, portanto a

experiencia obtida pelos clientes de diferentes tipos de internet são distintas.

Desse modo, segmentamos o estudo com base na covariável “Tipo de Internet”(“Cable”,

“Fiber Optic”, “DSL” e “Plus”), no intuito de observar e comparar as estimativas obtidas

para cada grupo de indiv́ıduos com produtos diferentes.

Na Tabela 3.3, representamos a proporção de churn e censura para cada grupo.



36

Tabela 3.3: Ocorrência de churn em cada plano.

Cable Fiber Optic DSL Plus

Ocorrência churn 25.66% 40.25% 18.58% 7.40%

Censura 74.34% 59.75% 81.42% 92.60%

Afim de tornar a visualização mais clara, representamos as proporções de churn e

censura para cada grupo na Figura 3.2.

Figura 3.2: Gráfico de barras da quantidade de ocorrências ou não de churn segmentado
por tipo de plano.

Por se tratar de diferentes produtos, já esperávamos diferentes proporções de ocorrência

de churn, nos diferentes tipos de internet. Mostrando que a segmentação dos dados faz

sentido para o problema em questão.
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3.1.2 Kaplan-Meier

No intuito de observar o comportamento da função de sobrevivência para as diferentes

segmentações, utilizamos o estimador de Kaplan-Meier. O resultado obtido para cada

grupo está representado na Figura 3.3

Figura 3.3: Curvas de sobrevivência estimadas pelo método de Kaplan-Meier para cada
grupo.

É posśıvel notar que o comportamento das curvas de sobrevivência para os quatro

grupos são completamente diferentes, além de que, todas as curvas terminam bem distante

de 0, o que é um indicativo de que os dados tem um alto número de observações censuradas,

e que o uso do modelo de mistura padrão pode ser adequado e trazer estimativas relevantes

para cada grupo.

Contudo, pudemos notar por meio da análise exploratória, e principalmente pelo Ka-

plan Meier, que o ajuste de modelos de mistura padrão aparenta ser uma opção viável

para os dados. Desse modo, realizamos os ajustes com o objetivo de estimar a fração de

indiv́ıduos censurados para cada segmentação. De forma mais especifica, utilizamos os

modelos de mistura padrão para estimar a probabilidade do cliente continuar fiel por um
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longo peŕıodo, para cada tipo de internet.

3.2 Modelos Ajustados

Nessa seção apresentamos os resultados obtidos nos ajustes dos modelos, e suas res-

pectivas interpretações.

3.2.1 Definições e Resultados

Para obter o modelo que melhor se adequava aos dados, realizamos os ajustes dos

seguintes modelos:

• Modelo de mistura padrão Exponencial, o qual denotamos como Modelo 1;

• Modelo de mistura padrão Weibull, o qual denotamos como Modelo 2;

• Modelo de mistura padrão Gompertz, o qual denotamos como Modelo 3.

Para cada modelo definido, realizamos ajustes separados para cada segmentação em

estudo, ou seja, cada modelo foi abordado nas quatro segmentações.

Desse modo, realizando os ajustes, observamos inicialmente o comportamento da curva

de sobrevivência estimada para cada ajuste, comparando os resultados obtidos por seg-

mentação. Em geral, as estimativas obtidas foram bem próximas ao Kaplan Meier, nas

quatro segmentações, indicando bons resultados.

No Apêndice A, temos representado as estimativas da curva de sobrevivência, e dos

parâmetros estimados de cada modelo e segmentação.

Antes de realizar a interpretação dos parâmetros estimados de cada segmentação, prin-

cipalmente o da fração de cura p, escolhemos o melhor modelo ajustado. Portanto, para

definir qual dos três modelos ajustados é o que apresenta melhores resultados, calculamos

o AIC e o BIC.

Na Tabela 3.4 temos representado o valor estimado do AIC e BIC para cada um dos

modelos.
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Tabela 3.4: AIC e BIC estimados nos modelos 1, 2 e 3,

para cada segmentação.

Segmentação Modelo AIC BIC

Cable Modelo 1 2427.064 2436.507

Cable Modelo 2 2393.941 2408.105

Cable Modelo 3 2415.053 2429.218

Fibra Modelo 1 13265.460 13277.490

Fibra Modelo 2 13140.490 13158.550

Fibra Modelo 3 13233.700 13251.760

DSL Modelo 1 3666.773 3677.592

DSL Modelo 2 3618.945 3635.174

DSL Modelo 3 3642.223 3658.453

Plus Modelo 1 1459.898 1470.559

Plus Modelo 2 1430.704 1446.695

Plus Modelo 3 1432.641 1448.632

Em todas as segmentações observamos que o Modelo 2, o modelo de mistura padrão

Weibull, foi o que apresentou melhores resultados, seguido pelo modelo Gompertz, e por

ultimo o modelo exponencial.

Na figura 3.4 temos representado as estimativas das curvas de sobrevivência S(t), e os

respectivos Kaplan-Meier para as quatro segmentações, pelo modelo de mistura padrão

Weibull.
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Figura 3.4: Curva de sobrevivência estimada pelo modelo de mistura padrão Weibull.

Pela visualização gráfica, conseguimos observar ind́ıcios que os ajustes apresentam

bons resultados, para a fração de não curados, pois as estimativas de S(t) estão próximas

ao Kaplan Meier. Entretanto nosso objetivos é trazer a estimativa da fração de cura,

portanto observamos os parâmetros estimados dos modelos.

As estimativas dos parâmetros do Modelo 2, para cada tipo de internet, estão repre-

sentado na Tabela 3.5.

Tabela 3.5: Parâmetros estimados do Modelo 2.

Parâmetro Segmentação Estimativa IC (95%)

p Cable 0.6326 (0.5816 - 0.6808)

Fibra 0.3855 (0.3449 - 0.4277)

DSL 0.7440 (0.7143 - 0.7715)

Plus 0.9051 (0.8865 - 0.9210)
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λ Cable 51.801 (19.917 - 134.72)

Fibra 106.00 (95.400 - 117.00)

DSL 32.407 (18.956 - 55.401)

Plus 9.9599 (6.4968 - 15.269)

α Cable 0.6721 (0.5731 - 0.7882)

Fibra 0.7100 (0.6750 - 0.7460)

DSL 0.6905 (0.6109 - 0.7805)

Plus 0.6800 (0.5802 - 0.7970)

Podemos notar que as estimativas de p para os diferentes tipos de internet estão

próximas as proporções de censuras, apresentadas na Tabela 3.3, indicativo que os modelos

tiveram um bom desempenho.

Entretanto, ainda não realizamos a interpretação dos parâmetros, pois a seguir ex-

ploramos a modelagem do modelo de mistura padrão na presença de covariáveis, com

objetivo de verificar se o desempenho do modelo é afetado.

3.2.2 Regressão

Apos obter estimativas gerais com o modelo de mistura padrão Weibull sem a presença

de covariáveis, para cada tipo de internet, decidimos explorar a modelagem do modelo

de mistura padrão com regressão, no intuito de observar se incorporação de covariáveis

causaria um impacto positivo nas estimativas da fração de cura e no resultados do estudo.

Analisando as covariáveis presente na base de dados, iniciamos os ajustes considerando

as covariáveis “GB”, “Salário” e “Idade”, pois foram as informações que julgamos mais

importantes para o contexto da aplicação. Desse modo, realizamos o ajuste do modelo de

mistura padrão Weibull, considerando as covariáveis “GB”, “Salário” e “Idade”, tanto na

fração de curados, quanto na fração de não curados.

Os ajustes para todas as segmentações foram realizados pelo software R, com o aux́ılio

da biblioteca ”cuRe”. Tivemos um alto custo computacional para obter os resultados

considerando as três covariáveis citadas anteriormente, tornando inviável a inclusão de

mais covariáveis.
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Realizando o ajuste nas diferentes segmentações, observamos que “GB” e “Salário”

não eram significativas para o modelo, desse modo, o ajuste final é dado apenas com a

inclusão da covariavel “Idade”.

Na Tabela 3.6 temos representando as estimativas obtidas na segmentação “Cable”,

pelo modelo de mistura padrão Weibull na presença da covariável idade na fração de

curados e não curados.

Tabela 3.6: Parâmetros estimados do modelo de re-

gressão Weibull na presença da covariável idade, para

a segmentação Cable.

Parâmetro Estimativa Desvio

λ -2.1363 0.4116

α -0.3549 0.0744

β0 1.3470 0.4290

β1 -0.0243 0.0087

b1 -0.0087 0.0074

Sendo β0 e β1 os parâmetros estimados da fração de cura, e b1 o parâmetro estimado

da função de sobrevivência.

A função ligação utilizada no ajuste do modelo foi a logito, desse modo, com as

estimativas obtidas na Tabela 3.6, e a definição da ligação logito apresentada na seção 2.5

da metodologia, podemos calcular a proporção de indiv́ıduos curados.

p(cable)(X) =
exp(βX)

1 + exp(βX)
,

p(cable)(X) =
exp(β0 + β1 · Idade)

1 + exp(β0 + β1 · Idade)

Para representar um valor geral de idade para todo o grupo de pessoas com internet

“cable”, utilizamos a idade média, a qual apresentou um total de 44.70 anos. Assim sendo,
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temos:

p(cable)(X) =
exp(1.3470− 0.0243 · 44.70)

1 + exp(1.3470− 0.0243 · 44.70)

= 0.5644

Ou seja, a fração de cura estimada pelo modelo de regressão considerando a covariável

idade, foi de 56.44%.

Também realizamos os mesmos procedimentos para as segmentações “Fibra”, “DSL”

e “Plus”, as estimativas dos parâmetros dos ajustes estão representadas no Apêndice A.

E a fração de cura estimada pelos modelos, para as segmentações “Fibra”, “DSL” e

“Plus”, são dadas por:

p(fibra)(X) =
exp(0.1056− 0.0115 · 49.80)

1 + exp(0.1056− 0.0115 · 49.80)

= 0.3851

p(DSL)(X) =
exp(2.1242− 0.0276 · 44.83)

1 + exp(2.1242− 0.0276 · 44.83))

= 0.7086

p(plus)(X) =
exp(2.2412− 0.0002 · 42.77)

1 + exp(2.2412− 0.0002 · 42.77)

= 0.9032

Em geral, as estimativas obtidas foram bem próximas ao observado no modelo sem a

presença de covariáveis.

Destacamos que a modelagem com a presença de covariáveis permite uma maior

aplicação na interpretação dos resultados. Na Tabela 3.7, apresentamos as estimativas de

fração de cura considerando idades a partir de 20 anos:
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Tabela 3.7: Comparação entre os modelos ajustados.

Idade p(X)

20 0.7026

30 0.6494

40 0.5922

44.70* 0.5644

50 0.5323

60 0.4716

70 0.4116

80 0.3542

Podemos observar que quanto maior a idade da pessoa, menor é a fração de cura, ou

seja, quanto maior a idade, menor é a probabilidade do cliente permanecer fiel a internet

do tipo cable.

Para tornar a visualização mais clara, constrúımos o gráfico representado na Figura

3.5, o qual apresenta as estimativas de fração de cura para todas as idades, na segmentação

cable.

Figura 3.5: Estimativas de p(x) para as idades de 0 a 100 anos.
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A Figura 3.5 apresenta o comportamento das estimativas para as idades especificadas,

permitindo traçar ações e soluções relacionadas a fidelização, para cada perfil de pessoa

que possuem a internet do tipo cable.

Comparações com as estimativas obtidas nas demais segmentações (“Fibra”, “DSL” e

“Plus”) também permite observar caracteŕısticas que auxiliem nas mais diversas tomadas

de decisões relacionadas a fração de cura, no contexto da aplicação, tomadas de decisões

relacionadas a fidelização de clientes.

Contudo, pelo modelo de mistura padrão Weibull sem a presença de covariável, es-

timamos a fração de cura para cada segmentação de uma maneira geral, permitindo

caracterizar e comparar os tipos de internet. Já no modelo modelo de mistura padrão

Weibull com regressão, utilizamos a caracteŕıstica de idade na modelagem, permitindo

estimar a fração de cura para a idade desejada, ampliando a interpretação e aplicação dos

resultados.



Caṕıtulo 4

Conclusão

Durante este trabalho, estudamos a modelagem de fração de cura pelo método de

mistura padrão, considerando situações com e sem a presença de covariáveis. Também

exploramos as distribuições Exponencial, Weibull e Gompertz para caracterizar o tempo

até a ocorrência do evento.

Aplicamos os estudos em um problema de fidelização de clientes de serviços de as-

sinatura, mais especificamente, em um problema de ocorrência de churn, para dados

segmentados. O alto número de censuras em dados coletados em estudos de fidelização

é uma caracteŕıstica comum, caracteŕıstica a qual também é observada na modelagem de

fração de cura. Desse modo, o objetivo proposto foi de utilizar da modelagem de fração

de cura para estimar a probabilidade de um cliente permanecer fiel a um produto, levando

em conta as caracteŕısticas tanto do cliente quanto do produto.

No Capitulo 3, apresentamos as informações sobre a aplicação. Utilizamos uma base de

uma empresa que fornece serviços de internet, trazendo dados sobre ocorrência de churn

de seus clientes, e suas caracteŕısticas. Observamos que os dados podiam ser segmentados

de acordo com os diferentes tipos de internet, já que cada tipo apresentava padrões de

informação distintos. Portanto, realizamos toda a análise considerando a segmentação

dos dados por tipo de internet.

Ajustando os modelos sem a presença de covariáveis, observamos que o modelo de mis-

tura padrão Weibull foi o que apresentou melhores resultados, em todas as segmentações

em estudo. Permitindo estimar a probabilidade de cura para cada segmentação, ou seja,

estimar a probabilidade de um cliente permanecer fiel ao serviço, para os diferentes tipos

de internet.

Em seguida, a fim de verificar se a inclusão de covariáveis no modelo Weibull causaria
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um impacto positivo nos resultados, apresentamos o modelo de mistura padrão Weibull

com a covariável idade na modelagem. Utilizando a média de idade, estimamos a fração

de cura geral de cada plano de internet, permitindo observar a probabilidade de um

cliente permanecer fiel ao produto. Entretanto, também apresentamos os resultados das

estimativas para cada idade, ou seja, a probabilidade de uma pessoa com idade x, sendo

x ∈ [0, 100], permanecer fiel ao plano de internet analisado, ampliando os resultados e

aplicações para todas as segmentações.
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Apêndice A

Tabelas e gráficos

A seguir, temos representado as curvas de sobrevivência estimada pelo modelo de

mistura padrão Exponencial, e modelo de mistura padrão Gompertz.

Figura A.1: Estimativas obtida no modelo de mistura padrão Exponencial.

50



51

Figura A.2: Estimativas obtida no modelo de mistura padrão Gompertz.

Na Tabela A.1 representamos as estimativas obtidas no ajuste do modelo de mistura

padrão Weibull com a presença da covariável “Idade”, para a segmentação fibra.

Tabela A.1: Parâmetros estimados do modelo de re-

gressão, segmentação Fibra.

Parâmetro Estimativa Desvio

λ -3.5461 0.1753

α -0.4470 0.0789

β0 0.1056 0.2372

β1 -0.0115 0.0047

b1 -0.0011 0.0032
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Na Tabela A.2 representamos as estimativas obtidas no ajuste do modelo de mistura

padrão Weibull com a presença da covariável “Idade”, para a segmentação DSL.

Tabela A.2: Parâmetros estimados do modelo de re-

gressão, segmentação DSL.

Parâmetro Estimativa Desvio

λ -1.5180 0.3156

α -0.3477 0.0589

β0 2.1243 0.2977

β1 -0.0276 0.0075

b1 -0.0183 0.0067

Na Tabela A.3 representamos as estimativas obtidas no ajuste do modelo de mistura

padrão Weibull com a presença da covariável “Idade”, para a segmentação plus.

Tabela A.3: Parâmetros estimados do modelo de re-

gressão, segmentação Plus.

Parâmetro Estimativa Desvio

λ -1.7957 0.4296

α -0.3833 0.0810

β0 2.2412 0.3495

β1 -0.0002 0.0075

b1 0.0053 0.0088



Apêndice B

Códigos

Para esse trabalho, os seguintes códigos feito em R foram usados.

##################################

### TG ###

#################################

### Bibliotecas utilizadas

library(tidyverse)

library(ggpattern)

library(gridExtra)

library(survival)

library(flexsurvcure)

library(survminer)

library(cuRe)

### Dados

setwd("C:/Users/dougl/Desktop/TG/TGB")

set.seed(4)

df = read.csv2("telecom_customer_churn.csv", sep = ",")

head(df)

summary(df)

str(df)
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df2 = data.frame(df$Tenure.in.Months, df$Internet.Type,

df$Customer.Status, df$Number.of.Dependents,

df$Age, df$Number.of.Referrals,

df$Avg.Monthly.GB.Download, df$Total.Revenue)

head(df2)

df2$df.Customer.Status = as.factor(

ifelse(df2$df.Customer.Status=="Churned",1,0)

)

df2$df.Customer.Status

colnames(df2) = c("tempo", "tipo", "churn", "dependentes", "idade",

"refencias", "gb", "total_R")

head(df2)

# dados descritiva

df3 = df2

df3$churn = as.factor(ifelse(df3$churn == "1", "Sim", "N~ao"))

#### ANALISE DESCRITIVA

#########################

cores2 = c("rosybrown3", "royalblue4")

ggplot(data = df3, aes(x = churn, fill = churn, pattern = churn)) +

geom_bar_pattern(position = position_dodge(preserve = "single"),

color = "black",

pattern_fill = "black",

pattern_angle = 40,

pattern_density = 0.1,

pattern_spacing = 0.03,

pattern_key_scale_factor = 0.6)+

geom_label(aes(label=..count..),stat="count",
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fontface = "bold",

fill = "white")+

scale_fill_manual(values = cores2) +

scale_pattern_fill_manual(values = cores2) +

labs(title = "Ocorrência de Churn", y = "", x = "") +

cowplot::theme_cowplot() +

theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))

# observacoes de churn segmentada por tipo de internet

df_cable = df3 %>%

filter(df3$tipo == "Cable")

df_fibra = df3 %>%

filter(df3$tipo == "Fiber Optic")

df_DSL = df3 %>%

filter(df3$tipo == "DSL")

df_plus = df3 %>%

filter(df3$tipo == "")

df_plus

# Ocorrencia de churn por plano

gg_cable = ggplot(data = df_cable,

aes(x = churn, fill = churn, pattern = churn)) +

geom_bar_pattern(position = position_dodge(preserve = "single"),

color = "black",

pattern_fill = "black",

pattern_angle = 40,

pattern_density = 0.1,

pattern_spacing = 0.03,
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pattern_key_scale_factor = 0.6)+

geom_label(aes(label=..count..),stat="count",

fontface = "bold",

fill = "white")+

scale_fill_manual(values = cores2) +

scale_pattern_fill_manual(values = cores2) +

labs(title = "Cable", y = "", x = "") +

cowplot::theme_cowplot() +

theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))

gg_cable

gg_fibra = ggplot(data = df_fibra,

aes(x = churn, fill = churn, pattern = churn)) +

geom_bar_pattern(position = position_dodge(preserve = "single"),

color = "black",

pattern_fill = "black",

pattern_angle = 40,

pattern_density = 0.1,

pattern_spacing = 0.03,

pattern_key_scale_factor = 0.6)+

geom_label(aes(label=..count..),stat="count",

fontface = "bold",

fill = "white")+

scale_fill_manual(values = cores2) +

scale_pattern_fill_manual(values = cores2) +

labs(title = "Fibra", y = "", x = "") +

cowplot::theme_cowplot() +

theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))

gg_fibra

gg_DSL = ggplot(data = df_DSL,
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aes(x = churn, fill = churn, pattern = churn)) +

geom_bar_pattern(position = position_dodge(preserve = "single"),

color = "black",

pattern_fill = "black",

pattern_angle = 40,

pattern_density = 0.1,

pattern_spacing = 0.03,

pattern_key_scale_factor = 0.6)+

geom_label(aes(label=..count..),stat="count",

fontface = "bold",

fill = "white")+

scale_fill_manual(values = cores2) +

scale_pattern_fill_manual(values = cores2) +

labs(title = "DSL", y = "", x = "") +

cowplot::theme_cowplot() +

theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))

gg_DSL

gg_plus = ggplot(data = df_plus,

aes(x = churn, fill = churn, pattern = churn)) +

geom_bar_pattern(position = position_dodge(preserve = "single"),

color = "black",

pattern_fill = "black",

pattern_angle = 40,

pattern_density = 0.1,

pattern_spacing = 0.03,

pattern_key_scale_factor = 0.6)+

geom_label(aes(label=..count..),stat="count",

fontface = "bold",

fill = "white")+

scale_fill_manual(values = cores2) +

scale_pattern_fill_manual(values = cores2) +
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labs(title = "Plus", y = "", x = "") +

cowplot::theme_cowplot() +

theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))

gg_plus

grid.arrange(gg_cable, gg_fibra, gg_DSL, gg_plus, ncol = 2)

########################

#### Kaplan-Meier

########################

# observacoes de churn segmentada por tipo de internet

df2$churn = as.integer(df2$churn)

df_cable = df2 %>%

filter(df2$tipo == "Cable")

df_fibra = df2 %>%

filter(df2$tipo == "Fiber Optic")

df_DSL = df2 %>%

filter(df2$tipo == "DSL")

df_plus = df2 %>%

filter(df2$tipo == "")

df_plus

ekm = survfit(Surv(df2$tempo, df2$churn) ~ df2$tipo)
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summary(ekm)

ggsurvplot(fit = ekm, data = df2,

legend.title = "",

legend.labs = c("Plus", "Cable", "DSL", "Fibra"),

palette = c("orchid1","salmon",

"darkturquoise", "olivedrab4"))

######################

# Modelo de mistura padrao Exponencial

######################

# cable

M2_cable = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_cable,

link="logistic",

dist = "exp" ,

mixture=T)

M2_cable

summary(M2_cable, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M2_cable)

BIC(M2_cable)

# fibra

M2_fibra = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_fibra,

link="logistic",

dist = "exp" ,

mixture=T)

M2_fibra

summary(M2_fibra, t=seq(from=0,to=80,by=5),
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type="survival", tidy=T)

AIC(M2_fibra)

BIC(M2_fibra)

# DSL

M2_DSL = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_DSL,

link="logistic",

dist = "exp" ,

mixture=T)

M2_DSL

summary(M2_DSL, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M2_DSL)

BIC(M2_DSL)

# padrao

M2_plus = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_plus,

link="logistic",

dist = "exp",

mixture=T)

M2_plus

summary(M2_plus, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M2_plus)

BIC(M2_plus)

# plot
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ggsurvplot(M2_cable, data = df_cable,

legend.title = "",

legend.labs = c("Cable"),

color = "salmon",

size = 1,

ggtheme = theme_classic2(base_size=16,

base_family = "Arial"),

font.family = "Arial")

ggsurvplot(M2_fibra, data = df_fibra,

legend.title = "",

legend.labs = c("Fibra"),

color = "olivedrab4")

ggsurvplot(M2_DSL, data = df_DSL,

legend.title = "",

legend.labs = c("DSL"),

color = "darkturquoise")

ggsurvplot(M2_plus, data = df_plus,

legend.title = "",

legend.labs = c("Plus"),

color = "orchid1")

######################

# Modelo com fracao de cura Weibull

######################

# cable

M3_cable = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_cable,
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link="logistic",

dist = "weibull",

mixture=T)

M3_cable

summary(M3_cable, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M3_cable)

BIC(M3_cable)

# fibra

M3_fibra = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_fibra,

link="logistic",

dist = "weibull" ,

mixture=T)

M3_fibra

summary(M3_fibra, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M3_fibra)

BIC(M3_fibra)

# DSL

M3_DSL = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_DSL,

link="logistic",

dist = "weibull" ,

mixture=T)

M3_DSL

summary(M3_DSL, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M3_DSL)
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BIC(M3_DSL)

# padrao

M3_plus = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_plus,

link="logistic",

dist = "weibull" ,

mixture=T)

M3_plus

summary(M3_plus, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M3_plus)

BIC(M3_plus)

# plot

ggsurvplot(M3_cable, data = df_cable,

legend.title = "",

legend.labs = c("Cable"),

color = "salmon"

#conf.int = F,

)

ggsurvplot(M3_fibra, data = df_fibra,

legend.title = "",

legend.labs = c("Fibra"),

color = "olivedrab4")

ggsurvplot(M3_DSL, data = df_DSL,

legend.title = "",

legend.labs = c("DSL"),
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color = "darkturquoise")

ggsurvplot(M3_plus, data = df_plus,

legend.title = "",

legend.labs = c("Plus"),

color = "orchid1")

######################

# Modelo com fracao de cura Gombertz

######################

# cable

M4_cable = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_cable,

link="logistic",

dist = "gompertz" ,

mixture=T)

M4_cable

summary(M4_cable, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M4_cable)

BIC(M4_cable)

# fibra

M4_fibra = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_fibra,

link="logistic",

dist = "gompertz" ,

mixture=T)

M4_fibra

summary(M4_fibra, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M4_fibra)
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BIC(M4_fibra)

# DSL

M4_DSL = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_DSL,

link="logistic",

dist = "gompertz" ,

mixture=T)

M4_DSL

summary(M4_DSL, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M4_DSL)

BIC(M4_DSL)

# padrao

M4_plus = flexsurvcure(Surv(tempo, churn) ~ 1,

data=df_plus,

link="logistic",

dist = "gompertz",

mixture=T)

M4_plus

summary(M4_plus, t=seq(from=0,to=80,by=5),

type="survival", tidy=T)

AIC(M4_plus)

BIC(M4_plus)

# plot

ggsurvplot(M4_cable, data = df_cable,

legend.title = "",
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legend.labs = c("Cable"),

color = "salmon"

#conf.int = F,

)

ggsurvplot(M4_fibra, data = df_fibra,

legend.title = "",

legend.labs = c("Fibra"),

color = "olivedrab4")

ggsurvplot(M4_DSL, data = df_DSL,

legend.title = "",

legend.labs = c("DSL"),

color = "darkturquoise")

ggsurvplot(M4_plus, data = df_plus,

legend.title = "",

legend.labs = c("Plus"),

color = "orchid1")

##############################################

####### REGRESSAO ######################

##############################################

######################

# Modelo com fracao de cura Weibull

######################

# Considerando a variavel idade

# Cable

fit_cable = fit.cure.model(Surv(tempo, churn) ~ idade,

data = df_cable,
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formula.surv = list(~ idade),

type = "mixture",

dist = "weibull",

link = "logit")

summary(fit_cable)

AIC(fit_cable)

AIC(M3_cable)

BIC(fit_cable)

mean(df_cable$idade)

hist(df_cable$gb)

predict(fit_cable,

data.frame(idade=mean(df_cable$idade)),

type ="curerate")

exp(1.3469636 + mean(df_cable$idade)*-0.0243441)/

(1 + exp(1.3469636 + mean(df_cable$idade)*-0.0243441))

# Fibra

fit_fibra = fit.cure.model(Surv(tempo, churn) ~ idade,

data = df_fibra,

formula.surv = list(~ idade),

type = "mixture",

dist = "exp",

link = "logit")

summary(fit_fibra)

AIC(fit_fibra)

AIC(M3_fibra)

BIC(fit_fibra)

mean(df_fibra$idade)

predict(fit_fibra,

data.frame(idade=mean(df_fibra$idade)),

type ="curerate")
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exp(0.1056116 + mean(df_fibra$idade)*-0.0115213)/

(1 + exp(0.1056116 + mean(df_fibra$idade)*(-0.0115213)))

# DSL

fit_DSL = fit.cure.model(Surv(tempo, churn) ~ idade,

data = df_DSL,

formula.surv = list(~ idade),

type = "mixture",

dist = "weibull",

link = "logit")

summary(fit_DSL)

AIC(fit_DSL)

AIC(M3_DSL)

BIC(fit_DSL)

mean(df_DSL$idade)

#hist(df_cable$gb)

predict(fit_DSL,

data.frame(idade=mean(df_DSL$idade)),

type ="curerate")

exp(2.1242700 + mean(df_cable$idade)*-0.0275710)/

(1 + exp(2.1242700 + mean(df_cable$idade)*-0.0275710))

# Plus

fit_plus = fit.cure.model(Surv(tempo, churn) ~ idade,

data = df_plus,

formula.surv = list(~ idade),

type = "mixture",

dist = "weibull",

link = "logit")



69

summary(fit_plus)

AIC(fit_plus)

BIC(fit_plus)

AIC(M3_plus)

mean(df_plus$idade)

#hist(df_cable$gb)

predict(fit_plus,

data.frame(idade=mean(df_plus$idade)),

type ="curerate")

exp(2.24124654 + mean(df_plus$idade)*--0.00017694)/

(1 + exp(2.24124654 + mean(df_plus$idade)*--0.00017694))
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