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Resumo

As fracoes continuas sao um método que, com base no principio da recorréncia, gera
uma sequéncia de nimeros racionais que aproximam progressivamente um ntumero real.
Essa sequéncia é conhecida como sequéncia dos convergentes. O presente trabalho tem
como objetivo analisar e apresentar teorias relacionadas a esse método, como o Teorema
de Dirichlet, que estabelece um limite superior para o erro de aproximacao, e o Teorema
de Hurwitz-Markov, que, juntamente com a constante \/5, otimiza esse erro, entre outros.
Por fim, busca-se compreender a caracterizacao das fracoes continuas periddicas e sua
relacao com as equacoes quadraticas com coeficientes inteiros, com énfase na equagao de
Pell e sua resolugao por meio desse método.

Palavras-chave: Fracoes Continuas. Boas Aproximacgoes. Equagoes Diofantinas.



Abstract

The continuous fractions are a method that, based on the principle of recurrence,
generates a sequence of rational numbers that progressively approximate a real number.
This sequence is known as the convergent sequence. The present work aims to analyze and
present theories related to this method, such as the Dirichlet’s Theorem, which establishes
an upper limit for the approximation error, and the Hurwitz-Markov Theorem, which,
together with the constant /5, optimizes this error, among others. Finally, we try to
understand the characterization of periodic continuous fractions and their relation with
quadratic equations with integer coefficients, with emphasis on the Pell equation and its
resolution by this method.

Keywords: Continuous Fractions. Good Approximations. Diophantine Equations.
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Introducao

Uma questao importante na Teoria dos Niuimeros é a de determinar quao bem um
numero real pode ser aproximado por uma sequéncia de niimeros racionais. Este processo
é conhecido como aproximacao diofantina, em homenagem ao matematico grego Diofanto
de Alexandria. E fato que, dado z € R, existe k € Z tal que 0 < x — k < 1. Deste modo,

podemos obter a representagao decimal

r—k=0aa...a,..., a;€{0,1,...,9},

aq a9 as

=10 102 108

o que significa que, se

rn = a, + 10a,_1 + 100a,_o + - + 10" tay

entao
T rn+ 1
—<r—k<—— 0.1
1om =" 107 0.1)
e, portanto, k + {2 ¢ uma boa aproximagao racional de x no sentido de que o erro
T 1
— (k —”)‘ <—. 0.2
’x ( TV RNETID (0.2)

é um numero bem pequeno se n for muito grande. Deste modo, a representacao decimal de
um numero real fornece uma sequéncia de aproximagoes por racionais cujos denominadores
sao poténcias de 10. Entretanto, tal método de aproximacao por racionais pode ser
otimizado conforme veremos neste estudo proposto das fragoes continuas.

O método de aproximacao por fragoes continuas permite expressar um nimero real
por meio de uma sequéncia de ntimeros racionais, fornecendo uma sequéncia de niimeros
racionais que podem ser classificadas como "boas aproximagoes"do ntamero real dado.

Importantes propriedades algébricas de um nimero real podem ser extraidas a partir
das propriedades da sua expansao em fra¢oes continuas. Por exemplo, se um ntimero real

pode ser representado por uma fracao continua finita, entao ele é necessariamente um

ntmero racional. Por outro lado, um ntmero é irracional se, e somente se, sua fracao
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continua é infinita.
Dado um namero real z € R consideremos a sequéncia de nimeros naturais (ay)
definida recursivamente através da seguinte relagao a, = |, | sendo ag =z e se a,, ¢ Z
~ _ 1
entao a1 = 5—-, para todo n € N.

Se, para algum n € N, «,, = a,, temos

1
x:ao—i-a n : = [ag; a1, ..y Gp_1, Qy)-
1 as+ T
+an
Caso contrario
1 )
90:6L0+a — = [ao; a1, ag, . . .|
1 as+-1-

Assim, dado um ndimero real x e considerando sua expansao em fragoes continuas
r = lag;a1,a9,as, ..., ay, ...], tal que o n-ésimo termo 2—" é obtido de forma recursiva,
n

temos que cada termo dessa sequéncia fornece uma aproximacao racional melhor do que

a anterior. Segue do Teorema de Dirichlet, que para todo n € N, o problema

possui infinitas solugoes por racionais, uma vez que

<——<

< . 0.3
qn qngn+1 qn ( )

Dn 1 1
r=-" )

Além disso, veremos que /5 é a maior constante para o qual o problema,

possui infinitas solugoes racionais. Este é o celebrado Teorema de Hurwitz Markov que

nos garante que
(0.4)

Na sequéncia estudaremos o conceito de "Boa Aproximacgao"de um ntmero real x € R
mostrando que todo convergente é uma boa aproximagao e reciprocamente, se um nimero
racional é uma boa aproximagao entao esta obrigado a ser um convergente da expansao
em fragoes continuas de .

Por fim, caracterizamos as fragoes continuas periddicas e sua relagao com as equagoes

polinomiais quadraticas com coeficientes inteiros, com énfase na equacao de Pell, um
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exemplo de equagao diofantina, apresentando um método de resolucao usando fracoes

continuas.



Capitulo 1

Resultados Basicos da Teoria dos

Numeros

1.1 A sequéncia dos niimeros naturais

Todas as afirmagoes verdadeiras sobre o conjunto dos numeros naturais, denotado
por N, sao consequéncias logicas resultantes das quatro propriedades fundamentais deste
conjunto, conhecidas atualmente como Axiomas de Peano. Com o objetivo de pro-
porcionar um ambiente de maior compreensao e construcao de conhecimento, iniciaremos
este trabalho recordando alguns conceitos sobre a ordenagao dos nimeros naturais, tendo
em vista que a adicao de niimeros naturais nos permite introduzir uma relacao de ordem
neste conjunto.

Assim, sejam a e b numeros naturais, podemos comparé-los em relacao as suas quan-
tidades de unidades. Logo se a tem a mesma quantidade de unidades que b, escrevemos
a = b, e dizemos, a igual a b. Se b tem menos unidades que a, ou seja, b € menor que a,
escrevemos b < a, que implica na existéncia de k € N, tal que a = b + k e neste caso,
temos que a é maior que b, e escrevemos a > b, quando a tem mais unidades que b.

Além disso, sao muito uteis as seguintes notagoes:

(i) a < b quando a=0boua <b.
(ii) @ > b quando a = b ou a > b.

Axiomas de Peano

Azioma 1. Existe uma funcao s : N — N injetiva, que associa a cada a € N um elemento
s(a) € N, chamado o sucessor de a. Ou seja, todo nimero natural possui um tnico

sucessor, que também é um nimero natural.

Nos garantindo que ntimeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes e ni-
meros que tém o mesmo Sucessor sao iguais.
Azioma 2. Existe um tinico nimero natural que nao é sucessor de nenhum outro, o nimero

1,logo 1 <a,VaeN.
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Azioma 3. Se um subconjunto A C Nétalquel € AeVa € A = s(a) € A, entdo A =N.

Nos garantindo que, se um subconjunto de ntimeros naturais contém o nimero 1 e,
além disso, contém o sucessor de cada um de seus elementos, entao esse conjunto é o

proprio conjunto dos ntimeros naturais.

Observagao 1.1.1. A notagao s(a) é provisoria. Adotaremos daqui para frente a notagao

a + 1, para nos referirmos ao sucessor de a, Va € N.

1.2 Ordenacao dos Niimeros Naturais

Nesta secao iremos enunciar e provar os teoremas bésicos da relagao de ordem dos
numeros naturais. Esses teoremas também sao validos para os Conjuntos dos Numeros
Inteiros (Z), dos Ntumeros Racionais (Q) e do Numeros Reais (R), exceto o Teorema [1.2.4]

que vale somente para o Conjunto dos Numeros Inteiros.
Teorema 1.2.1. (Transitividade) Se a < b e b < ¢, entdo a < c.

Demonstracao. Se a < b, entao b = a + k, com k € N, analogamente, se b < ¢, entao

c=b+r,comr € N. Assim podemos reescrever ¢ da seguinte forma:
c=(a+k)+r=a+ (k+r),

portanto, a < c. 0

Teorema 1.2.2. (Comparabilidade) Todo nimero natural a é compardvel com qualquer

numero natural b.

Demonstragao. (Por Indugao). Tomemos o numero 1, temos que ele é comparavel com
qualquer outro nimero natural, pois Va € N, 1 < a, pelo Axioma , dos Axiomas de
Peano.

Suponhamos, por hipotese, que o ntimero a seja comparavel com todos os numeros
naturais, provemos entao que a + 1 também contem essa propriedade.

Tomemos, aleatoriamente, o numero natural b, sabemos que:

1. b<a;

2. b=ua;

3. b>a.

Analisemos cada item:

1. Se b < a, por transitividade, dado que a < a + 1, temos que b < a + 1

2. Comoa<a+1,seb=a,entao b<a+1.
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3. Seb>a,entao b=a+ k, com k € N. O que nos da dois casos:
3.1: Sek=1,entao b=a+ 1.

3.2: Se k > 1, temos que k =1+ r, com r € N. Entao

b=a+k
b=a+(1+7)
b=(a+1)+r=>b>a+1.

Em qualquer uma das possibilidades temos que a + 1 é comparavel com qualquer ntimero
natural b. Assim fica provado, por inducao, a comparabilidade de quaisquer nimeros

naturais a e b. ]

Teorema 1.2.3. (Tricotomia) Dados a,b € N, € verdade uma, e somente uma das se-

guintes afirmagoes:
7. a <b;
1. a=0b;
1. b < a.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que dada as trés afirmacoes duas delas sao verda-
deiras simultaneamente.
Se valem a < bea=10>. Temos de a < b que b = a + k, com k € N, mas, por hipotese,

a = b logo
a=a+k
Sem perda de generalidade, podemos somar 1 em ambos os lados da equagao.
a+1l=a+k+1
E subtraindo a, de ambos os lados, concluiriamos que,
l=k+1

Absurdo, pois 1 nao é sucessor de nenhum k£ € N, como nos garante o Axioma , dos
Axiomas de Peano. Portanto a < b (e analogamente, b < a) ¢ incompativel com a = b.

Da mesma maneira, se, simultaneamente, valem a < b e b < a, temos:
i) Sea<b,entdiob=a+k, ke N.

i) Se b < a,entao a=b+r, r € N.
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E assim teriamos,

b=a+k
b=(b+r)+k

Sem perda de generalidade, podemos somar 1 em ambos os lados da equagao.
b+1=b+r+k+1
E subtraindo b, de ambos os lados, concluiriamos que,
l=r+k+1,

o que nos leva novamente a um absurdo. Portanto concluimos que, para dois niimeros

naturais, sendo uma das afirmacoes verdadeira, exclui-se as outras duas. O
Teorema 1.2.4. Nao existem niumeros naturais entre a e a + 1.

Demonstrag¢ao. Suponhamos por absurdo que exista um ntmero natural m tal que fosse
possivel ter a < m < a+1. Como a < m, temos m =a+k,comk € Necomom < a+1,
temos a+1=m+r, comr € N.

E assim terfamos,
a+l=a+k+r
Subtraindo a de ambos os lados, concluirfamos que,
l=k+r

Por defini¢ao temos que se 1 = k+r, entao k < 1, o que é um absurdo, como nos garante o
Axioma dos Axiomas de Peano. Logo nao existem niimeros naturais entre um numero

e seu sucessor. [
Teorema 1.2.5. (Monotonicidade) Se a < b, entao a + r < b + e ar < br.

Demonstracao. Se a < b, entao b = a + k, com k € N, logo
b+r=(a+k)+r=(a+r)+k=a+r<b+r.
Analogamente,

br = (a+k)r =ar + kr = ar < br.
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1.3 Boa Ordenacao

Sendo um principio fundamental na teoria dos conjuntos e na matematica em geral, a
boa ordenacao é um instrumento que nos permite provar a existéncia de certos elementos
dentro de um conjunto ordenado. Para ilustrar esse conceito, destacaremos e provaremos a
seguinte afirmacao: "Se A é um subconjunto nao vazio do conjunto dos nimeros naturais,
ou seja, A # @ e A C N, entao A possui um elemento minimo. Isso implica que existe
um elemento a € A, tal que a é menor que qualquer outro elemento de A."

Com base nessa afirmacao, demonstraremos que em qualquer subconjunto nao vazio
dos niimeros naturais, sempre podemos identificar um elemento minimo. Por exemplo, no

conjunto dos nimeros naturais esse menor elemento é o nimero 1.

Observagao 1.3.1. Escreveremos [,,, com n € N, para indicar o conjunto dos niimeros

naturais r tais que 1 < r < n.
Exemplo 1.3.2. Seja n =7, temos o conjunto I7 = {1,2,3,4,5,6,7}.

Teorema 1.3.3. (Principio da Boa Ordenagdo) Todo subconjunto A nao vazio do con-

Junto dos naturais possui um menor elemento.

Demonstracao. Se 1 € A, entao A possui um menor elemento, dado que o ntimero 1 é o
menor elemento do conjunto dos naturais. Caso contréario, se 1 ¢ A, iremos supor que
A possui um menor elemento da forma (n + 1), onde n ¢ A. Assim, sejam os conjuntos
I, ={1,2,...,n}eX={neN|I, C N— A}, onde todos os elementos de A sao maiores
que n. Logo, nestas condigoes temos n € X tal que n + 1 ¢ X. Suponhamos p € A tal

que p < n + 1 entretanto, se p € A entao p > n, assim
n<p<n+1

o que é um absurdo, pelo Teorema logo p = n + 1. Tomemos agora um certo
q € A|q<p,entao

n<qg<p=n-+1
o que é um absurdo, novamente, pelo Teorema Portanto p < ¢, para todo ¢ € A.

Portanto todo subconjunto A C N possui um menor elemento. O

1.4 Conceito de Divisao

De acordo com [3], a divisdo amplia o potencial da operagao de subtragao e basicamente
atende a dois conceitos: repartir e comparar. A divisao ocorre quando dado dois niimeros
naturais, a e b, a é divido em ¢ grupos de b elementos cada um, e restam r elementos.

Podemos expressa-la pela equagao fundamental da divisao:
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a=qgb+r (1.1)

Quando a divisao nao deixa resto, dizemos que ela é uma divisao exata, e a equacao

fundamental fica:

a=qgb (1.2)

Em e temos denominados ¢ como quociente e r como resto da divisao de
a por b. E quando dividimos um ntmero natural ¢ por um ntmero natural b > 0, com
b < a, estamos buscando encontrar um quociente ¢ tal que a = ¢b ou o maior quociente
¢ que nos proporcione o menor resto r, com r < b, satisfazendo a = gb + r. Tal busca
pode ocorrer por subtragoes sucessivas ou através de multiplicagoes sucessivas de modo

que se a = ¢gb+ r com r < b, entao ¢ é a quantidade de miltiplos de b no conjunto
I,={1,2,...,a}

1.5 Algoritmo da Divisao

Tomando dois nimeros naturais, a e b, se b < a, temos conhecimento que podemos
distribuir as unidades de a em grupos de b unidades, sendo a quantidade ¢ de grupos
a maior possivel, de modo que restarda r = a — ¢gb < b unidades. Mas se em alguma
situagao a < b, entao nao conseguiremos distribuir as unidades de ¢ em nenhum grupo de
b unidades, ou seja, ¢ =0 e r = a, e assim também teremos a = ¢gb + r, com r < b.

Com a ideia de que procuramos o maior valor de ¢ de modo a realizar uma divisao exata
ou uma divisao que nos fornega um resto r, com r < b, admitimos de forma intuitiva que

o quociente e o resto sao tnicos. O teorema a seguir nos valida essa propriedade intuitiva.

Teorema 1.5.1. Dados niumeros naturais a e b > 0, existe e € unico o par de niumeros

naturais q e r tal que
a=qb+r, comr <b.

Demonstrag¢ao. Demonstraremos que o par (g, r) existe e é tnico.
Existéncia: Se a < b tomamos ¢ =0e r=a= a= qb+ r, com r < b. Do contrario,

se a > b realizando subtracoes sucessivas de a por b, e teremos
a—b a— 2b, a— 3b, ..,

enquanto essa diferenca for maior que zero. Ao chegarmos a primeira diferenca menor
que b e maior que 0, nao serd mais possivel subtrair b de a e assim encontraremos ¢, tal

quea—gh>0ea<(qg+1)b
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Sea—qgb>0= r=a—qgb, portanto concluimos que r ¢ um namero natural. E como
a<(¢g+1)b=a<qgb+b=a—qgb<b=r <b Com isso estabelecemos a existéncia de
ger.

Unicidade: Sabemos que existem ¢ e r, nimeros naturais, tais que
a=qb+r, comr <b. (1.3)
Suponhamos entao p e s, nimeros naturais, tais que
a=pb+s, coms <b. (1.4)

Estabeleceremos, sem perda de generalidade, que ¢ > p. Subtraindo a igualdade (1.4]) da
igualdade (|1.3)), obtemos

0=(gb+7r)— (pb+s)
=qgb—pb+1r—s
=blg—p)+r—s < blg—p)=r—s

Se ¢ > p, entdo ¢ —p > 1, logo b < b(q — p) = r — s, sendo r — s um ntmero natural,
entao r > s, entao r —s < r < b, o que é uma contradicao, logo ¢ nao é um natural maior
que p. Segue entao que g =per —s=0=r =s.

Demonstrando entao que ¢ e r existem e sao tnicos. O

1.6 Expansao Decimal de um niimero QQ

Nesta secao recordaremos a expansao decimal, que é uma forma, dentre outras de
realizar a representacao dos numeros racionais, [4] nos diz que "o surgimento de tal re-
presentacgao contribuiu, para o estreitamento da cooperacgao entre a Matemética e outras
ciéncias, como a Astronomia'.

Note que, a partir da fracao %, a e b, nimeros inteiros e b > 0, podemos, pelo Teorema
1.5.1] escrever a = gb + r, sendo g e r nameros inteiros e 0 < r < b. Consequentemente
a r
A
e assim, toda fragao ordinaria pode ser expressa pela soma de um inteiro e de uma fragao
ordinéria pertencente ao intervalo [0, 1[.

Tendo em vista essa ideia torna-se mais facil localizar o niimero 4 em um eixo nu-
mérico, pois poderemos dividir o intervalo [¢,¢ + 1] em b partes iguais e tomaremos a
quantidade de r partes a partir de ¢, da esquerda para a direita. Com isso a extremidade
de maior valor dessa ultima parte correspondera ao ntimero % neste eixo. E assim damos

por aceito que todo ntmero racional corresponde a um ponto de um eixo numeérico.



1. Resultados Basicos da Teoria dos Numeros 8

No entanto, essa maneira de identificagao nao é pratica, ja que cada nimero racional
possui um denominador, e nao é vidavel subdividir os intervalos unitérios da reta em uma
quantidade diferente de partes a cada vez. Para padronizar, optamos por fazer subdivisoes
em 10 partes, o que permite uma sincronia com a representacao decimal utilizada para os

nimeros inteiros e contribui com os seguintes resultados dentro da Teoria dos Numeros.

Teorema 1.6.1. Todo nimero racional r € [0,1) se escreve na forma

oo

bl bQ b3 bl
R T R . 1.
TR TR 210’ (1.5)

=1
tal que b; € {0,1,2,...,9}, para cada i € N.

Demonstrag¢ao. Comegaremos demonstrando a existéncia da representagao (1.5). Para

aplicagoes futuras assumiremos que r € [0,1) é um numero real arbitrario. Dividindo o

intervalo [0, 1) em 10 subintervalos de comprimento 10 podemos tomar b; € {0,1,2,...,9}
tal que

by by + 1

10-"""10

by . .
Ser = 10 entao terminamos.

b
Caso contrario, supondo que 10 < r. Neste caso, repetindo o argumento anterior

podemos encontrar by € {0,1,2,...,9} tal que

by by by by +1
— — <l r< —=
010" 10" 100
N t b1+b2t i C trari d bl+b2<
ovamente se r = — — lterminaimaos. asSO contrario, supondo que —— — T
v 10 " 102 ) SUP M0 T 102 ©

repetimos o processo de divisao dos intervalos por 10 subintervalos, definindo by, b, b3, ...

algarismos decimais, de modo que para todo n > 1, temos

b1+b2++n <1+bz bn + 1
10 102 77 10m — 10~ 10?2 10n
by | b bn : . e
ser = 10 + 102 +...+ Ton para algum n, terminamos. Caso contrario, obtemos infinitos
bis. Assim a sequéncia
by b bn
Sn=—=4+-—= —
10 * 102 L 10m
satisfaz a seguinte desigualdade,
1
Sp<r<S,+-— (1.6)

10m
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o bi
=110
a sequéncia S,, é estritamente crescente e limitada superiormente por r temos que existe
b
o (2 N 1 .
seR tal que s =) T Gragas a (1.6) temos que 0 <7 — S, < 35=. Assim, fazendo
n — oo concluimos que r = s.

para cada n € N. Note que S,, é a sequéncia das somas parciais da série » . Como

Para a prova da unicidade da representacao suponha que r = 0,bibybs... e t =
0, c1cacs... expansoes decimais tais que existem infinitos 7’s, de modo que bis # 9 e ;s # 9.
Suponha que exista algum indice ¢ para o qual b; # ¢;, e seja n o menor para o qual isso
ocorre, isto é, temos b; = ¢; para todo 1 < i < n e b, # ¢,.Podemos supor, sem perda de
generalidade, que b, < ¢,. Como r tem infinitos i’s para os quais b; # 9, existe k > n,

tal que by < 9. Entao

r =0,b109...0,_1by,...bp...
< 0,b1by...by—1by,...0£(9)(9)...
= 0,b1by...by,_1bp,...(bx + 1)
< 0,b1by...b, 1 (b, + 1)
<0,cc...ch1Cn

< 0,cco...Cch—1CnCpy1... =1

Portanto r < t. Isto implica que se r = t entao b, = ¢, para todo n > 1. Finalmente,

para terminar a demonstragao, observe que

by by b = b

7"—1—0—1-1—024—1—03—1- —;1@.
converge, obtendo tal resultado através do Teste da Comparacao, com o uso da série
L. oo . 0o bj 0o .
geométrica ) ;©) — =1, pois r = ijl 107 < ijl 107 = 1, demonstrado com mais

detalhes no Apéndice (|.1). Para complementar a demonstra¢do anterior observe que a
expansao decimal dada pelo Teorema pode nao ser tnica. Por exemplo, o nimero

racional 1 tem duas representacoes, 1 e 0,99999... De fato,

9 9 9 9 1
0,99999 - = — 4 4+ 4 ...= "

o 1
10 102 103 01—+

Logo, como vimos anteriormente na demonstracao, para valer a unicidade na expansao

decimal é necessario impor sobre 0, b1bybs . . . a condig¢ao de existir infinitos digitos # 9. [

Segue exemplos da expansao decimal de um ntmero racional.

5
Exemplo 1.6.2. Encontre a expansao de r = 3 na base decimal.

De modo geral,
by by b3 by
=— 4+ =4+ —+—+4... 1.
A TR TR TEAN T T (L.7)
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sendo b; um dos algarismos 0,1,2,3,...,9 para todo . Multiplicando (1.7]) por 10, obte-

mos

by bs by
W0r=b+—=+-—5+—... 1.
Or 1+10+102+103 (1.8)
Assim by é a parte inteira de 10r, logo
5 50
by = [10r| = LlO . gJ = LgJ =6 (1.9)
Sej 10r — by, ¢ 10r — 6 = by sy DA plicand i
eja ry = 10r — emos r, = 10r — n=—+-—=+-—... icando, recursiva-
Jja T 1 1 L= 70 102 10 p ) v

mente, os passos (|1.8]) e (1.9) para encontrar os b;s subsequentes, obtendo:

by = [10r, | = [10(10r — by)] = {102 (7“ - %)J = Lmo <§ - %)J = L%J =2

. by | b4
S =10r; — by, t =10 —2=r=—4+—+4...
eja 1o 1 2, temos 7o 1 T 10 + 102 +

bs = | 1075 ] = [10(10r, — by) ] = Lm‘”’ Kr — %) — 1%” = {103 (g — % — %)J = {%J =5

Seja rg = 101y — by = 0 encontramos todos os b;s para representar 3 na expansao decimal,

obtendo a seguinte representacao:

5_6+ 2 N 5
8 10 102 103

sendo uma representacao decimal finita.

2
Exemplo 1.6.3. Encontre a representacao decimal de t = 77

Temos, por (|1.6.1))
by by by by
t=—+4+—+-—+—+4... 1.10
104_1024_103—‘_104jL ( )
sendo b; um dos algarismos 0,1,2,3,...,9 para todo i. Multiplicando (1.10) por 10,

obtemos

by bs by
W0t=b+—=4+-—"=+-—... 1.11
IS TRTERTIE (L11)
Assim by é a parte inteira de 10¢, portanto
2 20
by = 10t = |10- = | = | == | = 1.12
Seja t1 = 10 — by. Temos ty — 100 — 0= 1, — 22 1 28 0oy i
eja t; = — by. Temos t; = — = =4+ =4+ —... icamos, recursiva-
jah ! ! 1710 T2 T P : v

mente, os passos (|1.11)) e (1.12)) para encontrar os b}s subsequentes. Deste modo

by = |10t ] = [10(10t — by)| = {102 (t - %)J = Lw? (% - %)J = {%J =7
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. b b
Seja ty = 10t; — by. Temost2=10t1—7:>r2:%Jrl_gﬁ_”
by b 2 7 110
by = |10ty | = |10(10t; — b)) | = |10® | ([t —— | — —=| | = |10® [ = - — || = |=—=| =4
Seja ts — 10t — by, Temos tg — 10ty — 4 = 5 — 21 4 5
ela = — . €1110S = — = —
Ja 13 2 3 3 2 3 10 102

by = [10t3] = |10(10ty — b3)| =
Lelle-5)-5]-5-
oG )] -

Seja ty, = 10t3 — by teremos bs = 7 e bg = 4, ou seja, nossos by, serao da forma

® b3y 2=0
® by =7
o b3, =4

para todo k > 1. Desse modo, encontramos todos os b}s para representar o7 na expansao
decimal, portanto
27 10 102 10*  10* 105 106

sendo uma representacao infinita e periodica.

Teorema 1.6.4. Todo numero racional r se escreve na forma

b b
r= :I:am...alao, ble... =+ <am10m + ...+ a1101 + CL()].OO + 1—(:)[1 + 1—022 + ) (]_]_3)
com cada a; e cada b; um algarismo decimal, para todo i € N. Sendo as digitos da parte

inteira e b.s digitos da parte nao inteira de r.

Observacao 1.6.5. Temos como notacao compacta r = +a,...a1ag, b1bs... onde utilizamos

uma virgula para separar os digitos da parte inteira dos digitos da parte nao inteira.

Dos exemplos anteriores, ((1.6.2)) e (1.6.3)), temos juntamente com o Teorema que

D 6 2 D
3 0,625 =0-10 +101+102+103

2 0 7 4
— =0,07407407--- = 0- 10"+ — + — +

27 or 102 t1os T
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Tendo em vista que ao efetuar uma divisao por subtragoes sucessivas podemos nos deparar
com subtracoes que nao terminam, construimos a ideia de que ao dividir um nimero inteiro

por outro, este ultimo maior que zero, dois casos podem ocorrer:

i. Ou a divisao termina, e assim temos uma divisao exata que nos proporciona uma

representacao decimal finita, como no exemplo ((1.6.2)),

ii. Ou a divisao continua infinitamente, e nesse caso a representacao decimal é peri6-

dica, como no exemplo (|1.6.3)).

Uma maneira de resumir a representacao de uma expansao decimal periddica é colocar

uma linha sobre o agrupamento do periodo, indicando que esse periodo sera repetido
2 __
continuamente. Assim temos para o exemplo ([1.6.3)), que 57 0,074

Teorema 1.6.6. A expansdo decimal de qualquer nimero racional € finita ou periddica.

Reciprocamente, toda expansao decimal finita ou periddica representa wm nimero racional.
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Capitulo 2

Introducao a Teoria das Fracoes

Continuas

A teoria das fracoes continuas é um ramo da matemética elementar que estuda e
explora representagoes de ntimeros reais por meio de sequéncias finitas ou infinitas de
fracoes. Ao contrario das representacoes decimais, onde a expansao pode ser periddica
ou finita, as fra¢cdes continuas permitem expressar nimeros reais como uma sequéncia de
racionais, convergentes das fragoes continuas, que nao dependem de escolhas artificiais de
base. Neste campo de estudo, os niimeros irracionais sao explorados na busca de boas
aproximagoes por fragoes parciais, destacando a convergéncia e divergéncia das sequéncias
fracionarias. A teoria das fragoes continuas também encontra aplicacoes em diversas
areas, incluindo a solugao de equacgoes diofantinas, teoria dos niimeros transcendentais e

até mesmo em aplicacoes praticas como algoritmos de compressao de dados.

2.1 Expansao de um Numero Real por Fracoes Conti-

nuas

Uma propriedade essencial dos ntimeros reais é que todo nimero x € R pode ser bem
aproximado por ntmeros racionais [2]. E todo niimero real sempre esta entre dois nimeros
inteiros consecutivos. De fato, dado x € R, existe k = [z] € Z tal que 0 < x — k < 1,
sendo x — k = {z}.

Observagao 2.1.1. Notacao: Dado z € R, definimos a parte inteira de z como o dnico

inteiro |z] tal que || <z < |x]|+1, a parte fracionaria de x como {z} = x—|z] € [0, 1).

Sendo z — k € [0,1), um namero real, podemos, pelo Teorema [1.6.4] realizar sua

expansao decimal da seguinte forma
x—k =0,b1bs...b,..., tal que b; € [0, 9]

o que significa que, se
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T = by + 10b, 1 + 10%b, 5 + ... + 10" 1hy

entao, )
% <zr—k< %
e por tanto k + % ¢ uma aproximacao racional de x, no sentido de que o erro
Tn
o= (k+ 57|
1 .
é menor que Ton que para um n bem grande, ¢ um nimero bem pequeno para estimar o

erro. A representacao decimal de um ntimero real fornece uma sequéncia de aproximacoes
por racionais cujos denominadores sao poténcias de 10. Mas sabemos que a representagao
decimal nao é a tunica forma de representar um nimero real, sendo assim, dado qualquer

x € R e ¢ um ntimero natural nao nulo, existe um p, inteiro, de modo que

pt1

E§x<
q q

de tal forma que p = |xq|, e portanto

1 1 1

p’ e ‘x—]i‘<— (2.1)
q q

Observagao 2.1.2. As desigualdades ([2.1)) serao melhor abordadas e detalhadas no Capi-

tulo 4, pelo Lema [4.1.3]

Em especial, existem aproximagoes de x por numeros racionais com denominador
q, apresentando um erro inferior a —. Observe que, ao expressar um nimero em uma

representacao decimal, estamos, na pqratica, atribuindo a essas aproximagoes valores de ¢
que sao poténcias de 10. Embora essa representagao tenha suas vantagens, é importante
notar que ela implica em uma escolha arbitraria da base 10, que muitas vezes acaba
ocultando outras aproximacoes racionais de x que podem ser mais eficientes.

Sendo uma outra maneira de representar e aproximar nimeros reais, vamos entao,
neste presente trabalho estudar e explorar as fracoes continuas, usando a seguinte relagao
recursiva apresentada por [2], que restringe todos os numeradores das fa¢oes a serem iguais
a l.

Seja x € R e al,s os coeficientes da sua expansao por fragdes continuas, definimos

recursivamente para r = ag € a, = |ay, ], a seguinte relagao:

1
Se a, ¢ Z, entao a3 = —— com «a,, — a, = {a,}, para todon € N. (2.2)
n — Qn
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Se, para algum n, obtemos «,, = a,, entao
def 1
T = ap = [ag; a1, az, ..., a,| = ag + T (2.3)
@+ ——
a2+' ’ '+$
uma fracao continua finita simples. Caso contrario,
def 1
xr = [ag; ai, as,...| = ag+ (2.4)
a; +

as+

uma fracao continua infinita simples.

Exemplo 2.1.3. Tome os valores dos exemplos ((1.6.2)) e (1.6.3) e aplique de maneira

recursiva a relacao ([2.2)) para obter os coeficientes als da expansao por fracoes continuas.

i) z

1 8
m=Fg— =z, obtendo a; = |y ] =1 e como oy ¢ Z, entao
20
8
1 -
ay = g—— =3, obtendo as = |as] =1 e como s ¢ Z, entao
S
5)
1 -
a3 =F—— =3, obtendo a3 = |ag] =1 e como a3z ¢ Z, entao
2
3
1 -
y=g— = 2, obtendo paran =4,a4 = a4 = 2 € Z, entao
S|
2
5 e 1
x:§:[0;1,1,1,2]d:f0+ T
1+ 1—1
g
2
2
. x = 57 = ap. Neste caso temos ag = |ag] =0 e ag ¢ Z, entdo
1 -
a = = =3 obtendo a; = || = 13 e como oy ¢ Z, entao
=0
27
1 -
Ay = 5o = 2, obtendo para n = 2,ay, = ap = 2 € 7, entao
213

3= ap. Neste caso temos ag = |ag] =0 e ag ¢ Z, entao

(2.5)
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2 def
=—=10;13,2| = 0
v=gp = 013,21 = 0+

: (2.6)
134 =
+ 2

Observagao 2.1.4. Pelo exemplo (2.1.3]), que um ntmero racional representado pela ex-
pansao decimal, seja ela finita ou infinita, quando representado por uma expansao em
fragoes continuas tera uma representacao finita simples.

Exemplificando mais um resultado, envolvendo as representagdes de ntimeros reais,

apresentado por [4].

Teorema 2.1.5. Todo nimero racional se exprime na forma de uma fracao continua finita

simples. Reciprocamente, toda fracao continua finita simples € um nimero racional.

Temos pelo Teorema [2.1.5| que, se a representagao de x por fracoes continuas for finita
simples, entao é evidente que x é um numero racional. Note que se x € Q, podemos obter
seus coeficientes a,, aplicando o algoritmo da divisao de Euclides. Vejamos, seja x um

racional da forma 2, com ¢ > 0, aplicando o Teorema m, temos:

p=agq+ry, com0<r <gq,
q=a1r1 +1re, com 0 < 1ry < 1y,

1 = Qorg + 13 com 0 < 73 < 1o

Tn—1 = QpTp + Tpe1 com 7,41 = 0.

x:]—):ao—i——m:ao—i——l:...:ao—i— 1
ay + — a; +

T3 .
as + — as+ -+ —
T2 an

uma representa por fracao continua finita simples.

Observagio 2.1.6. Até aqui, notasse uma das vantagens da representagao por fragoes
continuas, que além de evitar escolhas artificiais de base, torna o reconhecimento de

nimeros racionais mais simples comparado & representacao decimal.

2.1.1 Propriedades Iniciais

Supondo um numero real x = [ag; ay, as, ...], sejam p, € Z, q, € N*, primos entre si,
p -~ ..
onde = = |[agp; ai, as, ..., a,], para todo n > 0, onde essa fragao ¢ chamada de n-ésima
dn

reduzida ou convergente da fracao continua por definicao.
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Defini¢ao 2.1.1. Considere z = [ag; a1, as, ...]. Sejam p,,q, € Z, com ¢, # 0, primos
entre si tals que

Zﬁ = [ao;alaa% "'7an] , commn > 0.

an

Tal fragao &, com n > 0, é chamada de n-ésima reduzida ou convergente da fracao

n
continua de z.
No que segue, tomamos por base [2]

Proposigao 2.1.7. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) to,t1,ts, ... € R tal que ty > 0,

para todo k > 1, definimos sequéncias (X,,) e (Y,,) pelas relagées de recorréncia

Tm+42 = tm+2xm+1 +xp, e

Yma2 = tmaoYma1 + Ym para todo m > 0.
com xg =to, Yo =1, r1 = tot1 + 1, y1 = t1. Além disso,
Tpn+1Yn — TplYn+1 = (_1)n7 Vn >0

Demonstragao. (Por Indugao). Tomemos n = 0, temos

to o
t = t = — = —_—.
o) ’ 1 Yo

Para n = 1, temos

1 t0t1+1 T
toit] =ty + — = 22T T
o ] 0 ty ty Y1

Para n = 2, temos

1 to tot1to 4 1o + 12
toity, to] = to + =ty + = =
o381, 2] = o ittt 1 tits + 1
. tg(totl —+ 1) + to . tgxl + o . ﬁ
tot1 + 1 tayr + Y0 Y2
1 - .
Observe que [to;t1,t2] = to + i to;ty + o Suponha que a afirmacao seja
t+ — ?
12

verdadeira para n. Vejamos, entdo, tal afirmacao para (n + 1),

- i = (27
(tn + #) Yn—1 + Yn—2

oty (a1 F Tn2) Tnor 1T F Tuo1 | Tpga

tast (Bt T Yn—2) Une1 tai1¥n T Yn-1 Ynt1

1 } (tn + L) Tp1+ Tp_o

[to;t1, t2, ...,tn,tn_H] = |:'[Z(); tl,tg, ...,'[Jn —|—
tn+l
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Além disso, por indugao, temos para n = 0,
1Yo — ToY1 = (totl + 1) — totl =1= (-1)0

Por hipotese de indugao temos, x,11Yn—TnYn+1 = (—1)", como uma afirmagao verdadeira,

verificaremos entdo, para (n + 1)

L(n+1)+1Y(n+1) — L(n+1)Y(n+1)+1 = Tn4+2Yn+1 — Tn+1Yn+2 =
= (tn+2xn+1 + xn)fyn—&—l - (tn+2yn+1 + yn>xn+1 -
= (tn—l—an—i—l)yn—s—l + TnYn+1 — (tn+2yn+1)mn+1 — YnTp4+1 =

= TpYn+1 — YnTn+1 =

= _($n+1yn - xnynJrl) = _(_1)n = <_1)<_1)n = (_1)n+1

Observagao 2.1.8. Para os proximos resultado adotaremos
i. @ = [ag; a1, as,as, ...| sera um numero real;

ii. ap é a parte inteira x, ou seja ag = [z ];

iii. (Iﬁ) €Q, comp, eq, €7Z,q, #0en €N, éa sequéncia de convergentes da
4n neN

representacao de fragao continua de = e

. Pn , L .
iv. — = [ag; a1, as, ..., a,] é a n-ésima convergente de z.
dn

P Pn L. "
Corolario 2.1.9. Dados © = |ag; a1, az,as, ...] e — o0 n-ésimo convergente da sequéncia
dn
das reduzidas temos as sequintes relacoes de recorréncia

Pnt2 = Qni2Pnt1 + Pn, V1 20,

Po = ag, p1 = apai + 1,

Gn+2 = Uni2Gni1 + Gn, VR 20

Go=1 q = a,

respectivamente. Além disso,

Pn+1qn — PnQn+1 = (_1>n’ Vn>0.
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Demonstragao. Sejam as sequéncias (p,) e (¢,) definidas pelas recorréncias acima. Apli-
cando a Proposigao 2.1.7, com (¢,) = (a,), temos que

Pn
Gn |

Ag; A1, A2, .y Gp] .Y >0 € Ppi1qn — PG = (—1)", Vn > 0.

]

Observagao 2.1.10. Afirmo que p, e g, sao primos entre si. De fato! Seja d um divisor
comum de p,, e ¢,. Entao d também dividira qualquer combinagao linear de p,, e ¢,, entao

d divide pp11¢n — Pngns1 que equivale & (—1)", assim d divide (—1)", resultando em d = 1.

Observagao 2.1.11. Note que o coeficientes t,s € R, Vn € N, ja os coeficientes a), s €
Z, ¥ n € N, fazendo assim com que o Corolario [2.1.9| restrinja suas sequencias dentro do

Conjunto dos Inteiro (Z).

Lema 2.1.12. Para n um natural arbitrdrio, sendo n > 2, temos
n—1
g > 277
Demonstracao. Para n > 2, aplicado a relacao de recorréncia do Corolério [2.1.9] temos
Qn = QpQn—1 + qpn—2 > Qn—-1+ Qn—2 > QanZ- (29)

A aplicagao sucessiva da desigualdade (2.9)), produz:
Para n = 2k:

qar > 2Fqo = 2%, com ¢y = 1,

como n = 2k = k = n/2, portanto, para n par:

gn = 22. (2.10)
Paran =2k + 1:
Qo1 = 25q > 2"
comon =2k+1= k= (n—1)/2, portanto, para n impar:
g > 2" (2.11)

Logo, dos resultados (2.10) e (2.11)) provamos o lema. ]

Lema 2.1.13. Seja {q,} a sequéncia dos denominadores das frag¢oes convergentes de uma
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fragao continua, definida pela recorréncia:
In = ndn-1+ Gn-2, paran > 2,

onde a, sao os coeficientes inteiros da fracao continua, qo = 1 e ¢ = a;. Entao, para
todo n > 1, vale que:

mdc(qn, Gn-1) = 1.

Demonstragao. (Por Indugao). Para n =1, temos ¢y = 1 e ¢; = a4, entéo:
mde(q, qo) = mdce(ag, 1) = 1.

Com o resultado valido para m = 1, suponha que para alguma n > 1, temos:

mdc(qn-1,Gn—2) = 1. Queremos provar que:

mde(gn, n-1) = 1.

Pelo Corolario [2.1.9] temos a relagao de recorréncia:
Gn = AnQn-1 + Gn—2- (212)

Seja d um divisor comum de g, € g,_1. De (2.12)), temos:

n = nQn-1 1+ Gn-2 = Gn—2 = qn — GpQn_1.

Logo d também divide g,_». Mas por hipotese, sabemos que mdc(g¢n—1,¢n—2) = 1. Por-

tanto, a Unica possibilidade ¢ d = 1, ou seja,

mdc(qn, @n-1) = 1.

]

Observagao 2.1.14. Pelo Lema e Observagao 2.1.13] temos que os denominado-
res dos convergentes aumentam pelo menos tao rapidamente quanto os termos de uma

progressao geométrica, de forma estritamente crescente.
O corolario a seguir, determina uma expressao para z, conhecendo «,, e utilizando as
sequéncias (p,) e (¢). Recorde que dado um z € R definimos a9 = z, a,, = |], Vn € N

e, se o, 1 ¢ Z, entdo o, = ——— € R.
Op—1 — Qp-1

Corolario 2.1.15. Dado = = [a,; a1, as, ...] um nimero real, temos para todo n € N,

OpPn—1 +pn—2 - Pn—2 — Gn—2T
Ondn—1 + Gn—2 " qn—1T — Pn-1
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Demonstragdo. Seja z € R, podemos escrever = [a,; ay, as, ...ap_1, @), cOmo a’,s e a,, €
R. Logo, do Teorema temos:
Xn QpTp—1 + T2

r = = .
Yn AplYn—1 + Yn—2

Mas, para k =1, ... (n — 1) temos do Corolério que, Ty = Pi € Y = Q. Assim

T = OpPn—-1 +pn—2 (213)

OnQn—1 + gn—2 '

Assim, da igualdade ([2.13) segue

= ApPn—-1 +pn72
Anln—1 + Gn—2

= T(0nGn-1 + ¢n—2) = Pp—1 + Pn—2

= pQn-1T + qn—2T = QuPp_1 + Pn—2
= OpQn—1T — OpPn—1 = Pp—2 — qpn—27

= an(qnflx - pn71> = Pn—2 — Qn—2Z.

Portanto
Pn—2 — gn—2T
oy = ——————
dn—1T — Ppn—1
O
Proposicao 2.1.16. Dado x = [ag; aq, az, ...|, temos
n —1)"
xr — P _ (=1 5, v > 1,
Qn (O‘n—H + ﬁn—&-l)Qn
onde

qn—1
67L+1 == 3 vn Z 17 = [O;a’nua’nflaa’n727 "'7a1]
n

Além disso Bny1 = [0; an, ap_1, a2, ...,a1] €, em particular

1 1 1

< J—
(g1 + Boy1)@E an1G: 42

1 _ ' Pn
—_— :L' —_— —
(an+1 + 2)(]721 qn

Demonstragao. Pelo Coroléario 2.1.14] obtém-se

p_n _ Qn41Pn + Pn—1 Prn Pn-19n — Pnln-1

G 1@t o1 @ (Cn1n + 1)

Note que pn-1Gn — Pndn-1 = —(Pn@n—1 — Pn-14n), € do Corolério obtém-se

B ) o O )

dn (an+IQn + Qn—l)QTL Qn(an-l—l + qZ;I )Qn (an—l—l + 6714—1)%21 '
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Em particular temos
1

(i1 + Bns1)@2

onde a,11 = |aps1] €0 < Bhy1 < 1, implicando que a,11 < Qi1+ Bpy1 < apyr +2, assim

1 1 1
< <
(an—‘rl + 2)(]% (Oén—i—l + Bn-l—l)q?@ an—i—lqz

Observe que sendo [0; a,, a1, Gp_2, ..., a1] a representacdo em fragao continua de 3,1,

obtém-se para todon > 1

Gn—1 Gn—1 1 1
Br1 = = = = 2.14
" dn AnGn—1 + n—2 Ay + qn__2 Qp, + ﬁn ( )

Gn—1

]

Observagao 2.1.17. A Proposicao [2.1.16|implica que, dado um = € R\ Q, a desigualdade,

tem infinitas solugbes racionais p,/q,. FEsse resultado é conhecido como Teorema de
Dirichlet , que serda abordado no Capitulo 3. Caso contrario, se x € Q, entdao x = a/b,

com a,b € Z. Tomando a/b # p,/qn, temos

n a  Pn 1 b
’ S L, < — = |agy —bpa| < — = ¢, <0,
n b | n

tendo assim uma quantidade finita de solucgoes.

Lema 2.1.18. Sejam z € R\ Q e (Zﬁ) sua sequéncia de convergentes, entao
neN

n

o Dn
z = lim —.
n—oo qn

Demonstrag¢ao. Como resultado da Observagao|2.1.14], temos que (g,,) é estritamente cres-

cente, entao

1
n—o0 qn
A partir da desigualdade
n 1
0< oot L
Qn qn
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demonstrada na Proposicao [2.1.16] conclui-se do Teorema do Confronto que

1- p’I’L .
m — = .
n—oo qn

]

Observagao 2.1.19. O Lema[2.1.18|da sentido para a igualdade x = [ag; a1, as, ...| quando

a fracao continua é infinita, ou seja, quando x é uma valor irracional.

A Proposicao a seguir, estabelece a maneira com que as aproximagoes por convergentes
convergem a um nimero real, demonstrando que os convergentes de indices pares formam
uma sequéncia crescente. Isso significa que cada convergente par subsequente é maior ou
igual ao anterior. Além disso, os convergentes de indices impares formam uma sequéncia
decrescente, onde cada convergente impar subsequente ¢ menor ou igual ao anterior. Por
fim, a proposicao afirma que todos os convergentes de indices impares sao maiores do que

todos os convergentes de indices pares.
Proposigao 2.1.20. Para todo k > 0, temos

D2k < P2k+2
g2k q2k+2

<r< P2k+3 < P2k+1
q2k+3 q2k+1

Demonstracao. Para todo n > 0, temos que

Pn+2 N & _ Ap+2Pn+1 + Dn _ & _ an+2(pn+1Qn _pnqn+1) _ (_1>nan+2 (2 15)

qn+2 Gn Qp+2Qqn+1 + dn An (anJrQQTLJrl + QH)Qn dn+24n

COMO Gyq9 > 0 € ¢ui0q, > 0, denotaremos ;"—” = (C,, onde

n+2qn -

Cn>0

para todo n > 0, assim ([2.15]) é positivo para n par e negativo para n impar. Tomemos
entao n da forma 2k e 2k + 1 para todo k > 0. Para n = 2k, temos

Poies  D2h . Cp(—1)% = Col(—1)%)F = Ca(1)F = Cox 2 0

Qr+2 G2k
logo
D2k+2 P2k >0 = D2k+2 > P2k _, P2(k+1) > @’ (2.16)
q2k+-2 q2k q2k+-2 2k q2(k+1) q2k

Paran=2k+1

p p
2 = 2R = Oyt (1) = Copa [(— 1)1 (—1) = =Cleg (1)F = =Copyr <0
Q2k+3  q2k+1
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logo

D2k+3  P2k+1 <0=

P2k+3 < P2k+1 - P2(k+1)+1 > DP2k+1 (2.17)
QK43 q2k+1 q2k+3 q2k+1 q2(k+1)+1 Q2k+1

)

Pelas desigualdades (2.16)) e (2.17) podemos ver que a sequéncia (2—:) é crescente para n
par e decrescente para n fmpar. Além disso para todo n > 0, temos da Proposigao [2.1.16

queVzeR\Qen>0

Pn (=1)"
& (0s1Gn + Gn-1)tn

Assim para n = 2k,

q2k q2k
e paran = 2k + 1,
x_p2k+1 <0=x< P2k+1'
q2k+1 q2k+1
Portanto V k£ > 0, temos
D2k <z< DP2k+1
q2k q2k+1

[]

Proposicao 2.1.21. Sejam ag, aq, ..., a, inteiros com ap > 0, Vk > 1, e seja <@) a
qk / k>0

sequéncia de reduzidas da frag¢ao continua [ag; aq, G, ..., a,|. Entdo o conjunto dos nimeros

reais cuja representacao por fragoes continuas comega com ag, aq, ..., a, € 0 intervalo

Pn PntPn—1
pn qn’ qntqn—1
I(ag,ay,...,a,) = ¢ — » U{[ag, a1, ..., an, ], > 1} = N
n PnTPn—1 pPn
qntqn—-1" qn |’

), se n € par,

se n € impar.

Além disso a funcdo G : (0,4+00) — I(ao, ai, ..., a,) dada por G(a) = [ag, ay, ..., ayn, Q]

¢ mondétona, sendo crescente para n impar e decrescente para n par.

Demonstracao. E inferido das demonstracoes do Corolario e da Proposicao [2.1.16

que

n n— n _1 "
G(a) = [ag; n, 0 oy ty0] = L2 Lot Po (DT
An + -1 G (0Gn + Gno1)n
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Tomemos A, (;) := (ag, + ¢n—1)q, para i € N. Seja 0 < o < ao,

L, G (e, G [Auan) = Adfaw)
Glag) ~ Glay) =22 (= [Py 200y | SO SE]p)

Como (g,) é estritamente crescente, para o produto temos
Ap(a) Ay (ag) > 0. (2.19)
Ja para a diferenga, A, (1) — A, (a2) temos
Ap(an) = Aplag) = (a1gn + u1)Gn — (Q20n + Gu1)Gn = (1 — a2)g2,
como @ < Qg, entao

(1 —ag)g2 <0 (2.20)

Logo pela igualdade ([2.18]) e desigualdades (2.19) e ([2.20)),

(—=1)" G(ay) — G(a1) > 0, se n é impar

)(041 — ap)qn =

Glaz) = Glan) = o)

G(a) — G(a1) <0, se n é par

Portanto G é uma funcao crescente para n impar e decrescente para n par.

Além disso,

e por L Hépital obtemos lim G(a) = ————— :

Gn + qn—1 a—r+00 adn + qn—1 qn
e assim temos
Pn PntPn-1 5
(T qZ+qZLl> sen € par,
G((1,+OO>> - PntDn—1 p
n mn— n 5 A
<m, q—n) s SE N € 1mpar.

Portanto,

I(ag,aq,...,a,) = {&} U {[ao, a1, ..., an, ], > 1}

P |:p_n Pnt+Pn—1
n dn’ gntdn-1
=¢— UG =

{ } (1, +00)) (Betzomt, o
qn+qn—1 ’ dn

), se n € par,

} , sen € impar.
O

Proposicao 2.1.22. Dado uma sequéncia de nimeros inteiros positivos ag, ay, as, ... COM

ar > 0, Vk > 1, existe um unico nimero real x (que € irracional) cuja representac¢ao por
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fragoes continuas € [ag, aq, asg, ...].

Demonstragao. Considere as sequéncias (p,,) e (g,) definidas pelas recorréncias

Pnt2 = Qpi2Pni1 + Pn € Qni2 = Gpi2Qni1 + Qn

para todo n > 0, com py = ap, p1 = apa1 +1, o =1e ¢ = ay.
Temos, pela Proposigao que

P2k < DP2k+2 < D2k+3 < p2k+17 Yk >0

Ak QPk+2 ©2k+3 G2kt

Assim, considerando os intervalos fechados

[p% ka—H}
Ik: = |
Q2k  q2k+1

temos Iy, C Iy, Yk > 0. Afirmacdo 1: |Ix| — 0 quando & — oo. De fato, pois

I = Poks1 Dok PokriGor — PokGoresa (=1 1
k| — - — - - )
q2k+1 q2k Q2k+192k Q2k+192k Q2k+192k
entao
. . 1
lim |[;| = lim —— =0.
k—oo T—00 (ok4+1q2k

Afirmagao 2: dx € R tal que x € mkzo I;.. A veracidade dessa afirmacao é resultante da
Propriedade dos Intervalos Encaixantes, apresentada e demonstrada no Apéndice [.2]

Das afirmacoes 1 e 2, temos que para todo k£ > 0,

P2k P2k+1

<z<

S = [Cbo; ai, g, ..., Aok, a2k+1]
42k q2k+1

[ao; ay, ag, ..., as)] =
e, pela proposigao anterior, obtém-se que [ag; a1, as, ..., asy| € [ag; ai, as, ..., ask, askr1| per-
tencem ao intervalo I(ag;aq,as,...,as). Logo x € I(agp;aq,as,...,as), entdao a fragdo
continua de x inicia-se com ag; aq, as, ..., as, Vk > 0, e assim sua representacao por fra-
¢Oes continuas é [ag; ay, as,...]. Observe que, como a representagao por fragoes continuas

de x € infinita, x é irracional. n

Exemplo 2.1.23. Vamos determinar a fracao continua do nimero irracional V3.

Aplicando recursivamente, a partir de:
ey =1=1/3

e ay=|ap| =1, como o ¢ Z

Temos:
1 1 V3+1

= =

Qo — Qo \/§—1: 2 ’




2. Introducao a Teoria das Fragoes Continuas 27

onde, a; = || = 1, como «; ¢ Z, entao

1 1
g = == - \/§+ 1a
2 a1 — ap V341 1
2
onde, ay = || = 2, como ay ¢ Z, entao
1 1 V341
Olq = = = s
3 Qo — Qo \/3—1 2
onde, a3 = |ag] = 1, como a3z ¢ Z, entao
1 1
g = = = \/3—'— 1’
! Q3 — as V3+1 1
2
onde, ag = |ay| = 2, como oy ¢ Z, entao
1 1 V3+1
s = = _=
b Oy — Gy \/§_ 1 2

onde, a5 = |as] = 1. Note que para Vk € N*, agy1 = 1 e agr = 2 e assim obtemos a

seguinte expansao por fragoes continuas:

1
1
1
1

r=v3=[1;1,2,1,2, ...] =1+ (2.21)

1+
2+
1+

1
2+ —

Sejam p,, € Z, q, € N* primos entre si, temos pela Definicao [2.1.1], as seguintes fragoes

convergentes da fracdo continua de v/3 mostradas na tabela a seguir.
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Tabela 2.1: Aproximacoes de /3 por Fracoes Convergentes

Convergente Expansao em Fracao Continua | Forma Racional | Valor Numérico
T
P _ 1 - 1
%o , %
P 1+ - : 2
¢ 1 1
P2 )
— =[1;1,2] 1+—1 = 1,66666 . . .
Q2 142 3
T 2 7
B 1,21 1+ - T 1,75
a3 1+ —
94
1+ L 19
Pr ;1,212 1+ - 1,727272. ..
G4 1 11
1+ 1
2+ —7
1 —
1 - 2 26
P5 _1:1,2,1,2,1] 14 - o 1,73333 ...
15 1+ i
1+ —7
94 =
i 1

5 _ 19
Observe que temos 1 < 3 < 17 < ...

Proposigao [2.1.20]

Fonte: Elaborada pela autora.

<V3<

< f—g < % < 2, como nos garante a
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Capitulo 3

Boas aproximacoes

3.1 Ordem de aproximacao e o estudo do Teorema de
Dirichlet.

Teorema 3.1.1 (Dirichlet). Temos, para todo n € N,

., 1 1
z -2 < <= (3.1)
qn qndn+1 qn
Além disso,
DPn 1 anrl 1
r——| < — ou |Tr— 3.2
' @l 243 Gnir| 20244 (3.2

Demonstra¢ao. O numero x € R sempre estaré contido no intervalo, cujo seus extremos

sao, 2o e 2t de comprimento igual a

? qn qn+1
" " —1)" 1 n 1 1
Pnit _ Pnf _ (=1) :>‘:17—p—§ < —, onde ¢, < gni1-
qn+1 qn Gndn+1 qnqn+1 dn Gndn+1 a5
Além disso, se
' Pn 1 ‘ Prn+1 1
——|Z255 ¢ |[z— > =5,
dn| — 2q, 1| 24541
Teriamos que
2 2
1 o Pn+1 Pn o Pn Prn+1 1 1 o qn+1 + 4,
- Y - — |t = 2_2 292 . 20202
Gnn+1 qn+1 dn dn Gn+1 qy dn+1 dndn+1
Entao
1 n1 20+ d 1
nGn+1 — 2G3G5 41 2000041 GnGnt1

Como (Gni1 — qn)? > 0, nos resta, de (3.3), o caso (¢,11 — ¢n)* = 0, 10go g1 = ¢, 0 que
resulta em um absurdo, pois como sabemos (g, )nen € estritamente crescente. O
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Observe, do exemplo (2.1.23)), para n = 3, obtemos a fracao convergente Py _ %.
as
Aplicando o Teorema 1} pela desigualdade (3.1)), temos
7 1 1
3——| < < —.
'\/_ 4’ —(4)(11) 16
De fato, pois
7 1 1
— -~ 179492... e — < — = 2.
'\/_ 4‘ 0,0179492.. ¢ = < == = 0,06
ps 7 Py . 19
Neste caso, v/3 pertence ao segmento de extremos — = — ¢ — = — e pela desigualdade

g3 4 q 11

- temos

P 7 1 1
— | = — — | = _ << — = —
i ‘”C ‘f 4‘ 22
- Pa ].9
Para n = 4, temos a fragao convergente — = =10 assim:
qa
0,00477808 - - - ~ [v/3 — L < L 0, 00826446
’ = 165 121

19 26 .
com /3 pertencente ao segmento de extremos Pr_ Ps _ 22 obtendo pela desi-

o 11 ¢ g 15
gualdade (3.2):

Pni1 Ds 26 1 1
'x An+1 ‘x '\/_ 15 245 2q72L+1
Observagao 3.1.2. De fato,
n 1 1
z— )< < > (3.4)
qn An4n+1 an+14y

Tal fato nos auxilia a realizar melhores aproximagoes ao abordamos um z irracional es-

. . . . ~ Dn
pecifico, onde quanto maior for a,; melhor serd a aproximacao — de Xx.
an

Vejamos um exemplo de aplicacao da Observagao [3.1.2f com o ntimero 7:
T =1[3;7,15,1,292,1,1,1,2, ..

onde suas convergentes sao:

Po 3 p1_ 22 pp 333 ps 395 py 103993

w0 LlU'q T7'¢ 106 ¢ 113"¢qs  33102°
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Tome a convergente % e aplique-a na desigualdade (3.4)), assim obtemos:

1 1 ‘ 355 1 1

<—<—=1-—|< < .
G| s w7 113 T (113)(33102)  (292)(113)2

Mas objetivando melhorar a aproximacao do teorema anterior de modo a encontrar

. I % .
uma constante que melhore as aproximagoes — para Vz € R\ Q, chegaremos no ntiimero
n

v/5 sendo a maior constante que sempre satisfara a existéncia de infinitas aproximacoes
1

V542

<

Pn .
r— — , como nos garante o Teorema a seguir.

4n

COmMo acima com o erro

3.2 O Teorema de Hurwitz-Markov

O Teorema a seguir garante que, para todo ntimero irracional z, a0 menos uma das trés
aproximacoes consecutivas de x feitas por fragoes continuas, terd o erro de aproximacao
menor que o inverso do produto de v/5 pelo respectivo denominador da aproximacao ao
quadrado. E que por outro lado, existird somente um ntmero finito de aproximacoes

. . p , ;
racionais = do ntmero de ouro, com erros menores que o inverso do produto de ¢ pelo
q

quadrado do denominador dessas fracdes, quando ¢ for maior do que v/5.
Teorema 3.2.1 (Hurwitz-Markov). Para todo z irracional e todo inteiro n > 1, temos

1
V54?2

x_£'<
q

para pelo menos um racional

P {pn_l Pn pn+1}
q Qn—l’ Qn’ Gn+1

Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solug¢oes racionais P
q

Demonstracao. Tomemos como falso o teorema, entao temos que para todo x irracional

e todo inteiro n > 1,

. 1
g Prls 2 (3.5)

Gn| \/SC]?AL7

entretanto a Proposigao [2.1.16| nos garante que:

1
B (an+1 + 5n+1)qu ' (36)

Logo por (3.5)) e (3.6) temos que:
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1

> > a1+ Bog < V5. 3.7
(g1 + Bns1)@ — V5g? +.F et (3.)

. . p Pn—1 Pn Pn+1
Assnn podemos concluir que para cada caso, com — c —_— Y, T ocorre:
q Gn—1 4n Y4n+1

(i) (an+B.)<V5
(ii) (oms1 + Bns1 ) < VB
(iil) (anse + Bur2 ) < Vb

Afirmagao 1: a,1 = a,.2 = 1. De fato, pois a;, < 2, para k € {n,n+ 1,n+ 2}. Sendo
ar = | ax], suponha
ak>2:>ak23:>ozk>\/5

o que é um absurdo. Assim a; = 1 ou a;, = 2, para k € {n,n+ 1,n+ 2}. Se

Ap4+1 = 2= Q41 + ﬁn—‘,—l Z 2+ ﬁn—‘,—l

, pela Proposicao [2.1.16, em especifico, pela igualdade (2.10)).

como f41 =
T ant+ By

1
Afirmagao 2: B, > 3 De fato, pois a,, + 5, < 2+ (,, onde 0 < 5, < 1, para todo
n €N, logo a, + 5, <2+1=3.

Portanto a1 + Bpi1 > 2+ 3 > /5, 0 que é um absurdo, assim a,4; = 1. Analoga-
mente, demonstra-se que a,,2 = 1 e obtém-se a afirmagao 1.

Note que da defini¢ao temos

1

an+2 - )
Apt1 — Qp+41

e pela afirmacao 2 a,,; = 1, resultando em

1 1
< Opt1 =

+ 1.
Apy1 — 1 Oyt 2

Apto =

Temos também, da Proposicao [2.1.16

|
Api1 + Bryr 1+ Buna

5n+2 =

Tomemos entao X = e Y = (,41 e das desigualdades anteriores obtemos:

(077 EE))



3. Boas aproximacoes 33
() (0 +6u) < V5 S tio
1 n n ) > ,com o, = —— +a, e b, == — a,, enta
« com @ 14+ X Y
1 1
— < 3.8
Tx Ty SV (38)
(ii)) (aps1 + Bt ) < Vb, com a,y g =1+ X e f,01 =Y, entdo
1+X+Y <5 (3.9)
(iii) (Qny2 + Bure ) < V5, com oy o = = e Pnia = entao
n+2 nt+2 ) = ) n+2 — X n+2 — 1+ Y7
1 1
— < 3.10
X + 1+Y — V5 (3.10)
Partindo da desigualdade ({3.9)), obtemos
4 X <VhoV e > !
- 1+X = 5-Y'
1
Somando % em ambos os membros, tem-se
1 1 1 1 5)
R SN S SIS S L B
1+4X Y~ \V5-Y Y (V5-Y)Y
Logo, resulta da desigualdade (3.8 que
V5 2
VE> — = (V5-Y)Y >1= Y245y —1>0.
(V5 -Y)Y
Portanto,
\/52_ Loy < \/5; ! (3.11)

Mas também da desigualdade (3.9) podemos obter

1 1
X<Vo-YV -1 = —>—"—
- X 7 V5-Y -1

Somando 1 em ambos os membros, tem-se

1 1 1 1 V5
—+ > + =
X 14Y " 5-vY-1 14Y (5-Y-11+Y)
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Logo, resulta da desigualdade ([3.10]) que

V5 > V5

> Wg_y_l)(Hw:x(x/S—Y—1)(1+Y)z1

= Y24+ (WV5-2)Y +(v5-2)>0

Portanto,

(3.12)

V-1

De (3.11)) e (3.12)) conclui-se Y = 5 ¢ um namero irracional e assim chegando a um

absurdo, pois

_16(@

n

Y = ﬁnﬂ =

Portanto, nossa suposi¢ao inicial de que o teorema ¢é falso nao é verdadeira, logo o

teorema estéa correto e demonstrado. O]
Em particular provamos que a desigualdade

1
\/_q

tem infinitas solugdes racionais p/q, para todo x irracional, sendo v/5 0 maior nimero
com essa propriedade.

Na presente fase do trabalho é importante destacar que, ao longo do mesmo, ao estu-
darmos e provarmos o Teorema de Dirichlet e o Teorema de Hurwitz-Markov, verifica-se
a existéncia de infinitas solugbes racionais p/q para a desigualdade

p
x__

q

p
x__

. < L e Q} (3.13)

cq®’ q

1 _
< —, para c € R, talque]—je(@:{
cq q

De Dirichlet, o Teorema |3.1.1] temos para ¢ = 1, que

n 1 n 2y
‘x Pn <—=>p—€(@, para todo n € N.
Para ¢ = 2, temos que
Pn 1 Pn+1 1
——| < g5 ou|r— <55 ~ cQou EQparatodonEN.
an 24 Qn+1 2qn+1 dn n+1

De Hurwitz-Markov, o Teorema [3.2.1] com ¢ = v/5, obtemos

para B c {pn—l Dn pn+1}
dn—1 ’ Qn’ dn+1 7

p
x__

1
\/_q
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entao

Pn €Qou Pn € Q ou Pl € Q, para todo n € N.
n—1 dn n+1

Assim temos que para ¢ € {1,2, \/5} a desigualdade (3.13]) é satisfeita pelos infinitos

elemento de Q.

3.3 A Maior Constante

O Teorema afirma que a constante ¢ = v/5 ¢ a melhor possivel para garantir que
1

V5¢?2

existam infinitas aproximagoes racionais com o erro menor que . Verifiquemos entao

que V/5 & a maior constante com essa propriedade.

Considerando, por exemplo:

2

1+

>0, x =
€ , T 5

sendo x € R\ Q, o nimero de ouro, é possivel mostrar que a desigualdade

<—

(V5 +e)g?’

:I/‘__
q

p‘ 1
nao possui infinitas solugoes racionais p/q.

Demonstracao. Temos, nestas condigoes

x_f_”_ L+V5 p
q 2 q
entao
1+v5 p - 1
2 7|  (V5+e)g?
NE 1+v5) o]
q 5 pq N
1-v5
2 1+5 _ 1—\/5_19 ‘ 2 _IE)‘
A A | R T OV
1-5
N 1++5 P 1—\/5_1_3 <‘ 2 _§
2 q 2 q (V5 +€)
Note que

1—2\/5:1+\/_2—2\/5:1+2\/5_\/3
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ou seja,
145 _p _
p* — pg — ¢°| : ! \/5. (3.14)
(v5+¢€)
1 . _1+vV5
Se tomarmos um ¢ grande, teremos que — sera pequeno, assim — = se apro-

ximard muito de zero, pois temos de Dirichlet, o Teorema [3.1.1], que

logo o lado direito da desigualdade |3.14] serd muito proxima de < 1, resultando

V5
\/g—l—e

que

2

P —pq—¢*| <1,

o que é um absurdo, pois se p? — pg — ¢*> = 0 teriamos

2 2
P p [(q
PP—pg— ¢ =0 (—) ———<—) -0
q g \q

2
<:><]—9) P -0 le 1+\/5,1_\/5
q q q 2 2

o que é um absurdo, pois § € Q. Concluindo assim que v/5 é a maior constante que

satisfaz, Vz € R\ Q, a propriedade

1
x—£‘<—2parac€R
q cq
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Capitulo 4

Convergentes e Boas Aproximacoes

4.1 Conceitos Iniciais

Um resultado fundamental da teoria de fracoes continuas é a construcao da sequéncia
de ntimeros racionais que se aproximam de um nimero real. Tal sequéncia é denominada

sequéncia das reduzidas e seus elementos, convergentes.

Defini¢ao 4.1.1. Considere x = [ag; a1, as, ...]. Sejam p,,q, € Z, primos entre si, com

qn 7 0, tais que
Pn

= lap; a1, az, ...,a,|, com n > 0.
dn
~ D . . . . -
Tal fracao —, com n > 0, é chamada de n-ésima reduzida ou convergente da expansao

n
em fragao continua de x.

Além disso, a sequéncia dos convergentes sao boas aproximacoes e de modo geral, elas
podem serem classificadas em boa aproximagao de primeiro e segundo tipo, definidas a

seguir.

Definig¢ao 4.1.2. Dizemos que p/q € Q, com ¢ > 0, é uma boa aproximagcao de primeiro

tipo de x se

/

para cada p'/¢ € Qtal que 0 < ¢ < qe P + ]i/
qa g

Defini¢ao 4.1.3. Dizemos que p/q € Q, com g > 0, é uma boa aproximagao de segundo

tipo de x se

lgz —p| < |z — 7P|

/

para cada p'/q € Q tal queO<q’§qu—)7§£,-
q q



4. Convergentes e Boas Aproximagoes 38

Proposicao 4.1.1. Toda boa aproximacgao de sequndo tipo é uma boa aproximacao de

primeiro tipo.

Demonstragao. De fato, se p/q é uma boa aproximagao de segundo tipo de z entdo

lgz —p| < |z —p'|se0< ¢ <qe g + % Equivalente a:
/ /
(D)5
q q

Observacao 4.1.2. A reciproca é falsa! De fato, para demonstrar, usaremos um contrae-
. ) . o T . . 1
xemplo. Veja que, 3 ¢ uma boa aproximacao do primeiro tipo de 5 pois seja — # 3 tal
q

/
L
/

p

x——‘<q' p
q

— ‘:U——
q

q < |z

]

1 1
que 0 < ¢ <3= - < —, logo
374

Por outro lado, a desigualdade
31 1< |1 ! 0
5 !

/

éfalsapara]i/:IComq’:lgq:?).
q

Neste capitulo, mostraremos resultados que descrevem o comportamento da sequéncia
das reduzidas e propriedades decorrentes da aproximagao por convergentes. Como con-
sequéncia do Teorema de Dirichlet mostramos que todo convergente representa uma boa
aproximagao de segundo tipo, Teorema [4.2.1]

Dado z € R e p/q € Q uma aproximagcao de x, vamos analisar a seguinte razao

|z —p/q

e (4.1)

gz — p| =

Ao aproximar um ntmero real z por uma fracao racional p/q, o erro de aproximagao

é o valor absoluto da diferenca entre x e a fragao, esse erro pode ser considerado como a
distancia entre o ntimero real e a sua aproximacao racional, pois dado qualquer x € R e

¢ um numero natural nao nulo, existe um p inteiro, que satisfaz § <z< ’%1. De fato!
Lema 4.1.3. Dados z € R e q € Z entao existe p € Z tal que

1
<2t

P,
q q
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Demonstragao. Fixemos x € R e ¢ € N*. Seja p = |zq|, entdo

+1
p§acq<p—|—1:>]—)§x<p—.
q q

Assim, do Lema obtemos que dado x € R, existe p/q € Q, tal que

1 1
P ’x_&'<

q q

Sendo este o erro maximo da aproximagao de = por p/q, ou seja, |x — p/q| nunca
serd maior que 1/q.

Assim, a razao (4.1) nos d4 um valor relativo para mensurar o quao boa é a aproxi-

magao p/q de x real, tendo como parametro o erro maximo esperado para fragoes com

1
denominadores ¢. De fato, x = Py Pep=2-22 |E| < -.
q q q q
|z —p/d] NV .
e Se Y << 1 o erro de aproximagao é muito pequeno em comparagao com o
q

erro maximo, logo a fracdo p/q é uma boa aproximagao racional, pois ela estd bem

proxima de x;

o o 12— P/d

1/q
caso, a fragdo p/q, mesmo razoavelmente distante de x, é uma boa aproximagao

~ 1 o erro de aproximacao ¢ muito préximo ao erro maximo, nesse

racional, pois ainda esta dentro da precisao esperada;

o o [T =P/l

1/q
resultando que a fragdo p/q nao é uma boa aproximagao racional de .

>> 1 o erro de aproximagao ¢ muito maior que o erro maximo esperado,

Tomemos um exemplo numérico para instigar e observar como a razao funciona. Supo-
nha x = 7, e queremos aproximar 7 pela fracdo p/q = 22/7, assim o erro de aproximagao

sera:

22
m™— - ~ [3.14159265359 — 3.14285714286| ~ 0.00126448927

neste caso nosso ¢ = 7, logo nosso erro maximo é dado por:

~ 0.14285714285

- =

. 1
erro maximo — — =
q

Logo, através do calculo da razao, obtemos

|z —p/q|  0.00126448927
1/q  0.14285714285

~ 0.00885142489
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podendo concluir que 22/7 é uma boa aproximagao de .

4.2 Propriedades das Aproximacoes por Convergentes

Os resultados a seguir caracterizam as convergentes em termos de definir o erro redu-

zido da aproximagao de z € R por um racional p/q, o qual é, por defini¢ao, |gz — p|.

Teorema 4.2.1. Seja Py n-ésimo convergente da expansao em fragoes conlinuas de
dn
r € R. Entao,

(i) Se 0 < q < gny1 entao |q,x — pu| < |qz —p|.
(i1) Se 0 < q < g, entao |q,x — p,| < |qgx — p|.

Demonstragao. (a) Seja Pe Q tal que 0 < ¢ < @pq1-
q

P_ P Como Pn/qn € irredutivel, isto é, mdc(p,,¢,) = 1 temos que existe

Caso 1:
q n
k # 0 inteiro tal que
b= k:pn €q= kgn

Neste caso,

lgx — p| = |kgnx — kpn| = |E||gnx — pn| > 1gnx — pn| = |gnz — Dal.

Caso 2: Suponha b #* ]ﬁ, logo,
q q

n

’Q_& _ a1 D
q dn qqn q4qn dnGn+1
~ . Pn Prn1
mostrando que p/q nao pertence ao intervalo de extremos — e ——.
Qn Gn+1
Suponha que Pn < p"H, entao
an n+1

¢ 4. Fots

ﬁh_

Figura 4.1: Representacao de x e seus convergentes na Reta Real
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|

se]—j<&entéo
q qn
x_£‘>’2_& me{‘fz_& 7‘2_%1
q q Gn q qn q dn+1
se i > Pri1 entao
q Qn+1
$_2‘>‘B_M me{‘fz_:@ ,le_pnﬂ
q q qn+1 q Qn q Gn+1
resultando em
Pn 1
r——|< = [ —pn| <
dn dnqn+1 dn+1
logo,
|qnx_pn| S S |qx—p|
n+1
como queriamos demonstrar.
(b) Suponha que 0 < g < ¢,. Entao
‘B_& < x_EMx_&
q Gn q Adn
<lz_? +'72_M N
q q qn+1
x_e‘z P _Pn _'2_pn+1
q q Gn q dn+1
1 1 n - n - Yn
x_g‘z__ _ Gnr1 =4 Gn1 —dn
q q4n Gndn+1 q4ndn+1 q4qndn+1

como Gp41 — @ +n+ 1g, + ¢n_1 > Gny1Gn,

a —
%‘—-B’:> n+14n dn—1
q 44ndn+1

a -1
v 5‘3’ e B RN
q qqn+1
a —1
Qn+1
Assuma que a,; > 2 entao
1
lgz —p| >

dn+1

|
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Portanto, como

1
— |an - pn| S .
qndn+1 Gn+1

Segue que

|gn — pn| < < |qz — p|

n+1

= g — pn| < |qz — p|.

]

Como consequéncia do Teorema anterior, o corolario a seguir afirma que o n-ésimo

Pn . ~ . - . .
convergente — fornece a melhor aproximagao racional de x entre todas as fracoes racionais
dn

P com denominador q < Qn
4q

Corolario 4.2.2. Para todo q < q,,

r——| <

dn

x__’.

~ . Dn L ~ ~
Demonstrac¢ao. Dado z € R seja — o n-ésimo convergente da expansao em fragoes con-
n

tinuas de x. Considere b € Q tal que 0 < ¢ < ¢q,. Gragas ao Teorema {4.2.1| temos a

seguinte desigualdade estrita |¢,z — p,| < [¢gz — p|, que equivale a desigualdade

Pn
xr — —

an

-4

an

p

== <|r—=

q

; '
como queriamos demonstrar. O

Observagao 4.2.3. Note que pelo Corolario como 0 < ¢, < ¢pi1 €ntao

Prn

4n

1
‘x_pn+ < |z

, para cada n € N. (4.2)
n+1

Usando o Corolario [£.2.2] temos que o proximo resultado estabelece uma condigao
para que um nimero racional p/q seja um convergente da expansdo em fragoes continuas

de um numero real z.
/

Corolario 4.2.4. Se |gxr — p| < |¢'x — p'|, para todo p' e ¢ < q tais que b #+ gl, entao
q q
p/q € um convergente da frac¢io continua de x.

Demonstracao. Seja P € Q satisfazendo as hipoteses do enunciado. Dado z € R, con-

. . D ) ) . .
sidere a sequéncia dos convergentes {—n obtida a partir da sua expansao em fragoes
n
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continuas. Como ¢, < ¢n11 € ¢, — o0, quando n — oo tome n € N tal que ¢, < q < gpi1-
Segue do Teorema a seguinte desigualdade

|ga — pu| < gz — D). (4.3)

Suponha por absurdo que b #+ Pn. Neste caso, segue por hipotese que
q n

gz — p| < |gnz — pal- (4.4)

Assim, gragas as desigualdades (4.3)) e (4.4)) temos que |g,x — pn| < |gnz — pnl, 0 que é

uma contradi¢ao. Logo, b_ P O
q

dn
Apesar do Corolario fornecer uma condigdo necessaria para que um nimero
racional seja um convergente e portanto uma boa aproximagao, o Teorema a seguir nos
garante que, uma condi¢do intrinseca para que uma aproximagao por racional p/q de x

seja um convergente.

P 1 P . .
x——| < — entao = € um convergente da expansio em fra¢ao

Teorema 4.2.5. Se 5
q 2q q

continua de x.

Demonstracao. Seja n tal que ¢, < ¢ < @ny1. Assumimos entao b &, Vn €N, ou
q n

seja, estamos supondo que b nao é uma convergente. Da demonstracao do Teorema 4.2.1},
q

obtemos
1
v — 73‘ > (4.5)
q qqn+1
. P . . Pn Pn+1
e assim — nao pertence ao intervalo de extremos — e .
q dn Qn+1

Mostraremos por contradicao através das duas possibilidades para ¢ em relacao a ¢, 1,

1 - .
r — ]2‘ < — entao b é uma convergente da fracao continua de x.

ue se
a 2¢? q
Caso 1: ¢ > I+l Sabemos que |r — B' > , além disso, 2¢ > g1 = ¢ > &
q qqn+1
logo
1 1
Z I
A1~ 2q
Portanto
s Pl L
q] — 2¢?

que ¢ uma contradigao.
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Caso 2: q < an. Neste caso, partindo do fato de que L nao pertence ao intervalo de
q
Pn Prnt+1
extremos — e ——, temos
an Gn+1
’m_g‘ > ]ﬁ_l_?‘_ Povr oy L1 g
q an q n+1 Qn q4qn dndn+1 qqndn+1
como q < i1 2q < Qni1, entao
el — 2q — 1 1 )
'x—z—?‘EQH q> -9 _ > 5, PoIs qn < ¢
q| 7 91 9020 2900 2q

chegando, novamente, em uma contradigao.

1

< 202 s6 pode ser uma convergente
q

da fracao continua de x. O

p
x__

Portanto qualquer fragao P que satisfaca
q

Dado um ntmero x € R, podemos definir a sua ordem como o maior v > 0 para o

qual existe uma infinidade de fragoes p/q € Q que satisfazem a seguinte desigualdade:

1
- fz\ <L
q q°
Assim, denotamos:
e 1 e .
ordz & sup {v > 0; tal que |z — P < — tem infinitas solucoes P € Q}
q q° q

Observagao 4.2.6. Para qualquer ntumero irracional, sua ordem pode ser determinada a
partir de sua representacao em fragoes continuas. Tal observacao serd apresentada no

teorema a seguir.

Teorema 4.2.7. Seja x um nimero irracional, e sejam |ag; ay, as, ...| sua fra¢io continua

n

e {’;—"} suas convergentes. Entao

Ing, Ina,
ordr = 1+ limsup Dlnt1 _ 2 4+ lim sup Rlntl

n—oo NGy n—oo 1N Qn

Demonstrac¢ao. Até o momento ja é de nosso conhecimento que as melhores aproxima-
¢Oes racionais sao obtidas por meio das convergentes de uma fragdo continua. Assim,

para determinar a ordem de um irracional, é suficiente calcular a ordem gerada pelas
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convergentes. Gragas as desigualdades (3.1]) e (4.2) temos que

z\x_& S PO 1Y [ P
dn an an

> _ Pn 4lr— Pn+1

an QnJrl
— p—n+1 —_ & e 1

Gn+1 qn qngn+1

= qgn , obtemos
n

Entao seja s, > 0 um numero real tal que ‘x — zﬁ
n

1 1 1
< <

QQnQnJrl o qin o AnGn+1

= 2¢uGnt1 = @) 2 Gnntt

Da desigualdade acima, tomaremos o logaritmo neperiano, dividiremos o resultado por

In q,, e ao novo resultado aplicaremos o limite superior e assim obteremos:

1n2—|—lnqn+lnqn+1 Z Snln(Jn Z IHQn+IHQn+17

In2 ) Ing,1
Inq, Inq,

In gp41
Ingq,

>s,> 1+

n In g, Ing,
limsup 1 + lim sup + lim sup D Gnt1 > limsup s, > limsup 1 + lim sup Ciiad
n—o00 n—oo 111(Gp n—oo ngn n—oo n—soo n—oo nqgn

In In
1+ 0+ limsup Kies) > limsup s, > 1+ limsup i1
n—oo 1l {Qn n—00 n—oo 1@
Portanto,
In
ordx = limsup = 1 + limsup an.
n—00 n—00 ngn

Para a demonstracao da segunda parte da igualdade, notemos que ¢,+1 = @p11G¢n+Gn_1,

assim

nt1Gn < Gnt1 < n1qn + ¢ = (ant1 + 1)gn

pois ¢, > ¢n—1, dado que a sequéncia (g,)nen € estritamente crescente. Dai, tomando

o logaritmo neperiano, dividindo por Ing, e aplicando o limite superior na desigualdade
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acima, resultando em:

Ina,.1+Ing, <Ing,y1 <In(a,e1+1)+1Ing,

Ina, 1 In gyt - In(an41 + 1)
Inq, Ingq, Ingq,

+1

In g, 1 In(ap41 + 1)

Ina,
lim sup it + limsup 1 < lim sup

< limsup + limsup 1
n—00 nqgp n—»00 n—00 gy n—»00 In g, n—0o
. Ina, . In g, . In(a,+1 +1
lim sup 141 <lim sup i1 < lim sup M +1
n—00 naq, n—00 naq, n—00 In an
Portanto
. In gp41 . In a1
lim sup = lim sup +1
n—0o nqn n—00 1 gn
Logo
In
ordx = limsup = 1 + lim sup 1
n—o00 n—o00 n gy
Ina,
=1+ limsup RANE |

n—oo In qn

Ina,
:2+limsup¥

n— oo 1 gqn
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Capitulo 5
Fracoes Continuas Peri6dicas

Se um numero real x = [ag;ay, as,...] possui fragdo continua infinita, essa fragao é

periddica se existirem inteiros positivos ng e k tais que para qualquer
Antk = Gp, ¥V 10 2 Ng.

Neste capitulo, serao apresentadas as principais caracteristicas das fragoes continuas
periddicas. Mostrando que elas aparecem frequentemente na solucao de Equacoes Dio-
fantinas, pois sao raizes de equagoes do segundo grau com coeficientes inteiros.

Recordando, na representacao de x por fracao continua, sao definidos por recursao:

1

Qo =25 Gp = o] e =
n_an

e, do Corolario [2.1.15] temos

Pn—2 — Gn—2%
an =
Gn—1T — Pn—1

,VneN. (5.1)

Proposicao 5.0.1. Um nimero irracional x possui representac¢ao por fragao continua

periodica se, e somente se, € um irracional quadrdtico.

Demonstracao. Se um irracional z possui representagao periodica por fragoes continuas,

entdo 3 k € N* tal que ay, 1 = a, sendo o = = = [ag; a1, ag, ... |. Segure de (5.1)), que:

_ Pn—2 = Gn-2T _ Pntk—2 — dntk—27
dn—1T — Pn-1 Gn+k—1T — Pntk—1

= (pn—2 - Qn—2x) (Qn—&-k—lx - pn—i—k—l) - (qn—lx - pn—l)(pn—l—k—Q - Qn+k—2x)

Qp = On+tk

= (pn—2 - Qn—Qx)(Qn—&-k—lx - Pn+k—1) - (Qn—lx - pn—l)(pn-i-k—Q - Cln+k—2$) =0,

entao multiplicando e agrupando as poténcias de x, obtém-se que x satisfaz a seguinte
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equacao:
Az* + Bx + C =0,
onde

A= An—19n+k—2 — dn—29n+k-1
B = Prn—29n+k—1 + Prn+k—19n—2 — Pn+k—20n—1 — Pn—19n+k—2

C = Pn+k—2Pn—1 — Pn—2Pn+k—1

Afirmagao: A # 0. De fato, pois Il 6 uma fragao irredutivel, pois p,_1Gn_2 — Pn—2Gn_1 =
qn—2

(—1)". Analogamente k-1 é irredutivel. Como ¢, x_2 > ¢n_2, entao
An+k—2
dn—1 Gn+k—1
“ 7é s = An—19n+k—2 — Qn—29n+k—1 7é 0.

gn—2 An+k—2

Portanto, x é um irracional quadratico.
Suponha que z é um irracional quadratico, ou seja , z é a raiz de uma equagao da
forma aX? 4+ bX + ¢ = 0 com a,b,c inteiros, onde a # 0. E também b*> — 4ac > 0 e

Vb? — 4ac é irracional. Por outro lado, do Corolario [2.1.15] temos

o AnPn—1 + Pn—2

Onn—1 + 4n—2 ’

assim obtemos:

aX?+bX +¢=0

2
—a (anpn—l +pn—2) + b (anpn—l +pn—2) 4= 0

OnGn—1 + qn—2 AOn(n—1 + gn—2
:>Anoz72l + B,a, + C, =0,

onde

A, = ap_y + bpp—1Gn-1 + g,
Bn = 2apn—1pn—2 + b(pn—lQn—Q + pn—2Qn—l) + 20(171—1%1—2
Cn = &pi—2 + bpn72qn72 + CQZ—Q'

Note C,, = A,,_1. Assim mostraremos que existe M > 0 tal que

0 < |A,| < M para todon € N
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e, portanto
0<|Cy| <M,VneN.

A partir de A, temos
An = ap?z—l + bpn 1qn—1 + CQZ—l
qn 1 Qn 1
Rescrevendo A,, na forma fatorado obtemos

2
An = aqu_l <al% + bpn_l + C) = aqi_l (ZE _ pn—l) <f . pn—l)
= =1 qn-1 Gn—1

onde x e T sao raizes irracionais de aX? + bX + ¢, sendo X =

-1 Entao
qn—1

An _ aqz,1 (Q? . pn—l) (f . pn—1> .
Gn—1 gn—1

com ( ’;" i) + Oe< p” 1) # 0, pois x e T sdo irracionais e com aq?_, # 0, segue

que A, #0,Vn > 0.
Mas, do Teorema [3.1.1],

Pn-1
qn—1

1
<—<1
qnl

xr —

e para melhor compreender o resultado do valor absoluto de A,,, usaremos o lema abordado
no Apéndice |.3|em ‘f — 2"—‘1‘, assim temos
-

’f—p”‘l =T — x|+ 'x—p”‘l
dn—1 dn—1
Portanto
|An| _ aqiil T — Prn—1 ‘f . Prn—1
dn—1 dn—1
1 i
<ty o (fo ol + o= 22
qn 1 dn—1

<a(|lz—z[+1)>0

1A < MY a7 — 2| +1)

Observe agora que, para qualquer n € N, a equacao A, X%+ B,X + C, = 0 possui

raizes reais, pois

BTZL —4A,C, = (panan2 - pn72Qn71>2(b2 - 4&0) =b" — dac
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Portanto,

B2 = 4A,C, + b*4acdM* + b*4ac
=Bnv4M? + b*4ac
=B, < M “ AM? + v4ac.

Concluindo que A, B, e C, sao limitadas, donde ha apenas um nimero finito de
possiveis equacoes A, X% + B,X + C, = 0, e portanto de possiveis valores de «,,. Assim,
necessariamente o, r = «, para alguma escolha de n € N,k € N*. Assim, mostrando

que x possui uma expansao em fracao continua periddica. O

Exemplo 5.0.2. A equacdo 2> —x —1 = 0 tem %5 como uma de suas raizes. Portanto,

%g é um irracional quadratico e possui representacao por fracao continua periodica:

2—r—1=0

2 —r—14+1=0+1

2—r=1

O lado esquerdo pode ser fatorado, assim

- —x=1
rr—1)=1
Isolando x obtemos:
1
r—1=—
T
1
r=1+—.
T

Agora, substituimos = recursivamente:

T 14+-=

Para alguns irracionais quadréticos especificos, é possivel determinar o padrao e a

periodicidade da fragao continua. Observemos as proposi¢oes a seguintes:

Proposigao 5.0.3. Todo niumero da forma x = v/a?> + 1, com a € N, tem fra¢cao continua

x = [a;2al.
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Demonstragio. Tome v =vVa2+1=2>—a*=1= (r—a)(z+a)=1=>r=0a+ ;1

Substituindo o valor de = recursivamente, obtém-se

1 1 1 1 _
r=a-+ =04+ ——F=a+ ——F—=a+ = la; 2al.
a-+x a+a+ —— 2a + —_—

T
a+z 2a+ e Py

Proposigao 5.0.4. Todo nimero da forma x = v/a? — 1, com a > 1, tem fra¢ao continua
r=[a—1;1,2(a —1)].
Demonstracao. Tome

r=vVa2-l=r=d-1=@-1)0°+2ac-1)=2"=(a-1)*+2a-1)=

P01 = 2(a-1) = == e+ a-1) = 26a-1) = o~ (a-1)) = 20
Entao

2(a—1)
v+ (a—1)

Substituindo o valor de x recursivamente, obtém-se

r=(a—1)+

2(a —1) 1
r=(a-1)+ 2(a—1) :(a—1)+1+—1
(a—1)+ z+(a—1) +(a—1) z+(a—1)
1 1
( ) 1 _|_ 2(a_1)+12(a7_1) ( ) 1 + 2((1_1): 2(a—1)
2(a—1)+x2J£‘(‘{;_1%) z+(a—1)

Observe que nesse ponto, a expressao do ultimo quociente da fracao continua de x
retorna a expressao inicial, nos garantindo que ao repetir o processo recursivamente,

obtemos
r=[a—1;1,2(a —1)].

5.1 Aplicacoes

5.1.1 Equagoes Diofantinas

Definicao 5.1.1. Uma equagao diofantina é uma equagao do tipo

ar +by =c
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onde a,b e c € Z, com a e b nao nulos.

Tais equagoes recebem esse nome em homenagem a Diofanto de Alexandria [I].
A resolucao de varios problemas de aritmética recai na resolugao, em niimeros naturais,
de equagoes desse tipo [I]. Assim, em geral, buscamos as solugoes inteiras de uma equagao

diofantina. Mas nem sempre estas equagoes possuem solucao. Por exemplo, a equagao:
dr + 6y = 3

nao possuem nenhuma solugao em ntmeros naturais z,,y, pois nao satisfaz o critério
fundamental para a existéncia de solugoes inteiras em equacgoes diofantinas lineares que

enunciamos a seguir.

Proposigao 5.1.1. Sejam a,b € Z\ {0} e c € Z. A equagao ax + by = ¢ admite solu¢do

em numeros inteiros se, e somente se, mdc(a,b)|c.

Demonstracao. Se a equacao admite solucao inteira, existem xg, yo € Z tais que
axg + by = c.

Como mdc(a,b)|axy + byo, entdao mdec(a,b)|c. Reciprocamente, se mdc(a,b)|c entdo ¢ =

mdc(a, b)k, para algum k € Z. Por outro lado, existem inteiros m e n tais que
mdc(a,b) = ma + nb

Dai,
¢ = mdc(a,b)k = a(mk) + b(nk).

Portanto, a equacao ax + by = ¢ admite solucao inteira. O]

Proposigao 5.1.2. Seja (xg,v0) € Z* uma solugdo particular da equagio ax + by = c,

em que mdc(a,b) = 1. Entdo, as solugoes (x,y) em Z* da equagdo sao dadas por
r=x9+bt, y=19yo—at; comt e Z.
Demonstragdo. Seja (x,y) € Z* uma solugao qualquer da equagao ax + by = c. Entao,
axg + byg = ax + by = c.
Reorganizando a expressao, obtemos
a(x — xo) = b(yo — y)- (5.2)
Como mdc(a,b) = 1, segue que b|(x — xy). Logo,

r—1x9g=0bt,t € L.
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Substituindo a expressao de  — xg na equacao (|5.2)), obtém-se
Y —Yo = CLt,

e, portanto, as solucoes da equacao sao do tipo exibido no enunciado.
Por outro lado, as expressoes x,y do enunciado sempre descrevem uma solucao para
bl )

equacao diofantina, pois
ax + by = a(zg + tb) + b(yo — at) = axg + byy + abt — abt = c.

]

Considere entao uma equacao diofantina ax + by = ¢, tal que a,be c € Z, coma e b
a
diferentes de zero e mdc(a,b) = 1. Sabemos entao que 7 é um namero racional, portanto,

pelo Teorema [2.1.5, dn > 0 inteiro, ag € Z, a4, ..., a,, > 0 inteiros, tais que
— =lag; a1, as, ..., a,| = —.
b 0y 1, 2, ) In
Note que p, /g, € irredutivel, logo mdc(p,, q,) = 1, e portanto
Pn=a¢€q,=b
Entretanto, pelo Corolario [2.1.9, p, e g,, satisfazem a identidade:

n

Pr+1Gn = Pndnt1 = (—1)
Tome na igualdade acima, n = (n — 1), assim podemos escrevé-la da seguinte forma:
Pn-1)+19(n-1) — P(n—-1)4(n—1)+1 = (_1)(n_1) < DPnQn—1 — Pn—1qn— = (_1>(n_1)
Supondo n par, obtemos:
agn-1 — bpn_1 = —1 = a(—q,_1¢) + b(pn_1¢) = c.
Logo
= —(@u_1C € Y =pPp_iC (5.3)

é uma solucao particular da equagao diofantina ax + by = ¢. Quando n é impar, a solucao

particular da equacao diofantina é dada por:

T=q,_1C € Y= —pp_1iC. (5.4)
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Exemplo 5.1.3. Determine a solugao geral da equacao diofantina 8z 4+ 13y = 23.

1
=[0;1,1,1,1,2]

s8__ 1
13 1+ —L4
e -

1+1
: . . pa
para aplicarmos a solugao particular (5.4]), calculemos o

8
3

:1—3,
1

Sabemos que a equagao em questao apresenta mdc(a,b) = mdc(8,13) = 1 e que

Nesse caso temos Z—Z
[0, 1,1, 1, 1] =
+1

Py _

q4

Entao
T = (p-1C
z = (5)(23)
r = 115.
(§]
Y = —Pn-1€C
y=—(3)(23)

Logo, a solucao particular da equacao diofantina 8z 4+ 13y = 23 é dada por x = 115 e
y = —69. Portanto, a solucao geral é dada a partir da Proposicao[5.1.2, com ¢t € Z. Entao

.T:LC()—i‘bt
r =115+ 13t.
€
Yy =1yo—at
y = —69 — 8t

5.1.2 A Equacao de Pell
Equacao de Pell é qualquer equacao da forma 22 — Ay? = 1, com x e y inteiros, em
que A é um inteiro positivo que nao seja quadrado perfeito, pois nosso interesse principal

¢ encontrar as solucoes inteiras positivas dessa equagao.
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Se A é um quadrado perfeito, digamos A = k?, temos
AP =2+ B = (v —ky)i (e +ky)i =1

que admite apenas as solugoes triviais y = 0 e x = %1, pois terifamos x —ky = x+ky = £1.
Se A nédo é uma quadrado perfeito, entdo v/A é um ndmero irracional. De fato, se

VA =1p/q, onde p e q sdo inteiros, com mdc(p, q) = 1, temos

2

S|

I

N

2
va-Lowap- (L) sa-

q q q
como p e ¢ sao primos entre si, entao seus quadrados também serao primos entre si, logo
mde(p?,¢*) = 1 e p_2 € Q\ Z. Portanto como A nao é um quadrado perfeito, sua raiz

quadrada sera um irracional.

Neste caso, nosso principal resultado é o seguinte.

Teorema 5.1.4. A equagio x°> — Ay* = 1 tem infinitas solugoes inteiras (x,y). Além
disso, as solug¢des com x e y inteiros positivos podem ser enumeradas por (T, yn),n > 0
de modo que, para todo n, z, + y, VA = (x1 + 11 V/A)", e portanto

. (1 + ylx/z)” + (z1 — yn/z)" U — (x1 + ylx/z)” + (1 — yu/z)"

Demonstragio. Seja D = {x 4+ yvVA | 2,y € Z} entdo a funcdo N : D — D, onde
N(z + yvA) = 22 — Ay? é uma funcio multiplicativa, isto é,

N((z +yVA) (u+vVA) = N+ yVAN(u+vVA), Vayuvel

De fato, pois

N((z 4+ yVA) (u+vVA) = N((zu+ Ayv) + (zv + yu)VA)
= (au + Ayv)? — A(zv + yu)?
— 220 4+ A0 — A2 + yPud)
= (2% — Ay?)(u? — Av?)
= N(z 4+ yVA)N(u+ vVA).

Como VA é irracional, a desigualdade |[v A — §| < q% tem infinitas solugoes racionais
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p/q. Note que se |[v/A — El < q% entao

Ip> — Ag®| = |p — gV A|lp + ¢V A|
p
=q|VA - 5||p+qvA|

1
<q-?-|p+q\/2|

=M§2¢Z+‘\/Z—E AL
q q

Considerando infinitos pares de inteiros positivos (p,,¢,) com |[v/A — Z—:| < é, teremos
sempre |p, — A¢?| < 2v/A + 1, e portanto temos um namero finito de possibilidades
para o valor (inteiro) de p, — Aq?. Consequentemente, existe um inteiro k # 0 tal que
pn — Aq? = k para infinitos valores de n. Obtemos portanto uma sequéncia crescente de
pares de inteiros positivos (u,), (v,),r € N tais que u? — Av? = k para todo r.

Como h4 apenas |k|? possibilidades para os pares (u,(mod |k|), v,(mod |k|)), existem
inteiros a e b e infinitos valores de r tais que u, = a(mod |k|) e v, = b(mod |k|). Tomamos

entao r < s com as propriedades acima. Seja

vt VA = us + v VA (ug + vV A) (1 — v,V A)

Uy + Ur\/z a U% - AU%
ugl, — Avgv, UpVg — Ugy
_ ; ( ) VA
k k
Temos usu, — Av,w, = u? — Av? = k = 0(mod |k|) eu,vs — usv, = ab — ab = 0(mod |k|),
e portanto
ust, — Avgv,
r=—"—
k
e
UpVs — UgUy
Yy=—7—

sao inteiros. Por outro lado,
(z + yVA) (uy + v,VA) = u, +v,VA
onde

N(z 4+ yVA)N (u, + v,VA) = N(us + v,VA)
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Como
N(u, + v,V A) = N(ug +v,VA) =k,
segue que
N(x+y\/Z) =22 — Ay =1.
Além disso, como s > 7, us + v,V A, donde

A

> 1.
Uy —|—UT\/Z

Sejam agora 1,91 € Z tais que 21 +y, VA > 1 e 22 — Ay? = 1 com x1 +y;v/A minimo.
Temos entdo (z; + yl\/Z)*l =2, — VA

Vamos mostrar que, se & + VA > 1 e 72 — Ay~2 = 1, com T e ¢ inteiros, entao
i+ VA = (x1 + ylx/Z)" para algum inteiro positivo n. Para isso, tome n > 1 tal que
(1 + VA" < 4+ VA < (21 +11V/A)" L. temos entdo 1 < (&4 §vVA) (21 + VA" <
z1 + VA, Seu+ vV A = (i + GV A) (21 + y1VA)", com u e v inteiros, temos

u? — Av? = N(u+ vvVA) = N(& + VAN (21 — VA" =1,
donde u 4+ vv/A = 1, pela minimalidade dex; 4+ y1V/A, pois
1 <u+vVA < 21+ 1y VA.

Note finalmente que se z e y sio inteiros e 22 — Ay? = 1, entdo z + yv/A > 1 equivale

a termos x e y positivos, pois temos
0<(z+yvA) '=z—yJA <1,

donde, sao positivos

(z + yVA) + (z — yVA)
2

_ (@4 yVA) — (z - yVA)
2vA '
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Exemplo 5.1.5. A menor solucao inteira positiva da equacao 22 — 2y? =1 ¢,
(z1,91) = (3,2)
O Teorema anterior afirma que todas as solugoes podem ser geradas a partir da relagao
Tn + YnV2 = (21 + 1 V2)"
Para n = 2, temos (72 + y2v/2) = (3 + 2v/2)2, onde:
(34+2V2)2 =9+ 12V2+8 =17+ 12V2.

Portanto, temos: zo = 17, 1y, = 12.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho foi apresentado as fracoes continuas e suas propriedades, de modo a
verificar que toda boa aproximagao de um ntmero real é de fato, sempre um convergente.
Sendo assim foi feito o estudo de algumas propriedades aritméticas, como a ordenacao, a
divisibilidade, o algoritmo de Euclides, a expansao decimal, entre outros, observando suas
aplicabilidades em cada conjunto numérico e como elas consolidam, na area da teoria dos
numeros, o método de expansao em fragoes continuas.

A partir dai, foram abordados o estudo da obtencao de convergentes, através das
relagoes de recorréncias, o comportamento e a convergéncia de uma sequéncia de conver-
gentes e o erro de aproximagao de um numero real por seu convergente, podendo essa
aproximacao ser classificada como do primeiro ou do segundo tipo. Mostrando ainda que
nimeros que possuem expansao em fragoes continuas periédicas possuem como caracte-
ristica principal serem exatamente as raizes de equagoes polinomiais do segundo grau com
coeficientes inteiros. Verificando a aplicabilidade das fragoes continuas em encontrar as
infinitas solugoes inteiras para equacoes diofantinas, em especial a equacao de Pell.

De um modo geral, acredita-se que os objetivos do trabalho foram atingidos, ao utili-
zarmos da anélise matemética como fundamento principal para a construcao do estudo,
explorando as fragoes continuas a partir de conceitos matematicos iniciais que sustentam a
veracidade de suas proposicoes, aprofundamos o tema e investigando as fragoes continuas

periddicas e sua aplicabilidade nas equacoes diofantinas.
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Capitulo 7

Apéndices

.1 Teste de Comparacao

Proposigao .1.1 (Teste de Comparacao). Suponha que Y a, € > b, sejam séries com

termos positivos. Entao,
1. Se > b, for convergente e a,, < b, para todo n, entdo »_ a, também serd convergente.
2. Se b, for divergente e a,, > b, para todo n, entao ) a, também serd divergente.
Ao usar o testes de comparacao, a intencao é analisar uma série especifica em compa-
ragao com outra série cuja convergéncia ou divergéncia ja conhecemos. A série escolhida

para auxiliar na demonstra¢ao do Teorema e verificar se a sequéncia (1.5 converge

¢ a seguinte série geométrica.

=, 9
21y

De acordo com [3], seja R a razdo de uma série geométrica, quando |R| < 1, a série

_a_

%> sendo a seu primeiro termo, como detalha a

geométrica é convergente, e sua soma €

seguinte proposicao.

Proposicao .1.2. A série geométrica

ZaR"_l =a+aR+aR?+ ..

=1

é convergente se |R| < 1 e sua soma €

0 o a
;a}% 1_1—R

Se |R| > 1, a série geométrica € divergente.
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Dados esses resultados, observe que

= b, =9
T:izll_()i<izlloi

De fato, pois b; € {0,1,2, ..., 9}, para cada i € N.

Sabemos que Y .°, 10 ¢ um série geométrica com razao |R| < 1, pois ao reescrevé-la

obtemos,

<9 X910 &9 1 =9 1\
Z 100 Z 10010~ ZEmH - ;1_0 (1_0)

i=1 i=1 =1

sendo R = 1/10 < 1, logo nossa série geométrica converge. Portanto, aplicando a Propo-

o) )
=1

107

si¢ao|.1.1 temos que r = > converge.

.2 Propriedade dos Intervalos Encaixantes

Entre as propriedades essenciais dos nimeros reais, destaca-se a Propriedade dos In-

tervalos Encaixantes.
Propriedade dos Intervalos Encaixantes

Seja [ag, bo|, [a1, b1], [az, ba], ..., [an, by, ... uma sequéncia de intervalos satisfazendo as con-

digoes:

i [ag,bo] D [a1,b1] D [az,b2] D ... D [an,by] D ..., ou seja, cada intervalo da sequéncia

contém o seguinte;

ii para todo r > 0, existe um natural n tal que

b, —a, <r

ou seja, a medida que n cresce o comprimento do intervalo [a,, b,] vai tendendo a zero.
Nestas condicgoes, existe um tinico rela z que pertence a todos os intervalos da sequéncia,

isto é, existe um tunico real x tal que, para todo natural n,a, < x < b,.

Demonstra¢ao. A = {ag, a1, as,...,an, ...} é¢ ndo vazio e limitado superiormente, pois todo
b, é cota superior de A. Assim, A admite supremo; seja  tal supremo. Como z é a menor

cota superior de A, para todo natural n temos

an, <z <b,
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L)

"
L

o] ]
1]

@ ]

1 1

Figura 1: Representagao dos Intervalos Encaixantes na Reta Real

Analogamente, B = {bg.by, bs, ..., by, ...} € ndo vazio e limitado inferiormente, pois todo a,,
¢ cota inferior de B, tomemos entao y como infimo de B. Como y é a maior cota inferior

de B, para todo natural n temos
an <y < by.
Assim, para todo n € N,
|z —y| < b, — ay,
Pela propriedade (i), temos lim,, (b, — a,) = 0, entéo
lz—yl <0

Logo, x =y O

.3 Desigualdade Triangular para Valores Absolutos

Proposigao .3.1 (A Desigualdade Triangular.). Se x e y forem quaisquer nimeros reais,
entao
|z +y| < || + [yl

Lema .3.2. Sejam a,b,c € R. Entao, a sequinte desigualdade € vdlida:
la —c| <la—0]+|b—¢|

Demonstracao. Definimos © = a —b ey = b— ¢, de modo que a — ¢ = = + y. Pela

propriedade do valor absoluto, temos a desigualdade fundamental:

|z +y| < Jz] + Jyl.

Substituindo z = a — b e y = b — ¢, obtemos:

la —c| <la—0bl+1]b—c|

O resultado segue diretamente da definicao do valor absoluto e da interpretacao da
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distancia na reta real.
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