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RESUMO

FERREIRA, F. F. Selecao de modelos de associacao RC utilizando reversible jump MCMC.
2025. 228 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢io em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2025.

O modelo de associacdo RC (Rows and Columns) de ordem K aplicado em anélises de tabela
de contingéncia fornece os valores das estimativas dos parametros que avaliam o grau de
associacdo entre as categorias das varidveis dispostas em linhas e colunas da tabela. Propomos
uma nova metodologia para a estimagcdo da ordem K do modelo de associagdo utilizando
inferéncia Bayesiana e o reversible jump via MCMC (RIMCMC). Nos graficos ilustramos
os agrupamentos através de intervalos de credibilidade para confirmar os resultados obtidos
via RIMCMC. Aplicamos a metodologia proposta em dados simulados para validacao do
método e também em dados de estudos anteriores para fins de comparacdo e os resultados
foram convergentes. Posteriormente aplicamos a metodologia proposta em trés bancos de dados
reais na avaliacdo do desempenho de participantes do Enem 2023, nas provas de linguagens,
matemadtica e redacdo segundo a escolaridade do pai e da mae. Concluimos que existe associag@o
entre algumas categorias do desempenho dos estudantes e a escolaridade. Houve indicacao
grafica de agrupamento de linhas e colunas tanto nos resultados com dados simulados quanto

nos resultados do estudo comparativo.

Palavras-chave: modelo de associagdo RC, tabela de contingéncia, inferéncia Bayesiana, pro-

crustes, biplot, Metroplis-Hastings, Reversible Jump MCMC.






ABSTRACT

FERREIRA, F. F. Model selection for the RC association model using reversible jump
MCMC. 2025. 228 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pés-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2025.

The RC (Rows and Columns) association model of order K applied in contingency table analysis
provides the values of the parameter estimates that evaluate the degree of association between
the categories of the variables arranged in rows and columns of the table. We propose a new
methodology for estimating the order K of the association model using Bayesian inference
and reversible jump by MCMC (RIMCMC). In the graphics, we illustrated the groupings
through credible intervals to confirm the results obtained by RIMCMC. We applied the proposed
methodology to simulated data to validate the method and also to data from previous studies for
comparison purposes, and the results were convergent. We subsequently we applied the proposed
methodology to three real databases to assess the performance of Enem 2023 participants in the
language, mathematics and writing tests according to their father’s and mother’s education. We
conclude that there is an association between some categories performance and education. There
is a graphical indication of grouping of rows and columns both in the results with simulated data

and in the results of the comparative study.

Keywords: RC association models, contingency table, Bayesian inference, procrustes, biplot,
Metroplis-Hastings, Reversible Jump MCMC.
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31

CAPITULO

INTRODUCAO

O uso do termo medida de associa¢c@o ou ndo associagdo como uma medida da relagdo
entre dois atributos pode ser encontrado no trabalho de Yule (1900) que propde um método
para quantificar a associacdo de varidveis categéricas. O uso de tabelas de contingéncia para
analisar varidveis categdricas ou quantitativas discretizadas ou agrupadas em intervalos, ¢ um
procedimento comum em diversas dreas do conhecimento tais como, ciéncias sociais, bioldgicas
e da sadde, na drea da educagdo, pscicologia entre outras e 0 modelo de associagdo RC pode ser
utilizado em todos esses casos.

1.1 Tabela de contingéncia

Uma tabela de contingéncia € caracterizada pela disposicao de varidveis categoricas
ou quantitativas categorizadas (com ou sem ordenamento natural) em linhas e colunas. As
varidveis sdo representadas por categorias em uma tabela de contingéncia. As tabelas podem ser
de dupla entrada ou bidimensionais (two-way, na terminologia inglesa), tripla ou tridimensional
(three-way, no idioma ingl€s) ou mais entradas. A dimensdo de uma tabela de contingéncia
€ determinada pela quantidade de categorias de cada varidvel disposta em linhas e colunas,
geralmente determinadas pelo pesquisador, de forma arbitrdria e estd diretamente ligada ao
objeto de interesse do estudo. A caracteristica mais usual de uma tabela de contingéncia € a

exibi¢do da sintese dos resultados observados de um experimento.

O termo tabela de contingéncia foi utilizado pela primeira vez por Pearson (1904)
ao definir uma medida de contingéncia e propor a expressao do coeficiente de contingéncia
\/W como uma medida ou quantifica¢do da relacdo entre duas varidveis qualitativas.
A quantidade ¢ se refere ao valor /N em que, > =Y.,(0 — E)?/E, com n=1,2...N, onde N
¢ o total de observagdes, O € a frequéncia observada e E € a frequéncia esperada de uma tabela

de contingéncia.
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Como exemplo de uma tabela de contingéncia de dupla entrada, considere A e B duas
varidveis categoricas com I linhas e J colunas (dimensao / x J), respectivamente. Seja Y;; uma
varidvel aleatoria de uma distribui¢do ¥ que representa a contagem das ocorréncias em cada
célula da tabela de contingéncia e seja y;; a realizacdo dessa varidvel aleatdria. As somas de cada
linha e cada coluna dessa tabela representam distribui¢cdes marginais e sdo representadas por
Y. = Z§=1 YijeY, ;= Z{ZI Y;; respectivamente, a quantidade ou nimero de ocorréncias total da

tabela € representada por N = Z{ZI ijl Y.

A Tabela 1 ilustra um exemplo de uma tabela de contingéncia de dupla entrada de
dimensdo 3 x 4 (I=3 e J=4) onde cada contagem y;; indica a quantidade observada resultante do

cruzamento da linha i com a coluna j da tabela.

Tabela 1 — Exemplo de uma tabela de contingéncia 3x4

Variavel A

Varidvel B Categoria 1 Categoria2 Categoria3 Categoria4 Total

Categoria 1 yii yi2 Y13 Yi4 Yi+
Categoria 2 Y21 Y22 y23 Y24 Yo+
Categoria 3 Y31 y32 y33 V34 Y3+
Total Vil Y42 Y43 V+4 n

Fonte: Elaborada pelo autor.

Embora grande parte dos estudos que envolvam tabelas de contingéncia seja mais
comumente em tabelas de dupla entrada, ainda assim € possivel fazer a combinacao de dois
niveis de uma tabela de tripla entrada e tornd-la bidimensional. Um exemplo dessa transformagao

pode ser encontrado no Apéndice B.

1.2 Estudo da associacao em tabelas de contingéncia

O uso da medida de associagdo como uma medida da relag@o entre categorias de variaveis
dispostas numa tabela de contingéncia é uma pratica desde os anos 1900 e a aplicacido em estudos

reais como aplicacdes em dreas como medicina, sociologia, engenharia, pscicologia entre outros.

1.2.1 Associacao entre variaveis categoricas

Medir a associagdo entre duas varidveis categdricas € o objeto de estudo de muitos
pesquisadores que trabalham com experimentos ou utilizam tabelas de contingéncia para extrair

informagdes de ensaios ou estudos laboratoriais.

Diversos autores tem publicados textos sobre métodos e metodologias para medir a
associacdo de varidveis categoricas. Dentre os diversos encontrados na literatura, Agresti tem

sido um dos autores com uma variedade de artigos sobre o tema. Agresti (1984) descreve
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algumas medidas de associagdo para tabelas de contingéncias baseadas em exemplos. Algumas
das metodologias tratadas pelo autor sdo a estatistica qui-quadrado de Pearson, o teste da razao

de verossimilhan¢a (comumente denominado estatistica G2) e o odds ratio.

1.2.2 Medidas de associacao

A medida de associagdo entre linhas e colunas de uma tabela de contingéncia pode ser
estimada através do modelo de associacdo RC, de ordem K, ou RC(K), introduzida por Goodman
(1979a, 1981) utilizando procedimentos iterativos e métodos Bayesianos para a obtencao dos

valores das estimativas dos parametros do modelo.

O valor de K representa os niveis dos efeitos das linhas e/ou colunas do modelo de

associacdo. Na 6tica matemadtica, K € o niimero de termos bilineares no modelo de associacgao.

Quando duas varidveis categdricas ndo sdo independentes, se torna interessante conhecer
melhor a estrutura de associacdo entre essas varidveis, ou seja, conhecer como as categorias
dessas varidveis se relacionam. Nesse caso, a medida de associagdo é a metodologia mais
indicada para estudar a for¢a de uma associacdo, quais categorias das varidveis estdo envolvidas
nessa associagao e, no caso de varidveis ordinais, a dire¢ao da associacdo pode ser também uma

caracteristica de interesse nesse estudo.

Em tabelas de contingéncia de dimensdo 2 x 2 a associacdo é positiva ou negativa. A
medida em que a dimensdo da tabela vai aumentando para dimensdes (I x J, I>2 e/ou J>2),
a estrutura do modelo de associagcdo vai se tornando mais complexa, porque o nimero de
parametros do modelo aumenta. Por exemplo, na tabela de contingéncia de dimensdo 2 x 2, a
ocorréncia do aumento de uma unidade em uma varidvel dessa tabela, implicard também um
aumento de uma unidade na outra varidvel associada da tabela. Se a associagdo € negativa, a
ocorréncia do aumento de uma unidade em uma varidvel, implicard na redu¢cdo de uma unidade
na outra varidvel associada, ou vice-versa. J4 para tabelas maiores a associa¢do pode ser toda
positiva (ou negativa) ou iniciar positiva e trocar de sinal para negativo (e vice versa), dai surge
a necessidade de uma estrutura (conjunto de varidveis) de modelo mais complexa. A titulo de
exemplo, podemos imaginar a aplicacdo de herbicidas na lavoura de laranja para combater pragas
que trazem ferrugem para a fruta. Quanto maior a dose de herbicida mais eficiente serd, mas pode
atingir um ponto em que a fruta poder4 ser afetada diretamente pelo composto aplicado e afetando
a quantidade de frutos saudaveis para colheita. Nesse exemplo, podemos ter inicialmente uma
associacgdo positiva para o efeito do herbicida e terminar como negativa, ja que afetou o fruto

também. Essas hipdteses podem ser verificadas através do modelo de associagdo.

Um estudo com extensa discussio sobre algumas das principais formas de medir associa-
¢ao foi apresentado por Yule (1912) ao propor uma modificagdo de um coeficiente ja descrito
cerca de doze anos antes (coeficiente de contingéncia) para testar a presenga ou auséncia de

associacdo entre dois caracteres ou atributos em tabelas de contingéncia. No artigo, além de
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abordar o cdlculo de um coeficiente de associagcdo, o autor traz varios exemplos aplicados e
comparagdes em termos de associacdo de diferentes tabelas utilizando diferentes meios de aferir
proporcdes, argumentos que justificam o uso de uma ou outra equagao para medir associacao,

além de um discurso sobre coeficiente de correlagdo em tabelas de contingéncia.

Goodman e Kruskal (1954) produziram os primeiros artigos na tentativa de medir
associacdo em tabelas de contingéncia ao apresentarem uma série de medidas que podem
ser consideradas tteis em determinas situagdes de estudo. A medida de associacdo seria uma
probabilidade ou uma simples fun¢do de probabilidade dentro de algum modelo especifico. As
medidas de associacdo apresentadas nao devem ser consideradas como Unicas, universais, pois
outras medidas de associagdo podem ser implementadas (por exemplo, associacdo positiva ou
negativa, associacao linear e ndo linear, homogeneidade e heterogeneidade), mas podem ser
consideradas como uma sugestdo de uso em circunstancias apropriadas. Dentre as medidas
apresentadas, estdo a medida baseada na predicao ideal de ordem (nesse caso a medida ndo muda
se as linhas ou colunas permutarem), medida baseada em modelo com fun¢do de perda e baseada
em modelo de confiabilidade, medida baseada na predicao proporcional, medida de associacao

parcial e medida de multipla associacgao.

Cerca de meia década depois, Goodman e Kruskal (1959) rediscutiram o trabalho anterior
com observacdes complementares, inclusdo de uma variedade de novos registros bibliograficos
e de novas medidas, como a associacao baseada na estrutura latente e novas expressdes para

algumas das medidas de associacdo apresentadas anteriormente.

No estudo sobre medida de associacao em tabela de dimensao 2 x 2, que tratou de um
aspecto bem restrito do problema da medi¢do de associacdo em uma tabela onde os atributos sdo
emparelhados e os totais marginais nao sao fixos, foram propostas varias fun¢des na tentativa de
medir a associacdo (EDWARDS, 1963).

Dois métodos para andlise de tabelas de contingéncia onde as categorias das respostas
sdo ordenadas e permitem o uso de regressdo ponderada foram apresentados por Williams
e Grizzle. Um dos métodos € similar ao uso de testes de classificagdo nos casos em que hd
muitos empates, com base em ranks obtidos das informac¢des contidas nas respostas ordenadas,
enquanto que o outro método € baseado em escala Thurstoniano (que mede a for¢a das opinides
e atitudes). Nos dois métodos os resultados podem ser apresentados na forma de andlise de
variancia (WILLIAMS; GRIZZLE, 1972).

Outro trabalho voltado para andlise de associagcdo em tabelas de contingéncia cujas colu-
nas sao representadas por categorias ordenadas foi publicado por Simon (1974). Para preservar
a ordem das categorias, dois modelos foram elaborados fornecendo frequéncias estimadas das
células e testes de hipdteses de igualdade dos parametros das linhas. O primeiro modelo foi do
tipo log-linear e o segundo avalia o logit acumulado nas linhas. Os procedimentos propostos
baseiam-se em reparametrizag¢des da distribui¢do multinomial. Testes qui-quadrado para avaliar

independéncia foram adotados.
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Outros autores também trouxeram artigos relacionadas com a medida de associacdo em
tabela de contingéncia, como Mosteller (1968). O texto chama a atengdo para o fato de que
uma primeira atitude da maioria dos cientistas sociais ao lidar com uma tabela de contingéncia
¢ calcular a estatistica qui-quadrado, as vezes € suficiente, outras vezes esclarecedor ou um

desperdicio, mas as vezes ndo avancam o suficiente.

Uma variedade de métodos para andlise de tabelas de contingéncia, como um estudo
com a utilizagdo de modelos log-lineares onde as categorias (das linhas e colunas) sio ordinais
foi proposto por Haberman (1974). Foram apresentados métodos de sele¢do de modelos, célculo
de estimativas e testes da razdo, ambos de méaxima verossimilhanca e célculos de variancias
assintdticas. O trabalho ainda inclui restri¢des impostas na defini¢do dos modelos log-lineares e
uma classe de modelos que inclui modelos de independéncia, de equiprobabilidade e modelos
logit, permitindo, assim, obter mais informacdes além de um simples teste qui-quadrado de

independéncia.

Dentre outros trabalhos mais recentes que tratam de medida de associag@o, podemos citar
Forcina e Kateri (2021) que propde uma nova classe de modelos de associacdo RC inovando,
principalmente, a permissao da escolha do tipo de logit (local, global, continuacio) e da escala
de interacdo (via medidas de divergéncia ¢), combinando essas op¢des sob restri¢des de posto
em matrizes de interacdes. Espendiller (2017) aborda em sua tese, a medicao da associagdo em
tabelas de contingéncia sob uma perspectiva da Teoria da Informac@o. Discute as limitagdes de
medidas cléssicas, tais como a razdo de chances e seus problemas em amostras pequenas com
zeros amostrais, propoe o uso das divergéncias ¢ para generalizar estimadores, modelos e testes.
Ainda, introduz medidas e testes para assimetria, como por exemplo, versdes ¢ — generalizadas
dos testes de McNemar (1947) e Bowker (1948).

Bartolucci e Forcina (2020) implementaram um pacote no software R, Modelos RC
Estendidos (ou Extended Row—Column Models, na terminologia inglesa). O objetivo do pacote
¢é oferecer estimativas de maxima verossimilhanga e ferramentas de diagndstico com o intuito
de avaliar a qualidade do ajuste. Kateri (2014b) trabalha a andlise estatistica de tabelas de
contingéncia abordando os conceitos fundamentais, as medidas de associagdo, os testes de
independéncia, modelos log-lineares e modelos de associacao. Por fim, Kateri (2018) explora o
uso das divergéncias-¢ como base unificadora na andlise de tabelas de contingéncia, mostrando
que medidas tradicionais, como a divergéncia de Kullback—Leibler, sdo casos particulares dentro
dessa familia. A abordagem ainda permite definir estimadores, testes e medidas de associa¢ao
mais gerais e robustos, além de discutir propriedades assintéticas e a interpretacdo estatistica das

novas medidas
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1.3 Aplicacoes

H4 varias possibilidades de aplicagdo da metodologia que estamos propondo nesse
trabalho, como por exemplo avaliar a associacao entre o tratamento de pacientes com alguma
doenca degenerativa e a evolucdo da doenga, associacdo entre perfis séciodemograficos e o
desepenho de alunos em testes de avaliacdo educacional ou provas de acesso ao ensino superior,
estudar a associacao entre a aplicac@o de diferentes herbicidas e a evolugdo de plantas ou reducdo

de pragas, estudar a relacdo entre nivel s6ciocultural e participagdo em movimentos sociais.

Embora a aplicacao do modelo de associacdo RC em tabelas de contingéncia seja mais
comum em tabelas de dupla entrada (two-way) de dimensdo igual ou superior dois, a metodologia
proposta pode ser aplicada em tabelas de contingéncia de qualquer dimensao sem necessidade
de adaptacdo, necessitando apenas combinar os niveis de entrada da linha ou da coluna da tabela
de forma que fiquem representadas por duas entradas (vide exemplo apresentado na Tabela 16
do Apéndice B.

Sado poucos os artigos encontrados na literatura que tratam da estimagao dos parametros
do modelo de associagdo RC utilizando a metodologia Bayesiana, principalmente com os métodos
iterativos MCMC. Nesse sentido, identificamos uma oportunidade existente na metodologia no
que se refere ao método de selecao do parametro de associag¢do K utilizando o enfoque Bayesiano
e o reversible jump via Monte Carlo Markov Chain - RIMCMC (na tradugdo livre para a lingua
portuguesa, saltos reversiveis via Monte Carlo e Cadeias de Markov). Essa oportunidade trouxe

uma motivagao e inspiragdo para o desenvolvimento do presente trabalho.

1.4 Objetivos

Os objetivos e principais contribui¢des dessa pesquisa abrangem: uma proposta de
metodologia de selecdo do valor de K (que serd detalhado mais adiante) do modelo de associagdo
RC(K) que possibilite mensurar ou quantificar a forca da interagdo ou do cruzamento entre
varidveis aleatorias dispostas em linhas e colunas de uma tabela de contingéncia, utilizando a
inferéncia Bayesiana e o RIMCMC, a indica¢ao da existéncia do agrupamento de linhas ou
colunas da tabela de contingéncia utilizando intervalos de credibilidade que serdo dispostos
na forma de gréficos biplot. A proposta inclui também a utilizacdo da ferramenta grafica do
procrustes, que conjuntamente com o biplot serdo utilizados como instrumento auxiliares na
interpretacdo dos resultados. Também iremos utilizar a decomposi¢cao em valores singulares
(DVS) durante a aplicacio do RIMCMC para construir o biplot.

A aplicacdo do método proposto se dard inicialmente em uma amostra simulada, com os
valores dos parametros conhecidos para fins de calibragdo e avaliacdo da performance do método.
Posteriormente, aplicaremos o método em uma tabela de contingéncia existente em artigos que

aplicaram a técnica para fins comparativos de resultados. Por fim, aplicaremos a técnica proposta
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em trés bancos de dados reais relacionados a area educacional.

Este trabalho estd dividido em 5 capitulos. No Capitulo 2 faremos uma revisao dos méto-
dos necessdrios para atingir os objetivos propostos, como revisao de odds ratio, decomposicao
em valores singulares, as ferramentas gréificas do procrustes e do biplot, incluindo exemplos
graficos. Também fazem parte dessa secdo uma descri¢do sobre intervalos de credibilidade,
os métodos MCMC, Metropolis-Hastings e reversible jump. No Capitulo 3 definimos uma
tabela de contingéncia associada a uma distribuicdo de probabilidade, um breve histérico sobre
modelo de associacdo de Goodman, dissertamos sobre a questdo da identificabilidade de para-
metros e a representacio grafica no modelo de associacdo. Na secdo de estimacdo exploramos
a abordagem Bayesiana e a construgdo das distribuicdes a priori e a posteriori. Descrevemos
a aplicac@o dos métodos MCMC no modelo de associacdo bem como a aplicagdo das técnicas
Metropolis-Hastings e reversible jump. Finalizamos comentando sobre as dificuldades existentes
na elaboracdo do biplot devido a oscilacdo dos eixos, a interpretacao das nuvens de pontos e
indica¢do de agrupamentos. No Capitulo 4 exploramos a selecdo de modelos, agrupamento e de-
sagrupamento de categorias e aplicagdao em dados reais. A conclusdo serd descrita no Capitulo 5.

O trabalho finaliza com as referéncias bibliogréficas e os apéndices.
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CAPITULO

REVISAQ

Nesse capitulo iremos fazer uma breve revisdo de alguns métodos e recursos que servirao

de suporte para a aplicacdo da metodologia que estamos propondo.

2.1 Odds ratio

Nessa se¢do iremos introduzir o conceito de odds ratio que serd necessdrio em algum
momento para compreensdo do tema. Leitores familiarizados com a temadtica, podem seguir para

as sec¢des posteriores.

Quando estamos diante de uma varidvel binéria do tipo sucesso e fracasso, € comum
a interpretacao direta do resultado (em percentuais ou ndo) ou em termos de probabilidade de
sucesso e fracasso. O odds ratio, ou razdo de chances (traduzido para o portugués) ¢ uma medida

que avalia a importancia relativa do sucesso em relacao ao fracasso.

Suponha uma varidvel bindria qualquer e p e /-p as probabilidades de sucesso e fracasso,

respetivamente, dessa varidvel. A chance (odds) de sucesso €

odds (p) = s (2.1)

emquep € (0,1).

Como as probabilidades sao positivas, no caso de odds (p) > 1, implica que a proba-
bilidade de sucesso é maior que fracasso, por exemplo, se p=0.8, entdo odds(p) = 0.8/0.2=4,
ou seja, a chance de sucesso € 4 vezes maior que de fracasso, por outro lado se odds(p)=0.2,
odds(p)=0.2/0.8=1/4, o fracasso € 4 vezes mais provavel que um sucesso (AGRESTI, 2012).

Quando estamos de diante de duas popula¢des independentes e o interesse € comparar
a resposta, como em estudos que envolvem dois tratamentos, ou estudos de caso e controle,

por exemplo, as suas probabilidades de sucesso podem ser comparadas através da razdo de
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probabilidades, ou odds ratio (também popularmente conhecida como razdo de chances (KA-
TERI, 2014b). Seja 6 uma medida de odds ratio e p; e p, as probabilidades de sucesso de duas
varidveis bindrias e cada uma de populagdes independentes e suas respectivas probabilidades de

fracasso (/-p1) e (I-p»), entdo,

o 0dds (p1) _ pi/(1=p1) _pi(I=p2) 22)

dds rati =U=
odds ratio(pi, p2) odds (p2)  p2/(I—p2) p2(I—p1)

emquep;epy € (0,1).

2.1.1 0Odds ratio em tabelas de contingéncia 2 x 2

Em termos de distribuicdo conjunta de uma tabela de contingéncia 2 X 2, onde as
probabilidades em cada uma das cé€lulas € p;;, uma defini¢do equivalente para odds da linha i €
dada por odds(p;) = pi1 pi2, com i=j=1,2 entdo 6 é (AGRESTI, 2013):

0 pii/p12 _ pup»

— = . 2.3)
le/Pzz P12 P21

Quando a medida de 6=1, indica que as varidveis bindrias da tabela sdo independentes,
que € equivalente afinar que p; = p> na Equacdo 2.2, ou que as razdes sdo iguais na Equagdo 2.3,

para qualquer outro valor de 8 # 1, corresponde a uma associago positiva ou negativa.

Algumas propriedades sobre odds ratio:

e O valor de 6 é sempre positivo, sendo que para 0 = 1 indica independéncia entre as

variaveis de classificacao bindria;

e Quando 1 < 0 < oo significa que os individuos da linha 1 possuem maior probabilidade de
sucesso que individuos da linha 2, isto implica em p; > p;. Como exemplo, se 6 =2, a
chance de sucesso da linha 1 € 2 vezes que a chance de sucesso na linha 2, mas isso ndo

siginifica que a probabilidade p; = 2 X p,, e sim um risco relativo igual a 2;

e Quanto mais distante 0 for de 1, em qualquer direcdo, mais forte serd a associagdo entre

as variaveis binarias;

e Ao inverter a ordem das linhas (ou colunas) da tabela de contingéncia, o valor de 0 sera

igual ao inverso do valor original;

e As vezes € mais conveniente utilizar o log(6) para inferéncia em tabelas de contingéncia.
Nesse caso, independéncia corresponderd a log(6) = 0 e o log(8) se mantém simétrico em
relacdo a inversao do valor de linhas (ou colunas), ou seja, hd uma inversao do sinal (de +

para - ou de - para +), mas a for¢a da associagdo permanece a mesma;
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e Nao hd mudanca de valor de 0 caso a orientacdo da tabela de contingéncia seja invertida

(transposta);

O odds ratio € uma medida de associacdo para tabelas de contingéncia de dimensdo 2 x 2
e exerce um papel importante na elaboracao e interpretacdo do modelo na andlise em tabelas
de contingéncia, tem ainda a caracteristica de ndo depender das distribui¢des marginais das

variaveis de classificacdo, sendo, portanto, uma boa medida da sua associagdo (KATERI, 2014b).

2.1.2 0Odds ratios em tabelas (I x J)

Diante de tabelas de contingéncia de dimensio (2 X 2) um tGnico nimero representado
por 6 tem condi¢des de resumir a associagdo, mas para tabelas de dimensdes maiores, (I,J
> 2), usualmente nao € possivel um Unico nimero 6 representar a associacao sem que haja
alguma perda de informacao, nesse caso, seria necessdrio um conjunto de valores 6 para medir a
associagdo entre categorias da tabela (AGRESTI, 2013).

Para tabelas de dimensao (I x J), € essencial a decomposi¢do (que nao € tinica) da tabela
original em um conjunto de (I - 1)(J - 1) subtabelas de dimensdo (2 x 2) e cada uma delas
descreve as associagdes subjacentes, nesse caso, temos um subconjunto de odds ratios locais

representado por:

= LT o =1, =1 j=1,..,—1 (2.4)

1y —
T j+1T0i41,j

2.2 Decomposicao em valores singulares

A decomposi¢do em valores singulares (em inglés, singular value decomposition, SVD)
€ uma ferramenta de anélise numérica da dlgebra linear com diversas aplicacdes que envolvem
matrizes, sejam elas quadradas ou ndo, como por exemplo em solucdes de sistemas de equacdes
lineares, estudo de dependéncia entre linhas e colunas de uma matriz, avaliacdo do grau de
singularidade de matrizes, determinacdo do posto de matriz entre outros. A SVD fatora ou
decompde uma matriz qualquer em trés outras matrizes com propriedades importantes que torna

sua exploracdo em diversas aplicacdes, principalmente em vérias metodologias estatisticas.

Vamos adotar a seguinte defini¢io: Seja Y uma matriz real de dimensio I x J e Y sua
transposta, entdo existem matrizes ortogonais U = [u|...Ju;] €R™*! e V= [v]...|]v,] € R/
tais que Ul YV =X = diag(o1,...,0,) € R, r=min{LJ}, em que 61 > 05 > --- > 0o,
portanto, Y =U X vT.

As matrizes U” e V7 representam as matrizes transpostas U e V, respectivamente, além

disso U e V sdo matrizes ortogonais. Os elementos 07,09, ..., 0, da diagonal principal de X sdo

chamados valores singulares de Y, os elementos (colunas de U) u;,u»,...,u; sio chamadas de
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vetores singulares a esquerda de Y e as linhas da matriz V, isto é, vi,vs,...,v; sdo chamados
de vetores singulares a direita de Y. A prova completa desse teorema pode ser encontrada em
(GOLUB; VAN-LOAN, 2013).

A partir da defini¢do acima, podemos descrever algumas das propriedades uteis da SVD,

e SeU'YV=XéaSVDdeY e R/ e >J, entdo parai=1,..I, Yvi=0;uie Y u; = 0; v;;

e Se Y tem r valores singulares positivos, entdo rank(Y) =r.

A SVD ¢é uma fatoragdo da matriz na forma do produto de duas matrizes intercaladas
por um matriz retangular diagonal, ou seja, estamos nos referindo a um produto de trés matrizes.
Qualquer matriz pode ter uma SVD e uma das propriedades dessa decomposicdo € que esses

valores singulares sao unicos.

O fato das matrizes U e V serem ortogonais € a inversa de uma matriz ortogonal coincide
com a sua transposta, isto é, UU  =1eViV=] (com [ representando a matriz identidade)
faz com que os vetores colunas formam um conjunto ortonormal em R". Com esse resultado, o
conjunto de vetores uy, ..., Uy € vy, ..., vy Sa0 ortogonais (uguj =0parai+#je vgvj =0parai#j,

respectivamente.

2.3 Biplot

O biplot € uma técnica grafica proposta por Gabriel (1971) que permite a representacao
grifica de uma matriz de dados de dimensdo / x J através de pontos € vetores em um mesmo
plano bidimensional. Entre as caracteristicas do biplot destacamos a visualizacdo grafica da
existéncia de possiveis agrupamentos de categorias dispostas em linhas ou colunas de uma tabela

de contingéncia e também a indicag¢do de possiveis interacdes entre essas categorias.

Qualquer matriz pode ser exibida como um biplot, desde que o posto dessa matriz seja
igual ou superior a dois (ou seja, o nimero de linhas ou colunas linearmente independentes seja
igual ou superior a dois), porém para matrizes de posto mais alto, a exibi¢do ndo serd exata, mas
pode ser feita de forma aproximada utilizando uma matriz de posto dois que mais se aproxima
da matriz original. O prefixo “bi” na terminologia biplot indica que é uma exibicdo conjunta de
linhas e colunas de uma matriz (GABRIEL, 1980).

Um biplot exato de uma matriz s6 € possivel se a matriz for de posto igual a dois, mas
para uma matriz de posto superior a dois os seguintes passos podem ser aplicados para representar

essa matriz em um biplot:

e O primeiro passo € aproximar a matriz 'Y por uma matriz Y’ de posto igual a 2;

e O segundo passo é fatorar essa matriz Y’ como um produto UV’ de uma matriz U(I x 2)

e uma matriz V7 (2 x J);
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e O terceiro passo € rotular cada linha da matriz U com um simbolo qualquer (;, por

exemplo) e cada coluna da matriz VI como outro simbolo diferente (v j» por exemplo);

e O quarto e ultimo passo € fazer o grafico desses pontos rotulados, resultando no biplot

aproximado da matriz original.

Outra forma de representar uma matriz de rank igual a trés, por exemplo, seria primeiro
formar um biplot com a primeira e segunda dimensdes da matriz, em seguida formar outro biplot
utilizando a primeira e terceira dimensdes e por fim, um terceiro biplot utilizando a segunda
e a terceira dimensdes da matriz. Mas em geral a primeira e segunda dimensdes da matriz ja
explicam a maior parte da variabilidade dos dados. O leitor pode encontrar mais detalhes de cada
um dos passos em (GABRIEL, 1980).

Por ser uma forma de exibi¢do grafica de dados multivariados, o grafico biplot possui
uma ampla aplicabilidade em diversos campos da pesquisa, como por exemplo na drea biomédica
e da saide, como uma forma de inspecao preliminar a andlise formal dos dados coletados. Alguns
exemplos praticos da simplicidade do uso e métodos de construcao podem ser encontrados em
(GABRIEL; ODOROFF, 1990)

O biplot pode ser aplicado na andlise de correlacido candnica como um meio alternativo
de reduzir a dificuldade de interpretacdo das varidveis candnicas, de forma que a exibi¢ao
gréfica possa mostrar as relagdes entre os dois conjuntos de varidveis, utilizando a abordagem de

aproximacdo matricial com a técnica biplot (BRAAK, 1990).

2.4 Procrustes

O procrustes € uma técnica grafica multivariada que comecgou a ser desenvolvida por
Gower (1971) mas foi no artigo de Gower (1975) que a terminologia procrustes foi adotada. Essa
técnica aplica transformacdes de rotacao, translacao, reflexao e reescalonamento em dados na
forma de matrizes de modo a tornar compardveis as categorias dessas matrizes transformadas. O
objetivo do método € tornar as medidas consensuais na tentativa de identificar padroes gréficos
semelhantes e subsidiar a andlise inferencial dos dados. A andlise de procrustes possui variacdes
e formas de aplicagdo, dentre elas a mais comum € a andlise ortogonal generalizada de procrustes

(sigla GPA em inglés) devido a natureza ortogonal da matriz de rotacao.

A ideia da metodologia do procrustes € alinhar ao maximo as configura¢des multivariadas
das figuras correspondentes em espagos bidimensionais dos dados e trata as dimensdes incompa-

tiveis como essencialmente arbitrdrias e, em seguida, girar os espacos até obter a similaridade
maxima usando a rotagcdo de procrustes (GRICE; HARDY, 2009).

Estudar as relagdes entre varios conjuntos de dados utilizando algum tipo de anélise

combinada é um procedimento desejavel e comum na pesquisa cientifica. O ajuste de duas
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matrizes Yq e Y, por exemplo, permite a aplicacdo de movimentos de rotacdo, translacdo,
reflexdo e estimativa de um fator de escala homogéneo de forma que o melhor ajuste seja aquele
que atende aos critérios de minimos quadrados da distancia euclidiana entre dois pontos, nesse
caso valores de duas matrizes (norma de Frobenius). Problemas assim tém solucdo analitica e
o melhor ajuste ocorre quando os centroides de Y e Y, estdo sobrepostos. Uma outra forma
de analisar um conjunto de matrizes ao invés de examinar todos os pares possiveis € utilizacao
dessa metodologia, que utiliza dos movimentos de rotagao, reflexdo e redimensionamento de
uma s6 vez, minimizando a soma de quadrados das distancias entre os centréides de cada cluster
(GOWER, 1975).

2.4.1 Descricao da metodologia do procrustes

Uma caracteristica do procrustes € a possibilidade de estudar a relagdo ou proximidade
entre dois subespacos simultaneos conhecidos. Esse estudo é baseado na rotagdo dos eixos dos
subespacos e pode ser realizado através da SVD que foi apresentado na Secao 2.2. A obra de
Golub e Van-Loan (2013) também fornece um material sobre essa metodologia e iremos utilizar

como uma referéncia nesse trabalho.

Considere um conjunto de experimentos hipotéticos cujos resultados consistem em
uma matriz A € R’/ com I linhas e J colunas. Se esse mesmo conjunto de experimentos for

novamente executado, resultard em uma matriz de dados diferente, B € R/*/,

Utilizando a metodologia do procrustes, € possivel rotacionar o subespago formado pela

matriz B no subespaco A resolvendo a Equacgdo 2.5.

minimizar |[A —BQ||r,  sujeito a QTQ=1;. (2.5)

O subscrito ||.||r na Equag@o 2.5 representa a norma matricial Frobenius. Como exemplo,
no caso da matriz A é definida como, ||A||F = \/2le Zle |aij|?.

O fato de otimizar Q pode ser especificado em termos da SVD do produto das matrizes
B”A. Um fato critico nessa otimizacdo é a derivacdo do traco da matriz, representada pela
Equacio 2.6.

S
tr(C)=Y ¢, para Ce RS*S, (2.6)

s=1

Adicionalmente, se C; e C, tém a mesma dimensao de linhas e colunas, entio,

tr(CTcy) =l (2.7)

Ainda, se Q € R/*/ for uma matriz ortogonal, entdo a otimizacdo da Equagdo 2.5 tem

como solu¢do a Equacdo 2.8,
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J
IA-BQ||z =Y [IA(:,]) —BQ(:,1)[3
=1

J
= 121 {IAGDIZ+1B QD3 -2Q(, 1) B A( D} (2.8)

J

A + B QIR -2 [zQT<BTA>

=1

1l
= ||AJj7 +|IB|[z —2r (Q" (BA)).

Portanto, a Equacdo 2.5 é equivalente a Equacgdo 2.9,

max tr(Q"B"A) (2.9)
Q'Q=1,
Assim, se U (BTA)V = X = diag(o7, ..., 07) for a decomposi¢io em valores singulares

de BT A, definimos a matriz ortogonal Z por Z = V' Q7U, e aplicando a Equacio 2.7, resulta na
Equagdo 2.10,

J J
r (Q"BTA) =1 (QTUZV") =1r(23) = Y mi6 < Y o (2.10)
=1 =1

O limite superior € alcancado definindo Z = I, ou seja, definindo Q = U VT,

Um algoritmo resumido do que abordamos até aqui pode ser escrito como: Considere
A € R ¢ B € R/ 0s passos a seguir permitem encontrar uma matriz ortogonal Q € R’*/ tal
que ||A — B Q||r seja minimo,
e Calcular C =BTA;

e Encontrar a SVD de U CV = X e guardar os valores de Ue V;

e Calcular Q = UVT.

Para maiores detalhes e provas da metodologia do procrustes, indicamos a leitura da
seguinte referéncia: Gower (1971), Gower e Dijksterhuis (2004) e Golub e Van-Loan (2013).

2.5 Identificabilidade de parametros

Uma revisdo sobre a abordagem da identificabilidade de parametros no contexto de
modelagem aponta que esse tema ndo € consenso entre os pesquisadores. Modelos estatisticos

complexos exigem esfor¢os adicionais nas formulacdes de um modelo adequado. Mas podem
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existir situacdes em que o modelo nao € identificdvel, seja por motivo da auséncia do estabeleci-
mento de regras de restricdo, pela incorreta especificacdo dos parametros do modelo ou mesmo
estas estando alinhadas com as regras da literatura, permanece a falta de identificabilidade. As

restri¢des de identificabilidade devem fazer parte da definicdo do modelo.

Diante da lacuna existente de um consenso académico, iremos trabalhar com o conceito

de identificabilidade de parametros apresentado por Frithwirth-Schnatter (2006).

Uma familia paramétrica de distribui¢des € indexada por um parametro y € W, definido
sobre todo o espaco amostral Q, entdo essa familia € dita ser identificdvel se para quaisquer
dois pardmetros, ¥ e y* (ambos pertencendo a V), definem a mesma lei de probabilidade
em £, portanto, ambos ¥ e yx sdo idénticos. Do ponto de vista de funcdes de densidades
de probabilidade (fdp’s), por exemplo, f(®|y) e f(w|y*), significa que se essas fdp’s forem
idénticas para quase todos @ € Q, entdo os parametros ¥ e Y* precisam necessariamente serem

iguais,
flo|y) = f(o|y™), paraquase todo ® € Q — y=y™. (2.11)

Se para quaisquer dois parametros distintos ¥ e y* € W, tém as fungdes de densidade de
probabilidade f(w|y) e f(w|y*) idénticas para quase todo @ € €, entdo essa familia de

distribui¢des nao € identificavel, dessa forma, qualquer subconjunto % (y) de ¥, definido como
w(y)={vy* € ¥: floly*) = f(w|y), para quase todo ® € Q }, (2.12)

de forma que contenha dois ou mais pontos em € € considerado um conjunto de ndo identificabi-

lidade de parametro.

2.6 Simulacao

Dentro do contexto da modelagem Bayesiana, a etapa da simulacdo estocdstica € parte
fundamental na estimac¢do dos pardmetros do modelo. Os métodos de Monte Carlo via Cadeias
de Markov (na literatura conhecidos como MCMC), sdo largamente empregados na inferéncia
Bayesiana, principalmente pela dificuldade em obter solugdes de forma analitica. O método teve

inicio com o artigo Metropolis et al. (1953).

A ideia central do método MCMC ¢ utilizar as propriedades da cadeia de Markov
para simular amostras de uma distribui¢do de interesse. A metodologia MCMC ¢€ a principal
ferramenta de estimacao na inferéncia Bayesiana, tendo como sua fundamental caracteristica a
utilizacao das propriedades das cadeias de Markov para simular o comportamento de vetores

aleatorios.

Dentre os métodos de MCMC existentes, os mais populares sdo o algoritmo de Metropolis-

Hastings e o amostrador de Gibbs, que € um caso particular do algoritmo de Metropolis-Hastings,
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apresentado por Geman e Geman (1984). Encontramos uma descri¢ao introdutéria mais acessivel

que tornou essa técnica mais difundida na comunidade cientifica em Casella e George (1992).

O foco do trabalho esta concentrado no Metropolis-Hastings e no reversible jump MCMC
(RIMCMC) que falaremos mais a frente.

2.6.1 Algoritmo Metropolis-Hastings

O algoritmo Metropolis Hastings (utilizaremos a escrita abreviada MH) surge da proposta
generalizada por Hastings (1970) a partir do trabalho apresentado por Metropolis et al (1953). O
artigo publicado por Chib e Greenberg (1995), forneceu um tutorial de introducio ao algoritmo,
baseado na publicacdo do trabalho original de Metropolis et al. (1953) e Hastings (1970).

O trabalho € idealizado no contexto de simular uma func¢do de densidade de probabilidade

alvo continua, embora a mesma ideia se aplica para distribuicdes discretas ou mistas.

A implementacdo do algoritmo de MH depende necessariamente da escolha adequada de
uma funcio de densidade geradora candidata. O mais razodvel € escolher uma funcao densidade
que atue no mesmo espaco paramétrico da funcdo de densidade alvo. Dentre as possibilidades de
escolha de familia de densidade candidata geradora da distribuicao alvo apresentadas no trabalho
de Chib e Greenberg (1995), em nosso trabalho optamos por utilizar o passeio aleatério, pela
facilidade na implementagao, interpretagdo e desempenho computacional. O passeio aleatorio
também foi utilizado no trabalho de Metropolis et al. (1953). Com relacdo a escolha da densidade

geradora, a mais comum na literatura € a distribui¢do Normal.

2.6.2 Método reversible jump MCMC

O reversible jump MCMC (RIMCMC) é um método que propde uma cadeia de Markov
reversivel onde € possivel saltar em subespacos de dimensoes diferentes e foi apresentado por
Green (1995). Essa metodologia amplia a aplicabilidade do método MCMC incluindo a selegdo

de varidveis em um modelo e a selecao de modelos.

O objetivo do método de RIMCMC ¢€ construir uma cadeia de Markov que possa saltar
entre os .# modelos e retornar valores simulados dos parametros estimados do(s) modelo(s)
mais adequado(s) ao conjunto de dados y. Como resultado, ao final do processo, retorna a
probabilidade a posteriori para cada um dos principais modelos. Com esses resultados, sera
possivel estabelecer um julgamento do melhor, ou, na verdade, do modelo mais adequado dentre

os K modelos possiveis.

Para entender o reversible jump no contexto Bayesiano, vamos supor que para um
conjunto de valores observaveis y = (y1,y2,y3,...) temos uma quantidade contdvel de modelos
candidatos A4 = {#\, M, M, ... # y} todos indexados por um pardmetro que pode ser
tratado como uma varidvel indicadora de um modelo auxiliar s € . Dessa forma, um modelo

My, por exemplo, passa a ser rotulado como um modelo ao qual s = 5. Para cada um dos
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modelos .Z; hd um vetor {; € R™ de parAmetros desconhecido, onde ng representa a dimensao

de cada vetor que pode apresentar diferentes valores para cada modelo s € .77

No processo de implementacdo do reversible jump, ocorrerdo dois tipos de movimentos
durante a simulacdo de uma cadeia Markov, o movimento entre os .#; modelos, o que chamamos
de movimento entre-modelos (Mov. ), € 0 momento em que um modelo .#; é posto em teste
contra outro modelo .Z e critérios estabelecidos previamente irdo retornar o modelo selecionado.
Nessa fase € preciso muita atengdo pois hd uma necessidade de se garantir a reversibilidade da

cadeia durante a movimentagao entre-modelos.

E também ocorrerd movimento intra-modelos (Movinq), que nada mais é do que a
aplicacdo do método de MH para simular uma cadeia de Markov do modelo .#; (ou .#y)
selecionado no movimento entre-modelos. Nesse passo também que ocorre a atualizagdo das
varidveis do vetor aleatdrio {; em bloco tnico, sub-blocos através do Metropolis-Hastings, tendo

como referéncia a distribui¢do a posteriori conjunta p(&|y, #).

O método possibilita a alternancia dos movimentos intra e inter-modelos simultanea-
mente. Esse processo de alternincia termina quando um critério de convergéncia € atendido ou

quando uma quantidade considerada suficientemente grande de amostra seja obtida.

O movimento entre diferentes modelos de diferentes dimensoes € factivel gracas a
possibilidade de equivaléncia entre essas dimensdes, ou seja, a possibilidade de complementar
dimensdes de modelos menores quando, por exemplo, n; # ny. Esse processo serd apresentado

mais adiante.

A movimentagdo entre modelos, sejam eles com mesma dimensio ou ndo, ocorre da

seguinte forma:

Suponha que o modelo atual seja .Z; com espaco de estado (s, {;) e estamos interessados
em testar um modelo proposto .# pertencente ao espago de estado (s', /), cujas dimensdes

sejam distintas, ny > ng.

Em primeiro lugar, € preciso equalizar as dimensdes dos dois modelos. A forma proposta
por Green (1995) foi combinar um vetor u de dimensio dy_,y = ny — ng, gerada de uma densidade
conhecida g4, (u), passando entdo o vetor de parAmetros do estado atual {; para um novo

estado comparavel, {y = g, (&, u) utilizando uma fungéo de transigéo gy — gy : R™ x R,

Com isso, a probabilidade de aceitacdo do modelo proposto, para a distribui¢do conjunta

a posteriori para o movimento .#; — .#y é dada pela Equagdo 2.13,

/

n(s',000y) q(s' —=s) 1
7'[(5,6](|y) q(S—)S/) quﬁx/<u)

ags—m/(ek»u)
d(6k,u)

o [(s,65),(s',6))] =min{ 1,

s Vgl

. (2.13)

onde 7(s’, 0, |y) e m(s,s|y) representam a distribui¢ao a posteriori do modelo proposto .Z e

do modelo atual .#, respectivamente, as fungdes g(s — s') e g(s' — s) representam a proba-
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bilidade de propor uma mudanga do modelo .Z; para o modelo .#Zy e .# para o modelo .,
respectivamente, jd o termo g, __,(u) denota a fungdo de densidade do vetor aleatério u, € |.|
representa o determinante da matris do Jacobiano da mudanga de estado de (s, 6;) para o espago
de estado (s",{/;), ou Jacobiano, como é conhecido na literatura. O Jacobiano se faz necessario
devido a mudanca de varidvel quanto utilizamos a fun¢do de transicdo g, ,¢ para a mudanca de

varidveis de ({5, u) — .

J4 no caso de uma movimentagdo oposta, isto €, a probabilidade de aceitagdo do modelo

My, ao invés do modelo .#Z, (movimento inverso) .#Zy — ./} é dada por,

a[(s',C0),(5.6)] = & [(5,Ge), (', €] (2.14)

Como referéncias para métodos MCMC, MH e RIMCMC sugerimos a leitura das
seguintes publicacdes: Metropolis et al. (1953), Chib e Greenberg (1995), Green (1995), Fan e
Sisson (2010) e Brooks et al. (2011).

2.6.3 Auvaliacao da convergéncia no método MCMC

A avaliacdo da convergéncia da cadeia utilizando os métodos MCMC pode ser feita
de diversas formas, utilizando as técnicas numéricas e as técnicas graficas. Porém, as técnicas
graficas como gréfico de rastreamento (ou trace plot, na terminologia inglesa), por exemplo, se

torna uma alternativa interessante na fase de desenvolvimento.

Um critério que consideramos interessante € o da estatistica de Gelman e Rubin (1992)
e trata-se de um método estatistico que compara a variabilidade inter e intracadeias, ou seja, o

método consiste em uma andlise de variancia em varias subcadeias para cada parametro.
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CAPITULO

MODELO DE ASSOCIACAO RC

3.1 Definicoes

Nesse capitulo sdo exploradas as defini¢cdes de tabela de contingéncia associada a dis-
tribuicdo de probabilidade e as definicdes do modelo de associagdo RC. Para estimagao dos
parametros do modelo, descrevemos a funcdo de verossimilhanga e o método Bayesiano, em
que, apresentamos as distribuicdes a priori consideradas e a distribui¢ao a posteriori conjunta

para os parametros do modelo.

3.1.1 Definicao de tabela de contingéncia

Definimos uma tabela de contingéncia de dupla entrada Y de dimensdo / X J como o
resultado do cruzamento de duas varidveis aleatdrias categodricas ou categorizadas, onde I € o
nimero de linhas e J € o nimero de colunas dessa tabela. A varidvel aleatdria Yj; representa
célula 1,j da tabela de contingéncia, como sendo o cruzamento do elemento da linha i com o
elemento da coluna j, parai=1,....I e j=1,....,J. Seja Y a notacdo na forma matricial dessa mesma

tabela de contingéncia com elementos também representados pela varidvel aleatoria Y;;.

A contagem ou frequéncia das caselas resultantes do cruzamento entre as categorias
dessas duas varidveis, pode ser representada por y;; como uma realizac¢@o da varidvel aleatéria
Y;;, proveniente de uma distribui¢do de probabilidade representada por %;;, onde Z;; pode
ter distribui¢do Poisson, Multinomial (condicionada por linha ou coluna ou total da tabela
inteira) ou Binomial Negativa. No modelo de associagdo que iremos trabalhar, optamos pela
distribui¢do Poisson, ou seja, Z;; ~ Poi(&;;), onde &;; representa o pardmetro da distribui¢ao
Poisson para cada célula da tabela de contingéncia, em que a média e a variancia sio iguais ao
parametro desta distrib}gigﬁo. Os valores de cada célula (i,j), tem distribuicao Poisson tal que
P(Y;j =vijl§) = # emque,y; € ¥ ={0,1,2,...}, §; > 0ey;;! representa o fatorial do

valor y;;, parai=1,...I, j=1,....J.
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3.2 Primeiros modelos de associacao

A caracteristica do modelo de associacdo € estimar as interacdes entre as varidveis
aleatdrias qualitativas representadas por categorias dispostas em linhas e colunas de uma ta-
bela de contingéncia. Metodologias para medir a independéncia entre categorias dispostas em
linhas e colunas em tabelas de contingéncia de dimensao 2x2 tem sido utilizada a vérios anos,

principalmente as métricas de odds ratio (ja apresentado anteriormente).

Uma tabela de contingéncia Y com duas entradas onde y;; representa a frequéncia ob-
servada para a célula 1,j (com i=1,....I e j=1,...J) e, seja F;; a frequéncia esperada da varidvel
aleatoria Y;j ou Fj; = E [Y; j], para essa mesma tabela de contingéncia. Para subtabelas de ordem
2x2 formadas pelas i-ésimas-1 linhas e j-ésimas-1 colunas adjacentes, (i, i+1) e (j,j+1), respecti-
vamente, seja 6;; o odds ratio correspondente para i=1,...,I-1 e j=1,...,J-1. Baseada na frequéncia

esperada, temos que 6; ; tem a seguinte forma (GOODMAN, 1979a):

_ E’,j E’—i—l,j—i—l (3 1)

Y Fj By

Nesse caso temos (I — 1) x (J — 1) odds ratio 6;; formado pelas linhas e colunas ad-
jacentes da tabela de contingéncia. Testes usuais como a estatistica qui-quadrado e a Andlise
de Variancia, ANOVA, utilizados para avaliar a independéncia entre as categorias das linhas
e colunas podem ser vistos como uma forma de medir a associacao das (I-1)x(J-1) subtabelas
representadas pelos odds ratio (6;;). Tomando como referéncia a expressao (3.1), temos uma
classe de modelos de associacdo. Sdo eles: O modelo de independéncia estatistica ou modelo de
associa¢do nula, o modelo de associacdo uniforme, o modelo de associagdo de efeito linha, o
modelo de associagdo de efeito coluna, o modelo de efeito linhas e colunas (modelo que mede a
associacao, efetivamente, entre linhas e colunas) escrito de duas formas, na forma usual e na

forma logaritmica (GOODMAN, 1979b).

O quadro 2 apresenta um resumo dessa classe de modelos de associacao,

Tabela 2 — Tipos de modelos de associacao

Id (item) Odds-ratio Condicao de 0 Modelo resultante

(1) 0;j=1 0=1 Independéncia ou associag¢do nula
2) 0;;=0 0 constante Uniforme

3) 6;;=106; 0; constante Efeito linha

) 0;j =0 6_j constante Efeito coluna

®)) 0;j =60 6;. € 6 ;j desconhecidos | Efeito linha e coluna (associagdo)
(6) log(Gf}) =6/ 9.”} 0" e 9.’;- desconhecidos | Efeito linha e coluna (associagio)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em termos de graus de liberdade a classe de modelo de associacdo se resume da seguinte

forma,
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Tabela 3 — Graus de liberdade por tipo de modelo de associagdo RC(K)

Tipo de modelo de associacao \ Graus de liberdade
(1) Modelo de associagdo nula Tr-1nHad-1mn
(2) Modelo de associagdo uniforme ar-1-1J
(3) Modelo de associagdo de efeito linha T-1ndad-2
(4) Modelo de associagao de efeito coluna aTa-2yd-1
(5) Modelo de associagao de efeito linha e coluna aTa-2yd-2
(6) Modelo de associagdo de efeito linha e coluna T-2yd-2

Fonte: Adaptada de Goodman (1979b).

O Modelo (6) apresentado na Tabela 2 pode ser reescrito, em termos de frequéncia
esperada, F;; na forma de um modelo log-bilinear, com vistas a questio da identificabilidade de
parametros (GOODMAN, 1979b),

EYYj|=F;= aiﬁjed’“fvf, para todo i, (3.2)

onde, o, B sdo pardmetros que medem os efeitos da linha e coluna, respectivamente, @, L € V sdo
os parametros das interacdes linhas e colunas. Cabe observar que esse modelo (3.2) considera
K=1, uma vez que se o valor de k=0, temos um modelo de independéncia e E[Y;;] = o;f;
(GOODMAN, 1979b).

A reescritura do modelo (3.2), considerando k=1,...,K é representada por,

K
E[Y;j] = o Bj exp < Y o wi ij) : (3.3)

k=1
sendo os parametros ¢; e f3; representam os efeitos das linhas e colunas, respectivamente, ¢
representa o nivel de cada interag@o k, e L; € vi; medem os efeitos de interagoes das linhas e

colunas, respectivamente, i=1,...1 e j=1,...,J.

As restrigoes (3.4) e (3.5) que fazem parte da especificacdo do modelo (3.3), sdo (GO-
ODMAN, 1981):

1 1 J
Yo=Y Bi=Y =) vi=0 (3.4)
=1 j j

=1

I
_
~
Il
_

(¢}

I J I J
Y =Y V=) Wi i =), Vit Vig =0
i=1 = i=1 =

R
M=) Vik=1,
j=1

(3.5)

1~

~.
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em que o indice k, k> € {1,....K} e k # K.

Considerando o modelo da Equagao (3.2), o cdlculo do odds ratio é dado pela Equagao

(3.6).
1og(6:j) = ¢ (Miv1 — W) (Vi1 —V)). (3.6)
As restricdes impostas aos parametros da Equacdo (3.6) sao (GOODMAN, 1979b),
NN
: ]:
ZI: ZJ: 3.7
i=1 j=1
respectivamente.

No artigo posterior de Goodman (1981) em que comparou o modelo de associagdo e o
modelo correlagdo candnica descrevendo as estimativas dos scores das linhas e colunas de uma
tabela de contingéncia, onde hip6teses foram testadas utilizando a estatistica qui-quadrado para
verificar a hipétese nula de independéncia entre as categorias das varidveis em linha e colunas,

apenas o modelo log-bilinear foi utilizado nos moldes do modelo de associagao,

Para subtabelas 2x2 obtidas através das linhas e colunas adjacentes (i, i+1 e j,j+1,
respectivamente), a tabela de contingéncia (IxJ) tem o seguinte logaritmo do odds ratio 6;;
correspondente a Equacao (3.6) (GOODMAN, 1981).

K
log (6 Z (Wi — Miiv1) (Vij = Vij1)- (3.8)

Prevalecendo as mesmas restricoes da Equacdo (3.7) para o modelo (3.8). O modelo (3.3)

foi utilizado nas publicacdes posteriores de Goodman (1985, 1986, 1996).

3.3 Modelo de associacao RC

O modelo de associagdo RC(K) de Goodman (1986), na sua forma saturada, para ana-
lises de tabelas de contingéncia que adotamos foi transformado em termos de logaritmo e é

representado pela Equagdo (3.9),

K
Nij = Log (E[Y;j]) = log(04) +Log(B;j) + Y Ox Mix Vi; (3.9)
k=1

parai=l,...I, j=1,....J e k=1,...,K, com restri¢des (3.5) e (3.11).
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Tomando como referéncia a Equacgdo (3.9) e rotulando os parametros, o modelo de

associa¢cdo RC(K), saturado, que iremos trabalhar serd o modelo representado na Equagdo (3.10),

K
Mj=A+AR+ A5+ Y o i vir (3.10)
k=1

em que 1;; = log(E[Y;;]) ¢ composto pelos componentes lineares e bi-linear do modelo, (A +
AR = log(o), kjc = log(B;), sendo A a média global do modelo. Os pardmetros A% e ;ch sdo
parametros que representam os efeitos das linhas e das colunas, respectivamente, da tabela de
contingéncia, cada ¢ € uma medida de associacdo entre as categorias das linhas e colunas da
tabela e, i = (Ui, ..., i) € Vj = (Vj1,...,Vjk) sdo vetores de pardmetros que representam os
efeitos das interacdes das linhas e das colunas, respectivamente, da tabela de contingéncia, para
i=1,....I, j=1,...J, k=1,....K, com K5, = min(I,J) — 1.

Nesse trabalho, os valores do parametro ¢ sdao positivos, ou seja, ¢ > 0. A ordem do
modelo de associacdo K tem um papel importante nas andlises. Quando o valor de K = 0 ou
¢1 = 0 para K = 1 temos o modelo de associa¢@o nulo, ou modelo de independéncia. Ja para K
> 0 (exceto o caso em que ¢; = 0 quando K=1), temos uma associa¢do entre as categorias das
varidveis em que a forca dessa associacao serd medida através dos valores de ¢, para k=1,....K
(GOODMAN, 1981).

As restricoes da Equacao (3.10), descritas na Equagdo (3.11), que fazem parte da es-
pecificagdo do modelo, além das ja especificadas em (3.5), sdo importantes para garantirem a

identificabilidade dos parametros e proporcionam a interpretabilidade do modelo.

1 J
Y AfR=Y a¢=o. (3.11)
i=1 j=1

A restri¢cdes apresentadas em (3.5) e (3.11) foram propostas por Goodman (1981) e
também foram utilizadas por Iliopoulos, Kateri e Ntzoufras (2007, 2009), Tsujitani (1987), Milan
e Whittaker (1992), Kateri, Ahmad e Papaioannou (1998) e Becker e Clogg (1989).

3.3.1 Representacao matricial do modelo de associacao RC

A notagdo matricial da reparametrizacdo do modelo de associacdo RC apresentado em
(3.10) é,

n=A+AR1;+17 1€+ i vig (3.12)

em que,

e 1 =log E[Y], é uma matriz de dimensdo / x J composta pelos elementos 7;; dado na

Expressao (3.10), para i=1,....I e j=1,...J.
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T, . ~
o \R= [lIR, AR lﬂ € um vetor colunas de dimensdo I,

o AC=[AF, A{, ..., A{] é vetor linhas de dimensdo J,

1; = 1; = sdo vetores linhas de dimensdes I e J, respectivamente,
e Uk € uma matriz de dimensdo I X K composta pelos elementos L, parai=1,...,I, e k=1,...,K,

e vk € uma matriz de dimensdo J X K composta pelos elementos v, para j=1,...,J, €
k=1,...K,

Pk diag [(])1 yeens ‘PK] representa uma matriz diagonal de dimensao K x K,

com, ¢ > ¢ > -+ > Pg e k=1,....K.

A Equacao (3.12) estd sujeita as mesmas regras de indentificabilidade apresentadas nas
Equagdes (3.5) e (3.11), com puu” =1, vI'v = I e ¢=diagonal.

Ao trabalharmos o modelo em sua forma matricial, vamos ter a vantagem de utilizar-
mos a SVD, em que as propriedades da decomposicao, ja apresentadas na Secdo 2.2 atendem

perfeitamente aos critérios de restri¢cdes que precisamos impor ao modelo para garantir a identifi-
cabilidade.

3.3.2 SVD e o modelo de associacao

No presente trabalho iremos utilizar a decomposi¢do em valores singulares na estimacao
dos parametros do modelo de associagdo RC, primeiro porque as propriedades da SVD satisfazem
os critérios das restricdes (3.5) necessdrias para garantir a identificabilidade do modelo durante a
fase de implementacdo na forma matricial, segundo pela possibilidade de construcao da solucdo
gréfica dos biplots.

A SVD neste trabalho € aplicada para atender as regras de identificabilidade dos pa-
rametros do modelo de associacdo RC. Para cada simulacdo do modelo via métodos MCMC,
aplicamos a SVD. Os resultados obtidos ap6s aplicagdo da SVD serdo utilizados na construcao

do biplot e aplicacdo do procrustes.

3.4 Identificabilidade no modelo de associacao RC

O modelo de associagdo RC sem restricdo ou com restricdes insuficientes € um modelo
nao identificavel. A identificabilidade faz parte da definicio do modelo, as propostas de restri-
¢cOes para tornar o modelo de associagdo RC identificadvel encontrados na literatura podem se

diferenciar na sua estrutura mas atendem os critérios de identificabilidade.

O modelo de associacao RC foi utilizado no estudo das estimativas dos parametros de

ordem restrita com imposi¢ao de restricdes na ordem das estimativas dos parametros do modelo
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de efeito linha (ou coluna). Essas estimativas dos parametros do modelo possibilitaram o agrupa-
mento de categorias das varidveis dispostas em linhas (ou colunas) de uma tabela (AGRESTI;
CHUANG; KEZOUH, 1987). Outra proposta de reparametrizacdo alternativa sobre as restricdes
dos parametros do modelo de associagdo utilizou a abordagem Bayesiana e RIMCMC para
estimar as probabilidades a posteriori do modelo de associagdo utilizando uma restri¢do de
ordem das linhas e colunas da tabela de contingéncia (ILIOPOULOS; KATERI; NTZOUFRAS,
2009).

3.5 Outras interpretacoes do modelo de associacao

Virios autores aplicaram e tiveram suas proprias interpretacdes sobre o modelo de
associacdo de Goodman apds 1981, inclusive sobre as semelhangas com outros modelos, como

por exemplo, o modelo de correlagdo candnica em que Goodman ja havia apresentado.

Becker (1989) apresenta uma familia de modelos complementares aos log-lineares
utilizado para analisar a associacdo em tabelas de contingéncia quando algumas ou todas as
varidveis forem ordinais. A verificagdo do ajuste dos modelos foi feita a partir das estatisticas
qui-quadrado de Pearson e de razdo de verossimilhanca. Foi utilizado um gréfico do tipo biplot
para ilustrar a associac@o entre as varidveis. Aplicacdo em uma tabela de renda e educacao,
detectou a existéncia de uma associag@o positiva entre essas varidveis, correspondendo a maior

renda ao ensino superior.

O artigo de Becker e Clogg (1989) abordam uma classe de modelos para a analisar
diferencas na associacdo entre duas varidveis discretas. O estudo basicamente revisou o modelo
de associac@o RC aplicado em tabelas bidirecionais e apresentou métodos de ponderacdo alterna-
tivos, como por exemplo, ):{:1 gillir = ):le hivik=0¢ ):llzl g,-ul%< = le h,-vjzk =1, em que g;
€ h; sdo os pesos atribuidos a i-ésima linha e a j-€sima coluna, de uma tabela de contingéncia,
respectivamente, € a escolha dos valores se torna importante na compragao entre duas tabelas de
contingéncia quando a distribuicdo marginal de linhas e colunas s@o ndo homogéneas entre as
tabelas. Inclusive, Goodman (1981, 1985,1986) utilizou pesos marginais na demonstracio da
relacdo entre os modelos de associagdo e de correlacdo candnica convencional. Quando esses

fatores, g; = h; = 1, para todo i e j, resulta na Equagdo (3.6).

3.6 Concordancias entre o modelo de associacao e o odds

ratio com biplot

Uma interpretacdo da distancia entre os pontos de linhas e colunas foi desenvolvido por
Rooij e Heiser (2005). Esses modelos permitem expressdes para o odds ratio em termos de
distancias. As representagdes graficas podem ser de dois tipos, rotulados de gréfico do tipo I e

tipo II (os gréaficos estdao disponiveis no artigo do autor). No primeiro, a relacdo entre um par
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de conjuntos € representada por uma regra de distancia entre pontos e no segundo, a relacao é

representada por uma regra de produto interno.

No grafico do Tipo I, representado por pontos o espaco euclidiano, obtidos através da
distancia entre os pontos, que € a representacao da relagcdo entre as categorias de dois conjuntos
(conjunto representado pelas linhas e outro pelas colunas). Ja no caso do tipo II, € necessario
que pelo menos um conjunto seja representado no grafico como vetores e o outro conjunto, por
pontos projetados sobre os vetores, representando o relacionamento entre os conjuntos, esse € o
tipico grafico biplot. As representacdes graficas do modelo de associacdo RC e do modelo de

correlagdo candnica sao baseadas em produtos internos, ou seja, biplot.

Os modelos baseados na distancia foram rotulados pelos autores de modelos de associa-
cao de distancia. Aplicando transformacdes utilizando a fun¢io de decaimento exponencial e

funcdo Gaussiana, as distancias sdo entdo representadas pela Equacdo (3.13).

0;j = Exp(—d;;j(X)) e Gl-j:Exp(—d,-jz(X)), respectivamente, (3.13)

em que 6;; representa o odds-ratio do modelo de associac¢do apresentado na Equagéo (3.6).

No caso do decaimento exponencial a distincia absoluta resulta na distancia candnica,
e no caso da transformagdo Gaussiana resulta na distdncia Euclidiana. Por ser a distancia
mais comum, a distancia Euclidiana foi utilizada juntamente com a funcao de transformacao

Gaussiana.

No estudo, o modelo de associacdo de distancia possui duas propostas: O modelo de
associacdo de distancia de modo tnico e o de duas vias. O modelo de associacdo de distancia

modo tnico, pode ser aplicado apenas a tabelas quadradas e tem forma,

Fij = c a; Bj Exp(—d;;*(Y)), (3.14)

em que ¢ é uma constante, a média geral da tabela de contingéncia, o; e 3; sdo pardmetros

marginais da mesma tabela de contingéncia, respectivamente.

Aplicando o logaritmo, a Equacao (3.14) é reescrito como

10g(Fij) = A+ AF+ A5 —di*(Y), (3.15)

em que A = Log(c), Af = Log(), e 7ch = log(B))-

A Equacao (3.15) ainda pode expandida de forma que a funcdo da distancia seja

Log(Fij) = A+ Af+A§ — Zk: i —va)” = A+ AR+ —r(YTAY) (3.16)
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em que tr denota o trago de uma matriz. E A;; ¢ definido como A;; = (e; —¢;)(e; — ej)T , €, €
constitui a i-ésima coluna da matriz identidade de ordem K (ROOIJ; HEISER, 2005).

A relagdo entre modelo de associagdo RC e modelos de andlises de correspondéncia
em andlise de varidveis ordinais discretas em tabela de contingéncia j4 foi objeto de estudos de
Goodman (1985,1986). Porém, Tsujitani (1988) explorou a andlise grifica para interpretar a
abordagem do modelo de associagdo. As frequéncias observadas F;; foram assumidas como uma
distribui¢do Poisson, e 0 modelo de associagdo RC dado na Equacdo (3.1) e em termos de odds

ratio local o modelo descrito foi dada na Equacao (3.9).

O trabalho de Tsujitani (1988) propde um método de estimacao dos parametros para o
modelo, baseado no método da méxima verossimilhanca, quando as restricdes de ordem dos
parametros dos efeitos da associacdo sdo impostas no modelo de efeito coluna, e propds também
exibigoes graficas dos efeitos da associagdo para explorar uma série de caracteristicas dos dados
em uma unica imagem. Gréficos ilustrativos foram elaborados aplicando ponderag¢des (fator 7,
com 7T € [0, 1]) nas estimativas dos efeitos da associa¢@o das linhas e colunas utilizando como
fator de ponderagdo, parcela do valor dos pardmetros de associagdo @, ou seja, [, = @ Ui €
v}‘k = ¢kl_1v ik» onde v;.‘k e v}kk sdo os efeitos da associa¢do ponderados pelo fator 7. As ilustragdes
gréficas apresentadas nao se tratam de um € biplot puramente, foram plotados os scores das linhas
e colunas em forma de pontos e concluiu-se que algumas eram distinguiveis, outras apresentavam

grupos homogéneos e outros casos haviam grupos bem distintos de scores.

3.7 Estimacao

Nessa secdo vamos apresentar a aplicagdo da fungdo de verossimilhanca e o método de
estimagao do modelo de associa¢do RC, utilizado na maioria dos artigos referentes ao tema e o

método Bayesiano. Este dltimo, daremos um enfoque maior por ser tema principal da proposta.

3.7.1 Funcao de verossimilhanca

O modelo Poisson para contagens em tabela de contingéncia, Y;; ~ Poisson(el/), onde
i=1,...,I, j=1,....J e n;; > 0. A média do modelo de associagdo apresentado em (3.3) e foi aplicada
da fungdo logaritmica resultando 7n;; = log(E[Y;;]), (Equagdo 3.9), portanto, E|[Y;;] = e'li, nesse
caso, a distribui¢do de probabilidade da varidvel aleatoria Y;; € expressa pela Equagdo 3.17, com

K conhecido,

Pr(Yi; =yij|n,K) = : (3.17)

em que y;; > 0.
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Para a distribuicao de probabilidade Poisson a funcdo de verossimilhanca pode ser

expressa da forma

1 J 1 J e,enij eyijnij
L |yiy) =111/ Gismip) =11 ——— (3.18)
i=1j=1 i=1j=1 Yij:
onde 7);; foi definido em (3.10).
A Expressao (3.18) da verossimilhanca também pode ser reescrita como
L(0,yij) o< ¢ T i € i e (3.19)

3.7.2 Abordagem Bayesiana

Nessa secao vamos apresentar as distribui¢des a priori € a posteriori como parte inte-

grante da modelagem Bayesiana do modelo de associacao.

3.7.2.1 Distribuicées a priori do modelo de associacdo RC

Em inferéncia Bayesiana, quando ndo temos informagdes sobre as quantidades de inte-
resse desconhecidas (no modelo de associacdo RC essas quantidades estdo representadas pelos
parametros A,?Ll , .C, O, Uik, Vjk), nos atribuimos informagdes vagas para as distribui¢des a
priori.

Nossa proposta nesse tema € definir que as distribui¢des a priori para os parametros do

modelo de associacdo RC seguem uma distribui¢do Normal e sdo representadas pelas expressoes

A ~ Normal (O, G/%), %R ~ Normal (O, G/%]g), )uj ~ Normal (O (7)L ) (3.20)

Or ~ Lognormal ((), G(%k), Wix ~ Normal (O, Gﬁik), e Vij~ Normal (O, G\%kj), (3.21)
parai=1,...I, j=1,...J ek=1,...K.

Como nio dispomos de informag¢do alguma a respeito dos pardmetros, nossa intencao
é trabalhar com prioris vagas, portanto vamos assumir variancias grandes, por exemplo G/% =

2 _ 2 _n52 52 — 2103
c77L AC =0, = Gi—ij—d = 10".
Adotamos a ideia de que as distribui¢des a priori do modelo de associagdo RC sdo

representadas por

P T T, TTr6). Tlotw) e T

i=1 j=1 k=1

p(vij)  (3.22)

j=1
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3.7.2.2 A distribuicdo a posteriori no modelo de associacio RC

Pelo Teorema de Bayes a distribui¢c@o a posteriori é dada pelo produto da distribui¢do a

priori e a fungdo de verossimilhanga.

Para K fixo e conhecido, o modelo de associacdo RC, tem a distribui¢do a posteriori
expressa pela Equacgdo (3.23),

>~

J
Hp Viij), (3.23)

I K

1 J K
p(n 1y)e<L(yn) p(A) Hlp(liR) I'[1 xp(A§ H o) [TTTr(kan)
i= Jj=

onde L(y|n) é a funcdo de verossimilhanca definida em (3.18). Podemos reescrever a Equacéo
(3.23), expandindo a fun¢do de verossimilhanga e passando os termos constantes para o sinal de

proporcionalidade

||M~

J
p(m|y) Exp{ZZy

é em,- }
IJ flp(lf) IKIp(m) [KHIIp(u,-k) I le vij)  (3.24)

J=1 k=1 k=1i=1 k=1j=

Na forma matricial a distribuicao a posteriori da Expressdo (3.24) pode ser representada

por

p(n|y)e<exp (1] yn 1;—1f exp(n) 1,)

1 _ 1 _
X — 75 €xp (—y’ o, ! y) X /2 exp( y [Zﬁ}y)
GA A,R
1 _ 1 _
X exp (—y’ [zkg}y) X exp< y [zq,kl}y) (3.25)
Z/IC ! ¢k

1 s [ y—1 1 s [ y—1
e (¥ [Zl]y) xS e (< [E)y).

Hik Vkj
em que, X;x, Zlc, Xg» Ly, © Ly, sdo matrizes de varidncias e covaridncias dos parametros

AR 7LJ Ok, Wik € Vi j, Tespectivamente.

3.8 Simulacao

A etapa de simulacdo de valores aleatdrios da distribui¢@o a posteriori dos parametros do
modelo de associacdo RC serd descrita nessa secdo. Iniciaremos uma breve descri¢do de como

utilizaremos a metodologia do Metropolis-Hastings e posteriormente do RIMCMC.
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3.8.1 Metropolis-Hastings no modelo de associacao RC

A justificativa para utilizarmos o método de MH se deu pelo fato da necessidade de
simularmos uma amostra da distribuicdo a posteriori e entdo obtermos as estimativas dos
parametros do modelo de associacdo. Uma caracteristica do método € que o algoritmo de MH
simula valores de uma varidvel aleatéria para uma distribuicdo de interesse utilizando uma

distribui¢do auxiliar conhecida.

Os valores estimados dos parametros do modelo RC sdo obtidas durante a atualizacdo
dos parametros dentro do modelo, no momento em que reversible jump for utilizado para a
escolha do melhor valor do parametro K. As estimativas finais serdo obtidas depois de realizar a

T iteracoes do algoritmo. Cabe ressaltar que nesse passo, o valor de K ¢ fixo.
O algoritmo de Metropolis-Hastings.

Para um total de t=1,...,T iteracdes (T € o nimero total de iteragdes), o algoritmo de MH

utilizado no modelo de associagdo serd da seguinte forma:

Algoritmo de Metropolis-Hastings

1. Na primeira iteracdo (t=0), atribuir um valor inicial para cada parametro do modelo de

associacao;

2. Propor novos valores para os parametros, utilizando a técnica do passeio aleatdrio, e aplicar

aregra da identificabilidade de parametros;
3. Simular o valor da distribui¢do a priori do modelo utilizando valores do passo anterior;

4. Simular o valor da distribuicdo a posteriori do modelo do modelo utilizando valores

Propostos no passo 2;

5. Calcular a probabilidade de aceitagdo o (y,y*) para os valores propostos dos pardmetros
(") g(0".y)
7(y) g(»y*)
m(y) e m(y*) representam as distribuicdes a posteriori de y e y*, respectivamente e

do modelo de associagdo utilizando a expressdo a(y,y*) = min [1, } , em que

q(y,y*) e q(y*,y) representam a funcéo de transi¢do do estado y para y* e de y*para y,

respectivamente;
6. Simular o valor u de uma variavel aleatéria de uma distribuicao uniforme [0,1];

7. Aceitar os valores propostos se u < ¢ (y,y*), que é a probabilidade de aceita¢do calculada

no passo 5, caso contrario, manter os valores dos parametros;

8. Fazer t=t+1 e repetir os passos de 2 a 7 até obter uma quantidade suficiente de valores

necessarios para obter a convergéncia ou estabilidade da cadeia.
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3.8.2 Reversible Jump MCMC no modelo de associacao

A utilizagdo do RIMCMC possibilita trabalharmos com modelos que envolvem vetores
com diferentes dimensdes - mistura de diferentes dimensdes de espaco amostral do modelo -
tarefa que as abordagens usuais de MCMC (MH e Gibbs-Sampling) ndo atenderiam, uma vez

que 0s mesmos precisam que o vetor de parametro mantenha sempre a mesma dimensao.

Dois destaques importantes no RIMCMC sdo: o primeiro diz respeito a equalizar a
dimensdo do espaco amostral dos modelos no momento em que formos testar um modelo
proposto com um modelo atual e o outro destaque € a questdo da reversibilidade da Cadeia de
Markov, € necessdria manter a cadeia reversivel para a aplicacdo do método. Cada um desses

pontos sdo descritos a seguir.

No que diz respeito a equaliza¢io das dimensdes de dois modelos com espagos paramé-
tricos de dimensdes distintas, 0 modelo com espago paramétrico menor precisa ser completado
da seguinte forma: Suponha que o interesse seja testar a mudanga do modelo .#] para o mo-
delo .#,, cuja dimensdo do modelo .#) seja maior que a dimensdo do modelo .#>, ou seja,
d 4 > d_y,, e o vetor de pardmetros do modelo .7 seja representado por &; e do modelo .7
por 8. Nesse caso, precisamos completar a dimensdao do modelo .7, com varidveis aleatérias de
alguma distribui¢do de probabilidade, no caso desse trabalho, vamos utilizar varidveis aleatorias

com distribui¢do Uniforme independente, e a partir dai, combinar um vetor u de dimensao

d g, = d g, —d. g, gerada da fungio densidade conhecida g, PREPACIE Portanto, o vetor de

pardmetros do estado atual da cadeia &, serd compardvel com o novo estado da cadeia de mesma

dimensdo, & = gz, .1, (01,u) através da fungio de transi¢do g, — 8. R x R,

A probabilidade de aceitacdo do modelo proposto, para a distribuicao conjunta a posteriori

para o movimento .#; — .#> ¢ dada por o {(.///1 ,01), (A2, 5})] =min(1,</), em que

n( M | 83,y") 08.4t,—.4,(01,1)

qd(ttr—.11) 1

o = ,
T( AN 81.Y) A1) Dy i, (W) d(dy,u)

(3.26)

para 7t(.#>, 6|y") e m(.# | 8;,y) representam a distribuigdo a posteriori apresentada na expres-

s30 (3.26) do modelo proposto .7, e do modelo atual .7, respectivamente, a fun¢do gz, .z
representa a probabilidade de propor uma mudanga do modelo .# para o modelo .#> e o termo

94 4, .0, (u) denota a funcdo de densidade do vetor aleatério u, e |.| representa o determinante

da matris do Jacobiano da mudanga de estado de (.7, 6)) para o espago de estado (.72, 5, ), ou

Jacobiano, como é conhecido na literatura. O Jacobiano se faz necessario devido a mudancga de

varidvel quanto utilizamos a fungao de transicdo g s, .4, (61,u) para a mudanca de varidveis de

<5~1 7';1) - 5~2
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No caso de uma movimentagao oposta, a probabilidade de aceitacdo do modelo .7

frente ao modelo .#5, (0 movimento inverso) .#, — .# é dada por,

-1

« (///2@2),(///1,@)} —a {(x/zl,qn,(//zz,qz) 327

Outro aspecto a ser destacado é a questao da reversibilidade da cadeia de Markov nesse

processo de transicdo de um modelo para outro.

Vale ressaltar que nesse trabalho iremos utilizar o reversible jump em dois momentos
distintos, nessa ordem: em um primeiro momento para encontrar o melhor valor de K do modelo
de associacao, em um segundo momento, com K fixo e conhecido, para realizar o agrupamento
e/ou desagrupamento de linhas (colunas) da tabela de contingéncia. Assunto a ser tratado na

préxima secao.

3.8.3 Reversible Jump MCMC na selecao do melhor valor de K

No modelo de associagdo RC, é comum encontrarmos na literatura o uso dos métodos de
MCMC para estimar os parametros desejados. Poucas publicagdes tratam de estimar o melhor

valor do parametro K, e torna-se um desafio enorme encontrarmos qual seria esse valor.

No processo de estimagdo dos modelos RC(K), € inevitavel a ocorréncia de mudanca
para mais ou para menos, do nimero de parametros do modelo devido a mudancga de K. Nesse
sentido, o RIMCMC possibilita testarmos, de forma iterativa em cada rodada da simulagio

MCMC, qual o melhor valor do parametro K.

Ao lidarmos com o parametro K nao fixo (em que, K=1,...,min(L,J)-1), nos deparamos
com a necessidade de reavaliar os valores estimados de cada parametro do modelo de associagdo
para diferentes valores de K. Nesse momento a utilizagdo do método RIMCMC proposto por
Green (1995) permite o salto de um modelo para outro e testar o melhor valor de K, obtido do

modelo mais visitado.

Suponha que uma cadeia de Markov encontra-se no modelo .#, no espago paramétrico
de dimensio d_4,, no tempo t e nosso interesse € testar a transi¢do para um modelo .75, no
tempo t+1, no espaco paramétrico de dimensao d 4, € o subscrito represente a ordem K do
modelo de associacdo. Uma sugestao do algoritmo do reversible jump com N iteracdes pode ser

construido da seguinte forma:

1. No primeiro passo, defina k € {1,...,.2 } e & de forma que p(&|y,-#;) > 0;

2. Utilizar o movimento inter-modelo fixando .#, e estimar os novos pardmetros J, utilizando

o algoritmo de MH descrito na Subsecao 3.8.1;
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3. Propor um sorteio do valor de uma varidvel aleatéria com distribuicao Uniforme U[1,K]
para definir qual o valor de k (k € {1,2...,.# },em que # <min((I—1),(J—1));

4. Propor um movimento do estado (.#, &) do modelo .# para um novo estado (.#, 5,)
do modelo .#};, com uma probabilidade g(.#;|.#}:), em que k # k',

5. Equalizar os dimensdes do espaco paramétrico, ou seja, gerar u ~ ¢y s %/(u) com
‘ K
dimensao d .4, = d.i, —d.u Parad 4, > d 4. Adotamos a distribui¢do Uniforme
[0,1] para u;

6. Fazer Oy = gz, ., (S, 0) (Calcular y = gy (3, u),y € &);

7. Calcular a probabilidade de aceitar a proposta de mudanga o(.#,.#}) dado pela Expres-
sdo (3.26);

8. Simular u~ U(0,1);

9. Aceite a mudanga para o estado (.#},d/,) com probabilidade o(.#,.#)) calculada no
passo (7), se u < &My, M) seguir com .4, caso contrério, seguir com .#y;

10. Fazer t=t+1, enquanto t < N, voltar ao passo 2.

Apés a simulagdo ser finalizada, a probabilidade a posteriori para cada modelo .Z

pode ser estimada pela propor¢do de aceitacdo de cada modelo, k € {1,...,. ¢},

numero de vezes que .Z}, foi aceito

pr(Aly) =

ndmero de modelos visitados

O modelo .#) que obtiver a maior propor¢do serd o modelo final selecionado pelo
RIMCMC. O valor de K € obtido nesse modelo final.

3.8.4 Aplicacao do procrustes no modelo de associacao

Condig¢des de ortogonalidade para garantir a identificabilidade de modelos € uma das
caracteristicas da decomposicdo em valores singulares. Essas condi¢des sdo dependentes das
amostras utilizadas no cdlculo da decomposi¢ao e isso acaba afetando os resultados e acarretar em
distor¢des devido as restri¢des impostas na SVD. Outro problema que as distor¢cdes apresentam
¢ a distor¢do da visualizacdo grafica correta de possiveis agrupamentos de valores resultantes
das simulacdes. A proposta da utilizacdo da analise de procrustes é necessdria para minimizar os
efeitos dessas distor¢des e fazer as correcdes das mudancas nas direcdes dos eixos dos valores
no gréafico onde ocorrem essas distor¢des para cada resultado das simulacdes, pois mesmo
que os valores estimados dos parametros permanecam proximos do valor mais verdadeiro dos
parametros, as estimativas de diferentes conjunto de dados acabam diferindo consideravelmente,

isso € que chamamos de problemas de extravariabilidade nos diagramas reamostrados. No
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momento em que sdo esbog¢ados no grafico em grande quantidade na mesma tela, a variabilidade

extra das distor¢des se revela de trés maneiras:

e Ocorre uma rotacao dos eixos;

e Uma inversdo da ordem (reordenacdo) dos valores singulares, quando dois ou mais valores

singulares possuem grandezas similares;

e Uma reflexdo nos eixos.

Uma consequéncia imediata da variabilidade extra é que a distribui¢c@o das replicacdes
da simulacdo da varidvel de interesse observada estd sujeita a distor¢ao, isto é, muito tendenciosa
ou muito sobredispersa. A unica incerteza que temos interesse € a da variacdo amostral das
estimativas dos parametros obtidas, estrutura com base em um modelo e erros aleatérios. Um
segundo tipo de variacdo perturbadora que falamos acima € devido as restri¢des impostas no
modelo para identificar as estimativas. Para minimizar os efeitos dessa variacdo € que a proposta
de utilizacdo da andlise de procrustes servird de filtro fazendo com que cada diagrama obtido em
cada passo da simulacdo possa girar de forma a reduzir as variagdes impostas pelas restrigdes
utilizadas (MILAN; WHITTAKER, 1995).

3.8.4.1 Analise do procrustes no modelo de associacao

A técnica do procrustes € aplicada a cada etapa da simulacdo no MCMC, da seguinte
forma: dentros os primeiros resultados do processo de simulagdo, serd escolhido um conjunto de
valores dos parametros para servir como uma espécie de valores de referéncia (serdo fixados),
para os estimadores do parametro que compdem o modelo. A cada conjunto de novos valores
das estimativas resultantes das simulag¢des é feita uma comparacado desses resultados com os

valores de referéncias utilizando a norma de Frobenius para a diferenca de duas matrizes:

nop
|U-V|z= Y Y (wij —vij)?, (3.28)
i=1 j=1

Vamos supor que @y seja a matriz de coordenadas definida como de referéncia e ol
seja a s-ésima etapa de realizacdo do processo de simulacdo. Para cada estimativa obtida, ol
um conjunto W = {a)zM ;2 € Z} é comparado com a estimativa de referéncia. O conjunto Z pode
ser finito ou infinito. A matriz de coordenadas, a)is} , mais proxima da matriz de referéncia pela
norma Frobenius, serd considerado como conjunto identificado de estimativas. A ordem de @y
e ol para o ajuste de um modelo bilinear € n X M para exibir os pontos referentes a linhas da
matriz, caso @ corresponda a UX, ou p x M para plotar os pontos da coluna, caso @ corresponda
a VX (Ilembrando que na DVS temos Y = UXVT). Vale ressaltar que os exemplos apresentados

sdo para M = 2, mas as técnicas discutidas podem ser aplicadas para dimensdes maiores que 2.
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3.8.4.2 Movimento de rotacdo no procrustes

Essa ultima sequéncia de movimento da técnica de procrustes é obtida através de uma
rotagdo das estimativas. Nessa etapa os pontos do grafico identificados sdo wis] = 0[s]Q, onde a
matriz ortogonal representada por Q gira os pontos (isto &, as linhas de ol para aquela posi¢ao
que estd mais préxima do conjunto de pontos de referéncia. Essa técnica é conhecida como

procrustes ortogonal e € utilizada para escolher a melhor rotacdo e pode ser descrita por,

A = min||wy — a)[S]QHIZ; sujeitoa QTQ =1, (3.29)

onde Q é uma matriz ortogonal de dimensao M x M que gira os pontos para uma posi¢ao que

mais se aproxima de @y.

A solucdo para a Equacdo 3.29, a matriz Q, é Q = UV onde U e V sio obtidos através
do SVD e (0l UL, VT (MILAN; WHITTAKER, 1995).

3.8.4.3 Exemplo grafico da aplicacdo do procrustes

A aplicag@o da metodologia do procrustes no modelo de associacdo RC ocorrerd na etapa
apos o processo de simulacio MCMC. Usaremos a primeira iteracao da simulag¢do pelo método
MCMC (apés o descarte ou burn-in) para selecionar um conjunto de estimativas para definirmos
como amostra de referéncia. A partir dessa iteracdo, ao final de cada passo, o conjunto de valores
estimados dos paradmetros dispostos na forma de matriz passard pela andlise de procrustes e 0s
resultados serdo armazenados na forma de vetores para posteriormente representarmos na forma
de biplot.

Para ilustrar a técnica do procrustes, vamos apresentar um exemplo com dados simulados

antes de depois do movimento de rotacao.

Figura 1 — Exemplo grafico de pontos antes da aplica¢do do procrustes e depois da aplicacdo do procrustes

Grafico de Linhas Gréfico de Linhas R
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L
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% %

(a) Antes do uso da técnica do procrustes (b) Depois do uso da técnica do procrustes

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na Figura 1(a), notamos que os pontos estdo todos espalhados pelo espagco bidimensional
e nenhum padrdo de agrupamento entre as varidveis € visivel. J4 na Figura 1(b), apés a aplicacdo
da técnica do procrustes, os pontos ficaram bem préximos, formando varias nuvens de pontos,
sendo possivel distinguir grupos formados nos quatro quadrantes do grafico. No exemplo em
questao podemos ver que o uso da técnica do procrustes foi essencial e preciso na detec¢ao dos

agrupamentos.

3.8.5 Aplicacao do biplot no modelo de associacao

A técnica para a construgdo do biplot ndo requer um algoritmo muito complexo, pode
ser desenvolvido em qualquer plataforma de programacao que gera resultados graficos. Em
Udina (2005), por exemplo, ha uma descricdo da construc¢io de algoritmos para a construcio de
varios tipos de biplot, com formatos e qualidade de impressao ajustdveis. Utilizando a técnica
da decomposi¢do de valores singulares e o dimensionamento dos rétulos apds a decomposi¢ao,
em Lipkovich e Smith (2002) encontramos uma descri¢do de um conjunto de macros para o
Microsoft Excel© que podem ser usadas para construir um grafico biplot utilizando resultados de
vdrias técnicas estatisticas multivariadas tais como a andlise de componentes principais, anélise
de correlagdo canonica, anélise discriminante, escalonamento multidimensional e andlise de

correspondéncia.

No estudo de Salinas ef al. (2013) com a utiliza¢do do biplot em dados de indicadores de
ciéncia e tecnologia na avaliacdo do desempenho das 25 universidades mais bem classificadas
no ranking mundial baseada nas varidveis: Pesquisa (volume, receita e reputagdo), Citagao
(Influéncia em pesquisa), Perspectiva internacional (funciondrios, alunos e pesquisadores) e
Ensino (ambiente de aprendizagem), que sdo utilizadas pelo The World University Ranking,
mostrou que citacdes e perspectiva internacional ndo se correlacionam com pesquisa e ensino; que
pesquisa e ensino sdo altamente correlacionadas. E também encontrou quatro clusters distintos
de universidades: um formado por universidades com valores mais elevados no ensino e pesquisa
(por exemplo, Harvard, Yale, MIT), melhor desempenho em citacdes (Pennsylvania e California
LA), as universidades que apresentam o desempenho mais baixo em todos os indicadores (Duke,
Cornell e Michigan) e, no tltimo cluster, formado por universidades caracterizadas pelo alto valor

no cendrio internacional (University College, Imperial College, Toronto e British Columbia).

3.8.6 Exemplo de um biplot

O primeiro passo para a constru¢do de um biplot € decompor a matriz original como
produto de duas outras matrizes que sejam ortogonais. Uma alternativa para obter essas matrizes
¢ a decomposicdo em valores singulares (SVD, j4 apresentado anteriormente), que também foi
utilizada por Gabriel (1971). Para ilustrar o método, vamos considerar como referéncia a matriz

utilizada nessa pesquisa.
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Suponha uma matriz A de ordem 4x3, de posto dois, cuja forma fatorada seja

A=UV!
A = U vT
2 2 -4 2 2
2 1 =3 |2 1 10 —1
0 -3/2 3/2| |0 =3/2| [0 1 —1
—1 —1/2 3)2 -1 —1/2

A matriz U € composta por quatro vetores [uy, ..., us] € representa os casos da matriz A e
a matriz V é composta de 3 vetores [vy,...,v3] e representa as varidveis ou colunas da matriz A.
Cada vetor representa um par ordenado que pode ser posicionado como um ponto no gréfico
biplot.

Para quaisquer dois vetores, ii ¢ V, por exemplo, com n elementos cada um, o produto

T

escalar entre u e v pode ser escrito como u' V= ujvy +upva,...,UpVy.

Portanto, cada elemento de A € resultado do produto escalar entre os vetores u e v.
Por exemplo, A1} = ujv; = 2 2] [1 0] =2, Aoz =upv3 =[2 1] [-1 —1]T = =3 e assim

sucessivamente.

Na Figura 2 temos uma representacdo da matriz A no biplot. Os pontos na cor em
vermelho em formato de tridngulos sdo os vetores da matriz U = [uy,up,u3, us4] que representam
as categorias da varidvel disposta nas linhas de A, os pontos na cor azul (em formato do simbolo
losango) sdo os vetores da matriz V! = [v1,v2,Vv3], que representam as categorias da varidvel

disposta nas colunas da matriz A.

A localizacao dos pontos no grafico (em vermelho) indica que quanto mais proximos
esses pontos estiverem um do outro, mais similares serdo as categorias (da varidvel) representadas
por esses pontos. Outro resultado do biplot a destacar € a indicacdo de possiveis interagdes entre
linhas e colunas da matriz. Pontos concentrados na regido na direcdo de um segmento de reta

podem indicar a existéncia de associag¢do entre as varidveis da matriz.

Os segmentos de reta (cor azul) na figura foram construidos a partir da origem, coordena-
das (0,0), e conectam a cada ponto do vetor V. Por exemplo, o segmento de reta v1 é formado
pela linha que conecta a origem e o ponto da coordenada v1=(1,0), v2 é a linha entre a origem e
o ponto da coordenada v2=(1,0) e o segmento de reta v3 é a linha entre a origem e o ponto da

coordenada v3=(-1,-1).

Em um biplot, o comprimento de um segmento de reta indica uma medida de variabilidade

da categoria da varidvel. O cosseno do angulo formado entre dois segmentos de reta fornece
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Figura 2 — Exemplo de um gréfico biplot das projecdes da matriz U na matriz V

Biplot 1 - Projecées de {U} em {V}
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Fonte: Elaborada pelo autor.

uma medida da correlagdo entre essas categorias. Angulos retos indicam auséncia de correlagio,
enquanto obtusos e agudos indicam correlagdo negativa e positiva, respectivamente (SALINAS
etal., 2013).

No exemplo do biplot, note que o Angulo formado pelos segmentos de reta v1 e v2 forma
90°, portanto a correlacio entre essas duas categorias é zero. No caso dos segmentos V2 e v3, 0
angulo formado € obtuso, mede 1307, portanto, a associacdo entre essas duas varidveis € negativa
com valor —0.7071 = cos(135°).

Os vetores (cor vermelha) perpendiculares ao segmento v3 representam a projecdo dos
pontos (que sdo as linhas da matriz A) no segmento de reta v3. Essas projecdes sdo ortogonais,
ou seja, formam um angulo de 90° com v3, e os valores da matriz original podem ser recuperados

utilizando essa projecao.

A distancia do segmento formado entre o ponto O e a projecao do ponto u2 no segmento
v3 multiplicado pela distincia do segmento v3 & igual ao valor correspondente da matriz original
A. Vamos a um exemplo, suponha que a distancia entre o ponto O e o ponto v3 (comprimento de
[v3|| = v/(=1)2+ (—1)2 = 1.4142. A distancia entre a projecdo do
ponto u2 no segmento v3 e a origem € obtida através da Equagdo: projecdo(u2) = ||u2|| cos(0),

v3) € anorma de v3, ou seja,



3.8. Simulagdo 71

onde 6 € o dngulo formado pelos segmentos u2 e v3. Para encontrar o valor de cos(6) usamos a
expressao, cos(0) = % Substituindo os valores, encontramos cos(0) = —0.9487, entdo a
projecio(u2) = v/5 —0.9487 = —2.1213. Portanto, o valor de Ax3=14142%(-2.1213) = 3.
Da mesma forma, todos os valores da terceira coluna de A;; podem ser obtidos. Para obter os
valores das outras colunas, é preciso fazer as projecoes de todos os pontos de {U } nos segmentos

vlev2.

As combinagdes lineares entre linhas e colunas podem ser visualizadas no biplot utili-
zando os valores médios de cada varidvel calculados da seguinte forma (BRADU; GABRIEL,
1978):

1d 1 3 1d 1 3 1 1
U I;]le 4( +2+ ) 7 ¢ U2 Iizlulz 4( + 5 2) 1
c
1i (1+0-1)=0 li‘, Lo+1-1)=0
Vv = — V9i; = — _ = e V = — Vy; = — —_ =
1. -]j:1 1j 3 2. Jj:1 2i 3

e através do produto escalar obter as médias das linhas, colunas e média geral, respectivamente,

0
(1) a;. = u; Vv, = p.e.aj. = [2 2} [O] =0 que corresponde a média da linha A ;

1
(i) a ;= u Vi = p.e.aj= [% ﬂ [ ] :% que corresponde a média da coluna A y;

0

O] =0 que corresponde a média geral da matriz A

(iii) a. =u' a. => pe.a;= [% ;J [

A nossa proposta de trabalho nesse tema vai utilizar os resultados das estimativas dos
parametros do modelo de associacdo RC(K) obtidos através das simulacdes MCMC e construir

o gréfico biplot.

3.8.7 Regibes de credibilidade no modelo de associacao

Problemas de incertezas nas exposi¢des da andlise de varidveis bidimensionais podem
ocorrer em situagdes onde as estimativas sdao obtidas por meio de métodos de simulacdo. Em
casos dessa natureza, é recomenddvel tracar circulos de tolerancia em torno dos pontos, centrados
na média desse conjunto de estimativas. Sob a suposi¢dao de normalidade das estimativas, esse
procedimento faz com que a variagdo amostral das estimativas seja ignorada e os circulos de
tolerancia podem ser considerados com regides de confianca ou de credibilidade (MILAN;
WHITTAKER, 1995).

No modelo de associacdo RC vamos produzir regidoes de credibilidade em torno das

estimativas dos parametros ou nuvens de pontos, que serdo originadas apds a aplicacao da
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metodologia do procrustes. Essas regides irdo permitir, por exemplo, visualizar a intesec¢ao
das nuvens de pontos no gréifico bidimensional e consequentemente sugerir indicios varidveis
semelhantes, agrupamentos ou diferencas entre varidveis. Em conjunto com o biplot, os resultados
graficos atuardo como um suporte nas andlises das estimativas dos parametros do modelo de

associacdo RC.

A Figura 3 ilustra dois exemplos graficos de intervalos de credibilidade de 90% para
uma tabela de contingéncia de ordem 4 x 5, obtida através de dados simulados, apds a aplicacdo

da metodologia de procrustes.
Figura 3 — Gréfico exemplificativo de regides de credibilidade construidos apds a aplicacio do procrustes

Linhas (p=10.8 ): 5000 pontos Colunas(p= 0.8 ): 5000 pontos
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

SELECAO DE MODELOS

4.1 Aplicacao

Nesse capitulo iremos tratar da aplicac@o da proposta de trés formas distintas. Primeiro
iremos aplicar a metodologia do trabalho em uma tabela de contingéncia simulada utilizando
parametros conhecidos. Em um segundo momento, aplicaremos o modelo em uma tabela de
contingéncia utilizada por outros autores, para fins de compara¢ao dos resultados e, por fim,

aplicaremos em trés conjunto de dados reais na drea de educacao.

Na etapa de teste do algoritmo desenvolvido para atender as propostas do trabalho
usaremos inicialmente uma tabela de contingéncia simulada com parametros da distribui¢ao
Poisson, previamente conhecidos, para a validacao do c6digo computacional desenvolvido e do
modelo proposto. A justificativa € que diante do uso de parametros conhecidos, esperamos que
o codigo desenvolvido possa espelhar a metodologia proposta do trabalho, e assim obtermos
os resultados das estimativas simuladas proximas das estimativas reais utilizadas para gerar a
tabela de contingéncia. Com o mesmo objetivo, iremos aplicar o método em um conjunto de
dados ja utilizado em trabalhos anteriores e comparar os resultados para sabermos se o c6digo

computacional estd adequado para utilizacdo em dados reais.

A Tabela 4 apresenta os parametros utilizados para simular uma tabela de contingéncia
de dimensio 4x5. Por simplifica¢do, optamos por n4o colocar os valores de ¢’s na tabela, cujos

valores foram fixados iguais a 1. Nesse exemplo, utilizamos um valor fixo para K=2.
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Tabela 4 — Valores dos parametros utilizados para geracao da tabela de contingéncia

A=4,0 AF=-0,6 1 =086 | wi=0,5|v;; =05 [wvy=-0,02
AR=-0,5{2A5=-0,4| o1 =-0,34 | u0n=0,5 | viz=—-0.29 | vp=0,76
AM=-03[2A5=0,2 | u3=-0,37 | u2=0,5| vi3=0.07 | v»3=0,52
AF=02 | A =03 | gy =-0,06| g =0,5| vig=—0,55 | vo4 =0,02
AfF=06 | A1£=0,5 Vis=0,53 | v5=0,39

Fonte: Elaborada pelo autor.

A tabela de contingéncia (Tabela 5) foi construida utilizando um algoritmo que desen-
volvemos na linguagem R Core Team (2022), que simula uma distribui¢cao Poisson para cada
casela (i,j), utilizando os parametros descritos na Tabela 4. O resultado obtido ¢é a tabela de

contingéncia,

Tabela 5 — Tabela de contingéncia simulada para validar o c6digo computacional

Categorias das colunas
Colunal Coluna2 Coluna3 Colunad4 Coluna5 Total

Categorias das linhas

Linha 1 577 3 22 2 858 1.462
Linha 2 3 31 21 208 16 279
Linha 3 12 20 22 437 16 507
Linha 4 53 26 57 159 73 368
Total 645 80 122 806 963 2.616

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os dados da tabela de contingéncia (Tabela 5) foram submetidos ao programa computaci-
onal desenvolvido nessa pesquisa. Para obtermos as estimativas dos parametros implementamos
o algoritmo de Metropolis-Hastings. Utilizamos a distribuicio Normal como densidade geradora
de candidatas. Foram realizadas 5.000 simulag¢des, com descarte (burn-in) dos 500 primeiros
resultados logo apés aplicar saltos de tamanho 50, para reduzir a autocorrelacdo. Para cada
uma das 5.000 iteragdes, o algoritmo aplica o que chamamos de “delay”, ou retardo, isto €, a
rotina calcula 50 estimativas mas retorna apenas o ultimo valor calculado, totalizando 250.000

iteragoes.

A Tabela 6 apresenta comparagdo entre os valores dos parametros conhecidos e os
estimados através da simulacdo MH, pela mediana (que representa o valor mais concentrado da

nuvem de pontos) dos valores da distribuicao a posteriori.
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Tabela 6 — Resultado da comparacio entre as estimativas obtidas por metodologias distintas

Pardmetro  Método proposto Pardmetro  Método proposto
utilizado utilizado
Real 1Co2s  1Co.975 Real 1G5 1Co.975

A 4,00 (3206 3.768) U2 -0,437 (-0.313  0.201)
AR -0,50 (-0918 0.392) ux» -0,328 (-0.892  0.060)
AR -0,30 (-0.734  0.049) uz -0,613 (-0.253  0.858)
AR 0,20 (-0.478 0.317) pa -0,569 (-0.553 0.718)
AR 0,60 (0.265 0911) vi; 0,557 (1.127  1.530)
AL -0,60 (-0.438  0472) v -0,296 (-1.402 0.319)
AL -0,40 (-1.736  -0.444) w3 0,071 (0.335 0.297)
A 0,20 (-0.610 0.168) wviu -0,557 (-2.350 -1.307)
AL 0,30 (-0.138  1.091) wvis 0,533 (1.042  -1.446)
ASC 0,50 (0.196 0.933) vy -0,019 (-0.329  0.768)
M1 0,861 (1957 2646) vxn 0,757 (-0.839  0.271)
W21 -0,340 (-1.247 -0.730) va3 0,520 (-0.579 0.570)
H31 -0,372 (-1.264 -0.845) v 0,019 (-0.088 0.628)
Hay -0,063 (-0.439  0.033) a5 0,392 (-0.631 0.413)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota — ICy 925 € ICp 975 sdo os intervalos de credibilidade de 0.025 e 0.975, respectivamente.

Os resultados da Tabela 6 mostram que as estimativas obtidas pelo método proposto
estdo proximas dos valores reais. Grande parte dos pardmetros estimados, estdo contidos no
intervalo de credibilidade (quantil 0.025 e 0.975). Embora a casos em que o valor real esta fora
do intervalo de credibilidade, uma possivel explicacdo estd no fato de que os valores reais estao
submetidos a diferente regra de identificabilidade, a referéncia para o procrustes nao sao os
valores reais dos pardmetros, que em geral nao estdo disponiveis, mas sim a primeira ocorréncia
dos parametros estimados na sequéncia de simulagdes. Feitas essas consideragdes, inferimos que

o método esta funcionando corretamente.

Os gréficos “trace plots” para todos os parametros poderao ser vistos na secao Secdo D.1
do Apéndice D. Uma primeira inspecdo visual desses graficos “trace plots” sinalizam evidéncias
da convergéncia do método, a média estd estabilizada e poucos pontos estao fora dos limites de
5% e 95% dos dados.

A avaliagdo da convergéncia foi realizada através da estatistica de Gelman e Rubin
(1992). A tabela com os resultados, bem como os graficos podem ser encontrados na sessao
Secdo D.2 do Apéndice D.

As distribuicdes a posteriori para os parametros estimados apresentaram um comporta-
mento regular, com forma semelhante a de uma distribui¢do normal e sugerindo indicios de que
as estimativas estdo dentro dos padrdes aceitdveis. Para fins de conferéncia, todos os graficos

das autocorrelagcdes e das distribuicdes podem ser encontrados na Secao D.3 e Secdo D.4 do
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Apéndice D.

Antes de entrarmos na etapa de visualizacdo gréfica, precisamos checar se a ordem do
modelo de associacdo € a mesma que utilizamos para gerar os dados. Nesse caso, aplicamos os
algoritmos de RIMCMC que desenvolvemos, num total de 5.000 iteragdes com descarte dos 500

primeiros valores e salto de 20 unidades para reduzir a autocorrelagao.

Ao término da simula¢do do RIMCMC, o modelo mais visitado foi que apresentou um
valor de K = 2,com 69% do total de visitas, como mostra a Tabela 7. Esse valor coincide com
o mesmo valor de K que foi utilizado para gerar a amostra. Sendo assim, podemos concluir
que para essa amostra, o método e o algoritmo para deteccao do valor de K estdo funcionando

corretamente.

Tabela 7 — Visitas dos modelo para estimar K

Valores de K 0 1 2 3
Quantidade de visitas | 0 324 3.443 1.234
Proporcdo de visitas | 0% 6% 69%  25%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Constatado que o valor de K=2, temos as ferramentas para discutir a abordagem grafica
do modelo de associacdo. Com relagdo as regides de credibilidade calculadas para a tabela de
contingéncia simulada, as Figura 4 (a) e Figura 4 (b) mostram as regides confianga tanto para os

dados das linhas quanto para as colunas, respectivamente.

Podemos observar nessas imagens que além das regides de confian¢a nio estarem bem
distribuidas no espago bidimensional, elas estdo concentradas ao logo do eixo x e parece nao

haver sinais de agrupamento a serem checados.
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Figura 4 — Representacdo grafica das regides de credibilidade de y;; e v;;

Regides de Credibilidade p/ Linhas (p= 0.9 ): 5000 pontos Regides de Credibilidade p/ Colunas (p= 0.9 ): 5000 pontos

Eixo 2
0

P
:

@
.

Eixo 1 Eixo 1

(a) Efeitos das linhas (u;;) (b) Efeito das colunas (v;;)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma breve inspe¢do visual da Figura 4, pela nossa percep¢do € que com uma precisdo de
80%, provavelmente nenhuma das linhas da Figura 4 (a) serao agrupadas, por outro lado, com as
colunas da Figura 4 (b), temos um forte indicio de que a primeira e a tltima coluna poderao ser

agrupadas, pois as regides estdo interceptando-se quase que totalmente.

Ainda através dos mesmos gréficos, adicionamos segmentos de reta na forma de vetores

partindo da origem até o centro de cada regido e com a mesma escala da Figura 4.
Figura 5 — Representacdo grafica das regides de credibilidade de u;; e v;; com segmentos de retas

Regides de Credibilidade pf Linhas (p= 0.9 ): 5000 pontos Regides de Credibilidade p/ Colunas (p= 0.9 ): 5000 pontos

Eixo 2
0

Eixo 2
0

T T ; T T T T T i T T T
2 B 0 1 2 3 2 B 0 1 2 3

Eixo 1 Eixo 1

(a) Efeitos das linhas (u;;) (b) Efeito das colunas (V;;)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos duas formas de representacdo do biplot, uma na forma de regides de credibilidade
e outra utilizando apenas os segmentos de retas (conforme ja visto separadamente na figura

anterior). No primeiro caso, temos a Figura 6 como resultado.
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Figura 6 — Biplot para a amostra

Regides de Credibilidade Biplot (p= 0.9 ): 5000 pontos

Eixo 2
0

Eixo 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para o segundo caso, a representacdo do biplot através de segmentos de reta estd na
Figura 7. Essa forma de representacdo nos permite fazer inferéncias a respeito da associacao

existente entre linhas e colunas da tabela de contingéncia simulada.

Figura 7 — Biplot para a amostra

Biplots: Média 5000 pontos

Eixo 2

Eixo 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na Figura 7 os segmentos na cor azul representam as estimativas da categoria das linhas
da tabela de contingéncia e na cor vermelha representam as estimativas das categorias das
colunas. Em termos de associagdo, por exemplo, temos uma forte associa¢ao entre as linhas 2 e
coluna 2 da tabela de frequéncia (o angulo formado entre esses dois segmentos € muito proximo
de zero). As colunas 2 e 5 também possuem uma associacdo significante com a linha 1. A linha 1
e a coluna 4 possuem associacdo negativa (angulo de quase 180 graus, cujo cosseno estd proximo

de -1). A linha 1 possue a maior dispersdo dos dados seguido da coluna 4.

4.1.1 Comparacao do desempenho do método proposto com uma

metodologia conhecida (um estudo de caso)

Para compararmos o desempenho dos resultados obtidos através da metodologia proposta
nesse trabalho, vamos aplicar o método em uma tabela de contingéncia de dimensao 5 x 5 (I=5,
J=5), originados do artigo de Wermuth e Cox (1998), que sdo resultados de pesquisas com adultos
na Alemanha Ocidental, em que as contagens apresentadas foram obtidas pelo cruzamento do
tipo de escolaridade forma e a faixa etdria de todos os entrevistados durante os anos de 1991 e
1992. Esse mesmo exemplo também foi utilizado por Kateri e Iliopoulos (2003), Jackson, Gray e

Fienberg (2008) e Kateri (2014a). As quantidades se encontram na Tabela 8 a seguir.

Tabela 8 — Classifica¢do de adultos de acordo com a faixa etdria e escolaridade

Faixa etaria

Escolaridade 1829 3044 45-59 60-74 >74 Total
Bésico incompleto 12 13 12 20 7 64
Basico completo 215 507 493 460 137 1.812
Ensino Médio 277 300 192 126 38 933
Meédio superior 52 91 47 15 6 211
Intensivo 233 225 102 74 19 653
Total 789  1.136 846 695 207 3.673

Fonte: Adaptada de Kateri e Iliopoulos (2003).

Inicialmente os dados da tabela de contingéncia (Tabela 8) foram submetidos ao algoritmo
de MH e os resultados foram comparados com os publicados no artigo de Kateri e [liopoulos
(2003). A Tabela 9 apresenta a comparagdo dos valores estimados obtidos utilizando as duas
metodologias. Por questao de visualiza¢ao, iremos omitir as estimativas dos efeitos linhas e
colunas, porque os resultados do estudo ndo contemplam essas estimativas, o que impede de

realizar essas comparagdes.

Os resultados da Tabela 9 indicam que os métodos sdo semelhantes, os valores das
estimativas dos efeitos das linhas e das colunas entdo contidos, em sua maior parte, dentro do
intervalo de credibilidade e ndo apresentam grandes discrepancias significativamente grandes. O

valor de K resultante da aplicagdo da metodologia proposta para os dados do artigo foi de K=2,
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Tabela 9 — Resultado da comparacao entre as estimativas obtidas por metodologias distintas

Meétodo al- Método proposto Meétodo al- Método proposto
ternativo ternativo
Mediana ICO‘025 IC0,975 Mediana IC()’()25 IC().975

M1 -0,575 (-1.186 0.140) wvi; 0,529 (0.552 1.103)
U1 -0,484 (-0.938 -0.381) vi2 0,428 (0.083 0.710)
u31 0,168 (-0.065 0.528) vi3 0,073 (-0.445 0.264)
Hay 0,517 (0.009 0.998) wvi4 -0,520 (-0.910 0.228)
Hs1 0,374 (0.176  0.827) vis -0,511 (-1.111  0.068)
M2 -0,431 (-0.533 0.614) vy -0,684 (0.072  0.694)
H22 0,605 (-0.642 0.155) vx» 0,400 (-0.507 0.327)
U3 -0,209 (-0.259 0.522) vy 0,573 (-0.685 0.274)
Ha 0,467 (-0.634 0.276) Vv -0,181 (-0.441  0.459)
Us2 -0,432 (-0.112  0.618) Va5 -0,107 (-0.606  0.490)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota — ICy 925 € ICp 975 sdo os intervalos de credibilidade de 0.025 e 0.975, respectivamente.

o mesmo valor que foi considerado no artigo. Logo sugere-se que a metodologia proposta esta
consistente para esses dados comparativos.

Em termos de agrupamento de linhas e colunas, de acordo com o trabalho de Kateri e
[liopoulos (2003), o modelo alternativo sugeriu o agrupamento das linhas 1 e 2 e das colunas
4 e 5. Na metodologia proposta, 0 mesmo agrupamento também foi sugerido pelo grafico do
biplot. Isso indica que a metodologia proposta é valida. Graficamente, podemos visualizar esses

resultados através da Figura 8 a seguir,
Figura 8 — Representagdo gréfica das regides de credibilidades de p;; € v;; para o modelo estimado

Regides de Credibilidade p/ Linhas (p= 0.9 ): 20000 pontos Regibes de Credibilidade p/ Colunas (p= 0.9 ): 20000 pontos

15

1.0

%
2
0

Eixo 2
05 00
I

Eixo 2
05 00
I

-1.0

Eixo 1 Eixo 1

(a) Regides de credibilidade para as linhas de u;;  (b) Regides de credibilidade para as colunas de v;;

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A representacdo grafica do biplot nesse caso € mostrada na Figura 9. Como as regides
estdo concentradas umas proximas das outras, a andlise de associa¢do pode ser mais complicada
e como alternativa, vamos utilizar o biplot com os segmentos de retas, como o apresentado na
Figura 10. Embora os artigos ndo tragam uma anélise mais pontual das associagcdes, faremos

aqui alguns comentdrios que achamos pertinentes.

Figura 9 — Representacdo gréfica do biplot para as estimativas de (;; e v;; para o modelo estimado
comparativo

Regides de Credibilidade Biplot (p= 0.9 ): 20000 pontos
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05
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-1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Eixo 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 9 indica que a ha uma associagdo forte entre as linhas 3 e 5 com a coluna 1
(escolaridades ensino médio e intensiva e a faixa etdria de 18 a 29 anos), também entre o ensino
médio superior com a faixa etdria de 30 a 44 anos. O ensino basico completo estad associado
negativamente com a faixa etaria de 18 a 29 anos. H4 associac¢do entre o ensino bdsico incompleto

com adultos acima de 60 anos.
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Figura 10 — Representacdo gréfica do biplot para as estimativas de ;; € V;; para o modelo estimado
comparativo

Biplots: Média 20000 pontos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O estudo comparativo serviu como balizador da metodologia proposta bem como para a
validacdo dos cédigos computacionais. Novamente, da mesma forma que a aplicacdo utilizando
dados simulados, os resultados se mostraram satisfatdrios, esse fato reitera a adequabilidade do

modelo proposto e dos cédigos desenvolvidos.

Os graficos trace plots, de convergéncia da cadeia, bem como as distribui¢des a posteriori
e de auto correlacdo, podem ser encontrados em Se¢do D.5, Sec¢do D.6, Secdo D.7 e Secdo D.8
do Apéndice D.

4.2 Aplicacao em dados reais

Nesta secdo, iremos aplicar a metodologia proposta em trés diferentes tabelas de contin-
géncia, construidas com dados reais da drea da educacio. A ideia € avaliar a associacdo entre o
desempenho no Enem 2023 (Exame Nacional do Ensino Médio) de estudantes da rede estadual
de ensino e a escolaridade dos pais ou responsaveis. Elegemos os desempenhos nas provas
de linguagens suas tecnologias (ou simplesmente linguagens), matematica e suas tecnologias
(vamos utilizar apenas o termo matemadtica) e na prova de redagdo. Os detalhes da selecao dos

dados e construcgao das tabelas serdo apresentados a seguir.
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4.2.1 Exame Nacional do Ensino Médio - Enem - contextualizacao

Criado em 1998, o Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) tem como objetivo avaliar
o desempenho dos concluintes do ensino médio no Brasil. A partir do ano de 2009, passou a ser
um dos principais meios de ingresso nas Universidades Federais. O Exame mede as competéncias
e habilidades dos estudantes por meio de uma redacio e provas objetivas que abrangem quatro

areas do conhecimento: linguagens, ci€ncias humanas, ci€ncias da natureza e matematica.

As provas do Enem sdo aplicadas pelo Inep (2025) e os resultados do Enem sdo de
grande importancia tantos para os candidatos quanto para as universidades, para a sociedade,

unido estados e municipios. Sao vdrias as finalidades, dentre as principais podemos citar:

e Autoavaliacdo e inser¢ao no mercado de trabalho;
e Referéncia nacional para aperfeicoamento dos curriculos do ensino médio;
e Acesso a educagdo superior € aos programas governamentais de financiamento;

e Instrumento de sele¢ao para o mundo do trabalho desenvolvimento de estudos e indicadores

sobre a educagdo brasileira.

Desde sua criacdo em 1998, o Enem passou por mudangas, mas manteve seu objetivo
de avaliar os conhecimentos dos estudantes. Em 2009, o Enem passou por uma reformulagao

metodoldgica, alterando as suas Matrizes de Referéncia.

Essa reformulagdo visou melhorar a avaliagdo dos conhecimentos dos estudantes e sua
preparagdo para a educacio superior. A aplicacdo do Enem inclui a producdo de diferentes
cadernos para cada prova, com questdes organizadas em ordem diferente, para prevenir fraudes.
Os participantes respondem a um questiondrio socioecondmico, que em 2023 contava com
25 questdes, dentre elas, o nivel de escolaridade dos pais. Essas mudangas visam melhorar a

seguranca e a acessibilidade do Exame.

O Quadro 1 apresenta a descri¢do dos componentes curriculares para cada drea do

conhecimento.
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Quadro 1 — Descricio das Areas de Conhecimento e Componentes Curriculares do Enem

Area do conhecimento Componentes curriculares
Linguagens, cédigos e suas tecnologias Lingua Portuguesa, Literatura, Lingua
(linguagens) Estrangeira (Inglés ou Espanhol), Artes,

Educacdo Fisica e Tecnologias da Infor-
macdo e Comunicagao

Ciéncias humanas e suas tecnologias Historia, Geografia, Filosofia e Sociolo-
gia

Ciéncias da natureza e suas tecnologias Quimica, Fisica e Biologia

Matemitica e suas tecnologias (matematica) Matematica

Fonte: Adaptada de Inep (2023).

Para esse trabalho, escolhemos analisar o desempenho dos participantes do Enem 2023
das areas de conhecimento de linguagens, matematica e redacdo, por serem as disciplinas mais

cobradas em diversos exames nacionais € internacionais.

4.2.2 Microdados do Enem 2023

O Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira Inep (2025)
disponibiliza informag¢des detalhadas sobre o Enem, incluindo as provas, os gabaritos, as infor-
magcdes sobre 0s itens e as notas, € 0 questiondrio socioecondmico respondido pelos inscritos no
exame. Os dados sdo disponibilizados em formato “.csv”, os inputs para a leitura desses arquivos
foram elaborados utilizando os softwares SAS, SPSS e R. Os inputs trazem a possibilidade de
carregar os rétulos juntamente com os dados. Todas essas informagdes estdo disponiveis no
arquivo “Microdados-Enem-2023" e em uma planilha especifica para os itens. Além disso, um

diciondrio fornece explicacdes sobre as varidveis contidas em cada base de dados.

4.2.2.1 Uso da TRI para calcular as notas do Enem

O Enem utiliza a Teoria de Resposta ao Item (TRI) para calcular as notas dos participantes
e analisar os itens da prova. A TRI é um conjunto de modelos mateméticos que relaciona a
probabilidade de um participante responder corretamente a uma questdo com seu conhecimento
na drea avaliada e as caracteristicas dos itens. Leitores familiarizados com o tema, podem se

abster da leitura dessa subsecao.

Um aspecto importante da TRI € que ela considera a particularidade de cada item, o que

significa que as notas ndo dependem apenas do total de itens da prova, mas sim de cada item
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individualmente. Isso permite que dois participantes com a mesma quantidade de acertos sejam

avaliados de forma diferente, dependendo de quais itens estio certos e errados.

No Enem, a TRI € utilizada para calcular a profici€éncia dos participantes, considerando
ndo apenas o nimero de acertos, mas também os parametros dos itens e o padrao de respostas. A

TRI permite uma avaliagdo mais precisa e detalhada das habilidades dos participantes.

Em cada drea do conhecimento sdo avaliadas 30 habilidades distribuidos em 9 competén-
cias em linguagens e 7 competéncias em matemadtica. A nota final € um valor entre 0 e 1.000
pontos. Para esse trabalho, foram criadas faixas de notas de forma a termos 5 categorias por drea

de conhecimento.

Maiores detalhes sobre TRI e suas aplicacdes podem ser consultados em Lawley (1943),
Lord (1952), Andrade, Tavares e Valle (2000), Klein (2003), Baker e Kim (2004), Jackson, Gray
e Fienberg (2008).

4.2.2.2 Nota da prova discursiva (redacdo) no Enem

Para a nota da prova discursiva no Enem, € disponibilizado um Manual de Redac¢do do
Enem 2023 que esta disponivel para auxiliar os usudrios, fornecendo informagdes sobre a Matriz
de Referéncia e amostras comentadas de reda¢des que receberam pontuagdo maxima no Enem

no ano anterior (2022).

A prova discursiva de cada participante € avaliada por, pelo menos, dois professores
graduados em letras ou linguistica, de forma independente, sem que um conhega a nota atribuida
pelo outro. O desempenho de cada participante serd avaliado individualmente pos cada um dos

professores, de acordo com os critérios do Quadro 2.

Quadro 2 — Critérios para avaliacdo do desempenho na prova de redacdo no Enem 2023.

Competéncia | Descricdo

Competéncia I | Demonstrar dominio da modalidade escrita formal da lingua portuguesa;
Competéncia Il | Compreender a proposta de redagao e aplicar conceitos das vérias dreas de
conhecimento para desenvolver o tema, dentro dos limites estruturais do
texto dissertativo-argumentativo em prosa;
Competéncia III | Selecionar, relacionar, organizar e interpretar informacoes, fatos, opinides
e argumentos em defesa de um ponto de vista;
Competéncia IV | Demonstrar conhecimento dos mecanismos linguisticos necessarios para a
constru¢do da argumentacio;
Competéncia V | Elaborar proposta de intervencao para o problema abordado, respeitando
os direitos humanos.

Fonte: Adaptada de Inep (2023).

Para cada uma das 5 competéncias, a avaliador ird atribuir uma nota entre 0 e 200 pontos
e a soma desses pontos das 5 competéncias (de 0 e 1.000) formard a nota final de cada avaliador.

A nota final da redagdo serd a média aritmética das notas dos dois avaliadores.
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4.2.2.3 Preparacdo da base de dados e das tabelas de contingéncias

Os microdados do Enem 2023 possuem um total de 3.933.955 de registros com 77
varidveis e foi preciso aplicar alguns filtros para chegar a um conjunto de dados de nossa

preferéncia.

Os primeiros filtros a serem aplicados foram: sele¢do apenas dos participantes que estao
cursando o ensino médio e irdo concluir até o final do ano corrente (2023), ser estudante de escola
publica da rede estadual ou escola privada, ser estudante do ensino regular, ndo ser participante
do Exame como treineiro, a escola atual estar localizado na zona urbana e o participante ser
brasileiro. Foram mantidos no banco de dados apenas as varidveis: “Nota da prova de linguagens
e Cddigos”, “Nota da prova de matematica”, “Nota da prova de redagao”, “Q001:Até que série
seu pai, ou o homem responsavel por voceé, estudou?”, “Q002:Até que série sua mae, ou a
mulher responsdvel por voce, estudou?”, “Nome do municipio da escola”, “Cédigo da Unidade
da Federacdo da escola” e “Numero de inscri¢ao (trata-se de uma mdascara € nao o seu ndmero
de inscricdo original no Enem)”. Com essas selecdes a base de dados ficou reduzida a 654.402

participantes.

O passo seguinte foi realizar o cruzamento da base de dados reduzida com uma base
de dados obtida no site do IBGE (2021) do Produto Interno Bruto per capita (PIB-pc) por
municipios do Brasil. Nesse caso, a chave tnica de ligacdo entre as bases de dados foi o cédigo
do municipio. A necessidade da informacado do PIB-pc € justificada pelo fato de precisarmos
selecionar participantes das escolas de municipios semelhantes em alguma caracteristica, por
exemplo, de mesmo porte socioecondmico. Uma das formas de fazer isso € a selecdo daqueles

municipios com o valor PIB-pc préximos entre si.

Para a aplicagdo da metodologia, foram selecionados os municipios com nimero de
habitantes entre 80.000 ¢ 90.000 moradores ¢ com PIB-pc entre R$00,00 e R$5.000,00 mensais.
Dessa forma, teremos um universo de participantes diversificados. Apds esses filtros, o conjunto

de dados reduziu para 11.451 participantes.

Os dados foram separados em 3 conjuntos por drea de conhecimento: linguagens, ma-
tematica e redacdo. Para evitar a ocorréncia e valores ausentes, foram considerados apenas os
participantes que estiveram presentes no dia da aplicacdo de cada prova que estamos conside-

rando.

As tabelas de contingéncias finais para as trés dreas de conhecimento foram construidas
categorizando as varidveis em 5 grupos cada: “Nota da prova de linguagens”, “Nota da prova
de matematica”, “Nota da prova de redacao”, “Q001” e “Q002”. As tabelas de contingéncias

resultantes serdo apresentadas nas proximas secdes.

O Quadro 3 apresenta a quantidade de participantes que foram selecionados para aplica-

cdo com dados reais por drea de conhecimentos.
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Quadro 3 — Quantidade de candidatos selecionados para aplicacdo da metodologia com dados reais por
drea de conhecimento.

Area de conhecimento | Quantidade de candidatos
Linguagens 11.415
Matematica 10.897
Redacao 10.859

Fonte: Elaborada pelo autor.

A descricdo completa e quantitativo de municipios por unidade da federacao selecionados

para o estudo com dados reais podem ser consultados no Quadro 9 e no Quadro 10 do Apéndice F.

4.2.3 Aplicacao 1: Desempenho na prova de linguagens.

A primeira aplicacdo em dados reais serd na avaliacdo do desempenho dos candidatos
selecionados na prova de linguagens segundo a escolaridade da mée. A escolha da figura feminina
foi subjetiva. A Tabela 10 detalha as categorias das linhas e das colunas da tabela de contingéncia

utilizada.

Tabela 10 — Desempenho dos candidatos do Enem 2023 na prova de linguagens segundo a escolaridade

da mae.
Desempenho da prova por faixa de valores
Escolaridade da mae 0a380 380a 440 a 510 a 560 a Total
440 510 560 1.000

Fundamental incompleto 162 307 752 448 272 1.941
Fundamental completo 89 191 522 405 271 1.478
Médio completo 189 417 1.199 1.320 1.189 4314
Superior/pds-grad. completo 62 171 647 809 1.287 2.976
Nao sabe/ndo estudou 83 144 251 148 80 706
Total 585 1.230 3.371 3.130 3.099 11415

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os dados da Tabela 10 foram submetidos ao algoritmo do MH para estimar os parametros
do modelo de associagdo proposto. No total foram realizadas 5.000 iteragcdes, com saltos de
tamanho 20 para reducdo da autocorrelacdo. Os descartes foram de (burn-in) das 500 observacdes

iniciais. Os resultados obtidos estao dispostos na Tabela 11.
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Tabela 11 — Parametros do modelo de associacdo referentes as notas da prova de linguagens estimados
via MH.

Valor Valor Valor Valor Valor
estimado estimado estimado estimado estimado

A 5725 AR 0106 AF -1,061  wy; o -0456 v 0,723

¢ 1,000 AX 0191 AF 0311 oy 0,117 vy -0487

¢» 1,000 AX 079 A 0669 pz; o 0352 viz -0,142
o) 212369 AR 0,194 A 0481 w0989 vy 0,348
— - AF 0903 A8 0225 w5 -0,767  wvis 1,005

— — — ti  -0,0617 vy 0,069
— - - - — — tn 0,113 vy 0,009
— — — tz  0,0498  vp3 0,121
— - - = — — te 0,038 vy -0,031
— - - Us2 0,081 %% 0,067

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota — (1) logaritmo da fun¢@o de verossimilhanga global

Ap6s a obtencao das estimativas, os dados da tabela de contingéncia foram submetidos
ao algoritmo de RIMCMC para obtencdo do melhor valor de K. Pela Figura 11, o modelo mais
visitado foi o que apresentou valores empatados com K = 1, com 52% de visitas seguido de k =

2 com 44% de visitas.

Figura 11 — Proporcdes simuladas para o valor de K - Prova de linguagens

Proporgdes simuladas para K
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:

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2.4 Procrustes das estimativas de |i;; e v;; para as notas da prova

de linguagens.

Aplicamos a técnica do procrustes para gerar as regioes de 90% de credibilidade tanto

para linhas quanto para colunas. O resultado é apresentado na Figura 12,

Figura 12 — Representacdo grafica das estimativas de ;; € V;; para o modelo estimado do desempenho na
prova de linguagens

Regides de Credibilidade pf Linhas (p= 0.9 ): 5000 pontos Regides de Credibilidade p/ Colunas (p= 0.9 ): 5000 pontos

Eixo 2
Eixo 2

-10 -05 0o 05 10 -10 05 0.0 05 10

Eixo 1 Eixo 1

(a) Grifico das linhas para L;; (b) Grafico das colunas para V;;

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que ap6s a aplicacgdo do procrustes, a Figura 12 apresenta as regides obtidas tanto
para linhas como para colunas e seus respectivos segmentos de reta. De acordo com o gréfico,
aparentemente nao existe uma distin¢do das nuvens de dados do ponto de vista do eixo 2. De
acordo com a Figura 12, visualmente, ndo temos evidéncias de indicativos de agrupamento tanto

nas linhas quanto nas colunas.

4.2.5 Biplot das estimativas de |;; e v;; para as notas da prova de

linguagens.

A representacdo do biplot para essa aplicacdo, com o valor de K igual a 1 ndo seria
possivel, porém, para fins didaticos, apresentamos o biplot, para o caso em que o modelo mais
visitado fosse K=2. Na Figura 13, as regides de linhas e colunas se apresentam bem sobrepostas e
com indicativo de associa¢do, note que ndo ha variabilidade com o eixo secunddrio, isso explica
o modelo mais visitado ser com K==1. Portanto, existe associa¢do entre as categorias das linhas
e das colunas da tabela de contingéncia para o desempenho na prova de linguagens, mas a

representacio do biplot nesse caso € apenas para fins didaticos.



90 Capitulo 4. Selegdo de modelos

Figura 13 — Representagdo do biplot para as estimativas de (;; € V;; para o modelo estimado do desempe-
nho na prova de linguagens.

Regides de Credibilidade Biplot (p= 0.9 ): 5000 pontos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Fazendo a representacdo do biplot da Figura 13 no formato de segmentos de retas, temos
os seguintes resultados: Existe uma associacao significante entre a linha 4 e a coluna 5, ou seja,
maior desempenho com maior nivel de escolaridade. Estdo associadas a linha 5 com a coluna
1, isto é, escolaridade desconhecida sem escolaridade associada a um menor desempenho na
prova de linguagens e suas tecnologias. A associacao entre a linha 3 e a coluna 4 indica que
o ensino médio completo estd associado com o desempenho intermedidrio na prova e por fim,
estdo associadas negativamente as linhas 1 e 5, com as colunas 5 e 6, bem como as linhas 3 e 4
com as colunas 1 e 2, o que reforca que escolaridades mais baixas esta associadas negativamente

(de forma oposta) com as notas mais altas. Se, por hipétese, considerando K = 2.
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Figura 14 — Representa¢do do biplot na forma de vetores para as estimativas de ;; € v;; para o modelo
estimado sobre os dados do desempenho na prova de linguagens.

Biplots: Média 5000 pontos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os graficos trace plots, de convergéncia da cadeia, bem como as distribui¢des a posteriori
e de auto correlacdo, resultantes das simula¢des sobre os dados do desempenho na prova de
linguegens, podem ser encontrados em Secdo D.9, Secdo D.10, Secao D.11 e Secao D.12 do
Apéndice D.

4.2.6 Aplicacao 2: Desempenho na prova de matematica.

A segunda aplicacdo em dados reais constituiu na avaliagcdo do desempenho dos can-
didatos selecionados na prova de matemdtica segundo a escolaridade do pai. A escolha pela

escolaridade do pai foi subjetiva. A tabela de contingéncia utilizada est4 representada pela
Tabela 12.
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Tabela 12 — Desempenho dos candidatos do Enem 2023 na prova de matemadtica segundo a escolaridade

do pai.
Desempenho da prova por faixa de valores
Escolaridade do pai 0a380 380a 470 a 590 a 700 a Total
470 590 700 1.000
Fundamental incompleto 354 874 877 447 120 2.672
Fundamental completo 123 354 448 318 89 1.332
Médio completo 272 752 1.197 998 384 3.603
Superior/pds-grad. completo 62 194 413 615 438 1.722
Nao sabe/ndo estudou 1.063 544 477 230 65 1.568
Total 585 2.718 3412 2.608 1.096  10.897

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os dados da Tabela 12 foram submetidos ao algoritmo do MH para estimar os parametros
do modelo de associacdo proposto. No total foram realizadas 5.000 itera¢des, com saltos de
tamanho 20, com descarte das primeiras 500 observacdes e um atraso de 100 rodadas para a
guarda do valor, isso significa que para guardar um conjunto de resultados sdo executadas 100

iteracdes. Os resultados obtidos estao dispostos na Tabela 13.

Os resultados da Tabela 13 se referem a mediana da distribui¢ao a posteriori. O maior
efeito para a categoria linha foi o que representa a escolaridade superior/pés-graduagdo (g =
1.155). Para as colunas, o maior efeito foi para categoria que representa o maior desempenho
dos estudantes (usp = 1.034).

Tabela 13 — Parametros do modelo de associagdo referentes as notas da prova de matematica estimados

via MH.
Valor Valor Valor Valor Valor

estimado estimado estimado estimado estimado

A 579 AR 0262 Af 0617  py <0565 vy -0,782

¢11 1,000 AFX 0370 Af 0364  py  -0,108  vip  -0,599

¢ 1,000 AFX 0644 AL 0641  pzy 0255 viz o -0,122
IL(e)M 122,860 AR -0229 A 0329  wy 1,155 vy 0,469
— - A$ 0305 AS -0716  ps; 0,738 wis 1,034

U1z 0,019 V21 0,099
— - - — — — t 0,162 vy 0,008
— - - — — — pz 0,093 vz 0,130
- - - - - - [ 2%%) 0,089 Vo4 -0,110
— - —  — — — Bs; 0,113 vps 0,107

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota — (1) logaritmo da funcdo de verossimilhanca global
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Submetemos os dados da tabela de contingéncia Tabela 12 no algoritmo do RIMCMC que
desenvolvemos para estimar o valor de K e o resultado € apresentado na Figura 15. Semelhante a
primeira aplicacao nos dados do desempenho na prova de linguagens, o modelo mais visitado
também foi o que representa o valor de K=1, com 88% de visitas, seguido do modelo para K=2
com apenas 12% de visitas. Para a construcao do biplot, também nesse caso, para fins didaticos,

aplicamos o procrustes.

Figura 15 — Proporcdes simuladas para o valor de K - Prova de matemaética

Proporgdes simuladas para K
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.7 Procrustes das estimativas de |;; e v;; para as notas da prova

de matematica.

Para a construcao das regides de credibilidade € fundamental a aplicacdo do procrustes.
As regides com 90% de credibilidade para 5.000 simulagdes para linhas estdo na Figura 16 (a).
Uma avaliagdo preliminar indica que pode haver um agrupamento entre as linhas 1 € 2 (ou seja,
escolaridade até o ensino fundamental completo). Também notamos que ha uma interse¢ao entre
as categorias 3, 4 e 5 (ensino médio completo ou mais, incluindo ndo sabe/nao estudou). Um

teste de agrupamento seria necessdrio para confirmar.

A Figura 16 (b) representa as regides de credibilidade das categorias das colunas da
tabela de frequéncia. Novamente, o grafico indica um possivel agrupamento das colunas “d” e “e”
(desempenho acima de 510 pontos) e a intersec¢ao dessas duas colunas com a coluna "c"(faixa
de notas de 440 a 510).
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Figura 16 — Representagdo grafica das estimativas de U;; € V;; para o modelo estimado do desempenho na
prova de matematica.

Regides de Credibilidade p/ Linhas (p= 0.9 ): 5000 pontos
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(a) Grafico das linhas para y;; (b) Grafico das colunas para v;;

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.8 Biplot das estimativas de |1;; e v;; para as notas da prova de
matematica.

A representagdo do biplot em termos de regides de 95% de credibilidade para esse caso é

mostrada na Figura 17. Para explorar as medidas de associagdo, vamos trabalhar com o biplot
representado por segmentos de retas.
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Figura 17 — Representagdo do biplot para as estimativas de (;; € V;; para o modelo estimado no desempe-
nho na prova matematica.

Regides de Credibilidade Biplot (p= 0.9 ): 5000 pontos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A representagcdo do biplot no formato de segmentos de retas, expandindo a escala é
mostrada na Figura 13. As maiores variabilidades dos dados estdo no ensino fundamental
completo (linha 2) e na menor classe de desempenho (coluna “a”). As maiores associacdes entre
categorias dispostas em linhas e colunas estdo entre ensino médio completo e ndo sabe/nao
estudou (linhas 3 e 5) com a menor classe de notas (coluna “a”), também entre as categorias

superior completo (linha 4) com segunda menor faixa de desempenho.
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Figura 18 — Representacdo do biplot na forma de vetores para as estimativas de ;; € V;; para o modelo
estimado sobre os dados do desempenho na prova de matemaétcica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os graficos trace plots, de convergéncia da cadeia, bem como as distribui¢des a posteriori
e de auto correlacdo, resultantes das simulacdes sobre os dados do desempenho na prova de
linguegens, podem ser encontrados em Secao D.13, Secao D.14, Secdo D.15 e Secao D.16 do
Apéndice D.

4.2.9 Aplicacao 3: Desempenho na prova de redacao.

A terceira aplicagdo com dados reais serd na avaliacdo do desempenho dos candidatos
que foram selecionados e realizaram a prova de Redacdo, segundo a escolaridade da mae. A

escolha da figura materna também foi subjetiva. A Tabela 14 apresenta as quantidades.
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Tabela 14 — Desempenho dos candidatos do Enem 2023 na prova de redacdo segundo a escolaridade da

mae.
Desempenho da prova por faixa de valores
Escolaridade da mae Oaté  430até 570até 750 até 900 até  Total
430 570 750 900 1.000

Fundamental incompleto 286 536 586 300 85 1.793
Fundamental completo 184 362 496 282 7 1.401
Médio completo 392 869 1.405 1.067 403 4.136
Superior/pés-grad. completo 131 405 877 1.029 463 2.905
Nao sabe/ndo estudou 137 205 190 71 21 624
Total 1.130 2.3717 3.554 2.749 1.049  10.859

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os dados da Tabela 14 foram submetidos ao algoritmo do MH para estimar os parametros
do modelo de associagdo proposto. No total foram realizadas 5.000 iteragdes, com saltos de
tamanho 20 para redugdo das autocorrelagdes e com descarte das 500 primeiras simulagdes

(burn-in). Os resultados obtidos estdo dispostos na Tabela 15.

Tabela 15 — Parametros do modelos de associacdo para Redacdo estimadas via MH.

Valor Valor Valor Valor Valor
estimado estimado estimado estimado estimado
A 5,688 llR 0,003 )LIC -0,361 Ui -0,395 Vi1 -0,856

¢ 1,000 AF 0211 AL 0364 w0137 vy 0,507
¢ 1,000 AKX 0898 AL 0681 wy 0328  wviz  -0,048
@) -118963 AF 0461 A 0218 oy 1,029 vy 0,547
— ~ AZ -1151 A8 -0899  us; 0828 vis 0,862
— - — — — — pia 0,004 va; 0,046
— - — — — — pyp  -0,149 vy 0,013
— - — — — — pz 0,047  va3  -0,077
— - — — — — e 0,023 vay  -0,081
- - Us3 0,064 Vo5 0,092

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota — (1) logaritmo da fun¢do de verossimilhanga global

De acordo com a Tabela 15, o pardmetro que apresentou maior valor da mediana da
distribui¢do a posteriori foi py; = 1.029, que corresponde a categoria de escolaridade nivel
superior/pés-graduagdo. As medianas do segundo nivel de K apresentaram os valores mais baixo
para as duas categorias (linhas e colunas).
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Para obten¢@o do melhor valor K, submetemos a tabela de contingéncia ao algoritmo
do RIMCMC, num total de 5.000 simula¢des, com descarte dos 20 primeiros resultados, saltos
de tamanho 20 e uma atraso de 500 rodadas na guarda do valor, ou seja, para casa simulacgao,

executamos 500. O resultado para o melhor valor K estd na Figura 19 a seguir.

Figura 19 — Propor¢des simuladas para o valor de K - Prova de redagéo
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos notar que o modelo mais visitado foi o que representa o valor de K=1 com 97%
de visitas , portanto, nesse caso, ndo temos como fazer a representacdo do biplot para dimensdes

inferiores a 1. Para fins de exemplificacao, se assumissemos o valor de K=2

4.2.10 Procrustes das estimativas de |i;; e v;; para as notas da prova

de redacao.

Ap6s a aplicagdo do procrustes, a Figura 20 sugere que ndo h4 sinais visuais indicativos
de agrupamento de linhas e/ou colunas. Apenas uma pequena intersecao entre as linhas 1 e 2, mas
nao parece ser significante (necessitaria de um teste especifico para este caso para confirmaar).
Notamos também que o eixo 2 ndo discrimina as regides, tanto para linhas quanto para as colunas,

permanecendo o espalhamento dos pontos ao longo do eixo 1.
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Figura 20 — Representacdo grafica das estimativas de ;; € V;; para o modelo estimado do desempenho na
prova de Redacéo
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.11 Biplot das estimativas de L;; e v;; para as notas da prova de
redacao.

A representacao do biplot por regides de credibilidade de 90% para as estimativas da
prova de redacdo € mostrada na Figura 21.

As regides de credibilidade que representam as linhas 1, 2 e 5 da tabela de contingéncia
aparecem quase que completamente sobrepostas as regides que representam as colunas “a”, “b”

e “c”. Visualmente, ndo identificamos a possibilidade de agrupamento de linhas e colunas.
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Figura 21 — Representagdo do biplot para as estimativas de (;; € V;; para o modelo estimado no desempe-
nho na prova de Redacio.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Fazendo a representacdo do biplot da Figura 21 no formato de segmentos de retas, temos
como resultado a Figura 22. Podemos extrair as seguintes andlises: Varidveis com maiores
dispersdes, escolaridade da mae nivel superior/Pés-graduagao e ndo sabe/nao respondeu (linhas
4 e 5 do gréfico) e a coluna com o valor do desempenho (coluna “a”. Em termos de associacao,
temos que as escolaridades da mae médio completo e superior completo (linhas 3 e 4) estao
fortemente associadas as maiores notas de desempenho (colunas “d” e “e””). As menores notas de
desempenho (colunas “a” e “b”) estdo associadas aos menores niveis de de escolaridades (linhas
1 e 5). Por fim, as menores notas de desempenho possuem associacao oposta aos maiores niveis

de escolaridade, o que faz todo sentido.
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Figura 22 — Representa¢do do biplot na forma de vetores para as estimativas de ;; € v;; para o modelo
estimado sobre os dados do desempenho na prova de redagao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os graficos trace plots, de convergéncia da cadeia, bem como as distribui¢des a posteriori
e de auto correlacdo, resultantes das simula¢des sobre os dados do desempenho na prova de

linguegens, podem ser encontrados em Secao D.17, Secdo D.18, Secdo D.19 e Secao D.20 do
Apéndice D.
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CAPITULO

CONCLUSAO

5.1 Conclusoes do trabalho

Propomos neste trabalho um método de estimagao utilizando a abordagem Bayesiana da
ordem para um modelo de associacdo RC(K) utilizando o reversible jump MCMC. Introduzimos
a utilizag@o do biplot para auxiliar na identificacdo de associacdo e agrupamento de linhas e/ou
colunas, juntamente com o procrustes e os resultados foram satisfatérios. Utilizamos o procrustes
para reduzir as oscilacdes devido a indentificabilidade de parametros e mostramos que o ganho €
significativo quando aplicamos essa técnica. Nao € possivel eliminar toda a oscilacdo dos eixos,

mas os resultados foram interessantes

A aplicagdo da metodologia proposta nos dados simulados se mostrou eficiente, os
valores dos pardmetros foram proximos dos valores reais. Houve indicativos de agrupamento de

colunas para o conjunto de dados simulados detectados através do biplot.

A aplicacido da metodologia nos dados ja utilizados em outros artigos que tratam de
modelo de associacdo se mostrou consistente, inclusive no que diz respeito ao agrupamento
de linhas e colunas, obtendo a mesma conclusdo em consonancia com outros autores, Como
Wermuth e Cox (1998).

Na aplicacdo em dados reais, ndo houve indicativos de agrupamento de linhas ou de
colunas, mas o método se mostrou apropriado para medir a associa¢ao entre o desempenho
dos participantes no Enem 2023 nas provas de linguagens, matemadtica e redagdo, segundo a
escolaridade do pai ou da mae. Os graficos biplot revelaram algumas associacdes interessantes,
enquanto que o procruste, nesse caso das tabelas de contingéncia teve uma atuagdo mais discreta,
mas os graficos de linhas e colunas revelaram a existéncia de um espelhamento em torno do eixo
horizontal e a associacdo dos desempenhos melhores com a escolaridade dos pais maiores e

desempenho piores com escolaridades baixa dos pais.

Podemos concluir que para os dados aqui testados, a metodologia se mostrou robusta e
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adequada para estimar os parametros do modelo de associacdo RC(K), encontrar o melhor valor

de K e fazer o agrupamento e desagrupamento de linhas e/ou colunas utilizando o RIMCMC.

Como proposta de trabalhos futuros, propomos uma metodologia para fazer o agrupa-

mento e desagrupamento de linhas /ou colunas de uma tabela de contingéncia também utilizando

o RIMCMC.
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APENDICE

CALCULO DA MATRIZ JACOBIANO PARA O
REVERSIBLE JUMP

O Jacobiano € uma matriz de derivadas parciais de primeira ordem de uma funcao vetorial.
Ele é usada para descrever como uma funcdo que mapeia um espaco em outro (geralmente de
dimensao n para m) se comporta localmente, ou seja, como pequenas variacdes nas varidveis de

entrada afetam as variaveis de saida.

A matriz jacobiana generaliza o conceito de derivada para fungdes de vérias varidveis,
ela descreve a melhor aproximagao linear da fungdo F em torno de um ponto. Se F for uma

funcgdo escalar (m = 1), o jacobiano se reduz ao vetor gradiente.

Dentre algumas aplicacdes da matriz jacobiana, nesse trabalho estamos interessados no

determinante dessa matriz, que é usado para mudancas de varidveis em integrais multiplas.

No caso de saltos de um modelo M (1)

ij
i’elouj<j’, Ml.(,?, temos o termo geral do vetor de parametros da forma:

para um modelo de dimensdo maior, 1’j’, com i <

0F = (Mg, ivint e 0% ={A& eer s} (A.1)

com l=1,2,....L, c=1,2,...,C, k=1,2,....K, sendo L e C o niimero de linhas ou colunas, respectiva-

mente, adicionais da tabela de contingéncia.

Definicao (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2000): Se f1, f2, ..., f» sdo funcdes de n valores

reais que sdo diferencidveis, com relagdo a x,x2, ..., X, entdo o determinante do Jacobiano J(x)
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de f; com relacdo a x; € o determinante:

adfi  Idfi 9 fi
(9()(1) ﬁ(xz) a(xn)
dfr  dfs dfr
d(x1) d(x) d(xn)
Jh(x) = (A2)
O 9fn O
d(x;) dx) 77 d(x)

A notagdo: M, ¢ também utilizada para expressar o Jacobiano J7(x)

Hij € Vij

A.1 Um exemplo - Movimento de M; para M, - Matriz
2 X2 para 3 x 2.

m1 N2
M1 N2 )
M, = = completar com v.a. uniformes = | 1,; N2» (A.3)
M21 M2
u
com,
N1 N2
My= |11 M2 (A.4)
N31
Na forma expansiva dos 1’s, a matriz A.3 sera:
. A AR A unonvin A+ AR AL 0 vio ]
M M U202 Va1 + 113033V U200 Vas + 113033 V30
My= |1 M2 = | A+ A A wionvie A+ AR A8 + 101011 vio (A.S)
u FU2 G0 Vo1 + U3 P33V31 U200 V22 + U3 P33V3
| J _ . |
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A matriz A.4 na forma expansiva sera:

A+ARLAC tuponvie A+ AR A5 4 61vin
FU12022V21 + U13P33V31 F 12020V + L13033V30

M Mz AAAR LA wronvin A AR A5 + w1011 vin
My= |ny mMnl|= (A.6)
nay FUoo PV + U3 P33V31 o200 Voo + 23033 V32

A+ A+ AL + pz1911viy

| TH32022V21 - H33033 V31

Tomando a matriz A.6 como referéncia, o vetor de parametros do modelo M| com K =3

para a matriz A.5 é dado pela equacdo A.7.

R 4C R 4C
0 = {A A5 AD i 011, Vi, B2, 922, Var, M3, 933, Va1, A, Ay, Lo, oo o3, Vi2, Voo V3o,
1

M],MZ,M},LM},
(A.7)

enquanto que o vetor de parametros do modelo M, com K = 3 € dado pela A.8,

R ,C R 4C
92 = { A, AL A7 a1, 911, Vi, a2, 922, Var, a3, 933, V31,45, Ay o, Moo, a3, Vio, Voo, V3o,

AR 31, a0, p33 }-
(A.8)

Isso implica que precisamos completar a matriz A.5 com realiza¢des da distribuicao
uniforme que nos leve a uma relacdo bijetora com os parametros A3R, Usi, U3y € usz. Portanto a

funcdo de mudanga € dada pela expressdo A.9.

0 :hIZ(e ,I/l) = (917u17u27u37u4)' (Ag)

Portanto o Jacobiano da mudanca de M| — M, € dado pelo determinante da matriz
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A.10,
oA oA oA oA
IA)  IAF) @A)  I(un)
AR AR Ak oAk
I IAR () Ay
aaC Al aaf  aaf
IA)  o(Af) 9%  Iu)
du dpr dun U
IA)  9(Af) 9%  I(u)
R R R R
Iy = |4 ok ot oud
IA)  IAF) L)  I(u)
aul 8u1 Bul al/t]
IA) IRy AL  I(u)
duy duy duy dup
I AR IR T
dus duj dus duj
I0 D I I
duy duy duy duy
IN A 3RS T

dA oA oA oA

dur) () J(uz  I(us)
aAf  aaR  aAk  aaR
d(ur) Jd(ua) I(uz) I(ua)
aAc  aAC Al aaf
dw) () Jd(uz) I(ua)
duy dpn dpi 9un
dw) d(uz) Jd(uz) I(ua)
AR R 9aR AR
d(uy) Jd(up) Jd(uz) J(ug)
du; du; duy dug

d(u)  Jduy  I(u3) I(ua)
duy dun duy dup
d(ur) J(ua) I(uz) I(ua)
Jus dus duj duj
dur) J(ua) I(uz) I(ua)
duy duy duy duy
dur) d(ua) I(uz) I(ua)

(A.10)

Para encontrar o valor do Jacobiano da matriz A.10, calculamos o valor das derivadas

parciais e o resultado é dado pelo cédlculo do determinante da matriz A.11, que serd igual a 1.
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Det(Jy,) = =1 (A.11)

A.2 Outro exemplo - Movimento de M, para M, - Matriz
2 X2 para 2 x 3.

Nt M2 u

M = e T = completar com v.a. uniformes — (A.12)
M21 M22 21 M22

Em termos de n’s, a matriz M é,

My = Nt M2 M3 (A.13)
N1 M2
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A matriz A.12 na forma espansiva dos 1’s é dada pela matriz A.14.

(A AR A unonvin A AR A v

u
My Tz FU12002 V21 + U13033V31 F U200V + [13033V30

Ml = g

T Mz o A+ AL wrdnvit A+ AR AL +1011vin

u
FUo PV + U3 P33V31 o2 Var + 23033 V32

] (A.14)

A matriz A.13 na forma espansiva dos 1’s é dada pela matriz A.15,

My — M1 T2 M3 _

[ T21 M22 723

A+ AR+ A vt A FARFAS Fundnivin A+ AR A5 + i vis|
FU12022V21 + W13 P33V31 FU12022V2 + U13033V32 12022 Va3 + U13033V33

A+ M A widnvie A+ARFAS Fundnvin A A ALY F 0 v
FU2 0202 Vo1 + U3 P33V31 FH2020 V2 + U333V o0 (00 Vos o L3 (033 V33

(A.15)
Os parametros do modelo M| com K = 3 sio,
0 = {4, A8 AC i1, 011, Vit, a2, 022, Var, i3, $33, Va1, A AS | ot oo o3, Vi, Voo Va,
1

Uy, Up, U3, U4t
(A.16)

Analogamente, os parametros do modelo M, com K = 3,

R 4C R 4C
0 ={A, A5 A i, 011, Vi, M2, §22, Var, a3, 933, Va1, Ay, Ay, Lot Hoo, o3, Vi2, Voo, V3o,
2

A8 Vi3, va3, Va3 ),
(A.17)

que leva a fun¢do de mudanca da equagao A.18.

Q :h12<g 71.’!) = (Q ,u1,uz,u3,u4,u5,u6,u7,ug,u9). (A18)
2 1 1
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Sendo assim, os pardmetros do modelo M, com K = 3, matriz 2 X 2 para 4 x 2,

R ,C R 4C
0 ={A, A1 A i, 011, Vi, M2, §22, Var, M3, 933, Va1, Ay, Ay, Lot Hoo, o3, Via, Vaz, V3o,
2

AR 1, us0, pas, }
(A.19)

Ja os parametros do modelo M; com K = 3 e matriz 2 x 2 para 2 x 4.

R ,C R 4C
0 ={A, A7 A i, 011, Vi, M2, 22, Var, a3, 933, Va1, Ay, Ay, Lot too, o3, Via, Voo, V3o,
2

A Vi3, Va3, Va3, },
(A.20)

que leva ao valor unitario do Jacobiano da transformacao.

Det(Jy,) ¥ =1 (A.21)
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APENDICE

COMBINACAO DE DOIS NiVEIS DE UMA
TABELA DE TRIPLA ENTRADA

Embora grande parte dos estudos que envolvem tabelas de contingéncia seja mais
comumente em tabelas de dupla entrada, ainda assim € possivel fazer a combinacao de dois
niveis de uma tabela de tripla entrada e torna-la bidimensional. Para fins didaticos, apresentamos

um exemplo de uma possivel combinacao

Tabela 16 — Exemplo de tranformacao de tabela de contingé€ncia de tripla entrada para dupla entrada.

(a) Tabela de trés entradas (3 niveis) (b) Tabela reorganizada para dupla entrada.
. Consumo alcool Género Consumo alcool

Género Fumante F ¢

Sim Nio Total umante Sim Nio Total

Masc Sim ni nil2 N1+ Masc. fuma ni ni» nj4

Nao ni21 nip N4 Masc. nao fuma ny; nm no

Fem Sim n»ii nyip N1+ Fem. fuma ni3i ni3» n34

Nao nn»on1 np> N4 Fem. ndo fuma n41 n4» n4g4

Total Nyl niy2 n Total ni1 niy n

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
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APENDICE

C

TABELAS COMPARATIVAS

Exibimos na tabela a seguir um comparativo dos valores dos parametros de uma tabela de

contingéncia simulada e os intervalos de credibilidade de 2.5% e 97.5% obtidos das distribui¢des

a posteriori submetidas aos algoritmos de Metroplis-Hastings.

Tabela 17 — Comparativo dos valores dos parametros reais com os intervalos de credibilidade dos valores

estimados utilizando dados da tabela de continguéncia simulada utilizando o MH

Parametro Real

IC(2,5% - 97,5%)

A 4,00
AR -0,50
AR 0,30
Ai 0,20
A 0,60
AL -0,60
AL -0,40
A 0,20
AL 0,30
AE 0,50

(3,20; 3,76)
(-0,92; 0,39)
(-0,73; 0,05)
(-0,48; 0,31)
(0,26; 0,91)
(-0,43; 0,47)
(-1,73; -0,44)
(-0,61;0,16)
(-0,13; 1,09)
(0,19; 0,93)

Parametro

Hii
H21
H31
Ha1
Hi2
H22
H32
Ha2

Real ICQ2,5% - 97,5%)
0,861 (1,95; 2,64)
-0,340 (-1,24; -0,73)
-0,372 (-1,26; -0,84)
-0,063 (-0,43; 0,03)
-0,437 (-0,31; 0,20)
-0,328 (-0,89; 0,06)
-0,613 (-0,25; 0,85)
-0,569 (-0,55;0,71)

Parametro

Vi1
Vi2
Vi3
Vig
Vis
V21
V22
V23
Vo4
Va5

Real  1C(2,5% - 97,5%)
0,55 (1,12; 1,53)
-0,29 (-1,40; -0,32)
0,071 (-0,33; 0,29)
-0,56 (-2,35;-1,30)
0,533 (1,04; 1,44)
-0,02 (-0,32; 0,76)
0,757 (-0,83; 0,27
0,520 (-0,57; 0,57
0,019 (-0,08; 0,62)
0,392 (-0,63; 0,41)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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APENDICE

D

VERIFICACAO DAS CADEIAS

D.1 Graficos trace plot dos resultados do MH aplicados

aos dados da amostra simulada

Figura 23 — Trace plot dos resultados do MH aplicados na amostra simulada para A, AR, A% e 7L3R
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 24 — Trace plot dos resultados do MH aplicados na amostra simulada para )Lf , ),SC , 111 € Upi
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 25 — Trace plot dos resultados do MH aplicados na amostra simulada para Usy, sy, Vi1 € V21
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Figura 26 — Trace plot dos resultados do MH aplicados na amostra simulada para v;;,V3;, V42 € Vsp
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Figura 27 — Trace plot dos resultados do MH aplicados na amostra simulada para o log-verossimilhanca
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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D.2 Vericacao da convergéncia através do método de

Gelman-Rubin para os dados da amostra simulada

Tabela 18 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados aos dados da
amostra simulada

Point  Upper Point  Upper Point  Upper

est. c.L est. c.L. est. c.L.

A 101 1.02 pi 101 1.03 vii 101 1.04
AR 101 1.05 o 1.01 1.02 v 1.00 1.01
A¥1.00  1.00 ps 1.00  1.02 viz 101 1.04
AX 101 1.05 par 102 1.08 via 101 1.01
AR 101 1.04 pi2 128 213 vis 1.03 113
AC 1.03 113 tn 127 1.90 v 108  1.32
AS 100 101 pz 170 3.04 v, 156 3.59
AS 101 1.04 Ha 125 192 vz 1.02 1.10
AS 1.01 0 1.02 — - — Ve 166 3.18
2S£ 101 101 - — — Vs 1.02  1.02

- — NI — — l.Log(6) 1.02 1.08

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 28 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados da
amostra simulada para A, AR, A% e AF
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 29 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados da
amostra simulada para 7L4C , /ISC , i1 € Ui

shrink factor

shrink factor

shrink factor

shrink factor

10 15 20 25 3.0 35

Lr_4 Le_1
| |
. — median i —— median
B --- 975% o | === 97 5%
| s /
4 5 e
': £ :
7 ‘I f‘; 7 II
i Ir{\\
=1 I . o - N ] —
T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
Lc_2 Lc_3
o
1 © 1
- P — median - — median
b --- 97.5% | --- 97.5%
gt = i
4 i . E _ II.! ‘\r“\
e £ e
— 1 =
M -
e . = i
" o [
SN Sr SR & o ten =% e
T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
R 7C 3C C
@ AN AL, Ay e A
Lc_4 Lc_5
. : o, )
] ’ — median ™ < — median
i [ ; --- 97.5% i === 975%
i % o u‘l\.’ 3
- ER] e 5
o hoh
_ -
= | H
- i i
. i B
/_""*‘\‘ o M
T T T T T T - T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
Mi_1,1 Mi_2,1
| |
0 — median w — median
! - 97.5% H -0 97.5%
1 2 <«
o 13
_ R i
£ oo
— = e
& P
i
| Lo | W
Tl -
T T T T T T - T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

last iteration in chain

last iteration in chain

(b) AL, AS, 11 e oy

Fonte: Elaborada pelo autor.



D.2. Vericagdo da convergéncia através do método de Gelman-Rubin para os dados da amostra simultidd

Figura 30 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados da
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Figura 31 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados da
amostra simulada para v;3,V23, Va4 € Vo5
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Figura 32 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados da
amostra simulada para log-verossimilhanga
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D.3 Graficos de auto correlacao dos resultados do MH

aplicados aos dados da amostra simulada
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Figura 33 — Auto-correlagio dos resultados do MH aplicados aos dados da amostra simulada para A, 7LIR
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 34 — Auto-correlacio dos resultados do MH aplicados aos dados da amostra simulada para A<, ASC ,
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Figura 35 — Auto-correlacao dos resultados do MH aplicados aos dados da amostra simulada para us», 42,
Vii, V21, V31,V41, V51 € Vi2
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Figura 36 — Auto-correlacdo dos resultados do MH aplicados aos dados da amostra simulada para v;;,Vsy,

Va2, Vs, € log-verossimilhanca
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Figura 37 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados aos dados da amostra simulada para A, AR, Lf,

AMCARAE, AS e AS
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Figura 38 — Distribuicdes a posteriori do MH aplicados aos dados da amostra simulada para A°, ASC , Ui,

Ha1, M31,U41, H12 € U22
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Figura 39 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados aos dados da amostra simulada para ps,Ua, Vi1,
Va1, V31,Val, V51 € V2
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Figura 40 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados aos dados da amostra simulada para log-

verossimilhanga
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D.5 Graficos trace plot dos resultados da cadeia aplica-

dos aos dados do artigo comparativo
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Figura 41 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no estudo comparativo para A, AR, AR AR AR
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Figura 42 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no estudo comparativo para AL, AL, AS, wyy, o1,
H31, Hat € Usg
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Figura 43 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no estudo comparativo para 17, U2, 432, Ua2,
HUs2, Vi1, V21 € V31
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Figura 44 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no estudo comparativo para V41, Vs1, Vi2, Va2, V32,
Va2, Vs, € log-verossimilhanca
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D.6 Vericacao da convergéncia através do método de

Gelman-Rubin para os dados do artigo comparativo

Tabela 19 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados aos dados do
artigo comparativo

Point  Upper Point  Upper Point  Upper

est. c.L est. c.L est. c.L

A 100 1.02 oy 100 1.01 vip 1.00  1.00
AR 100 1.00  pp 100 1.00 vio  1.00 1.00
AR 100 101 pz 1.00 100 viz  1.00  1.00
AF 100 1.01 par 101 1.03 via 100 1.01
AR 101 1.03 ps; 1.00  1.00 vis  1.00  1.00
AR 100 101 pi2  1.00  1.00 Vo1 1.00  1.00
AF 100 101 t 1.00  1.01 vx  1.00  1.00
AS1.00 101 pz  1.00  1.00 vz 1.00  1.00
A 100 100wy 100 101 Ve 1.00  1.01
AS 1.00  1.01 ps; 1.00  1.02 vos  1.00  1.01
2§ 1.00 101 — = = l.Log(6) 1.00  1.00

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 45 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados do
estudo comparativo para A, AR, A e AR
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Figura 46 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados do
estudo comparativo para AKX, AX, )Llc, A 06 AL, ASC e Ui
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Figura 47 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados do
estudo comparativo para Up1,U31, Ha1, U1, H12,M22, 132 € Ha2
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Figura 48 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados do
estudo comparativo para [Usy,Vi1, V12, V13, V14,V15, Va1 € V22
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Figura 49 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicado nos dados do
estudo comparativo para Vo3, Vo4, Vo5 € log-verossimilhanca
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D.7 Graficos das distribuicoes a posteriori dos resultados

do MH aplicado aos dados do artigo comparativo



156 APENDICE D. Verificagdo das cadeias

Figura 50 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados aos dados do estudo comparativo para A, AR, lf ,
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Figura 51 — Distribuicdes a posteriori do MH aplicados aos dados do estudo comparativo para A5, AS,
A, W, tar, U31s Mar © s
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Figura 52 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados aos dados do estudo comparativo para L1, U2,
32, Haz, H52, V11, V21 € V31
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Figura 53 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados aos dados do estudo comparativo para Va1, Vsi,
V12, V22, V32, Va2, Vs € log-verossimilhanca
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D.8 Graficos de auto correlacao dos resultados do MH

aplicados nos dados do artigo comparativo
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Figura 54 — Auto-correlagio dos resultados do MH aplicados aos dados do artigo comparativo para A, )LIR ,

AR AR AR AR AC e AS
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Fonte: Elaborada pelo autor.



Fonte: Elaborada pelo autor.






Fonte: Elaborada pelo autor.



D.9. Grdficos trace plot dos resultados do MH aplicado no desempenho na prova de linguagens 165

D.9 Graficos trace plot dos resultados do MH aplicado

no desempenho na prova de linguagens

Trace plots para a simulagio MCMC na aplicacdo dos resultados da prova de linguagens

e suas tecnologias.
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Figura 58 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para A,

AR AR AR AR 2R AC e AS
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Figura 59 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para ASC ,
AL AL, wn, por, a1, Har € Usy
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Figura 60 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para [,
22, U32, Ha2, U52, V11, V21 € V3]
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 61 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para vy,
Vs1, V12, V22, V32, Van, V5o € log-verossimilhanca
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D.10 Vericacao da convergéncia através do método de
Gelman-Rubin para os resultados da prova de lin-

guagens

Tabela 20 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de linguagens

Point  Upper Point  Upper Point  Upper

est. c.l. est. c.Ll est. c.Ll.

A 100 1.02 oy 102 110 vip  1.01  1.03
AR 101 1.03 My 1.00  1.00 vip 101 1.03
AR 1.00  1.01 puzr 1.00  1.02 viz  1.00  1.01
AR 101 1.05 tar  1.00  1.00 via 100 1.02
AR 1.00  1.00 psi 101 1.03 vis 101 1.03
AR 100 1.02 i 1.02 110 v 101 1.03
AF 1.00  1.01 ty  1.00  1.00 vx  1.00  1.00
AS 1.00 100 pz  1.00  1.00 vz 1.02  1.07
AS 101 1.03 ta 1.00  1.00 Ve 1.01  1.02
AE 100 1.01 ps; 1.03 111 vs  1.01  1.01
2§ 1.00 101 — = = l.Log(6) 1.00 1.01

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 62 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de linguagens para 1, A%, A% e AF
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 63 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de linguagens para AKX, AKX, A€, 7LZC, AE, AL, ASC e Ui
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Figura 64 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de linguagens para [p1,U31, Ha1, Us1, H12,122, 132 € Hap
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Figura 65 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de linguagens para Us>, Vi1, V12, V13, V14,V15, V21 € V22

shrink factor

shrink factor

shrink factor

shrink factor

Mi_5,2 Ni_1,1
o " o
= A — median o s — median
o -—- 975% 1" -=- 975%
W Hi
S I L I
[ G o I
o i R i g
o = fes I
" E 0| ,! ‘I |I ‘I
w | : B = HY T
— o [ i
\ - . s
o e e 0 g 5 /\/\\ T
M T T T T T A T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
Ni_1,2 Ni_1_3
™
o 1 1
" — median H — median
B - 97.5% © ] == 97.5%
@ | 5 = | &
= H 2 I
4 = I T
i < ity
= E = st
- ' © i B
- T P 4/ i
o | Nl ¥ 0. i, 3 - AT
T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
(@) Us2, Vi1, Viz € Vi3
Ni_1_4 Ni_1_6
4! ) | "
¥ 0 —— median I —— median
- ’ N --- 975% @ f --- 97.5%
— 7 0 — T i
v i il i
1 [ = i
IR e o g
oo £ i .
- I I i o
il 1 — A s \
— Ly L LM - v
] L 1IN 4 -
A e | N
M T T T T T A T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
Ni_21 Ni_2,2
| |
-1 — median A — median
o | T ] 1 - 97.5%
- 1 =P I
4 g m v
1 o 1
i K] |
w b !
= '
=2 8 EESR R
i wl
o — e el o A o
T T T T T T Al T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

last iteration in chain

(b) Vi4,Vi5, Va1 € V22

Fonte: Elaborada pelo autor.

last iteration in chain



D.10. Vericac¢do da convergéncia através do método de Gelman-Rubin para os resultados da prova de
linguagens 175

Figura 66 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de linguagens para V3, Va4, Va5 € log-verossimilhanca
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D.11 Graficos das distribuicoes a posteriori dos resulta-
dos do MH aplicado no desempenho na prova de

linguagens

Figura 67 — Distribui¢oes a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para A,

AR AR AR AR AR AC e AS
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Figura 68 — Distribuicdes a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para A<,
AL AS, i Wot, Ust, Mar € Us
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Figura 69 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para L7,
22, U32, Ha2, U2, V11, V21 € V31
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Figura 70 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para vy,
Vs1, V12, V22, V32, Van, V5o € log-verossimilhanca
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D.12 Graficos de auto correlacao dos resultados do MH

aplicados no desempenho na prova de linguagens

Figura 71 — Auto-correlagdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para

A, AR AR AR AR AR AC e AC
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Figura 72 — Auto-correlacao dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para
AS AL AS, s fat, B3, Har e sy
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Figura 73 — Auto-correlacdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para

ACF
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Figura 74 — Auto-correlacio dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de linguagens para
Va1, Vs1, V12, V22, V32, Vao, Vs € log-verossimilhanca
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D.13 Graficos trace plot dos resultados do MH aplicado

no desempenho na prova de matematica

Trace plots para a simulacado MCMC na aplica¢cdo dos dados da prova de matematica e

suas tecnologias.
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Figura 75 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matematica para A,

AR AR AR AR AR AC e AS
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Figura 76 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matematica para 7L3C ,

AL, AL, i, Moty a1, Har € Us
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Figura 77 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matematica para o,

Moz, H32, Ha2, Us2, V11, V21 € V31
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Figura 78 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matematica para Vy1,
Vs1, V12, V22, V32, Vap, Vs, € log-verossimilhanca

Ni_4,1 Ni_5,1
e 24
; o | } Ii | || |
&= o
o | o
(=]
i S
(=] -
— T T T
; " L I | i
T T T T T T - T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Index Index
Ni_1,2 Ni_2,2
=
w
o
o |
(=]
w
= AT
T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Index Index
(@) Va1, V51, Vi2 € V22
Ni_3,2 Ni_4,2
o | L | | o |y, L4 o
o _| o
o (=]

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Index Index
Ni_5,2 |.Like(Theta)
- ]
. | ] | i | | 1 i I‘ [ u g
o :
(=] -
. o
(o] =+ —
(=T T
w© T T 1 LN B N
s 4T [ s |
T T T T T T b T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Index Index

(b) v32, V42, V55 e log-verossimilhanga

Fonte: Elaborada pelo autor.



D.14. Vericac¢do da convergéncia através do método de Gelman-Rubin para os resultados da prova de
matemdtica 189

D.14 Vericacao da convergéncia através do método de

Gelman-Rubin para os resultados da prova de ma-

tematica

Tabela 21 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de matematica

Point  Upper Point  Upper Point  Upper

est. c.l. est. c.l. est. c.l.

A 100 1.02 oy 101 1.03 vip  1.01  1.04
AR 100 101 tpy  1.00 100 viz 1.00 101
AR 100 1.01 p3p 1.00  1.02 viz 100 1.01
AR 1.00  1.00 par  1.00  1.00 via 100 1.01
AR 100 1.01 psi  1.02  1.10 vis 101 1.04
AR 100 1.02 pi2 101 1.05 va1 101 1.06
AF 1.00 101 ty  1.00  1.01 vx 100 1.00
AS 101 1.05 pz  1.03 115 vz 1.02 1.09
AS 100 101 Ha 104 117 vae  1.02 110
AS 100 101 ps; 105 1.19 vs  1.03 115
AE 100 1.02 — —  — l.Log(6) 1.00 1.02

Fonte: Elaborada pelo autor.



190 APENDICE D. Verificagdo das cadeias

Figura 79 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de matemética para A, AR, A% e AR
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 80 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de matemdtica para A, A%, A€, )»QC, )1,30, A€, lsc e Ui

shrink factor

shrink factor

shrink factor

shrink factor

Lr 4 Lr 5
R ) o || i
- b — median == — median
S {0, iy -~ 97.5% : =~ 97.5%
= [l L 5 o |
i b 8 -1
Viina Yol k] \
84 . | e W)
M T nool : =
RN e B RN ]
! I T 2 —
- N o S iy FESEL R s
T T T T T T M T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
Le_1 Lec_2
= | o |
- . — median Bl — median
&= : == 97.5% 4 --- 97.5%
=7 g g |
I T e I
- 1 = I
oo = A4
[ = i
1 = 10 !
— 1 4 w e B
- Lo R , PRELS
[=] I‘/II L’\\.'n_ e 8 \\"’\\"r‘\ Py e f’“"—“'"/ _
A T T T T T = 7 T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
(a) AR, AR, 7L]C e AZC
Lc_3 Le_4
o |
- | — median - p —— median
i s oo (OB -7 -mt 975%
oo ! .
=1 I
i el
= I , = :
=] gl i TR :
- HESREN A [ g
TR R i \ — L
g 5/\./\ SC e — o e B
oI T T T T T M T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
Lc_5 Mi_1,1
w
i - 1
. 3§ —— median i — median
= -0 97.5% T - 97.5%
[ = K
® 4 i gl
o L : o]l
- I = — 1
[ o Wi m
— i = L
— o wh = by
5 R = iy A S s
(=) Y e [=] [P =, - - n  Famnd s ol
= T T T T T T . T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
last iteration in chain last iteration in chain
C 1C oC

Fonte: Elaborada pelo autor.



192

APENDICE D. Verificagdo das cadeias

Figura 81 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de matemadtica para Uy, U31, Ha1, Us1, H12,H22, U32 € Hdp
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 82 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho

na prova de matematica para lsy,V11, V12, V13

» V14,V15, V21 € V22
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Figura 83 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de matematica para V3, Va4, Va5 € log-verossimilhanga
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D.15 Graficos das distribuicoes a posteriori dos resulta-

dos do MH aplicado no desempenho na prova de

matematica

Figura 84 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de matemadtica para A,
AR AR AR AR AR AC e AL
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Figura 85 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de matemdtica para 7L3C ,
AL AS, M, Wot, Uars Mar € Hsy
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Figura 86 — Distribuicdes a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de matemadtica para o,
H22, M32, U4z, Hs2, V11, V21 € V31
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Figura 87 — Distribuicdes a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de matemadtica para Vap,
Vs1, V12, V22, V32, Vap, Vs, € log-verossimilhanca
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D.16 Graficos de auto correlacao dos resultados do MH

aplicados no desempenho na prova de matematica

Figura 88 — Auto-correlagdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matemética

para A, AR, AR AR AR AR AC e AS
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Figura 89 — Auto-correlagdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matematica
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Figura 90 — Auto-correlacdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matemdtica
para Wiz, Uz, U3z, Ha2, Us2, V11, V21 € V31
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Figura 91 — Auto-correlacdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de matematica
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D.17 Graficos trace plot dos resultados do MH aplicado

no desempenho na prova de redacao.

Trace plots para a simulagado MCMC na aplicacdo dos resultados da prova de redacao.
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Figura 92 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redacao para A, 7LIR,

AR AR AR AR AC € AS
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Figura 93 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redacdo para 7L3C , lf ,
7Lsc > Hi1
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Figura 94 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redagdo para (12, U2,
32, Haz, H52, V11, V21 € V31
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Figura 95 — Trace plot dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redagado para vyi, Vsi,
V12, V22, V32, Va2, Vs € log-verossimilhanca
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D.18 Vericacao da convergéncia através do método de
Gelman-Rubin para os resultados da prova de reda-

cao.

Tabela 22 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de redacao

Point  Upper Point  Upper Point  Upper

est. c.l. est. c.Ll est. c.Ll.

A 100 1.01 p 101 1.06 vip  1.00 1.01
AR 100 1.01 My 1.00  1.00 vio  1.00  1.00
AR 1.00  1.01 s 1.01  1.03 viz  1.00  1.01
AR 100 1.01 tar  1.00  1.00 via 100 1.01
AR 1.00  1.00 psi 1.0l 1.06 vis 101 1.02
AR 1.00  1.00 i 1.02 1.07 v 102 1.06
AF 1.00 100 typ  1.00  1.01 vp 101 1.02
AS 0 1.00  1.01 pup  1.05  1.20 vz 1.00  1.00
AS 100 1.02 o 106 124 vae  1.02 1.10
A 100 100 ps  1.02 1.09 vos  1.03  1.09
A8 1.01 102 — = = l.Log(6) 1.00 1.01

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 96 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de redagdo para A, AR, AX e AR
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Figura 97 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de redacio para AR, AR, A€, )ch, A€, AL, 7LSC e Ui
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Figura 98 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de redagdo para 1,131, a1, Us1, H12,122, H32 € Hap
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Figura 99 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de redagdo para [i52,V11, V12, Vi3, Vi4,V15, Va1 € V22
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Figura 100 — Teste de convergéncia de Gelman-Rubin para os resultados do MH aplicados no desempenho
na prova de redacdo para Vo3, Vo4, Vo5 € log-verossimilhanca
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D.19 Graficos das distribuicoes a posteriori dos resulta-

dos do MH aplicado no desempenho na prova de

Figura 101 — Distribui¢oes a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de redagéo para A, 7LlR ,

redacao
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D.19. Grdficos das distribuicoes a posteriori dos resultados do MH aplicado no desempenho na prova de
redacdo 215

Figura 102 — Distribuicdes a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de redagdo para 7L3C ,
AL, AS, M, Wot, Hat, Mar € Hs
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Figura 103 — Distribuicdes a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de redacdo para U,
U2z, U32, Haz, Us2, Vi1, V21 € V31
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Figura 104 — Distribui¢des a posteriori do MH aplicados no desempenho na prova de redacao para vy,
Vs1, V12, V22, V32, Vap, Vs, € log-verossimilhanca
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D.20 Graficos de auto correlacao dos resultados do MH

aplicados no desempenho na prova de redacao

Figura 105 — Auto-correlacdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redacdo para
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 106 — Auto-correlagcdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redagdo para
AS AL, AL, W, tor, 31, Pat € s
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Figura 107 — Auto-correlacio dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redacdo para
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Figura 108 — Auto-correlagcdo dos resultados do MH aplicados no desempenho na prova de redagdo para
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APENDICE

E

COMPETENCIAS AVALIADAS NAS PROVAS

E.1l

DO ENEM

Competéncias avaliadas no Enem para prova de lin-

guagens e suas tecnologias.

Quadro 4 — Competéncias da drea 1 - Linguagens, Cddigos e suas Tecnologias.

Item | Habilidade mensurada

H1 | Identificar as diferentes linguagens e seus recursos expressivos como elementos de
caracterizacdo dos sistemas de comunicagao;

H2 | Recorrer aos conhecimentos sobre as linguagens dos sistemas de comunicagdo e
informacdo para resolver problemas sociais;

H3 | Relacionar informacdes geradas nos sistemas de comunicac¢do e informacao, conside-
rando a fun¢do social desses sistemas;

H4 | Reconhecer posi¢des criticas aos usos sociais que sao feitos das linguagens e dos

sistemas de comunicacdo e informacao.

E.2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Competéncias avaliadas no Enem para prova de Re-

dacao.
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APENDICE E. Competéncias avaliadas nas provas do Enem

Quadro 5 — Niveis de desempenho que sdo utilizados para avaliar a competéncia II nas redagdes do Enem

2023.

Pontuacdo | Competéncia avaliada

200 pontos | Desenvolve o tema por meio de argumentacio consistente, a partir de um
repertorio sociocultural produtivo, e apresenta excelente dominio do texto
dissertativo-argumentativo;

160 pontos | Desenvolve o tema por meio de argumentacdo consistente e apresenta bom
dominio do texto dissertativo-argumentativo, com proposicao, argumenta-
cdo e conclusio;

120 pontos | Desenvolve o tema por meio de argumentacdo previsivel e apresenta
dominio mediano do texto dissertativo-argumentativo, com proposi¢ao,
argumentacgdo e conclusio;

80 pontos | Desenvolve o tema recorrendo a cdpia de trechos dos textos motivadores
ou apresenta dominio insuficiente do texto dissertativo-argumentativo, nao
atendendo a estrutura com proposi¢do, argumentacdo e conclusio;

40 pontos | Apresenta o assunto, tangenciando o tema, ou demonstra dominio precario
do texto dissertativo-argumentativo, com tragos constantes de outros tipos
textuais;

0 ponto | Fuga ao tema/ndo atendimento a estrutura dissertativo-argumentativa. Nes-

tes casos, a redacdo recebe nota zero e € anulada.

Quadro 6 — Niveis de desempenho que serdo utilizados para avaliar a Competéncia III nas redacdes do

Fonte: Adaptada de Inep (2023).

Enem 2023.

Pontuacdo | Competéncia avaliada

200 pontos | Apresenta informacdes, fatos e opinides relacionados ao tema proposto,
de forma consistente e organizada, configurando autoria, em defesa de um
ponto de vista;

160 pontos | Apresenta informagdes, fatos e opinides relacionados ao tema, de forma
organizada, com indicios de autoria, em defesa de um ponto de vista;

120 pontos | Apresenta informacdes, fatos e opinides relacionados ao tema, limitados
aos argumentos dos textos motivadores e pouco organizados, em defesa de
um ponto de vista;

80 pontos | Apresenta informacdes, fatos e opinides relacionados ao tema, mas de-
sorganizados ou contraditérios e limitados aos argumentos dos textos
motivadores, em defesa de um ponto de vista;

40 pontos | Apresenta informacdes, fatos e opinides pouco relacionados ao tema ou
incoerentes e sem defesa de um ponto de vista;

0 ponto | Apresenta informagdes, fatos e opinides nao relacionados ao tema e sem

defesa de um ponto de vista.

Fonte: Adaptada de Inep (2023).
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Quadro 7 — Niveis de desempenho que serdo utilizados para avaliar a Competéncia IV nas redagdes do

Enem 2023.

Pontuacdo | Competéncia avaliada

200 pontos | Articula bem as partes do texto e apresenta repertdrio diversificado de
reCursos coesivos;

160 pontos | Articula as partes do texto, com poucas inadequagdes, € apresenta reperto-
rio diversificado de recursos coesivos.;

120 pontos | Articula as partes do texto, de forma mediana, com inadequagdes, € apre-
senta repertorio pouco diversificado de recursos coesivos;

80 pontos | Articula as partes do texto, de forma insuficiente, com muitas inadequa-
coes, e apresenta repertdrio limitado de recursos coesivos;

40 pontos | Articula as partes do texto de forma precaria;

0 ponto | Nao articula as informacdes.

Fonte: Adaptada de Inep (2023).

Quadro 8 — Niveis de desempenho que serdo utilizados para avaliar a Competéncia V nas redacdes do

Enem 2023.

Pontuacdo | Competéncia avaliada

200 pontos | Elabora muito bem proposta de intervengado, detalhada, relacionada ao
tema e articulada a discussio desenvolvida no texto;

160 pontos | Elabora bem proposta de intervenc¢ao relacionada ao tema e articulada a
discussao desenvolvida no texto;

120 pontos | Elabora, de forma mediana, proposta de interven¢do relacionada ao tema e
articulada a discussao desenvolvida no texto;

80 pontos | Elabora, de forma insuficiente, proposta de intervencao relacionada ao
tema, ou ndo articulada com a discussdo desenvolvida no texto;

40 pontos | Apresenta proposta de intervengdo vaga, precaria ou relacionada apenas
ao assunto;

0 ponto | Nao apresenta proposta de interven¢do ou apresenta proposta nao relacio-

nada ao tema ou ao assunto.

Fonte: Adaptada de Inep (2023).
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APENDICE

DESCRICAO E QUANTIDADE DE
MUNICIPIOS SELECIONADOS PARA
APLICACAO EM DADOS REAIS

O Quadro 9 apresenta a quantidade de municipios selecionados para a aplica¢do na

metodologia segundo a Unidade da Federacao,

Quadro 9 — Quantidade de municipios selecionados por Undiade da Federacao.

UF | Qtde municipios | UF | Qtde municipios | UF | Qtde municipios
MG 5 RS 3 ES 1
MA 4 SC 3 RJ 1
CE 4 PR 3 AC 1
BA 4 PA 2 AM 1
PE 4 RO 1 TO 1
Sp 4 RN 1 - -

Fonte: Elaborada pelo autor.

O Quadro 10 apresenta os nomes dos municipios selecionados para a aplicacdo com

dados reais na metodologia proposta.
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Quadro 10 — Municipios selecionados por Unidade da Federagao.

UF | Nome do municipio | UF | Nome do municipio
AC Cruzeiro do Sul PE Araripina
AM Coari PE Carpina

BA Dias d’Avila PE Gravatd

BA Guanambi PE Serra Talhada
BA Jacobina PR Cianorte

BA Serrinha PR Paranavai
CE Aquiraz PR Pato Branco
CE Pacatuba RJ Seropédica
CE Quixada RN Macaiba

CE Quixeramobim RO Cacoal

ES Viana RS Cachoeira do Sul
MA Barra do Corda RS Esteio

MA Chapadinha RS Sapiranga
MA Pinheiro SC Camborid
MA Santa Inés SC Cacador
MG Alfenas SC Sao Bento do Sul
MG Curvelo SP | Campo Limpo Paulista
MG | Jodao Monlevade SP Cruzeiro
MG Trés Coragdes SP Ibidna

MG Unai SP Lorena

PA Moju TO Gurupi

PA Redencao - —

Fonte: Elaborada pelo autor.
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