Misturas de regressoes t de Student assimétricas com
numero de componentes desconhecido: uma aplicacao do
Telescoping Sampler

Marcus Gabriel da Silva e Silva

Dissertagao de Mestrado do Programa Interinstitucional de
Pés-Graduagao em Estatistica (PIPGES)

o
=
2
o
o
<
V)]
LLl
a)
LL
a)
<
o
Vs
oc
LLl
>
P
-

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao

SAO CARLOS

ICMC
i







SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Marcus Gabriel da Silva e Silva

Misturas de regressodes t de Student assimétricas com
numero de componentes desconhecido: uma aplicagao do
Telescoping Sampler

Dissertagdo apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo — ICMC-USP e
ao Departamento de Estatistica — DEs-UFSCar,
como parte dos requisitos para obtengdo do titulo
de Mestre em Estatistica — Programa Interinstitucional
de Poés-Graduacdo em Estatistica. VERSAO
REVISADA

Area de Concentracéo: Estatistica

Orientador: Prof. Dr. Luis Aparecido Milan
Co-orientadora: Prof. Dr. Daiane Aparecida Zuanetti

USP - Sao Carlos
Fevereiro de 2025



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi
e Secdo Técnica de Informéatica, ICMC/USP,
com os dados inseridos pelo(a) autor(a)

Silva, Marcus Gabriel da Silva e

S586m M sturas de regressfes t de Student assingétricas
com nunero de conponentes desconheci do: unma
aplicacdo do Tel escoping Sanpler / Marcus Gabriel da
Silva e Silva; orientador Luis Aparecido M| an;
coori entador Dai ane Aparecida Zuanetti. -- Sao
Carl os, 2025.

77 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Programa
Interinstitucional de Pés-graduacdo em Estatistica) --
Instituto de C éncias Matematicas e de Conputacdo,
Uni ver si dade de Sao Paul o, 2025.

1. Analise de agrupanento. 2. Model o de

regressao robusto. 3. MCMC. |I. Mlan, Luis
Aparecido, orient. Il. Zuanetti, Daiane Aparecida ,
coorient. Ill. Titulo.

Bibliotecarios responséaveis pela estrutura de catalogagdo da publicacéo de acordo com a AACR2:
Glaucia Maria Saia Cristianini - CRB - 8/4938
Juliana de Souza Moraes - CRB - 8/6176



Marcus Gabriel da Silva e Silva

Mixture of skew-t regressions with an unknown number of
components: an application of the Telescoping Sampler

Dissertation submitted to the Institute of Mathematics
and Computer Science — ICMC-USP and to the
Department of Statistics — DEs-UFSCar — in
accordance with the requirements of the Statistics
Interagency Graduate Program, for the degree of
Master in Statistics. FINAL VERSION

Concentration Area: Statistics

Advisor: Prof. Dr. Luis Aparecido Milan
Co-advisor: Prof. Dr. Daiane Aparecida Zuanetti

USP - Sao Carlos
February 2025






UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

UFR'I.;}-“ Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia

Programa Interinstitucional de P6s-Graduacéo em Estatistica

Folha de Aprovacéao

Defesa de Dissertacdo de Mestrado do candidato Marcus Gabriel da Silva e Silva, realizada em 17/02/2025.

Comisséo Julgadora:
Prof. Dr. Luis Aparecido Milan (UFSCar)
Prof. Dr. Erlandson Ferreira Saraiva (UFMS)

Prof. Dr. Celso R6mulo Barbosa Cabral (UFAM)

O Relatério de Defesa assinado pelos membros da Comissdo Julgadora encontra-se arquivado junto ao Programa
Interinstitucional de Pos-Graduagdo em Estatistica.






AGRADECIMENTOS

Agradeco aos professores do PIPGEs pela contribui¢io com minha formagdo. Agradeco
aos meus orientadores, Luiz Milan e Daiane Zuanetti, pelas sugestdes e ensinamentos, além da
ajuda durante a revisdo deste texto. Ainda agradeco a professora Daiane pela ajuda na correcao

de cddigos, sua paciéncia e aten¢ado a detalhes fizeram a diferenca.

Também agradeco a minha familia. Minha mae, Kézia Souza, por sempre ter se preo-
cupado com minha formac¢do. Minha avé, Vera Lucia, pelo carinho e cuidado e ao meu irmao,
Samuel Asaff, meu primeiro aluno, pelo apoio e admira¢do. Agradeco a minha noiva, Karollyna
Beatriz, minha companheira nessa jornada académica, pelo incentivo a continuar em minha

carreira.

Agradeco aos colegas do PIPGEs, Natan Hildrio e Samara Rilda, pela companhia e pela
ajuda durante minha chegada a Sao Carlos, me ajustar ao novo ambiente teria sido bem mais

demorado sem eles.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.






RESUMO

SILVA, M. G. S. Misturas de regressoes t de Student assimétricas com nimero de compo-
nentes desconhecido: uma aplicacao do Telescoping Sampler. 2025. 77 p. Dissertagao (Mes-
trado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagdo em Estatistica) — Instituto
de Ciéncias Matemdticas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2025.

Modelos de mistura de distribui¢des sao adequados em situagdes em que existe heterogeneidade
nado observavel na populacdo. Comumente, o nimero de componentes presentes na mistura nao é
conhecido e uma forma de determind-lo € fazendo o uso de medidas de sele¢cdao de modelos. Em
um contexto bayesiano, a estimacao dos parametros de cada componente em conjunto do nimero
de componentes € possivel e alguns algoritmos para tal foram propostos, sendo o Telescoping
Sampler (TS) uma nova alternativa para a estimac¢do simultanea de nimero de componentes e
parametros em um contexto Bayesiano. Na andlise de regressdo, usualmente € feita a suposi-
¢ao de normalidade dos erros de observacao, estendemos essa suposi¢cao considerando erros
distribuidos segundo uma mistura de t de Student assimétricas, desta forma comportando dados
com subgrupos latentes, assimetria e presenca de outliers. No que segue, apresentamos o TS
e o modelo de misturas de regressdes t de Student assimétricas, investigamos a estimacao de
parametros do modelo de misturas de regressoes utilizando dados simulados e ajustamos o
modelo proposto em um conjunto de dados composto de saldrios de jogadores de baseball e
medidas de sua performance durante o jogo. O algoritmo TS foi capaz de recuperar o niimero de
componentes e parametros fixados para a simulacio e vemos que as estimativas dos coeficientes

de regressdo sdo consistentes.

Palavras-chave: Andlise de agrupamento, Modelo de regressao robusto, MCMC.






ABSTRACT

SILVA, M. G. S. Mixture of skew-t regressions with an unknown number of components:
an application of the Telescoping Sampler. 2025. 77 p. Dissertacdo (Mestrado em Esta-
tistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2025.

Mixture models are suitable in situations where there is unobservable heterogeneity in the
population. Commonly, the number of components present in the mixture is not known, one
way to determine it is by using model selection criteria. In a Bayesian context, the estimation
of the parameters of each component alongside the number of components is possible, several
algorithms have been proposed for this end. The Telescoping Sampler (TS) is a new alternative
for the simultaneous estimation of the number of components and parameters in a Bayesian
context. In regression analysis, the assumption of normality of observation errors is usually
made. We extend this assumption by considering errors distributed according to a mixture of
Skew-t distributions, thus comprising data with latent subgroups, skewness and the presence
of outliers. In what follows, we present the TS and the mixture of Skew-t regressions, we
investigate the parameter estimation of the regression mixture model using simulated data and
fit the proposed model to a dataset comprising of baseball player salaries and measures of their
in-game performance. The TS algorithm was able to recover the number of components and
parameters fixed for the simulation and we see that the estimates of the regression coefficients in

the regression mixture model are consistent.

Keywords: Clustering analysis, Robust regression model, MCMC.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Uma das principais distribui¢des de probabilidades utilizadas na modelagem estatistica
€ a distribui¢ao normal. Um dos motivos se deve ao fato de diversos resultados probabilisticos
com base na distribuicdo normal serem conhecidos, o que por muitas vezes facilita o processo
inferencial. Porém, € possivel que os dados apresentem caracteristicas ndo comportadas pela
distribui¢do normal, por exemplo, assimetria ou presenca de grande nimero de observagdes
distantes da média. Uma opg¢ao para a modelagem de dados com presenca de assimetria e outliers
¢ a distribuicdo t de Student assimétrica (ST, do inglés Skew-f), uma versdo assimétrica da
distribui¢do t de Student. A distribuicao ST faz parte da familia de distribui¢des inicialmente
introduzidas por Branco e Dey (2001), a distribui¢do ST também foi estudada posteriormente

por Azzalini e Capitanio (2003), que apresentam algumas propriedades da distribuicao.

Em modelos de regressao, usualmente € feita a suposi¢ao que os erros de observagao
sdo normalmente distribuidos, mas podemos flexibilizar esta suposi¢cdo impondo distribuicdo ST
aos erros, desta forma comportando a presenca de assimetria e outliers nos dados. Branco e Dey
(2002) e Sahu, Dey e Branco (2003) descrevem o modelo de regressdo t Student assimétrico em
um contexto Bayesiano e Azzalini e Capitanio (2003) o apresentam sob uma 6tica cldssica, Zhou
(2005) estende o modelo para comportar efeitos mistos, Zeller, Lachos e Vilca-Labra (2011)
elaboram um modelo de regressao cuja distribuicdo dos erros de observagdo estd na familia de
misturas de escala da normal assimétrica (SMSN, do inglés Scale Mixture of Skew-Normal),
familia de distribui¢des que inclui a ST, Cancho et al. (2011) estende o modelo considerando

regressdo nao linear.

Uma extensdo dos modelos de regressdo com erros normais considerando misturas
finitas de distribui¢des foi inicialmente proposta por Quandt e Ramsey (1978), extensdes desse
modelo considerando erros na familia SMSN sdo abordados por Zeller, Cabral e Lachos (2016),
Massuia et al. (2017) e Cabral, Souza e Leao (2022). Para uma revisao sobre misturas finitas
de distribui¢des na familia SMSN veja Davila, Cabral e Zeller (2018). Misturas finitas de
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distribui¢des sdo uteis para a modelagem de dados provenientes de uma populacdo que apresenta

heterogeneidade nio observéavel.

Em uma abordagem cléssica, a estimac¢do dos parametros do modelo de misturas de
regressdo, seja ele com erros normais ou SMSN, € usualmente realizada pelo algoritmo EM
(DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977) com niimero de componentes fixo, seu valor é determi-
nado posteriormente utilizando medidas de selecao de modelos, veja McLachlan e Krishnan
(2007) e Zeller, Cabral e Lachos (2016). Em uma abordagem Bayesiana, um procedimento
similar j4 foi realizado por Nascimento (2017) para modelos de misturas de regressao com erros
SMSN, com técnicas de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC, do inglés Markov Chain
Monte Carlo) para a estimacao e medidas de selecdo de modelos para a determinacdo do nimero
de componentes. Porém, neste contexto, a estimagdo simultinea do nimero de componentes e

parametros € possivel.

Em uma abordagem Bayesiana, o algoritmo Reversible Jump € uma das opcdes para
a estimagao simultdnea de parametros e selecao de modelos. Introduzido por Green (1995),
com este algoritmo podemos atribuir uma distribui¢@o a a priori ao nimero de componentes e
entdo obter uma Cadeia de Markov cuja a distribuicdo estaciondria € a a posteriori conjunta do
nimero de componentes e parametros do modelo. Aplicagdes do Reversible Jump a misturas de
regressao com erros normais sao apresentadas por Liu ef al. (2015) e Sabillon, Cotrim e Zuanetti
(2023). Restrito aos modelos de mistura, temos os modelos de mistura por processo de Dirichlet
(ANTONIAK, 1974; ESCOBAR, 1994), baseados no processo de Dirichlet (FERGUSON, 1973),
nesta classe de modelos, € feita a distin¢ao entre o nimero de componentes na populacio e o
nimero de componentes presentes na amostra, ao qual chamaremos de grupos. Os modelos
de mistura por processo de Dirichlet apresentam uma quantidade infinita de parametros, de
certa maneira, podemos dizer que o nimero de componentes na populagdo € fixado em +-co.
Aplicacdes dos modelos de misturas por processo de Dirichlet aos modelos de regressao com
erros normais podem ser encontradas em West e Escobar (1994), Miiller, Erkanli e West (1996).

Hannah, Blei e Powell (2011) estendem para modelos lineares generalizados.

Uma nova abordagem para a estimag¢ao simultinea do nimero de componentes e pa-
rametros em modelos de misturas em um contexto Bayesiano foi recentemente introduzida
por Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021), os modelos de misturas de misturas
finitas (MFM, do inglés Mixture of Finite Mixtures) generalizados. Para esta classe de modelos,
um amostrador do tipo MCMC foi construido, chamado Telescoping Sampler. Com os MFM
generalizados € possivel atribuir uma distribuicdo a a priori para o nimero de componentes, €
como nos modelos de mistura por processo de Dirichlet, € feita distin¢do entre o nimero de

grupos e componentes, porém o nimero de componentes ndo € fixo.

Neste trabalho, estudamos modelos de misturas finitas de regressdes SMSN em uma
abordagem Bayesiana, como feito por Nascimento (2017), com foco na distribuicao ST, porém,

levaremos em considera¢do a estimag¢do simultdnea do nimero de componentes, grupos e
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parametros por meio do Telescoping Sampler.

O restante do trabalho estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2 apresentamos
a teoria necessdria para o desenvolvimento deste trabalho, apresentamos distribui¢cdes de proba-
bilidade, modelos de mistura, modelos de mistura de regressdo, problemas de identificabilidade
em modelos de mistura, algoritmos inferenciais e andlise residual. No Capitulo 3 apresentamos
resultados da aplicagdo das técnicas discutidas no Capitulo 2 a conjuntos de dados simulados e
a um conjunto de dados referente a salarios de jogadores de baseball. No Capitulo 4 reunimos

nossas conclusdes e pretensoes futuras.
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CAPITULO

METODOLOGIA

2.1 Distribuicoes de probabilidade

Nesta secao, apresentamos distribui¢des de probabilidade, resultados e propriedades

relevantes para este trabalho.

2.1.1 Multinomial e categorica

Dizemos que o vetor aleatério discreto S = (S1,5,,...,56) | segue distribuicio multino-
mial com parimetros ne p = (p1,p2,...,pG) ', denotamos isto por § ~ Multinomial(n; p), se

sua fun¢do de probabilidade é dada por

G
PS=sinp) = []r" @.1)
P Sl!SZ!...SG!j:]p]7 '

em que p é um vetor de probabilidades, isto é, ZJG:1 pj=1,p;€[0,1]es=(s1,52,...,56) . O
suporte desta distribui¢do € o conjunto

G
{(sl,Sz,---,sG) €z Y sj=n,s;>0Vj> 1}.
=1

A distribuicao multinomial modela o nimero de ocorréncias de cada resultado possivel de um
experimento com G resultados replicado n vezes de forma independente. Por exemplo, considere
replicar 10 vezes o langcamento de um dado com faces 1,2,3,4,5,6 equiprovaveis. Definindo
o vetor aleatério S = (S1,52,53,54, S5, S6)T, com §; sendo o nimero de ocorréncias da face j,

j=1,2,3,45 6. A probabilidade de serem observadas duas vezes as faces 1,2,3,4 e uma vez
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as demais € de

2 1/6
2 1/6
2 1/6 10! N
P|S= , |10 16 = 5131 (1/6) 2(1/6)%(1/6)*(1/6)*(1/6)'(1/6)! ~0,004.
1 1/6
1 1/6

Um caso particular da distribui¢do multinomial importante para este trabalho € quando

n=1. Seja § ~ Multinomial(1;p), a fung¢do de probabilidade de S é dada por

]P(S:S“ap) =PDj

em que j € tal que s; = 1,7 =1,2,...,G. Neste caso particular, podemos definir a varidvel
aleatérianZ = j & §;=1,j=1,2,...,G, note que

P(Z=jlp)=PS =s|l,p)=p;,j=12,...,G

se s = (s1,52,...,5G) € tal que s; = 1. Dizemos que a varidvel aleatéria Z segue distribuigio
categdrica, escrevemos Z ~ Cat(p).

2.1.2 Dirichlet

Dizemos que o vetor aleatério X = (X1, X3, ... ,Xg)T segue uma distribui¢do Dirichlet

com vetor de parAmetros ¥ = (¥,%,...,%;) . denotado por X ~ Dirichlet(y), se sua funcio
densidade € dada por
r (Z Y ) G
j=11J
flxly) = H : (2.2)
71 () g

em que x = (x1,X2,...,xG) ' . O suporte desta distribuigio é o conjunto

G
Zx,~:1}. (2.3)

{xj- €[0,1]Vj>1
=1

O valor esperado e variincia da j-ésima componente de um vetor X ~ Dirichlet(y) sdo

dados, respectivamente, por:

Yi(w—7)

- = , 2.4
% % (1+7) 4

com =15, 7;.
Um caso particular da distribui¢do de Dirichlet € a distribuicao de Dirichlet simétrica

que ocorre quando ¥ = (7,7,...,¥) . Denotamos um vetor aleatério X = (X1,Xa,...,Xg) ' que

segue uma distribui¢do Dirichlet simétrica de pardmetro y por X ~ DirichSimg(7y).
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A distribuicdo de Dirichlet € a distribui¢do a priori natural para vetores de probabilidade
por conta das caracteristicas de seu suporte, mostradas em (2.3). Outra caracteristica notdvel
da distribuicao Dirichlet € sua conjugacao quando utilizada como distribui¢do a priori em um

modelo multinomial.

Por exemplo, se temos o resultado de n realizacoes independentes de um experimento
que possui G possiveis resultados, podemos supor que cada resultado possui probabilidade de
ocorréncia pj,j=1,2,...,G e modelamos o nlimero de ocorréncias de cada resultado pela distri-
bui¢do multinomial, cuja fungdo de probabilidade é dada por (2.1). SejaY = (Y1,Y>,... ,YG)T 0
vetor aleatdrio das possiveis contagens de cada resultado do experimento, p = (p1, p2,...,pG) "
as probabilidades de cada resultado e y = (y1,y2,...,yg) " o resultado observado de n replicacdes
deste experimento. Supomos Y ~ Multinomial(n, p) e tomamos p ~ Dirichlet(y). Desta forma, é

possivel mostrar que, a distribui¢do a posteriori é conjugada e é dada por p|y ~ Dirichlet(y + 7).

2.1.3 Normal assimétrica

Conforme definido por Azzalini (1985), dizemos que uma varidvel aleatéria Y tem
distribuicdio normal assimétrica com pardmetros de localizacio u € R, de dispersio 62 > 0 e de

forma A € R, quando a densidade de Y é dada por
2 9y — ) y—H

em que ¢ (-|u, 62) denota a fungio densidade da distribui¢io normal de média u e variancia 62,
®(-) denota a funcio distribuicio da normal padrio. Usamos a notagio ¥ ~ SN(u, 62, 1), note

que, caso A =0, temos que ¥ ~ N(u, 62).

De acordo com Henze (1986), se temos duas varidveis aleatérias independentes 77 ~
N(0,1)eTr ~ N(0,e) (0, 1), ou seja, T» segue distribui¢do normal padrdo truncada no intervalo
(0,4+c0). Sejam ,A € Re 0 >0, tome § = A /v 1+ A2 e faga

Y=pu+0(1-86%)"T 4+ 06D. (2.6)

Temos que ¥ ~ SN(u,062,1). Ou seja, uma varidvel aleatéria normal assimétrica ¥ pode ser

escrita como uma combinagao linear das varidveis aleatdrias 77 e 7>.

Seja ¥ ~ SN(u,6%,1),a>0eb € R, por (2.6), a¥ +b tem a mesma distribui¢io que
apl+b+ac(1—82)'/2T, +ac 8T, que estd na mesma forma do resultado (2.6), entdo temos
que

aY +b ~ SN(au + b,a*c?, A). 2.7

Em (2.6) note que, dado a realizacdo da variavel aleatéria 7, = t,, temos uma transfor-
macio linear de uma variavel aleatéria normal, ou seja, Y|T> = to ~ N(u + 6862, 6%(1 — §2))

visto que 77 ~ N(0, 1). Obtemos assim a seguinte representacio hierarquica de uma varidvel
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aleatéria normal assimétrica:

Y|Ty =ty ~N(tt+681,6°(1-6%)); To ~Ng100)(0, 1). (2.8)

Relembre-se do seguinte resultado probabilistico: sejam X e Y duas varidveis aleatorias,
€ possivel calcular, respectivamente, o valor esperado e variancia da varidvel aleatéria X da
seguinte maneira

E(X) =E(E(X]Y))
V(X)=V(EX]|Y))+E(V(XI|Y)).

Para uma revisao de teoria da probabilidade veja Ross (2009). Utilizando (2.9) em conjunto de

(2.9)

(2.8) obtemos o valor esperado e variancia de uma varidvel aleatéria normal assimétrica.

EY)=u+ 66\/2
T (2.10)

V(Y) = 02 {1 - %52] |

2.1.4 T de Student assimétrica

Seguindo Azzalini e Capitanio (2003), definimos a distribui¢do t de Student assimétrica

(ST, do inglés Skew-t) por meio da transformagao

Y =u+U""2x, (2.11)
com i € R, X ~ SN(0,6%,1) e U ~ Gama(v/2,v/2) independentes. Utilizamos a notagio
Y ~ST(u,02,4,v).

Utilizando (2.6) podemos reescrever a varidvel aleatéria X em (2.11). Entdo se U ~
Gama(v/2,v/2),T; ~N(0,1) e T> ~ N(g . (0, 1) sdo varidveis aleatdrias independentes, j1, A €
Reo >0,tome § =A4/v1+A2e faca

Y=p+0(1-8)"2U"1?T + c6U /7T, (2.12)

temos que ¥ ~ ST(u,02,A, V). Fixando U = u em (2.12), note que T = u 127 ~ N(0,0) (0, u ),
portanto Y|T =¢t,U = u ~ N(u +At,u~'72), com 72 = 6%(1 — %) e A= 6. Assim, podemos
ver que uma variavel aleatéria ¥ ~ ST(u, 02, A, v) admite representacio hierdrquica
U ~ Gama(v/2,v/2);
T|U =t ~Nge)(0,u™"); (2.13)
Y|T =t,U =u~N(u+Ar,u'7?).

Além disso, de forma anédloga a (2.7), se temos Y ~ ST(u, o2, A, v),a>0eb R, por
(2.12), a¥Y + b tem a mesma distribui¢do que ap + b+ ac (1 — 8%)2UV2T; + acSUV/21,

que estd na mesma forma do resultado (2.12), entdo temos que

a¥ +b ~ ST(au+b,a*c? A, v). (2.14)
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Como demonstrado em Azzalini e Capitanio (2003), a funcdo densidade de Y é dada por

St(y|u, 6%, 4, v) = 2y, 6%, V) Ty 11 Ay;“ , (2.15)

em que t(-|u, 6%, v) denota a funcio densidade da distribuicdo t de Student com pardmetro de
localizagdo u, de escala 62 e v graus de liberdade, Ty (-) denota a fungio distribuicio da t de
Student padrdo, ou seja, 4 =0 e 6> = 1, com Vv graus de liberdade. Como comentado pelo autor,
esta densidade coincide com a densidade da t de Student assimétrica apresentada em Branco e
Dey (2001).

E possivel utilizar o resultado (2.9) em (2.11), visto que temos o valor esperado e
variancia de uma varidvel aleatdria normal assimétrica em (2.10), obtendo assim o valor esperado

e varidncia de uma varidvel aleatéria Y ~ ST(, o2, A, V) que sao dados respectivamente por

E(Y)=u+ 05\/%1@(01/2),

V() = 62 {E(Ul) - %521@2 <U1/2)1 .

ComE(U™!) = 555, se v > 2, divergindo caso contrario, e E(U 12y = /v 2 v/i/zl/z )
v>1, diverglndo caso contrdrio. Temos assim que, se ¥ ~ ST(u, 62,1, V),
v
E(Y)=u+o 6\/> 2 L osev>I;
[(v/2)’
2 (2.16)
v v (Y1)
V(Y) = o? =8 2 V> 2.
) v_2 7« (F(v/Z) 5

A Figura 1 mostra a funcio densidade da distribui¢do ST para varios valores de A, com

—3 62— —__A_N3= . ‘
v=3,0°=leu= TG/ desta forma o valor esperado € zero em todos os casos. E
possivel observar que o formato da fun¢do densidade nao é muito afetado por valores elevados
de A, pois ndo hd muita diferenca no formato para A =5 e A = 8, o que pode implicar em

dificuldades em sua estimagao posteriormente.

2.2 Modelos de misturas finitas

Definimos uma mistura finita de distribui¢cdes definindo uma varidvel de alocagdo
Z|p ~ Cat(p), com (p1,p2,...,pG) . A varidvel de alocagdo Z assume valores no conjunto
{1,2,...,G},G € Ncom P(Z = j|p) = p;,j = 1,2,...,G. Facamos Y|Z = j,0; ~ F;(-|0;),
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Figura 1 — Fungido densidade da distribuicdo ST paraA =0,2,5,8, 06> =1,v=3eu = —ﬁﬁ%

Densidade
02z 03 04 05 08 07

00 01

Fonte: Elaborada pelo autor.

note que a func¢ao distribuicdo marginal de Y € dada por

G
F(y0.p) =} P(Y <ylZ=j)P(Z =)
= 2.17)

G
=Y piF;(v]0;).
=

Dizemos que Y € uma mistura finita de G componentes, em que cada componente possui
distribuicdo F (-|61),F2(-62),...,F6(-(0c), 8 = (01,02,...,06)" e p = (p1,p2,.--,pc) -

O modelo de misturas finitas pode ser definido de forma hierarquica. Considere um vetor
de observagdes independentes Y = (¥1,Y5,....Y,)" e fixe um nimero de componentes G. O

modelo, na perspectiva Bayesiana, € dado por:

p ~ Dirichlet(y);
0, n(l9),j=12,...,G:;
ind (2.18)
Zilp ~ Cat(p),i=1,2,...,m;

. ind .
Yi|Zi = ],Oj ~ F('|0j),l = 1,2,...,1’1,
em que 7(-|¢) denota uma distribui¢do a priori com hiperpardmetro ¢. Note que supomos a
mesma familia de distribuicdes F para todas as componentes, com diferengas apenas em seus

parametros.

A escolha da distribuicao a priori Dirichlet para p deve-se ao fato de p ser um vetor de
probabilidades, a escolha a priori usual para o vetor Y € fixar cada um de seus elementos em uma

constante ¥, ou seja, fixar ¥ = (7,7,...,7) " e por consequéncia utilizar uma distribuigio a priori
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Dirichlet simétrica de parametro Y. Esta especificacdo € bastante recorrente na literatura por conta
de sua funcdo densidade ser invariante a permutacdo nos rétulos das componentes, 0 mesmo
comportamento € observado na funcdo de verossimilhanca dos modelos de mistura, mostrada
em (2.19), fazendo esta suposicao ser natural (MILLER; HARRISON, 2018). A suposicao de
independéncia e distribui¢do a priori comum entre parametros de componentes distintas visa

facilitar a implementacdo de algoritmos de estimacao, o que serd abordado na Sec¢do 2.4.

Utilizando a funcdo densidade de probabilidade obtida a partir do resultado (2.17) e a
suposicdo de independéncia entre observagdes, vemos que a funcao de verossimilhanga deste

modelo é dada por:

L(y(0) HZp,f vil0;), (2.19)

i=1j=

em que f(-|@ ) denota a fungdo densidade (ou massa) de probabilidade de Y;|Z; = j,0, 0 =
(917027"'76G7P)T ep= (p17p27"'7pG)T

Também € possivel obter a verossimilhanca aumentada, em que supomos a observagao
da variavel latente Z;, isto ajudard no processo de estimagdo discutido na Secdo 2.4. Podemos

observar que a conjunta é 7(y;,z;) = p,f(yi|@;), entdo a verossimilhanga aumentada é dada por:

L(y,z|6) HHPJ G0 £ (v1]@) HE=)

=1i= (2.20)

em que 1(z; = j) denota a fungdo indicadora do evento z; = jem; = Y.i' | 1(z; = j), note que o

nimero de observagdes na componente j € dado por m;.

Uma considerag¢do importante neste modelo € a determinag¢do do nimero de componentes
por ndo ser uma informacgao usualmente conhecida. A estimac¢ido do nimero de componentes
pode ser realizada do ponto de vista de sele¢cao de modelos, ajustando um modelo com G fixado
em diversos valores e escolhendo aquele com melhor valor de alguma medida de selecao de

modelos.

O procedimento de selecio de modelos também pode ser realizado atribuindo uma
distribui¢do a priori para G e estimando seu valor a partir da distribui¢do a posteriori obtida,
note que ao fazer isto o espaco paramétrico do modelo se torna aleatdrio, o que dificulta o
processo de estimacdo. Esta pode ser considerada uma abordagem mais natural do ponto de vista
Bayesiano, visto que podemos quantificar a incerteza com relagdo ao niimero de componentes
através da distribuicao a priori. Além disso, podemos obter a probabilidade a posteriori de cada

possivel valor de G, ou seja, ndo precisamos estimar todos os possiveis modelos, que pode ser
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computacionalmente muito custoso. Considere entdo o seguinte modelo:

G~ 7G();
p|G ~ DirichSimg(7);
0,/G"™ n(9),j=1.2,...,G; (2.21)

Z|G,p ™ Cat(p),i=1,2,....n;

Y|G.Z=j,0; " F(10;),i=12,...n,
com G assumindo valores em N. O modelo de mistura com distribuicao a priori em G € chamado
de modelo de mistura de misturas finitas (MFM, do inglés Mixture of Finite Mixtures) por Miller

e Harrison (2018), adotaremos essa nomenclatura.

O processo de estimacdo dos modelos MFM € mais desafiador devido a aleatoriedade da
dimensdo do espaco paramétrico, que € introduzida ao associarmos uma distribui¢cdo a priori
ao nimero de componentes. O algoritmo Reversible Jump (RICHARDSON; GREEN, 1997) é
aplicavel nestes modelos, porém sua utilizacdo requer a especificacao de fungdes de transi¢ao
que podem impactar o tempo de convergéncia do algoritmo. Uma alternativa ao Reversible Jump,
que ndo faz uso das funcdes de transicao, sdo os modelos de mistura por processo de Dirichlet
(ANTONIAK, 1974; ESCOBAR, 1994), porém, por serem baseadas no processo de Dirichlet
(FERGUSON, 1973) estdo na classe de modelos de misturas infinitas.

Em seu trabalho, Miller e Harrison (2018) encontraram correspondéncias entre o MFM e
o modelo de misturas por processo de Dirichlet, como representacao em urnas de Polya, stick-
breaking e como medida aleatdria. Para tal, consideram a parti¢do % induzida pelas variaveis de
alocacio Z = (Z1,2s,...,Z,), ouseja, € ={€;:|€;| >0}, com€;={ic{1,2,...,n} : Z; = j}
e com |%;| denotando o nimero de elementos no conjunto. E importante notar que o nimero de
partes na particdo G, = || pode ndo coincidir com o nimero de componentes na mistura G.
Para evidenciar essa distin¢do, chamaremos G, de nimero de grupos (cada parte na particao
sendo um grupo) e G de nimero de componentes. Os autores mencionam que fixar y constante
independente de G € necessdrio para a obtengdo de uma forma simples para a distribuicdo de ¢

porém pode ser considerado restritivo.

Uma extensdo dos MFM foi introduzida por Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin
(2021) permitindo diferentes valores para o hiperpardmetro da distribuicdo a priori de p, a
extensio foi chamada de modelo MFM generalizado pelos autores. SejaY = (¥,Ys,...,¥,) "

vetor de observagdes independentes, 0 modelo é dado por:

G~ ng(-);
p|G ~ DirichSimg(Y5);
0;1G"™ n(-|p),j=1,2,....G;! (2.22)

Zi|G,p nd Cat(p),i=1,2,...,m

Y|G.Z=j,0; " F(10;),i=12,...n
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A distribuicao a priori de p depende do nimero de componentes através de uma sequéncia de
nimeros positivos ¥ = {¥5,G > 1}. O modelo MFM ¢é um caso particular, ocorrendo quando o

hiperparametro da distribui¢cdo a priori Dirichlet simétrica permanece constante para todo G.

A funcdo de verossimilhanca e verossimilhanca aumentada por Z sdo semelhantes as
apresentadas em (2.19) e (2.20), respectivamente, bastando apenas a inclusao do novo parametro

G. A func¢do de verossimilhanga é dada por

n

G
L(y|6.G)=]]Y pif(il6;) (2.23)
i=1 j=1

e a verossimilhanga aumentada por Z é dada por

L(y,2/6,G) = Hp, Hf (vil6,)" (2.24)

Note que a dimensao dos vetores de parametros depende do numero de componentes, que é

aleatorio.

Como feito por Miller e Harrison (2018), os modelos MFM generalizados levam em
consideragdo a parti¢io ¢ induzida pelas varidveis de alocagio Z = (21,23, ...,Z,), ha distin¢do
entre o nimero de componentes com pelo menos uma observagdo e o niimero de componentes.

Definimos por G+ o nlimero de grupos na amostra, ou seja,

G, =|¢|= Z]l (mj>0), mj= |‘5|—Z]l (zi = J),
=

a priori, tanto G4+ quanto G sdo aleatdrios.

Note que os grupos na amostra sao invariantes a permutagdes nos rétulos dos vetores
de alocacdo, o mesmo agrupamento é obtido caso permutemos os rétulos das componentes.
Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021) obtém a distribui¢do a priori da parti¢ao
aleatdria ¢ condicionada em G a partir da distribuicdo de Z|G considerando permutacgdes de
Z que levam ao mesmo conjunto de grupos na amostra. A distribui¢ao a priori condicional da

particdo é dada por

YG) = FG iTYG) nG+ (G—G+)!F(n+G)/G)' )
Também obtém a distribui¢do a priori da particio aleatéria ¢’
n(€ly)= Y, #n(G)n(¢|G.¥5), (2.26)

G=G,

' A versdo do MFM generalizado apresentada por Friihwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021)

inclui uma distribuicdo a priori para o hiperparametro @;
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com 7(G) prépria. Observe que a distribui¢éo a priori da parti¢do aleatéria depende da sequéncia
¥ ={Y:,G > 1}. Além disso, também obtém a distribui¢do a priori dos tamanhos de cada grupo,

definida como

oo Gv’}/G G
V. & “ T(m;+ %)
n,Gy j
n(my,my,...,mg,|Y) = _Z, FG+(YG) j“] NCTESIE (2.27)

A partir desta distribuicdo a priori, obtém a distribuicdo a priori do nimero de grupos, somando
(2.27) sob o conjunto formado pelos tamanhos de grupos vélidos, ou seja, ¥ = {my,my, ..., mg, >

0:my+my+---+mg, =n}, dada por

G
S V" G+ G cG¥ — mj + YG
n(Gyly) = ZG, rG+ T )CmG+ nee =Y Hl T 1) (2.28)

. . G,
Os autores apresentam um algoritmo para o cédlculo de C,) gG.
s T+

Um ponto de discussdo importante € a distribui¢cdo a priori para o nimero de compo-
nentes, 7(G), visto que induz uma distribui¢do a priori para G4.. Richardson e Green (1997)
utilizam G ~ Uniforme{l,..., G4} para um MFM com y = 1, porém, como mostrado por
Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021), neste caso, a distribui¢do a priori de G
pode ser informativa dependendo do tamanho amostral. Este comportamento pode ser observado
na Figura 2, em que temos (G |yY) para um MFM, ou seja, a sequéncia ¥ permanece constante

com relagdo ao nimero de componentes, com valor ¥ e fixamos n = 20,100,1000 e y = 1.

Figura 2 — Distribui¢do a priori para o nimero de grupos em um MFM, 7(G.|y = 1), quando G ~
Uniforme{1,...,30}.
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Fonte: Adaptada de Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021).

Por recomendacdo dos autores, utilizaremos uma distribuicao a priori beta-binomial-
negativa, G — 1 ~ BNB(a,,ar,br), uma generalizacdo das distribui¢des de Poisson, geométrica

e binomial-negativa. Dessa maneira, a funcao de probabilidade a priori de G é

I'(ay, +G—1)B(ay +ar,G—1+by)

[(az)T(G)Blax. br) ’ (2:29)

n(G) =



2.2. Modelos de misturas finitas 35

em que B(-,-) denota a fungdo beta. Os autores sugerem fixar ay = 1,ay =4 e by = 3, desta
forma obtendo uma distribui¢do a priori para G com valores concentrados em torno de 4
componentes, porém ainda permitindo valores mais elevados, além disso seu comportamento

permanece similar entre os MFM e MFM generalizados.

A Figura 3 mostra 7(G) e n(G,|Y) para trés considera¢des a priori para G, a saber,
G — 1~ BNB(1,4,3), G— 1 ~ Geométrica(0,1) como em Miller e Harrison (2018) e G ~
Uniforme{1,...,30} como em Richardson e Green (1997), no modelo MFM e no MFM genera-
lizado. Para o MFM, fixamos ¥ = 1, para 0o MFM generalizado, escolhemos ¥ = {1/G,G > 1},
em ambos os casos, n = 82. Dentre as op¢des consideradas, utilizar G — 1 ~ BNB(1,4,3) em
um MFM generalizado implica em assumir distribui¢des a priori semelhantes para Ge G e,
como mostrado em Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021, p. 1299-1300), utilizar as
outras opcdes de distribuicdo a priori pode implicar em estimativas enviesadas para o nimero de

grupos e componentes.

Figura 3 — Distribui¢des a priori de G e G, considerando G— 1 ~ BNB(1,4,3), G— 1 ~ Geométrica(0,1)
e G ~ Uniforme{1,...,30}, para um MFM e MFM generalizado, n = 82.
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Fonte: Adaptada de Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021).

A escolha da sequéncia ¥ = {1/G,G > 1} foi motivada por Malsiner-Walli, Frithwirth-
Schnatter e Griin (2016), que introduzem os modelos de Misturas Finitas Esparsas (SFM, do
inglés Sparse Finite Mixtures) . Nesta abordagem, G € fixado em um nimero que sobrestima
G e uma distribuicdo a priori Dirichlet simétrica de parametro eq € atribuida aos pesos das
componentes. Os autores comentam que um valor pequeno para ey € necessdrio para que o
comportamento desejado de componentes em “excesso” serem esvaziados ocorra. Se esse
comportamento ocorre, € possivel entdo tratar G4 como uma varidvel aleatoria com valores
menores que G, porém, como mostra a Figura 4, ep deve ser inversamente proporcional a G para

que o comportamento desejado ocorra, o que motiva a escolha da sequéncia ¥y = {y/G,G > 1}.
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Figura 4 — Distribui¢@o a priori dos grupos em um SFM.
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Fonte: Adaptada de Frithwirth-Schnatter e Malsiner-Walli (2019).

Neste trabalho adotaremos a sequéncia ¥ = {y/G, G > 1}. Friihwirth-Schnatter, Malsiner-
Walli e Griin (2021) mostram que MFM generalizado utilizando esta sequéncia converge para
um modelo de mistura por processo de Dirichlet com parametro de concentragido y > 0 caso
7(G) concentre sua massa em oo, Os autores sugerem incluir uma distribuicéo F de Snedecor
com 6 graus de liberdade no numerador € 3 no denominador ao hiperparametro 7y, de forma
a comportar dados com muitas componentes vazias (Y proximo de zero) e dados com poucas
componentes vazias (Y distante de zero). Na Sec¢do 2.4, apresentamos o Telescoping Sampler,

algoritmo inferencial proposto pelos autores.

2.2.1 Modelo de misturas de regressoes t de Student assimétricas

O foco deste trabalho sao os modelos de mistura de regressao, obtidos ao assumir uma
estrutura particular a F(-|@;) apresentada nos modelos de mistura discutidos anteriormente.

Nosso interesse principal sdo os modelos de Misturas de Regressdes ST (MRST).

O modelo MRST, para um dado nimero de componentes G, pode ser definido da
seguinte maneira: considere um vetor de observacgdes independentes Y = (1,15, ... ,Yn)T, em
que, condicionada a observagao de uma varidvel de alocacdo latente Z;, a resposta do i-ésimo

individuo Y;, depende do vetor de covaridveis x; conforme
T
Y, =x/ Bj+é&ij, (2.30)

em que &;|Z; = j ~ ST(bA;, G},?Lj, V) com

b:_\/i_Z A—=0Cid:.edi=—0"J
mT(v/2)’ 7=
v/2) NEvE
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O valor do parametro de localizagdo da distribui¢do ST foi escolhido com base em (2.16) de
forma que o valor esperado dos erros de observagdo na j-€sima componente &;; Seja zZero para
todo i, assim temos E(Yj|Z; = j) =x; B ;. E importante notar que E(¥;|Z; = j) ndo existe caso
0<v<<l.

Note que mantemos V igual entre as componentes, isto foi feito de forma a reduzir a
complexidade computacional do problema, o mesmo procedimento foi realizado em Cabral,
Souza e Ledo (2022). O vetor B; = (Boj, Bijs---,Bxj) | contém os coeficientes de regressdo da j-
ésima componente. O vetor xiT = (1,x;1,Xp,- - -, Xxix) contém os valores de k varidveis regressoras.

Denotamos por X = (x1,X2,...,X,) ' a matriz de planejamento.
Por (2.14) vemos que (2.30) implica que
Zilp %l Cat(p)

Yi|Zi = j,0),x " ST(x] B+ bAj, 67,45, V),

] ]7

(2.31)

em que 93- =B/ i 12,/1 v)T. Por (2.13), vemos que (2.31) pode ser escrito como:

Zlp ™ Cat(p)

Ui|v ~ Gama(v/2,v/2)

ind

(2.32)
Ti|Ui = u; ™ Ng ) (0,1 ")

. d -
YiZi = j,Ti = 1, U = u;, 0,3 " N(x] B+ (b+1:)Aj,u; ' 22),

em que Ng . (a,b*) denota a distribui¢io normal truncada no intervalo (0,4-c0), com média
antes do truncamento a e varidncia antes do truncamento b”. Reparametrizaremos o modelo
apresentado em (2.31) com rela¢do as quantidades A; e ’L']Z que aparecem nha representacao
hierdrquica do modelo, dada em (2.32). A transformacdo e transformacao inversa sao dadas,
respectivamente, por

Aj=0)9 Aj =24/

e (2.33)

2 2 2 2 A2
TJ—G(I—S) o7 = T; + A7,

com§; =A;//1+ 7Lj2, esta reparametriza¢do também foi utilizada por Nascimento (2017) e

Cabral, Souza e Ledo (2022). A reparametrizacdo do modelo apresentado em (2.31) é
Yi|Zi = j,0;,xi ~ ST(x; B;+bAj, 77 + A7, Aj/7;,V), (2.34)

emque 6 = (ﬁ i T ,A ) sdo os pardmetros especificos de cada componente, observe que B ; €
R 22c Ry eA; ; € R. Obtemos as seguintes funcdes de verossimilhanga e verossimilhanga

aumentada, respectivamente,

L(y|G,0,X) HZpJSt vilx{ Bj+bAj, T + A3, A;/T;,v), (2.35)
i= 1]

n .
L(y,z/G,0,X) = H P TSt By +0A), 7 + 47,4/ 7, v)' ), (2.36)
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em que 8 = (B,72,A,v,p) € RO x RC x R x Ry x Eg, com B = (B],...,BL), 12 =
(t3,...,72), A= (Ay,...,Ag) e com Eg = {p; € [0,1]Vj > 1|ZJG:1pj = 1}. A reparametriza-
¢ao (2.33) € util por facilitar a obtencao de distribui¢cdes condicionais completas das quais a
simulacdo de observacdes € simples para a maioria dos parametros do modelo, como mostrare-
mos posteriormente. Levaremos em considerag@o os parametros reparametrizados 0, a estimagao

dos parametros originais se dard utilizando a transformacao inversa mostrada em (2.33).

Para 0, consideramos B8, 72,A e v independentes a priori e também que os pardmetros es-
pecificos de cada componente sido independentes a priori,ou seja, @ ; 10y, j # k. As distribui¢des

a priori sao

Bj~Nii1(0,c¢MTii1);
A;~N ,0)2 ;

J (n,»°) 2.37)
’L']Z ~ InvGama(r, s);

v|a ~ ExpLoc(y, a), oo ~ Unif(0.02,0.5),

em que Ny (a,B) denota a distribui¢do normal k variada, com vetor de médias a e matriz de
covariincia B, I; denota a matriz identidade de ordem k. ExpLoc(y, @) denota a distribui¢cao
exponencial de localizac@o, se X ~ exp(«), ¥ = X + v ~ ExpLoc(y, a). A distribui¢do a
priori de v foi motivada por Garay et al. (2015) em que foram estudadas diversas op¢des de
distribui¢des a priori para v sendo observado que considerar ExpLoc(0, @), o ~ Unif(0.02,0.5)
resulta na melhor recuperacdo dos valores dos parametros, a inclusao do parametro de localiza¢ao
se deve ao fato da nao existéncia do valor esperado da distribui¢do ST caso 0 < v < 1. As demais
especificagdes a priori sdo similares as utilizadas por Nascimento (2017) e Cabral, Souza e
Ledo (2022) e foram escolhidas de forma a facilitar a obtencdo de distribui¢des condicionais

completas. Assim temos,

n(0,|G) = n(B,|G)n(A;|G)x(7}|G) (2.38)

n(0|G) = <IQI ﬂ(9j|G)> n(v)x(p|G). (2.39)
=1

Utilizando as consideragdes a priori dadas em (2.37) podemos encontrar as seguintes
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condicionais completas, o Apéndice A mostra detalhes sobre sua obtencao.

BilB-jy.ztu,...~Nii(Z;'w;, 72" (2.40)
m; S3;
‘L'12|’cz_j,y,z,t,u,... ~ InvGama (%%—r,%—#s) (2.41)
2 2 2.2
0-S1;+nT; T
AflA_jyztu,. ~N—— (2.42)
O°8j+ 17 ©°8;+7T;
aly,... ~ Gama20.5)(2, V= V) (2.43)
Zily,z—i,... ~ Cat(p) (2.44)
T 2 2
v i—Xx; Ppj— (b+1)A; t+v
Uilu_i,y,2.t,... ~ Gama Vo Dimxib, 2( F0A)T V) (2.45)
2 21']. 2
(i—x Bi—bA)A;, T
Tt iy z.u,... ~ Ny i : 2.46
l| iy (0, )( A?‘i‘sz l/tl(A%—i—TJz) ( )

em que ... denota os demais parametros do modelo, T2 j denota o vetor T2 excluindo o Jj-
ésimo elemento, o mesmo vale para B_;, A_j, z_it_;jeu_j, w; = XJTUj(yj —(b+tj)Aj) e
L= X]TUij + TJZC_Z]IkH, comU; = diag(uj), X j € a matriz composta das i-€simas linhas da
matriz de planejamento X tais que z; = j, y;,t;, u; denotando o vetor composto pelos i-€simos
elementos dos respectivos vetores y, t, u tais que z; = j, S1; = (b+1;) U j(y; — X ;B ), S2j =
(b+1)'Uj(b+t)) e S3j=(y;—X;B;— (b+1j)A;)) 'U;(y;—X ;B — (b+1))A;) e por fim, p =
<p17p27 e apG)T com pj; = p]St(yl|xlTB] + bA]? 61272’]7 v)/Z[Gzl plSt(yi’xlTBl + bAh 61272'17 V),
para j = 1,2,...,G. A distribui¢do condicional completa para o parametro v possui funcdo

densidade tal que

n G
7'L'(V|y, .. ) o< e‘“(v“”)]l(v > l[/) H Z ijt(y,-|xiTBj -|-bAj, O'jz,)uj, V), (2.47)
i=1 j=1

que nao € proporcional a fun¢do densidade de uma distribuicao simples de obter amostras.

E interessante notar que o vetor de médias da distribui¢io condicional completa do
pardmetro B ; coincide com o estimador da regressdo por minimos quadrados ponderados por
u; se consideramos como vetor de respostas (y; — (b+t;)A;) e fazendo ¢ — +oo. Sob as
mesmas condicdes, a matriz de covariincias da distribuicao condicional completa do pardmetro
B coincide com a matriz de covaridncia do estimador da regressdo por minimos quadrados

ponderados.

2.3 Problemas de identificabilidade

Modelos de mistura em geral apresentam problemas de identificabilidade que podem
impactar o processo de estimacao dos parametros. Segundo Frithwirth-Schnatter (2006, p. 15),

uma familia de distribui¢des paramétrica, definida sobre o espaco amostral 2 e indexada pelo
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parametro O € 0, ¢ dita identificdvel se dois parametros 8 € ® e 0* € ® definem a mesma lei de
probabilidade em % se, e somente se, 8 = 8*. Colocando em termos das respectivas fungdes
densidade f(y|0) e f(y|0") temos que se

f(y|0) = f(y|07) para quase todoy € # = 0 = 6*

a familia de distribuicdes € dita ser identificivel. Uma familia de distribui¢des paramétrica é
dita ser ndo identificdvel se para 0 e 8 distintos, as fun¢des densidade f(y|0) e f(y|0*) sdo

idénticas para quase todoy € %'

Uma das causas da ndo identificabilidade das misturas finitas de distribui¢cdes sao sua
invariancia a permutacdo dos rétulos das componentes. Por exemplo, considere uma mistura de
duas componentes ST: por (2.17) a fungdo densidade é dada por £(y|0) = p1St(y|i1, 062, A1, 1) +
paSt(y|t2, 03,42, v2), com 8 = (W, 07,4, V;) €O =R xRy xRxR1e0=(01,02,p1,p2) €
0, = 0% x Ey, em que Ey = {pj €[0,1]Vj > 1|p1 + p2 = 1}. Seja O € O, um pardmetro arbi-
trario com 0 # 0,, definimos 8* = (0,01, p», p1) trocando os rétulos das componentes no

parametro 0, observe que 8 % 0, porém,
f(yle) = plSt(y“J'l ) 6127117‘/1) +p28t(y‘.u27 6227127 Vz)
= p2St(y|i2, 67, A2, Va) + 1Sty 67, Ay, vi) = £(10%),

ou seja, uma mistura de duas componentes ST ndo € identificdvel.

Para o caso de uma mistura de G componentes ST, a funcao densidade € invariante a
permutacdes nos rétulos das componentes. Suponha que kg € uma permutacao arbitraria dos
rétulos das componentes, ou seja, K, : {1,2,...,G} = {1,2,...,G},g=1,2,...,G!. Se tomamos
um pardmetro arbitririo @ = (01,05,...,06,p1,p2,--.,pG) € Og = OF x Eg, podemos definir
0" = (exg(1)79;cg(2)7 3 0k,(G)s Picy(1)) Pry(2)5 -+ - ,ng(G)) € Og = 0% x Z; de forma que

f(y0) = p1St(y|01) +---+ psSt(y|6c)

i (2.48)
= Pic(1)StYV[0, (1))t + Py (6) SOy () = f(¥]607).

O problema de identificabilidade causado pela invaridncia a permutacdes nos rétulos
das componentes é comumente chamado de label switching. Como mencionado por Frithwirth-
Schnatter (2006, p. 16), o label switching nao € um problema de identificabilidade severo por
conta dos valores dos parametros estarem relacionados entre si por meio de permutacdes, sendo
assim possivel solucionar o problema durante o processo de estimagdo utilizando permutagdes

adequadas nos rétulos das componentes, como mostraremos na Se¢do 2.4.

Outra causa de problemas de identificabilidade em misturas de distribuicdes € a inclusao
de componentes redundantes. Por exemplo, uma mistura de duas componentes ST, com parametro
0 =(01,0,,p1,p2) € O,, pode ser escrita como uma mistura de trés componentes ST com
p3=0,

f(516) = p1St(y|01) + p2St(y(62)
= p15t(y|61) + p2St(y[02) +0- St(y|63).
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A mistura de trés componentes, com pardmetro 8 = (61,0,,03, p,p>2,0) € O3, ndo é identi-
ficavel, pois qualquer 03 leva ao mesmo valor da fungdo densidade. Contudo, note que, se a
mistura de duas componentes apresenta apenas problema de label switching, como ®; C O3
¢é possivel ainda solucionar o problema de identificabilidade durante o processo de estimagao
desconsiderando a componente com peso nulo, motivagdes préticas para tal serdo apresentadas

na Sec¢do 2.4.

Ainda podemos incluir componentes redundantes ao assumir que duas ou mais compo-
nentes possam ser representadas por apenas uma componente. Por exemplo, se em uma mistura

de trés componentes ST temos

f(316) = p1St(y|01) + (p2 — p3)St(y]62) + p3St(y|62),

vemos que a mistura de trés componentes ST com pardmetro 8 = (01,0,,0,, p1, p» — p3,p3)
ndo € identificdvel, pois para qualquer p3 € [0, p»] obtemos 0 mesmo valor da fungdo densidade.
Como mencionado na Secdo 2.2, o modelo MFM generalizado que consideraremos neste
trabalho da baixa probabilidade a priori para o evento de duas ou mais componentes poderem
ser representadas por apenas uma em favor de componentes com peso nulo no caso de presenca

de componentes redundantes.

Os modelos de mistura de regressdes também apresentam problemas de identificabilidade
por label switching e por inclusdo de componentes redundantes, porém esses modelos adicionam
outra possivel fonte de problemas de identificabilidade. Segundo Hennig (2000), um modelo de
misturas de regressdes ndo € identificdvel se o nimero G de componentes na mistura for igual ou

superior ao ndmero de hiperplanos k-dimensionais distintos gerados pelas covaridveis.

Por exemplo, considere um modelo MRST com duas componentes comn=2ek=1,a

funcdo de verossimilhanga deste modelo, como mostrado em (2.35), é dada por

2
L(y[6,X) HZ’IPJSt vilx; ﬁj—i—bAJ,’D—}—A?,Aj/Tj,v),
=1y

considere x{ = (1,0), x, = (1,1) e os seguintes parAmetros 8 = (B],B, ,(7%,7%),(A,A), v,

(1/271/2))60*:( 1*7B2*’( ),(A,A),V,(l/z,l/Z)) B (1 ) ;:<2;0>’BL:
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(1,1), [SZT* =(2,—1),com A, t2 > 0, v > 0 arbitrérios, observe que

1
L(y10.X) = ( 5St(y1 e/ B1+bA, T+ A%, A/T,v) + - St(yifx] B2+ A, T + A% A/T,V)

1
St(yales B1+bA, T+ A% A/T,v) + S St(vaxy Bo + bA, T+ A%, AT, v))

S N N N N —~

1
St(y1|1 +bA, 7>+ A% A/, V) + S Stv[2+0a, 2+ A2 A/T, v))

—_ N = N = N =

1
7St + A, T2+ A% AT, V) + 5 St2]2+bA, 2+ A% A/T, v))
1 1
= (ESt(m |x1Tﬂ1* +bA, T +A2,A/r, V) + ESt(yl |x1TB2* +bA, T +A2,A/r, v))
1 1
: (ESt(yz\szﬁl* + DA, T*+ A% AJT, V) + ESt(yzlszﬁz* +bA, T+ A% A/T, v)) =L(y|0%,X).

Note que no exemplo temos apenas dois hiperplanos unidimensionais (pontos) distintos gerados
pelas covaridveis, O e 1, o que coincide com o nimero de componentes no modelo. Este problema
de identificabilidade ndo seria observado caso incluissemos uma nova observacdo com x3 distinto
de x1 e x,, restando apenas a possivel presenca de label switching e inclusdao de componentes
redundantes. Relembre que as covaridveis correspondem ao segundo elemento em diante dos

vetores Xx;.

Para mais detalhes sobre problemas de identificabilidade em modelos de mistura e mode-
los de mistura de regressdes veja Frithwirth-Schnatter (2006). Em seguida discutimos métodos
de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) frequentemente utilizados em inferéncia

Bayesiana para a aproximacao de integrais complexas.

2.4 Técnicas MCMC e procedimento de estimacao

Nesta se¢do apresentamos algumas técnicas MCMC. As técnicas MCMC sdo uteis para
a aproximacao de integrais complexas quando as técnicas usuais de Monte Carlo ndo podem
ser facilmente aplicadas devido ao passo de amostragem ser complexo. Em geral, temos uma
densidade objetivo 7(+) da qual a simulagdo de valores ndo é trivial, obtemos uma realizag¢do de
uma Cadeia de Markov cuja distribuicdo estaciondria é 7(+), descartamos uma certa quantidade
dessas realizacdes e entdo tratamos os valores restantes como amostra independente e identica-
mente distribuida de 7(-) e aproximamos as quantidades de interesse. Para uma revisdo sobre
técnicas MCMC veja Brooks et al. (2011).

2.4.1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings (MH), proposto por Metropolis et al. (1953) e entdo
estendido por Hastings (1970), pode ser utilizado para obtenc¢@o de amostras com densidade 7(-)

cuja simulagdo de valores é complexa. O algoritmo consiste em gerar observagdes propostas x*
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com densidade ¢(-|-) a partir da qual a simulac@o é simples, o valor gerado x* é entdo aceito
como na distribui¢ao de interesse com alguma probabilidade. No Algoritmo 1, apresentamos

com detalhes o algoritmo.

Algoritmo 1 — Algoritmo de Metropolis-Hastings.

Entrada: Nimero de iteragdes 7', densidade objetivo 7(-), densidade proposta g(+|-), valor
inicial x(©).
Saida: Cadeia de Markov {x(!), ... ,x(T)} com distribuig@o estacionaria 7(-).

1: parat =1 até T faca

2: Gere uma proposta x* com densidade g(-jx~1)

3: Calcule a probabilidade de aceitacdo

* (1=1) |y
N B TS VIElS
7 (x=1)g (x|l =1)

4: Gere u de uma Uniforme(0, 1)

5: se u < o entao

6: Aceite a proposta fazendo x(0) ¢ x*

7 senao

8: Rejeite a proposta fazendo x(*) +— x(—1)

9: fim se
10: fim para

O Algoritmo 1 sera utilizado para simular valores a partir da condicional completa (2.47)

posteriormente.

2.4.2 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs (GS, do inglés Gibbs sampler), proposto por Geman e Geman
(1984), pode ser utilizado para obtenc¢do de amostras com densidade 7(-) cuja simulagdo de
valores € complexa. Diferentemente do algoritmo MH, a densidade objetivo deve ser multivariada
e ndo ha passo de rejeicdo. Os valores seguintes da cadeia sdo simulados das distribui¢des
condicionais completas. Suponha que X = (Xi,...,Xp)" ~ 7(-), e que 7(-) é uma distribuicio a
partir da qual a simulagcao de amostras é complicada, porém, considere que € simples simular
das condicionais completas, ou seja, X;|X1,..., X1, X4+1,.--,Xp, d =1,2,...,D. O algoritmo
consiste da simulag@o de valores a partir das distribuicdes condicionais completas, no Algoritmo
2 descrevemos os passos em detalhes. Cada passo do GS € um caso particular do algoritmo
MH em que a distribui¢do proposta em cada passo € a condicional completa de cada varidvel
e, por conta disto, a taxa de aceita¢do € sempre 1. O Algoritmo 2 seré utilizado no Capitulo 3
para simular valores da distribui¢do a posteriori do modelo MRST utilizando as distribui¢des

condicionais completas apresentadas nas expressoes (2.40) a (2.47).
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Algoritmo 2 — Amostrador de Gibbs

Entrada: Ndmero de iteragoes 7', densidade objetivo 7(-), condicionais completas, valores
iniciais xgo) ,xéo), . ,xg))
Saida: Cadeia de Markov {x(!), ... x(7)} com distribui¢do estacionaria 7(-).

: parat =1 até T faca

1

2 parad =1 até D faca

3: Amostre xg) com densidade 7r(-|x§t), xfl) l,xgﬂl), ,xg_l))
4 fim para

5. fim para

2.4.3 Telescoping Sampler

O Telescoping Sampler (TS), é um algoritmo inferencial proposto por Frithwirth-Schnatter,
Malsiner-Walli e Griin (2021) para inferéncia Bayesiana em modelos MFM generalizados. Como
0 GS, o TS utiliza as distribui¢des condicionais completas do modelo. Em seguida apresentamos
as condicionais completas de um modelo MFM generalizado, com sequéncia ¥y = {y/G,G > 1},

dadas por

Zi|Z—i7p7617"' eGaGNcat(p> (249)
n(0;|G,€,y,0_;) < (8 H f0il6;) (2.50)

lZl

n(G|€,7) > 76(G)

. Gy .
Yo+ G! 1 L(mj+v/G) . > 6, 2.51)

GG (G—G)! 14 T(1+7/G)”

yG+r IG_+[ I(m;j+7/G)
F(nH) IL(1+7/G)

p|€,v,G ~ Dirichlet(y/G +my,...,v/G+mg), (2.53)

n(Y|€,G) o<

(2.52)

em que p = (p1,...,0G) , Pj = pjf(y,-|9j)/ZlG:1plf(yi\el),j =1,2,...,G. Detalhes sobre a
obtencao das distribui¢cdes condicionais completas (2.51) e (2.52) estdo disponiveis no Apéndice

B, a obtencao das demais condicionais completas podem ser encontradas no Apéndice A para o
caso do modelo MRST.

Estamos interessados em utilizar o TS para a estimagao dos parametros do modelo MRST

além da determinacao do nimero de componentes, ou seja, estamos interessados na estimacao
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do seguinte modelo hierdrquico, obtido ao combinar as expressoes (2.21), (2.32) e (2.37)

G~ 7mg(-);
Y~ 7(6,3);
p|G ~ DirichSimg(y/G);
0,G" n(-),j=12,...,G;
v|o ~ ExpLoc(y, ), o ~ Unif(0.02,0.5); (2.54)

Z|G.p™ Cat(p),i=1,2,....n;

Uilv ™ Gama(v/2,v/2),i=1,2,...,n;
T,"U,' = U if@ N(O,m)(O,ui’l),i: 1,2,...,1’1;

Yi|G,Zi = j,Ui=u;,T; = 1,0 j,x; nd N@x'Bj+ (b+1)Aju; ' t7),i=1,2,...,n,

em que .7 (6,3) denota a distribui¢do F de Snedecor com 6 graus de liberdade no numerador e 3
no denominador, utilizada por recomendacdo dos autores, e com 7(-) como dado em (2.38). A
distribuigdo a posteriori deste modelo, (G, 0|y), ndo pode ser facilmente obtida, o que pode ser
verificado ao combinar a funcao de verossimilhanga do modelo MRST em (2.35) a densidade
a priori dos parametros do modelo em (2.39) e as especificagdes a priori de G e Y mostradas
em (2.54). A consideracdo das varidveis latentes Z, U e T no modelo permite a existéncia
das distribui¢des condicionais completas mostradas nas expressoes (2.40) a (2.47), porém, a

distribuicdo a posteriori ©(G,7v,0,0,z,u,t|y) também & de dificil obtengdo.

No Algoritmo 3 apresentamos o Telescoping Sampler com as devidas modificagdes neces-
sdrias para a obtenc¢do de uma Cadeia de Markov cuja distribuicéo estaciondria é (G, 7,0, .z,
u,ty). Diferentemente dos autores, escolhemos atualizar os pardmetros das componentes preen-
chidas antes de atualizar a particdo ¢ pois dessa maneira observamos que o algoritmo atinge
convergéncia mais rapidamente. Também alteramos procedimento de simulagao dos parametros
especificos das componentes, originalmente feito utilizando a distribuicao condicional completa

conjunta mostrada na forma geral em (2.50), neste caso dada por

71'(9]'|G,C5,y,9,j) o< 7[(0]) H St(yilx;rﬁj—FbAj,TJZ—f—A?,A]‘/T]',VL

i:zi=j

para a simulag@o a partir das condicionais completas mostradas em (2.40) a (2.42). Além disso,
incluimos a atualizacdo de varidveis latentes além das varidveis de alocacdo e incluimos a

atualizacdo de um parametro comum as componentes.
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Algoritmo 3 — Telescoping Sampler para o modelo MRST.

Entrada: Numero de iteragoes Q Vetor de respostas y, matriz de planejamento X, valo-

res iniciais G(© }/<0 650), ey Og)()o), v zO) y©) 10 ¢ valores dos
h1perparametros
Saida: Cadeia de Markov com a distribuicdo a posteriori do modelo como distribui¢cao
estaciondria.
1: parag =1 até Q faca
1. Atualize os parametros das componentes preenchidas, para j = 1,2,..., G(f), amostre
qu) = (ng)T, ’c?(q),AEq)) da seguinte maneira:

a) amostre 8 E-q) a partir da condicional completa (2.40), fixando TJZ = ‘L'Jz(qfl), Aj=
A§.q—1>, v=vla) z=z@D y—yl-1) s =T,
2(q)

b) amostre T;
A(.q—l), v=v-l) =z y—pyla-1 s =71,

J
¢) amostre Aﬁq) a partir da condicional completa (2.42), fixando = [3

v=vl) =z y—pyle-1) ¢ =1l
2. Atualize a parti¢do ¢

a) Amostre Z( ), para i=1,2,...,n, da condicional completa (2.44), fixando p =
1) 2q) A _Ald) |, _ (g1 — lg-1).
p V. B; B,,r,—r A =A" v=vlT) e G= Gl

a partir da condicional completa (2.41), fixando B; = ﬁg.q), Aj=

@) g2 20),
J’TJ T

b) Calcule m; =Y} | 1(Z 79 = J), para j=1,2,... .G~ determine o nimero

de grupos na amostra Gq ZG(q )]l{m_,- > 0} e troque os rétulos j =

1,2,...,G'% 1 de forma que a primeiras Ggf) componentes estejam preenchi-

das.

3. Atualize as variaveis latentes;

a) amostre T( ), parai=1,2,...,n, da condicional completa (2.46), fixando B ; =
(9) 2(q) (@ , _ (- _ r7la—1),
B 12_1 A_A]q,v_v(q Dew=U"";

ji v
b) amostre U (g ) ,parai=1,2,...,n, a partir da condicional completa (2.45), fixando

B, =B ,rj_r“ A —A() v=v@D e —T9),

4. Amostre a9 a partir da condicional completa (2.43), fixando v = v(q_l);
5. Dado ¢, atualize G e ¥;

a) Amostre G da condicional completa (2.51), fixando y = y(4—1);

b) Amostre y(‘f) utilizando um passo de MH com proposta log(y*) ~
N(log(y(q_l)),sjz,) para amostrar da condicional completa (2.52), fixando G =

G
continua

Perceba que a mudanca no espaco paramétrico devido a aleatoriedade do nimero de
componentes ocorrem no segundo e quinto passo do Algoritmo 3. No passo 5. novas componentes

vazias s@o criadas as quais poderdo ser preenchidas ao passo 2. ser executado na préxima iteracao



2.4. Técnicas MCMC e procedimento de estimagdo 47

continuac¢ao do Algoritmo 3
6. Adicione G9) — Gﬂf) componentes vazias, atualize p e v.

a) Se G > Ggf’) , amostre Bg-q) a partir da distribui¢do a priori definida em (2.37),
para j = GS?) +1,...,G9;
b) dado %, amostre p'@ da condicional completa (2.53), fixando y = 79 e G = G(9);

¢) amostre v(@ utilizando um passo de MH com proposta log(v* — y) ~
N(log(v4=1) — y),s2) para amostrar da condicional completa (2.47), fixando

a=oa pde 0,= Og-q), para j=1,...,G9),
fim para

do algoritmo. O passo 2., além de poder preencher componentes vazias, caso existam, possibilita
que componentes existentes sejam esvaziadas caso nenhuma observagdo seja alocada a pelo

menos uma componente .

No passo 3. do Algoritmo 3, a simulagdo de valores a partir da condicional completa
(2.46) foi realizada utilizando o algoritmo de Robert (1995), devido a dificuldade de simulacao
de amostras de uma distribuicdo normal truncada quando o ponto de truncamento estd muito
distante da média antes do truncamento. Além disso, No passo 5. do Algoritmo 3, a simulacao
da condicional completa (2.51) € feita na pratica simulando valores de uma distribui¢do cate-
gorica tomando valores {G,...,Gpuax}, com Gy fixo € com probabilidades proporcionais as

mostradas em (2.51).

Nos passos 5. e 6. do Algoritmo 3, o “passo de MH” refere-se a aplicacdo do Algoritmo

1. A probabilidade de aceitagdo de um valor proposto ¥* no passo 5. é dada por

| v m(y|€,0)
m‘“{l’ ya1 ny&q—lw%,c;) }

em que 7, denota a fung¢@o densidade da condicional completa de y a menos de constantes

apresentada em (2.52), enquanto a probabilidade de aceitacdo de um valor proposto V* no passo

min{l, vi—y  m(Viy,...) }’
via=) —y m, (via-Dly,...)

6. é dada por

em que 7, denota a func¢do densidade da condicional completa de v a menos de constantes

apresentada em (2.47).

Ao final da execugdo do Algoritmo 3, obtemos uma Cadeia de Markov cuja distribui¢ao
estaciondria é n(G,7,0,a,z, u,t|y). Porém, os problemas de identificabilidade apresentados
na Sec¢do 2.3 podem implicar em problemas na estimacdo dos parametros que sera realizada

utilizando esta Cadeia de Markov.

A solugdo para este problema serd realizada utilizando o algoritmo ECR (PAPASTA-
MOULIS; ILIOPOULOS, 2010). Entretanto, como o algoritmo foi elaborado apenas para

modelos de mistura com G conhecido, estimaremos primeiramente o nimero de grupos pelo
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maximo a posteriori € entdo manteremos apenas as realizagdes da Cadeia de Markov tais que
o numero de grupos coincide com 0 maximo a posteriori, como feito por Frithwirth-Schnatter,
Malsiner-Walli e Griin (2021).

A realizagdo deste procedimento ignora a possivel presenga de componentes vazios por
conta do funcionamento do algoritmo ECR, a solu¢do do label switching leva em consideracdo
apenas informagdes de componentes com pelo menos uma observagdo, mas, como vemos no
Algoritmo 3, os parametros correspondentes a componentes vazias sdo gerados a partir da
distribuicdo a priori, ou seja, nenhuma informacao € obtida ap6s a observacdo dos dados. Por
conta disto, recomendamos o uso do TS para a estimac@o do nimero de componentes e grupos
em um modelo de misturas, porém, caso as estimativas do ndmero de grupos e ndimero de
componentes ndo coincidam, os parametros correspondentes as componentes vazias devem ser
ignorados. A discrepancia entre essas duas quantidades indica apenas evidéncia de componentes

ndo observadas durante a coleta dos dados.

Em seguida, apresentamos um método para a verificagao do ajuste do modelo aos dados.

2.5 Analise residual

Utilizaremos os residuos quantilicos para a andlise residual, similares aos residuos
apresentados por Dunn e Smyth (1996). Relembre do seguinte resultado, se X ~ F(-), entdo
F(X) ~ Uniforme(0, 1) e é possivel mostrar que ®~!(F (X)) ~ N(0,1), com ®~!(-) denotando
a funcdo quantil da distribuicdo normal padrao. Podemos entdo utilizar este resultado para
definir o residuo quantilico da i-ésima observagdo, visto que, sob o modelo MRST Y;|Z; = j ~

ST(x;'B;+bA;, GJZ, Aj,Vv), entdo vemos que a fungdo distribui¢do para a i-ésima observagao é

i G
F(yilG,0,X) = / Y piSt(six/ Bj+bAj,07,4;,v)ds
o

G Vi
= pj/ St(s]xiTﬁj+bAj,G]2,/lj7v)ds
J=1 -

I
™o

P]ST()’z’szﬁ] +bAj7GjZ7)‘j7v)7
1

~
Il

em que ST(-|u, 62,4, V) denota a fungio distribuicio ST com pardmetro de localizacdo u, de
dispersio 62, de forma A e v graus de liberdade. Note que a fungéo distribuigio é invariante a

permutagdes dos rétulos das componentes.

O residuo quantilico da i-ésima observacao €é dado por

G
ei=2 [ Y p;ST(yilx/ B;+bAj,07,4;,v) | . (2.55)
j=1
Por construgdo e; ~ N(0, 1), desvios da normalidade indicam que a mistura de distribui¢des

ST assumida ndo € adequada para a modelagem da observacgao y;. Organizando os residuos em
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ordem crescente, €(1),€(2); - - - ,€(n), ESPErAMOS que e(;) esteja préximo do quantil (i —0,5)/n da
distribuigao normal, ou seja, préximo de ®~!((i —0,5)/n). Podemos entdo elaborar um gréfico
com os ®~!((i—0,5)/n) no eixo das abcissas e e(j) no eixo das ordenadas. Se o modelo €
adequado esperamos que os pontos estejam proximos da reta y = x. Ver Chambers (2018) para

mais detalhes.

Como a funcao distribuicdo € invariante a permutagdes dos rétulos das componentes,
podemos utilizar uma amostra MCMC antes da realizacdo do processo de correcdo de label
switching para obter uma amostra da distribui¢ao de cada e(;), calculando (2.55) através da
substitui¢do dos parametros por suas respectivas amostras MCMC, a funcdo distribuicao ST estd
implementada no pacote sn (AZZALINI, 2023) do software R (R Core Team, 2022). Temos
entdo uma amostra da distribui¢do a posteriori de e(;), procedemos com a estimagéo pontual de
e(;) pela média a posteriori e construimos um intervalo de credibilidade para e(;) com os quantis
amostrais 2,5% e 97,5%.
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CAPITULO

RESULTADOS

3.1 Modelo simplificado

. . j.id. .. )
Considere o seguinte modelo Y;,...,Y, "~ ST(0,62%,1,3), de forma similar ao que foi
feito em (2.32). Utilizaremos a representacao em varidveis latentes, apresentada em (2.13), o

modelo escrito de forma hierarquica é dado por

Yl|Tl = tian =u~ N(Atiau;lrz);
Ti|U; = ui ~ N(0.00) (0,167 1); 3.1
U; ~ Gama(3/2,3/2),

com 72 = 62(1 - 6%),A= 08 e 5 = 1 /1 + A2. Se consideramos independéncia a priori entre
72 e A e as seguintes distribuicdes a priori: 7> ~ InvGama(r,s) e A ~ N(1, w?), analogamente
a (2.37), obtemos condicionais completas similares as dadas nas expressoes (2.40) a (2.47), as
distribui¢des condicionais completas para o modelo simplificado sd@o dadas por

Yy ui(yi — An)? +S>

2
O Y7 uitryi + 117 w77 (3-2)
O Yt + 1 T it + Tf) '

72|A,y,t,u ~ InvGama <g +r,

At y,t.u~N (

Utilizando as condicionais completas (3.2), € possivel aplicar o Algoritmo 2 para simular va-
lores da distribui¢dio a posteriori de A, T2|y1,. . .,y,. Desta maneira, temos IE(A) = 0, Var(A) =
100,I5(7%) = 1 e Var(t?) = 10, o que configura uma distribui¢iio a priori pouco informativa. A
representagdo hierdrquica (2.13) foi utilizada para gerar dez conjuntos de dados distintos com-
postos de amostras independentes do modelo de tamanho n = 30,200, 500,700, 1000, fixamos
62=1,49e1=0,2,5.

O amostrador de Gibbs foi implementado utilizando as condicionais completas mostradas

em (3.2) e obtemos um conjunto de 10 amostras MCMC para 7> ¢ A em cada cendrio. Apés isto,
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utilizamos as transformacoes inversas (2.33) para obter amostras da distribuicdo a posteriori
de 62 e A. Na Figura 5, apresentamos estimativas de A pela média a posteriori subtraindo seu
respectivo valor fixado. Na Figura 6 apresentamos um grafico com intervalos de credibilidade de

nivel 95% para A.

Figura 5 — Média a posteriori de A menos seu valor fixado, reta pontilhada marca zero. Nas linhas temos
A =0 (linha 1), 2 (linha 2) e 5 (linha 3), e nas colunas 6% = 1 (coluna 1), 4 (coluna 2) ¢ 9
(coluna 3).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figuras 5 e 6 vemos que ha uma tendéncia de subestimag@o de A conforme o valor
fixado aumenta, essa tendéncia aparenta ser corrigida com um o2 fixado em valores mais
elevados. Notamos também que a medida que temos maiores tamanhos amostrais, a variabilidade
da distribuicdo a posteriori tende a diminuir, com seus intervalos de credibilidade contendo o
valor fixado. Além disso, observe que um valor baixo de 62 implica que um tamanho amostral
mais elevado serd necessdrio para obtermos estimativas mais precisas. Isto estd de acordo com o

que foi observado na Figura 1, o que indica que o pardmetro A € de dificil estimac@o.

Em um contexto frequentista, Sartori (2006) mostra que estimativas por maxima verossi-
milhanca de A podem ser infinitas com probabilidade positiva. Em uma abordagem Bayesiana,
Branco, Genton e Liseo (2013) propdem o uso da distribuicdo a priori de Jeffreys para A e
demonstram que as estimativas pelo maximo a posteriori apresentam melhor comportamento do
que as estimativas de maxima verossimilhanga, porém, a aplicacao desta metodologia € dificil
em nossa abordagem pois ndo leva em consideragdo a reparametrizacio 72, A, crucial para

a obtencao de distribui¢cdes condicionais completas a partir das quais a simulagdo de valores
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Figura 6 — Intervalos de credibilidade para A no painel, reta pontilhada marca o valor fixado de A e a cor
do intervalo é vermelha caso o mesmo ndo contenha o valor fixado. Nas linhas temos A =0
(linha 1), 2 (linha 2) e 5 (linha 3), e nas colunas 6> = 1 (coluna 1), 4 (coluna 2) ¢ 9 (coluna 3).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

¢ simples, ndo havendo a necessidade da aplica¢do do algoritmo de Metropolis-Hastings na

atualizacdo destes dois parametros.

3.2 Modelo completo

Nesta se¢do apresentamos resultados do ajuste do modelo MRST utilizando o Algoritmo
3 em conjuntos de dados sintéticos e a um conjunto de dados referente a saldrios de jogadores de
baseball.

3.2.1 Dados simulados

Os dados foram gerados utilizando a representacdo hierdrquica do modelo MRST mos-
trada em (2.32) com G = 3. A matriz de planejamento X foi construida como uma matriz com
uns na primeira coluna e a segunda como n amostras de uma distribuicao normal padrio, ou seja,
temos k = 1. Consideramos dois tamanhos amostrais, n = 100 e n = 1000. Os parametros foram

fixados nos seguintes valores:

0,3 30 15 =30 ! 10
= 04|B = U, 6t= 4|, A=|-8| e v=3.
p A4l B L4 4

0,3 9 -8
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O valor do parametro p foi escolhido de forma a obtermos dados com aproximadamente a mesma
quantidade de observagdes por componente, 8 foi escolhido de forma a obtermos componentes
cujas retas de regressio estejam relativamente distantes, os valores de 6> foram escolhidos de
forma arbitréria e A e v foram determinados tais que fossem observados assimetria e outliers,
respectivamente. Para cada tamanho amostral considerado, foram geradas dez amostras diferentes
do modelo MRST utilizando os mesmos valores dos parametros. A Figura 7 mostra diagramas

de dispersao da primeira amostra obtida para n = 100 e n = 1000, respectivamente.

Figura 7 — Diagramas de dispersdo para o primeiro conjunto de dados obtido com n = 100 e n = 1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Ajustamos o modelo hierdrquico mostrado em (2.54), com G — 1 ~ BNB(1,4,3) com
funcao de probabilidade dada em (2.29) e com G, = 100. Em cada conjunto de dados gerado,
obtendo um conjunto de amostras da respectiva distribuicao a posteriori por meio do Algoritmo 3.
Os valores dos hiperparametros das distribuicdes a priori apresentadas em (2.37) foram fixados
em

c=10
n=0w=10
r=21;s=1,1

v=1,1.

(3.3)

Como discutido anteriormente, se v € [0, 1], o valor esperado da i-ésima observagdo ndo
existe. Este problema pode ser resolvido ao tomarmos y = 1, visto que isto implica em uma
probabilidade a priori zero para o intervalo, o valor ¥ = 1,1 foi escolhido devido instabilidade

numérica observada quando v estd proximo de 1.

Em cada tamanho amostral, os valores iniciais necessdrios para a execucao do algoritmo
em cada conjunto de dados foram obtidos através das respectivas distribui¢cdes a priori, as
excegdes sio GV = GSE)) =10, p = (1/G9,...,1/G)T e com Z(¥) sendo uma amostra da

distribuico Cat(p(?)). Fixamos o niimero de iteracdes do algoritmo TS em T = 300.000, descar-
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tando as primeiras 7' /2, apds isto consideramos uma a cada 50 observagdes para amostra MCMC
de forma a obter observagdes distribuidas o mais proximo possivel da respectiva distribui¢do a

posteriori, com baixa autocorrelacdo. Obtemos, entdo, Q = 3.000 amostras MCMC.

Ap6s a verificagdo de convergéncia das amostras obtidas em cada conjunto de dados,
solucionamos o label switching e realizamos o procedimento de estimacdo. A Tabela 1 apresenta,
para conjunto de dados com n = 100, as médias das estimativas dos parametros acompanhadas do
seu respectivo valor fixado, viés e Erro Quadratico Médio (EQM). As estimativas dos parametros
sdo dadas pela média a posteriori, com excecdo de G e G4, que sdo estimados pela moda
a posteriori. O “parametro” Z apresenta, na coluna referente a média, a propor¢cao média de
classificacdes que coincidem com o vetor de aloca¢des que gerou os dados e em EQM a varidncia
dessas proporg¢des. A Tabela 2 mostra as informagdes referentes aos conjuntos de dados com
n = 1000.

Tabela 1 — Estimativas a posteriori para n = 100.

Parametro Fixado Média Viés EQM
G 3 3 0 0
Gy 3 3 0 0
0,3 0,278 —0,022 0,001
p 0,4 0,401 0,001 0,002
0,3 0,319 0,019 0,003
B 30 15 —-30 29,958 14,824 —30,146 —-0,042 —-0,176 —0,146 0,058 0,613 0,353
4 4 -4 4024 4,008 —3,954 0,024 0,008 0,046 0,018 0,018 0,036
1 1,015 0,015 0,295
c? 4 5,061 1,061 11,918
9 11,697 2,697 48,835
10 1,169 —8,831 78,164
A -8 —3,256 4,744 23,808
-8 —4,507 3,493 15,342
\Y 3 5,068 2,068 12,016
- 1 - 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

E possivel notar nas Tabelas 1 e 2 as estimativas consistentes dos pesos das componentes
e coeficientes de regressdo, ambos apresentando baixo viés e EQM. As estimativas dos demais
parametros tem seu viés e EQM reduzidos ao considerarmos um tamanho amostral maior. Porém,
mesmo com n = 1000 as estimativas de A ainda ndo sdo satisfatdrias, o que pode ser explicado
pelo nimero de observacdes alocado em cada componente, pois vimos na Se¢do 3.1 que ha
uma tendéncia de subestimagdo dos valores de A a depender do tamanho amostral e dos valores
fixados de 62 e A. O tamanho amostral aqui considerado pode ainda ndo ser suficiente para
uma boa estimacao deste parametro. Uma possivel solucdo para melhorar a estimagdo deste
parAmetro seria o uso da distribui¢do a priori de Jeffreys para A, como feito por Branco, Genton

e Liseo (2013), o que exigiria grandes alteragdes do Algoritmo 3. Entretanto, em uma andlise de
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Tabela 2 — Estimativas a posteriori para n = 1000.

Parametro Fixado Média Viés EQM
G 3 3 0 0
Gy 3 3 0 0
0,3 [0,303] [ 0,003] 1,031 x 10~
p 04 0,399 —0,001 3,883 %107
0,3 0,298 | | —0,002 | 7,850 x 1072
8 30 15 —30] [29,975 15,016 —30,049 —0,025 0,016 —0,049] [0,008 0,016 0,061
4 4 —4 4015 4,033 —3,979 0,015 0,033 0,021 0,001 0,003 0,009
1 [0,832] [—0,168] 0,050
c? 4 3,724 —0,276 0,495
9 19,010 | 0,010 1,435
10 2,918 [—7,082] 50,237
A -8 —5,068 2,932 9,071
-8 —6,111 | 1,899 3,899
v 3 2,993 —0,007 0,048
- 1 - 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

regressdo, o principal interesse sdo os coeficientes de regressdo que, no caso estudado, foram

muito bem estimados.

3.2.2 Salarios de jogadores de baseball

Também utilizamos o modelo MRST na andlise do conjunto de dados de salarios de
jogadores de baseball, excluindo arremessadores, no ano de 1992 (WATNIK, 1998). O interesse
original era verificar o impacto da performance dos jogadores em seu salario. O conjunto de
dados contém, além dos saldrios de 337 jogadores por mil délares, 12 medidas de performance
e 4 indicadores da habilidade do jogador trocar de equipe. As medidas de performance sio
batting average (x1), on-base percentage (x;), runs (x3), hits (x4), doubles (xs), triples (x¢), home
runs (x7), runs batted in (xg), walks (x9), strikeouts (x19), stolen bases (x11) e errors (x12). Os
indicadores de habilidade de troca de equipe sdo free agency eligibility (x13), free agent in 1991/2
(x14), arbitration eligibility (x5) e arbitration in 1991/2 (x¢).

Este conjunto de dados foi anteriormente analisado por Sabillon, Cotrim e Zuanetti (2023)
utilizando misturas de regressdes com erros normais. Como realizado por eles, padronizamos as
varidveis x| a x12 e consideramos interacdes entre as varidveis x13 a Xj¢ € X, X2, X7 € Xg, obtemos
assim um conjunto de 32 covaridveis. Consideramos como varidvel resposta o logaritmo natural

do salario.

Foram realizadas dez replica¢des do Algoritmo 3, utilizando as mesmas especificacdes do
estudo de simulacdo, ou seja, com G— 1 ~ BNB(1,4,3), G;;;4x = 100, com hiperparimetros como
dado em (3.3) e T = 300.000 iteracdes, descartando as primeiras 7' /2 e entdo considerando

uma a cada 50 observagdes para a amostra MCMC. Os valores iniciais de cada replicacdo
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também foram obtidos da mesma forma do estudo de simulagdo, fixamos GO = GSP) =10,
PO =1/G9.....1/GO)T e com Z® sendo uma amostra da distribuicio Cat(p(?)), os valores
iniciais dos demais parametros foram fixados como amostras de suas respectivas distribui¢des
a priori, ou seja, em cada replicacdo temos diferentes pontos iniciais. Apds verificacdo da
convergencia de cada uma das replicacdes, as amostras obtidas foram combinadas em uma tnica
amostra de tamanho Q = 30.000.

O ajuste do modelo aos dados foi verificado utilizando o grafico quantil-quantil apresen-
tado na Figura 8, podemos observar que, em geral, os residuos quantilicos estdo préximos dos
Figura 8 — Grafico quantil-quantil dos residuos quantilicos. A reta pontilhada € a reta y = x e os segmentos

representam os intervalos de credibilidade (95%) de cada residuo, em cinza se contém a reta
pontilhada e em vermelho caso contrério.

Quantis observados

Quantis tedricos

Fonte: Elaborada pelo autor.

quantis da distribui¢do normal e com o intervalo de credibilidade dos residuos o contendo. Ape-
nas quatro excecdes foram observadas e, assim, consideraremos os residuos aproximadamente
normais. Verificada a adequacdo do modelo, prosseguiremos com a estimagao de parametros

apos a solucao do label switching.

A Tabela 3 apresenta estimativas dos parametros pela média e mediana a posteriori, bem
como intervalos de credibilidade dados pelos quantis a posteriori 2,5% e 97,5%. Apresentamos
as estimativas dos coeficientes de regressao cujo intervalo de credibilidade ndo contém zero ou

caso contenha zero proximo a um de seus limites.

Vemos na Tabela 3 que o nimero de componentes e grupos foi estimado em 1, dife-
rentemente de Sabillon, Cotrim e Zuanetti (2023) que estimaram 2 componentes. Os autores
mencionam que a segunda componente € composta apenas de alguns jogadores atipicos, ou
seja, a segunda componente pode ter sido eliminada devido a inclusdo do pardmetro v que
controla a probabilidade das caudas da distribui¢do e permite mais observacodes atipicas do
que a distribuicdo normal. O baixo valor estimado corrobora com essa conclusao. Observamos

que a inclusdo do pardmetro de forma A; pode ndo ser necessdria, visto que seu intervalo de
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Tabela 3 — Estimativas pela média e mediana a posteriori de cada pardmetro do modelo além de um
intervalo de credibilidade (IC) de nivel 95%.

Parametro

Média Mediana IC (95%)

G 1* 1 (1:6)

G, 1* 1 (1;1)

Bo.1 5,561 5,561 (5,561;5,660)
Bi 0,312 0,311 (0,063;0,566)
Bs.1 0,258 0,256 (—0,047;0,568)
Bo .1 0,104 0,104 (—0,040;0,247)
Bio.1 —0,119 —0,118 (—0,228; —0,012)
Biia 0,054 0,054 (—0,018;0,125)
Bi3.1 1,779 1,778 (1,615;1,942)
Biaa —0,271 —0,271 (—0,481;—0,066)
Bisa 1,487 1,488 (1,326;1,646)
Bi7.1 —0,166 —0,165 (—0,355;0,017)
Bis.1 0,291 0,293 (—0,028;0,600)
o} 0,159 0,156 (0,114;0,220)
Al 0,344 0,348 (—0,224;0,897)

v 3,890 3,717 (2,491;6,251)

Fonte: Elaborada pelo autor.

* Moda a posteriori

credibilidade contém o valor zero, ou seja, talvez a distribuicao t de Student seja adequada para

a modelagem destes dados. Outra observa¢cdo importante € a inclusdo de outros coeficientes

correspondentes a medidas de desempenho, em Sabill6n, Cotrim e Zuanetti (2023) os apenas os

coeficientes B4 1, Bi1.1, B13.1, Bi4,1 € Bis,1 sdo considerados relevantes pelos autores.
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CAPITULO

DISCUSSAO

Neste trabalho, estudamos os modelos misturas de regressdo com erros t de Student
assimétricos através do Telescoping Sampler. Com o uso deste algoritmo podemos estimar
simultaneamente o nimero de componentes na mistura e os parametros do modelo. Notamos que
a estimacdo dos coeficientes de regressdo do modelo ndo é afetada pela presenga de assimetria e
observacoes discrepantes, apresentando baixo erro quadratico médio nos cendrios de simulacdo
considerados. Também notamos a dificuldade em estimar o parametro de forma, que necessita de
uma quantidade elevada de amostras para ser bem estimado. Além disso, ajustamos o modelo a
um conjunto de dados referentes a salarios de jogadores de baseball, observamos que houve uma
reducao no nimero de componentes estimado quando comparamos a um ajuste anteriormente
realizado utilizando um modelo de misturas de regressdes normais. Com a aplicacdo do modelo
MRST, também pudemos detectar covaridveis que impactam no logaritmo natural do saldrio

diferentes das observadas no modelo com erros normais.

Futuramente € interessante buscar melhorar as estimativas do parametro de forma, visto
que discussdes nesse sentido ja existem na literatura, mesmo que sejam de mais dificil implemen-
tacdo. Desejamos estender o modelo para considerar erros de regressao na familia de misturas
de escala da normal assimétrica, visto que muitos dos resultados aqui apresentados também se

aplicam neste contexto mais geral.
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APENDICE

CONDICIONAIS COMPLETAS PARA O MRST

Alguns detalhes sobre a notagdo utilizada ao longo das derivacdes sdo dados aqui. Em
um abuso de notagdo, denotamos por 7(+) a funcdo densidade (ou massa) de probabilidade da
varidvel contida em seu argumento, 7(-|-) denota a fun¢o densidade (ou massa) de probabilidade
da variavel contida no primeiro argumento condicionada ao valor da varidvel contida em seu
segundo argumento. Se temos o vetor Z = (21,22, ... ,zn)T, zZ—; denota o vetor z excluindo o
i-ésimo elemento, ou seja, z_; = (21,22, -+, Zi—1,Zit1s- - - ,zn)T, por /; denotamos o conjunto de
indices {i : z; = j}, por Nt(-|a, b*) denotamos a fungdo densidade da distribuicio normal truncada
em zero de média a e varidncia b antes do truncamento e por Gm(-|a,b) denotamos a fungio
densidade da distribui¢do gama de parametro de forma a e de taxa b. Todas as distribuicdes aqui

mostradas foram obtidas condicionadas ao valor de G.

Utilizamos ... para denotar os demais pardmetros do modelo ndo explicitamente escritos,
por exemplo, 7(ply,z,...) = n(ply,z,G,B,T%,A,v,«). A omissio das varidveis latentes ¢, u ou

z indica que estamos marginalizando com relacdo a estas varidveis.

Condicional completa de p

n(ply,z,...) < w(y,z,0) = n(y,2|0)7(0)
=< 7(y,z|0)7(p) = L(y,2|G,0,X)7(p)
G n
=x(p)[]r}]

j=1 i=1

G Yo—1 G m G mi+ys—1
G P A+ —
< [1r] r;’ =11r} :

S B+ Ay

Note que (ply,z,...) é proporcional ao niicleo de uma distribui¢io Dirichlet(m; + g, . . . ,mc +

YG), como mostrado em (2.53).
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Condicional completa de B j

n(B;IB-j.y,z.t.u,...) < w(y,z,t,.u,0) = 1(y,z,t,u|0)7(6)
< 70(y,z,t,ul0)n(B;) = L(y,z,t,u|G,0,X)7(B;)
o< ﬂ(ﬁ;)H‘P(yz\xTﬁj +Aj(b+1),u;  THNU(G]0,u; ) Gm(uil v /2, /2)

n(B;) Hexp{
= ”(ﬁj)exp{—z—fz;ui (yi _szﬁj - (bJrfi)Aj)z}

(ﬁ;)exp{ 212 i~ XBi+ (b+1)A)] U [y;— (X,;B;+ (b+1))A]]

S (yi—xlBs- <b+ri>Aj)2}

]

«exp{—zizﬁyﬂj}exp{ [ﬁTXTUX]ﬁ] ZﬂTXTU( —(b+1j)A )}

—— —— ——

:exp{ 20212[zﬁTXTUXjBJ—%ZﬂTXTU (yj— (b+t,)A,-)+r}ﬁJTﬂj}

2y T 2 T
_ 1 T CXj Uij+Tj]Ik+1 ) TXj Uj(yj_(b+tj)Aj)
_exp{—z lﬁ] ( 27 ﬂ]—zﬂj 2 .

Veja que w(B;|B—;,y,2.t,u,...) é semelhante ao nicleo de uma normal multivariada,
C2X}ij_j+szﬂk+1

com inversa da matriz de variancias e covaridncias 2~ = g
j

€ com o produto entre

X[ Uj(yj—(b+t))A))

2
T

-1
de médias p € entdao dado por (XTU-X i+ TZ/CZ]I/H_]) XTU~(yj — (b+1j)A;). Se tomamos

a inversa da matriz de covariancias e vetor de médias dado por X~ 'y =

, 0 vetor

1
w; :XJTUj(yj (b+tj)Aj)eX;= (XTUX +T; 2/c Hk+1> , obtemos o resultado (2.40).

Note que, a matriz de covariancias desta condicional completa pode ndo existir caso

X TX ndo seja positiva definida, visto que c, ‘L' > 0 e I;41, U sdo positivas definidas.

Condicional completa de ‘CJZ

2(T_j,y.z,t.u,...) o< T(y,2,t,u,0) = w(y.z,1,u|0)7(6)

n(v,2,,u|0)7(1)) = L(v,2,,u/|G,0,X)7 ()

(D) TI, [0 (il B+ Ay (b+ 1), 22)Ne(510,u; ) Gm(ui|v/2, v /2)] L =)
7(7}) H¢> (vilx] B+ A (b+1), 45 T)Ne(6]0,u; ) Gm(ui|v /2, v /2)

J

52

R
3

R
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. 2
n(t T y.ztu,...) = n(th) [[2au; ' 1/zexp{—2u;2( x/ Bj—(b+1)A )}
I J

J

—5/T 1 2\,
oo () 7)o enp - [V 05T B~ 4108 |
1 - 2 |1
— =Y uilyi—x; Bi—(b+1t:)Aj) +s| =
L sy 04008 | &

_ (TJZ)—(mj/Z-i-r)—leXp

| 2 T

NotequeSg,] Zl u; (y,—x ﬁ (b—f—tl)A ) :(yj—Xij—(b—i—tj)Aj)TUj(yj—Xjﬂj—(b—F
tj)A;). Observe que (7T ]2|'L j»¥,2,t,u,...) é proporcional ao nicleo de uma distribuigdo gama

inversa, obtemos assim o resultado (2.41).

Condicional completa de A;

E(Aj‘A*]Hyvz?tvu; .- ) o< n(y7z7t7u76) = Tc<y7zat7u’6)ﬂ<e)
o< (y,2,t,u|0)7(A;) = L(y,z,t,u/G,0,X)7(A))
T(A) L, 9 (ilx B+ Aj(b+1:),u; ' ©3)N (8]0, 1, 1) Gm(wi| v /2, v /2)

Hexp{ (yl xﬁj (b+t,-)Aj>2}
= ﬂ(Aj)eXP{—%Z”i (yi_xiTﬁj_ (b+fi)Aj>2}

i1

< (A exp{——22 [ (b+1;)°A5 — 2(Yi—x?ﬂj)(b+ti)Aj]}
] 1

1
mexp{ e 2(A ZAJn)}exp{

1
:eXp{_m [( +w252]) (nT —|—(D251])A ]}

1
- [ngA —281Aj] }
J

=exp

1 [2 N1} + Sy
LS M sty

J 2 2Q, .

Note que S1; = Y, ui(yi —x; B;)(b+1:) = (b+1;) 'U;(v;—X ;B) € S2j = Ly ui(b+1:)* = (b+
t;)'U;(b+t;). Observe que T(Aj|A_;,y,z,t,u,...) é proporcional ao nicleo de uma distribuigdo
normal, temos assim o resultado mostrado em (2.42).
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Condicional completa de v

r(vly,...) = n(y,8) = n(y|6)7(0)
< 7(y|@)n(v|a)n(a) =L(y|G,0,X)n(v|o)m(x)
=< L(y|G,0,.X)n(v|a)

N

G
— e (v > )] Y pSt0ilx! Bj+bAj, 02,4, v).
i=1j=1

Assim obtemos o resultado (2.47).

Condicional completa de o

w(aly,...) < n(y,0) =n(y|0)7(6)
o< 1(y|@)m(v|r) () = L(y[|G,0.X)m(v]a)w(ex)
o< (V] () = ae*VY)1(0,02 < o < 0,5).

Note que 7(ealy,...) é proporcional ao nicleo de uma distribui¢do gama de pardmetros 2 e

v — y truncada no intervalo (0,02 < a < 0,5), nos levando ao resultado (2.43).

Condicional completa de Z;

(3,2,0) = 7(y,z|0)7(0)
L(y,z|G,0.X)

n(zi:jlz—iayw") o<

<

A

2
Il

= HPTJ [St()’z|x ﬁ] —I—bA],GZ’AbV)]IL(Z,:j)
j:l i=1

:ﬁ. [P(Z; = j)St(yilx; B, +bAj, 67, A;,v)] &)

o< P(Zi = j)St(yilx] B;+bAj,07,4;,V)
= p;St(yilx;' B, +bA;, o; 2 Aj,V).
Ou seja, a funcdo de probabilidade condicional de Z; € dada por

p]St(yl‘x ﬁj—i_bA]vG]?)' V)
Y piSt(yilx! B+ bAL G2, A, V)

P(Zi = jlz-i,y,...) = =pjs

para j = 1,2,...,G. Obtemos assim o resultado (2.44).
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Condicional completa de T;

n(tit_i,y,z,u,...) < n(u,y,z,t,0) =n(uy,zt0)r(0)
o 0(u,y,z,t|0) = L(y,z,t,u|G,0,X)
=115, P} T [0 il B+ A (b + ), 07)N(8:]0, ;) Gm(ui| v /2, v /2)FE=))
o< ¢ (vilx/ Bj+A;(b+1),u; ' 77 )NU(1[0, ;)

Uu; uj
o< exp {——(yi —x/Bj— (b+fi)Aj)2} exp {_Etiz} 1(t; > 0)

Tj
uj 2y
ZGXP{— 5 (yi—xiTﬁj— (b+fi)Aj) - _ltiz} 1(#; > 0)
21']. 2
u u;
ocexp{—z—rlz (61283 20 —x] B)) (b+1)8;) = 517 } (1 > 0)
j
ocexp{—u—2<A3t +2b1:A5 —2(y; — TﬁjAt, — ,}]1 (t; > 0)
21']. 2
:exp{—zf (A2t2+2btiA§—2(- Tﬁ,m,ﬂr }]1 ;> 0)
0
= exp { —27’2 ((A? + r})t? —2(yi—x{ B — bAj)Ajrl) } 1(x; > 0)
j
1 —x Bj—bAj)A,;
—expl ————— r}—z(y’ x’ff > i) Lt | 2 1(t; > 0).
y I AjET
M,‘(A2»+‘L'2»)

Note que 7(t|t—_;,y,2,u,...) é proporcional ao nicleo de uma distribui¢do normal truncada em

(0,00), temos assim o resultado apresentado em (2.46).

Condicional completa de U;

m(uilu_i,y,z,t,...) < n(u,y,zt,0)=m(uy,z1t0)r(0)
o< m(u,y,2,1|0) = L(y,z,t,u|G,0,X)
=TI, P} T [0 (vilx) B+ Aj(b+1:),u; ' e)Ne(1:]0,u; ") Gm(ui| v /2, v /2)] =)
o< 0 (yilx, B+ Aj(b+1:),u; 77 )N(5]0,u; ) Gm(ui|v /2, v/2)
o«uz/zexp{—%,._xm—<b+t,->Aj>2}u;/2 TGt
J

—x!Bj— (b+1)A)? 1
oculy/zexp{_((yl xz ﬁ] ( + l) J) +é+§ Uy
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Note que 7w(u;|u_;,y,z,t,...) é proporcional ao nicleo de uma distribuicdo gama, levando assim

ao resultado apresentado em (2.45).
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APENDICE

DISTRIBUICOES CONDICIONAIS
COMPLETAS PARA O TELESCOPING
SAMPLER

Apresentamos detalhes sobre a obtencao das distribuicdes condicionais completas para
um modelo MFM generalizado. Estes detalhes estdo disponiveis nos materiais suplementares
de Frithwirth-Schnatter, Malsiner-Walli e Griin (2021), alguns comentérios do autor foram
adicionados. No que segue, ainda utilizamos as mesmas notacdes apresentadas no primeiro
pardgrafo do Apéndice A, além disso, por simplicidade, todas as integrais seguintes se referem a

integrais no dominio da varidvel sendo integrada, por exemplo, se temos x € [0, 1]
1
[ rtdc= [ ruodx
0

Inicialmente consideraremos o modelo MFM com uma sequéncia qualquer ¥ = {v5,G >

para alguma funcgdo integravel f.

1} para a a priori de p, relembre-se que temos

G~ 7g(-);
P|G ~ DirichSimg(¥5);

0,G™ n(|9),j=12,...,G:

Z|G.p™ Cat(p),i=1,2,...,n;

Y|G.Z=j,0; " F(10;),i=12,. .. n

Primeiramente determinamos a distribuicdo a a priori da particao aleatéria €, para isto,

encontramos a distribuigio conjunta das varidveis de alocagio Z = (Zi,...,Z,) " condicionadas
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ao nimero de componentes e aos pesos p que € dada por

n G
n(Z|G,p) HP =zlG.p)=[1r.=T17r}"
i=1 j=1

comm;=Y" 1(z = j). Encontramos entdo a distribui¢do de Z condicionada apenas ao niimero

de componentes

7(Z|G.y) = / 7(Z.p|G. Y6)dp = / 7(Z|G.p)7(p|G. 16)dp

) ()

G?’G) mi+16-1
/H (B.1)

G

)

I(Gys) N7 Tm+16)

e r ( <mj+m>)
G

n+GyG

)

a solucdo da integral € obtida utilizando (2.2). Note que (B.1) € invariante a mudanca nos rétulos

das componentes.

Se definirmos G+ como o nimero de componentes preenchidas, ou seja, G = ZJG: y{mj >
0} e trocamos os rétulos de Z de modo que as componentes preenchidas sejam as primeiras, Z
define uma parti¢do ¢ = {%1,%>,...,%¢, } dos indices {1,2,...,n} com €, ={i e {1,...,n}:
Z; = j}. Podemos encontrar 7(%|G,?y) multiplicando (B.1) pelo nimero de vetores Z que levam

as mesmas particoes.

Temos <C?+ ) formas de escolhermos G rétulos, apds fazermos esta escolha ainda temos

G, ! permutagdes possiveis de tais rotulos que levam a mesma particao. Existem entao

G G! G!
Gil=— 2  _Ga=—_ "
(G+> UGG -G)!TT T (G-G)!

vetores Z que levam a mesma parti¢do 4. Multiplicando este valor por (B.1) temos

__ 6! [(GYs) 1 Llmj+ )

10N = GGt o) 1L T
__ ¢! L(Gy) (yLmi+1) & Timi+1)
_(G—G+)!F(”+GYG)11:[1 I'(v6) j_lc—+l+1 I'(v6) ®2)
G T(Gy) ﬁr(mj-i-’)/(;) '

(G-G)!'T(n+GYs) i (%)

__ ¢! [(Gys) 15 Limj+15)
“ GGt o) L T 070
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note que m; = 0 para j > G + 1. Obtemos entdo a condicional completa (2.51) ao escolhermos

a sequénciay = {y/G,G > 1} e ao observarmos que

n(G|€,7) > 16(G)n(€|G,7Y)

G!' I(y ﬁF(mJH/G)
(G-G)'I(n+7y) 5 T(Y/G)

= 116(G)

G!' & T(mj+7v/G)
G—cn 1 T/0)

J=1

< Eg(G)

G! ﬁ I'(m;+7/G)
(G-G)! 21 G/ (1+7/G)

Y9Gl L T(mj+7/G)

GG+ (G—G,)! JI_II r(1+7y/G)

o< ﬂg(G)

= 116(G)

Se uma distribuicdo a a priori () for atribuida ao pardmetro y da sequéncia ¥, sua condicional

completa pode também ser encontrada por meio de (B.2)

(Y€, G) o< n(y)n(¢|G,7)

G T( ﬁ [(m;+7/G)
G-G)!'I(n+7) J=1 I'(y/G)
I'(y) ﬁ [(m;+7/G)

(n+7y) =1 T(Y/G)

YO T(y) IG—[ [(m;+7/G)
[(n+vy) r(1+v/G)’

= ﬂ(v)(

(V)5

o< 7(y)

j=1

assim obtemos a condicional completa (2.52). As demais distribui¢des utilizadas foram apresen-

tadas no Apéndice A.
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APENDICE

VERIFICACOES DE CONVERGENCIA DAS
CADEIAS MCMC

A verificagdo de convergéncia das cadeias foi realizada utilizando o logaritmo da funcao
de verossimilhan¢ga do modelo MRST apresentada em (2.36). Para a r-ésima replicacdo do
algoritmo e g-ésima amostra MCMC calculamos L,., = log(L(yr,zﬁq) |G5q) ,0 @ ,X;)), em que
¥y € X, representam o vetor de respostas e matriz de planejamento considerados na r-ésima
replicacdo do algoritmo, respectivamente, e zﬁq),Ggq) e 0£q) representam o g-ésimo valor da
cadeia de Markov dos vetores de alocac@o, nimero de componentes e parametros do modelo na

r-ésima replicacdo do algoritmo.

A Figura 9 mostra a média ergddica por réplica Zr, p=k! Z’;: 1 L4 para os dois tamanhos
amostrais considerados no estudo de simulacdo do Capitulo 3, diferentes cores representam

diferentes replicacdes. Observamos um comportamento convergente em todas as replicagdes

Figura 9 — Média ergddica por réplica para os tamanhos amostrais # = 100 e n = 1000 nos dados simula-

dos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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consideradas, visto que em poucas iteragdes € possivel observar um comportamento constante

na média ergddica.

A Figura 10 mostra a autocorrelagdo da cadeia {L,,..., L3000} para os dois tamanhos
amostrais considerados no estudo de simulacdo do Capitulo 3, diferentes cores representam

diferentes replicacdes. Observamos baixa autocorrelacio nas cadeias em todas as replicacoes.

Figura 10 — Autocorrelagio da cadeia por réplica para os tamanhos amostrais # = 100 e n = 1000 nos
dados simulados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 11 mostra a média ergddica por réplica e a autocorrelacao da cadeia de Mar-
kov {L;1,...,L;3000} na aplicagdo do modelo aos dados de saldrios de jogadores de baseball
apresentada no Capitulo 3, diferentes cores representam diferentes replicacdes. Relembre-se

que em cada replicacdo do algoritmo utilizamos o mesmo conjunto de dados. Observamos um

Figura 11 — Média ergédica e autocorrelagdo da cadeia por réplica, respectivamente, para os dados dos
salédrios de jogadores de baseball.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

comportamento convergente em todas as replicacdes consideradas, visto que em poucas iteracoes

€ possivel observar um comportamento constante na média ergddica. Note ainda que todas as
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médias ergddicas convergem para o mesmo valor. Observamos baixa autocorrelacdo nas cadeias

em todas as replicagoes.
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