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1 Resumo

Neste trabalho, sao apresentados os estudos das propriedades termodinamicas do mo-
delo de Ising bidimensional, obtidas por Lars Onsager e C. N Yang. Este modelo propoe
descrever o ferromagnetismo a partir da interacao de dipolos magnéticos em um cris-
tal. Assim, calcula-se, inicialmente a energia livre de Helmholtz, energia interna e ca-
lor especifico para campos magnéticos nulos, via teoria de representacao, verificando a
existéncia de uma transicao de fase. Em um segundo momento, calcula-se a magnetizacao

espontanea, exibindo a fase ferromagnética do modelo.

2 Modelo de Ising

O século XIX caracteriza-se como um periodo em que diversos desenvolvimentos na
teoria do eletromagnetismo classico sao realizados, em especial, sao apresentas todas as
leis fundamentais de eletromagnetismo. Por outro lado, no final deste mesmo século,
estudos relacionados a magnetizacao da matéria, realizados por Pierre Curie, permitiram
a obtencao de uma equacao empirica para a magnetizacao M de um paramagneto em

baixos campos magnéticos aplicados, sendo esta a lei de Curie:

M(T, H) = CTH , (1)

onde, C' é uma constante, H o campo magnético e T a temperatura.

No inicio do século seguinte, Willhelm Lenz propos uma interpretacao microscopica
para o comportamento paramagnético da matéria. Neste modelo, os constituintes do
paramagneto se comportam como momentos de dipolo magnético p nao interagentes, isto
é, ocorre apenas a interacao destes dipolos com um campo magnético externo. Assim
sendo, a magnetizacao média m do modelo é dada notando que as possiveis configuracoes
de um dado dipolo magnético possuem as energias —uH e +uH. Logo,

BupH _  o—BpH
m(T, H) = ¢ He

= ptanh (BpH) (2)

eBrH 4 o—fuH

onde § = 1/kgT, sendo kp a constante de Boltzmann.



Assim sendo, verifica-se que a lei de Curie para campos baixos é recuperada a partir
de uma expansao em série em primeira ordem da expressao obtida por Lenz. No entanto,
observa-se que a equagao (2) nao descreve o ferromagnetismo, uma vez que neste tipo
de comportamento magnético existe uma magnetizacao remanente, isto é, na auséncia de
campo aplicado um ferromagneto ainda apresenta uma magnetizagao, em oposicao a um
paramagneto onde m(7,0) = 0.

Neste contexto, outra hipotese é introduzida por Lenz, para a descricao do ferromag-
netismo. Esta proposta, por sua vez, também trata os constituintes do ferromagneto
como momentos de dipolo magnético, porém interagentes com os primeiros vizinhos. As-
sim sendo, a interagao de um dipolo com o campo magnético gerado por um vizinho,
resultara em um ordenamento destes dipolos, andlogo a aplicacao de um campo externo,
porém independente deste campo externo [1]. Dessa forma, o estudo deste modelo foi
sugerido por Lenz para seu aluno de doutorado, Ernst Ising, na década de 1920.

Dessa maneira, para descrever a energia do modelo, considera-se a contribuicao das in-
teracoes dipolares e da interacao com o campo externo. Para as interagoes, um dado dipolo
e um primeiro vizinho interagem de forma que a energia associada a estas configuracoes
sao +J, dependendo da orientacao dos vetores, isto é, +.J para vetores antiparalelos e —.J
para vetores paralelos. Por outro lado, para a interacao com o campo, as possiveis ener-
gias sdo +H (dado um sistema de unidades apropriado), dependendo da orientacao do
dipolo com relacao ao campo aplicado. Assim sendo, Ising introduz uma variavel s = +1
que identifica a orientagdo de um dado dipolo, isto é, o Hamiltoniano () que descreve o

sistema, no caso isotropico e com condigoes periodicas de contorno, é dado por:

H:_JZSFSF’_HZSF s (3)
(77 7

onde, 7" identifica uma posicao em uma rede.



A partir do Hamiltoniano, pode-se construir a fungao particao do sistema, dada por:

Z:Zexp 6JZSFF’+5HZSF
| (7,7 7

:Zexp ¢Z$FSF/+¢/ZSF , (4)
| () gl

sendo o somatorio de exponenciais feito sobre todas as configuracoes de sz e posigoes,
onde ¢ = J e ¢/ = H.

Consequentemente, a solucao do modelo envolve a obtencao da funcao particao no
limite termodinamico, isto é, para um nimero grande de particulas (n — 00), uma vez
que, diversas propriedades termodinamicas podem ser derivadas dessa funcao particao,
como a energia livre de Helmholtz, energia interna, calor especifico e magnetizacao.

Inicialmente, a primeira solu¢ao do modelo é obtida por Ising em 1925, para o caso uni-
dimensional, onde é verificado que esta solu¢ao nao prevé uma magnetizagao espontanea,
ou equivalentemente, uma transicao de fase ferromagnética. Entretanto, a solucao para
duas dimensoes (em uma rede quadrada) foi obtida por Lars Onsager apenas em 1944
2, 3], a qual serd discutida neste trabalho. Neste sentido, para duas dimensoes, a fungao

particao pode ser descrita por:

Z = Z exp | ¢ Z SjkSjt1k T @ Z SjkSjkt1 + ¢ Z Sjk | 5 (5)
k ik k,j

{sjk} 7y
onde o somatorio respectivo aos termos de interacao sao divididos em interacao entre

linhas e colunas.

3 Ferramentas matematicas

Na secao anterior, apresentou-se a origem do modelo de Ising e a principal grandeza en-
volvida na solugao deste modelo. Porém, anteriormente ao desenvolvimento realizado por
Onsager para a solugao do modelo de Ising bidimensional, torna-se necessario apresentar

certas ferramentas matematicas as quais serao utilizadas ao longo deste trabalho.



3.1 Propriedades matriciais

Em um primeiro momento, destaca-se algumas propriedades de matrizes de Pauli,

(Ja)2 =1,
o%P = Eapylio’, (6)
{0, 0%} =0,

\

para a = z,¥, z e I a matriz de identidade, as quais sao das por:

Sendo estas propriedades verificadas diretamente ao realizar os produtos de matriz.
Ainda, para um espaco dado pelo produto tensorial entre n distintos espacgos: V@V ®

-+ ® V', pode-se definir um operador A atuando em um destes espacos por um indice i:

A=Il - QIQAQRI®---®1 |, (8)
i—1 t —i %

Por outro lado, uma importante propriedade envolvendo a operacao de produto ten-

sorial é dada por:
ABeC® - (DRE®F®---)=(AD)® (BE)® (CF)®--- , 9)
a qual pode ser provada escrevendo os elementos de matriz:

(iid - |(A®BeC® - ) (DRE®F®---)|jj i )=

= Z (@i |[ABRC®--- )|k KK --)x

k& K.

X(kEE - (DRE@F®--)|j 5 5" ),

= (Z (i A[k) <k|DIJ‘>) (Z (@' B k') <k’|Elj’>> S

k 4

= (il AD ) (7| BE[j") (| CE[") - -,

=74 - |(AD)®@(BE)® (CF)®---|5 4 7" --+). (10)



Assim, o comutador das matrizes de Pauli que ocupam espacos distintos é dado por:

o8, 07] =0, parai # j, (11)

visto que,

ot =1 @I ele - eD)(Ie - 0led ele - I),

J

(g eIe (e el - olee(ls])ele- - oT),

I® @I ele - Iee(@hele- 1),

J (2

Ainda, para exponenciacao de qualquer operador A que satisfaca A? = I, encontra-se:

n 0 02n+1

w S (OA) 8 e |
e _Z w _Z(Zn)!+A§(2n+1)! = coshf + Asinh, (13)

n=0 ’ n=0

onde # configura um parametro, como um angulo de rotacao.

3.2 Representacgao spinorial

Nesta secao serao apresentadas propriedades envolvendo representagoes spinoriais de
rotagoes, as quais sao fundamentais para a solu¢ao apresentada por Onsager [2, 3, 4]. Ini-

cialmente, define-se um conjunto de 2n elementos I', que satisfazem a algebra de Clifford:
{T0, s} = 204, (14)
de forma que esses elementos satisfacam as propriedades:
e [', deve possuir dimensao menor que 2" x 2™;

e Existe uma matriz S que relaciona dois conjuntos {I',} e {I',,} por:
I =SI.S (15)

e A combinagao linear da matriz identidade, de I',’s e produtos de I',,’s permite obter

qualquer matriz de dimensao 2" x 2".



Assim sendo, para n = 1 verifica-se que o conjunto deve possuir dois elementos (I'y
e I'y) que satisfacam a equagao (14). Por outro lado, pela segunda relagao das equagoes
(6), verifica-se que as matrizes de Pauli satisfazem essa condigao e podem ser utilizadas
para representar I'y e I's, como por exemplo I'y = 0% e 'y = o¥.

Neste sentido, para n qualquer, pode-se utilizar as matrizes de Pauli para representar

o conjunto {I"!,}, escolhendo as representagoes:

T T x z
Iog1 =070 -0, 10,
_ x T x
[ao = 0109 " O-Ozflo-gw (16>

uma vez que, utilizando a anticomutacao das matrizes de Pauli,

T
a—

10a)(0105 -+ 04108,

[oa—1T'20 = (Ung 0
= IlIQ ce Ia1 (U;Ug),

=Ll 1 (ch0?),

= _anF20{717
= —7;0'21, (17)
(§]
[oa-1l9a-1 = (0703 -+~ 05_105) (0705 -+ 05_105) =L, (18)
Poalaa = (0705 -+ 00 _y08)(0705 - 06 _108) =L, (19)

isto é, a equagao (14) é satisfeita com as escolhas de representacao como nas equagoes
(16). Contudo, essa representagdo nao é tnica, de forma que outra representacao pode
ser obtida por uma transformacao aplicada nos I',’s. Em especial, outra representacao

util é dada pela transformagao o — o2 e 02 — 0%, a qual é gerada através do operador:

g:27’n/2(0.$+0,2)®(O—x_i_o-z)@...(o'x—i—az):gil’ (20)

N

Vv
n termos

uma vez que, 3(0% 4+ 0%)? =1L, (0" +0°)o" (0" +07) = 07 e 3(0" + 07)0* (0" + ) = 0"

Portanto,

z T z

L E 2 _ oz oz Y T
gFZaflg = 0109 Oa-10a = Loa—15 gF?ag = 0109 Oa-10a = Loa- (21>



Por outro lado, o conjunto {I',} gera vetores em um espago de dimensao 2n, os quais,
quando sob uma dada rotagao, implicam na transformacao dos elementos destes de acordo

com coeficientes wygp:

2n
Tl = wasls, (22)
B=1
onde, de forma matricial,
Fll W11 Wiz -t Wi2p I'
I Wa1  Way W Iy
| = " , (23)
Flzn Won1 Wanan I

Contudo, através da segunda propriedade satisfeita pelos elementos da algebra de

Clifford, nota-se que,
2n
STuS™ =) wapl's, (24)
B=1

isto é, existe uma equivaléncia entre a transformacao realizada pela matriz S e pela matriz
w. Dessa forma, S é denominada de representacao spinorial da rotacao w e é denotada
por S(w). Ainda, uma propriedade fundamental das representagdes spinoriais envolve a

realizacao de duas rotagoes sobre um mesmo vetor, w = wiwsy. Neste caso,

S@)TaSw) ™ =D wapls = Y Y (wi)ay(w2)ysTs = S(w1)S(wn)laS(w2) 'S (wr) ™,
B B
(25)
Portanto, para uma rotacao obtida através de duas rotacoes w; e wq, tem-se:
S(wlwg) == S(wl)S(wQ), (26)

Em especial, para uma rotagao w(c, 5|0) sobre os eixos respectivos aos indices a e

no espaco 2n dimensional, através de um angulo €, tem-se que:

w(a, Bl0): T =T,cos0 —gsind,

5 =T4asing +T'gcos, (27)



onde, de forma matricial,

’ ]
cos 0 —sind } a-ésima linha
w(a, pl0) = 0 1 0 (28)
sinf 0  cosf } p-ésima linha
0 1
—— —

a-ésima coluna  (-ésima coluna

Assim, a partir dessa rotacao, define-se o seguinte lema:

Lema 1. Caso exista uma equivaléncia entre uma rotagao w(c, 5]0) e uma representagao

spinorial S,5(6), entdo essa representagao deve ser dada por:
Sas() = e2"eTs (29)

Demonstracao. Como a aplicacao da representagao spinorial em um elemento do vetor

transformado deve produzir a mesma rotacao que w(a, 8|6), entao,

4rar —~ 1 (0 "
e2lels = ;H (§Parﬂ) ,
= (6/2)*" o o (0/2)20F1 2041
=3 (ot + 30 (G
(1) (0/2)* o (=1)n(9/2) !
- nzzo (2n)! +F“FBHZ:0 2n+ 1)

7 7
= cos 5 + 'y I'gsin 2 (30)

uma vez que, com o auxilio da equagao (14), (To['5)? = ToIslaI's = —T I'sTsl, = —1.

Logo, pela definicao de S,z(6),

Ty, = Sap(0)TaSas(f)
= e%rarﬁraefgrarﬁ7

0 0 0 .0
= |:COS 3 +I' I'gsin 51 Iy, {cos 5~ I',I'gsin 5} ,

0 0 0 . 0
=T, (cos2 3~ sin? 5) —I'g (2 cos 3 sin 5) ,

=TI,cosf —I'gsind,



e analogamente,
[, = Sap(0)T0Sus(0) ! =Tysind + s cosb. (32)

«

Qra

Portanto, a expressao S,s(0) = e 2'*1# recupera a rotagao realizada por w(«, 5]0).

Destaca-se, ainda, duas consequéncia do Lema 1 e da equagao (14) que correspondem
as relagoes:
0 0 0 0
e_gF“FﬂFa = |cos— — I I'gsin-|I'y =T, |cos = + T, I'gsin-| = Faegrarﬁ, (33)
2 2 2 2
w(a, B10) < Sap(0) = e2ToTs = ¢ TTa — Sy (—0) > w(B, a| — 6). (34)

Por outro lado, uma vez conhecida a forma de uma rotacao e sua representagao spi-
norial, pode-se determinar os autovalores destas, resultando em um segundo e terceiro

lema:

Lema 2. Dada uma rotacio w(c, 3|0), esta possui autovalores 1 e ¥, onde o primeiro
possui uma degenerescéncia de ordem 2n — 2 e o restante é nao degenerado. No entanto,

+i6/2

os autovalores da representacao spinorial sao e , com degenerescéncia de ordem 2n — 1

para ambos.

Demonstracao. Inicialmente, os autovalores de uma matriz de rotacao devem ser os mes-
mos independente do eixo pelo qual a rotagao é realizada (assumindo o mesmo angulo).
Neste sentido, para a matriz de rotagdo mais simples (2 x 2), os autovalores A\ devem
satisfazer a equagao caracteristica:

0 = (cosf — \)? 4 sin? 0 = cos® @ — 2\ cos O + A\? 4 sin? 0,

=X —2\cosf + 1, (35)
Assim, esta equacao de 2° grau fornece:
Ay = cosf £isinf = e, (36)

No entanto, todos os outros 2n—2 eixos sao inalterados, resultando em 2n—2 autovalo-

res 1. Por outro lado, assim como no caso da rotacao, a escolha de I'’s para a representacao



~ ’ . . * * — g R
de uma rotacao é arbitraria para os autovalores. Logo, como I'5,_,I'5, = t07, tem-se para

0 caso mais simples:

0 x
L Y s oz
Soa—1 24(0) = e2 20-1720 = cos 5 + 1o, sin —,

2
cos /2 +isinf/2 0
=IR - -IK IR -1,
0 cosf/2 —isinf/2
ei9/2 0
=19 -0l C | ele---L (37)
0 6—10/2

+i6/2

Dessa forma, devido as matrizes identidade, os autovalores sao e , com degene-

rescéncia da ordem de 2n — 1 para cada autovalor.

Lema 3. Seja uma rotacao w obtida pela composicao de diversas rotagoes:

w = w(a, Blor)w(7,6]02) - - w(p, v|0,), (38)
entao como consequéncia dos Lemas 1 e 2, tem-se as propriedades:
e A representacao spinorial dessa rotagao é:

S(CL)) — 691/2FQF5€92/2FWF5 I een/QFHFy; (39)

+if, %0 +i0r,.
Ler™2 .., e

I

e Os autovalores da rotagao sao: e

e Os autovalores da representacao spinorial da rotacio sao: e¥/2(F01E02EE0n)

4 A solucao de Onsager

4.1 A funcao de particao

Uma vez discutidas as propriedades matematicas necessarias, nesta secao apresenta-
se a solucao de Onsager para o modelo de Ising bidimensional. Inicialmente, a solucao

baseia-se no fato de que a funcao particao dada pela equacao (5) pode ser reescrita em

10



termos de um problema de autovalor. Definindo uma configuracao de uma linha por:

|fta) = [Sa1 Sa2 *** San) € uma matriz com elementos dados por:

(ks Plpjr) = exp [¢ Z SjkSjrk + @ Z 8jkSjkt1 + ¢ Z Sj,k] , (40)
k k k

entao, a funcao particao pode ser escrita de uma forma equivalente somando sobre todas

as configuracoes de linha,

n n n
/
Z = E exp [¢ E SjkSit1e + O E SjkSjk+1 T @ E Sj,k]a
j7k j?k‘ k7j

{556}
=N > (| Plpg) pal Plus) - (| Plp)
M1 p2 Hn
= Z(ul\P"\m%
“1
— Ty P (41)

Sendo A,, D, e U, os autovalores, a matriz de autovalores e a matriz de autovetores
de P, respectivamente,

2”
Z =Tr P" = Tr (ULDpUp)" = TeULDpUp = TeUpULDp = Te Dy = > (M) (42)

a=1
Consequentemente, a fungao de partigao é obtida a partir da diagonalizacao de P. No

entanto, sendo A, 0 maior autovalor de P, verifica-se que:

(Amax)" < Z < 2"(Amax)", (43)

2

de forma que tomando o logaritmo natural e dividindo por n*, no limite termodinamico,

encontra-se:

1 1 1
lim —InApax < lim —InZ < lim —In Ay, (44)
n—oo N n—oo 1 n—oo N
logo,
.1 o1
lim —InZ = lim —In Apax. (45)
n—oo M n—oo 1

Assim sendo, o problema de obter a funcao particao reduz-se a calcular o maior au-

tovalor de P. Por outro lado, esta matriz pode ser reescrita de forma mais conveniente,

11



notando que:
(1j| P lpjr) = exp | ¢ Z SjkSjik + @ Z i Skl + @ Z Sik |
k k

H D [085,85;11) €xp [95; 85 k1] exp [¢'5;x] | (46)

isto é, identificando cada exponencial como o elemento de uma matriz,

(| Vi ) = T [ exp (60554 (47)
k=1

(il Va |y = T] 07 exp [@s105551] (48)
k=1

(g Vs gy = [ 07 exp [¢'s14] (49)

tem-se que,

(i) P ligry =0 gl Vi) Cpagr| Va o) e | VY ey = (gl VaVaVY ) . (50)

Hjrr e

Assim, a matriz P é dada em termos da matrizes V{, V, e V3 através da expressao:
P =VsWV/, (51)

a qual pode ser simplificada, uma vez que por defini¢ao s;; = £1, ou seja, definindo
uma matriz A que descreve todas as probabilidades de configuracao entre dois primeiros

vizinhos,

A= =1Ie? + 0% ?, (52)

observa-se que a matriz V/ é obtida de A por:

() Vi L) = (81 sj2 -+ sjnl Vi [8j1 sjra =+ Sjim)
= (51| Alsjn) (sjal Alsjra) - (sjul Alsjm)
= (sj1 552 -+ S| AQA® - @ Alsjin sja -+ sjm) - (53)

Por outro lado, a matriz A pode ser reescrita na forma:

A=Te? + 0% ¢ =e?(I+ 0% ), (54)

12



a qual assemelha-se a equacao (13), assim definindo um angulo 6 tal que

. tanh § = e72%,
obtém-se:
A=Vtanh™' 0 Y9(I+ o” tanh 6),
h
cosh 0 cosh f(cosh 6 + o® sinh 0,
smh 0
V smh 249
— /2sinh 2¢ %7, (55)
uma vez que,
1 1 [coshf  sinh6 1
1 h2 - = h_l — h = — — — .
sinh 2 2 [fanb™"6 — tanh ] 2 Linh@ cosh 9} sinh 20 (56)
Consequentemente,
Vi=A®RA®- - ®A=[2sinh2¢]"? (" @ " @ - ® "),
= [2sinh 2¢ % exp [0 Z o ] ,
= [2sinh 2¢)] "/ H
= [2sinh 2gz§]" (57)

onde [_, e%7a = V;. Ainda, para a matriz V5, os elementos sao dispostos sobre a diagonal
de uma matriz, A’, dada por:

: (58)
0 0 e® 0

13



a qual pode ser expressa na forma:

cosh ¢ + sinh ¢ 0 0 0
W 0 cosh ¢ — sinh ¢ 0 0
0 0 cosh ¢ — sinh ¢ 0
0 0 0 cosh ¢ + sinh ¢
1 0 0 0
= cosh ¢ + 0L 00 sinh ¢,
0 0 -1 0
0 0 0 1

= cosh ¢ + (0° ® o) sinh ¢,
= #7787, (59)

Assim, analogamente a matriz V/, obtém-se:
n
Vy = H e97a% 41 (60)
a=1

Em um ultimo momento, a matriz V3, assim como a matriz V5, é descrita por uma
matriz diagonal. No entanto, essa matriz possui apenas dois elementos, e portanto, basta
trocar o termo (0® ® 0%) na dedugdo anterior por apenas o* e ¢ por ¢'. Dessa forma, a

matriz V3 é dada por:
Vs = e (61)
a=1
Asim sendo, a matriz P é dada pelo produto:

P = [2sinh 26" V5V, V4, (62)

onde Vi, V5 e V3 sdo dadas pelas equagoes (57),(60) e (61), respectivamente.

4.2 Funcao de particao via processo de diagonalizacao

A partir dos resultados da secao anterior, sabe-se que a funcao particao é calculada
exatamente através dos autovalores da matriz P, a qual é dada pelo produto das matrizes

Vi, Vo e V3. Neste sentido, a solucao do modelo ¢é obtida diagonalizando a matriz V3V5V.

14



Em especial, na auséncia de campo magnético, isto é, ¢’ = 0, o problema reduz-se a
calcular os autovalores de V5V;. Contudo, ainda que a eliminacao de campo externo
nao permita o calculo da magnetizacao, diversas propriedades termodinamicas podem ser
obtidas.

Assim sendo, a primeira etapa para a diagonalizacao do produto V5V envolve reescre-

ver essas matrizes em termos dos elementos I',. Para isto, utiliza-se que as propriedades:

[oa-1l90 = —to), = —T'9a'20-1, (63)

z

_ T _T T T _x T
[oatr1l2a = (0703 - "0a0a+1)<‘7102 0

a—1

ol) = ago—ga;H = iUé"fﬁh (64)

de forma que,

n n
‘/’1 — H 6060‘ — H e—Z@anrza_17 (65)
a=1 a=1

n n—1
‘/2 = H 6¢0'<210'2+1 — | | 6_i¢r2a+lr2a e(;so-fo-fl‘ (66)
a=1 a=1

Verifica-se, assim, que a matriz V] reescrita em termos dos I',’s é uma representacao
spinorial de uma rotacao. No entanto, a matriz V5 nao é uma representagao spinorial,

devido ao termo correspondente a condicao periddica de contorno. Calcula-se, portanto,

. AT T T Y\ _ ~E2 T T X (s Z X\ oz Z( X T T T
F1F2n =0 (Ul D) Un—lan) = 010109 Un—l( Zanan) - ZO.lo-n(o-l D) Un—lgn)7
(67)
resultando em: .
n—
‘/2 — €1¢>UF1F2n H 6—2¢F2a+1F2a ’ (68)
a=1

xT

— T ~T T
onde U = of05 ---0F_,0

.
No entanto, ainda que a matriz V5 ainda nao configure uma representacao spinorial,

esta introduz a matriz U que possui as propriedades:

(

U = (05 (o502 = T

Ul+U)=1+T1,
(69)
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Consequentemente, o termo associado a condi¢ao de contorno na matriz V5 torna-se:

e PUTTen — ogh ¢ + iI'1 'y, U sinh ¢

1 1
=|-(1+0U)+ 5(1 —U)| cosh ¢ +il'1T'y, U sinh ¢

2
1 ) ) 1 ) .
= 5(1 + U) [cosh ¢ 4 i['1T'y,, sinh ¢] + 5(1 — U) [cosh ¢ — i['1T'y,, sinh ¢]
1 . 1 .
= 5L+ V)l 4 S (1= U)o, (70)

de forma que ao substituir na expressao (68) e combinando com a equagao (65), encontra-

se,
1 1
VaVi = 5(1+U)V++§(1—U)V*, (71)
onde,
n—1 n
V:I: — eii¢r1rgn [H e—i¢F2a+1F2a] [H e—i@rgﬁrgﬁ_ll . (72)
a=1 B=1

Dessa maneira, comparando com o Lema 1, a expressao (72) de fato configura uma
representacgao spinorial. Assim, os autovalores de V,V; serdao aqueles obtidos ao diagona-
lizar $(1 4+ U)V*=. Contudo, pela defini¢io de U, tem-se que: U = 0" ® 0" ® -+ ® 07,
isto é, esta é uma matriz com elementos +1. Ainda, pode-se escolher uma matriz R que

organiza os elementos de U e V* na forma:

o~ [1 o0
RUR' =10 = , (73)
0 —I

RVER ' =V* = AT 0 : (74)

0 B
Dessa forma, o termo (1 £ U) apenas seleciona metade dos autovalores de cada matriz
V*. No entanto, o conjunto de autovalores de V* e V* sido os mesmos, apenas arranjados
de forma distinta na diagonal. Isto, por sua vez, implica que o problema de autovalor
reduz-se a calcular os autovalores de V* e selecionar, entre todo o conjunto, metade dos

autovalores de cada matriz.

Assim sendo, utilizando o fato de que estas sao representacoes spinoriais de rotagoes
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(VE = S(w¥)), tem-se através da equacio (26) e do Lema 3:

n—1 n
wE =w(1,2n| +i¢) Hw(2a +1,2al — 2@'(15)] [H w(26,26 — 1| —2i0) | , (75)
a=1 B=1

Essa rotagao pode ainda ser simetrizada, mantendo os autovalores inalterados. Isto ¢,

existe uma rotacao simétrica dada por: QFf = Awt™A~!, onde,

A= w2828 -1 =2i0) < [ Ve raslos-s = [[ e /22" (76)
p=1 B=1 =

Portanto,

n

n
[l | 10F25F251] | | ei9/2F25F25,1
Y

_ B=1
_ H o—i0/2025 251
)
p=1

Hw 26,23 — 1| — 2i6)

N (77)
que por sua vez implica em,
[n—1 T n
Ot =A {w(l, 2n| £ i) | [ w(2a + 1,20 — 2i¢) [H w(28,26 — 1| — 2i6) } A
=1 4 LB=1
. .
=A {W(L 2n| +i¢) | [ [ w(2a +1,20] - 2i¢) } A,
la=1 .
= AxFA. (78)
onde,
n—1 n—1
X =w(l,2n] £ig) |[Jw@a+1,20| - 2@@5)] =w(1,2n| +i¢) | [ w20, 20 + 1|2ig)
a=1 a=1
(79)

Assim sendo, como os autovalores de S(w*), ou ainda de S(Q%), estao relacionados

com os autovalores de QF pelo Lema 3, necessita-se apenas diagonalizar a matriz Q. Em
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um primeiro momento, escreve-se explicitamente as matrizes:
1 0
cosifl  sinif

(28,28 — 1| — i) = - . . (80)
—sinif cosif

0 1
0 1
K 0
" K
A =TJw(2B,28 1] —if) = : (81)
B=1 E
0 K
cosif  sinif coshf  isinh6 _ ~
onde, Kk = = . Assim como, pela equagado (79),
—sin0 cos6 —isinh# cosh6
cosh 2¢ 44 sinh 2¢
K 0
Xt = : (82)
0 K
Fisinh 2¢ cosh 2¢

cosh2¢  isinh2¢

—isinh2¢  cosh 2¢
Dessa forma, definindo as matrizes,

sendo, K =

cosh 2¢ cosh 20 —i cosh 2¢ sinh 26 (83)
a = Y
1cosh2¢sinh 260 cosh 2¢ cosh 26

. . .. . 2
—% sinh 2¢ sinh 20 7 sinh 2¢ sinh” 26
—i sinh 2¢ cosh? 26 —% sinh 2¢ sinh 26

b= (84)

obtém-se, ao efetuar o produto de matrizes definido para QF, a matriz tridiagonal com
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condigoes periodicas de contorno:

a b Fb'
b oa b 0
OF = AxTA = bt a b : (85)
0
+b b a

Uma vez calculada a matriz QF, a diagonalizacao desta pode ser realizada propondo

um vetor na forma,

onde z e u sao um numero e um vetor caluna com dois elementos. Assim, a equacao de

autovalor torna-se,
QF ) = A[Y) (87)

a qual produz o seguinte sistema de equagoes,

(

(za + 22b F 2"b)u = 2\,
(22a + 23b + 2b)u = 22\,
(2%a + 2*b + 226N u = 23\,
(88)

(2" ta + 2"+ 2" 2N u = 2",

(2"a F 2b+ 2" Nu = 2"\,

\

onde a primeira e tltima equacgoes configuram as condicoes de contorno. Assim, impondo

zZ = 2z, = exp (%), tem-se que todas as equacoes do sistema reduzem-se a uma unica
equacao de autovalor:

(a+ 2xb + 2, 10w = M\, (89)
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caso escolhido,

k=1,3,...,2n — 1, para QF,
(90)
k=24, ...,2n—2, para )",

para que as condigoes de contorno sejam satisfeitas de tal forma que a equagao (89) seja
sempre valida.

Dessa forma, escrevendo explicitamente a equagao (89) e calculando o determinante:
la+ 20+ 2, 0T — TN | =0, (91)
encontra-se a equacao caracteristica,
9 . Tk\ . .
A; + 2\ |sinh 2¢ cosh 20 — cos — sinh2¢sinh 20| +1 =0, (92)
cuja solucao ¢ dada por,
k
AE = [sinh 92¢ cosh 260 — cos (”—) sinh 2¢ sinh 29} + (6,0, k), (93)
n

onde f(¢,0,k) é uma fungdo. Por outro lado, verifica-se que det (a + zb + z;, 'b1) = 1,

isto é, definindo D) e U, como a matriz de autovalores e autovetores respectivamente,
det (a + 2b + 2 '01) = det(U] D\Uy) = det Dy = AfA; =1, (94)

sugerindo que )\f = e™% . Dessa maneira,

e’Yk + ef’yk

k
5 = cosh ~y, = sinh 2¢ cosh 20 — cos (W—) sinh 2¢ sinh 26. (95)
n

Assim, a partir da equagao (95), verifica-se a propriedade: g, x = Y&, uma vez que
coS (@) = cos (27r — %k) = cos (%k) Ainda, calculando a derivada da equagao (95)

com relagao a k, verifica-se que:

inh 26 sinh 2
n

ok n sinh 7,
isto é, v é crescente em relacao a k: v, > v,_1 > -+ > 0.
Dessa forma, com a diagonalizacdo da matriz Q* obtém-se o conjunto de autovalores

{e*}, com 7y calculado a partir da equagao (95). No entanto, os autovalores necessdrios
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para a diagonalizagao das matrizes sao os autovalores das representagoes spinoriais das

rotacoes 2F. Assim, pelo Lema 3 e as condicoes impostas sobre os indices k, tem-se que:

autovalores de V'~ : 6%&701725&%”,2)7 (97)

autovalores de V1 : e%(imﬂsi"'iwn’l), (98)

onde cada autovalor é obtido pela escolha individual dos sinais nos expoentes.

4.3 Limite termodinamico

Na secao anterior, foi apresentado o processo de diagonalizagao da matriz VoV, uma
vez que a funcao particao é obtida dos autovalores desta. Contudo, como discutido ante-
riormente, no limite termodinamico, apenas o maior autovalor desta é necessario para o

calculo da funcao particao. Ainda, neste limite, sabe-se que:

1 | 1 ]
lim —1InZ = lim = InApe = lim = In {[2 sinh 2¢]"2 Amax} ,

n—oo M2 n—00 1 n—0o0 T}
1 1. <
=—1In [2 sinh 2¢] + lim —In AmaX7 (99)
2 n—o0 N,

onde A,.x ¢ o maior autovalor de V,V].
Assim sendo, uma vez que os ;s sao crescentes em k, o maior autovalor de V5V é

igual ao maior autovalor de 2%, o qual é dado por:

]\max = @%(71+73+~~~+’an71)’ (100)
logo,
lim - InZ = - In [2sinh 2] + 1 1i (101)
lin a2 = glnf2einh2g] + i 003 Sres

Em especial, o segundo termo do lado direito da ultima expressao pode ser calculado
através de uma integral (quando n — oo0). Para isto, define-se a varidvel v = 7(2k — 1) e

reescreve-se Yo_1 = (V). Assim,

nAzzil
-

27 2

Av=={20k+1) 1] - 2k— 1]} = = =

n

(102)
Av — dv, para n grande.
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Substituindo no somatoério,

> o= g2 3008w 2 [0 (103
72k—1—27T v o y(v)dv.

onde o limite superior decorre do fato de que para n grande, v = =(2k —1) = =(2n) = 27.
Ainda, definindo a grandeza:
n 1 2 1 ™

=5 v(v)dv, (104)

de forma que a tltima igualdade ¢é obtida do fato de que Yo, = Y&, ou (2T —v) = (V).
Ademais, a expressao (95) para 7y, pode ser simplificada, uma vez que, como apresen-

tado anteriormente, sinh 2¢ sinh 260 = 1. Logo,

1
cosh?20 = 1+ sinh? 20 = 1 + b 09 = coth® 2, (105)
isto é,
cosh y(v) = cosh 2¢ coth 2¢ — cos v, (106)
de forma que, a partir da equacao integral:
1 ™
2] = = / dtIn(2cosh z — 2 cost), (107)
T Jo
encontra-se,
1 /
— du In(2 cosh y(v) — 2cosv'),
T Jo
1
— / dv' In(2 cosh 2¢) coth 2¢ — 2 cos v — cos V/'). (108)
o 0
Consequentemente, retornando a £, tem-se a integral,
1 ¥ ™
L= ﬁ/ dz// dv' In [2 cosh 2¢ coth 2¢ — 2(cos v — cos )], (109)
™ Jo 0

a qual pode ser simplificada, realizando a mudanca de variaveis:

e pp=v-—v,
(110)

_ 2p1+pe _ 2p1—pa
po= ke oy, = Ao
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Assim,

cosv + cos V' = cos (,u1 + %) + cos <u1 - %) = 2COS fi1 COS %, (111)
de forma que £ torna-se:
1 ™ ™
L=— djiy / djio In [2 cosh 2¢ coth 2¢ — 4 cos i1 cos '12) , (112)
212 J, 0 2
sendo conveniente a mudanca y = 52 — po, isto ¢,
1 s /2
L=— [ dun / dpg In [2D — 4 cos puy cos p2)] , (113)
™ Jo 0

onde D = cosh2¢coth2¢. Dessa maneira, a integral pode ser simplificada da seguinte

maneira;
1 T w/2 D
E:—2/ d,ul/ dﬂ21H2C08M2|: —QCOS,ul:|,
™ Jo 0 COS ft2
1 T w/2 1 ™ /2 D
== dul/ du21n2008u2+—2/ dul/ dpo In { —2(:08/“} ,
™ Jo 0 ™ Jo 0 COS [2

1 w/2 1 T /2 D
— / dps In 2 cos g + - / dpy / dps In {2 cosh (cosh_1 > — 2cos ul} ,
T Jo T Jo 0 2 oS 12

1 w/2 1 /2 D
= —/ dpig In 2 cos g + —/ dpp cosh™ ( ) , (114)
0 T Jo 2

s COS [4o

usando a identidade cosh™ 2 = In[z 4+ /22 — 1] e também 5 = ¢,

1 w/2
E——/ deIn2cosp + In
0

/0

D2
+ —-1f,
2cos 4cos? p

1 [ 1 1
:—/ d¢1n{2cosap{ + \/1—/<JQCOSQQD:|},
0

s KCOSp  KCOS(

1 (™2 2
:—/ dgoln{—\/l—/#cos%o}. (115)
0 K

™

onde aqui, Kk = %. Por outro lado, pode-se fazer a mudanca cos? ¢ — sin? ¢ devido ao

intervalo de integracao. Assim,

£:i/ d(pln{z\/l—/f2sin2<p},

2m Jo K

_ 1 2D + ! /Wd 1 1(1Jm/1— 2sin? ) (116)
=5 27r0g0n2 K2sin® )| .

Convém, ainda, expressar £ em termos do angulo ¢,

1 2 cosh? 2¢ 1 [ 1
=_-In(Z——2F )+ — In [=(1+4/1—r2sin®¢)]| . 11
L 2n<sinh2¢)+2ﬂ/0 dgon[Q( + k2 sin 90)1 (117)
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4.4 Funcoes termodinamicas

Uma vez obtida a expressao exata para o limite £, retorna-se a expressao para a ex-
pressao (101). Por outro lado, sabe-se que a energia livre de Helmholtz por sitio (f(H,T))

em uma rede quadrada bidimensional relaciona-se com a fungao particao pela relagao:

£(0,T) = —#m Z, (118)

isto é, comparando com a equagao (101), tem-se que:

£(0,T) = —% (%m 2 sinh 26] + £) , (119)

ainda, de forma explicita,

Bf(0,T) = —In(2cosh23J) — % /OW doln E(l +4/1 — KZsin® 4,0)] : (120)

Dessa maneira, uma vez obtida a energia livre de Helmholtz, pode-se obter a energia

interna por sitio (u(0,7)), visto que:

0
0.7)= — 0.7 121
u0.7) = SLI5/(0.7)] (121)
esta expressao, por sua vez, usando a notagao A@ =+/1— K2 sin? , fornece,
(0, T) = —2. tanh(28.7) + =25 [ _sintp (122)
’ or 9B Jy, A1+ A,
onde tem-se a relagio A2 =1 — x?sin® p = sin’ p = (I;Aﬁz(fr—A*"). Logo,
k ok [T (1—=A,)1+A,)
T) = —2J tanh(2 —_—— £ £
— oJtanh(28) + 9% (s / "y (123)
N 2k 0p \ Sy D)

Por outro lado, as derivadas de x resultam nas relagoes,

10k Olnk 0¢ 0 < 2
— In

) = —2J coth (23.J)(2 tanh®(3.J) — 1),

k08 98  0B0¢ cosh 2¢ coth 2¢
(124)
L OR s tanh(28J) — J coth(28.) = —2J tanh(28J) — 0% = _ Jcoth(28.),
2Kk 0p 2Kk 0p
(125)
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as quais permitem calcular a energia interna explicitamente,

1 Ok 1 0k [T dp
u(0,T) = —2J tanh(28J) — SPEL + 5 05 ), A_¢,’

2taunh(25<])—1/7r dy
T o Apl’

2! /2 d
S
™ Jo

V1 — K2sin?® o

onde, k" = 2tanh(25.J) — 1. Ainda, identificando a integral eliptica completa:

= —J coth(25J) [1 +

= —J coth(25J)

w/2 d
Kitw) = | L (127
0 1—k2sin®p
tem-se que a energia interna é dada por,
2K/
u(0,7) = —J coth(26J) |1+ —Ki(k)] . (128)
7

Em um dltimo momento, sabe-se que o calor especifico & magnetizagao (m) constante
¢ uma grandeza relacionada com a energia interna por,

_8u_858u__k362

Ou _ 9B 9u Ju
0T 9T OB

0B’

além de possibilitar a identificacao de transicoes de fase do sistema, as quais estao relaci-

cm(0,7) (129)

onadas com a existéncia de uma magnetizacao espontanea.
Contudo, anteriormente ao calculo da derivada da energia interna, convém calcular as

derivadas de k' e Ki(k). Assim sendo, para K/,

?9_; = 4J tanh(28.7)(1 — tanh®(28.J)) = 2 tanh(23./)(1 — '), (130)

e para K;(k),

OKi(k) _ Ok OKi(k)

98 08 0k
1 El(ﬁ) Kl(lf)
= 4Jtanh(25J) [m - l‘i} |:li(1 — /$2> - < } )
= 2J coth(28J)[1 — 2tanh?(23.J)] [E;SS) — Kl(n)} : (131)

_ ‘j;] coth(268.J)[Ex () — kK1 ()], (132)
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onde utilizou-se as relacoes,

0Ki(k)  Ei(k) Ki(k)

_ _ 133
Ok k(1 — K?) Kk (133)
K24 K% =1, (134)
0%y Jtanh(28.) | — (135)
B " sinh(287) |
onde a primeira é obtida de [5] e dada por F1(k 7r/2 dp\/1 — K2 sin? p, a segunda por

substituigao direta das definigdes de k e £’ e a ltima é dada pela equagao (124).
Consequentemente, com auxilio das derivadas calculadas, tem-se que a derivada de

u(0,T) com relagao a 8 é dada por,

gg = —2J%[1 — coth*(28.)] [1 + %H'Kl(n)} + —J coth (28.) [2 (3@ Ki(k )+ﬁ'afg}§“))} :
= —J?coth?(28J) (k' — 1) {1 + %K’Kl(%)}
_ M {2Jtanh(28.7)(1 — &) Ky (k) — 2J coth(28.)[E1 (k) — k7K (k)] }
—[J coth(28.J)]? {(/{ —1) {13(;41{1(&)]

[(1+ &)1 —K)Ki(k) —2E1(K) + QR/QKl(/i)]} ,

—(J coth(28.))? (%) {(2 — WKy (k) — 2B1 (k) — (1 — &) [g + H'Kl(f@)} } .

(136)
Assim, o calor especifico a magnetizagao constante é dado por:
m (0,1 2
n0T) (57 coth(26.7))? <—> {(2 — WKL (K) — 2B (k) — (1 — &) F + m'm(m)] }
k?B ™ 2
(137)

Em um ltimo momento, apresenta-se o comportamento da energia interna e do calor
especifico a campo nulo em funcao da temperatura na Figura 1. Verifica-se, dessa forma,
a existéncia de uma descontinuidade no calor especifico, indicando a existéncia de uma

transicao de fase.
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w] ———
c/kp

u/l, ¢, (0,T)/kg

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
kg T/J
Figura 1: Comportamento da energia interna e do calor especifico no modelo de Ising

bidimensional.
5 Magnetizacao

Nas se¢oes anteriores, apresentou-se a reproducao dos cédlculos realizados por Onsa-
ger para a obtencao das fungoes termodinamicas dos modelo de Ising bidimensional, na
auséncia de campo magnético. No entanto, como mencionado anteriormente, o fato de
tomar H = (0 nao permite o calculo da magnetizacao através da solugao de Onsager.
Assim, nesta se¢ao sera explorado o célculo da magnetizacao realizado por C. N Yang [6].

Em um primeiro momento, assumindo que existe um campo H pequeno, de tal forma

a introduzir uma perturbagao na fungao particao, tem-se que, pela equagao (61):

V3 = exp [Z ¢'or,

Por outro lado, pode-se simetrizar a matriz V = V314V, visto que os autovalores destas

=1+ Z ¢'oZ + termos de ordem superior. (138)

sao inalterados quando: V' — Vll/ 2VV171/ 2, uma vez que,

det(V2V V%) = det(V[?) det(V) det(V;/?) = det (V). (139)
Logo, para campos pequenos,

V11/2VV1—1/2 _ V11/2V3V2V11/2 _ 11/2V2V11/2 Y 11/2 (Z 03> V2V11/2. (140)

[0}
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Dessa forma, sabendo que a magnetizagao por sitio é calculada exatamente por:

(Of(H,T)\ (1 9lmz\  (10WmZ\ 1 /9T (LK)
m_( oH )T(% oH )T(ﬁa(ﬁﬂ))Tﬁ< a4 )T’

(141)
isto é,
1 Tr (V3VoVi)" (3, 0%) L 12 —1/2
—— a‘al " Vi 142
n TI' (%‘/2‘/—1)” n 1 za: ) ( )
onde a tltima igualdade é obtida notando que [0, V;] = 0. Porém, no limite termo-

dinamico, apenas o maior autovalor da matriz obtida na equacao acima é relevante. Por-

tanto, se |[max) é 0 autovetor associado a este autovalor, tem-se:

wmaxl 1/2 (ZU ) ‘/1_1/2 |¢max> . (143)

Por outro lado, observando a equagao (95), nota-se que no limite termodinamico,
Yor—1 R Yar, isto implica que o estado fundamental é duplamente degenerado, visto que
ambos maiores autovalores das matrizes V* sao iguais. Logo, no limite ¢’ — 0, o autovetor
associado a este autovalor degenerado é dado (via teoria de perturbagao) pela mistura

dos autovetores associados aos maiores autovalores de V=, sendo eles |1, ) e [¢_). Assim,

(e + (¥-)) Y2 (Z )V—l/ZM (144)

1
V2 V2

Ainda, como os autovetores |¢1) estao associados a um mesmo autovalor (\) no limite

[0}

¢ — 0, tem-se que:
VaVi [a) = VPPVl 2 i) = M), (145)
logo,
Vi ) = Va2 ). (146)
Além disso, recuperando a matriz U = o{03 - - - or, a qual atua como um operador de

reversao de spins na rede, entdo, os autovetores |¢1) também sao autovetores de U, na

forma:

Ulgy) = = |vy), (147)
e devido a forma de U, entdo {U,> 02} = 0 (visto que {0, 0"} = 0 para a # f3) e
[U,Vi] = 0, o que implica que {U, V;"* (3, 02) Vi /*} = 0. isto &, V;"* (X, 02) V" /* néo

28



possui elementos na diagonal, na base |1)). Consequentemente, a magnetiza¢ao depende

apenas das grandezas,

(4] V72 (Z az> Vi) = 5 (Z az> VoW o). (148)

(07

(-7 (Z az> Vi) = 5 (o 1 (Z az> VoW i) (149)

(03 (03
as quais sao iguais, visto que a segunda expressao ¢ a transposta da primeira.

Portanto, a magnetizacao pode ser reescrita como:

m= 52|V, (Z 0é> Vi ) = (o 1 (Z 02) Vi), (150)

(0% (03

a qual ainda pode ser simplificada, utilizando um operador de permutacao ciclica na rede
isto é: Lo®L~" = 0 . Neste sentido, como V; e V5 devem ser invariantes por permutagao
ciclica, assumindo condigoes periédicas de contorno, entao o operador L. comuta com estas
matrizes, implicando na relagao L|iy) = a [¢)4).

Dessa forma, observando que L™ = I, entao, L™ [1)y) = a™ [t+) = |¢4), isto é, a = 1,

pois L é real. Assim sendo, visto que L' 'g?L=0~1 = o7

)

a magnetizacao é encontrada
calculando:

m = ([ V;PoiVi P y) (151)

Assim sendo, em um primeiro momento, é necessario obter as expressoes dos autove-
tores |1)1). No entanto, durante a diagonalizagao da matriz V2V] nas segoes anteriores, os
autovetores nao foram obtidos. Para isto, pode-se recorrer a deducao realizada por Kauf-
man [4], onde analogamente as secoes anteriores, as matrizes V* sdo diagonalizadas apés
um processo de simetrizagao (embora neste trabalho este processo tenha sido realizado
nas rotacoes, obtendo Q%F). Assim, uma vez na forma simétrica, propoe-se rotacoes Ty

tais que Vi& (V* simetrizada) sejam levadas a matrizes A7 diagonais, na base {T'%}:
gS(TL)VES(Te) g = AR, (152

Logo, assumindo que os autovalores de AT sdo organizados de tal forma que o maior
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autovalor esta na primeira linha e coluna, entao:

) =S g | | =S . (153)

0

Dessa forma, retornando a magnetizacao, a qual é um escalar, entao:
m = Tr (- | V2o iViT 2 juy) = TV otV 2 o) (v, (154)

onde |, ) (¢_| = S(T) " |7) (7| S(T-) e utilizando a expressao (20),

11 1
=g | | =)@, (15)
1 e ]

Nota-se, assim, que |7) (7| assemelha-se a uma representacao spinorial de uma rotagao,
no entanto, para que esta de fato seja uma representacao spinorial, utiliza-se:

. . s xT

. cosa—10¥fsina . e tagr

(I4+o07)= lim - = lim :
a—»100 cos a a—100 COS @

(156)

on a—100

|7) (7| = i(I +ol)I+05) - (I+0,) = lim mexp [—iaZaf] . (157)

sendo esta expressao uma representacao spinorial de uma rotacao. Esta representacao,
por definicao, ao atuar sobre um elemento da algebra de Clifford realiza a seguinte trans-

formacao,

exp [—iaZai] [, exp [z’azgf] = ZMagFg, (158)
T & B
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onde M,z sao elementos de uma rotagao M, dada por:

cos2a  sin2a 0
—sin2a cos?2a

cos2a sin2a

M = —sin2a cos2a . (159>

cos2a sin2a

0 —sin2a cos2a

Consequentemente, tem-se que:

) 7] = Jim oS (0), (160)

de forma que a magnetizacao é dada em termos de representagoes spinoriais,
L 1 1/2 o1 —1/2 1
m—ali)lg;omTr‘/l oiVi US(T4) T S(M)S(T-),

1 .
= lim ——— Te V2oV, V2S(T M T, (161)

a—ico (2 cosa)”

onde, utilizou-se a propriedade (26). Por outro lado, as rotagoes M e T, sdo rotagoes
préprias, isto é, det M = detT, = 1, mas a rotagdo T_ é imprépria (det7_ = —1), ou
seja, T’ ;1M T_ é uma rotagao imprépria. Assim, como o determinante dessa rotacao deve
+109 6ii93 )

ser —1, os autovalores sao: 1, —1,e +ibn

e
Por conseguinte, utilizando uma matriz ( de transformacao que leva a rotagao T;lM T

a uma matriz bloco diagonal, encontra-se:

1 0 0
0 —1
cosfy sinf,

CT;lj\/[ng—l = —sinfy cosfy =W. (162)

cosf, sind,

0 —sinf, cosb,
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Ainda, como V; e o] podem ser escritos como produtos de I',, convém calcular a

expressao geral:
TeTS(T MT.) = TeT,S(¢)S(W)S(0),

= TrS(QI;S(CHS(W), (163)

onde, inicialmente, por defini¢ao tem-se S(C)I;S(¢™) =3, Cajla. Ademais, devido a W

ser uma rotacao imprépria, tem-se que:
S(W) = I (I'3L) (T5 L) - - - (FQn—1F2n)€% 2598 26-112p (164)

de forma que essa expressao pode ser verificada notando que, pela definigao, S(W~—1)T',S(W)
deve produzir a mesma transformacao que W. Assim, calculando apenas a atuacao do

bloco de autovalores 1 e —1 de W, tem-se:

W T, — I, (165)

FQ — —FQ, (166)

de forma que este bloco equivale ao termo I’y (I'sT')(I'sT) - - - (I'9,,-11'2,,), 0 qual produz,

com auxilio da equagao (14)

[iT1(T5T4)(Tsg) - - - (Dan—1T2,)] ' T [iT1 (TsTa) (Ts D) - - - (Dan1T2)] = Ty, (167)
[iT1(T504)(TsTg) - - - (Pan-1T2,)] ' To[iT1(TsTa)(Ts0g) - - - (Tan1T20)] = —To.  (168)

Dessa maneira, tem-se,

TeDS(T7MT-) = Tr Y Cojlaily(DsT0)(TsLg) - - (Do 1 Doy o2 20 0T 20-2Tes,

«

=1Tr ¢y, (H I'y5-1'95 eéeﬂrzﬁ—ﬂ“w)
B
+ ZCOU‘F& (H Iyp-195 eéeﬁr2ﬁ—1F25> .

a#l B8
10525119 b5 ]
No entanto, como e27726-1225 = cos o + I'yp_11'9g sin 7, 0 segundo termo na soma sem-

pre resultara em matrizes proporcionais a produtos de ¢ os quais possuem traco zero.
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Portanto,

TeT;S(T " MT.) = i Tr Gy (H Tap_1T95 eéeﬂfzﬂ—lfw),

p=2
:iC'TrﬁF r COSQ—B+F2 Iy sine—ﬂ
1j 1 25-11 2 5 5-11"2p 5|
. - 0 . 0
=1Cy; Tr g I'y5-11'95 cos ?B — sin EB’

- 0
= i¢,; Tr (—=1)"'1 H sin EB + termos que dependem de I,
p=2

=iy (—=1)"12n ﬁ sin %ﬁ.
p=2
Por outro lado,
‘/11/2(7?‘/171/2 _ [6592[3 rw,lrzﬁ] I, [efgezﬂrw,lrw} 7
_ |:€%9F1F2i| I, [e—gerlrg] [egezﬁ;ﬂ Fzﬁ,lrw] [6—592,#11“23711“25 7
=T, [e—wrlrﬂ 7
=T [cosh§ — i1 Ty sinh ],

=TIy cosh @ — i’y sinh 6.

Dessa forma, a expressao para a magnetizagao é dada por:

= lim ——— Tr [S({)[1S(¢")S(W) cosh 6 — iS(¢)2S(¢)S(W) sinh 6],

n

1 , _ . b, o
= lim ————i(—1)"""'2" (H sin ?) (C11 cosh @ — i(y5sinh 0),

a—ioco (2 cos a)” 5

= (H )\a> i[€11 cosh § — €15 sinh 6],
2

33

(169)

(170)

(171)



onde,

s 04
S =+
Ao = — lim 2 (172)
a—100 COS a
. 1
€ap = lim

) Cap-
a—100 COS A

(173)
5.1 Magnetizacao via autovalores

Assim sendo, como demonstrado na se¢ao anterior, o problema de calcular a magne-
tizagao reduz-se a obter as expressoes para A\,, £11 € £12. Em um primeiro momento, para

obter os A,’s retorna-se a rotagao T;lM T_, a qual pode ser reescrita na forma

cos2a sin2a 0
—sin2a cos2a
cos2a sin2Za
T;lMT_ = T;l —sin2a cos2a T,
cos2a sin2a
0 —sin2a cos2a
eQia _Z‘€2ia 6—21'& Z'e—2z'a
EEES 0; 0; 1 - o
= T+ 5 jeia e2ia + —je2ia  o—2ia T‘_7
1 .1 .
— —G —21a _G* 2ia 174
5 e + 5 e, (174)
onde, G* é o complexo conjugado de GG, dada por,
1 2
G=T'[-i 1 T (175)

Contudo, como essa rotagao encontra-se no limite a — 700, o segundo termo a direita
da equacao (174) torna-se desprezivel. Por outro lado, se [, sao os autovalores de GG, entao
da equagao (174), calcula-se:

lim 2e%eie =]

] as
a—100

(176)
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onde, como 6, = 0,(a), assume-se que este angulo dependa de a de tal forma que neste
limite 6, + 2a — #finito. Isto, por sua vez, implica que:

lim 2e%e~ = 0. (177)

a—100

Assim, partindo da definicao de \,, encontra-se,

2
2 04 ;0a _jfa
. Sin” = . ) 2 —e "2 . C lo
A2 = lim ———2— = lim 4 | ————— | =— lim e = -2, (178)
a—100 (em+e_m) a—100 27 a—100 2
2

isto é, a expressao para A\, é obtida diagonalizando a matriz GG. Dessa forma, convém
reescrever a matriz GG, utilizando os elementos tfj das matrizes T obtidos explicitamente

em [4], sendo estes dados por:

, ¢ impar e j fmpar

Para T, t.. =<

v

)
2 40,) i pare  fpar (119
)

, ¢ impar e j par

it — 13,), ipare j par

G g, ), i fopar e fmpar
STy %551’—1) , @ pare jimpar

Para T, t;; = { (180)

= — %(552;1) , @ impar e j par

\\_/—717 Cos (@ — %551‘—1) , i pare jpar

onde ¢/ é um angulo definido de tal forma que satisfaca as equagoes:

sinh v, cos 0. = sinh(26) cosh(2¢) — cosh(26) sinh(2¢) cos (E) , (181)
n

sinh v, sin d,. = sinh(2¢) sin (T> : (182)
n

Assim sendo, ao escrever explicitamente T e realizar o produto definido por G, obtém-

se uma matriz que pode ser simplificada na forma:

D! 0 i D_ 0
G - (b »~")

, (183)
0 —iD;! o 0 D_



. in
sendo, ao definir e = e,

52 €4 .. 52n 5—1
1 54 88 . €4n 8_2
D =— : D.=D_ :
NG
€2n €4n L. €2rm e "
6i6§/2 62’6’1/2
eida/Q eiaé/Q
pP- = . ) b+ = . ’ (184)

onde todas estas matrizes sao unitarias.
Para a diagonalizagao de GG, pode-se definir autovetores similares aos vetores utilizados

na diagonalizacao das matrizes QF, isto é,

al?) =[], (185)
0 0

de forma que ao efetuar este produto, utilizando G na forma da expressao (183), encontra-

se o sistema de equagoes,

D' (p-D o +ip='D_n) = lp,
o (186)

—iD{'p(p-D_ +ip-'D_n) = In,

ou,

p-D_p+ip~'D_n=Ip,D,op,
(187)

p-D_p+ip='D_n=ilp;' D,

Portanto, py Dyp = ipjrlDJrn =n= —iD;lpiDJr(p. Assim, substituindo na primeira

equagao do sistema, encontra-se:
p-D_p+p 'D_D'pA Dy =Ip, Dy, (188)
tal que, definindo o1 = Dype D = D,Djrl, tem-se a equagao para os autovalores [,:

(D + (021)*DpY] o1 = U(p"' 1)1 (189)
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Como apresentado até o momento, para a magnetizacao ser obtida, necessita-se cal-
cular os termos &11 e £12. Assim, como estes sao definidos em termos de (,3, inicialmente,
nota-se que o primeiro vetor da matriz ¢ é um autovetor da rotacao leM T_, através da

defini¢ao (162), associado ao autovalor 1. Logo,
(T MT)G = G (190)
Definindo, um vetor &; que satisfaz as relagoes:

G& =0, G*¢ =0,
: e ! (191)

G& = 26, G*& = 267,
pode-se propor (; = 3 (€7 + €"&;). Assim, testando na equacdo (174), encontra-se:

(e_iafl + eiagf) — Cl'
(192)

N —

1 o1 N1, .
(T_ZIMT—)CI — 5 (G€_2w + §G*€2w) 5 (e_wfl + ezaé-f) —

Verifica-se, que no limite a — ico, (; e & sao proporcionais, da mesma forma que na
equagao (173). Além disso, a normalizagao do vetor ¢; ((¢;)7¢; = 1) implica, com uso das

equagoes (191), nas condigoes:

5{51 = 07

G& =2,

(193)

Logo, como (; e & estao relacionados, pode-se utilizar as condi¢oes impostas em &; de

forma a obter:

D! 0 ! D_ 0
o~ 7 ") oo o) q-0. (9
0 —iD;! o 0 iD_
isto é,
D_ 0 D_ 0 p_t
(p_ p:1> s =0= &= Y, (195)
0 —iD_ 0 iD_ —p_

onde y é um vetor coluna de dimensao n, o qual garante a dimensionalidade da equacao

acima.
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Assim, como &; é dado em termos de y por,

Dzt 0 p-! . [D- o0 p-\ .
SE . y = &= v (196)
0 —iDZ'] \—p- 0 iD_ )] \—p-

pode-se substituir £ na expressao GE& = 2&;, de forma a obter o sistema de equagoes,

Di'p N p-D%p_ +p=tD?*p=t)y* = 2D 'ply,
o (197)

—D{'py(p-D*p_+p ' D*p~ )y =2D""p_y.
Por outro lado, sabendo que os elementos da matriz D_ sao dados por (D_),s =
n~1/2¢%s entao,
1< 1< 2i
(D_)?, =~ E ghrtgts — — E exp (tw) : (198)
n n n
t=1 t=1

de forma que, se r + s # n:

(D) 1 exp (W) lexp (2im(r +s)) — 1]
—)rs — n exp (2i7r(7“+8)> _ 1

n

= 0, pois r + s = inteiro. (199)

Mas, se r + s = n, isto é, s = n — r, entao:

(D=3 =1 (200)

Logo,
0 10
1
D? = : (201)
1
0 1

Dessa forma, calculando as matrizes,
£id% it
s,

(p-)? = . : ') = . , (202)

¢i0hn o0y
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e utilizando a propriedades de §/. para T menor que a temperatura critica (dg,_o, = —3d5,

e exp(idy,) = —1), tem-se que,
ei(séan
6i6/2n—4
(p=')? = =D*p> D?. (203)
—1
Ainda, a tltima expressao pode ser escrita na forma p_D?p_ = p~'D?p~'. Dessa forma,

utilizando essa identidade, reduz-se o sistema de equagoes para y em:

Di'py'p-D?p_y* = D”'ply,
o (204)

—D'pip-D?p_y* = D" 'p_y,
de forma que ao resolver para y*, tem-se y* = p_'(D-")?p_'p, D~ 'p_'y. Portanto, da
segunda equacio, (D71 + (p7')D1p? ) (p='y) = 0. Assim, a partir das seguintes equagdes,
determina-se y, e consequentemente, &1, do qual o primeiro e n+1-ésimo termo é necessario

para o calculo da magnetizagao (dada a ordenagao dos termos desse vetor).
Dpy'p-D2p_y* =ply,

(D' + (py")?D~'p2) (p~'y) = 0.

(205)

5.2 Limite termodinamico

Nas secoes anteriores, a magnetizacao foi expressa em termos das quantidades A\, e &4,
no limite de uma rede finita. Assim, nesta secao, calcula-se o limite termodinamico dessa
grandeza, visto que neste regime as grandezas necessarias para o calculo da magnetizagao
sao obtidas através de integrais.

Inicialmente, somando as equagoes (185) e eliminando +, destas, encontra-se a relagao

entre J/. e as variaveis termodinamicas 6 e ¢,

2 tanh® (2 — coth ¢ coth #)(z — tanh ¢ coth 6) (206)
(2 —coth¢tanhf)(z — tanh ¢ tanh @)

) de tal forma que a raiz quadrada dessa expressao fornece, ao definir

onde z = exp (%
as fungoes A = coth ¢ coth e B = tanh ¢ coth @,

1 (z—A)(z—B) 1"*
VAB | (z = A Y (z — B71) '
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Por outro lado, observando as equagoes (185) e (95), verifica-se que para n grande
0, ~ 0.4, visto que 7o & 79,_1. Dessa forma, tem-se que p_ = p, = p, e por

conseguinte, a equagao (189) reduz-se a:
[D+ (07 Dp*] 1 = lpn. (208)

Dessa maneira, para calcular a equagao acima necessita-se determinar o resultado da

atuagao de D em um vetor ¢. Para isto, explicita-se os elementos de D,

(D)Ts = (D—Djrl)Tm

=S (D) (D),

t=1

_ _Z€2rt t .—2ts
m(2s —2r — 1)
:_Zexp[ n )

2 1
 nl—explin(2s —2r —1)]’
2 1

e s 209

Logo,

n

<D90>T = Z( rsPs = — Z 1 223 227«6) (210)

s=1
Ainda, utilizando a mesma argumentacao que para o cdlculo de D%, verifica-se que D? = 1.
Assim, no limite termodinamico,

(De), = —E/ds&, (211)

n 1 —2/(z9)
onde ¢ é desconsiderado pois a integral é calculada pelo residuo gerado pelo polo z = zy,.
Ainda, na mudanca de varidveis z = e*™/" dz = 2” 2% 2ds e notando que o conjunto {zos}
equivale a n raizes de 1, entao a integral é feita sobre um contorno C' dado pelo circulo

de raio unitario no plano complexo,

2 [ nde_elx) 1 [dz_ g[)

(D) =—1 c2im 2z 1—2/(z0,)  im)o 2 1—2/(29,) (212)
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De forma geral, tomando ¢ = z5, e escolhendo um contorno C’ que nao contenha t,

entao adiciona-se um termo na expressao anterior:
1 dz ¢(z)
D), = o(t) — — —_— 213
(De)r = ¢(t) m/azl_z/t (213)

de tal forma que, a equagao (208) resulta em,

lpi(t) = [D+ (p ')’ Dp?] ¢1,
=) - [ EEE e,

1 dz ¢1(z) 1 1 1 dzO(z)p1(2)
:%w_ﬁz;;Lwﬁ+@@6@%®_§@EK;ZTTZT’

o] S ()

% Cl?l_z/t

isto é, os autovalores de G sao obtidos resolvendo a equacao integral acima.
Por outro lado, a partir das equagoes (205), tem-se pela segunda e da propriedade

D? =1,

(D+ (p~")*Dp*)(p="y) = 0, (215)
a qual implica uma proporcionalidade entre (p~'y) e ¢, visto que o operador que atua
sobre sobre estes vetores é o mesmo, resultando, neste caso, o autovalor [ = 0. Assim,
propondo (p~'y) = n~1/2®, obtém-se:

20 (t) — i/, dz_0(2) <1 + %) ~0. (216)

it Jor 21— 2/t

Como y e & estdo relacionados por & = (D-'p=! iD~'p_)y = \/LﬁDf@—i— \%D:lpgfb,

entao, tem-se que os elementos &7 e &5 sao dados por:

n

1 I | dz
§11 = 526 q)s = % /C ;@(Z), (217)
fa= L3 o, = - [ Lo (218)
270 2w Jo 22 '

s=1

Além disso, pela segunda condic¢ao das equagoes (191) e pela relagao entre &; e y,

D' 0 D_ 0 P
& =y" (p:1 - p,> ) y= 2Ty =2, (219)
0 —iD- 0 D_] \—p=
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logo, %CDT@* = 1. Esta expressao, por sua vez, pode ser reescrita notando que,

d
—cpTcp*— o / ()= - (220)

Em tltima andlise, como mencionado anteriormente, para a determinagao do vetor y
tem-se duas equagoes, onde a segunda fornece as formas integrais para &1 e £15. Por outro

lado, a primeira torna-se, no limite termodinamico,

1 1
ply = %q) =Dp.'p_-D*p_y* = %DD?I)* = DD>®* =9, (221)

de forma que, D? inverte a ordem dos elementos de ®*. Mas, utilizando a relagao 8, o, =

—45,., entao,
D2d*(2) = [®(2")]* = ®(2), (222)
isto é, T
_ 2 H* 1 dz ®'(z)
®(t) = DD*®* = DO (2) = O (t) — E/c ST (223)

Assim sendo, a magnetizacao é exatamente calculada resolvendo as seguintes equacoes

20(t) — %/C ‘iz 1(11(2)# (1 + 2((’3) —0, (224)
tnlt) =201(0) - - [ E-EE) (1+%), (225)

integrais:

it Jor 21—zt
1 d
=5 [ SO0, (226)
1 d
12 = o /C To@a(). (227)

de forma que a func¢ao ®(z) satisfaga as condigoes:

5w [ 12T =1 (228)
B dz <I>T(z)
@(t)-@*(t)—g/c/?l_z/t, (229)

A primeira, por sua vez, é resolvida por inspecao e possui como solucao a funcao:

d(z) = , (230)



m

0.4

S A F— S— B i

kg T/

Figura 2: Comportamento exato da magnetizacao espontanea.

sendo F uma constante de normalizacao, qual é determinada pela primeira condicao

imposta sobre ®(z). Assim, obtém-se a relagao,
F? / dz
2im Jo /(A —2)(B — 2)(Az — 1)(Bz — 1)

que permite relacionar a constante F' a integral eliptica completa K por,

=1, (231)

S v/
F* = mK1<k—1>» (232)

2
| /@ -n—y/(B-1)
onde, k_y = |:A\/(321)+B\/(A21) '
Assim, utilizando a solucdo para ®(z), obtém-se,
F
§11 = \/ﬁ e &1p=0, (233)

de tal forma que a magnetizagao reduz-se a,

s (1Tl i, (T l2\=] 17
m’ = <1;[ Z) (AB)? cosh™ § = (1;[ Z) Y {m] . (234)
2k em [

T+k_1

uma vez feita a transformagao k =
Assim, para a determinacao do produto de [,’s, realiza-se um longo processo de trans-

formagdes elipticas [7] na equagao integral (225), de tal forma que, via andlise de residuos,
4 1+e 4

-2 2 _4¢ | 8613
15 = R0 -6 e 25
2
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Dessa maneira, retornando a magnetizagao, tem-se,

14e —aps | -sps1s "

Ainda, mostra-se o comportamento da magnetizacao na Figura 2, onde o final da

curva deve intersectar o eixo horizontal, no entanto, devido a rapida vari¢ao da curva, é

necessario uma maior precisao no calculo dos pontos.

6 Conclusao

Neste trabalho, realiza-se calcula-se propriedades termodinamicas do modelo de Ising
bidimensional, de forma exata, a partir das solucoes obtidas por Onsager para a ener-
gia livre de Helmholtz, energia livre e calor especifico e por Yang para a magnetizagao
espontanea de um ferromagneto. Neste sentido, verifica-se a existéncia de uma trans-
formacao de fase mesmo no regime de campo magnético externo nulo, a partir de uma
descontinuidade do calor especifico.

Em um segundo momento, a partir da obtencao a magnetizacao espontanea, observa-se
a formacgao de uma fase ferromagnética (ou ainda uma fase ordenada) do modelo. Ainda,
o estudo das solugoes apresentadas no trabalho introduz novas ferramentas matematicas

mais sofisticadas para o estudo de modelos fisicos, sendo elas as representacoes spinoriais.

Referéncias
[1] S. G. Brush, History of the Lenz-Ising Model. Rev. Mod. Phys. 39, 883 (1967).
2] K. Huang, Statistical Mechanics. (John Wiley & Sons, 1987) 2ed.

[3] L. Onsager, Crystal Statistics. I. A Two-Dimensional Model with an Order-Disorder
Transition. Phys. Rev. 65, 117 (1944).

[4] B. Kaufman, Crystal Statistics. I1. Partition Function Evaluated by Spinor Analysis.
Phys. Rev. 76, 1232 (1949).

44



[5] G. B. Arfken, H. J. Weber, F. E. Harris, Methematical Methods for Physicists.
(Elsevier) Ted.

[6] C. N. Yang, The Spontaneous Magnetization of a Two-Dimensional Ising Model.
Phys. Rev. 85, 808 (1952).

(7] E. Y. Whitaker, G. N. Watson, Modern Analysis (Cam- bridge University Press,
London, j.927), 4 ed.

45



