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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar alguns resultados recentes na
teoria de folheagoes polares, também chamadas de folheagoes riemannianas singu-
lares com segoes, em variedades de curvatura nao positiva, presentes no artigo [24].
As agoes polares também sao estudadas, pois sao objetos de pesquisa ativa que mo-
tivam e ilustram o estudo das folheacoes polares. Fornecemos uma demonstracao de
que nao existem folheagoes polares préprias em variedades compactas de curvatura
nao positiva. Além disso, apresentamos um resultado que descreve globalmente as
folheagoes polares préprias em variedades de Hadamard. Abordamos este resultado
também no contexto particular das acgoes polares, utilizando a teoria de subvari-
edades taut. As agbes adjunta e por conjugacao sao brevemente estudadas como

exemplos classicos de acoes polares.

Palavras-chave: acao polar; folheagao polar; folheacao riemanniana singular com

secoes; curvatura nao positiva; variedade de Hadamard.
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Abstract

This work aims at presenting some recent results on the theory of polar foliations,
also know as singular riemannian foliations with sections, on nonpositively curved
manifolds, as seen in Tében [24]. Polar actions are also studied, for they are active
research subject that motivate and illustrate polar foliations. We give a proof of
the nonexistence of proper polar foliations on compact manifolds of nonpositive
curvature. Then we present a result that globally describes proper polar foliations
on Hadamard manifolds. We prove this same result in the special case of polar
actions by using the theory of taut submanifolds. The adjoint and conjugation

actions are briefly presented as classical examples of polar actions.

Keywords: polar action; polar foliation; singular riemannian foliations with secti-

ons; nonpositive curvature; Hadamard manifold.
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Introducao

Folheagoes singulares generalizam a nogao de folheagoes em variedades no sentido
de permitir que a dimensao de das folhas varie. Um exemplo classico desse objeto
é a particao de uma variedade pelas componentes conexas de orbitas de uma acao
de um grupo de Lie. Em uma variedade riemanniana, se uma geodésica perpendi-
cular a alguma folha permanece perpendicular a todas as folhas que ela encontra,
entao dizemos que a folheagao é riemanniana. Novamente, o exemplo classico é a
decomposigao pelas componentes conexas de érbitas de uma agao, desta vez prépria
e isométrica.

Nao é dificil ver que qualquer reta passando pela origem interseta ortogonalmente
todas as oOrbitas da acao de SO(n) em R"™. Acgoes polares sao agoes isométricas
que possuem uma devida generalizacao desta propriedade, isto é, admitem uma
subvariedade imersa e completa, chamada de secao, que interseta ortogonalmente
todas as orbitas. Folheagoes polares sao folheagoes riemannianas singulares com
segoes (subvariedades com propriedades andlogas as das segoes de uma acao polar)
e, portanto, uma generalizacao natural da particao pelas componentes conexas de
orbitas de agoes polares.

Neste trabalho, estudaremos as acoes e as folheagoes polares em variedades de
Hadamard, seguindo o artigo [24]. O texto estd dividido em trés partes. A primeira
consiste da reuniao dos principais pré-requisitos necessarios a leitura, incluidos com
o intuito de deixar o texto auto-contido. Na segunda parte estudamos as agoes de
grupos de Lie em variedades suaves. Partindo desde a definicao destas, o texto
progride se especificando na direcao das acoes polares em variedades de Hadamard,
culminando no Teorema 2.32. Este teorema da uma descricao da folheacao por

orbitas de uma acao polar propria em uma variedade de Hadamard, utilizando, em



esséncia, a teoria de subvariedades taut. A tultima parte se dedica as folheagoes
polares. A apresentacao é feita buscando ressaltar o fato das folheagoes singulares
generalizarem as particoes pelas componentes conexas de orbitas de agoes. Neste
sentido, o que foi coletado na segunda parte é usado para ilustrar e motivar as
nocoes definidas na terceira. Os principais resultados desta parte sao os Teoremas
3.18 e 3.20. O primeiro mostra que uma folheagao polar prépria em uma variedade
riemanniana M compacta com curvatura nao positiva nao possui folhas singulares.
O Teorema 3.20 é um resultado analogo ao Teorema 2.32 no novo contexto das
folheagoes polares, isto é, ele da uma descricao global das folheagoes polares proprias

em variedades de Hadamard.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos algumas nogoes e resultados de teoria de Morse,
geometria riemanniana e teoria de Lie que serao usados posteriormente. Alguns
destes resultados sao parte elementar de tais teorias, que incluimos por questao de
completude do texto e fixacao de notagao. Nogoes basicas das teorias de variedades
topoldgicas e suaves serdo assumidas como pré-requisito (referéncias nestes assuntos
sao Lee [13] e [14]). Nossas referéncias principais para o material abordado neste
capitulo foram Milnor [16] e Cecil e Chern [7], para a Segao 1.1, Lee [15] e 0 apéndice
em Berndt, Console e Olmos [4] para a Segao 1.3, e Alexandrino e Bettiol [3] para
as Secgoes 1.2 e 1.3. Resultados que nao estao nestas referéncias sao acompanhados
de referéncias especificas.

Utilizaremos a notacao 7 (M) para o espaco dos campos de vetores suaves' em
uma variedade M, motivados pela notagao 75 (M) para o espago dos campos suaves

de (k,1)-tensores em M, da qual aquela é o caso particular 79(M).

1.1 Teoria de Morse

Seja M uma variedade suave e f : M — R uma funcao suave. Um ponto p € M
¢ um ponto critico de f se ker(df,) = T,M. Se escolhermos um sistema de

coordenadas (z',...,2") em uma vizinhanga U de p, entdo p é ponto critico de f

lao invés da mais comum, X(M).



se, e somente se,
o o0
ot P T T g

(p) = 0.

Chamamos f(p) de valor critico de f. Utilizaremos as notacoes M<¢ = {x €
M| f(z)<a}e M*={x e M| f(x) < a}. Segue do Teorema da func¢ao implicita
que, se a nao é um valor critico de f, entao MZ é uma variedade suave com bordo.
O bordo 9M2 = f~'(a) é uma subvariedade de M.

Seja p um ponto critico de f e sejam X,Y € T,M. Considere X e Y extensoes
suaves de X e Y, respectivamente. Definimos d?(f) : T,M — R por d*(f)(X,Y) =
)Z'p(?(f)) Mostra-se que d2(f) ndo depende das extensoes X e Y e ¢ simétrica. Se

(z',...,2") sdo coordenadas em uma vizinhanga U de p,

i v 0
X:ZX e Y:ZY]%

)
p

0
oxt

p

onde Y7 sdao fungoes constantes tais que Y = > Y7 (p) %L), entao

PHXY)= XY (f)p) =X (Z yﬂ'%) _ inyjafjgyj (),

e portanto a matriz hess(f), representa o funcional bilinear d?(f) com relagao & base

(0/0z,,...,0/0x™|,). Dizemos que o ponto critico p é ndo degenerado quando
dim{X € T,M | d*(f)(X,Y) =0 para todo Y € T,M} = 0,

isto é, quando o funcional d?(f) tem nulidade 0.

Um ponto critico p € M é nao degenerado se, e somente se,

dot (hess( 1)) = det (5240 ) 0.

para uma escolha qualquer de coordenadas (z!,...,2") em uma vizinhanca U de p.
Dizemos que uma funcgao suave f : M — R é uma funcao de Morse em M se
os pontos criticos de f sao todos nao degenerados. O indice de Morse de f em p

é a dimensdo maximal de um subespago de T, M no qual d?(f) é negativa definida.
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Lema 1.1 (Morse). Seja M uma variedade suave de dimensdo n, f : M — R
uma funcao suave e p € M um ponto critico nao degenerado de f. FEntao existem
coordenadas locais (x', ..., x™) numa vizinhanca U de p, satisfazendo 2*(p) = 0 para

todo k, nas quais f se escreve como

onde it € o indice de Morse de f em p.

O indice de f em p pode ser definido de maneira equivalente como sendo i, com

a notacao do Lema 1.1, caso se obtenha as coordenadas (z',...,2") nas quais vale

(1.1).

Corolario 1.2. Pontos criticos nao degenerados de uma funcdao suave f : M — R

sao 1solados.

O interesse nos pontos criticos de f : M — R é que eles se relacionam de varias

maneiras com a topologia de M. Um exemplo disso é o resultado a seguir:

Teorema 1.3. Seja f: M — R suave e sejam a < b tais que o conjunto f~*([a,b])
€ compacto e nao possui pontos criticos de f. Entao M2 € difeomorfa a M%, ea

inclusdo M% — MY é uma equivaléncia homotdpica.

Observagao 1.4. A demonstracdo do Teorema 1.3 pode ser vista em [16]. A es-
tratégia da demonstragao é munir M de uma métrica riemanniana e estudar o campo
gradiente? de f, cujo fluxo prové o difeomorfismo procurado. Essa estratégia também
pode ser usada para demonstrarmos que, se f : M — R é uma funcao de Morse

propria com precisamente um ponto critico, o qual é de maximo ou de minimo, entao

M ¢ difeomorfa a RIm(M)

Desigualdades de Morse

Outra relacao entre os pontos criticos de uma funcao de Morse f : M — R e a

topologia de M é uma desigualdade entre o niimero de pontos criticos de f de indice

2¢f. Observacao 1.20.

11



i, que denotaremos por p;(f), e os numeros de Betti de M. Relembremos que, se
X é um espaco topolédgico e F um corpo, o i-ésimo niimero de Betti de X com
respeito a F, denotado por b;(X,F), é a dimensao do i-ésimo grupo de homologia

simplicial de X com coeficientes em F. Isto é, b;(X,F) = dim(H;(X,F)).

Teorema 1.5 (Desigualdades de Morse). Seja M uma variedade suave de dimensao
nef:M— R uma funcao de Morse com um nimero finito de pontos criticos.

Entao

bi(M,F) < pai(f),
para todo i e todo corpo IF.

Suponha que f seja uma fungao de Morse em uma variedade M tal que M2 é
compacto, para todo s € R. Pelo Coroldrio 1.2 mais o fato de M2 ser compacto,
podemos aplicar as desigualdades de Morse a f|yss, obtendo b;(M*F) < u;(f|us),
para todo 7, todo s € R e todo corpo F. Em particular, para M compacta temos
bi(M,F) < p;(f) para qualquer fun¢ao de Morse f.

Uma fungao de Morse f : M — R é perfeita se existe um corpo [F tal que valha

a igualdade b;(M*,F) = p;(f|ar), para todo i e todo s € R.

1.2 Grupos de Lie

Uma variedade suave G' é um grupo de Lie se G é um grupo e a aplicagao
G x G > (g,h) — gh™ € G é suave. Esta ultima suposigao equivale a G x G
(g,h) =~ gheGeG>gr g ' €G serem suaves.

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — H entre grupos de Lie G e H é um
homomorfismo de Lie se ¢ é suave. Se ¢ for um difeomorfismo, entao =1 é
também um homomorfismo de Lie e, neste caso, dizemos que ¢ é um isomorfismo
de Lie.

E facil ver que o produto cartesiano de grupos de Lie ¢ um grupo de Lie com
a operacao definida componente a componente. Em particular, o toro T* = S! x
.-+ x St é um grupo de Lie abeliano, conexo e compacto. O interessante teorema a

seguir é uma reciproca para este fato.
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Teorema 1.6. Seja G um grupo de Lie abeliano conexo de dimensao n. Entio G €
isomorfo a TF x R"™*_ Em particular, se G é também compacto, entio G é isomorfo

a um toro.

Exemplo 1.7. Suponha que K denota R, C ou H. Os seguintes grupos matriciais

sao grupos de Lie:

(1) GL(n,K), o grupo linear geral das matrizes n X n nao singulares sobre K;
(2) SL(n,K) = {M € GL(n,K) | det(M) = 1}, o grupo linear especial;

(3) O(n) = {M € GL(n,R) | M"M = I}, o grupo ortogonal e SO(n) = O(n) N

SL(n,R), o grupo ortogonal especial;

(4) U(n) = {M € GL(n,C) | M*M = I}, o grupo unitario e SU(n) = U(n) N

SL(n,C), o grupo unitario especial.

Seja G um grupo de Lie e ¢ € G. Os difeomorfismos de G dados por Ly(z) =
gr e Ry(x) = g sado chamados, respectivamente, de translagao a esquerda e
translacao a direita. Um campo de vetores X em G ¢ dito invariante a esquerda
se para todo g € G, dL, o X = X o L,. Analogamente se define campos invariantes
a direita. Um campo de vetores simultaneamente invariante a esquerda e a direita
é dito bi-invariante. Prova-se que campos de vetores invariantes a esquerda (ou a
direita) sdo suaves.

Uma algebra de Lie g é um espago vetorial real munido de uma aplicacao
bilinear [-,-] : g X g — g, chamada de colchete de Lie, satisfazendo, para todo

XY, Z eg,
(1) [X,)Y]=-[Y, X];
(2) [X,Y],Z]+ (Y, Z],X]+[[Z,X],Y] =0.

Uma aplicacao linear ¢ : g — b entre dlgebras de Lie g e h é um homomorfismo

de algebras de Lie se, para todo X,Y € g,

[W(X), »(YV)] = (X, Y]).

13



T.G~g

Figura 1.1: A algebra de Lie g de G ¢é isomorfa ao espaco tangente T.G.

Teorema 1.8. Seja g o conjunto de campos de vetores invariantes d esquerda em

um grupo de Lie G. Entao
(1) g munido do colchete de Lie de campos de vetores é uma dlgebra de Lie;

(2) Seja T,G com o colchete de Lie definido como seque: se X', X? € T,G, definimos
(X', X2 = [X, X?],, onde X} = d(L,).X". Entio ¢ : g3 X — X, € T.G ¢
um isomorfismo de dlgebras de Lie, onde g estd munido do colchete de Lie de

campos de vetores.

Note, portanto, que um grupo de Lie GG prové uma algebra de Lie g canonica-
mente determinada. Definimos, assim, a algebra de Lie de um grupo de Lie
G como sendo a algebra de Lie g dos campos de vetores invariantes a esquerda em
G. De acordo com o Teorema 1.8, poderiamos definir g de forma equivalente como
sendo o espago tangente 7,G, com o colchete de Lie definido como no item (2) (v.

Figura 1.1).

Exemplo 1.9. As algebras de lie de GL(n,K), O(n) e SU(n) sao, respectivamente,
(1) gl(n,K), o espago das matrizes n x n sobre K;

(2) o(n) ={X €gl(n,R) | X" + X =0};

(3) su(n) ={X € gl(n,C) | tr(X) =0e X*+ X = 0}.

14



Subgrupos de Lie

Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é um subgrupo H de G tal
que H ¢é subvariedade imersa de G e H x H > (h,k) — hk™! € H ¢ suave. Uma
subdlgebra de Lie §h de g é um subespaco ) C g fechado com relagao ao colchete
de Lie.

Demonstra-se que se H é uma subvariedade mergulhada de um grupo de Lie
G que também é um grupo com a operacao de G, entao H é um subgrupo de Lie
fechado de G. O (surpreendente) resultado seguinte se assemelha a uma reciproca

deste fato.

Teorema 1.10. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Entao H

€ um subgrupo de Lie merqulhado de G.

Seja G um grupo de Lie. A componente conexa de G que contém o elemento
neutro e, denotada por G°, é um subgrupo de Lie normal de G. Além disso, as
componentes conexas de G sao da forma gG°, para algum ¢ € G.

H4, como era de se esperar, uma profunda relagao entre subgrupos e subalgebras

de Lie. No que segue destacamos algumas que nos sao mais relevantes:

Proposicao 1.11. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo de Lie. Entao a
inclusao i : H — H induz um isomorfismo di. entre a dlgebra de Lie by de H e uma

subdlgebra de Lie di.(h) de g.
No sentido inverso, temos:

Proposicao 1.12. Seja g a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G e b uma subdlgebra

de g. Entao existe um unico subgrupo de Lie conexo H C G com dlgebra de Lie §y.
Outra relagao entre grupos e algebras de Lie é a seguinte:

Teorema 1.13. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b, respec-
tivamente, e 6 : g — b um homomorfismo de dlgebras de Lie. Se G € conexo e
simplesmente conexo, entao existe um unico homomorfismo de Lie ¢ : G — H tal

que dpe, = 0.

15



O préximo teorema é uma adaptacao de um resultado sobre grupos topolégicos

a0 Nnosso contexto:

Teorema 1.14 (Malcev-Twasawa). Seja G um grupo de Lie tal que G/G° é com-

pacto. Entao
(1) Existe um subgrupo compacto mazimal K em G|
(2) Todos os subgrupos compactos mazimais em G sao conjugados;

(3) Eziste um natural n tal que G/K € homeomorfo a R™, para qualquer subgrupo

compacto maximal K de G.

Note que a condicao de G/G" ser compacto significa que G possui um niimero
finito de componentes conexas. O enunciado da versao geral do teorema acima para
grupos topologicos, bem como algumas referéncias para a sua demonstracao, podem

ser vistos em Stroppel [21].

Exponencial de Lie

Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo a um parametro de G ¢ um ho-
momorfismo de Lie 6 : (R,+) — G. Se g é a algebra de Lie de G e X € g, entdo
0:R>tw— tX € RX é homomorfismo de dlgebras de Lie. Utilizando o Teo-
rema 1.13, ve-se que existe um unico subgrupo a um parametro A\x : R — G com
N (0) = X. Além disso, Ax ¢ a curva integral passando por e € G do campo
invariante a esquerda X.

A aplicagao exponencial de Lie de um grupo de Lie G é a aplicacao dada

porexp:g3> X — Ax(1) € G (v. Figura 1.2).
Proposicao 1.15. Pra todo X € g e todo s,t € R, temos:
(1) exp(tX) = Ax();

(2) exp(—tX) = exp(tX)~};

(3) exp(sX +tX) = exp(sX)exp(tX);

(4) exp € suave e d(exp)o = idr.¢.
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Figura 1.2: A aplicagdo exponencial de Lie.

Exemplo 1.16. Em GL(n,K), onde K é R ou C, a exponencial de Lie coincide com

a exponencial usual de matrizes.

Acoes de grupos de Lie

Seja G' um grupo de Lie e M uma variedade suave. Uma acao a esquerda de

G em M ¢é uma aplicagao suave p: G x M — M satisfazendo
(1) p(e,x) = x para todo x € M;
(2) (g, 1k, ) = pi(gh, ), para todo g,h € G, v € M.

Analogamente se define agoes a direita de G em M (e o que enunciarmos aqui
para agoes a esquerda também vale para agoes a direita). Usaremos as notagoes

P Ms>xw— pu(g,z) e Mep,:G> g u(g,z) € M.
Exemplo 1.17. Seja G um grupo de Lie. A agdo Ad : G x g — g de G em sua
algebra de Lie g dada por

Ad(g, X) = d(Lg)g—1 0 d(Ry-1).X,
chamada de agcao adjunta de G em g. Estudaremos esta acao mais a fundo na
Secao 2.3.
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Figura 1.3: Campo de vetores induzido por uma agao.

Dadas acoes 1 : G X M — M e pus : G X N — N, uma aplicacao f: M — N é
dita G-equivariante se, para todo x € M e g € G, vale us(g, f(x)) = f(u1(g,x)).

Seja @ G x M — M uma acao e x € M. O subgrupo fechado G, =
{9 € G| u(g,z) = =} é chamado de estabilizador de z e o conjunto G(z) =
{u(g,z) | g € G} é chamado de érbita de z. Se [,.,, G» = {e}, a acdo é dita ser
efetiva, e se G, = {e} para todo x € M, a agdo e dita livre. Se, dados quaisquer
x,y € M, existir g € G tal que u(g,r) =y, a acdo é dita transitiva.

E facil ver que se G(z) e G(y) tém intersecdo nao trivial, entdo G(z) = G(y).
Portanto as érbitas de uma acao constituem uma particao de M, e podemos con-
siderar o espago quociente desta parti¢ao, que denotamos por M /G, chamado de

espacgo das orbitas.

Observacao 1.18. Para qualquer agao p: G x M — M, vale Gg0) = 9G.g "

Proposicao 1.19. Seja p: G x M — M uma ac¢ao. Cada & € g induz um campo

de vetores suave X¢ em M dado por

X (x) exp(t), x)|

t=0

:&(

cujo fluzo € o (1) = p(exp(t€),-) (v. Figura 1.3).

Se u: G x M — M é uma acao, entao, para cada r € M, podemos obter uma
acao de G, em T, M por (g,v) — d(u?),v, que chamamos de linearizacao de p

em z. A associacdo G, > g — d(p9), € GL(T, M) é chamada de representagao
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isotrépica de G,.

1.3 Variedades riemannianas

Uma variedade riemanniana é uma variedade M munida de uma métrica

riemanniana, isto é, um campo de tensores g € T2(M) satisfazendo:
(1) 9(X,Y) =g(Y, X), para todo X, Y € TM;
(2) g(X,X)>0sex#0.

Observagao 1.20. Uma métrica riemanniana determina um produto interno (-, -),
em cada espago tangente 1,M por (X, Y)p = ¢,(X,Y) para todo X,Y € T,M.
Dada f : M — R podemos definir o campo gradiente de f, grad(f), como sendo
o campo de vetores dual a df com respeito aos produtos (-, -) . Isto é, grad(f) fica

caracterizado por
(grad(f), X) = X(f) = df(X).

Sejam M e N variedades Riemannianas. Em cada ponto (p,q) € M x N, o
espaco tangente 1{, 4)(M x N) é canonicamente isomorfo & soma direta T, M & T, N.

Com isso obtém-se uma métrica Riemanniana em M x N dada por
Jpa)(X.Y) = " (X1, Y1) + g (X2, Vo).

Com essa métrica, M x N é chamada de produto Riemanniano de M e N.
Sejam (M, g™) e (N,g") variedades riemannianas. Uma aplicagao f : M —
N é uma isometria local quando f*¢g" = ¢", ou seja, quando ¢)(X,Y) =
gﬁp)(dpr, df,Y), para todo p € M, X,Y € T,M. Se f for também um difeo-
morfismo, dizemos que f é uma isometria.
O interessante resultado que segue nos permite relacionar isometrias com agoes

de grupos de Lie. Uma demonstragao pode ser encontrada em Kobayashi [12].

Teorema 1.21 (Myers-Steenrod). Seja M uma variedade riemanniana e Iso(M) o
grupo de isometrias de M. Entdo todo subgrupo fechado de Iso(M) com a topologia

compacto-aberto é um grupo de Lie. Em particular, Iso(M) € um grupo de Lie.
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Relembremos que um subconjunto G' C Iso(M) é fechado na topologia compacto-
aberto se vale a propriedade seguinte: seja {f,} uma sequéncia de isometrias em
G tal que, para cada compacto K C M, {f,} converge uniformemente em K para
uma fungao continua (com respeito a distancia d) f: M — M. Entao f € G.

Em vista do Teorema 1.21 podemos considerar a agao de um subgrupo G de
Iso(M) (em particular, a agao do préprio Iso(M)) em M dada por Gx M > (g,z) —
g(z) € M. Neste caso dizemos que a agao de G é uma agao isométrica. Aborda-
remos este topico em maiores detalhes na Segao 2.2.

Acgoes isométricas de grupos de Lie G e H em variedades riemannianas M e N,
respectivamente, sao ditas orbita-equivalentes se existe uma isometria entre M e

N que leva orbitas da acao de GG em érbitas da acao de H.

Geodésicas

Seja M uma variedade suave, 7 : E' — M um fibrado vetorial sobre M e E(M)

o espaco das secoes suaves de E. Uma conexao em F é uma aplicagao
V:TM)xEM)> (X,Y)— VxY € E(M)

satisfazendo:

(1) Vixysgx,Y = fVx,Y +¢Vy,Y, para toda f,g € C*(M);
(2) Vx(aY: +bYs) =aVxY; + bV xYs, para todo a,b € R;

(3) Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y, para toda f € C*(M).

E interessante lembrar que, para p € M, VxY|, depende apenas dos valores de
Y em uma vizinhanca de p e do valor de X em p.

As conexoes mais comuns sao aquelas no fibrado tangente de uma variedade.
Uma tal conexao é chamada de conexao linear em M. Se M é uma variedade
riemanniana com métrica g, uma conexao linear V em M ¢é dita compativel com
a métrica g se X¢g(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ), para todo X,Y,Z € T(M).
Dizemos, ainda, que V é simétrica se [X,Y] = VxY — Vy X para todo X,Y €
T(M).

20



Teorema 1.22 (Levi-Civita). Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Eziste uma

unica conexao linear V em M que é compativel com a métrica g e simétrica.

A conexao dada pelo Teorema 1.22 é chamada de conexao de Levi-Civita.

Seja M uma variedade suave com uma conexao linear V. Existe uma tnica
correspondéncia que, a cada campo de vetores X sobre uma curva suave v : [ — M,
associa outro campo de vetores %X sobre 7, chamado de derivada covariante de

X sobre 7, satisfazendo:
(1) 2(X +Y)=2X 4+ 2V, para todo X,Y € T(M);

(2) 2fX = %X + f2X para todo X € T(M) e toda f € C(I);

(3) Se X ¢é induzido de um campo X € T(M), isto é, X(t) = X(v(t)), entdo
Dy —v,X.

Um campo de vetores X (t) sobre uma curva suave por partes (f) em uma
variedade riemanniana M é paralelo se %X (t) = 0. Esta igualdade implica que
(X(t),Y(t)) é constante quando X e Y sao paralelos sobre 7. Demonstra-se que para
cada v € T, M, to € I, existe um tnico campo de vetores paralelo X,(t) sobre
~(t) tal que X,(ty) = v. Para cada t € I fica bem definida, entdo, uma isometria
linear 77(t) : Ty10)M — TyyM dada por 77(t)(v) = X,(t), chamada de transporte
paralelo sobre 7.

Uma curva suave v : I — M ¢é uma geodésica se %7’ = (0. Para quaisquer
p € M, v e T,M existe uma tnica geodésica v, : I, = M satisfazendo y(0) =p e
7' (0) = v, onde I, é um intervalo maximal contendo 0. SejaV ={v e TM |1 € I,}.
Mostra-se que V' é um aberto de T'M contendo a secao nula. Definimos a aplicagao
exponencial (também chamada de aplicagao exponencial de Riemann, caso
haja confusdo com a exponencial de Lie) por exp : V> v — ~,(1) € M. Para
cada p € M, definimos também a aplicagao exponencial restrita exp, como a

restricao de exp a V, = VNT,M.
Proposicao 1.23. A aplicacdo exponencial possui as sequintes propriedades:

(1) Para cada v € TM a geodésica vy, € dada por +,(t) = exp(tv);
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(2) exp € suave;
(8) Se: M — N éuma isometria, entio exp,, ody = poexp,, para todo p € M;

(4) Para todo p € M eziste uma vizinhan¢a U > p e uma vizinhanga V' da origem

em T,M tais que exp, |v : V — U € um difeomorfismo.

Se 7 : [a,b] — M é uma curva suave por partes, definimos o comprimento de

7 por

b
() = [ Va7 e
As geodésicas minimizam ¢ localmente. Quando M é conexa, definimos a distancia
riemanniana entre p,q € M por

d(p,q) = inf{l() | v é suave por partes e conecta p a ¢},

que faz de (M, d) um espaco métrico. A topologia induzida pela métrica d coincide
com a topologia original de M.
Dizemos que uma variedade riemanniana é geodesicamente completa se toda

geodésica maximal estd definida para todo t € R.

Teorema 1.24 (Hopf-Rinow). Seja M uma variedade riemanniana conexa ep € M.

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) exp, esta definida em todo o T,M ;

(2) Todo conjunto fechado e limitado em M €é compacto;
(3) (M,d) € um espago métrico completo;

(4) M € geodesicamente completa.

Se M satisfaz uma (e portanto todas) das propriedades acima, entao quaisquer dois
pontos de M podem ser ligados por um segmento de geodésica minimizante. Em

particular, exp, : T,M — M € sobrejetiva.
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Campos de Killing

Uma importante classe de campos de vetores em uma variedade riemanniana
M, intimamente relacionada com o grupo de isometrias Iso(M ), é a dos campos de
Killing. Um campo de Killing em M é um campo de vetores em M cujo fluxo é

uma isometria local.

Exemplo 1.25. Para uma acao isométrica p : G x M — M, os campos induzidos
X¢ (vide Proposicao 1.19) sdo campos de Killing. Dizemos que um campo deste

tipo é um campo G-Killing em M.

Teorema 1.26. O conjunto iso(M) dos campos de Killing em M é uma dlgebra de

Lie e, se M é completa, entdo iso(M) € a dlgebra de Lie de Iso(M).
Uma caracterizacao para campos de Killing é a seguinte:

Proposicao 1.27. Seja M uma wvariedade riemanniana. Um campo de vetores
X € T(M) é um campo de Killing se, e somente se, g(VyX,Z) = —g(VzX,Y),
para todo Y, Z € T(M).

Curvatura

Seja (M, g) uma variedade riemanniana e V a conexao de Levi-Civita de g. O
tensor de curvatura em M ¢é o campo de tensores R € T35(M) definido, para

todo X,Y, Z € T (M), por

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ.

Dizemos que uma variedade riemanniana M é flat quando seu tensor de curvatura
¢ identicamente nulo. Isto é equivalente a M ser localmente isométrica ao espaco
euclideano.

Utilizando a métrica g, é possivel lidar com o tensor de curvatura como um
campo de tensores em T*(M) (que também denotaremos por R), definido, para
todo X,Y,Z,W € T(M), por R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z,W). Uma possivel
interpretacao geométrica para a curvatura ¢ que esta “mede” o quanto as derivadas

covariantes segundas falham em comutar.
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Seja M uma variedade riemanniana, p € M, e sejam X,Y € T,M vetores li-
nearmente independentes. Usando o tensor de curvatura, definimos a curvatura

seccional associada a X e Y por

R(X,Y,X.,Y)
g(XaX)g(K Y) - g(X> Y)2’

K(X,)Y) =

e ¢ possivel provar que x(X,Y) depende apenas do plano o gerado por X e Y, e
nao dos vetores X e Y diretamente. E fato que o conjunto Go(T'M) (conhecido
por fibrado Grassmanniano sobre M) de todos os 2-planos tangentes a M pode
ser munido de uma estrutura diferenciavel natural. Com esta estrutura, a aplicagao
Kk :Go(TM) 3 0 — k(o) € R, chamada de fungao curvatura seccional de M,

estd bem definida e é suave.

Subvariedades riemannianas

Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Uma subvariedade i : L — M com
a métrica induzida g; = 1*g é chamada de subvariedade riemanniana de M.
Campos de vetores X e Y em L podem ser estendidos localmente a campos XeY
de M e é possivel provar que a conexao associada a gz, coincide com (V ?)T, isto é, a
componente de V )?}7 tangente a L. Definimos a segunda forma fundamental de
L como sendo a forma bilinear simétrica II(X,Y) = (Vg?)L (v. Figura 1.4). Se I ¢é
identicamente nula, dizemos que L é uma subvariedade totalmente geodésica.
Esta propriedade é equivalente a toda geodésica de L ser uma geodésica de M.

A férmula seguinte é conhecida por formula de Gauf, e relaciona os tensores de

curvatura de L e M: para todo X,Y,Z, W € T,M,

RM(X,Y,Z, W) = RNMX,Y,Z W)
+(II(X,2), (Y, W)) — (II(X,W),II(Y, Z)).

A segunda forma fundamental também pode ser usada para calcular derivadas
covariantes de campos de vetores normais a L, pela equacdo de Weingarten: se X

e Y sao campos tangentes a L e N é um campo normal a L, quando X,Y e N sao
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OXY) g --- b VY

Figura 1.4: A segunda forma fundamental.

estendidos arbitrariamente a campos de M, a equagao
(VxN,Y)y=—(N,II(X,Y))

vale nos pontos de L.
Para cada vetor £ normal a L em p € L, podemos considerar também a aplicacao
bilinear simétrica

BE(Xv Y)P - gp(&]](Xa Y)),

chamada de segunda forma fundamental de L em p com respeito a &.
Como B¢ ¢ simétrica, existe um operador auto-adjunto S¢ com respeito a g,
chamado de operador forma de L, tal que ¢(S¢X,Y) = B¢(X,Y). O operador
forma satisfaz S¢(X) = (—ng)T, onde 5 é qualquer campo normal suave que
estende £. Chamamos os autovalores e os autovetores de S¢(X) de curvaturas

principais de L e direcoes principais de L, respectivamente.

Campos de Jacobi

Seja v : I — M uma geodésica. Uma variacao de v por geodésicas ¢ uma
familia de geodésicas vs : I — M suave em s € (—¢,¢) tal que 79 = 7. Uma tal

familia induz um campo J dado por
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Figura 1.5: Campos de Jacobi sao variagoes infinitesimais.

chamado de variagao infinitesimal de v (v. Figura 1.5). Uma variagao infinite-

simal de v deve satisfazer a equagao de Jacobi:

DD
2 I+ R, I =0 1.2
dt dt O Ty ’ (1.2)

sendo % a derivada covariante ao longo de v. Um campo sobre 7 satisfazendo a

equacao 1.2 é chamado de campo de Jacobi.

Proposicao 1.28. Um campo de vetores J sobre uma geodésica vy € um campo de
Jacobi se, e somente se, € uma variacao infinitesimal de uma variagcao de vy por

geodésicas.

Dizemos que dois pontos p,q € M sao conjugados se existe uma geodésica
v :[0,1] = M com v(0) = p, ¥(1) = ¢ e existe um campo de Jacobi sobre v nao
identicamente nulo tal que J(0) = 0 = J(1). Mostra-se que o conjunto dos pontos
conjugados em uma geodésica é discreto.

Vamos agora generalizar a nocao de pontos conjugados no sentido de substituir
um dos pontos por uma subvariedade. Seja L uma subvariedade imersa de M e
7 uma geodésica ortogonal a L, isto é, v(0) € L e 7/(0) € vy L. Um campo
L-Jacobi sobre v é um campo de Jacobi que é uma variagao infinitesimal de uma
variacao de vy por geodésicas ortogonais a L.

Seja vL o fibrado normal de L e expt : vL — M a restricio da aplicacao
exponencial. Dizemos que p € M é um ponto focal de L se p é um valor critico

de expt, isto é, se existe (q,v) € vL tal que expj(v) =pew € Tyl tal que
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dexp(fm) (w) = 0. Pelo Teorema de Sard, o conjunto dos pontos focais tem medida
nula em M.

As demonstragoes das trés proposicoes seguintes podem ser vistas em Sakai [20].

Proposicao 1.29. Seja v uma geodésica ortogonal a uma subvariedade imersa L de
uma variedade riemanniana M. Um ponto ~(t) € um ponto focal de L se, e somente

se, existe um campo L-Jacobi J nao trivial sobre ~y tal que J(t) = 0.

Proposicao 1.30. Os pontos focais de uma subvariedade L sobre uma geodésica

normal a L sao isolados.

Proposicao 1.31. Seja v : [0,00) — M wuma geodésica emanando ortogonalmente
de uma subvariedade imersa L de uma variedade riemanniana M. Considere y(b) o
primeiro ponto focal de L sobre~y. Entdo, para todot > b, ¥|jp4 ndo € uma geodésica

minimizante de L a ~(b), isto €, £(7|p,g) > d(L,7(t)).

Submersoes riemannianas e fibrados

Relembremos que uma aplicacao suave 7 : M — B entre variedades suaves M
e B ¢é uma submersao se rank(dm,) = dim(B) em todo p € M. Fixado p € M,
chamamos a subvariedade F, = 7~ !(7(p)) de fibra de © por p. Além disso, o
subespaco V,, = T, F, = ker(dm,) C T,M ¢é chamado de subespaco vertical em p.
Caso as variedades M e B sejam riemannianas, o subespago H, = VpL ¢ chamado
de subespacgo horizontal em p.

As distribuigoes suaves V = {V,},enr € H = {H,} penr = ker(dm)t sdo ditas
distribuicao vertical e distribuicao horizontal de 7, respectivamente.

Note que dm,|g, : H, = Tr(y) B ¢ isomorfismo linear, para todo p € M. Dizemos
que m é uma submersao riemanniana quando d7,|y, ¢ uma isometria, para todo
p € M.

Dados um campo X em B e p € M, um vetor horizontal )/(\'p € H, C T,M fica
determinado pela condicao dwp)? = Xy(p). A associacao p )?p é um campo de
vetores suave em M w-relacionado a X, chamado de levantamento horizontal de
X.

Também podemos levantar horizontalmente curvas em B:
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Proposicao 1.32. Seja 7 : M — B uma submersao riemanniana € y uma curva
suave em B. Entdo, para quaisquerty € I e py € 71 (y(ty)), existe uma tinica curva

suave 7§ em M satisfazendo m oy =y, F(to) = po e V' (t) € Hy) para todo t.

A curva 7 é chamada de levantamento horizontal de ~ a partir de p;.

Uma ideia correlata a esta se da no contexto de fibrados, os quais relembraremos
agora. Sejam FE, B e F' variedades suaves e G um grupo de Lie. Suponha que
G x F — F é uma agao efetiva, 7 : E — B é uma submersao, {U,} é uma cobertura

aberta de B e que existem difeomorfismos 1, : U, x F — 7 1(U,) satisfazendo:
(1) move =m, onde m (b, f) = b;

(2) Se U, NUs # 0, entao wﬁ_l 0 Pu(b, f) = (b,00p(b)f), sendo que 0,5 € G e
0o p: Uy, NUzg — G é suave.

Entao (E,7, B, F,G,{Uy},{ta}) é chamado de fibrado coordenado. Dizemos
que (E,m, B, F,G,{Us}, {¢a}) ¢ (E, 7, B, F,G,{Vs},{pp}) sdo equivalentes se
05 o Ualb, f) = (b, 0a5(b)f), onde O, 5 : Uy NVs — G é suave. Uma classe de
equivaléncia de fibrados coordenados, denotada por (E,w, B, F,G), é chamada de
fibrado. Dizemos que F é o espago total, 7 a projecao, B o espago base, F' a
fibra e G o grupo estrutural. Além disso, as aplicacoes ¢, e 0, 3 sao chamadas
respectivamente de fungoes coordenadas e fungoes de transicao (v. Figura

1.6).

Exemplo 1.33. Fibrados vetoriais sao fibrados com fibra R™ e grupo estrutural

GL(n,R). Em particular, temos o fibrado tangente 7'M de uma variedade M.

Podemos generalizar a nocao de conexao para fibrados, seguindo de perto a
construcao dos espacos verticais e horizontais feita para submersoes riemannianas.
Isto nos dard, também, uma generalizagao da idéia de transporte paralelo. Seja
(E, 7, B, F,G) um fibrado. O subfibrado V — E de TE — E, onde V = {¢ €
TE | dn(¢) = 0}, é chamado de fibrado vertical. Suas fibras V,E C T,E sao
chamadas de subespacgos verticais.

Uma conexao em 7 : £ — B é uma distribuicao suave H em T'E tal que

H,E ®V,E = T,E para todo p € E. As fibras H,E sao chamadas de subespacgos
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Figura 1.6: Fungoes coordenadas em um fibrado.

horizontais. Fixada uma conexao, para cada x € B e p € F}, a aplicacao dr :
T,E — T, B se restringe a um isomorfismo H,E — T, B. Sua inversa hor, : T, B —
H,E ¢é chamada de levantamento horizontal.

Caso o fibrado 7 : E — B seja vetorial, para que possamos explorar a estrutura li-
near das fibras, exigimos também que uma conexao H satisfaca Hy, F = d(my)H,E,
para todo A € IF, onde my : £ > v — Av € E. Neste caso dizemos que H é uma
conexao linear.

Uma curva v : I — E ¢é dita horizontal se 7/(t) € H,uE para todo t € I.
Similarmente ao caso das submersoes, escolhidos x¢o € B e py € F, qualquer curva
v : I — B, se levanta unicamente a uma curva horizontal 7(t) em FE satisfazendo
~7(0) = po, chamada de levantamento horizontal de v comegando em p,. Os

vetores tangentes a 7 satisfazem

d__

37/ (1) = hors ('(2)).

Considerando levantamentos horizontais para todos os possiveis p € F,,, obtemos
uma familia de difeomorfismos P! : F, — F,«). Dado py € Fy,, o ponto P!'(pg) é
chamado de transporte paralelo de p, sobre 7, sendo I = [ty,t;]. Para o caso

de fibrados vetoriais com conexoes lineares, os difeomorfismos P; sao isomorfismos
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lineares. Para o caso do fibrado tangente T'M de uma variedade suave M, esta nova
definicao de conexao linear é equivalente a que ja tinhamos, e os isomorfismos Pfyt
coincidem com o transporte paralelo usual 77(t) : Ty )M — Ty M.

Um fibrado (E,m, B, F,G) é chamado de fibrado principal se F' = G e a agao

de GG em si mesmo é por translacoes a esquerda.

Exemplo 1.34. O fibrado referencial de uma variedade M é dado por

B(rM) = | BT,M),
peM
onde B(T,M) é o conjunto de todas as bases ordenadas de T, M, o qual ¢é difeomorfo
a GL(n,R). Temos que (B(T'M), p, M,GL(n,R)) é um fibrado principal, onde p é
a projecao dada por p(¢,) = p, & base ordenada de T, M.
Outro exemplo é dado por (M ,p, M, Aut(p)), sendo M o recobrimento univer-
sal de M, p a aplicagdo de recobrimento associada e Aut(p) o grupo discreto dos

automorfismos de recobrimento, isomorfo a m;(M).

Subvariedades isoparamétricas

Seja L uma subvariedade imersa de uma variedade riemanniana M. Uma secao
X do fibrado normal vL é um campo normal paralelo sobre L se V+X for
identicamente nulo, onde V+* é a conexao normal?.

Dizemos que L tem fibrado normal flat quando qualquer vetor normal pode
ser estendido localmente a um campo normal paralelo.

Lembremos que uma forma espacial M (k) é uma variedade riemanniana com-
pleta, simplesmente conexa e com curvatura seccional constante k.

Seja L uma subvariedade de uma forma espacial M (k). Dizemos que L é iso-
paramétrica quando seu fibrado normal é flat e suas curvaturas principais sobre
qualquer campo normal paralelo sao constantes.

Seja L uma subvariedade isoparamétrica de M (k) e £ um campo normal paralelo

ao longo de L. Entdo L = {n¢(p) | p € L} é uma subvariedade de M (k), onde

3ie., VX é a componente de VX normal a L
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Ne: L >p— exp;(fp) ¢ a chamada aplicacao ponto final na direcao {. Se L;
tem a mesma dimensao que L, dizemos que L¢ é uma variedade paralela. Caso

contrario, L¢ ¢ uma variedade focal de L.

Proposicao 1.35. Uma variedade paralela a uma variedade isoparamétrica é iso-

paramétrica.

Holonomia e decomposicao de De Rham

Por simplicidade, vamos considerar aqui o grupo de holonomia do fibrado nor-
mal de uma variedade riemanniana com a conexao de Levi-Civita. Ressaltamos que
a mesma construcao se aplica para um fibrado vetorial qualquer munido de uma
conexao linear. Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e (p) o conjunto de
todas as curvas suaves por partes v : [0,1] — M com 7(0) = p = ~v(1). Entao
o transporte paralelo sobre qualquer curva v € Q(p) de ¥(0) a y(1) é uma trans-
formacao ortogonal de T),M. O conjunto destas transformacoes forma um subgrupo
Hol,(M) de O(T,M), chamado de grupo de holonomia de M em p. A compo-
nente conexa da identidade Hol)(M) de Hol,(M) com relagao a topologia induzida
de O(T,M) é chamada de grupo de holonomia restrito de A/ em p.

O grupo de holonomia restrito HOIS(M ) consiste das transformagoes provenientes
de curvas homotopicamente nulas em Q(p). Se M é conexa, entao todos os grupos de
holonomia (restritos) de M sao congruentes, e fala-se, entao, do grupo de holonomia
(restrito) de M, que denotaremos por Hol (M) e Hol’(M), respectivamente. O grupo
Hol’(M) é fechado no grupo ortogonal e, portanto, é um grupo de Lie. Além disso,
Hol’(M) é sempre compacto.

Uma variedade Riemanniana M ¢ redutivel se seu recobrimento universal M é
isométrico ao produto Riemanniano de pelo menos duas variedades Riemannianas
de dimensao maior que ou igual a 1. Caso contrario dizemos que M é irredutivel.

Seja M uma variedade Riemanniana conexa e p € M. Como Hol’(M) é com-
pacto, existe uma decomposicao T,M = Vo @ --- @V}, de T,M em subespagos
Hol’(M)-invariantes, onde V; é o conjuntos dos pontos fixos da acdo de Hol"(M)

em T,M e Vi, ..., V; sio Hol’(M)-médulos irredutiveis. Tal decomposicao é tinica a
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menos da ordem dos fatores e determina distribuigoes integraveis V), ..., Vi, em M.

A versao global do Teorema da decomposicao de De Rham diz que uma variedade
Riemanniana M conexa, simplesmente conexa e completa é redutivel se, e somente
se, T, M é redutivel como um Hol’(M)-médulo, para algum p € M.

Se M éredutivel e T,M = Vy@--- DV}, € a decomposicao de T),M descrita acima,
entao M é isométrica ao produto Riemanniano das variedades integrais maximais
My, ..., M, por p das distribuicoes Vi, ..., V. Neste caso, M = My X -+ X My é
chamada de decomposicao de De Rham de M. A variedade M, é isométrica a

um espago Euclidiano (possivelmente de dimensao 0).

Espacos simétricos e s-representacgoes

Uma variedade suave M na qual um grupo de Lie G age transitivamente é dita
um espaco homogéneo. Segue da Observacao 1.18 que os estabilizadores de uma
acao transitiva sao todos conjugados a G, onde p € M é um ponto qualquer fixado.
Como veremos no Corolario 2.6, podemos equipar G/G, com uma estrutura suave
tal que G/G, 2 gG) — 1(g,p) € M é um difeomorfismo. Assim, podemos identificar
M com G/K, onde K é um estabilizador da acdo de G.

Sejam, agora, M uma variedade Riemanniana, p € M e € > 0 tal que exp, ¢
difeomorfismo local em B, (0). A aplicacao s, : B-(p) 3 exp(tv) — exp(—tv) € B:(p)
reverte as geodésicas por p e é chamada de simetria geodésica local em p. Uma
variedade Riemanniana conexa M é um espago simétrico se, para cada ponto p €
M, a simetria geodésica local em p se estende a uma isometria global s, : M — M.
Neste caso mostra-se que M é um espaco homogéneo com M = G/K, onde G é
a componente conexa de Iso(M) que contém a identidade e K o estabilizador de

algum ponto p € M fixado. O par (G, K) é chamado de par simétrico.

Exemplo 1.36. Qualquer grupo de Lie conexo e compacto é um espago simétrico.
De fato, veremos na Proposicao 1.40 que G' admite uma métrica apropriada que faz
de s, : G2 g+ g~ € G uma simetria em e. Com isso, para cada g € G, a aplicacao

5g = Lg 05,0 Ly, se torna uma simetria em g.
Seja M um espago simétrico, M seu recobrimento universal e My X --- X M,
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Figura 1.7: Geodésicas do espago hiperbdlico.
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a decomposicao de De Rham de M. Cada ]\Z, 1 > 0, é um espaco simétrico sim-
plesmente conexo irredutivel. Um espago simétrico semissimples é um espaco
simétrico cujo fator ]\Afo tem dimensao 0.

Uma s-representagao ¢ uma representacao isotropica de um espaco simétrico
simplesmente conexo e semissimples M = G/K, ou seja, a acao induzida de K em

T,M, para p € M.

Variedades de Hadamard

Uma variedade de Hadamard é uma variedade riemanniana M conexa, com-

pleta, simplesmente conexa e com curvatura seccional nao positiva®.

Exemplo 1.37. O espago hiperbdlico (H", h) é um exemplo canonico de varie-

dade de Hadamard, onde H" = {(2!,..., 2" 1 y) e R" | y > 0} e

(darh)® + - 4 (da™ )" + (dy)*

h = )2

A curvatura seccional de H" é constante k = —1 e suas geodésicas sao as semirretas

verticais e as semicircunferéncias com centro no hiperplano y = 0 (v. Figura 1.7).
Teorema 1.38 (Hadamard). Seja M uma variedade de Hadamard e p € M. Entdo
a aplicagao exponencial exp, : T,M — M € um difeomorfismo.

Mais geralmente, pode-se demonstrar que se M é uma variedade riemanniana

conexa, completa e com curvatura seccional nao positiva, entao exp,, : T,M — M ¢é

4i.e., a imagem da funcdo curvatura seccional de M estd contida em [0, +00).
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uma aplicagao de recobrimento. Do Teorema de Hadamard 1.38, mais do fato que
um ponto p = v(0) em uma geodésica y é conjugado a y(to) se, e somente se, toy'(0)
¢ ponto critico de exp,, segue que variedades de Hadamard nao possuem pontos

conjugados.

Teorema 1.39 (Cartan). Seja G um grupo de Lie compacto agindo em uma varie-

dade de Hadamard M por isometrias. Entao G fixa algum ponto de M.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Helgason [11].

Métricas bi-invariantes

Se quisermos munir um grupo de Lie G com uma métrica riemanniana, é interes-
sante que tal métrica se relacione bem com a estrutura de grupo de GG. Para tanto,
exigiremos que as translagoes L, e R, sejam isometrias. Mais precisamente, dizemos
que uma métrica riemanniana (-, -) em um grupo de Lie G é invariante a esquerda
se (d(Lg)nX,d(Lg)nY),, = (X,Y),, para todo g,h € G e todo X,Y € T;;G. Analo-
gamente se define uma métrica invariante a direita. Uma métrica bi-invariante

¢ uma métrica riemanniana simultaneamente invariante a esquerda e a direita.

Proposicao 1.40. Seja G um grupo de Lie compacto. Entao G admite uma métrica

bi-invariante.
Algumas propriedades de métricas bi-invarintes sao dadas na proposicao a seguir:

Proposicao 1.41. Seja G um grupo de Lie com uma métrica bi-invariante (-,-) e
sejam X, Y, Z € g. Entao

(1) ([X,Y], Z) = = (Y, [X, Z]);

(2) R(X,Y,X,Y) = {[[X, Y]||*;

(3) A exponencial de Lie e a exponencial de Riemann coincidem.

Segue do item (3) acima, aplicando do Teorema de Hopf-Rinow 1.24, que a

exponencial de Lie de um grupo de Lie compacto e conexo é sempre sobrejetiva.
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Capitulo 2

Acoes polares em variedades de

Hadamard

O objetivo principal deste capitulo é o Teorema 2.32, que dd uma descricao
global da particao de uma variedade de Hadamard por érbitas de uma agao polar
propria. Para isso, estudaremos diversos conceitos e resultados da teoria de agoes
proprias que, apesar de apresentados como ferramentas, sao relevantes por si so.
Damos énfase, também, a certos resultados que servem de motivacao e ilustragao
para alguns conceitos do Capitulo 3, por exemplo o grupo de Weyl, que motiva o
grupo de holonomia transversal. A Se¢ao 1.2 contém rudimentos sobre acoes de
grupos de Lie necessarios para este capitulo.

As principais referéncias para este capitulo sao Alexandrino e Bettiol [3], Palais

e Terng [19], Berndt, Console e Olmos [4], e Duistermaat e Kolk [10].

2.1 Acoes proprias

Uma acao pu: G x M — M, de um grupo de Lie G em uma variedade suave M

¢ prépria se a aplicacdo G x M > (g,z) — (u(g,x),x) € M x M é prépria.

Exemplo 2.1. A acdo G x H — G > (g, h) — gh € G de um subgrupo fechado H

de um grupo de Lie G ¢ livre e propria.

Uma acao GX M — M é dita propriamente descontinua se, para todoz € M,
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existe uma vizinhanga U 3 z tal que, para todo g € G\ {e}, vale gUNU = (). Uma
acao de um grupo discreto é propriamente descontinua se, e somente se, é livre e

prépria.

Proposicao 2.2. Uma acao p : G X M — M € propria se, e somente se, vale
a propriedade a sequir: se {g,} € uma sequéncia qualquer em G e {x,} é uma
sequéncia convergente em M, com {{(gn,xn)} convergente, entao {g,} admite uma

subsequéncia convergente.
Corolario 2.3. Acoes de grupos compactos sao sempre proprias.

Agobes proprias se relacionam intimamente com fibrados. De fato, temos o se-

guinte:

Proposicao 2.4. Fibrados principais (P, p, B, G) possuem uma ag¢do livre e propria
i P x G — P subjacente, cujas orbitas sao as fibras. Reciprocamente, se j :
M x G — M ¢é uma agao livre e propria, entao M /G admite uma estrutura suave
tal que (M,p, M/G,G) é um fibrado principal, sendo p : M — M/G a projec¢ao

canonica.

A estrutura suave em M /G possui as seguintes propriedades, que garantem sua

unicidade:
(1) p: M — M/G é suave;

(2) Para qualquer variedade N e qualquer aplicagdo h : M/G — N, h é suave se, e

somente se, h o p é suave.
Com a Proposicao 2.4, demonstra-se os dois 1teis resultados a seguir:

Corolario 2.5. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado agindo em
G por multiplicagao a direita. Entdo G/H é uma variedade suave e (G,p,G/H, H)
¢ um fibrado principal, onde p : G — G/H € a projecao candnica. Além disso,
se H é subgrupo normal, entao G/H €é um grupo de Lie e p : G — G/H é um

homomorfismo de Lie.
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Figura 2.1: Curva de Kronecker no toro.

Coroléario 2.6. Seja p: G x M — M uma agao. Entao i, : G/G, — M, definida
POT iz © p = iz, onde p: G — G/G, € a projecao candnica, € uma imersao injetora
cuja imagem é G(x). Em particular, G(z) é uma subvariedade imersa de M. Ainda,

se p € propria, entio G(x) é uma subvariedade mergulhada e fechada de M.

Exemplo 2.7. Considere o toro flat T? = R?/Z?. Para cada \ € (0, +00), o grupo

de Lie R age isometricamente em T? por
R xT?3 (¢ [z,y]) = [z +t,y+ At] € T?,

onde [z, y| denota a imagem de (z,y) € R? pela projegao canonica R? — T2, Quando
\ é irracional, cada 6rbita desta acao ¢ densa em T? e, portanto, nao é uma subvarie-
dade mergulhada. Uma tal érbita é também chamada de curva de Kronecker em

T? (v. Figura 2.1. Em vista do Coroldrio 2.6, u nao é prépria quando A é irracional.

Um conceito fundamental na teoria de agoes proprias é o de fatia. Seja pu :
G x M — M uma acao e x € M. Uma fatia em z é uma subvariedade mergulhada

S; que contém x e satisfaz:
(1) T,M = dp,g & TS, e TyM = dp,g + T,,S,, para todo y € Sp;
(2) S, é invariante por G, isto é,se y € S, e g € G, entao u(g,y) € Sy;
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(3) Sey €5, e g € G sao tais que u(g,y) € Sy, entdao g € G,.

Exemplo 2.8. Considere a agdo de S! x R em C x R dada por pu((s,l),(z,t)) =
(sz,t+1). Para x = (29,tp) com zy # 0, G, é trivial, a érbita G(x) é um cilindro de
eixo A = {(0,t) € C x R | t € R} e uma fatia S, em x é um segmento da reta que
passa por x e (0,%y) e que nao interseta A.

Se x = (0,t), entao G, = S', G(x) = A e uma fatia S, em z ¢ um disco

{(z,t0) e Cx R | ||z|| < €}

Teorema 2.9. Seja p: G x M — M uma agao propria e x € M. Entao existe uma

fatia S, em x.

Para apresentarmos o principal resultado desta secao, relembremos a nogao de
fibrado com fibra F associado a um fibrado principal (P, p, B, G). Seja u; : PxG —
P a acao a direita livre e prépria dada pela Proposicao 2.4 e s : G X F' — F uma

acao a esquerda. Entao a acao

p:Gx(PxF) — PxF

(9.0, 1) — (u(p.g™"), p2(g, f))

¢ uma acao a esquerda prépria. Seja P X F' o espago das orbitas de pe B = P/G.
E possivel provar que P X F' é uma variedade suave, chamada de espago torcido,
e (P xg F,m, B, F,G) é um fibrado, sendo 7 : P xg F' — B definida por 7([p, f]) =
p(p), onde p: P — B = P/G é a projecao candnica. O fibrado (P xg F, 7, B, F,G)
é chamado de fibrado com fibra F' associado ao fibrado principal (P, p, B, G).

Exemplo 2.10. O fibrado tangente T'M de uma variedade M ¢é associado ao fibrado
principal B(T'M)?.

A existéncia de fatias para agoes préprias, garantida pelo Teorema 2.9, nos

permite considerar uma vizinhanga tubular de cada érbita G(z), definida por

Tub(G(z)) = (G, S;) (v. Figura 2.2).

lef. Exemplo 1.34.
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Figura 2.2: Vizinhanca tubular de uma érbita.

Teorema 2.11 (Teorema da vizinhanga tubular). Seja pn: G x M — M uma ag¢dao
propria e x € M. Entao existe um difeomorfismo G-equivariante entre Tub(G(x)) e
0 espago total do fibrado com fibra S, associado ao fibrado principal (G, p,G/G,,G.).
Em outras palavras, Tub(G(z)) = G X¢, S

Observagao 2.12. A acao G x (G xg, S;) — G Xg, S, considerada é dada por
h-lg,s] = [hyg, s].

Demonstragao: Defina a aplicacao ¢ : G x S, — G(S,) por ¢(g,s) = u(g,s) e
note que dy(.s ¢ sobrejetora. Como dy(y ¢ (X,Y) = d(p?)s o dpes)(dL,1X,Y),
segue que dp(y) € sobrejetora para todo (g,s) € G x S, ou seja, ¢ é submersao.
Assim, ¢ é uma aplicagao aberta e, portanto, Tub(G(z)) = G(S,) é uma vizinhanga

aberta de G(z) que é, obviamente, G-invariante.

Afirmagao 2.13. ¢(g,s) = p(h,t) se, e somente se, h = gk~! et = u(k,s), onde
ke d,.

De fato, se ¢(g,s) = @(h,t), entdo u(g,s) = p(h,t), donde t = p(k,s), com
k=h"1lg. Comos,t € S,, temos k € G,. Reciprocamente, se h = gk~ et = u(k, s),
entao @(h,t) = p(gh™", u(k, s)) = (g, s) = ¢(g, s).

Pela Afirmacao 2.13, fica bem definida e ¢ injetora a aplicagao
Y:G xg, Se — Tub(G(z))
lg,5] +— (g, s).
Como 7 : G xS, — G Xg, S; é projecao de um fibrado, temos ainda que 1 é
sobrejetora e suave.
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Afirmacao 2.14. v € difeomorfismo G-equivariante.

De fato, como dr e dy sao sobrejetoras, e p = ¥ o, segue que di) é sobrejetora.
Além disso, como (G Xq, Sy, 7, G/Gy, Sy, G,) é fibrado, temos dim(G x¢, S,) =
dim(G/G,) + dim(S,). Como S, é fatia, T,M = du,g & T,S,. Em vista do Co-
rolario 2.6, dim(du,g) = dim(G/G,). Portanto dim(G/G,) + dim(S,) = dim(M) =
dim(Tub(G(x))), sendo esta ultima igualdade valida pois Tub(G(x)) é aberto de M.

Temos entao que dim(G x g, S;) = dim(Tub(G(z))). Isto, mais o fato de di ser
sobrejetora nos da que dvy é isomorfismo. Como 1 é, portanto, difeomorfismo local
bijetor, segue que 9 é difeomorfismo.

Por fim, ju(h, ¥(lg, s))) = (h, (g, 5)) = p(hg ) = ([hg, s)) = (k- [g, 5], logo
1 é G-equivariante. m

Com o Teorema 2.11 mostra-se que S, = (g, Sz).-

2.2 Acoes isométricas e dorbitas principais

Exploraremos agora uma importante relacao entre acoes isométricas e agoes
proprias. Veremos também alguns resultados sobre a geometria das 6rbitas de agoes

isométricas.

Teorema 2.15. Seja M wma variedade riemanniana e G um subgrupo fechado de

Iso(M). Entao a agio pu: G x M > (g,z) — g(x) € M é uma a¢do propria.

Seja uma agao p : G x M — M. Dizemos que a uma métrica riemanniana
em M é G-invariante se pf é uma isometria, para todo g € G. Ou seja, se

(X,Y), = (d(p) X, d(1)sY) g0y, Para todo g € G,z € M e X, Y € T, M.

Teorema 2.16. Seja i : G X M — M uwma agao propria. Entdao existe uma métrica

G-invariante em M tal que u© = {u? | g € G} é um subgrupo fechado de Iso(M).

Se a acao u : G x M — M ¢é efetiva, o Teorema 2.16 implica que podemos
identificar G’ com um subgrupo fechado de Iso(M) (para alguma métrica particular).

Neste sentido, o Teorema 2.16 é uma reciproca do Teorema 2.15. AcoOes proprias
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efetivas e agdes de subgrupos fechados de Iso(M) sdo, portanto, essencialmente o
mesmo topico.

No que segue, veremos alguns resultados geométricos sobre oOrbitas de agoes
isométricas. Uma orbita G(z) de uma acdo isométrica p : G x M — M é uma
orbita principal se existe uma vizinhanca U de x em M tal que, para cada y € U,

existe g € G satisfazendo G, C G (g,
Proposicao 2.17. Seja p: G x M — M uma ac¢ao propria. Sao exquivalentes:
(1) G(x) é orbita principal;
(2) Se S, € uma fatia em x entio G, = G, para todo y € S,.
Orbitas principais sao abundantes, como mostra o resultado seguinte.

Teorema 2.18 (Teorema das drbitas principais). Seja M wma variedade coneza e

w:Gx M — M uma agao propria.

(1) O conjunto Mpine dos pontos de M contidos em orbitas principais € um aberto

denso de M;
(2) Os estabilizadores de pontos em dérbitas principais sao conjugados.

Seja p: G x M — M uma acao prépria isométrica e v,G(x) o espago normal a
G(z) em x € M. Nao é dificil ver que a imagem por exp, de uma vizinhanga de 0
em v,G(z) na qual exp, ¢ difeomorfismo é uma fatia S, em . Em outras palavras,

existe € > 0 tal que

Se = {exp,(§) | § € vuG(x) e [|€]] <}

Uma fatia construida dessa maneira serd chamada de fatia normal em z.
Seja pu : G x M — M uma acgao propria isométrica e S, uma fatia normal em

x € M. A representacgao na fatia de G, em S, é definida por

VG, 39— d(pf]g, )e € O(1.G(2)).
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Note que, pela definigao de S,, temos T, M = T,G(x) & T,S, e TS, = v(G(x)).
Isso, mais o fato que, se g € G, entdo pf|s, : Sp — S, nos garante que d(p9|g ), €
GL(v,G(z)). Como pu é agao isométrica, d(p?[g ). € O(v,G(xr)). Se g,h € Gy,
entdo p* = pf o " e pf(x) = p'(x) = x, donde d(p?"|y )o = d(p?]g, )z 0 d(p" | )
Portanto ¥ é, de fato, uma representacao linear de G,.

Com a representacao na fatia, obtemos uma agao de G, em v,G(z) definindo
(9,v) = d(p9]g, )-v. Nos referiremos a esta agao por agao induzida pela repre-
sentagao na fatia.

Nao é dificil ver que, se y: G x M — M uma agao propria isométrica e S, uma
fatia normal em z, entdo G(x) é érbita principal se, e somente se, a representacao

na fatia de G, em S, é trivial.

Teorema 2.19. Seja p: G x M — M uma ag¢do propria isométrica e G(x) uma

orbita principal. Entdo

(1) Uma geodésica vy ortogonal a uma drbita G(v(0)) € ortogonal a qualquer outra

orbita G(~(t)) (v. Figura 2.3);

(2) Dado & € v,G(x), o campo gu(g,x) = d(u?).€, € um campo normal sobre G(x)

bem definido, chamado de campo equivariante normal (v. Figura 2.3);
(3) SEM(W) = dugngdug_l, onde Sg € o operador forma de G(z);

(4) As cuvaturas principais de G(x) sobre um campo equivariante normal sao cons-

tantes;

(5) {exp(gy) | y € G(x)} € orbita de p.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.19, cada & € g induz um campo suave X¢, cujo
fluxo é X*(-) = p(exp(t€),-). Como, neste caso, a acao é isométrica, cada campo
X¢ é de Killing. Além disso, para toda érbita G(y) e todo v € T,G(y), existe £ € g
tal que X¢(y) = v. Assim, para mostrarmos (1), basta mostrarmos que, se um
campo de Killing X é ortogonal a 7/(0), entdo X é ortogonal a 7/(¢) para todo ¢ no

intervalo de definicao de 7.
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Figura 2.3: Campo equivariante normal.

Pela Proposicao 1.27, temos <V7/(t)X, 7’(t)> = 0. Como v é geodésica,

G070 = (X0 0)+ (X0 g70)
= (Voo X7 (1) + (Xy0,0)
= (0,7'(t)) + (Xy),0) =0,

portanto <Xv(t),7’(t)> é constante. Por hipdétese, <XV(0),7’(O)> = 0. Logo X ¢
ortogonal a v e demonstramos o item (1).

Como G(z) é 6rbita principal, a representecao na fatia de G, em S, é trivial.
Isto implica que, se u(g,x) = p(h,x), entdo d(pflg ). = d(,uh}sx)x. Portanto

Eugr) = d(1?).€, para £ € v,G(x), é um campo suave bem definido. Como a

acdo é isométrica, £,y ¢ normal. Assim, fica demonstrado o item (2)

O item (3) segue de

T €u(g,2)

g le g — N g g
<d,u S&u(g,x)du (W>’Z> <S At (W), dp (Z)>u(g,w)
- <_vd(#9)do(Mg)m§’d(ug)Z>u(g,x)
Se SgX = AX, entdo, pelo item (3), temos dug_ng

Mgz)d/ig(X) = AX, logo
S, e (X) = Adpf(X), donde segue (4).

Finalmente, como exp,,(, ) (§u(g.z)) = XDy (A1?E:) = p?(exp,(§)), o item (5)
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fica demonstrado. O

2.3 Acao adjunta e acao por conjungacgao

Nestas secao estudaremos duas acoes particulares, tanto a titulo de exemplo dos
conceitos que ja vimos, como de motivacao para algumas nocgoes posteriores.

A acdo a : G x G 3 (g,h) — ghg™'G, de um grupo de Lie G em si mesmo é
chamada de agao por conjugacao. E claro que o elemento neutro e € G é um
ponto fixo desta acgao, isto é, G, = G.

A linearizacao da acao por conjugacao em e induz uma ac¢ao de G em sua algebra
de Lie g. Mais precisamente, a acao Ad : G x g — g dada por Ad(g, X) = d(a?).X =
d(Lg)g-1 0 d(Ry-1).X é chamada de agao adjunta de G em g. As acoes adjunta
e por conjugacao se relacionam por exp(Ad(g)X) = gexp(X)g~t.

A diferencial de Ad é denotada por ad : g 5 X — dAd. X € End(g), isto é,

d
ad(X)Y = —Ad(exp(tX))Y|
dt —o

e satisfaz ad(X)Y = [X,Y]. Além disso, Ad e ad se relacionam por Ad(exp(X)) =
exp(ad(X)).

Relembremos que um grupo de Lie 7' é um toro se T' é isomorfo a S* x --- x St
e que, neste caso, 1" é abeliano e sua algebra de Lie t é isomorfa a R”. Um subgrupo
T C G é um toro maximo se T" é um toro e, para qualquer outro toro S tal que
T C S, vale T = S. Um elemento p € T é um gerador de T se {p" | n € Z} é
denso em T'. Analogamente, um vetor X € t é um gerador infinitesimal de T
quando {exp(tX) | t € R} é denso em T'. Cada toro possui tanto um gerador quanto

um gerador infinitesimal?.

Lema 2.20. Seja G um grupo de Lie conexo e compacto com dlgebra de Lie g e
T C G um toro mazimal com dlgebra de Lie t. Se X € t ¢ um gerador infinitesimal

de T, entio t={Y €g | [X,Y]=0}.

O préximo teorema generaliza um conhecido resultado de algebra linear que diz

2¢f. Exemplo 2.7.
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que toda matriz g € SU(n) é conjugada a alguma matriz do subgrupo D das matrizes

diagonais em SU(n). Note que o Teorema 1.6 implica que D é um toro.

Teorema 2.21 (Teorema do toro méximo). Seja G um grupo de Lie conexo e

compacto. Entao:
(1) Eziste um toro mdzimo T C G;
(2) Se Ty e Ty sao toros mdrimos entdo existe g € G tal que gT1 g~ = Ty;

(3) Para cada toro mdzimo T e cada g € G, existe h € G tal que hgh™ € T. Em

particular, cada elemento de G pertence a algum toro mdzrimo;

(4) Para cada métrica bi-invariante em G, as drbitas da agdo por conjugag¢do inter-

setam cada toro mdzimo ortogonalmente.

Demonstracgao: Seja t C g uma subdlgebra abeliana maximal da algebra de Lie
g de G. Da Proposicao 1.12, segue que existe um tnico subgrupo conexo T" C G
com com &lgebra de Lie t. Como G é compacto, o fecho T de T é um grupo de Lie
abeliano, conexo e compacto. Logo, pelo Teorema 1.6, T é um toro. Note que a
algebra de Lie de T é t e, como t é maximal, T =T

Seja H um subgrupo de G tal que H é um toro e T C H. Entdo, para cada X
na &lgebra de Lie h de H, temos [X, Z] = 0, para todo Z € t. Pela maximalidade
de t, segue que X € t. Portanto hh = t e, pela unicidade garantida pela Proposicao
1.12, H =T Isso mostra (1).

Para (2), sejam X; e X, geradores infinitesimais de T} e T5, respectivamente.
Pela Proposigao 1.40, existe uma métrica bi-invariante (-,-) em G. Defina f : G >

g — (Ad(g9)X1,Xs) € R. Como G é compacto, f possui um minimo em algum
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ponto gg € G. Entao, para todo Y € g,

t=0

) X2>
t=0

_ < iAd(exp(tY))Ad(go)Xl

Segue, entdao, do Lema 2.20, que Ad(go)X; € t2, e logo exp(Ad(go)tX:) =
goexp(tXi)gyt € Ty para todo t € R, o que implica goTig;' C Tb. Pela maxi-
malidade de T3 concluimos go719, e

Para (3), note que, pela Proposicao 1.41, exp : ¢ — G é sobrejetiva. Portanto,
dado g € G, existe Y € g tal que exp(Y') = g. Seja Ty o toro méximo que contém
{exp(tY) | t € R}. Segue do ftem (2) que existe h € G tal que hTbyh™' = T. Em

particular, hgh™! € T.
Por fim, para (4), seja p € T e G(p) a drbita de p pela a¢do por conjugacao.
Note que T,G(p) = {dR,)Y —dL,Y | Y € g} e T,T = {dR,Z | Z € t}. Se (-,-) é

bi-invariante temos que

(dR,Y — dL,Y,dR,Z) = (dR,Y,dR,Z) — (dL,Y,dR,Z)
= (Y.Z) - (Y,Ad(p)Z) =0

uma vez que, para todo Z € t, vale Ad(p)Z = Z. Isto, mais as expressoes de 1,G(p)
e T,T, terminam a demonstragao. [

Corolario 2.22. Seja G um grupo de Lie conexo e compacto com uma métrica bi-
invariante e t a dlgebra de lie de um toro mdximo T C G. FEntao cada orbita da

acao adjunta interseta t ortogonalmente.

E claro que, se G é compacto, tanto a acao por conjugagao como a acao adjunta
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Figura 2.4: A agao do grupo de Weyl em t se relaciona com a ac¢ao adjunta.

sao proprias®.

A seguir vamos introduzir o chamado grupo de Weyl, que motivara alguns con-
ceitos posteriores. Para isso vejamos brevemente o sistema de raizes de um grupo
compacto®. Suponha que G é um grupo de Lie conexo e compacto e considere a
complexificagao da algebra de Lie g de G, gc = g ®r C. Se T' C G um toro maximo
fixado e t sua dlgebra de Lie, é possivel obter uma tnica (a menos de permutagoes)

decomposigao de gc em soma direta de subespagos complexos
0o ={Y €gc | [X,Y] =ia(X)Y, VX € t},

onde a : t = R é um funcional linear que chamamos de raiz de G. Denotaremos o
conjunto das raizes de G por Root(G).
Uma componente conexa C' de t" = t\ [, croor(q) ker(a) é chamada de camara

de Weyl.

Seja G nas hipdteses acima e com uma métrica bi-invariante. Considere

N, = {geG|Ad(g)tc ),
Z, = {geG|Ad(g)Y =Y, VY € t}.

E claro que Z; é subgrupo normal de N;. Definimos entao o grupo de Weyl de GG
por W = N{/Z;. Note que W depende, a priori, da escolha do toro maximo 7. No

entanto, como os toros maximos sao conjugados, os grupos de Weyl resultantes sao

3cf. Coroldrio 2.3.
“mais detalhes em Alexandrino e Bettiol [3].
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todos isomorfos.

O fato interessante é que a acao W xt 3 (wZ;, X) — Ad(w)X é isométrica efetiva
e guarda muita informacao da agao adjunta. Por exemplo, suas érbitas coincidem
com a intersecao de t com as érbitas da acao adjunta.

Se a é uma raiz e ¢, denota a reflexao ortogonal por ker o, mostra-se que ¢, €
W. Mais que isso, é possivel demonstrar que W é gerado por tais reflexoes e que
cada camara de Weyl C' é um dominio fundamental para a acao de W em ¢, isto ¢,
cada 6rbita da acdo adjunta interseta C exatamente uma vez. Além disso, o grupo

de Weyl atua permutando as camaras de Weyl em t (v. Figura 2.4).

Exemplo 2.23. No nosso exemplo do inicio, o grupo de Weyl de SU(n) é o grupo
simétrico de n elementos, S,. A acao de S, pode ser vista como a permutagao
das entradas de uma matriz diagonal, o que representa as diferentes formas de se

diagonalizar uma dada matriz.

2.4 Acoes polares

Sejam (p,6) coordenadas polares em R?*/{0} e considere a agao de SO(2) em
R? por multiplicacdo. Um ponto qualquer (p,0) € R* pentence & 6rbita SO(2)(,,0)-
Portanto a reta § = 0 (ou qualquer reta passando pela origem) interseta ortogonal-
mente todas as 6rbitas de SO(2). E facil ver que isto também vale para a acio de
SO(n) em R™ (v. Figura 2.5). A¢bes polares sdo agdes isométricas que possuem uma
devida generalizacao desta propriedade.

Uma acao isométrica u de um grupo de Lie G em uma variedade riemanniana M
¢é polar se existe uma subvariedade imersa e completa > de M, chamada de segao,
que interseta ortogonalmente todas as orbitas de p. Quando a secao é flat, dizemos
que a acao ¢ hiperpolar.

E trivial que, se ¥ é uma se¢ao de uma acio u, entdo u? () é, também, uma
secao de pu, para todo g € G. Como X interseta todas as oOrbitas de p, temos
que u%(¥) = M. Logo, para cada * € M, existe uma secao contendo x. Além
disso, se x € M ¢ principal e X é a se¢ao que contém =z, é possivel demonstrar que

Y = exp(v,G(2)).
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Figura 2.5: A acao de SO(3) em R? é polar.

H& também um resultado semelhante ao Teorema das érbitas principais que diz
que Mpinc N X é um aberto denso de .
Seja K um grupo de Lie compacto. Uma representagao p : K — SO(n) é uma

representacao polar se a agao de p(K) em R" é polar.

Exemplo 2.24. Note que o Teorema do toro maximo 2.21 mostra que a agao por
conjugacao de um grupo de Lie conexo e compacto com uma métrica bi-invariante é
polar. Neste caso, secoes sao toros maximos. Mais que isso, a agao por conjugacao
¢ hiperpolar. Isto segue da Proposicao 1.41, que implica que a curvatura seccional

pelo plano gerado pelos vetores X e Y é

11X, Y|P
IX[P[Y)? = (X, V)"

1
H(X,Y) = Z_l

Como t é comutativa, isso mostra que 1" é flat.
Analogamente, o Corolédrio 2.22 mostra que a acao adjunta de um grupo de Lie

conexo e compacto é polar. Este ¢ um caso particular do resultado a seguir:
Proposicao 2.25. Representacoes isotropicas de ac¢oes polares sao polares.
O préximo resultado nos da uma importante informacao geométrica a respeito
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das secoes de uma agao polar.
Proposicao 2.26. Toda secao de uma acao polar é totalmente geodésica.

Demonstracao: Seja ¥ uma secao € Ypine 0 conjunto dos pontos principais em
Y. Seja x € Xpine € £ € V2. Entao a acao induz um campo de Killing X em
uma vizinhanca aberta de x, com X, = &, e a polaridade da acao implica que
X é perpendicular a ¥. Seja S o operador forma de . Como X é campo de
Killing, (S¢v,v) = —(V,X,v) = (V,X,v), para todo v € T, X. Ou seja, (Sgv,v) =
0 para todo v € T,X. Pela equagdo de Weingarten, (Sev,v) = — (X, I(v,v)),
logo a segunda forma fundamental de X ¢ identicamente nula em x. Portanto X
¢ totalmente geodésica nos pontos em Ypyinc. Como Yine. € aberto denso de X, o

resultado segue por continuidade. O

Podemos definir uma generalizacao do grupo de Weyl da acao por conjugacao
no contexto de agoes polares. Se temos uma agao polar y: G x M — M e ¥ é uma
secao, sejam

N(E)={g€G|ulgX) Cx},
Z(X)={9ge€ G| ulg,z) ==z, Yo € ¥}.

Entao W(X) = N(X)/Z(¥) é um grupo de Lie que age efetivamente em 3, chamado
de grupo de Weyl generalizado.

Se M é um grupo de Lie compacto, u é a agao adjunta e > é um toro maximal,
entao o grupo de Weyl generalizado de ¥ é o grupo de Weyl de M usual. O grupo de
Weyl generalizado de uma segao ¥ é um grupo discreto e, se ¥/ é outra se¢ao, entao
W (%) é isomorfo a W (X'). Quando a agao é propria, vale ainda que G(z)NYX = W (z)
quando x € X e, uma vez que X interseta todas as orbitas, temos uma equivaléncia

entre os quocientes X/W e M/G.

Teorema 2.27. Seja pn uma agao polar propria de G em M, x € M e ¥ 5 x uma
se¢ao de . Entao a agdo i de G, em v, (G(z)) induzida pela representa¢ao na fatia

de G em S, € polar, sendo T,>> uma secao de Ji.

Uma demonstragao para o teorema acima pode ser vista em Palais e Terng [19].
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Exemplo 2.28. Mais exemplos de acoes polares sao dados pelos espagos simétricos.
Seja M = G /K um espago simétrico, z € M um ponto fixado e ¥ uma subvarie-
dade flat totalmente geodésica maximal contendo x. Entao a acao de K em M ¢é
hiperpolar e 3 é uma secao. Tal acao é chamada de acao isotrdpica.
Representagoes isotrdpicas de espagos simétricos (portanto, em particular, as s-
representagoes) também dao exemplos de agoes hiperpolares. Neste caso, T3 é uma

secdo (sendo X a subvariedade flat anterior).

O teorema a seguir, por Dadok [9], classifica as representagoes polares via uma

correspondéncia com as s-representagcoes.

Teorema 2.29 (Dadok). Toda representacao polar em R™ ¢é érbita-equivalente a

uma s-representagao.

2.5 Acoes polares em variedades de Hadamard

Nesta secao demonstraremos o Teorema 2.32, um dos principais objetivos desse
trabalho. Para isso, vejamos primeiro alguns resultados que utilizaremos em tal
demonstracgao.

Uma agao isométrica de um grupo de Lie G em uma variedade riemanniana com-
pleta M é variacionalmente completa se, para toda érbita G(z) e toda geodésica
normal v, todo campo G(z)-Jacobi sobre v que é tangente a alguma outra érbita é
a restricao de um campo G-Killing a ~.

Seja ¢ uma acao polar prépria de um grupo de Lie G em uma variedade de
Hadamard M e ¥ uma secao. Como ¥ é totalmente geodésica, segue pela férmula
de GauBl que X é, também, uma variedade de Hadamard. Assim, como observamos
na secao 1.3, X nao possui pontos conjugados e, portanto, o teorema seguinte se

aplica:

Teorema 2.30 (Conlon). Uma a¢do polar propria cujas se¢oes nao possuem pontos

conjugados € variacionalmente completa.

A demonstragao deste teorema é, em esséncia, devida a Conlon [8]. Ele supbe que

as secoes sao flat e que a acao é de um grupo compacto, porém sua demonstracao
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pode ser adaptada para o caso enunciado acima.

Seja, agora, L uma subvariedade mergulhada e fechada de uma variedade de
Hadamard M e x € M um ponto nao focal de L. E possivel provar que a funcao
fe = d*(-,z) : L — R é uma fungao de Morse prépria. Seja L' = f,1(]0,t)), para
t € [0,00). Pelas desigualdades de Morse 1.5, temos b;(L*,F) < p;(f|zt) para todo
corpo I, sendo p;(f.|r¢) o nimero de pontos criticos de indice i de f,|r¢. Dizemos
que L é taut em M se, para todo ponto x que nao seja ponto focal de L, f, é
perfeita, isto é, se existe F tal que b;(L\,F) = p;(fs|r+) para todo t € [0,00). E
demonstrado por Wiesensdorf [26] que, se uma subvariedade L é taut com respeito
a um corpo [F, entao L é taut com respeito a Zs. Podemos considerar, portanto,
apenas subvariedades Zs-taut.

Por um resultado em Bott e Samelson [5], ag¢bes variacionalmente completas

possuem Orbitas taut:

Teorema 2.31 (Bott-Samelson). Orbitas de a¢des variacionalmente completas sio

taut.
Vamos, agora, ao nosso objetivo.

Teorema 2.32 (Toében). Seja G um grupo de Lie tal que G/G° é compacto,
uma acdao polar propria de G em uma variedade de Hadamard M e K C G um

subgrupo compacto maximal. Entao existe um difeomorfismo G-equivariante entre

M e G xgR", onde n = dim(M) — dim(G/K). A a¢io de K em R™ ¢ polar.

Demonstracgao: Pelo Teorema de Cartan 1.39, K fixa algum ponto z € M, logo
K C G, e, pela maximalidade, K = G,.

Pelo Teorema de Malcev-Iwasawa 1.14, G(r) = G/K é homeomorfa a R4m (@)
e, em vista dos Teoremas 2.30 e 2.31, cada érbita de p é taut. Portanto, para todo

ponto y € M nao focal de G(x), temos

. 1 se =0,
:uz(fy‘G(z)t) = bi<RdlmG(I)a ZQ) =
0 se 72>0,

para todo t € [0,00). Ou seja, fy\G(x)t tem apenas um ponto critico, sendo este um

ponto de minimo.
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Figura 2.6: Argumento da Afirmagao 2.34, com iy = 2.

Afirmacao 2.33. Seja v : [0,7] — M um segmento de geodésica minimizante li-
gando um ponto y € M a um ponto p € G(z), com v ortogonal a G(x) em p. Entao

p € um ponto critico da funcdo dzlg(x)r+e :G(x) T = R, onder =d(y,p) ee>0.

De fato, tome S a imagem da esfera de raio r centrada em 0 em T,M pelo
difeomorfismo exp, : T,M — M. Entao p € G(r)NS. Como 7 ¢é ortogonal a
G(z), temos T,G(x) C v/(r)* = T,S. Mas d’ : M — R é constante sobre S, logo
T,S C ker(d(d?),). Portanto d(d2),(T,G(z)) = {0}. Para qualquer € > 0, entdo, p

é ponto critico de d2|g(zyr+e.

Afirmagao 2.34. Todo pontoy € M que nao € ponto focal de G(x) tem exatamente

uma pré imagem por exp : vG(x) — M.

Suponha que y possui duas pré imagens (p1,v;) e (p2,v2) por exp®. Denotemos
por v; a geodésica exp,, (tv;), t € R. Como as érbitas sao taut, d§|G(x)s tem apenas
um ponto critico, para todo s € [0,00). Logo, pela Afirmagao 2.33, para algum
ip € {1,2}, 7; ndo é minimizante entre y e p;,. Como M é variedade de Hadamard,
existe algum segmento de geodésica minimizante -3 entre y e p;,. Mas entao temos
duas geodésicas distintas passando por y e p;,, 0 que contradiz o fato de M ser de

Hadamard (v. Figura 2.6).
Afirmacao 2.35. expt € difeomorfismo.

Sejay € M e B uma bola geodésica fechada de raio d*(G(z), y)+1 centrada em y.

Pelo Corolario 2.6, G(x) é propriamente mergulhada, logo G(x) N B é um compacto.
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Minimizando d?(-,y) em G(z) N B segue que expl é sobrejetora. J4 sabemos que
expl é injetora nos pontos nao focais de G(x). Suponha que (ty) € M é um
ponto focal de G(z), sendo v uma geodésica ortogonal a G(x). Pela Proposicao
1.30, existe um ponto nao focal ~(t1), com ¢; > t;. Pela Proposi¢ao 1.31, v néo
minimiza a distancia entre v(t;) e G(x), o que contradiz o fato de exp! ser injetora
em v(t1). Segue entdo que G(z) ndo possui pontos focais e, portanto, expt é um
difeomorfismo local bijetor, ou seja, um difeomorfismo.

Sejam S = exp(r,G(z)) e n = dim(S). Entdo S é fatia normal em x e temos
Tub(G(z)) = M. Pelo Teorema da vizinhanga tubular 2.11, existe um difeomorfismo
G-equivariante entre G xg S e M.

Via a representacio na fatia, K age em v,(G(x)) = R". Perceba que exp; :
v.(G(x)) = S é K-equivariante, pois exp (du*|s(v)) = p* exp(v). Isto nos permite

definir @ : G X R™ 3 [g,v] — [g,expy (v)] € G X S.
Afirmagao 2.36. ® ¢ um difeomorfismo G-equivariante.

De fato, temos [g,v] = [h,w] se, e somente se, existe k € K tal que (g,v) =

(hk=', du¥|s(w)). Donde

Dlg,v] = [g,expy(v)] = [hk™", exp™ dp®|s(w)]
= [nk™, 1" expy (w)] = k - [h, expy (w)] = [h, exp; (w)]

= ®[h,w],

logo ® estd bem definida e é injetora. E claro que ® é sobrejetiva. Como ® o7 =
7o (idg x expt), onde m: G x S — G xg Sew: GxR"— G xxR" sdo projecoes
de fibrados, temos que ® é suave. Pelos mesmos argumentos obtém-se as mesmas
conclusoes para ®~1. Obviamente ® é G-equivariante.

Compondo com o difeomorfismo dado pelo Teorema da vizinhanca tubular 2.11,
obtemos o difeomorfismo G-equivariante entre M e G X g R™ procurado.

A acao de K em R"”, induzida pela representacao na fatia de K em S, é polar,

pelo Teorema 2.27. O

Observacao 2.37. Podemos obter mais um fato sobre a acao de K em R", uti-
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lizando um pouco da teoria do Capitulo 3. De fato, o Exemplo 3.7 mostra que
a decomposicao de uma variedade riemanniana M pelas componentes conexas das
érbitas de uma acao polar prépria i de um grupo de Lie G é uma folheacao polar®
Fe. E facil ver que a folheacio Feo de M, obtida pela restricao de /4 & componente
conexa da identidade G° de G, e Fg sao iguais. Para o nosso caso, como K° é conexo,
sua representac¢ao na fatia tem imagem em SO(n) e é, portanto, uma representacao
polar. Podemos, dai, aplicar o Teorema de Dadok 2.29, obtendo que a acao de K
em R" é orbita-equivalente a uma s-representacao. Concluimos, entao, que ha uma
isometria de R™ que leva as folhas de Fj sobre as folhas da folheacao dada pela
s-representagao. Obviamente, para o caso em que K é conexo, podemos concluir

diretamente que a acao de K e em R" é érbita-equivalente a uma s-representacao.

5cf. Secdo 3.2.
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Capitulo 3

Folheacoes polares em variedades

de curvatura nao positiva

Neste capitulo introduziremos as folheacoes polares, também chamadas de fo-
lheagoes riemannianas singulares com secoes. Como veremos, folheacgoes singulares
sao uma generalizacao natural da particao de uma variedade por érbitas de uma
acao suave. Nosso objetivo principal é demonstrar os Teoremas 3.18 e 3.20. O
Teorema 3.20 é o resultado analogo ao Teorema 2.32 neste novo contexto.

As principais referéncias para este capitulo sao Molino [18], Tében [24] e Ale-

xandrino e Bettiol [3].

3.1 Folheacoes riemannianas singulares

Seja M uma variedade riemanniana e F uma particao de M por subvariedades
imersas conexas, chamadas de folhas. Para cada p € M, seja L, a (unica) folha que
contém p e seja TF = [ | .y, T, Lp. O conjunto T(F) dos campos de vetores suaves
em M com valores em T'F forma um mdédulo sobre C*°(M). Dizemos que F é uma
folheacao singular de M se T (F) age transitivamente em 7T'F, isto é, para todo
p € M e todo v € T,F, existe X € T(F) tal que X(p) = v. Esta propriedade é
chamada de condicao de diferenciabilidade.

Quando a dimensao de uma folha L é maxima, dizemos que L é uma folha

regular. Caso contrario, L é uma folha singular. Analogamente, um ponto p é
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um ponto regular se L, for regular e, caso contrério, p ¢ um ponto singular.
Classificando os pontos de M pela dimensao de suas folhas, obtemos uma de-

composicao
dim(

M)
M= | &,
1=0

onde &; é a uniao dos pontos de M em folhas de dimensao i, chamado de estrato
de dimensao i de F.

Se as folhas de uma folheagao F de M forem de mesma dimensao, dizemos que
F é uma folheacao regular. Neste caso uma definicao equivalente de F, através de
um atlas especial em M, é mais comum. Mais precisamente, um atlas folheado de
dimensao k em M é um atlas (¢; : U; — R¥ x R"7%),.; de M tal que as mudangcas
de carta 1);; sao localmente da forma ;;(z,vy) = (fi;(x,vy), hi;j(y)).

As cartas de um atlas folheado sao chamadas de cartas folheadas. Um roteiro
para obtermos uma carta folheada a partir da nossa definicao é o seguinte. Seja F
uma folheacao regular de dimensao k. Tome p € M e escolha uma base de T,L,.
Nossa definigao nos fornece campos Xi,..., X, € T(F) que, em p, coincidem com
a base escolhida e, portanto, sao linearmente independentes em um aberto U 3 p.
Seja N, uma subvariedade de dimensao n — k transversa a L, que contém p e estd

contida em U e considere ¢! o fluxo de X;. Defina, para ¢ suficientemente pequeno,

f : BE(O) X Np > ((tla "'atk)7y) = 90%1 ©---0 Spfk(y>

A menos de diminuir U, f é um difeomorfismo que leva B.(0) x {y} na componente

conexa de Ly, restrita a U que contém F(0,y).

Exemplo 3.1. Qualquer submersao f : M — N define uma folheacao F(f) de M,
cujas folhas sdo as componentes conexas das fibras de f. Um atlas folheado para

F(f) pode ser obtido utilizando-se a forma local canonica de f.
Exemplo 3.2. Seja f : R? — M a aplicacao de recobrimento candnica da faixa

de Mobius (aberta) M, isto é, f(z,y) = f(a',y') se, e somente se, ' —x € Z e

y = (—1)*~y. A folheacao trivial 7" de R? por retas paralelas ao eixo Oz induz
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Figura 3.1: Uma folheacao da faixa de Mdbius.

uma folheacao F de M: se ¢ é uma carta folheada de 7T tal que f|pom(,) ¢ injetora,

entdo ¢ o (f|pom(y)) "+ ¢ uma carta folheada de F (v. Figura 3.1).

Outras definigoes equivalentes para folheacoes regulares podem ser encontradas

em Moerdijk e Mrcun [17].

Exemplo 3.3. Como vimos no Coroldrio 2.6, as 6rbitas G(x) de uma agao de um
grupo de Lie G numa variedade M sao subvariedades imersas sem auto-intersegoes.
Além disso, como G(z) é imagem de G/G, por uma imersao injetora, para cada
v € T,G(x), existe £ € g tal que d(p.). = v. Pela Proposigao 1.19, o campo
X¢ induzido pela agao é tangente as érbitas e satisfaz X§ = v. Isso mostra que
a decomposicao de uma variedade pelas componentes conexas das orbitas de uma

acao é uma folheacao singular.
Dadas (M;, F;), i = 1,2, folheagoes singulares, obtemos uma folheagao singular
F em M, x M, definindo

F:fle2i{L1XL2’Li€E}7

chamada de folheagao produto de F; e F,. Sejam p = (p1,p2) € My x My e
v = (vi,v2) € T,(Ly, X Ly,) = T, L, & T,,L,,. Como F; é folheagdo singular,
existe um campo X; € T (F;) tal que X;(p;) = v;. A folheagao F tem a condigao de

diferenciabilidade satisfeita para v, portanto, pelo campo X = (Xj, X»).
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No caso de uma folheacao singular em uma variedade riemanniana, é interessante
que a folheacao se relacione com a métrica riemanniana de alguma forma. Este é
nosso assunto no restante desta secao.

Uma métrica riemanniana em uma variedade M é adaptada a uma folheacao
singular F se toda geodésica de M que é ortogonal a alguma folha é ortogonal a
todas as folhas que ela interseta. Neste caso, dizemos que F é transnormal.

A transnormalidade implica que as folhas sejam localmente equidistantes: se
L,L' € Fep € L, entao existe uma vizinhanga U C L de p tal que d(q, L") = d(p, L),
para todo ¢ € U. Além disso, se as folhas de F forem propriamente mergulhadas!,
dizemos que F é prépria, e, neste caso, vale que as folhas sao (globalmente) equi-
distantes.

Uma folheacao singular transnormal F em uma variedade riemanniana M é cha-
mada de folheagao riemanniana singular. Se todas as folhas de F sao regulares,

dizemos simplesmente que F é uma folheacao riemanniana.

Exemplo 3.4. Ja vimos no Exemplo 3.3 que a decomposicao de uma variedade por
érbitas de uma agao é uma folheacao singular. O item (1) do Teorema 2.19 mostra
que a particao de uma variedade pelas componentes conexas das érbitas de uma
acao propria isométrica é uma folheacao riemanniana singular. Note ainda que o
item (5) do mesmo teorema nos diz que podemos reconstruir tal folheagao a partir

de uma orbita principal, tomando todas as subvariedades paralelas a esta.

Uma importante ferramenta para o estudo de folheagoes riemannianas é um resul-
tado que fornece, para qualquer ponto, uma vizinhanca com propriedades bastante
convenientes, que apresentaremos agora. Mais detalhes neste topico sao encontra-
dos em Molino [18]. Seja F uma folheagao riemanniana singular em M e p € M.
Tome € > 0 e P um aberto de L, conexo e relativamente compacto que contém
p. Chamamos P de placa contendo p. Sejam N¢(P) = {X € vP | | X| < e} e
T = expt(N?(P)). Para ¢ suficientemente pequeno, expt ¢ um difeomorfismo em
Ne(P).

Seja 7 : T — P a projegao ortogonal. Para cada ¢ € P, chamamos S, = 7 !(q)

de fatia em ¢. Observe que, para todo r € T, 7~!(m(r)) é uma fatia que contém 7.

!ie., mergulhadas e fechadas.
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Figura 3.2: Transformacao homotética de Molino.

A condicao de diferenciabilidade para folheacoes singulares garante que, a menos
de diminuir €, as folhas intersetam as fatias .S, transversalmente. Neste caso, dizemos

que a vizinhanca T" de P é uma vizinhanca distinguida.

Lema 3.5. A projecao w é uma submersao sobrejetora e induz uma folheagcao em

T, cujas folhas sdao as fatias.

Em uma vizinhanga distinguida 7" de P podemos definir uma aplicacao tipo
homotetia h), dada por

ha(exp™ (v)) = exp™ (W),
para todo v € N*(P).

Lema 3.6 (Transformagao homotética de Molino). A aplicacao hy, para A # 0, leva

placas em placas e, portanto, preserva F em T (v. Figura 3.2).

3.2 Folheacoes polares e isoparamétricas

Seja F uma folheacao riemanniana em uma variedade riemanniana M e p € M
um ponto regular. Uma secao em p ¢é subvariedade imersa, completa e totalmente
geodésica X, satisfazendo T,% = v, L, e que interseta ortogonalmente todas as folhas.

Dizemos que F é uma folheacao polar?, quando F admite uma secao para
todo ponto regular. Mais precisamente, para todo p € M regular, ¥, = exp,(v,L,)

¢ uma secgao.

2ou folheacao riemanniana singular com secoes.
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Exemplo 3.7. Como ja sabemos, a particao F de uma variedade pelas componentes
conexas das érbitas de uma agao prépria isométrica pu : G x M — M é uma folheagao
riemanniana singular. Observamos também que, se z € M é principal, entao G(z)
tem dimensao maxima e, portanto, suas componentes conexas sao folhas regulares
de F. Além disso, se p for polar, vimos que ¥, = exp(v,G(z)), onde 3, é a se¢do
que contém zx. Logo, temos T,%, = v, L,, para cada ponto regular x € M. Em vista
da Proposicao 2.26, as segoes de p sao totalmente geodésicas. Portanto a partigao
de uma variedade riemanniana pelas componentes conexas das orbitas de uma agao

polar propria é uma folheagao polar.

Uma classe bastante estudada da folheagoes polares é a das folheagoes iso-
paramétricas. Seja L uma subvariedade isoparamétrica em uma forma espacial
M(k). Uma partigdo dada por F = {L¢ | £ campo normal paralelo sobre L} é
uma folheacao polar. Uma tal folheacao é chamada de folheagao isoparamétrica.
Quando as folhas de F sao compactas, dizemos que F é uma folheacao isopa-
ramétrica compacta. Vale também, como reciproca do fato de F ser polar, que
folheagoes polares em formas espaciais sao isoparamétricas. A definicao de subva-
riedade isoparamétrica pode ser vista como boas condicoes para que a particao F
acima seja, de fato, uma folheacao.

Vejamos agora uma generalizacao do conceito de subvariedade isoparamétrica,
introduzida por Terng e Thorbergsson [22]. Uma subvariedade imersa e conexa L
de uma variedade riemanniana completa M é equifocal se as seguintes condig¢oes

sao satisfeitas:

(1) O fibrado normal v(L) é (globalmente) flat, isto é, v(L) tem holonomia trivial;

(2) Para cada p € L, existe uma subvariedade imersa, completa e totalmente

geodésica o tal que v,L = T,0;
(3) Para cada campo normal paralelo £ em L, a diferencial da aplicagao ponto final

ne : L — M tem posto constante.

Dizemos que L é localmente equifocal se, para cada p € L, existe uma vizi-
nhanca U C L de p tal que U é uma subvariedade equifocal. Alexandrino [2] mostra

que as folhas regulares de folheacoes polares possuem esta propriedade:
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Teorema 3.8. As folhas requlares de uma folheacao polar em uma variedade rie-

manniana completa M sao localmente equifocais.
Uma consequéncia disso é o resultado a seguir.

Corolario 3.9. Seja F uma folheagao polar em uma variedade completa M, L uma
folha regular, T : [0,1] — L uma curva suave por partes em L e & um campo normal

paralelo® sobre 7. Entdo a curva eXP(y) (&) pertence a LeXPT(m(é)'

Seja F uma folheacao polar em uma variedade riemanniana completa M. Sejam
p € M, P uma placa contendo p, 7" uma vizinhanga distinguida de P e S, uma
fatia em p. Se ¥ é uma secao de F, chamamos cada componente conexa o de T'N 3
de secao local. As intersecoes transversais L N.S,, onde L € F, induzem uma
folheagao singular em S, e a codimensao de uma folha L NS, ¢ igual a codimensao
de L em M. Mais que isso, temos os seguintes resultados, que também podem ser

vistos em Alexandrino [2].

Proposicao 3.10. Seja F uma folheacao polar em uma variedade riemanniana

completa M ep e M. Entao:
(1) S, = UaeA(p) o, onde A(p) € o conjunto das se¢oes locais que contém p;
(2) S, C S, para todo x € Sy;

(3) FNS,={LNS, | LeF} éuma folheagio polar de S, com a métrica induzida
de M.

Podemos levantar F NS, a uma folheacao singular G de uma bola B, C 7,5, =
vpL, onde a aplicacao exp, seja um difeomorfismo (v. Figura 3.3). A folheacao G
¢ invariante por homotetias, pelo Lema da transformacao homotética de Molino 3.6
aplicado a F em p. Podemos, entao, estender G a todo o espago v,L,. A folheagao
singular assim obtida é denotada por F,. O teorema a seguir, por Alexandrino [2],

nos diz que F, ¢ bem mais que uma folheacao singular:

Teorema 3.11 (Teorema da fatia). A folheacao F, é isoparamétrica. As segoes de

Fp sao da forma T,3, onde X é uma segdo de F.

3com respeito & conexdo normal
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Figura 3.3: A folheacao G.

Seja T,> uma secao de F). E também demonstrado em Alexandrino [2] que
o conjunto dos pontos singulares em 7, ¢ uma uniao finita de hiperplanos pela
origem. Definimos o grupo de Weyl generalizado W (7,%) como sendo o grupo
gerado pelas reflexées por estes hiperplanos. Assim definido, W(7,X) é um exemplo
de grupo de Coxeter, que veremos logo a frente. Denotemos por Fix(W (7,X)) o
conjunto dos pontos fixos pela agdo do grupo de Weyl generalizado W (7,X) em
T,%.

Lema 3.12. Seja F uma folheagdo isoparamétrica compacta de R™ e 3 uma sec¢ao.

Se I denota a intersecao de todas as secoes de F pela origem e &gy o estrato das

folhas de dimensao 0, entdo Fix(W (X)) =1 = &,.

3.3 Holonomia transversal

Nesta secao veremos como obter uma generalizacao da idéia do grupo de Weyl
generalizado, no contexto de folheacoes polares. Esta ferramenta nos sera de grande
valia no estudo das folheagoes polares em variedades de curvatura nao positiva.

Seja L uma folha regular de uma folheagao polar F e 7 : [0,1] — L uma curva
suave por partes. Se ¥ é uma secao de F e 7 satisfaz 7(0),7(1) € LN X, via o
transporte paralelo com respeito a conexao normal em L, obtemos uma aplicagao
S, T2 = vl — vyl = Trq)X (v. Figura 3.4). O Teorema 3.8 mostra

que as folhas regulares de uma folheacao polar em uma variedade completa sao
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Figura 3.4: A aplicacao ®,.

localmente equifocais, o que implica, em particular, que a conexdo normal V+ em
vL é localmente flat, donde ®, depende apenas da classe de homotopia [r]| de 7.

Em vista do Corolario 3.9, para € > 0 pequeno o bastante, aplicando a exponen-
cial obtemos uma aplicacao expi(o)(Bg(O)) — expi(l)(BE(O)) que preserva as folhas.
Verifica-se ainda que esta aplicacao ¢ uma isometria e que ela pode ser estendida a
uma isometria ¢, : ¥ — X que continua preservando as folhas®.

O conjunto
I's = {¢p | 7:10,1] = L satisfaz 7(0),7(1) € LN X}

é, entao, um subgrupo de Iso(X), que chamamos de grupo de holonomia trans-

versal.

Proposicao 3.13. Seja F uma folheacao polar em uma variedade completa M, L

uma folha reqular, > uma secdo e I's, o respectivo grupo de holonomia transversal.

Entao:
(1) I's nao depende da escolha da folha regular L;
(2) Para todo p € ¥ vale I'(p) = L, N %;

(8) Se ¥ € outra se¢io entao I'sy e ' sdo conjugados por uma isometria ¥ — X'

que preserva as folhas;

“mais detalhes em Toben [23].
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(4) No caso de uma folheagdo por drbitas de uma agdo polar, I's coincide com o

grupo de Weyl generalizado W (X).

Observacao 3.14. Além das propriedades acima, o grupo I's; se relaciona com o
grupo de Weyl generalizado W (T,%) da folheacao isoparamétrica F,, parap € ¥. De
fato, W (T,%) pode ser visto com um subgrupo de I's; por meio da extensao de seus
elementos a isometrias de ¥. Um roteiro de como isso é feito é o seguinte®: é possivel
mostrar que W (7,%) coincide com o grupo de holonomia de uma folha regular de F,.
Um elemento de W (T,X) corresponde, entao, a aplicacao de holonomia h ao longo de
uma curva v em uma folha regular L. Aplicando a exponencial, obtemos uma curva
~v em uma folha L "B de F NB, onde B é uma bola centrada em x suficientemente
pequena. A aplicagao de holonomia h de L N'B ao longo de v coincide com h (a
menos de conjugacdo com exp). Seja H a aplicagao de holonomia de L ao longo de
~v. De acordo com Tében [23], h é uma isometria de ¥ e se restringe a hem BNY.

Neste sentido, escrevemos W (T, %) C I's.

Quando F é prépria, o conjunto {z;};er = L NY é discreto. Chamamos

D,, ={q € X | ds(zi,q) < ds(xj,q) para todoj # i}

de dominio de Dirichlet de z;.

Proposicao 3.15. A acao de I' em X é propriamente descontinua. Além disso, T’
age transitivamente no conjunto dos dominios de Dirichlet {D,, }:c1 € efetivamente

se L tem holonomia normal trivial’.

Os dominios de Dirichlet, portanto, desenvolvem papeis analogos as camaras de
Weyl nesse novo contexto.

Vejamos agora algumas propriedades do grupo de holonomia transversal para o
caso especifico de folheagoes polares em variedades de Hadamard.

Seja H um hiperplano de R"”, isto é, uma translacao de um subespaco linear de

dimensao n —1 em R™. Denotamos por Ry : R® — R" a reflexao por H. Um grupo

Scf. Alexandrino [3] para as defini¢des de aplicagao e grupo de holonomia de uma folha.
6i.e., o grupo de holonomia de L com respeito & conexdo normal V- é trivial.
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de Coxeter é um subgrupo W de Iso(R") gerado por uma familia de reflexdes
{Ru, }icr tal que a topologia induzida em W (de Iso(R™)) é discreta e a agao de
W em R™ é propria. Também diremos que uma familia de hiperplanos “gera” W,
ficando subentendido que nos referimos as reflexoes pelos hiperplanos H;. Seja v; um
vetor normal a H;, para cada i. Definimos o posto de {H;} (assim como o posto
do grupo de Coxeter gerado por {H;}, se for o caso) como sendo dim(spam{v; }ier).
Mostra-se que um grupo de Coxeter de posto k é sempre isomorfo a um subgrupo
de Iso(R¥).

As reflexoes por uma colecao localmente finita de hiperplanos sempre geram um
grupo de Coxeter W, cuja agao permuta tais hiperplanos.

Seja W um grupo de Coxeter de posto k em Iso(R¥) gerado por {H;}icr e U uma
componente conexa de R¥ \ (,_; H;. Entdo U é um dominio fundamental” de W,
chamado de cAmara de W.

Vejamos um pouco sobre a fronteira de um dominio de Dirichlet. Seja F uma fo-
lheagao polar propria em uma variedade de Hadamard M, 3 uma secao e I' o respec-
tivo grupo de holonomia transversal. Para xz,y € ¥, seja H,, = {z € £ | d(x,2) =
d(y, z)} o conjunto dos pontos equidistantes de = e y. Entao H,, é uma hiperficie
que bissecta .

Seja {xi}ier = LN Y, onde L é uma folha regular. O conjunto F' = H,, ., N D.,
¢ chamado de parede de D,, quando F' contém um aberto nao vazio de Hy, ;.
Dois dominios de Dirichlet sao ditos vizinhos quando eles possuem uma parede em
comum (v. Figura 3.5).

Fixado x;, seja D, um dominio de Dirichlet vizinho de D,, e suponha que L tem
holonomia normal trivial. Pela Proposicao 3.15, existe um unico elemento g € I" tal
que g(D,,;) = D,,. Neste caso, H,, 4(;,) ¢ 0 conjunto dos pontos fixos de g, e I' é
gerado pelos elementos g; tais que {g;(D,,)}; é o conjunto dos dominios vizinhos de

D,..

Proposicao 3.16. Seja F uma folheacao polar prépria em uma variedade de Ha-

damard M, > uma secao e ' o grupo de holonomia transversal agindo em . Entdo

(1) T' é isomorfo a um grupo de Cozxeter finito;

“i.e., cada 6rbita de W interseta U exatamente uma vez.
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leva

Figura 3.5: Dominios de Dirichlet vizinhos.

(2) O congunto Fix(T"), dos pontos fizos por I', é uma subvariedade conexa e total-

mente geodésica de .

A Proposicao 3.16 é uma reuniao de resultados em T6ben [24] com uma aplicagao

do Teorema 2.8 em [1].

Proposicao 3.17. Seja F uma folheacao polar prépria em uma variedade de Ha-
damard M e & o estrato das folhas de menor dimensao de F. Seja ¥ uma se¢do e
[ o respectivo grupo de holonomia transversal. Entdao S N'Y = Fix(I"). Além disso,

qualquer folha L € & ¢é difeomorfa a RY™E) ¢ exp’: vL — M € um difeomorfismo.

Demonstragao: Seja p € Fix(I'). Como ¥ interseta todas as folhas, existe z € &N
Y. Considere F, a folheacao isoparamétrica de v, L, induzida por F e seja W(T,%)
seu grupo de Weyl generalizado. Estendendo os elementos de W (7,X) a isometrias
de ¥ temos® W(T,X) Cc ', c T, = T'. Seja I, a intersecao de todas as segoes por
x. Pelo Teorema da fatia 3.11 mais o Lema 3.12, temos I, = Fix(W (T,X)), logo I,
contém a geodésica 7,,. Isto €, toda secao que contém x também contém p. Sejam
S, e S, fatias em p e x, respectivamente. Pela Proposicao 3.10 (1), S, = UJGA(I) 0.
Logo dim(S,) = dim(S,) e, portanto, p € &. Isso mostra que Fix(I') C &GN X.
Seja L uma folha que contém um ponto fixo p € Fix(I"). J4 sabemos que L

¢ de dimensao minima. Mostremos que exp® : vL — M é um difeomorfismo. A

8cf. Observacao 3.14.
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sobrejetividade segue pois as folhas sao propriamente mergulhadas®. Suponha que
expy (v1) = expy, (v2) = ¢ e sejam X, e ¥y segOes as quais vy e vy a0, respectiva-
mente, tangentes. Entao ¢ € 31 N Xy, Seja I'" o grupo de holonomia transversal
relativo a ¥;. Entao x; é ponto fixo de I'". De fato, pela Proposigao 3.13 (3), se
o €T entdo p = WogpoWUt onde g € I'e ¥ : X — 3; é uma isometria que preserva
as folhas (em particular, ¥(z;) = p). Seja W(T,%;) o grupo de Weyl generalizado
de F, agindo em T},3;. Como acima, podemos considerar W (7,3;) C Fé. Agora,
W(T,%,) cI', cI';, =T Logo a geodésica 7,4 ¢ fixa pela acao de I'} e, portanto,
também pela agao de W(T},%). Mas Fix(W(T,%,)) é a interse¢ao de todas as segoes
contendo ¢. Em particular, temos que v,,4 estd contida em >; N Xy, o que implica
que 71 € Xy, Entao L interseta Yo em 1 e x9. Mas L N Yy = ['(z9) = {x5}, pois
To € FiX(FQ), logo z1 = z3. Como ¥4 é uma variedade de Hadamard, v;,4 = Va,q €,
portanto, v; = v, ¢ exp™ é injetora.

Tendo a injetividade de exp’, o mesmo argumento da Afirmacao 2.35 mostra
que M nao possui pontos focais. Assim, exp® : vL — M é um difeomorfismo.

Fixemos ¢ € M. Entdo a fungdo f, = d?(-,q) : L — R ¢é uma fungdo de Morse
propria satisfazendo as condigoes da Observacao 1.4, portanto L ¢é difeomorfa a
Rdim(L)

Resta mostrar que & N Y C Fix(I'). Seja ¢ € &N X e escolha p € Fix(T).
J& sabemos que exp® : L, — M é um difeomorfismo, logo M é uma vizinhanga
distinguida (global) de L,. Em particular, qualquer folha interseta as fatias de L,
transversalmente. E facil ver que a restricao p da projecao ortogonal M — L, a L,
¢ uma aplicacao sobrejetora suave. Queremos mostrar que p é um difeomorfismo.
Para p' € L, temos p~*(p') = Sy N Ly, sendo S,y = exp*(vyL,) a fatia global de
L, por p'. Pela Proposicao 3.10 (1), segue que S, é a uniao de todas as segdes por
p'. Seja ¥’ um tal segdo. Entao L, N Y =1"(¢'), onde I'' é o grupo de holonomia
transversal agindo em ¥’ e ¢ € L, N Y. Seja I, a intersecdo de todas as secoes
por p’ e suponha que existe um ponto em I"(¢’) que nao estd em I,,. Entao temos
dim(S, N L,) > 0, o que contradiz o fato da dimensao de L, ser minima. Logo

Sy N L, C Iy e, portanto, S,y N L, = I"(¢'). Isso implica que p : L, — L, é

9¢f. Afirmacao 2.35.
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uma aplicagao de recobrimento de de grau finito #I'(¢") = #I'(¢). Mas, como L, é
difeomorfa a RY™(») seoue que p é um difeomorfismo. Em particular, #I'(¢) = 1,

ou seja, I'(q) = {q}, logo ¢q € Fix(T). O

3.4 Folheacoes polares em variedades de curva-
tura nao positiva

Esta secao encerra este trabalho com as demonstragoes dos Teoremas 3.18 e 3.20,

como foi proposto.

Teorema 3.18. Uma folheagao polar propria em uma variedade riemanniana com-

pacta com curvatura nao positiva M nao possui folhas singulares.

Demonstragao: Suponhamos ad absurdum que F é uma folheagao polar prépria
em M com folhas singulares. O recobrimento universal M de M é uma variedade

de Hadamard com a métrica induzida pela aplicagao de recobrimento 7 : M — M.
Afirmacgao 3.19. Podemos levantar F a uma folheag¢ao polar F em M via .

De fato, para cada p € 7 '(p) em ]\Aj7 existe uma vizinhanca U > p tal que
T|g U — U = n(U) é uma isometria. Considere Vi = (m|3)" (U N L,) a placa
que contém p. E facil ver que se Vz N Vz # 0, entdo p e g pertencem a mesma folha
de F. Colamos as placas para obter uma folha de F , como segue. Definimos Lj;
como sendo o conjunto dos pontos ¢ para os quais existe um conjunto de placas
{Viti=1,..k, tais que V; N Vigy # 0, Vi =Vse Vi, = Vg Como F é propria, suas
folhas sao mergulhadas. A composicao de 7 com cartas fatiadas para L, dao cartas
fatiadas para Lz. Logo as folhas de F sao, de fato, subvariedades mergulhadas de
M. Dado v € T5L5, sabemos que existe um campo X € T (F) que estende dmy(v).
Definindo X localmente como X| & = d(m|z) " (X|v) obtemos um campo suave em
7'(]? ) que estende v. Por fim, como M é de Hadamard, qualquer segao ¥ de F é

mergulhada, e a mesma construgao para a obtencao das folhas de F se aplica para

obtermos uma secao 3 de F.
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Seja L, € F uma folha de dimensdo minima, digamos ¢. Uma vez que M
é compacta, podemos tomar B,(p) uma bola geodésica centrada em p com r >

diam(M). Entao as translagoes de B,.(p) pela acao de
Aut(r)={p: M = M | mop=n}=m(M)

cobrem M. Note que Aut(m) preserva F por defini¢ao, logo L, é sempre aplicada
sobre uma folha do estrato singular & das folhas de dimensao minima .

Seja Y uma secao por p. Pelas Proposicoes 3.16 e 3.17, &N X é uma subvariedade
conexa e totalmente geodésica de . Note que codim(& N X) > 1, uma vez que F
possiu folhas regulares e singulares. Existe, entao, ¢ € 3 tal que ds(¢, SN %) > 7.
A distancia de ¢ a érbita Aut(7)(p) atinge seu minimo em um ponto p’ € Aut(7)(p).

Temos, portanto,

d(q, Aut(m)(p)) = d(q,p") > d(gq, Ly). (3.1)

Por outro lado, existe também p” € L, tal que d(q, L,y) = d(q,p"). Como ¥ > ¢
é totalmente geodésica e Ly N # ), temos p” € 3, donde

d(q,p") > ds(q,&6NXE) > r. (3.2)

De (3.1) e (3.2) segue que d(q,Aut(w)(p)) > r. Entdo q ¢ Aut(7)(B.(p)) =
{p(B(p)) | p € Aut(m)}, o que contradiz o fato de Aut(w)(B,(p)) cobrir M. O

Por fim, vamos ao resultado analogo ao Teorema 2.32 para o presente contexto,

que descreve globalmente as folheagoes polares préprias em variedades de Hadamard.

Teorema 3.20. Seja F uma folheagao polar propria em uma variedade de Hada-
mard (M, g). Entao F ¢é difeomorfa a folheag¢io produto de uma folheagdo isopa-

ramétrica compacta com a folheagao trivial {R™} de R™.

Demonstracgao: Seja L uma folha de dimensao minima ¢. Pela Proposicao 3.17,
exp® : vL — M ¢é um difeomorfismo, logo estd bem definida a projecao ortogonal
p: M — L. Seja H a distribuigao horizontal de p. Vamos mudar a métrica em L

e M a fim de que p se torne uma submersao riemanniana. Pela Proposicao 3.17,
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T,L

Figura 3.6: A aplicagao .

L ¢ difeomorfa a R’ logo podemos tomar a métrica flat g em L induzida por tal
difeomorfismo. Mudamos a métrica em M da seguinte maneira: mantemos a métrica
induzida nas fibras de p por g e exigimos que as fibras de p sejam ortogonais a H.
Além disso, em H tomamos a métrica induzida de L por p. Isto é, a nova métrica é

dada por

<w17 w2>q = gq(w¥7 w;/) + gp(q) (dqu)fI7 dpqwg)v

onde w; = wf +w) é a decomposi¢io de w; em H, & V. E claro que, assim, p é
submersao riemanniana.

Seja p € L e tome a fatia global S, = exp(v,L) de F. Pela Proposicao 3.10 (2),
para qualquer ¢ € S, temos S, C S, o que implica que H, C T,Lg. Concluimos,
entao, que levantamentos horizontais de curvas em L permanecem nas folhas de F.

Fixe p € L eidentifique L e T),L (uma vez que L = R*). A distribuicao horizontal

H de p induz uma conexao #H em vL dada por

H= {d(exp(Lp,w))_l (Hexpé’w>)}'

Considere a aplicagdo ® : T,L x v,L — M que associa (v,w) ao ponto final
7»(1) do levantamento horizontal do segmento 7, : [0,1] 3 t — tv € T,M por p
comecando em exp(w) € S, (v. Figura 3.6). O ponto 7,(1) pode ser escrito como

exp™ (P} (w)), onde P! :v,L = v, L é o transporte paralelo sobre -y, com relacao
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A conexiio H em vL. A familia de difeomorfismos {P! } varia suavemente com v e
t. Portanto ® é suave.

Podemos expressar a inversa de ® como segue. Seja x € M qualquer e v o vetor
em T, L identificado com p(z). Existe um tnico w € v,L tal que exp™(w) é o ponto
final do levantamento horizontal do segmento v, : [0,1] 3 ¢t — (1 —t)v € T,M por
p. Segue que ®(v,w) = z e que a inversa ®~ também ¢ suave.

Em v, L temos a folheacao isoparamétrica F, e em T, L a folheagao trivial {7, L}.

Por construgao, ® leva folhas de {T},L} x F, difeomorficamente em folhas de F. [
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