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RESUMO

No presente trabalho, a autora realizard uma introdugio & Gravitagio Quéntica de Lagos (LQG) através
da quantizacdo da Relatividade Geral (RG) discretizada em um 2-complexo em abordagem canonica
(introduzindo operadores satisfazendo a &lgebra de Poisson cldssica) e covariante (via amplitudes de
transicdo dadas por integrais de trajetdria) resultando no formalismo de Redes de Spin e Espuma de Spin
respectivamente, mostrando a discritude dos espectros de drea de volume e utilizando estes resultados
para derivar a entropia de Bekenstein-Hawking e analisar cosmologia do Big Bang.

Palavras-chave: gravitacdo quantica; gravitagdo; mecanica quantica; altas energias; relatividade; relati-
vidade geral; teorias de calibre; teorias de Yang-Mills; geometria diferencial; geometria quéntica; teoria
de fibrados; teoria de campos.



ABSTRACT

In the present work, the author will introduce Loop Quantum Gravity (LQG) through the quantization
of General Relativity (GR) discretized on a 2-complex via the canonical (introducing operators satisfying
the classical Poisson algebra) and covariant (via transition amplitudes given by path integrals) approaches
resulting on the Spin Netowork and Spin Foam formalisms respectively, showing the discreteness of the
spectra of area and volume and using those results to derive the Bekenstein-Hawking entropy and analyse
Big Bang cosmology.

Keywords: quantum gravity; gravity; quantum mechanincs; high energy; relativity; general relativity;
gauge theories; Yang-Mills theories; differential geometry; quantum geometry; fibre bundle theory; field
theory.
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PREFACIO

Neste trabalho, serdo adotadas as seguintes convengdes de notagao: indices gregos como p,v =
t,x,y, z irao denotar diregoes em espago-tempo 4-dimensional curvo; indices latinos maitsculos do meio
do alfabeto como I, J =0, 1,2, 3 irdo denotar diregdes em espago-tempo plano 4-dimensional (equivalente-
mente, indices referentes & dlgebra s((2,C) = spin(3,1)); indices latinos mindsculos do comeco do alfabeto
como a,b = x,y, z irdo denotar dire¢des em espago curvo 3-dimensional; indices latinos mintsculos do meio
do alfabeto como 4,5 = 1,2,3 irdo denotar dire¢des em espago plano 3-dimensional (equivalentemente,
indices referentes a algebra su(2) = spin(3)). Adicionalmente, serd adotada a conven¢do de denotar por
0/0¢ a derivada funcional em rela¢io ao campo ¢ de um funcional como a ac¢do S, enquanto o operador
de Euler-Lagrange do campo ¢ aplicado a uma fungdo como a densidade Lagrangeana .Z serd denotado

por 0 / 09, esquematicamente

08 0L 0% 0L

05 _ L 0L _ 4
56~ 0~ 06 ramue) ° /d””‘g’

onde a derivada parcial em relacdo a um campo 9. /9¢ é formalmente a derivada funcional integrada

em uma das variaveis,

%(m) = /d?’x' 6$($)
¢ (')

O texto principal deste trabalho assume um nivel de conhecimento equivalente ao da autora ao
iniciar este, porém caso alguém que venha a ler este trabalho nao possua a bagagem teérica necesséria para
acompanhar o mesmo, serao feitas breves introdugoes aos temas relevantes nos apéndices para familiarizar

os leitores aos formalismos aqui presentes.



1 INTRODUCAO

A Gravitacdo Quantica de Lagos (abreviado LQG do inglés "Loop Quantum Gravity") é o principal
modelo atualmente quando se trata de abordagens nao-perturbativas de quantizacdo da Relatividade
Geral (RG) de Albert Einstein (Rovelli; Vidotto, 2015; Bodendorfer, 2016). Seu pontapé inicial se deu
em 1986 quando Abhay Ashtekar (Ashtekar, 1986) introduziu suas "varidveis de Ashtekar" através de
uma transformacao candnica da RG no contexto Hamiltoniano. O termo "de Lacos" no nome da teoria é
uma heranga histérica do desenvolvimento desta, em que o espaco de Hilbert foi descrito inicialmente em
termos dos lagos de Wilson (Bodendorfer, 2016; Rodolfo Gambini, 2011), e depois fora generalizado para
grafos com elos abertos terminando em nédulos (Rovelli; Vidotto, 2015). A teoria prevé que observaveis
como area e volume possuem espectros discretos, portanto o espago em si é discreto sendo feito de "atomos
de geometria" (Rovelli; Vidotto, 2015; Vaid; Bilson-Thompson, 2014) e seu espaco de Hilbert possui um
produto interno discreto, assim violando uma hipétese do Teorema de Stone-Von Neumann, permitindo
que o modelo possa realizar previsoes diferentes de outras tentativas mais usuais de quantizacdo da RG
(Rodolfo Gambini, 2011). Por fim, é possivel utilizar o formalismo resultante para derivar a entropia de
Bekenstein-Hawking, fazer analises de cosmologia do Big Bang e calcular espalhamentos de gravitons
(Rovelli; Vidotto, 2015; Rodolfo Gambini, 2011; Bodendorfer, 2016).

Este trabalho estd estruturado da seguinte maneira: no capitulo 2 sera feita uma revisao da RG
classica, sua dificuldade de trabalhar com férmions e a solugdo deste problema através da formulagao de
conexao-vierbein de Weyl-Cartan e a decomposigao 3 + 1 do formalismo ADM.

Em 3, sera feito o desenvolvimento do modelo, através da introdugdo das varidveis de Ashtekar
e da quantizagdo realizada num espago-tempo discretizado, inspirado nas técnicas de Cromodinamica
Quéntica (CDQ) na Rede, mostrando a discritude dos espectros de drea e volume e as amplitudes de
transicao finitas do modelo.

A seguir em 4 o modelo desevolvido anteriormente serd usado para realizar anélises de interesse
fisico que perduram o debate quando se trata de "gravitagdo quéntica", em particular na dedugao da
entropia de Bekenstein-Hawking e na andlise da cosmologia do Big Bang.

O capitulo 5 serd destinado para tratar de ressalvas, como o fato de o grafo I' ndo precisar ser a
borda de uma triangulagdo dual OA*, grafos com nédulos de valéncia diferente de 4 e a distingéo entre o
limite continuo e o limite classico.

Por fim, 6 é o capitulo de conclusdo do trabalho, onde serdo discutidos os principais resultados

do modelo, sua relevancia e possiveis dire¢oes de pesquisa futuras na area.



2 FORMULAGCAO DE TETRADAS-PALATINI E ANALISE CANONICA DA RG

2.1 FORMULACAO DE EINSTEIN DA RG

Nossa melhor teoria de gravitagdo atualmente é a Relatividade Geral (RG) de Albert Einstein, em
que o campo gravitacional é reinterpretado como a geometria do préprio espago-tempo, visto como uma
variedade pseudo-Riemanniana (Rovelli; Vidotto, 2015). O potencial gravitacional é dado pela métrica
do espago-tempo g, (), cuja dindmica é encapsulada numa equagao de estado, conhecida como equagdo
de Finstein

8rG

1
R/‘“/ - iRg#y + Agl“’ = CTT'U'V’ 21].

onde R = ¢g"”R,,, é o escalar de Ricci, R, = R, [g] é o tensor de Ricci obtido da contracdo do tensor de
Riemann Ry, = R®,,, com R 5, = 95T'%, — 9,055 +T4;T%, —TosT% 5, A é a constante cosmoldgica, G ¢é
a constante gravitacional de Newton, c ¢ a velocidade da luz no vicuo e T, é o tensor de energia-momento
da matéria. Esta equacao pode ser obtida através do principio variacional da acdo de Einstein-Hilbert

acoplada & matéria (com constante cosmolégica), similar ao discutido no apéndice A
1
Slg] = oy /d4x\/—g(R —2A) + /d4w\/—g$m, 2.1.2
K

em que g = det(g,.), K = 871G/ ct e %, é a densidade Lagrangeana da matéria em analise, assumida como
minimamente acoplada (no sentido discutido em B) ao campo gravitacional. O tensor energia-momento

surge da variagdo do segundo termo em relagdo a métrica,

1 0
T = =7 [V=9%m). 2.1.3
Esta é a formulacdo de segunda ordem da RG, em que os simbolos de Christoffel sdo tratados
como fungdes da métrica I'y, = T'q, [g]- E possivel também analisar essa acio como formalismo de primeira

ordem, em que a conexao afim e a métrica sdo vistas como varidveis independentes,

1
Spulg, T = %/d“w\/—gR[F], 2.1.4

no que variagdo em relagdo a conexao afim resulta no vinculo que nos permite expressar esta em termos

da métrica,

5S
5F€H =0 2.15
pv
!
« 1 af
I, =59 (Ou9sy + 0v 98 — 089u0) 2.1.6

2
assim retornando ao formalismo de segunda ordem. Isto é andlogo a tratar ¢ e ¢ como varidveis indepen-
dentes na anélise de uma particula em Mecénica Lagrangeana, em que a equagdo de Euler-Lagrange para
¢ vincula este a ¢, ¢ = dg/dt. A vantagem de realizar essa mudanca de paradigma é que agora a agdo é
mais simples nas varidveis separadas, ao custo da introdugao de mais um campo a teoria.

A formulagdo métrica-afim de Einstein para a RG, embora elegante e poderosa em suas previsoes,
possui um problema: ndo hd mecanismos para acoplar férmions (campo de Dirac) ao campo gravitacional
descrito em termos de métrica, pois esta é construida para lidar com vetores e tensores de ordem inteira,
sendo assim incompativel com campos (bi)espinoriais, os quais sdo importantissimos para a descri¢do

microscépica de particulas como elétrons.
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2.2 TETRADAS E FERMIONS

Como dito anteriormente, o formalismo métrica-afim da RG nao permite acoplamento do campo
de Dirac ao campo gravitacional. O campo de Dirac é um campo bi-espinorial que obedece a equagao de

Dirac (em unidades naturais i = c = 1)
(iv"0,, — m)ih = 0, 2.2.1

onde y* sdo as matrizes gamma de Dirac que compde uma representagdo da dlgebra de Clifford C4(1,3)
através de sua relagdo de anti-comutagao (v#,v") = 2n*" e ¢ é o bi-espinor de Dirac, composto por um

espinor de Weyl de quiralidade de mao direita e um de quiralidade de mao esquerda,

w=|%%| 4 ec2 2.2.2
oL
Aqui podemos ver dois problemas para acoplar a métrica ao campo de Dirac: o primeiro sendo que a
conexdo afim I'fj, requer indices de espago-tempo para atuar, os quais estdo ausentes no bi-espinor; o
segundo sendo que as matrizes gamma formam uma representacdo da algebra de Clifford do espago-tempo
plano de Minkowski.
Ambos problemas sao solucionados ao trabalhar com a RG no formalismo tetradas-conexao de

Weyl-Cartan: da mesma maneira que o espinor v é a “raiz quadrada” de um quadrivetor, nés introduzimos

as tetradas (ou vierbein) eﬁ(x), que sdo como a “raiz quadrada” da métrica, mais especificamente
el (@)e) (@)nrs = guv(x) 2.2.3a
eu(@)ey (x)g" (x) = '’ 2.2.3b
e suas inversas
ef (x)e, (z) = 0} 2.2.4a
el (x)er,(x) = 65 2.2.4b
satisfazendo
ef (x)elj(x)n'” = g (x) 2.2.5a
et (2)el () gy (x) =11y 2.2.5b

No contexto da teoria de Fibrados abordada em B.2, as tetradas nos dao uma trivializacao do
fibrado (co)tangente de uma dada carta U C M do espago-tempo M?! (um isomorfismo de fibrados

vetoriais)

e: R xU > TU 2.2.6
R x {p} = T,U

e R U S THU 227
R x {p} = T;U,

pois estes atuam como um mapa entre o espaco-tempo de Minkowski e o espago tangente do espaco-
tempo, mapeando a base candnica do primeiro a base de coordenadas do segundo. De maneira pratica, esta
trivializagdo do fibrado (co)tangente nos dd um jeito de descrever a ac¢do do campo gravitacional atuando

em campos vetoriais/tensoriais: dada uma métrica g,,, pelo fato desta ser simétrica é relativamente

1 Se a topologia de M for trivial, i.e M puder ser coberto por apenas uma carta, entdo essa trivializacio serd global,

e: Rt x M — TM.
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I
w

campo em espaco plano (por exemplo campo eletromagnético Fyy), podemos usar as tetradas para achar

simples achar um vierbein e, satisfazendo 2.2.3a, e entdao se soubermos as componentes de um dado
. A . . _I.J
as componentes deste campo sob influéncia da gravidade, F},, = e e, Fry.
Pela eq 2.2.3a, vemos que os vierbein possuem uma simetria de Lorentz local interna (nos indices
de espago plano)

ei(m) — e;f(x) = A{,(x)ei(x), A €S0(1,3) 2.2.8

pois A1, A7, m1; = np g e os vierbein sdo campos dependendo da posicdo, logo as transformagdes de
Lorentz internas também dependem. Esta simetria local implica na existéncia de uma conexao w[LJ , que
define uma derivada covariante (como discutido em B, este termo é mais geral que apenas a derivada
covariante da RG)

DV =9,V +wl V7. 2.2.9

Compatibilidade desta derivada covariante com a métrica de Minkowski interna implica nesta conexao

ser anti-simétrica em seus indices internos, tornando-a numa conexdo do grupo de Lorentz SL(2,C),

D' =0 2.2.10a
W™ +wign™ =0 2.2.10b
wﬁ‘] + w,{l =0 2.2.10c

wh’ = —wll. 2.2.10d

Por fim, condicao de metricidade dessa derivada é equivalente ao requerimento que a derivada covariante
do vierbein seja nula,
I I I _J a I
Dye, = 0ye, +w, e, —I'7,e0 =0, 2211

de onde podemos extrair a conexdo afim em termos da conexao spin wlILJ e das tetradas efL

a . _« I a, I _J
I, =efove, +efw, se;, 2.2.12
isto é, enxergando as tetradas como um referencial inercial local, uma rotagao infinitesimal seguida de
uma translacao infinitesimal de dito referencial, uma transformagado afim como o nome sugere.

Agora, o bi-espinor é visto como um espinor na representagio spin-1/2 do grupo local de Lorentz,

entdo sua derivada covariante é dada por
1
D,ﬂb = a;ﬂﬁ + QW,ILJ'YIJwy 2.2.13

em que y7y = £[vr,7.] sdo os geradores do grupo de Lorentz SL(2,C) = Spin(1,3). Com isso, podemos

enfim escrever a equacio de Dirac em espago curvo

(iv' e D, —m)y =0, 2.2.14
onde el
291 .

=: A" sdo matrizes gamma que agora geram a algebra de Clifford do espago curvo, (7#,7") =

As tetradas e conexao spin definem uma geometria de Cartan, que é mais geral que geometria

Riemanniana por incluir torsdo: a 2-forma de torsdo é dada por
1
Tzde+§[wAe] = De, 2.2.15

onde e = e{bdm“w ew= wl{‘]dx”'y”. Esta é a primeira equag¢io de Cartan. A 2-forma de curvatura, ou

tensor de forca de campo, é dado pela derivada covariante exterior da conexao

1
F:dw+§[w/\w] = Duw. 2.2.16
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Esta é a sequnda equagio de Cartan. Dada uma tetrada e, a condigdo de torsdo nula 7 = 0 nos permite

resolver para a conexao spin em termos das tetradas,

1 1 1
wh! = eV e = iel’jﬁ[ﬂei} — ie'Jua[Mei] — 5611/6‘”38[1,6?]6[(”, 2.2.17

onde V, denota a derivada covariante da métrica, esquematicamente V = D — w, assim reduzindo o
formalismo de Cartan para o de Riemann (com uma simetria de calibre adicional nos vierbein).
Quando a torsdao é nula, as componentes do tensor de Riemann sao relacionadas com as da
curvatura da conexao spin através do pullback dos indices de espago plano para espaco tangente dado
pelo vierbein,
R, = F =efeFL], se T = De =0, 2.2.18

permitindo assim expressar a acao de Einstein-Hilbert em termos das tetradas

1
SEH[g] = ﬁ d4x\/—gR=

1
= Ton d*z|det e|e‘je?Flf;,] = Spule]. 2.2.19

Por sua vez, esta pode ser expressa mais sucintamente em notacio de formas diferenciais e = ely; =

I
eﬂdx“'y]

1
Senle] %/d4a:|dete|ef;e§F;l{ =

1
=— /sign(det eYel Nel NxFpy =
K
1
=1 /sign(det e)Tr(eneAF), 2.2.20
K

onde o traco é tomado nas matrizes gamma e * denota o dual de Hodge nos indices internos de espaco
plano I,J. A menos do sinal do determinante do vierbein, essa acdo remete a acdo BF de teorias de

campos topologicos comentadas em B.3.1

1
Spr = Z/TI"(B N F), 2.2.21
q

onde ¢ é a constante de acoplamento do campo de calibre. Essa semelhanca serd explorada em mais

detalhes mais a frente.

2.2.1 Questao do Sinal do Determinante

Na construgdo acima nés tratamos de uma agdo equivalente a de Einstein-Hilbert no formalismo
de tetradas, porém acabamos com um médulo do determinante do vierbein e consequentemente um fator
de sinal do determinante na a¢do. Uma pergunta natural a se fazer é se esse sinal é de fato importante e

se nao poderiamos lidar com a agao
S:i/d‘lxdetee”e”FU:i/Tr(e/\e/\F) 2.2.22
2K T T g o

mais explicitamente em forma BF. Essas formulagbes acabam por nao serem equivalentes, pois na dada
em 2.2.22, a acdo troca de sinal ante uma reversao temporal. Isso ndo gera nenhum efeito na matéria que
acopla a métrica, porém como discutimos anteriormente, o campo de Dirac acopla as tetradas, portanto
sua dindmica é sensivel ao sinal sign(det e), visto que a fase de férmions evolui ao contririo em regices
onde o sinal do determinante muda. Dado que experimentos de interferéncia sdo capazes de detectar

mudangas relativas de fase, a principio esse sinal é observavel. A agao de particulas nao-relativisticas muda
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de sinal ante reversdao temporal, em contra-partida a acao de Einstein-Hilbert em formulacao métrica-afim
nio muda, entdo neste sentido a formulagio de tetradas-conexdo parece mais natural /fundamental.
Tudo isso tem pouco efeito na teoria classica, porém ¢é vital na teoria quantica: quando se constrdi

a integral de trajetéria do campo gravitacional, havera diferenca se a integral for feita sobre métrica

Wig] ~ / Dlgle?= 9] 2.2.23
ou sobre vierbein
Wle] ~ /D[e}eiSEH[GJ, 2.2.24
visto que a integracao sobre tetradas inclui configuracoes onde o sinal é negativo, contribuindo com termos
da forma
¢ imH 2.2.25
além dos termos convencionais da forma
etiSem, 2.2.26

Nesse sentido, a contribuicao de termos de expoente negativo sdo analogos aos caminhos de propagacao
para frente e para tras da particula relativistica, e pode-se até dizer que a regiao de sinal negativo é uma
espécie de “anti-espago-tempo”: uma regido onde tem-se uma contribuicdo de agdo negativa, como se
revertido temporalmente. Portanto, trataremos da acao dada na eq 2.2.22, onde descartamos o sinal na

integracao.

2.2.2 Formulgoes de Primeira e Segunda Ordem

Assim como na formulagdo de Einstein, podemos tratar a formulagdo de Weyl-Cartan em primeira

ordem, ao enxergar a conexao spin w como independente do campo referencial e
1
Sle,w] = . Tr(e A e A Flw]). 2.2.27
K

Esta é uma acdo polinomial em e e w, chamada ac¢ao de tetradas-Palatini. Para gravitagiao pura (teoria
de vacuo), ambas formulacoes sdo equivalentes, pois variacdo da agao 2.2.27 em relagdo a conexao spin

leva a condicao de torsao nula

08
3 xeffefeé
I I
Dyely =Tl =0 2.2.29

entdo reduzindo para a formulagdo de segunda ordem com w = w[e]. No entanto, quando consideramos

essa acao acoplada a agao de Dirac
1
S'le,w, ] = E/Tr(e/\e/\F[wD+SD[e,w,w], 2.2.30

as duas formulacOes se tornam inequivalentes, em particular por qué agora variagdo com respeito a conexao

spin gera um acoplamento spin-torsao

59’
SOKL 0 2.2.31
(6%
1 xefefei
1
T+ 5 (eh el — el Thiekc) = oy, 2.2.32
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onde O’{W é o tensor de spin do campo de Dirac dado pela variagdo da acdo de Dirac em relagdo a conexao

spin,

1 0Sp
I _ K LI
Tur = Joretr O ook 2.2.33

Essa diferenca entre as duas formulagoes pode ser expressa como um termo de interagdo de quatro
férmions, pois a conexao de spin que soluciona 2.2.32 possui termos que dependem do férmion v, o qual

se re-acopla com os mesmos através da derivada covariante D,,. Esquematicamente,

Sle,y] = Sle,w, ¥ + /WW, 2.2.34

portanto mesmo as formulagoes de primeira e segunda ordem sendo inequivalentes quando acopladas ao
campo de Dirac, sempre pode-se somar ou subtrair um termo de interacdo de quatro férmions, tornando-as

equivalentes.

2.3 ACAO DE HOLST

A agdo 2.2.27 é uma bela expressao polinomial nas variaveis e e w, remetente a agdo BF de teorias
de campos topoldgicos. Além disso, ela admite formulacdo geométrica através de notacao de formas
diferenciais. Porém, ela nao é a Uinica agdo que possui essas caracteristicas. Outra agdo que também possui
essas mesmas caracteristicas é

1
SZE/Tr(e/\e/\*F) 2.3.1

com o dual de Hodge na curvatura F' dentro do traco, entao nds a adicionamos a acao de Einstein-Hilbert

com uma constante de acoplamento ~, denominada parametro de Barbero-Immirzi

SH—l</Tr(e/\e/\F)—|—1/Tr(e/\e/\*F)>. 2.3.2
4Kk ol

Esta é a acdo de Holst. A adicao deste termo néo afeta as equacoes classicas de movimento pois se trata
de uma transformacao candnica: variacdo em relagdo a conexao spin novamente nos da a condicao de

torsdo nula, e com isso o novo termo se anula
1 1 4 vo
— [ Tr(eNeAxF)=— [ d*zR,0,e""" =0 2.3.3
4dkry Ky

pelas simetrias do tensor de Riemann, em particular, sua parte completamente anti-simétrica é nula pois
R0, € simétrico em v, p enquanto e"0p & anti-simétrico nos mesmos. No caso particular de v = i, esta
acdo é auto-dual nos indices de espago plano I, J, isto é, xSy = iSy. A agdo de Holst 2.3.2 pode ser

reescrita mais compactamente

SHzl(/Tr(e/\e/\F)+}y/Tr(e/\e/\*F)) =

1
—/ (e/\e/\F—l—le/\e/\*F):
4 Y
7i/ r(e/\e/\<1+1*>F>—
4 Y
i/ A +l*( Ne)|AF 2.3.4
1 eNe 5 eNe , 3.

onde agora a acdo na forma BF revela B = (1 4+ %*)e Ae. Esta é a agdo com a qual se trabalha em LQG,

pois é a mais genérica polinomial e possuindo todas as simetrias relevantes, reduzindo a RG classicamente.

A transformagio candnica que leva a esta acéo é a que fixa a conexdo a ser

1
A =3 (w[;’ %5UKLWKL) , 2.3.5
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que no caso de v = ¢ se torna a parte auto-dual da conexao spin, (*A)f;’ = iAfLJ . Esta é a versao covariante
do que vird a ser definido como conexdo de Ashtekar (Lei Lu, 2024).
Como dito anteriormente, o termo de Holst ndo possui efeito na teoria classica, porém ele é
substancial para a teoria quintica: o termo B é o momento canénico conjugado & conexao A,
19
"~ k9(0A)

1 1
- gB - EBiidx“ Adz¥ v, 2.3.6

(BAF) =

em particular, se a andlise for restrita a fronteira de ¢t = 0 de uma regido compacta do espago-tempo onde
a restricdo de e A e some nesta fronteira, temos que
1
II=—=x(eAe). 2.3.7
Ky
Esta expressao define a versdo covariante do que vira a ser chamado campo elétrico de Ashtekar (Lei Lu,
2024).

2.3.1 Vinculo de Simplicidade Linear

Considere uma fronteira tipo espaco ¥ C M. As tetradas s@o um mapa que levam os espagos
tangente de M ao espaco de Minkowski R3*!, em particular, mapeiam o espaco tangente num ponto o € ¥
a um sub-espaco vetorial espacial de R3*1. O subgrupo de SO(3,1) que mantém esse espago invariante
é o grupo de rotagoes SO(3), quebrando a simetria local SL(2,C) em uma simetria local SU(2) nessa
fronteira. Isto é, a fronteira ¥ nos permite escolher um referencial de Lorentz preferido.

Em coordenadas, podemos visualizar isso ao escrever o vetor normal aos vetores tangentes a

fronteira X,
1 7 Ozt Ox¥ Oxf
Ny~ E1JKLE,E, €Y 9ol 902 903’

onde 0% séo as coordenadas de um ponto o € ¥ e z#(0) sdo o mergulho de ¥ em M, ou seja ny é o

2.3.8

pullback de trés indices do simbolo de Levi-Civita em espago plano ao espago curvo e depois a fronteira.
O motivo para considerarmos o vetor normal em espaco plano é devido ao fato de que iremos usé-lo para
separar os indices internos da 2-forma de momento 2.3.6. Podemos usar ny para fixar o calibre do grupo
SL(2,C) ao SU(2) que o preserva, ou seja, podemos orientar o referencial de Lorentz local de maneira que
Y. seja uma hiper-superficie de tempo fixo, i.e ny = (1,0,0,0).

A restricdo da 2-forma de momento B!/ = BLILbJ do® A do? a fronteira ¥ pode ser decomposta em
uma parte elétrica KI = n ;B! e magnética LT = n;(*B)!’, da mesma maneira que o tensor de Faraday
F,,,, do eletromagnetismo pode ser decomposto uma vez que um referencial de Lorentz é escolhido, porém
aqui a decomposicdo é nos indices internos do grupo SL(2,C) ao invés de nos indices de espago-tempo.
Pela natureza anti-simétrica de BY’, vemos que K e L nio possuem componentes normais & ¥, i.e
nrK!' =0=n;L! (pois nyK! = nynyB" = (nyn; —nyn;)B' = 0 e analogamente para L!), e portanto
possuem apenas 3 componentes independentes, podendo ser escritos como vetores 3-dimensionais no
espaco normal & ny, denotados como K e L. No calibre onde n 7 = (1,0,0,0) eles se tornam simplesmente

K" = B" 2.3.9a

L= %eijkBJ”f. 2.3.9b

Estas sdo relacoes andlogas em forma as que relacionam os campos elétrico e magnético ao tensor de
Faraday.

Um resultado simples porém importante para a teoria quintica é que (note que na fronteira ¥,

nrel|s = 0 pela definicio de ny)

K'=ny (*(e/\e))” + i(e/\e)”) =ny(x(e Ae))t! 2.3.10a
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I_TL e GIJ l*e (:’IJ zln x(e e”
L_J((A)+7((/\))> 7J((/\)) 2.3.10b

y
K =~L. 2.3.11

Este é o wvinculo de simplicidade linear, em palavras as partes elétricas e magnéticas da 2-forma de
momento B!Y sdo proporcionais uma a outra, com a constante de proporcionalidade sendo o pardmetro
de Barbero-Immirzi . Esta relagdo é uma das equagbes mais importantes de LQG, como exploraremos

na sec¢ao 3.3.

2.4 ANALISE HAMILTONIANA DA RG

Agora iremos dar um passo atras e retornar a acao de Einstein-Hilbert convencional, pois histo-
ricamente a andlise candnica da RG feita por Dirac e posteriormente por Arnowitt, Deser e Misner e a
consequente introducao das varidveis de Ashtekar comecou por dita acdo, onde a transformacao canodnica

que leva & acdo de Holst foi feita por Ashtekar no contexto candnico.

2.4.1 Termos de Fronteira

Considere uma regido compacta R C M, com a topologia de uma 4-bola B*. A fronteira de R
é um espaco 3-dimensional com a topologia de uma 3-esfera S3, a qual denotaremos por X. Para obter
um principio variacional e uma fun¢do de Hamilton-Jacobi bem definidos, por vezes termos de fronteira

podem ser necessarios. Na formulagdo métrica-afim, o termo de fronteira é

SEH (fronteira) = / dgo_\/zlkaanba 2.4.1
=

onde ¢up = gap ¢ a 3-métrica induzida na fronteira (o motivo para o uso da letra ¢ é pela convencao
de coordenadas generalizadas serem denotadas por essa letra, e como veremos adiante na secao 2.4.2, o
espago de fase da RG é parametrizado por essa 3-métrica), ¢ é seu determinante, o sdo as coordenadas
de um ponto ¢ € ¥ e k% é a curvatura extrinsica de ¥, cuja forma serd definida adiante. Para o caso de
gravidade pura sem constante cosmologica, visto que o escalar de Ricci é nulo nas solugoes da equagao
de Einstein (G, = 0, tomando o trago temos g"* G, = —R = 0), a acdo para o interior de R some, logo

a funcao de Hamilton-Jacobi serd dada apenas pelo termo de fronteira

Seulq = / d*0\/qk" [q]qab- 2.4.2
>

Esse funcional é bem nio-trivial de se calcular, pois a curvatura extrinsica k%[q] é determinada pela solucao
do interior de R selecionado pela geometria intrinsica de ¥, logo k% é nao-local. Saber a dependéncia

geral de k?[q] em termos de g, é equivalente a saber a solugdo geral da equacio de Einstein.

2.4.2 Variaveis ADM: Decomposicao 3+ 1

A anilise Hamiltoniana da RG foi feita inicialmente por Dirac com o intuito de quantizar a teoria.
A tarefa foi dificil por dois motivos: o primeiro era por se tratar de uma teoria com vinculos, o que levou
Dirac a formular sua teoria de sistemas Hamiltonianos vinculados; a segunda dificuldade foi a intricancia
horrenda da algebra advinda da analise canonica da teoria usando as varidveis métricas convencionais.
Esta segunda dificuldade foi aliviada por Arnowitt, Deser e Misner com a introducdo de suas varidveis

ADM: a partir da métrica g, definimos 3 campos

Gab = Yab, 2.4.3a
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Na = gao, 2.4.3b
N = +/—g%, 2.4.3¢c

onde N, é chamado vetor deslocamento e N de funcdo de lapso. Note que na tltima expressao 2.4.3c, N é
definido pela componente (0, 0) da métrica inversa g" e ndo da covariante g, . Esta mudanca de varidveis
é conveniente pois, como veremos a seguir, quando a acao de Einstein-Hilbert é escrita em termos destas
variaveis, descobre-se que a Lagrangeana nao depende das derivadas N e N,, simplificando a andlise
candnica pois agora o espaco de fase é parametrizado apenas pela 3-métrica qqp.

Outra caracteristica positiva destas varidveis é sua interpretacdo geométrica clara: assuma que
o espago-tempo é folheado por hiper-superficies de ¢t = cte. Neste contexto, g, é claramente a métrica
induzida nessas superficies espaciais, e pode ser usada para subir e descer indices espaciais a,b = 1,2, 3.
Agora, considere o vetor normal a essas hiper-superficies n* e também considere = € 3(t). Nesse caso,
y* = z* + Nn#tdt é o mesmo ponto na superficie (¢ + dt), por isso o nome lapso, pois N mede o tempo
préprio elapsado de uma foliagdo para a proxima. Por fim, o vetor deslocamento mede, como o nome
sugere, o deslocamento entre os pontos y* e (t+dt, ¥), ou seja, a separacao entre as coordenadas espaciais
de um ponto em uma foliacdo em t + dt e o ponto equivalente seguindo o vetor normal & superficie.

A funcao de lapso pode ser definida de outras duas maneiras equivalentes:
—N?g=g 2.4.4a

goo = —N? + N,N¢, 2.4.4b

de tal forma que o elemento de linha nessas varidveis pode ser escrito como
ds® = —(N? — N,N*)dt? + 2N,dzdt + qupdaz®da’. 2.4.5
Com isso, podemos obter ¢® com indices contravariantes
1
g’ =g + WN“Nb 2.4.6

A curvatura extrinsica K, da foliacio ¥ é dada pela derivada de Lie da métrica ao longo do
vetor normal a foliagao n*,
1

Ky = 5 Lnfp- 2.4.7

Como n# é normal a foliacdo ¥, temos que n*K,, = n"K,, = 0, entdo podemos olhar apenas para a

parte espacial da curvatura extrinsica k,;, que € um objeto vivendo na superficie de t = cte,

1 1 .
kap = iﬁnqab = W(Qab - D(aNb))7 2438

onde D, é a derivada covariante da 3-métrica. Em termos destas varidveis, a acdo de Einstein-Hilbert se

torna 1
Spu[N,N,q| = P /dt/d%ﬁN(k“%ab — k* + R[q]), 2.4.9

onde k = k% = ¢®°kqp, e R[q] é 0 escalar de Ricci da 3-métrica. Mais explicitamente em termos das variaveis

principais, temos que a densidade Lagrangeana é

- 1 7(°°q"* — ¢°*q°?) (dap, — D(aNp))(Ged — D(cNyy)
ZIN,N,q] = 5~ (f i (@) (0] + /aNR[q] | . 2.4.10

Como dito anteriormente, a analise canénica agora é simplificada, pois como podemos ver nao temos as
derivadas temporais N e N,, logo os momentos candnicos conjugados a essas varidveis sao nulos e temos
que o momento conjugado da 3-métrica é

w 0L 1

1
— 8(] - — ﬂ\/ac;«abcdk_cd _ 7\/§(kab _ kqab)7 24.11

2K

™
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onde G%°? ¢ a super métrica de DeWitt (contravariante) e é dada por

Gabed = %(Qac%d + QadQbe — Qabded)- 2.4.12
Com isso, podemos reescrever a a¢do em forma Hamiltoniana
SIN, N, q,7] = / at / P (14a — NCJr,q) — NoC®[m,q]) 2.4.13
em que
C= iGabcdwa”wcd — VaR[q] 2.4.14

Va

é o vinculo escalar ou vinculo Hamiltoniano e
C* = Dyn™ 2.4.15

é chamado de vinculo vetorial ou vinculo de diffeomorfismo. Evidentemente, estes devem ser nulos pelas
equagoes de movimento de N e N,, visto que estas ndo possuem suas velocidades na acdo. A razao
dos nomes “Hamiltoniano” e “diffeomorfismo” é que estes geram evolucio temporal? e diffeomorfismos

espaciais, respectivamente, através de parenteses de Poisson

{f,H[N]} = Nf 2.4.16a
{f,H*[N,]} = L [, 2.4.16b
onde H[N] e H*[N,] sao as cargas destes vinculos dados por
H[N] = /dSzNC 2.4.17a
H“[N,] = /d?’xNaC’“. 2.4.17b

Portanto, a teoria Hamiltoniana é caracterizada pelo anulamento dos momentos do deslocamento
e lapso, dos vinculos Hamiltonianos e de diffeomorfismo e de uma Hamiltoniana que é nula quando os

vinculos sdo satisfeitos. Sucintamente,

H = H[N| + H*[N,] 2.4.18
H[N] ~ 0 2.4.19
H®[N,] ~ 0, 2.4.19b

onde ~ significa “fracamente igual a”, significando que o vinculo é igual a 0 no espago de fase restrito
(fisico), porém seu parénteses de Poisson com uma dada fungao do espago de fase pode nao ser nula, em
particular, estes devem ser vistos como geradores de simetrias de calibre por 2.4.16a e 2.4.16b, e significado
fisico s6 deve ser atribuido a fungdes que Poisson-comutam com ambos, denominadas observdveis de Dirac

) k)
pois estas seriam fungoes invariantes a transformacoes de coordenadas. H[N] e H%[N,] geram uma algebra

sob comutagdo de Poisson, a dlgebra de deformagdo de hiper-superficies ou dlgebra de Dirac,

{H[N],HM]} = H*[MJ,N — N, M] 2.4.20a
{H*[N,), HM]} = H[L 3 M] 2.4.20b
{H"[N,), H*[My]} = —H"[L 3 M,). 2.4.20c

Um ponto a se notar aqui é que esta nao é uma algebra de Lie convencional, pois temos funcgoes de
estrutura ao invés de constantes. Isso tras complicagdes ao procurar por operadores que satisfacam esta

algebra.

2 Mais especificamente, H[N] engloba a dinamica da teoria, e é o gerador de evolugdo temporal apenas na subvariedade

do espago de fase onde as equagdes de Einstein sdo satisfeitas.
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3 VARIAVEIS DE ASHTEKAR E QUANTIZAGCAO EM LACOS

Com a andlise candnica da RG, mesmo na decomposi¢do 3 +1 ADM ainda temos o problema
da agdo, Hamiltoniana e vinculos serem dados por expressoes complicadas das variaveis em questao. E
neste contexto que entram em cena as variaveis de Ashtekar, introduzidas em 1986 por Abhay Ashtekar
(Ashtekar, 1986) que percebeu que hd uma transformacgio canonica que pode ser feita na andlise Hamilto-
niana que simplifica as grandezas citadas anteriormente a expressdes polinomiais, remetentes a teoria de

Yang-Mills, e quando considera-se a formulagdo covariante coincide com a anélise feita na secao 2.3.

3.1 VARIAVEIS DE ASHTEKAR

Da mesma maneira que anteriormente tinhamos as tetradas como raiz quadrada da métrica, agora

introduzimos as trfades (ou dreibein) como rafz quadrada da 3-métrica

eieicsij = Qab 3.1.1a
efle{;q“b =44 3.1.1b
e suas inversas
elep = 6y 3.1.2a
a, i __ St
etel, = § 3.1.2b
satisfazendo o esperado
efeso = g 3.1.3a
e?e?qab = 0y;. 3.1.3b

Da mesma maneira que a introducdo do vierbein trouxe uma simetria SL(2,C) local & teoria, o uso de
triades trds uma simetria SU(2) local para nossa andlise.

A primeira de nossas novas varidveis é a triade inversa densitizada

ES = \/get, 3.1.4

?

denominado campo elétrico de Ashtekar, onde a razao para este nome sera explorada mais a frente. Pela
férmula de inversa usando os simbolos de Levi-Civita, vemos que o campo elétrico de Ashtekar pode ser

visto como uma anti-simetrizacao de dois dreibein

1 ab

j Kk
e = Tdetet “eijrele. 3.1.5
4
1 .
E = isabceijkeielg, 3.1.6

com det e = /g, portanto temos que este pode ser visto como uma 2-forma com valores na algebra su(2)
L o ek = B = T 3.1.7

onde II é o momento canonico a conexao discutido em 2.3.

A outra varidvel comeca pelo pullback da curvatura extrinsica

) 1 . .
ki = %Ezbkab = kg, 3.1.8

e estes satisfazem parénteses de Poisson canénicos com Ef

{ka(x), Ej(y)} = 266;006° (2, y). 3.1.9
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No entanto, agora nosso espago de fase possui 9+ 9 graus de liberdade em contraste aos 6+ 6 das varidveis

(qap, ™%), entdo precisamos de mais um vinculo para voltar & mesma dimensionalidade de antes. Este
z. z . ’ . ’ . 'l

vinculo vem do fato de que a curvatura extrinsica é simétrica, logo k:[a b dij = \/qk[ap) = 0, nos dando a

lei de Gauss (este nome fard mais sentido adiante)
G = ikl EF. 3.1.10

A Hamiltoniana associada a este vinculo some fracamente e gera transformagoes de calibre SO(3),

H;[\] :/d?’xGi)\i ~ 0, 3.1.11
Hi[N), kY =¢et MEF 3.1.12a
{ J » Va ik a

{H;[N], Ef} = &,;* N E}. 3.1.12b

Vamos verificar que isso de fato gera a mesma dindmica que o formalismo ADM:

o7 (y)

{4ab[E(z), 7[E, K](y)} = / d*z'd%y ;;?E ,){ (), Ky )} ()

= 60,05 0°(2,y), 3.1.13

portanto vemos que de fato se trata da mesma dindmica, pois o paréntese de Poisson canonico é preservado,
se tratando de uma transformacao candnica do sistema.

Embora tenhamos introduzido uma simetria SO(3) interna na nossa andlise, nenhuma de nossas
varidveis canonicas se transforma como conexao, ambas se comportando como vetores (co)tangentes com
valores na dlgebra s0(3). Porém, isso pode ser corrigido ao perceber que a restri¢io 3-dimensional da

conexdo spin w}[e] = 1¢f jkwgk [e] ndo 86 j4 é uma conexdo s0(3) como também satisfaz
{wa(@), B (y)} =0 3.1.14a

(Wi (@), k] (1)} = 266% (2, ) Vae'™ € eparyy, 3.1.14b

portanto a combinagio linear desta com a curvatura extrinsica k¢ resultard numa conexao su(2) (pois a
soma de uma conexdo com um covetor resulta em uma conexdo, ver apéndices) canonicamente conjugada

ao campo elétrico de Ashtekar E{', denominada conexdo de Ashtekar
Al = Wl + kL. 3.1.15

Ao comparar com a conexdo de Ashtekar obtida da a¢io de Holst na secio 2.3, vemos que k! = w%. Com

essa mudanca, nossos parenteses de Poisson se tornam

{E{(x), E}(y)} =0 3.1.16a
{AL(2), B2(y)} = 267850,8° (2, ) 3.1.16b
{Ai(w)vAi(y)} =0 3.1.16¢
{H;[N]), AL} = DX’ 3.1.16d
{H;[N],E!} =¢,;*NE}. 3.1.16e

Um detalhe a se atentar é que 3.1.16¢ nio é trivial, pois A% é formado por quantidades que nio comutam

e s6 é garantido pela antisimetria de 3.1.14b.
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Em termos destas varidveis, nossos vinculos se tornam

EeR? g o
C:#(EU Ff— 241 1]&)%0 3.1.17a
det(q) wFay — (v ) [a™b]
C,=FyE'~0 3.1.17b
Gi = D,E{} =~ 0, 3.1.17c

onde Fk = 8[aA’g] + skl-jAZAi ¢ a curvatura da conexdo de Ashtekar (campo magnético). Note que em
3.1.17a o segundo termo se anula para v = ¢, que é a mesma condi¢ao para obter a conexao auto-dual
em 2.3. Por esta razdo, durante muito tempo trabalhou-se com v = i em LQG, porém esta escolha foi
abandonada por dois motivos: o primeiro é que a conexao complexa resulta em RG complexificada, no
entanto RG se trata de uma teoria de variaveis reais; o segundo motivo é que v = ¢ tras sérios problemas
de realidade dos operadores apés quantizagao (em particular, o pardmetro v aparece nos espectros de
operadores como o operador de drea, entdo um valor complexo para este tornaria o operador de area
em algo ndo-observavel), entdo trabalharemos com v € R. Quando escrito em termos das varidveis de
Ashtekar, podemos enxergar o motivo dos nomes "campo elétrico" e "lei de Gauss": a triade densitizada
E% ¢ a varidvel canonicamente conjugada a conexao A assim como o campo elétrico no eletromagnetismo
de Maxwell e a lei de Gauss D, Ef = 0 é a mesma tipica de teorias de Yang-Mills.

O campo elétrico de Ashtekar possui uma interpretagdo geométrica clara: este é um elemento de
area. Para ver isso, utilizamos a férmula para area de uma superficie S em termos da métrica induzida

hgr, com s, =1,2:

A(S) :/Sd%\/det(h) =

:/de\/det(q)q%:
S

= [ d®z\/E3E® =
e

= [ &z Efn,Etbny, =
Joaay

:/ \/dS,dS, ErEib, 3.1.18
S

onde foram escolhidas coordenadas tais que 3 = 0 <> (n,) = (0,0, 1). Se a superficie S for suficientemente
pequena, podemos usar a expressao do campo elétrico de Ashtekar como 2-forma para definir um elemento
da 4lgebra su(2) representando um vetor normal & superficie cuja norma dé a drea da superficie, o fluzo
de triade

) 1 . )
EY(S) = §€ij/sej A ek 3.1.19

H& uma importante ressalva a ser feita: o momento Il definido em 2.3.7 é conjugado a conexao
e logo é o gerador canénico de transformagoes de Lorentz. Em particular, o gerador de um impulso na

direcao z por exemplo é dado por

1
K7 = TKZ, 3.1.20
K7y
o qual usando o vinculo de simplicidade linear resulta em
1 1 ,
K = 2—LZ = Zezjkef AeF, 3.1.21
K K

e como abordado em 3.1.19, L? é precisamente o elemento infinitesimal da superficie normal a coordenada
23, portanto temos que o gerador de um impulso na direcio normal & uma superficie S com &rea
infinitesimal dA = (e A e)i7; é dado por
. dA
K=—.
2K
Esta equagdo aparentemente simples engloba, como exploraremos mais adiante, toda a dindmica da RG.

3.1.22
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3.2 DISCRETIZACAO CLASSICA

No que vem a seguir, iremos apresentar a discretizagao cldssica (uma truncagem dos graus de
liberdade da teoria) da RG em um 2-complexo, inspirada em métodos de andlise de teorias Yang-Mills na
rede (como CDQ na rede) em jun¢ao com célculo de Regge, ambas as quais serdo feitas uma breve reviséo
(do célculo de Regge a seguir e de Teorias Yang-Mills na Rede nos apéndices), mas caso quem venha a ler
este trabalho queira uma discussdo mais aprofundada dos assuntos, recomenda-se consultar a bibliografia
principal (Rovelli; Vidotto, 2015) e as referéncias ali citadas. Esta truncagem é necessiria pela natureza
nao-renormalizavel da RG, a qual dificulta analises perturbativas nos regimes de interesse, portanto da
mesma maneira que em CDQ é feita a andlise da teoria numa rede para fins de calcular massas de hadrons,
serd feita uma discretizacdo do espago-tempo para realizar uma andlise ndo-perturbativa da RG vista

como uma teoria de calibre.

3.2.1 Calculo de Regge

O céalculo de Regge é uma técnica para discretizacao de variedades que se baseia em triangular
uma variedade d-dimensional através de um conjunto de d-simplices, as quais possuem (d + 1) vértices e
d(d + 1)/2 segmentos de reta ligando os vértices, cujos comprimentos L, completamente caracterizam a
geometria - isto é, a métrica - da simplexe em questao. Mais especificamente, um espago de Regge ¢
um par (M, L) formado por uma variedade trianguldvel d-dimensional M e um conjunto de segmentos
L caracterizando os tridngulos da triangulacao. No seguinte assumiremos que a triangulacao é orientada.

Uma caracteristica de triangulacoes é que, dada uma triangulacao de uma d-variedade, a curvatura
se concentrard nas (d — 2)-simplices da triangulagio, por exemplo: em d = 2, curvatura se concentra nos
vértices, pois dngulos ao redor de vértices podem somar menos que 27; em d = 3, pode-se colar tetraedros
ao redor de um segmento comum, de maneira que a soma dos angulos dihedrais possa ser menor que
2m; em d = 4, a curvatura se concentra em tridngulos, ou seja, num bivetor ou 2-forma. Os tetraedros
(d — 2)-dimensionais onde a curvatura se manifesta sio chamadas de dobradigas.

Como a métrica de uma tinica simplexe pode ser unicamente determinada pelos comprimentos dos
segmentos que a formam, temos que a métrica de um espago resultante da colagem de multiplas simplices
é determinada pelos comprimentos de todos os segmentos de suas simplices. Com isso, podemos ver entao
que uma variedade Rimanniana (M, g) pode ser aproximada de maneira arbitrariamente precisa por uma
variedade de Regge, ou seja, dada uma variedade Riemanniana (M, g) e um pardmetro arbitrrio e > 0,
sempre podemos achar uma variedade de Regge (M, L;) tal que para z,y € M, |dg(x,y) — dr(z,y)| <,
onde d4 denota a distancia calculada pela métrica Riemanniana e dy, a distancia calculada pelos segmentos
da triangulagao.

Para termos uma boa aproximacao da RG em termos de calculo de Regge, precisamos de uma
nogao de curvatura neste modelo. Como dito anteriormente, a curvatura se concentra nas dobradicas,
baseado na soma dos dngulos dihedrais dos tridngulos colados em torno da dobradica: ou seja, denotando
por h (do inglés "hinge") a dobradica rodeada por simplices t, temos que a curvatura de Regge ou
déficit angular na dobradica h é

On(Ls) =2 =Y 0:(Ly). 3.2.1
t

Como exemplo, tome d = 2: neste caso, a dobradica serd um ponto P e 6y serd o angulo da ponta que sai

de P, que pode ser calculada apartir dos lados do tridngulo como (supondo que o lado oposto a 6; é c)

2 _ 42 _p2
0:(a,b, c) = % 3.2.2

A relagdo entre a curvatura de Regge e a curvatura Riemanniana é dada pela interpretacdo geométrica do

déficit angular: este mede a mudanca na orientagao de um vetor apds realizar um transporte paralelo ao
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longo de uma curva em torno da dobradica h, isto é, o angulo que o vetor apds o transporte faria consigo
mesmo antes de realiza-lo.

Apartir disso, a agdo de Regge é dada em forma angulo-agdo como

SulLs) =Y An(Ls)on(Ls), 3.2.3
h

onde a soma é sobre as dobradigas da variedade e A, denota o (d — 2)-volume (comprimento em d = 3,
area em d = 4) da dobradiga em questdao. A caracteristica importante desta acao é que ela converge a
agao de Einstein-Hilbert Sgp[g] quando a variedade de Regge (M, L) converge & variedade Riemanniana

(M, g) (Cuzinatto; Melo; Souza, 2019), ou seja, o cdlculo de Regge é uma boa discretizacao da RG.

3.2.2 Discretizacdo da RG em um 2-complexo

A discretizagdo de Regge abordada acima possui dois problemas para a teoria quantica: o primeiro
é que ela é baseada em varidveis métricas, as quais ndo sdo adequadas pela existéncia de férmions, indicando
a necessidade de se trabalhar com vielbeins e conexao spin no nivel fundamental. A segunda razao é pelo
fato de que os segmentos da triangulacao de Regge obedecem a desigualdade triangular, portanto o espago
de configuracao serd o espago de comprimentos de segmentos sujeitos a ditas inequalidades, um espaco
de alta complexidade com borda, tornando a busca por uma teoria quantica muito mais dificil.

Utilizando a formulacdo de tetradas-conexdo, podemos construir uma alternativa muito mais
semelhante a discretizacao de teorias Yang-Mills na rede, e a0 mesmo tempo mantendo o carater geral-
covariante da discretizagao de Regge em que nenhum pardmetro da agao precisa ser ajustado no limite
continuo, apenas o nimero de passos da discretizacao. Esta discretizacao serd dada em termos de um
2-complexo que é um meio termo entre a rede de Teorias de Yang-Mills na Rede e uma triangulacdo de
Regge, como definiremos a seguir, e serd usada extensivamente daqui em diante.

A construcdo comeca com uma triangulacdo A do espaco-tempo M em termos de 4-simplices’
(tetraedros 4-dimensionais), e entdo construimos a triangul¢do dual A* da seguinte forma: no centro
geométrico de cada um destes colocamos um wvértice v, entdo conectamos dois vértices adjacentes por
uma linha e dual ao tetraedro fronteirico destas, estas por sua vez fecham uma face f dual a um tridngulo
da triangulacdo original, que por sua vez formam poliedros duais aos segmentos de A, os quais por fim
formam as fronteiras de 4-simplices duais aos pontos da triangulacdo original A. A orientacdo de A*
é herdada da orientacdo de A. O 2-complexo A* é definido como o conjunto destes vértices, linhas e
faces da triangulacao dual, junto com suas relacoes de fronteira. O que define o 2-complexo é a estrutura

combinatéria das relagoes de fronteira entre estes elementos.

3.2.2.1 Discretizagcdo da Fronteira

Considere uma regido compacta R C M do espago-tempo. A discretizagdo do interior desta regido
induz uma discretizacao da sua fronteira OR, a qual discutiremos pois a teoria quantica serd baseada em
amplitudes de transigdo entre estados definidos na fronteira de uma dada regido (apenas se considera
a "geometria inicial" e a "geometria final" da fronteira tipo-espago), andlogo a como no estudo de uma
particula considera-se apenas a amplitude de transicdo do ponto inicial ao ponto final, e ndo a trajetéria
inteira.

A fronteira IR é discretizada pelos tetraedros de fronteira da triangulacdo A, separados pelos
triangulos de fronteira de A. Os pontos duais aos tetraedros de A sdo denominados nédulos ou vértices

de fronteira e denotados por n, enquanto as linhas ligando os nédulos sdo chamados de elos ou linhas

1 Visto que o espago-tempo é Lorentziano, teremos arestas da triangulagdo com comprimentos nulos e até mesmo imagina-

rios.
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de fronteira, denotadas por £. Juntos, os nédulos e os elos formam o grafo I' da fronteira. O grafo é

simultaneamente a borda de um 2-complexo e também o dual da borda de uma triangulagao,
I =0(A%) = (0A)*. 3.24

Na verdade, o que é de fato importante é apenas o grafo, que é um conjunto de vértices ligados
por elos orientados imerso na fronteira de uma regiao do espaco-tempo, mas com as restricoes que veremos
mais a frente, é possivel sempre associar o grafo & fronteira de uma triangulacio I' = (9A)*2. A notacio

para cada elemento desta construcao estd sumarizada nas tabelas abaixo.

Triangulacdo do interior A | 2-complexo A*
4-sfmplice (v) vértice (v)
tetraedro (1) linha (e)
tridngulo (¢) face (f)
segmento (s)

ponto (p)

Tabela 1 — notagao e denominacao de elementos da discretizacao do interior de R

Triangulacdo da borda 0A ‘ Grafo da borda I’
tetraedro (1) nédulo/vértice de borda (n)
tridngulo (t) elo/linha de borda (¢)

Tabela 2 — notacao e denominacgao de elementos da discretizacdo da borda OR

3.2.2.2 Discretizagcdo das Varidveis

A discretizagdo das varidveis é feita da mesma maneira que a discutida nos apéndices B.3.2: a

cada linha e do 2-complexo associamos a holonomia da conexdo de Ashtekar calculada ao longo de e,

enquanto as faces f associamos a integral do bivetor de momento B sobre a superficie do tridngulo ¢ = f*
dual a f € A*,

A= Uy, = Pele?  SL(2,C) 3.2.5a

e— By = / B € sl(2,C). 3.2.5b

Na realidade, a definicdo 3.2.5b é um tanto imprecisa: a definicdo acima é dada em um calibre onde a
conexao A é constante ao longo do poligono f* (ao custo de possivelmente ser distribucional na fronteira

Of*). A definicio mais geral seria o fluxo de B arrastado por um escalar com valores na algebra n!’,

1
B¢[n] = 5/ dz? A dx”BiinU, 3.2.6

porém como veremos mais a frente, fixar a conexao para ser constante nos poligonos f* e distribucional
em suas fronteiras sera algo que acontecera naturalmente, pois depois de quantizada a teoria prevé que o
espaco-tempo é de fato discreto, entao varidveis continuas se tornarao distribucionais, portanto seguiremos
com a definicdo dada em 3.2.5b.

No calibre descrito acima, U, se transforma por transformagoes de Lorentz nos vértices como em
B.3.2. Esta truncagem se torna uma boa aproximacado da teoria continua quando a curvatura é pequena
na escala da triangulacdo e os segmentos se tornam retas.

Em suma, as varidveis da teoria discretizada sao:

o um elemento do grupo Ue € SL(2,C) para cada linha e do 2-complexo;

o um elemento da algebra B € s[(2,C) para cada face f do 2-complexo.

2 E importante ressaltar que "triangulacio’ nio diz respeito apenas 3 simplices, uma tringulacdo pode ser formada

por outras formas geométricas, podendo inclusive utilizar multiplas formas simultaneamente, e.g tesselar o plano com
triangulos e quadrados ao mesmo tempo.
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3.2.2.8 Acdo Discretizada

Para construir a acdo, primeiro precisamos de uma noc¢ao de curvatura para nosso modelo. A
ideia é simples: dada uma face f do 2-complexo delimitada por linhas ey, es, ..., e,, podemos associar um

elemento do grupo a essa face "dando a volta" ao redor do perimetro,
Ur = Ue,Ue, .. Ue,, 3.2.7

e definimos a curvatura por este elemento: se Uy # 1, entdo ha curvatura na face f. Intuitivamente, dado
um vetor V € R3t!, podemos enxergar isso como o transporte paralelo de V ao redor do perimetro Of:
ao percorrer a linha e;, V sera rotacionado por Us,, entdo ao fechar o perimetro, a rotacdo total serd
dada por Us, e assim como em geometria Riemanniana, se o vetor muda orientagdo apés ser transportado
paralelamente em uma curva fechada, ha curvatura na regiao delimitada pela curva.

Com isso, a acdo discretizada no 2-complexo é dada por

1
=-3"Tr . 2.
S Hzf: (Bgly) 3.2.8

Note que essa agao de fato se assemelha & acdo de Holst: no limite continuo, a soma sobre faces se torna

uma integral e temos o bivetor de momento B vezes a curvatura.

3.2.2.4 Varidveis de Fronteira

Como dito anteriormente, a teoria quantica considera apenas a transicao entre estados na fronteira
de uma regiao IR (as geometrias iniciais e finais de uma superficie de ¢t = cte), entdo vamos analisar as
varidveis discretizadas na borda. Escolhemos uma fronteira tipo espaco no calibre temporal ¢® = dt e
e! = el da?, de maneira que a simetria de Lorentz se reduz a simetria de rotagdes do referencial inercial
local da fronteira. Com isso, nossos elementos de grupo se tornam U, € SU(2) associados aos elos de
fronteira, enquanto os elementos de algebra que sdo associados a tridngulos ¢ da triangulacdo original
também acabam associados a elos da borda, que sdo os elos que fazem parte do contorno de uma face
f = t* do 2-complexo que encosta na fronteira, ¢ C Of.

Os bivetores de algebra By possuem interpretagdo geométrica clara: estes sdo elementos de plano
coplanares aos triangulos de fronteira duais aos elos £ C 0f, e como fixamos o calibre temporal, podemos
definir um vetor normal a este plano cuja norma é sua drea (lembre que no calibre temporal a restrigao

do primeiro termo do bivetor de momento se anulava):

i1 ij
Lézigjk/*BJ:

1 . A
= —sljk/ el A e, 3.2.9

- 1
(Lol = ~A), 3.2.10

portanto temos que a area dos poligonos duais aos elos da fronteira é proporcional ao fluxo de triade sobre
a superficie dual a este elo, com a constante de proporcionalidade sendo o pardmetro de Barbero-Immirzi

~. Desta forma, na borda temos um par de varidveis
(L¢,Up) € su(2) x SU(2) 3.2.11

para cada elo £ € T'. Como su(2) ~ T15U(2) ~ T{SU(2), podemos escrever su(2) x SU(2) ~ T*SU(2),
portanto o espaco de fase classico da fronteira é dado por T*SU(2)¥, com L sendo o niimero de elos da
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fronteira, o qual é precisamente o mesmo espaco de fase da teoria de Yang-Mills na rede discutida no
apéndice B.3.2.
A menos de constante determinada pela agdo, os parenteses de Poisson serdao entdo os mesmos

discutidos nos apéndices:

{Up, Uy} =0 3.2.12a
{Up, L}y } = k60U 3.2.12b
{ L6 L } = wowe¥, LE, 3.2.12

sem soma em /.

3.3 QUANTIZACAO DA RG DISCRETIZADA

A estratégia de quantizacdo do modelo é andlogo & quantizacdo de uma particula: para esta,
sabe-se os estados inicial |¢(¢;)) e final |g(¢y)), e nos é de interesse a amplitude de transi¢do de um estado

ao outro
q(ty)

Wiy = (altp)la(t:)) ~ / . e, 3.3.1
q(ti

em que S[q] é a funcdo de Hamilton-Jacobi da particula entre os tempos t; e t7. A ideia do nosso modelo
é completamente analoga: dada uma regiao compacta do espago-tempo, teremos um espaco de Hilbert de
fronteira dessa regido (pense nas bordas tipo-espaco como "estado (geometria) inicial e final" da parte
espacial desta regido) e queremos calcular a amplitude de transicdo de uma geometria inicial a uma final,
ou seja,

Wiey = e @ lew) wa) N/D[G]D[W]G%SEH[E’“L 3.3.2

onde agora as medidas sdo denotadas com D maidsculo para enfatizar a invaridncia de calibre.

Nos comegamos construindo o espaco de Hilbert da fronteira: antes de fixar o calibre, temos como
varidveis um elemento de grupo U; € SL(2,C) e um (bi)vetor de algebra B, € s[(2,C) para cada elo ¢ € I.
A maneira mais "0bvia" de quantizar este modelo aparenta ser entdo estabelecer o espago de Hilbert
como H = L[SL(2,C)L], com o elemento de grupo sendo um operador multiplicativo Z]gW) =Ulp) e o
bivetor de dlgebra B, sendo o campo (bi)vetorial invariante & esquerda, ou seja, o operador de Casimir

de SL(2,C),
A d J
B w(Uy) = —ihek~—| (Ui, .oet Uy, . UL, 3.3.3

com J!7 sendo os geradores do grupo de Lorentz SL(2,C). No entanto, precisamos também manter em
mente o vinculo de simplicidade linear K= WI_;. Para tal, precisamos introduzir o mapa Y., que ¢ um
jeito de incluir o espago de Hilbert H; de SU(2) no espago de Hilbert VP* de SL(2,C).

3.3.1 Mapa Y,

Baseado na teoria de representagoes unitdrias de SL(2,C) encontrada no apéndice C, queremos
selecionar as representacoes que no limite classico obedecem o vinculo de simplicidade linear K = ~L,

isto é, os operadores de Casimir devem satisfazer

K2 —L[*=(*-1)[L? 3.3.4a
K.-L=~L? 3.3.4b

Em termos de ntimeros quanticos, temos

PPk 1= -1 +1) 3.3.5a
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pk =i +1). 3.3.5b
No limite assintético de spins largos j > 1, j + 1 = j, logo o sistema de equagdes acima se torna
PPk +1=(y*-1);° 3.3.6a
pk =752, 3.3.6b
o qual possui como solugao
p ="k 3.3.7a
k=j. 3.3.7b

Note que a escolha de k = j anula o coeficiente a;) em C.0.8a, fazendo com que os geradores de empurrdes
também preservem a representacao de SU(2). Esta é a condigdo para que o vinculo de simplicidade linear
seja satisfeito no limite cldssico de spins largos, porém héd também a possibilidade de escolher p = v(j +1)
com k = j, de maneira que o coeficiente 3;) seja 1 e consequentemente os geradores K, Ky e K_ tenham
apenas um sinal de diferenca em relagdo aos L’s nos autovalores, e esta escolha também resolve o vinculo
fracamente de maneira exata para quaisquer spins, sendo assim possivelmente uma melhor escolha para
o mapa Y,. Nao hé consenso ainda sobre qual escolha de p usar, porém o mais comum (e usado pela

referéncia principal) é o dado em 3.3.7a. Os estados que satisfazem as relagoes 3.3.7a-3.3.7b sdo da forma
P, k5 3, m) = |4, 35 ,m). 3.3.8

Ha4 de se notar que estes estados estdo em correspondéncia de um-para-um com os estados das represen-

tacoes de SU(2), ent@o nds introduzimos o mapa Y, como
Y, M1y — VD)
[dsm) = V7, Js 4, m), 3.3.9
e todos os estados no contra-dominio deste satisfazem fracamente o vinculo de simplicidade linear
(Y| K — yL|Y,¢) =0 3.3.10

no limite assintético de 7 — oo. Espera-se portanto que os estados de gravitagdo quantica sejam construidos
apenas pelos estados |7, j; 7, m).
Este mapa cria uma correspondéncia um-para-um entre os estados de SU(2) e os de SL(2,C), e

pode ser extendido para os respectivos espagos de fungdes sobre os grupos
Y, : LQ[SU(2)] — F[SL(Q C)]
= > CimnD§)(h =3 ijnD]j,{jn( ), 3.3.11

Jm,n jym,n
em que D%% sdo os elementos das matrizes Wigner da representacio de spin j de SU(2) (e DEF sao
elementos de matriz Wigner de SL(2,C)), as quais formam uma base ortogonal sob a medida de Haar
(Teorema de Peter-Weyl)
/ QU(DY) @) DY) W) = L5975y Sr 3.3.12
SU(2) d;
onde d; = 2j + 1 é a dimensdo da representacao.

O espago induzido por este mapa possui um produto escalar bem definido: este é dado pela medida
de Haar de SU(2) 3.3.12. O fato do produto escalar ser SU(2)-invariante e apenas SL(2, C)-covariante
reflete o fato deste produto escalar estar associado a uma fronteira, a qual fixa um referencial de Lorentz.

O fato do espaco de Hilbert fisico do modelo fisico 4d ser formado por fungoes de onda de SU(2)
nao é nenhuma surpresa: isso é completamente consistente com a andlise realizada em 2.4.2 onde vimos que
o espaco de fase da RG é completamente parametrizado pela 3-métrica ¢,p, a qual pode ser reescrita em
termos de triades com simetria interna local de rotagoes SO(3), culminando no par canénico de Ashtekar

(AL, E;?)7 o qual forma o exato mesmo espago de fase cinemético de uma teoria de Yang-Mills SU(2).
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3.3.2 Operador de Area

Como visto anteriormente em 3.2.10, a restrigio de borda do bivetor de algebra L} é proporcional

a 1/~ vezes o fluxo do campo elétrico de Ashtekar, portanto ao considerar todas as constantes temos o
operador

E[ = hcn’yﬁg 3.3.13

associado a cada elo ¢ do grafo de fronteira como vetor normal a um tridngulo (poligono) da fronteira,

normalizado tal que a area deste triangulo seja
Ag- = herry|Ly| = 8mylb| L. 3.3.14

Disso podemos tirar entao o espectro do operador de drea flj de uma superficie perfurada por apenas um
elo ¢ do grafo I" como sendo (este é proporcional ao Casimir de SU(2), o qual é um espago compacto com

espectro conhecido: o espetro do operador de momento angular)

Aj, [y = 8713/ Ge(je + 1)) 3315

Para superficies furadas por N elos com spins j,, temos
Aj[v) = 87913 Y \/dn(in + D). 3.3.16

Com isso, podemos entdao definir a escala fundamental da LQG como sendo proporcional a escala de
Planck
12 = 8myl%, 3.3.17

onde vemos uma dependéncia explicita no pardmetro de Barbero-Immirzi v, o tinico parametro livre em
LQG pura, determinado pela agdo de Holst da RG.

3.3.3 Redes de Spin

3.3.3.1 Fizagdo de Calibre

Nosso espaco de Hilbert ainda nao estd propriamente definido. A teoria deve ser invariante ante
transformagoes de calibre SU(2), e nés ainda néo levamos essa simetria em consideragdo. Fixar o calibre
é importante pois por exemplo em eletrodinamica, deixar de considerar a simetria de calibre nos levaria
a definir 3 possiveis polarizagdes para o féton, invés de 2 como observado. Os estados fisicos (invariantes

de calibre) devem satisfazzer, para cada elo ¢,
V(Up) = V(A5 UL, Ay € SU(2). 3.3.18
Uma forma mais frutifera de realizar esta andlise é olhar para a versdo infinitesimal de 3.3.18
Ciﬂb =0, 3.3.19

onde C}, é o gerador da transformacido de calibre no nédulo n = sy,

Cnap(Uy) = Y(Ay,Uy) 3.3.20a
én = Eel + f’fz + E@S + E&u 3.3.20b

em que ¢; sdo os elos entrando/saindo do nédulo n. O vinculo 3.3.19 é chamado de vinculo de fechamento
(em inglés closure constraint), vinculo de calibre ou vinculo de Gauss. A razao desta andlise ser mais

vantajosa é que, ao olharmos a versao classica deste vinculo,

—

Co=L¢ + Ly + Lo, + Ly, =0, 3.3.21
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onde ao vermos os geradores Eei como vetores normais aos triangulos ¢ da triangulacdo da fronteira JA,
temos que 3.3.21 é a constatacdo de que o tetraedro formado pelos tridngulos normais aos elos ¢1, ¢o, {3
e {4 é fechado, por isso o nome 'fechamento".

Por SU(2) ser um espago compacto, o subespago de Hr onde o vinculo 3.3.19 se verifica é um

subespago proprio, denotado Kr, ou seja,
Kr := Ly [SU(2)"/SU@2)Y] ., 3.3.22

onde L é o nimero de elos do grafo I' e NV o nimero de nédulos deste.

Os operadores de area Ly sdo invariantes de calibre (as componentes dos campos vetoriais invari-
antes & esquerda IA@ se transformam como vetores em espago de grupo), portanto estes sdo bem definidos
no espago de Hilbert fisico K. Além disso, é demonstravel que juntamente do operador de volume Vo que
serd introduzido mais a frente, (Az, Vn) formam um conjunto comutante maximal para a RG pura, logo
podemos achar a base que diagonaliza ambos e esta serd uma base que descreve completamente nosso
espaco de Hilbert fisico. Esta base é a rede de spin, denotada como |T, jg, v, ), onde T' denota o grafo de
fronteira, j; os spins (consequentemente as dreas) associados a cada elo ¢ do grafo e v, os volumes das
regides englobando os nédulos n do grafo.

Geometricamente, a rede de spin é um grafo I' (um conjunto de elos orientados se encontrando
em nédulos) com spins jp € %N associados a cada elo £ € T'. A descri¢do algébrica da rede de spin serd

dada na seguinte secao.

3.3.3.2 Base de Rede de Spin

No seguinte mostraremos, de maneira um tanto abstrata, que de fato os spins j, juntamente com
outra familia de nimeros quéanticos sao suficientes para rotular uma base de Kr. O Teorema de Peter-Weyl
enuncia que os elementos das matrizes de Wigner D/ (U) formam uma base ortogonal com respeito a

medida de Haar de SU(2), mais especificamente,

. 1 1 ..

/ QU(DS U)) Dip WU) = 5 Sy 3.3.23
J

Dito de outra forma, o espago de Hilbert H = Lo [SU(2)] pode ser decomposto como soma direta de

representacdes de dimensdo finita, rotulados por spins j. A dimensdo de cada sub-espaco é (2j + 1)2, ou

seja, a quantidade de elementos na matriz de Wigner D7 (). Estas por sua vez sdo vistas como mapas

D7 My — H,; 3.3.24a
!
DI e H; @ H;, 3.3.24b

permitindo-nos reenunciar o Teorema de Peter-Weyl na forma

Ly [SU2)] = EP(H; @ H;). 3.3.25

J

No nosso caso, temos L cépias disso no espago de Hilbert Hr = Lo [SU(Z)L], nos dando
2 [SUR)"] = QED(H; @ Hy) = D Q(H;, © Hy,). 3.3.26
L g Jje L

Cada espago de Hilbert H;, de cada elo ¢ pertencem, naturalmente, a uma das duas pontas s, e ¢, de

dito elo, cada um transformando de acordo com a transformagcao de calibre de sua respectiva ponta. Dito
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isso, reescrevemos entao 3.3.26 agrupando os espagos de Hilbert entrando/saindo do mesmo nédulo, os

quais transformam sob a mesma transformagao de calibre, resultando em
Ly [SUQ)Y] = P Q(H,,, @ M, @ Hy,y @ H,,,), 3.3.27
Je n

em que jy, sdo os spins dos elos que entram/saem do nédulo n. Nés fazemos este reagrupamento pois o que
estamos buscando é na verdade o espago de fungdes invariantes de calibre nos nédulos, L2[SU(2)L/SU(2)V],

portanto obtemos

Ly [SU@)"/SUR)Y] = @D QR Invsue) (M, @ Hjo, ® Hip, @ H,,), 3.3.28

je m

com Invgy(o)(Hj,, @ Hj,, ® Hj,, ® Hj,, ) denotando a parte SU(2)-invariante do quadruplo produto

tensorial H;, ® H;,, ® H;, @ H,;,, . Tensores invariantes linearmente independentes neste espago podem

Z'thzmsﬂm — <'71 ]2 > gmn < js J4> s 3329
mi; mo m n.om3 My

onde os objetos entre parénteses grandes sdo os simbolos 35 de Wigner, abordados brevemente nos

ser construidos como

apéndices, e g, € uma contracao destes simbolos dada por

. 0 a

Imn = V/ 27+1 <] J ) = (71)j m5m,—na 3.3.30
m n 0

onde 6§, _, possui simples interpretagdo como conservacdo do momento angular na diregdo de medicéo,

enquanto a fase é advinda de tensoramentos do objeto anti-simétrico invariante eAZ. O valor de k em

3.3.29 deve satisfazer desigualdades triangulares com ambos pares de spins (j1,j2) e (J3,Jj4) a0 mesmo

tempo, ou seja,

max[|j1 — Jjal, |73 — Ja|] > k < minfji + jo, jz + ja. 3.3.31
Temos entao o espaco
]lejzjsj4 = InVSU(Q) (Hjl ® sz ® Hjs & Hj4) 3.3.32
cuja dimensao é dada por
dim(/Cj, j,j57,) = min(jy + j2, j3 + ja) — max(|j1 — jol, [73 — jal) + 1, 3.3.33

que é um reflexo da liberdade geométrica residual de cada tetraedro quando as areas de suas faces sao
bem definidas.

Com isso, podemos escrever os estados invariantes de calibre do nosso espago de Hilbert na base
de configuragio (grupo) como

D)= Choratbjon, Ue), 3.3.34

Jeskn

onde a base de estados invariantes é dada por

wﬂk (Ug) m1m27rL3m4 ZZLNL 3mp_2mrp— 1mLD(31) (ul) gL) (UL) 3.3.35

ming mrpnr

Ou seja, nossos estados de rede de spin sao especificados por dois niimeros quanticos: um spin j, associado
aos elos ¢ e um nimero quantico dito "entrelagado” (em inglés "intertwined") k, associado aos nédulos n,

e podemos escrever isto de maneira mais abstrata como

Cioka Ue) = Uelje, kn ®Zk ®D(”)(Uz), 3.3.36
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ou seja, a contragdo do tensoramento de IV invariantes de calibre nos nédulos com o tensoramento de L
matrizes de Wigner. Estes sdo os estados de rede de spin descritos em termos dos niimeros quanticos ky,
na representacdo de grupo.

Classicamente, a liberdade geométrica residual em 3.3.33 é descrita pelo espaco de fase de um
tetraedro, em particular o espago de possiveis formatos de um tetraedro cujas areas das faces estao fixas, o
qual é um espago 2-dimensional, podendo ser coordenado por exemplo por dngulos dihedrais opostos. Uma
maneira equivalente de enxergar este espago é como o espago de de quadruplas de vetores satisfazendo a
relagdo de fechamento 3.3.21, com normas definidas, a menos de rotagdes globais. Um observavel notével
neste espago é o volume (orientado) do tetraedro, o qual pode ser escrito como

V(r)= ? eijnB} B} EF 3.3.37
onde Ez sao os fluxos de triade 3.1.19 nas faces do tetraedro (apenas 3 fluxos sdo necessirios visto que o

quarto é especificado pelos outros 3 no vinculo de fechamento 3.3.21). O operador de volume

N 2 . . -~
U = g\/eijkEélEngZ 3.3.38

envolve a raiz de um operador, porém assim como nos apéndices D, podemos calcular seu espectro ao
considerar seu quadrado Vf, pois este é auto-adjunto e diagonalizavel, logo podemos calcular seu espectro
e usar o Teorema Espectral para extrair a raiz deste3. Com isso, podemos escrever a rede de spin em
termos de observaveis de drea A, e volume V, e seus respectivos nimeros quinticos (jgz, vy, ), € temos entéo

um estado de rede de spin (agora explicitaremos o grafo)

) = > CrjpwalTs e vn), 3.3.39
.je,vn
com produto interno entre dois estados de rede de spin dado pela medida de Ashtekar-Lewandowski
(Rodolfo Gambini, 2011; Bodendorfer, 2016)

<F/7jl’7 Un’ |F7j€a 'Un> = 5F’,F ‘/SU(Q)L dLu(d}jw’Un/ (Z/{Z))*wj[’vn (Z/{@)? 3.3.40

onde a § é 1 se IV ~ T, ou seja, quando os grafos forem diffeomérficos, e 0 se IV£T", ou seja, quando os
grafos ndo forem diffeomérficos. Esta medida parece arbitraria, mas Ashtekar e Lewandowski mostraram
que nao s6 ela é consistente, como é a nica medida possivel para este modelo (Ashtekar; Lewandowski,
1997). Essa 0 também revela a natureza discreta do espago-tempo: ela nos diz que pequenas deformagoes
do grafo irdo manter o produto interno igual ou alterd-lo bruscamente, e como as variaveis no grafo sao
dadas por holonomias ao longo das linhas deste, temos entdo que ao calcular a integral da conexao pela
linha ~y e pela linha deformada -y + 0+, o resultado ou é o mesmo ou varia abruptamente, revelando que a
conexao nao é uma fun¢ao continua do espago-tempo mas na verdade possui carater distribucional.

O fato de nosso produto interno envolver explicitamente uma ¢ de Kronecker é importantissimo
para a teoria: isto faz o produto interno ser discreto, violando uma das hip6teses do Teorema de Stone-Von
Neumann, o qual garante que diferentes representacées de uma teoria quintica devem ser unitariamente
equivalentes, em outras palavras, diferentes quantizagoes de um sistema devem ter resultados fisicos
equivalentes, porém este teorema assume um produto interno continuo. Como o produto interno no
espaco de redes de spin € discreto, este teorema nao se aplica, entdao LQG pode produzir resultados fisicos
diferentes de outras tentativas de quantizagdo da RG. Isto é ao mesmo tempo um ponto a favor e um
ponto contra LQG: por um lado, isto permite que LQG possa fazer previsdes em desacordo com outras

abordagens de gravitagdo quantica; por outro lado, como apontado por Helling e Policastro (Helling;

3 N3o s6 seu espectro, mas é possivel calcular explicitamente seus elementos de matriz na base descrita pelos invariantes

i utilizando teoria de momento angular.
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Policastro, 2004), o esquema de quantizacio em lagos aplicado a um sistema familiar como o oscilador
harménico néo resulta na fisica conhecida, embora Thiemann tenha rebatido este argumento (Thiemann,
T., 2007) mostrando que a quantizagio em lagos pode aproximar arbitrariamente bem os resultados usuais

do oscilador harmonico, porém nunca reproduz exatamente a quantizacao usual.

3.8.3.3  Atomos de Geometria

Os estados de rede de spin |T', jg, vy) discutidos acima possuem uma interpretagdo fisica imediata
por diagonalizarem os operadores de area Ay e volume V,,: estes sio estados quanticos do campo gravita-
cional, e formam um espago granular/discreto, no entanto é bom fazer algumas ressalvas quanto a esta
interpretacao intuitiva.

« E importante distinguir a estrutura granular fisica prevista pela quantizacio da truncagem
classica dos graus de liberdade advinda de trabalharmos num grafo. A segunda é uma trunca-
gem cldssica dos graus de liberdade da teoria, andlogo a expandir um campo confinado (em
uma caixa, por exemplo) em modos vibracionais discretos e truncar a soluc¢ao considerando
apenas uma quantidade finitas de modos de vibragdo. Nao ha nada quantico nesta truncagem,
por exemplo no nosso modelo classico, as dreas das faces da triangulagdo podem ser arbitrari-
amente pequenas, logo a geometria discretizada pode descrever uma geometria continua com
precisdao arbitraria. Em contrapartida, a estrutura granular da rede de spin é uma discritude
quantica devido ao espectro discreto de area e volume. Isto é andlogo ao fato da energia de
um oscilador harmoénico (como os modos individuais de um campo) ser discretizada, ou seja,

observaveis fisicos vém em pacotes discretos.

e Os estados de rede de spin ndo especificam completamente a geometria da fronteira: a geometria
de um tetraedro é especificada por 6 ntimeros (os comprimentos de suas arestas, por exemplo),
no entanto os autovalores de area e volume especificam apenas 5 ntimeros (as dreas das
4 faces e o volume). Isso é andlogo a situagdo do momento angular em Mecénica Quéntica
ordinaria, onde para especificar completamente o momento angular L sio necessarios 3 nimeros
(Lg, Ly, L), porém s6 é possivel diagonalizar simultaneamente L% e L., fazendo com que o
momento angular nao possa ser conhecido com precisao total. No nosso modelo ocorre o mesmo,
a geometria 3d da fronteira nunca pode ser conhecida perfeitamente, resultando portanto em
um "borrao" quantico perto da escala de Planck. Como consequéncia, a imagem pictérica de
"tetraedros" e "tridngulos" faz sentido apenas em um limite cldssico, ndo na escala quantica do
campo gravitacional, e pensar em tetraedros quanticos é como pensar no elétron como uma
esfera rigida rodando, ou seja, é uma analogia classica que descreve apenas um dos estados
que constituem a base de autoestados descrevendo um estado fisico, e estes descrevem uma

geometria Riemanniana no limite de nimeros quanticos grandes jg, v, > 1.

e O quanta de espago descrito pela rede de spin |T', jg, v,) ndo é um quanta que se move no
espaco. Nao, estes estados sdo o espagco em si. Isso contrasta com outras teorias de calibre
como a Eletrodindmica Quéntica por exemplo, onde um estado pode ser caracterizado por
exemplo pelos momentos dos {6tons |p1, ..., pp), que sdo transformadas de Fourier de varidveis
de posicdo, que sdao dadas em relagdo a um espago de fundo onde os fétons existem e se movem.
Em LQG, os ntmeros quanticos nao incluem relagdo & posicao em relagdo a um espaco de
fundo: aqui, estes descrevem propriedades do préprio espaco como area e volume, e o grafo
I’ encoda a relagdo de adjacéncia entre estes, portanto os quanta de espaco (ou atomos de
geometria) estao localizados em relagdo uns aos outros, com essa relagio dada pela natureza
combinatdrica do grafo I'. Isto é o andlogo quéntico em LQG da invaridncia de fundo (em inglés

"background independence") da RG, onde o campo gravitacional néo existe no espago-tempo:
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a gravidade é o préprio espago-tempo.

3.3.4 Introduzindo Dindmica: Amplitudes de Transicao

As amplitudes de transicao sao, assim como para uma particula, fungdes dos estados de fronteira.
Por exemplo, podemos considerar uma regiao compacta delimitada por uma fronteira espacial formada por
duas componentes disconexas, tomadas como "passado" e "futuro" da nossa geometria, porém é possivel
generalizar isso para estados de fronteira mais gerais, possivelmente conexos, e considerar amplitudes de
transicao entre quaisquer dois estados definidos nesta fronteira.

Considere uma dada triangulagdo A do espago-tempo, fixa. As amplitudes de transigdo sdo entdo
fungoes dos estados definidos na borda dual T' = (0A)*, o grafo de fronteira. Esta pode ser expressa como

-

fungdo das "coordenadas" (i) ou dos "momentos" (L). Mais explicitamente,
Wa(Ule) = Ue|Wa) 3.3.41

para varidveis de configuracéo e
WAL, je,vn) = (T, jie, va|Wa) 3.3.42

para amplitudes na base de rede de spin. O subscrito A serve apenas para ressaltar a discretizacao onde
as amplitudes sao calculadas. Note que como L possui espectro discreto, as amplitudes sao funcoes dos
nimeros quinticos (jg, vy) invés dos momentos em si (assim como em Mecénica Quantica ordindria, onde
as amplitudes sdo dadas em termos dos spins ao invés dos operadores de momento angular). Podemos
trocar entre as representacoes conforme for conveniente, visto que a base de rede de spin nos da a matriz
de mudanga de base de [U;) para [T, jg, vy).
Vamos recobrar brevemente as propriedades essenciais que as amplitudes de transicdo devem
possuir:
e Principio de superposigao: uma propriedade basica de qualquer modelo quéantico, as
amplitudes de transicao sdo dadas como combinagio linear de amplitudes fundamentais (no
contexto de Mecanica Quéntica convencional, isto seria a "soma sobre trajetérias' f d[q] de

Feymann)

W) = W (o). 3.3.43

e Localidade: uma importante contribuicao dos séculos XIX e XX de que interagoes fisicas sao
locais no espago-tempo, ou seja, um ponto s6 pode influenciar sua vizinhanga imediata, como
consequéncia as amplitudes elementares W (o) podem ser expressas como um produtério de
amplitudes em cada vértice (no caso continuo das Teorias Quénticas de Campos convencionais,
este seria um produtério sobre todos os pontos do espago-tempo, traduzido como a exponencial
de uma integral sobre todo o espaco-tempo eif a2 visto que a exponencial mapeia uma
soma em um produto)

W(o) ~ [ We- 3.3.44

e Invariancia de Lorentz local: uma teoria de calibre deve possuir amplitudes de transicao
que sdo invariantes ante transformagoes locais de seu grupo de simetria (tradicionalmente
refletido no fato da acdo ser invariante de calibre e a medida de integragdo ser uma derivada
(funcional) covariante exterior D[A] invés da medida funcional normal d[g]). Isso se traduz
nas amplitudes de vértices W, serem dados pela projegio da componente SL(2, C)-invariante

de um estado de fronteira no vértice

Wy = (Pspz,c) © Yy9v) (1), 3.3.45
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onde Psp,2,c) ¢ 0 operador que projeta a parte SL(2, C)-invariante do estado de fronteira 1,
tomado na identidade do grupo 1.
Para calcular a amplitude de transi¢do Wa (Uy) no modelo discretizado, nds recorremos as integrais
de trajetéria de Feynman. Neste formalismo, as amplitudes sdo dadas pela soma (integral) das contribuigoes

de todas as configuragoes cldssicas (im)possiveis, com um fator de fase dado pela agéo cléssica, ou seja,

Wally) =N / D[Uo] D[Bylers 2o Tr(Beth) _ s / D[Ue] D[By] ] [ enTrBette), 3.3.46
f

em que N é um fator de normalizacdo onde varias contribuicoes constantes serdo absorvidas por simplici-

2

dade. A integral sobre D[Bg] é "facil" de se calcular: esta é a generalizagdo da representacio integral do

funcional 6(z) para o grupo SL(2,C), ou seja, o andlogo de
o(x) ~ /dpeipz 3.3.47
de varidveis reais para variaveis SL(2,C), nos deixando com

Wa(Uy) :N/D[ue]Ha(uf) :N/D[ue]Ha(uefl...uefn). 3.3.48
f f

Nos reescrevemos esta expressao ao separar as variaveis U, em um elemento de grupo gy, e, associado
k2 k2 T
ao vértice fonte v¢, e a uma por¢do da linha ef, e da face f, transformando a esquerda, e um elemento

Gve, e, associado & outra porcao da linha eg, e ao vértice alvo vg,,, transformando a direita:

Walhe) =N / Dlgvel [ [ 6(gve, e, e, ve, ~-Gve, er, Ger, ve, )- 3.3.49
3
A seguir, reagrupamos estes elementos de grupo por vértices ao invés de linhas, Bye, = Geg, ve, Gveser, 0 ©
introduzindo estrategicamente
1= / Dlhye] [T 0(ger, ., ve, 9ve, 05, hive,) 3.3.50
Ve
obtemos entao
Wat) = A7 [ Dol Dlgwe) [T 00y, e, ) TT 00, v G v ) 5351

f Ve

Podemos entdo reorganizar esta integral como uma amplitude de vértice onde uma ¢ junta elementos de

grupo em cada face,

Wa(Uy) = /D[hvf] [Tore) [T Av(hv,), 3.3.52
f v

onde hg = hy, ...hy, € o elemento de grupo que dd a volta no perimetro da face f, e caso a face seja
delimitada por um elo £ da fronteira, ht = (hy,, ...hv,, )he. As amplitudes de vértice sdo dadas entdo pelas

integrais sobre D][g],

Aullag) =N [ Dlg) [T 8(0er,, v 9uren e ) 3.3.59
f

Como estamos trabalhando em um 2-complexo dual a uma triangulacéo de 4-simplices, a integral funcional

em 3.3.53 é na verdade 5 integrais no grupo, uma para cada linha e saindo do vértice v,

/D[gve] = / Dgye, N ... N Dgye,. 3.3.54
SL(2,C)°

Como as 4-simplices sdo fechadas nesta triangulagdo e cada linha e é dual a um tetraedro de fronteira

de uma 4-simplice, integrar sobre as 5 linhas é redundante pelo vinculo de fechamento, entao a integral



Capitulo 8. VARIAVEIS DE ASHTEKAR E QUANTIZACAO EM LACOS 29

acima ¢ invariante a ultima variavel integrada. Dito isso, podemos entdo descartar a tltima integral em

3.3.54 e denotamos isto colocando um apostrofe ' na medida

/D[gve]/ = / Dgye, A ... A Dgye,. 3.3.55
SL(2,C)

A remocao desta redundancia é importante pois pela natureza ndo-compacta do grupo de Lorentz SL(2, C),
esta integral extra introduziria uma divergéncia na nossa amplitude de vértice. O préximo passo é reescrever
a ¢ em 3.3.53 como soma de representagoes, lembrando que nosso espago de representagdo do grupo de

Lorentz ¢é restrito pelo mapa Y, mapeando SU(2) — SL(2,C),
Ay (hy,) N/D uvel [T D (2 + )Ty (Viuey,, ve, tve,er, Yyhve), 3.3.56
f s
com u,v € SU(2). Esta expansao da ¢ é o andlogo no grupo SL(2,C) da mais conhecida expressao
0) ~ Z ein? 3.3.57
nez
de varidveis U(1). A notagéo Tr; significa que o trago é tomado sobre as matrizes Wigner da representacio

de spin j junto com suas imagens ante o mapa Y,

Tr; (Y uY,v) = Te(Y) DY (w)Y, D ZDW w)DY), (v). 3.3.58

Jm,jn

A amplitude de vértice A, é entdo um funcional de varidveis SU(2), uma para cada face f
englobando um vértice v. Podemos realizar isso como um grafo: imagine uma 3-esfera que engloba apenas
o vértice v, entdo a intersecio desta esfera com o 2-complexo A* serd um grafo I'y, o grafo de fronteira do

vértice v. A amplitude de vértice serd entdo um funcional dos estados no espago de Hilbert deste grafo,
Hr, = Ly[SU(2)1°/SU(2)°]r, 3.3.59

e este é um grafo completo com 5 nédulos (com todos os nédulos conectados). Em suma, temos nossa

amplitude de transicdo dada em termos de amplitudes de vértice

st = [ Dl [To(he) [T Avhey) 3.3.60a
f v

Vf NZ/L(z o Uve H(ij + 1)Trjf(Y’;ruefi+1vfiuvfiefi Y,thf), 3.3.60b
£
/ Digye)' = / Dgye, A ... AN Dgye,. 3.3.60c
SL(2,C) SL(2,C)*

Como removemos a integral sobre a variavel redundante, nds prevenimos uma divergéncia na nossa
amplitude de vértice, e é demonstravel que a amplitude resultante 3.3.60a é finita (Engle; Pereira, 2009;
Kaminski, 2011).

Isso conclui nossa andlise da formulacdo covariante da LQG em um dado 2-complexo. Caracteris-
ticas notaveis do modelo incluem:

e 0 modelo é relacionado a RG no limite classico;
e ¢é UV-finito;
e com a deformagao adequada do grupo que inclui a constante cosmoldgica também é IR-finito;

o resulta em fungdes de n-pontos da RG perturbativa (gravitons), nas equagoes de Friedmann

da cosmologia e também na entropia de Bekenstein-Hawking para buracos negros.
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3.3.5 Limite Continuo (L — c0)

O modelo descrito acima é definido no espago de fase de um dado grafo I' = 9A* com amplitudes
em um 2-complexo A*. Este modelo possui um ntimero finito de graus de liberdade, e corresponde a uma
truncagem da RG cléassica, a qual possui infinitos graus de liberdade. A teoria completa é entdao obtida
pelo refinamento da discretizagdo A* e I' = JA*, porém ha uma escala minima onde o refinamento deve
cessar devido a quantizagao de area e volume vistas anteriormente.

O procedimento de truncagem dos graus de liberdade é pratica comum em Teorias Quanticas de
Campo (TQC): célculos fisicos sdo sempre feitos em redes finitas em CDQ na Rede, leia-se com niimero
finito N de ndédulos na rede, e em ordem finita de perturbagdo em Eletrodindmica Quéantica (EDQ),
ou seja para diagramas de Feymann de até N vértices. Em ambos os casos, formalmente é considerado
o limite N — oo, mas na pratica os calculos sdo realizados com N finito e "suficientemente grande',
significando que pode-se argumentar que as contribuigoes de N + 1 em diante sdo despreziveis para o
regime em consideracao.

Nosso modelo de gravitagdo quéntica ¢é realizado da mesma maneira: considera-se estados e
amplitudes de uma teoria truncada, e escolhe-se um 2-complexo A* e grafo I' = 0A* suficientemente
refinados para a precisao desejada, levando em conta que hd um limite superior para o refinamento do
grafo. Isso é relevante pois, ao analisar o regime de validade da aproximacdo introduzida por um dado
grafo I', que vem do limite em que a teoria discreta aproxima a teoria continua no regime classico, sabe-se
que o limite em que uma discretizagdo da RG é bom é quando a curvatura nas faces f é pequena, ou
na linguagem do cédlculo de Regge 3.2.1, quando os déficites angulares nas dobradicas s@o pequenos,
portanto a expansao em grafos I' é boa em torno da métrica plana. Isso pode parecer problemético, pois é
precisamente esta expansao em torno da métrica plana que gera problemas na quantizagdo convencional
de teorias de campos da RG, que é dita ndo-renormalizdvel. No nosso caso nds evitamos encontrar as
mesmas dificuldades pois no formalismo aqui desenvolvido, nés levamos em conta a discritude do espago-
tempo proximo a escala de Planck, e o fato do espago-tempo nao ser continuo elimina as divergéncias UV

comumente advindas em teorias de campos que consideram um espago-tempo infinitamente divisivel.

3.3.6 Constante Cosmolégica e Finitude IR

Para incluir constante cosmolégica no nosso modelo, é necessario realizar uma "deformacao
quéntica’ (ou g-deformagéo) do grupo de Lorentz SL(2,C) — SL(2,C),, cuja defini¢do precisa excede o
escopo deste trabalho, mas os detalhes relevantes desta deformacao foram derivados por Buffenoir e Roche
(Buffenoir; Roche, Ph., 1999) e Noui e Roche (Noui; Roche, Ph, 2003), com a teoria sendo construida por
Fairbairn e Meusburger (Fairbairn; Meusburger, 2012) e Han (Han, 2011), caso quem venha a ler este
trabalho tenha interesse nos detalhes deste formalismo. Aqui iremos enunciar os resultados importantes
destes trabalhos:

« as amplitudes de transi¢cdo do modelo g-deformado sdo UV e IR-finitos;

e o limite classico da amplitude de vértice esta ligada a acao de Regge com constante cosmolégica

positiva.
A priori, a teoria com constante cosmoldgica depende de 2 pardmetros dimensionais: a escala
fundamental [2 = 87vl% e da constante cosmoldgica A. Podemos escolher nossas unidades tais que um
desses seja 1 (h = ¢ = 8rG = 1 por exemplo), portanto temos que a gravitagdo quintica depende de uma

constante adimensional muito pequena (pois é a razao da menor escala pela maior escala observavel):

Al ~ 107120, 3.3.61
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4 APLICACOES TEORICAS

Neste capitulo, iremos tratar sobre as principais aplicagdes (de cardter teérico) do modelo de-
senvolvido anteriormente para situagoes de interesse fisico. Resultados relevantes foram obtidos em trés
ramos principais (Rovelli; Vidotto, 2015):

e termodindamica de buracos negros;
« cosmologia do Big Bang;

e espalhamento de gravitons.
Aqui, iremos explorar os dois primeiros, pois a anilise de espalhamento de gravitos estd além do escopo
deste trabalho, porém leitores interessades podem consultar (Rovelli; Vidotto, 2015) para ver a andlise

em detalhes.

4.1 ENTROPIA DE BEKENSTEIN-HAWKING

Por simplicidade, consideraremos um buraco negro sem rotagao nem carga (BN de Schwarzchild).
Visto que o horizonte de eventos separa o espaco-tempo em duas regides causalmente desconexas, um
observador externo ao buraco negro nao tem acesso aos graus de liberdade dentro do buraco negro,
portanto enxergando-o como uma superficie 2-dimensional evoluindo no tempo. Como o interior nao afeta
o exterior, o horizonte pode ser tratado como um sistema dindmico independente interagindo com o lado
de fora.

No equilibrio, tal sistema é formado por uma superficie esférica de area A. Termodinamicamente,
o sistema ird experenciar flutuacoes estatisticas, ou seja, o horizonte ira tremular termicamente devido
ao Principio da Incerteza de Heisenberg.

No6s podemos abordar este problema por uma abordagem micro-candnica, ao calcular a entropia
contando os estados compativeis com uma dada energia. A energia que nos interessa nao é a energia
medida no infinito, pois esta inclui contribuigdes do espaco-tempo exterior ao buraco negro, entao o que
é relevante para nos ¢é a energia medida na vizinhanga do horizonte.

A energia que um observador estacionario acima do horizonte com aceleragio a = ¢?/d, em que

d é a distancia até o horizonte medida no referencial do observador é dada por (Rovelli; Vidotto, 2015)

ac’A
FE = . 4.1.1
&G

Com isso, temos entdo que computar a entropia de um buraco negro reduz a contar o nimero de estados

de uma superficie com area A.

Classicamente, esse nimero diverge assim como a radiagdo do corpo negro, mas em LQG este
¢ finito pois agora levamos em consideragdo a discritude da geometria. Considere um buraco negro em
equilibrio térmico com temperatura 7. O ansatz de Gibbs nos diz entdo que a probabilidade p,, de um

sistema estar em um estado de energia F,, é proporcional ao fator de Boltzman
P X e~ En/kpT 4.1.2

Sabemos por 4.1.1 que a energia é proporcional a area, e como vimos em 3.3.2 a contribuicao de area de

um elo do grafo de spin j cruzando a superficie é proporcional ao autovalor de spin

Aj =87y + 1). 4.1.3

Como esse elo carrega uma representagio spin-j do grupo SU(2), temos d; = 2j + 1 estados ortogonais

que o sistema pode estar. Portanto, a probabilidade de o sistema possuir spin j a uma temperatura T é

29+ 1) __any /oo
m@)<§&yew&vm“h 4.1.4

dada por
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onde Z(T) é a funcao de particdo fixa pela condicao Zj pj =1

ah L
Z(T) = 3 (2j + 1)e #pT VIUHY, 4.1.5
J
Esta é a funcao de particdo que descreve o estado de Gibbs de um tnico elo a uma temperatura 7', quando

o sistema estd em equilibrio com respeito ao fluxo de particulas do observador acelerado. Por defini¢ao
(Rovelli; Vidotto, 2015), a entropia estatistica do estado de Gibbs é

S = —ij In(p;) 4.1.6
J

e esta satisfaz a relagdo termodindmica esperada

E=TS+F, 4.1.7
em que F' é a energia livre de Helmholtz dada por

F=-Tn(Z). 4.1.8

Como o observador precisa manter aceleracdo constante para se manter estacionario, este esta
sujeito ao efeito Unruh (Unruh, 1976). Assumindo-se entdo que o sistema se encontra na temperatura de

Unruh T = ah/27kpe (a qual é um dado independente), temos entdo que o fator de Boltzman se torna

e 2mV/IU+) 4.1.9

e podemos isolar a entropia em 4.1.7 usando E dado por 4.1.1 para encontrar

E kpctA . —2 i(G+1
== +n(Z) = In [ Y7(2) +1)e 2 VIO 4.1.1
S vl n(Z2) e +1In (25 +1)e 0

J

Esta é a nossa entropia estatistica para o buraco negro de Schwarzchild, e podemos ver que ela é
precisamente a entropia de Bekenstein-Hawking mais uma correcao. Essa correcdo some para v = 0, 274,
e esse valor é denotado na literatura de LQG por 7y (70 é o valor de v que faz a fungdo de partigdo ser
unidade Z = 1).

Como 7y é o pardmetro livre do modelo, ao invés de fixar v = -y, podemos usar uma forma fechada

da funcio de parti¢ao sendo (Bianchi; Myers, 2012)

3
7 — o i (2% 41.11
de maneira que a entropia se torna
kpclA
=X fg = 4.1.12
v

Este é o resultado geral encontrado na literatura de LQG (Rovelli; Vidotto, 2015).
Caso quem venha a ler este trabalho tenha interesse, a bibliografia principal (Rovelli; Vidotto,
2015) realiza também uma derivagao dindmica mais rigorosa da entropia de Bekenstein-Hawking a partir

do formalismo covariante de Espuma de Spin.

4.2 COSMOLOGIA QUANTICA DE LACOS

Cosmologia Quéntica de Lagos (abreviada LQC do inglés "Loop Quantum Cosmology") é a
aplicagdo dos métodos de quantizacdo em lagos como os desenvolvidos neste trabalho no contexto do

estudo de cosmologia. O tratamento canonico comeca pela métrica de Friedmann-Lamaitre

ds? = —N(t)2c2dt* + a(t)?64pdxda’ 4.2.1



Capitulo 4. Aplicagoes Tedricas 33

seguindo pela introducdo das varidveis de Ashtekar que descrevem essa geometria
A} = vad, = q9,, 4.2.2a
Bf = a®6] = pd, 4.2.2h

as quais satisfazem os parénteses de Poisson 3.1.16b
Ky
=L 4.2.3
lo.ph =gy

onde o fator 6V no denominador vem da contragdo das d’s de Kronecker e da integracido da ¢ de Dirac
sobre o volume da regidao em consideracao, Vj. Inserindo estas varidveis no vinculo Hamiltoniano 3.1.17a

resulta, a menos de uma constante, em
. 6¢>
0 =2n2p? - SVP. 124
Y
Retornando para a varidvel a(t) e impondo o vinculo C' = 0 retorna a equacao de Friedmann para universo

. 2 2
(“) - AYC 425
a

Se invés de considerarmos um universo vazio considerarmos a presencga de matéria (aqui na forma

vazio

de um campo escalar homogéneo), devido & homogeneidade o vinculo de diffeomorfismo é nulo, e a
contribuigdo ao vinculo Hamiltoniano H = C + H, ¢ da forma
ur

Como ¢ ndo aparece na Hamiltoniana, temos imediatamente que 74 ¢ uma constante do movimento. Se
escolhermos o lapso unitario N = 1 e escrevermos em termos da densidade de energia p = 71'3) /2p3, ao
impor o vinculo H = 0 obtemos

@ AE | kp
vp 3 37

A quantizacdo segue a mesma ideia central da discutida em 3: os operadores elementares serdo

4.2.7

a holonomia e o fluxo de triade, visto que a conex@o nao é mais uma funcdo continua. Pela hipotese
de homogeneidade do espacgo, podemos considerar este sendo formado for uma "célula elementar" que
se repete por todo o espago, e podemos nos concentrar apenas na dindmica desta tnica célula. Como a
conexdo AY = qd¢ é proporcional & identidade, esta é uma conexdo Abeliana, portanto a holonomia serd
apenas a exponencial usual de uma integral de linha. Novamente devido a homogeneidade, esta integral
da conexao g sobre a curva que engloba a célula elementar serd apenas o comprimento desta, denotado A,
vezes g ou sejal

hy = e, 4.2.8

Quem vier a ler este trabalho pode se perguntar se nao seria plausivel definir um operador § ao derivar
em relcao a A. Isso ndo seria possivel, pois em paralelo ao que acontece no modelo completo de LQG, em
LQC X ndo é um parametro continuo passivel de ter uma derivada.

Agora iremos construir o espaco de Hilber cinemético. Na representacéo usual da quantizacdo em
lacos, o operador p associado ao fluxo de triade é multiplicativo e naturalmente auto-adjunto, e podemos

descrever um estado gravitacional em termos de autoestados de p na forma

V) = Zﬂ)ﬂ}?i% 4.2.9

I Na literatura, alguns autores deixam explicito o volume da célula elementar pois este é tecnicamente um parametro livre,

mas aqui trabalhamos com as varidveis renormalizadas tal que este volume seja unitario e as expressoes assumam suas
formas mais simples.
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com |p;) sendo uma base ortonormal

O que difere essa representagao de algo familiar, como o oscilador harménico por exemplo, é o fato da
soma em 4.2.9 é discreta e ndo uma integral continua e a § em 4.2.10 é uma ¢ de Kronecker e nao de
Dirac, portanto este espaco nao possui o produto interno usual do espago de fungées quadrado integraveis.

A acao dos operadores elementares é dada por

plp) = plp) 4.2.11a

halp) = Ip + \), 4.2.11b

assim como os operadores P e €*? em Mecanica Quantica ordinéria, porém com uma diferenca chave:
esta agdo nao é continua, pois [p+ A) e |p+ A’) sdo ortogonais para todos A # X', portanto ndo é possivel
diferenciar em relacdo a A, que seria o que permitira definir um operador q.

Agora, precisamos definir um operador correspondendo ao vinculo Hamiltoniano (sem constante

cosmologica A)
2
KT 6
H=—2—— /pg? 4.2.12
P32 A2 )
porém temos um problema: como dito anteriormente, ndo podemos definir um operador §. Precisamos
entdo de uma expressao equivalente, porém em termos de holonomias hy. Uma maneira de obter isso

seria substituir ¢ — sin(uoq)/ o, pois o seno pode ser expandido em termos de holonomias

eitoqd _ g=itoq

sin(poq) = 5 , 4.2.13
e no limite gy — 0 temos a identidade
tim 20100 _ 1214
po—0 Lo
portanto a expressao
2 .9
KT 6 _sin®(uoq)
Hopp=—2 - — p——5—= 4.2.15
S L

tende a Hamiltoniana classica 4.2.12 quando gy — 0. O problema deste truque, no entanto, é que
no modelo quantico ndo podemos tomar o limite pg — 0 devido & discritude do espago prevista pela
representacao de lagos. Para entender a raiz deste problema, vamos analisar com calma o que estamos
fazendo: a introducdo do seno ¢é a troca da conexdo g pela sua holonomia h,,. O limite o — 0 seria o
equivalente a contrair a curva sobre a qual a holonomia é calculada até um ponto. Isso nao é possivel
pois, ao chegar perto da escala de Planck, sabemos que temos atomos de geometria, portanto o minimo
que o comprimento da curva poderia possuir é o perimetro do quanta de drea minimo A;/, = 4\/371'7@3,
o que nos daria pg = 4y/A; /3 = 8lp\/ V3.

Agora, iremos realizar uma andlise semi-classica baseada na Hamiltoniana efetiva H.ff, que nos
dara uma ideia do que o modelo quantico completo prevé. Pessoas interessadas no tratamento quantico
completo podem verificar o artigo por Ashtekar, Pawlowski e Singh (Ashtekar; Pawlowski; Singh, 2006).

A equacao de movimento para a triade p se torna

OH.;; 12
Jq Y2 o

p=Ap,Hess} =— /D sin(pogq) cos(foq)- 4.2.16

Podemos reorganizar isso como uma equacao de Friedmann modificada

22 =2
nga:p:%p(l_ p ) 4.2.17

Pcrit
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em que a densidade critica p..;+ ¢ dada por

Perit = % 4.2.18
KY* P

Vemos entdo que o pardmetro de Hubble H? nio é sempre positivo: em particular, quando p = peri
temos H? = 0, e se continuarmos a rebobinar o relégio do universo este se torna negativo, logo o universo
temporalmente revertido passa a expandir, entdo o Big Bang ¢ substituido por um "Big Bounce" (Grande
Rebote), assim eliminando a singularidade do Big Bang. Fisicamente isso pode ser interpretado como a
matéria colapsando rumo a um quanta de volume, atingindo entdo uma densidade critica neste minimo de
volume onde o espago quintico em si se recusa a ceder, gerando um rebote enviando a matéria para longe
novamente, andlogo ao que acontece em uma supernova. E claro que isso é uma interpretacao de uma
analise semi-classica fora do regime onde efeitos quanticos dominariam, mas a andlise quantica completa

estd de acordo com os resultados obtidos aqui.
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5 ALGUMAS RESSALVAS IMPORTANTES

Neste pentltimo capitulo discutiremos algumas ressalvas sobre o modelo trabalhado anteriormente,
em particular:
e a generalizacao do grafo como borda do 2-complexo para grafos gerais e consequentemente

nodulos com valéncia diferente de 4;

« a distingdo entre limite cldssico (j > 1) e limite continuo (L — 00).

5.1 GRAFOS GERAIS

Como ressaltado algumas vezes durante o desenvolvimento do modelo, o ingrediente importante
para construir o espaco de Hilbert da LQG é apenas o grafo I' e ndo o 2-complexo A*, portanto o grafo I'
nao precisa ser a fronteira de um 2-complexo, I' # 0A*. Em geral, um grafo I' é apenas um conjunto de
elos orientados £ se encontrando em nédulos n, com a disposi¢cao especifica entre estes dada de maneira
combinatéria. Como consequéncia, teremos nédulos com variadas valéncias (apenas 1 elo, 2 elos, 3 elos...

n elos), de maneira que a decomposigao do espaco de Hilbert fisico ficard

Ly[SU(2)"/SU@)Nr = @D @) Invsu ) (Hn), 5.1.1

Je

onde H,, é o tensoramento dos espagos de Hilbert dos elos que entram/saem do nédulo n

In
Mo = QHj,, 5.1.2
k=1

com [, sendo a valéncia do nédulo n (a quantidade de elos que entram/saem deste).

Para [, = 1,2,3 o espago Invgy(2)(Hu) é 1-dimensional, portanto estes nédulos nao contribuem
nenhum niimero quéntico. Isto pode ser interpretado geometricamente ao enxergar cada elo como dual
a face de um poligono, e para fechar um sélido é necessdrio pelo menos 4 faces (tetraedro), portanto
nodulos de valéncia inferior a 4 ndo possuem volume por nao fecharem um poligono. Ja para [, > 4, é

sempre possivel construir tensores invariantes usando os entrelagadores (simbolos 35 de Wigner)

., 1 J2 ki ki js ke ki,—3  Ji.-1 J,
Zk = gplQl gp2<12"'gpzn73qzn73 ’ 5-1-3
mip M2 D1 g1 M3 P2 qi,—-3 Mi,—1 My,

com k = (kq, ..., ki, —3), de modo que os estados de rede de spin sdo dados por

Viosen (Ue) = i ™0 g N DO (04y).. DY) (Uy). 5.1.4

kn ming mpng

Pode-se entao usar a base gerada por estes para calcular os elementos de matriz do operador de volume
pois com 4 ou mais faces é possivel fechar um poligono, portanto sendo possivel atribuir volume ao nédulo
n. Em resumo, apenas nédulos de valéncia 4 ou superior possuem autovalor de volume que depende dos
spins de todos os elos que se encontram no nédulo n, v, = v, (41, ..., ji, ), enquanto os de valéncia 3 ou

inferior ndo o possuem.

5.2 LIMITE CLASSICO (j > 1) VS LIMITE CONTINUO (L — o)

Como discutido em 3.3.5, o limite continuo trata-se do refinamento do grafo, no limite em que se
recupera uma variedade Riemanniana continua (embora na prética isso ndo aconteca devido a discritude
do espago prevista pelo modelo). O limite cldssico em contrapartida diz respeito ao regime onde os ntimeros

quéanticos sdo muito grandes j, v > 1, de maneira que efeitos quanticos se tornam irrelevantes.
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A diferenca entre os dois limites é que partindo da LQG e tomando o limite classico retorna-se ao
calculo de Regge, enquanto se mantivermos os nimeros quanticos pequenos e tomarmos o limite continuo
(assumindo que fosse possivel e ndo houvesse um limite superior para o refinamento do grafo) deveriamos
recobrar a RG quantizada tradicionalmente. Para voltar a RG classica, é necessario tomar ambos os

limites classico j > 1 e continuo L — oo.

LQG Jv > 1 Célculo de Regge
L — oo L —- o
Quantizacio usual da RG ju > 1 RG

Figura 1 — Diferencas entre limites classico j,v >> 1 e continuo L — oo
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6 CONCLUSAO

Chegamos enfim ao final deste trabalho, onde discutiremos os principais resultados, suas conse-
quéncias, a relevancia do modelo aqui discutido e possiveis dire¢des futuras de pesquisa na area.

Antes mesmo de quantizar o modelo, ji foram obtidos resultados interessantes como o vinculo
de simplicidade linear 2.3.11, que nos diz que as partes elétrica e magnética da 2-forma de momento B
sao na verdade proporcionais uma a outra, com a constante de proporcionalidade sendo o pardmetro de
Barbero-Immirzi -y, o que nos permitiu associar o gerador de um empurrao com a area normal a direcdo em
que o empurrdo ocorre. Ainda na analise cldssica, vimos que as variaveis de Ashtekar permitem reescrever
os vinculos da RG de maneira a se tornarem expressdes polinomiais que remetem as teorias de Yang-Mills,
com um espago de fase da teoria discretizada igual ao de ditas teorias na rede.

Ao quantizar o modelo, notamos que devido ao vinculo de simplicidade linear 2.3.11, o espago de
Hilbert cinemdtico da RG seria descrito em termos de representacoes irredutiveis de SU(2) através do
mapa Y5, em acordo com a andlise cldssica onde o espaco de fase era parametrizado completamente pela 3-
métrica, com as componentes temporais sendo "calibre puro". Com o espago de fronteira definido, pudemos
entdo definir operadores de area Ag e volume Vn, e vimos que estes possuem espectro discreto, portanto o
modelo conclui que o espaco em si é discreto e formado pelos ditos "dtomos de geometria". Vimos também
como a decomposicao do espaco de Hilbert fisico naturalmente nos trazia a estrutura de tetraedros
quénticos no caso de grafos vindos de um 2-complexo, e como a medida de Ashtekar-Lewandowski viola o
Teorema de Stone-Von Neumann, permitindo que LQG produza resultados diferentes de outras tentativas
de quantizagdo da RG. Também foi explorado que as amplitudes de transi¢io deste modelo sdo UV-finitas
e podem ser IR-finitas com inclusdo de constante cosmolégica positiva A > 0, que é o sinal de dita
constante que é observada atualmente.

Também vimos que o modelo, quando aplicado a analise de termodindmica de buracos negros
e a cosmologia do Big Bang tras corre¢oes para as conhecidas entropia de Bekenstein-Hawking 4.1.12 e
equagoes de Friedmann 4.2.17, resolvendo assim o problema da singularidade através da introducao de
uma densidade critica onde o espago em si se recusa a ceder, gerando um rebote.

Dito tudo isso, vemos que se trata de um modelo robusto, matematicamente consistente e que é
capaz de reproduzir (com corregdes) os resultados conhecidos de gravitacdo semi-cldssica, sem depender
de métodos perturbativos como a expansao em diagramas de Feymann, que trazem obstaculos as outras
tentativas de quantizacdo da RG, e também prevé resolugoes para o problema de singularidades, portanto
sua relevancia se dé no fato de ser o principal modelo atualmente com estas caracteristicas, em contraste
a mais conhecida Teoria de Cordas que aposta na abordagem perturbativa, com o prego sendo que é
necessario repensar como pensamos sobre a gravidade (Zwiebach, 2009; Green; Schwarz; Witten, 2012).

Por fim, diregoes possiveis de pesquisa na area incluem tentar mostrar que o formalismo de Rede
de Spin é capaz de reproduzir as geometrias conhecidas como solugoes das Equagoes de Einstein (Vaid;
Bilson-Thompson, 2014) no limite cldssico; ha trabalhos (Vaid; Sousa, 2024; Thiemann, Thomas, 2004)
tentando considerar LQG e Teoria de Cordas em conjunto num modelo unificado, visto que uma é capaz
de cobrir algumas falhas da outra (em particular, a emergéncia de cordas do esqueleto de geometria
quantica de LQG trds um mecanismo natural para adigdo de matéria ao modelo, enquanto considerar
uma corda se propagando em uma geometria discreta elimina as anomalias na algebra de vinculos desta,
permitindo uma Teoria de Cordas consistente em 4 dimensdes (Vaid; Sousa, 2024; Thiemann, Thomas,
2004)); e por fim trabalhos recentes como o de Altaisky (Altaisky, 2024) mostram que, ao expandir o
grupo de simetria de SL(2,C) para o grupo de Poincaré P = SL(2,C) x R3*! é possivel associar nao s6
momento angular mas também momento linear aos elos da Rede de Spin, e com isso reproduzir diagramas

de Feymann com estes.
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APENDICE A - Uma Breve Caminhada no Campo

Matematicamente falando, um campo é uma fun¢do definida sobre o espago-tempo, ou seja, a
atribuicao de certas propriedades (massa, carga, spin) a cada ponto do espago-tempo de maneira continua.
Fisicamente falando, um campo é um meio permeando todo o espago-tempo através do qual energia e
momento podem se propagar em forma de pulsos (ondas).

Existem varios tipos de campos possiveis: escalares (spin 0: campo de Higgs, dtomos de hélio-4),
vetoriais (spin 1: campos de calibre como o eletromagnético), tensoriais (spin 2: campo gravitacional)?,
e até mesmo campos mais exdticos como os espinoriais (spin 1/2: elétrons, quarks, neutrinos, dtomos
de prata). Existem fortes argumentos matemadticos para a nio existéncia de campos de spin > 3 e para
a existéncia de apenas espinores de spin 1/2 a nivel fundamental?, além de estes nunca terem sido
observados na natureza como particulas fundamentais (o gréviton, hipotética particula de quanta de
campo gravitacional também nao foi observado até o presente momento, porém sabemos que o campo
tensorial de ordem 2 cldssico existe).

Note que todos os tipos de campos citados dizem respeito ao spin do mesmo, ou seja, como este
transforma ante transformacoes do espago-tempo, entao um campo escalar nao é necessariamente descrito

n

por um nuimero, podendo ser descrito por um "vetor de grupo" (é o caso do campo de Higgs, o qual é
um campo escalar com valores na dlgebra su(2) da interacao fraca) desde que ele se transforme como
um escalar de Lorentz (em outras palavras, o campo escalar ndo possui indices de espago-tempo, mas
pode possuir indices de grupo, o campo vetorial possui exatamente 1 indice de espago-tempo, etc), como

veremos mais adiante.

A.1 ACAO, DERIVADA FUNCIONAL

Em Mecéanica Cléssica, a agdo funcional é definida como a integral da Lagrangeana L, uma funcdo

dos graus de liberdade da particula,
S = /dtL[q,q,t], Al

porém agora lidamos com campos que estao distribuidos por todo o espaco, ¢ = ¢(t, T), entao a Lagran-

geana serd dada pela integral sobre um volume da densidade Lagrangeana &

L= /dsxiﬂ[q’),aﬂqﬁ], A1.2

tal que a agdo agora serd uma integral sobre o espago-tempo

S = / dtL[¢,0,0] = / d*z L [$,0,4). A1.3

Visto que agora lidamos com graus de liberdade continuos ¢(t, ) (a partir daqui, iremos abandonar
a seta de vetor na varidvel espacial, a ndo ser que isso possa causar confusdo) em diferentes pontos do

espago, precisamos de uma derivada que reflita essa dependéncia. Este é o papel da derivada funcional,

definida formalmente como
510, 0,0)(@) _ . FIo() +e(,9), 0,6 + 0,0 ()] ~ Flo(), 0,6] A

59(y) =0 €

De maneira préatica, isso se reduz a derivada parcial em relagdo ao campo vezes uma delta 3d, quando F'

for um campo funcional
dF(x) OF
= —5(x,y), A15
5o ~ 960 Y

Existem teoremas que garantem que todo e qualquer campo tensorial simétrico serd necessariamente acoplado ao tensor
de energia-momento 71},,, logo s6 podendo descrever a gravidade.

Existem sistemas com ditos spins que podem ser modelados como campos de tal ordem, mas a nivel de particulas
fundamentais temos indicios que ndo existem tais campos.
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ou de maneira mais formal, podemos definir a derivada parcial em relagdo a um campo como a integral

sobre um volume da derivada funcional,

OF v [ 3,58
3¢( )-—/d Yol A.1.6

Para achar as equagoes de movimento do campo ¢, nés procuramos por configuragoes do campo que

extremizem a acao funcional:

5526/d4x$:

= /d4x5$ =

_ iy (9L 544 02 >:
_/dx<wﬁ¢+m%wamw

(22, 07 0z 1\
= Ja (% a“@(@m)) 09+ O {6@@54) -0 AL

em que o segundo termo se anula quando as condi¢oes de contorno sao satisfeitas. Com isso, as equacoes
de Euler-Lagrange podem ser escritas como o sumico da derivada funcional da acdo ao "dividir por d¢(y)"

(como em célculo 1, para extremizar uma fungdo buscamos o sumico da primeira derivada desta):

0S|¢, 0 [ 0¥ 0¥
[¢ M(b] — 0 — = v, = 0’ A18
oo 2 09 9(0,0)
onde denotaremos, quando conveniente, o operador de Euler-Lagrange por 0/0¢. Portanto, vemos que a
derivada funcional aplicada a um funcional integral como a agdo resulta nas equacoes de Euler-Lagrange

para o integrando.

A.1.1 Exemplos Basicos de Campos
A.1.1.1 Campo FEscalar Real

Como primeiro exemplo de uma teoria de campos, trataremos de um campo escalar real ¢(z),
que obedece a equagdo de Klein-Gordon
-, 1 0?
V2o S —|p—puo=0, A.1.9
( =2 at2> ¢ —p o
em que u = mc/h é a "massa reduzida" do campo. Esta equacdo é obtida ao tentar "quantizar" a relagio de
dispersao relativistica E? = p?c? + m?c* com as regras basicas de quantizacdo em que energia e momento

viram operadores Hermitianos

E — E = iho, A.1.10a
7= p=—ihV A.1.10b

atuando em alguma funcao de onda. Esta foi a primeira tentativa de Schrodinger de escrever uma equacao
de onda quéntica, porém ela foi abandonada por nao servir como modelo de equagdo para a funcao de onda
|1}, visto que as solugdes desta permitem energias negativas por se tratar de uma equagao de segunda
ordem nas derivadas temporais. Nao, ao invés de achar a equagdo quéntica, esta "primeira quantizacao"
levou & equagdo cldssica de movimento do campo escalar ¢(x). A verdadeira quantizagao relativistica viria
a ser a "segunda quantizacao", onde o campo ¢(x) em si seria promovido a operador g@(a:), com a equagao
que governa a dindmica quantica ainda sendo a equagao de Schrodinger, porém com a Hamiltoniana do
campo que serd apresentda mais a frente em A.1.2.

A equagdo de Klein-Gordon A.1.9 pode ser obtida através da Lagrangeana de Klein-Gordon

h2c?

Zxald,0u9) = === (1" 9,90, + u2e?). A1.11
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Esta é a teoria do campo escalar "livre", ou seja, sem interagoes. Podemos modelar um campo escalar que

possui auto-interagio através de uma modificagio nesta Lagrangeana: adicionamos um termo A¢? /4!,

2.2

Liccrl00,0] = =" (W 0,00,0+ 162 + 0. AL

Este modelo é chamado de "A¢*" (ou lambda-phi-4), e dizemos que é uma teoria com auto-interacio pois
o termo quartico na Lagrangeana faz com que a equacao de movimento possua um termo nao linear no
campo, ou seja, o campo se reacopla consigo mesmo (como se um oscilador harménico reacoplasse consigo

3 na equacdo de movimento, de maneira que uma oscilacio provocasse

mesmo na forma de um termo x
outra). Este modelo é de extrema relevincia pois, além de ser um caso que pode ser resolvido através de
Teoria de Perturbagdo, o campo de Higgs do Modelo Padrao possui como Lagrageana uma generalizacao
deste modelo para campo complexo com valores na dlgebra su(2) e sinal trocado no termo de massa, se
tratando de um campo taquidénico (um campo taquidnico mesmo possuindo massa quadratica negativa

ainda pode gerar particulas que viajam abaixo de ¢ apds quebra espontdnea de simetria).

A.1.1.2 Campo de Dirac

Outro exemplo importante de uma teoria de campos é a do campo bi-espinorial de Dirac, o qual

obedece a equagdo de Dirac
(thy" 0y — me)p = 0, A1.13

onde v* sdo as matrizes v de Dirac, as quais compoem uma representacao matricial da dlgebra de Clifford
CL(1,3) através de suas relagoes de anti-comutacao (v, ") = 2n*”. Esta veio da procura de uma equagao
de onda que fosse de primeira ordem no tempo e no espago ao tentar "tirar a raiz" (mais especificamente,

fatorar) da equagao de Klein-Gordon A.1.9 escrita classicamente como a rela¢ao de quadrimomento-massa
prp, = m2c?:
P'pu = m?c?
" pupy — m*c® = 0
37
(v*pu — me)(v'py + me) =0, A1.14

onde Dirac chegou em um empasse na passagem final: os objetos v* ndo poderiam ser nimeros ordinérios,
pois o requerimento que o produto retornasse a passagem anterior impunha que os v* deveriam anti-
comutar resultando na métrica de Minkowski. Resolvido este problema, escolheu-se o fator da direita
para representar o elétron pois este possui massa positiva, aplicou-se as regras de quantizagdo A.1.10a e
A.1.10b e obteve-se a equagdo de Dirac A.1.13, onde visto que os 7’s sdo matrizes, a fungdo de onda em
que a equacao opera deve ser um objeto complexo de 4 componentes, o bi-espinor.

A equagao de Dirac A.1.13 pode ser obtida através de variacdo da Lagrangeana de Dirac

Zp = Y(ihv* 0, — me)y, A.1.15

onde 1) = 9T7% é o bi-espinor conjugado e equivale & anti-matéria, com o operador entre parenteses
entendido como atuando a esquerda e a direita. O acoplamento deste campo com campos de forga serd
tratado mais a frente no apéndice B.

A.1.2 Anailise Hamiltoniana de Campos

Assim como a Lagrageana, a Hamiltoniana agora passa a ser uma densidade integrada no volume,

H= /d%%, A.1.16
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em que a densidade Hamiltoniana H é dada pela transformada de Legendre da densidade Lagrangeada &
H(p, 7] =1 — L, Alar

com 7 sendo 0 momento candnico conjugado ao campo ¢ em um dado referencial inercial

™= 02 A.1.18

~ 9(009)

e a Hamiltoniana H gerando evolugao temporal no referencial em questao através dos parenteses de

Poisson apresentados a seguir.
Dados dois funcionais do espago de fase F[¢, 7] e G[¢, 7], seus parenteses de Poisson em tempos

iguais sdo dados pela soma (integral) sobre todos os pontos do espago, isto é,

_ 6F(z) 6G(y)  0F(x) 0G(y)
(PG = [ (S0 500 - SR S, AL19
com os parenteses candnicos sendo um funcional 9,
{0(2), 7(y)} = 6°(z,y). A1.20

Isto pode ser entendido ao enxergar o parenteses de Poisson como um braquete de Lie, que por sua vez

pode ser visto como uma derivagdo, uma vez que este obedece a regra de Leibniz em ambas entradas:
{F.G,H} =F{G,H}+{F,H}G A.121a

(F,G.H}=G{F,H} + {F,G}H, A.1.21b

logo o parenteses {¢, 7} é como a "derivada (direcional) de ¢ ao longo de 7", e como vimos em A.1.5, a
derivada de um campo em relacdo a outro resulta em distribuicoes 4.

Uma férmula conveniente é a regra da cadeia para parenteses de Poisson: digamos que queremos
calcular {F'(z), G(y)}, porém suas derivadas em relagdo as varidveis candnicas (¢, 7) sdo muito complicadas
de se calcular, mas nés sabemos calcular suas derivadas em relacdo a outro par de varidveis («, ) cujos

parenteses de Poisson {«a(x), 8(y)} sdo conhecidos, entao vale a identidade

0F (x) IG(y)
_ 3,033,/ \*) / /
(PG} = [ Eay 5 aw).060) 550 AL22
As equagoes de Hamilton para campos sao dadas por
06 _ (o, _OH _OH 0N
i {¢,H} = 5= o " 3 @ur) A.1.23a
on o0H OH OH
- = Hl=——=—-|=—— . Al12
or ~ i HE =75 (aas “a<aa¢>) i

Retornando ao exemplo do campo escalar livre tratado anteriormente em A.1.1.1, seu momento

e sua Hamiltoniana (e densidade) ficam entao

= h2c20p() Al24

H = /d3x(7780¢_$KG) =

2.2
= th/d% ((ao<z>)2 +(Ve)? + u2¢2) =
h2c? 1 -
=~ 3z (714&”2 + (Vo) + ,u2<b2> , A1.25
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de modo que suas equagdes candnicas serao

¢ H 1

== o A.1.26a
on 0H =
=5 " B2c2 (v%& — ,qu) , A.1.26b

Algo interessante de se analisar sdo os modos de vibracdo de um campo. Para isso, precisamos achar entéo
a solucao da eq A.1.9. Por se tratar de uma equagao de onda, a solugdo serd uma combinagao linear (neste
caso por se tratar de um espago ndo-compacto, uma integral) de ondas planas de diferentes momentos

(transformada de Fourier)
1 —dg gH T
a) = gz [ AlpeH"30), AL2

porém precisamos também impor a relagdo de dispersao relativistica

E2
(po)® = = = P2+ m2e. A.1.28

Fazemos isso ao reescrever ¢(p) = C(p)d((po)? — E?/c?), com E = E(p) = \/p?c® + m2c*:

o) = <27r1h>2 / d'pd((po)* — E*/c*)e” i7" C(p) =
- (27371)2 / d'p3 (5(po = B/e) +3(po + Efe)) e F7" Cp) =
- (zﬂzl)?s/?/d3pchz (Ap)e™#E=F D) 4 pp)et Fr7) A1.29

onde os coeficientes A(p) e B(p) sdo dados por

o 1
A(p)e™ #(Bt=PT) — dpo e 7P+ C(p)d(po — E/c A.1.30a
() N (P)3(po — E/c)
i o 1 i
B(p)et (BtHPT) — /d e~ Pn= C(p)d(po + E/c). A.1.30b
(p) N (P)d(po + E/c)

Podemos absorver um fator ¢/2v/E nos coeficientes A e B, ficando com

a(p) = 2?/4% A.l3la
b(p) = ;ngj) A.1.31b
1
1 1 —L(Bt—p-Z L(Et+p-x
P(z) = W /d?’p\/E(p) (a(p)e (B )+ b(p)e (Bt+ )> ) A.1.32

Esta é a solugdo geral para a equagdo de Klein-Gordon A.1.9 (como podemos ver, possuindo um termo de
energia positiva e um de energia negativa), porém ainda temos uma coisa a fazer: como estamos lidando

com o campo escalar real, precisamos impor a condigao de realidade ¢(x) = ¢*(x) em nossa solucao,

1

N
¢ (w) = (2mh)3/2 / & VE(p)

*

*(p)ek (BL=PE) 4 b*(p)e—%<Et+ﬁ~f)) = ¢(z) A.1.33

1 1
= 2rh)p / & JE®) (o

b(p) = a*(—p), A.1.34
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e entdo ao substituir A.1.34 na solugdo geral A.1.32 e trocar p— —p no segundo termo, obtemos entéo

o(z) = G h 7 /dS ( Ve~ +(Bt—p-T) +a*(p)e%(Etfﬁ‘f)). A1.35

A partir de agora trabalharemos em unidades naturais ¢ = i = 1. O momento canénico conjugado m(z) é

entao

m(x) = doo(x) =

_ 1 (—zE(p)) —i(Bt—p-) _ * W(Bt—pa)\ _
—(%)3/2/(13;9 E(p) (ap)e™ EFD — @ (p)eiFrD)) -

_ ( 3/2 /d3p\/7( —i(Et—ﬁ.f) _a*(p)ez’(Et—ﬁf)). A1.36

Podemos usar A.1.35 e A.1.36 para encontrar os modos de vibrac¢do a(p) e a*(p) em fungéo do par candnico

(¢, m):

o) = [ it (mwem—ﬁ-@ .

7(z)e! Pt=PT) A.1.37a
E(p)

a*(p) = / <\/ P)p(x)e i EFD _ w(x)e“Etﬁ*’f)). A.1.37b

E(p)

Isso nos permite entdo calcular os parenteses de Poisson entre os modos de vibragdo do campo:
{a(p),a(k)} =0 A.1.38a
{a*(p),a”(k)} =0 A.1.38b
{alp / ( a*(k) _ da(p) 56*(k)> _
577( ) om(z) do(2)

/ <\/7/d3x5 x,z)e ’(Et PE)

z(Et—E-g)_

yé(y, z
ﬁ /

dad(z, 2)e' 77D /B(k) / dﬁ”ya(y,@e"‘”w)
F

- E(p i(F—F)-z
- ( E(k: )/dg

= —i5%(p, k). A.1.38¢

t=0

Com isso, podemos ver entdo por qué os coeficiente a e a* sao chamados "modos de vibragao
K
normais": estes sdo parenteses de Poisson de osciladores harménicos simples infinitesimais em cada ponto

do espacgo de fase! Vamos agora reescrever a Hamiltoniana em termos dos modos de vibragao

H= %/d?’x (7r2 + (Vo)? + m2¢2) =

=5 [ (002 + Vo Fo 4 m2?) =
— 5 [ @) (at)a @) + @ Gratr) ). AL39

em que classicamente este seria igual a integral do médulo quadrado dos modos de vibragao, porém
manteremos esta forma A.1.39 pois apds quantizar hd uma sutileza extra (em particular, os modos

de vibragao deixardo de ser niimeros que comutam e serdo substituidos por operadores cujas relagoes
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de comutacdo sdo dadas pelos parenteses de Poisson cldssicos). Com isto, podemos entao calcular os

parenteses de Poisson entre a e a* com a Hamiltoniana H:

{a(p), H} = /d3k{a(p),a*(k)} S

_ / Erd(p, k) E(K)a(k) =

—iE(p)a(p) A.1.40a

@1 = [ @ 0).0b) 5005 -

— / Bk(p, k) E(K)a* (k) =

=iE(p)a*(p). A.1.40b

A.2 SEGUNDA QUANTIZACAO

Como dito anteriormente, a primeira quantizacdo onde energia e momento foram trocados por
operadores Hermitianos na relacao de dispersao relativistica ndo resultaram em uma equagao quantica,
mas sim nas equagdes cldssicas de movimento para campos escalares (ou espinoriais ao tentar-se fatorar a

relagdo de dispersao). A equagdo de movimento quantica continua sendo de fato a equagao de Schrodinger
HY) = ihdy o), A2.1

onde o (operador) Hamiltoniano H é a quantizacio da Hamiltoniana H[¢, 7] do campo ¢(z), portanto o

campo em si deve ser promovido a operador atuando em estados |¢) de algum espago de Hilbert H

o(x) = d(z)[¥). A2.2

Voltando ao exemplo do campo escalar real, como os modos de vibragao satisfazem parenteses
de Poisson de osciladores harmonicos, podemos usar estes para expressar nosso espaco de Hilbert H em

func¢ao de estados de oscilador harmoénico
H3[g) = caln), A2.3

onde os estados |n) sdo estados excitados

n

m) = [Ta" )0, A2
em que o estado fundamental |0) é tal que
a(p)[0) = 0. A25

Tecnicamente, na notagao acima omitimos que o estado |n) é na verdade um tensoramento entre a base

de oscilador harménico e a de momento, e na realidade temos
n
1) = calnip), Inip) = [[a'(0)[0;p). A.2.6

Podemos também analisar o espago de Hilbert em representacao de posicao |n; z) através de transformada

de Fourier
= 7/d3pe%ﬁ'f|n;p>, A2.7
p
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e nessa representacio temos operadores a'(z) e @(x) dados também por transformada de Fourier

N 1 i

(@) = (27rh)3/2/ & petPFal (p) A28
a(@) = — [ dBpetPa(p) A.2.8b
a(r) = CDLE perPZa(p). 2.

Vemos entdo que os operadores @' e a sio operadores de criacdo e aniquilagdo, pois estes criam/aniquilam

uma particula de momento p (em representagdo de momento) ou na posi¢do x (em base de posi¢do).
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APENDICE B - Teorias de Calibre e Fibrados

Aqui serd feita uma breve introdugdo as teorias de calibre (do inglés "gauge theories") e sua
formulagdo em termos da geometria diferencial de Fibrados Principais.

Comecaremos com a Eletrodindmica de Maxwell: as equagoes de Maxwell regem a dindmica dos
campos elétrico e magnético, e em termos apenas de campos microscépicos elas assumem a forma (em

unidades tais que eg = g = 1)

V-E=p B.0.1a

ﬁxgz_@f B.0.1b
ot

V-B=0 B.0.1c

€x§=f+%? B.0.1d

—

A:

q . 04

E=_-V¢— — B.0.2
V¢ ot 0.2a

B=V x A. B.0.2b

Das identidades acima, podemos enxergar uma redundancia nos campos E e B: se no lugar de ¢ e A

usarmos novos potenciais relacionados aos originais através de

¢ =¢— % B.0.3a
A = A+ Ve, B.0.3b

onde € = (¢, 7) ¢ um campo escalar arbitrario chamado pardmetro de calibre (em inglés "gauge parameter"),

os campos fisicos F e B se mantém invariantes

» - DA
E/:— /— =
Ve ot
- Oe 0
- O0A ~0s 0OVe
NV Ve T o
Y -
= V¢—-—=FE B.0.4
V¢ ot 0.4a
B =VxA =
=ﬁx(ﬁ+ﬁgz
—VxA+VxVe=
—VxA=B. B.0.4b

Esta redundéncia é denominada simetria de calibre (do inglés "gauge symmetry") e é a base por trds do
nosso entendimento das forgas que regem nosso universo.
Podemos utilizar notagao relativistica de indices para enxergar os campos elétrico e magnético

como facetas do mesmo objeto: se definirmos o quadri-potencial eletromagnético como

-,

(AH) = (_C¢a A)v B.0.5
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entao a derivada anti-simétrica deste nos da o tensor de for¢a de campo, ou tensor de Faraday, isto é, o

campo eletromagnético:

[0, An)] = [0 Ay — 0, A, =

0 E./c E,/c E./c
—E,/Jc 0 -B. B,
—-E,/c B, 0 -B,
-E./c -B, B, 0

=[Fu] = : B.0.6

onde agora a simetria de calibre assume a forma simplificada
Al = A, + O, B.0.7
ja que derivadas parciais comutam:
!/ !/
F, wr a[uAu] =
= 3[#(Ay] + (9y]€) =

= O Ay + O0udyje =
= Ay = Fpu. B.0.8

Agora uma ultima abstracdo em notacdo antes de prosseguirmos: utilizando o formalismo de

formas diferenciais da geometria diferencial (ver por exemplo (Nakahara, 2002)), podemos definir a
1-forma potencial

A =iA,dz", B.0.9

onde por ora podemos entender a constante imaginéria ¢ sendo inclusa por conveniéncia futura. Entao

definimos a 2-forma de curvatura (ou for¢a de campo) F como
F =dA, B.0.10

em que o operador d é a derivada exterior no contexto de formas diferenciais (a derivada anti-simétrica

em B.0.6 é a representagio em componentes deste operador), e a simetria de calibre se torna entao
A=A+ de, B.0.11
visto que a derivada exterior é nilpotente de ordem 2 (i.e d* = 0)

F=dA =
=d(A+de) =
=dA+d% =
=dA=F. B.0.12

B.1 ORIGENS DA SIMETRIA DE CALIBRE

As origens tedricas da simetria de calibre apresentada anteriormente vem da anéalise das simetrias

de campos de matéria: por exemplo, considere a equacao de Dirac para o elétron livre
(thy"0y — me)yp =0, B.1.1

onde " sdo as matrizes vy (gamma) de Dirac que compdem uma representacio da dlgebra de Clifford

do espago de Minkowski através de suas relagdes de anti-comutagdo (y#,~") = 2n*” e 1 é o bi-espinor
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de Dirac composto pela soma direta de um espinor de Weyl de quiralidade de méo direita e um de méao

esquerda

ﬂ)—-lzR], ¢; € C2. B.1.2
L

A equacao de Dirac B.1.1 é uma das equacoes de Euler-Lagrange da Lagrangeana de Dirac livre

Zp = Y(ihy"0, — me)y, B.1.3

em que 1) = ¥T10. Desta Lagrangeana podemos ver entdo uma simetria do sistema: se fizermos uma

mudanca global na fase do espinor

Y — Y = gpe Y B.1.4
D= = el B.15

onde ¢ é a carga do elétron, a Lagrangeana ndo ird mudar pela fase ser global (constante)

iliy",, — me)pe'tfe110 =

P
= e (ihy"9, — mc)pe 110 =
o
= Y(ily" 0, — me)yp = Lp. B.1.6

No entanto, o campo de Dirac 1) é uma fungéo do espago-tempo (campo), logo espera-se que quaisquer
transformagdes feitas neste possam ser locais, ou seja, mudar a fase por um valor diferente em cada ponto
do espaco-tempo,
Y — ) = pe =@ B.1.7
G P = el B.1.8

mas se fizermos essa mudanca local a Lagrangena ird mudar devido a um termo advindo da derivada

atuando no fator de fase local:

] = @l(z’h'y“au —me)y =
- Eeiqs(z)(ihv“éﬂ — mc) [wefiqs(z)] -
= @ein(w)efin(w)(ih,yuau —me)y + thv“@us(:ﬂ)eig(w)e*ie(yc)?/) =
= Y(ihy" 0, — me)Y + Pahy*d,e(z)ip. B.1.9

Mas ha uma maneira de corrigir este problema, ao introduzirmos um campo "novo" A, acoplado & derivada

D, = 0, +1iqA, que se transforme de uma maneira especifica
A, — A/u = A, + 0, B.1.10

a simetria de fase da Lagrangeana de Dirac sera estabelecida localmente: primeiro, veremos que o operador
Dy, = 0, +iqA,, transforma "covariantemente" ante a transformagao de calibre, isto ¢, D}¢’ = e "D,y

portanto serd chamado de derivada covariante de calibre (ou apenas derivada covariante)

D) = (0, +iqA), ) =
= (6M + ZC](AM + 8ME))[¢e_iE] =
= (()"‘uﬂ)e*iqa — iq(()"‘uE(B*ind) + iqA#eiiqs’lZ) + iqﬁﬂse’ing/; _
= e (O, + iqAuY) =
= e (O tigAu) = e Dy, B.1.11
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portanto vemos que, ao substituir d,, por D, na Lagrangeana de Dirac, mesmo com transformacoes de

fase locais a Lagrangeana permanecera invariante

Lha = (ihy"D;, —me)y! =
= @eiqe(m)(ihv“D; — me)e @) =
= pe'1= @)1= @) (i1t D, — me)p =
= (ily"D,, — me)p = Lpa. B.1.12

A lei de transformagéo B.1.10 ndo é nada novo: ela é precisamente a mesma do campo eletromag-
nético discutida em B.0.7! Portanto, vemos que ao impor a simetria de fase local na Lagrangeana de Dirac,
noés "redescobrimos' o campo eletromagnético. Este é o exato procedimento que levou as formulagoes
das interacoes nucleares forte e fraca, impondo que certas simetrias que foram observadas fossem validas
localmente.

De maneira geral, o procedimento é: dada uma Lagrangeana com uma simetria global de algum
grupo de Lie G (um grupo de Lie é, em poucas palavras, uma variedade diferencidvel com estrutura de

grupo, ver (Nakahara, 2002)), isto é, onde o campo dindmico 1 admite uma tranformacido do tipo
= =Uyp, UeqG B.1.13

que ndo altera a Lagrangeana,

LUY, 0uUY)] = L, 0], B.1.14

serd entdo imposto invaridncia para a transformacao agora sendo local, U = U(zx), e para tal serao
adicionados quaisquer campos necessarios A,,, os quais terdo valores na dlgebra de Lie g (a dlgebra de Lie
g de um grupo de Lie G pode ser entendida como o espaco tangente na identidade do grupo, g = TG,
com produto entre os vetores dado pela derivada/braquete de Lie), A, = AﬁTI, onde 77 sao os geradores
do grupo (base da algebra) na representagio adjunta. Neste sentido, o quadri-potencial eletrogmagnético é
o0 caso mais simples de tal construgdo: o grupo é o circulo U(1) com gerador sendo a constante imagindria
i (0 mapa exponencial relaciona a dlgebra g com o grupo G, U = e”ITI, UeGel; g, no caso do
circulo U(1), Ty = i e n! = #). O campo com valores na &lgebra A,, é chamado de conexdo de calibre, e

sua lei de transformacao geral é
_ 1 _
Ay = A=A, +D,E=UAU" - gaﬂU U, B.1.15

em que U = U(E) = e, £ = €Ty é o gerador da transformacio de calibre e D, = 9, + gA, é a derivada
covariante de calibre, com ¢g sendo uma constante de acoplamento (a "carga" da interagdo em questdo). A

acao deste operador em objetos na representacao adjunta é dada por
D& = 0,E + gl Ay, €] = 0,81 + gc! i AL EXTY, B.1.16

onde [.,.] é o braquete/derivada de Lie (comutador) e ¢! sdo as constantes de estrutura do grupo.

B.2 UMA BREVE INTRODUCAO AO FORMALISMO DE FIBRADOS

Iremos agora apresentar a formulacdo matematicamente rigorosa da construcdo discutida anteri-
ormente e clarificar que o termo "derivada covariante" é mais que apenas uma analogia com Geometria
Riemanniana, e na verdade é a derivada covariante desta que é um caso particular da formulacao mais

geral de fibrados.
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Primeiramente, introduzimos o fibrado tangente de uma variedade diferenciavel M, denotado

TM como a unido disjunta de seus espacos tangentes

T™ := | | T,M =

peM

= J i x1,M =
peEM

= U {(p,vlp) | vlp € T,M} B.2.1
peEM

que dada uma carta local U de topologia trivial é diffeomérfico ao produto direto de M pelo espago

tangente T),U,
TU = U {(p,vlp) | vl € T,U} =~
peU

~{(p,vlp) |peU, v, e T, U} =U xT,U, B.2.2

no entanto esta igualdade é apenas local, globalmente a estrutura serd diferente de apenas um produto
direto. Diffeomorfismos de M em M (como mudangas de coordenadas) sdo traduzidos a transformagdes

do grupo geral linear nos espagos tangentes (as matrizes Jacobianas),

¢:M— M B.2.3
!
GL(T,M) 5 d¢|, : T,M — T, M. B.2.4

A estrutura ponto-a-ponto do fibrado nos permite definir uma sobrejecao denominada projecao m : TM —

M que retorna apenas o ponto da variedade M,

m:TM — M B.2.5
(p,vlp) = p, B.2.6

cuja imagem inversa seré o espago tangente naquele ponto, 7~ (p) = T}, M. Uma construgao completamente

analoga pode ser realizada para o espago cotangente, gerando o fibrado cotangente

M= | | T; M, B.2.7
peEM

e pode ser extendido para os espacos tensoriais também através de

= || M), B.2.8
peEM
onde T (T,M) denota o espaco tensorial de ordem (m,n) do espago tangente. Esta construcdo nos
permite definir campos (co)vetoriais (tensoriais) como segoes do fibrado: a se¢do é um mapa s : M —
T™(M) satisfazendo 7 o s = idps, o mapa identidade em M. Com isso, o requerimento que derivadas
de campos tensoriais sejam também campos tensoriais, ou equivalentemente que derivadas transformem

covariantemente ante diffeomorfismos,

oz 9P’
/o
0,T'3 = 927 9P —0 T,B’ B.2.9
leva a introducdo da derivada covariante V,, = 0, + Fﬁﬁaa ® dz?, com a conexfo afim tendo valores na
algebra gl(T,M). O tensor de curvatura de Riemann é extraido deste operador diferencial pela sua falha

em ser comutativo: sejam V(z) as componentes de um campo vetorial em M, temos entao

[V, V]V = R% VP B.2.10
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I

« . « «a «a P «
R, = 0,05 — 015 + 1,05 — T, TG, B.2.11

Matematicamente, os formalismos apresentados anteriormente em B.1 e no paragrafo acima
sao descritos pela Geometria Diferencial através de Fibrados Principais: um fibrado principal é uma
quintupla (E,m, M, F, G) (por vezes denotado apenas como E ou pelo diagrama G — E S M ) consistindo
de

e uma variedade diferenciavel E chamada de espago total;

e uma variedade diferenciavel M denominada espago base;

o uma variedade diferencidvel F referida por fibra (ou fibra tipica);

e um grupo de Lie G dito grupo de estrutura, atuando em F' pela esquerda;

¢ um mapa sobrejetor 7 : E — M definindo a projegdo, cuja imagem inversa w1 (p) = F, ~ F

é a fibra em p.
Um campo pode ser definido sobre o espago base como sendo uma se¢do do fibrado principal: um mapa
s: M — E tal que m o s = idys. O grupo do estrutura induz uma 1-forma com valores na algebra g, a

1-forma de conexdo (ou potencial de calibre)
A=AT®da# € g0 T*M, B.2.12

que quando acoplado a derivada exterior da variedade define a derivada exterior covariante D = d + gA,
operador diferencial que transforma covariantemente quando o grupo de estrutura atua localmente na
fibra: seja s =Y () =¢: M - Ee U(z) =U € G tais que ¢/ = U

D'y = UDy. B.2.13

Por sua vez, a falha desta derivada exterior covariante em ser nilpotente da origem a 2-forma de curvatura

(ou tensor de forga de campo)

DDy =: Fip, F =F.,T; @ dz" Ada” € g Q*(M) B.2.14
!
F=DA=dA+gANA=dA+S[ANAL B.2.15

Como exemplo desta construgdo, temos como tratado anteriormente a prépria geometria Riem-
maniana, onde o espaco base é a variedade em questdo M, as fibras sdo os espagos tensoriais do espago

m+neo

tangente 77" (T,M), o grupo de estrutura é o (tensoramento do) grupo geral linear GL(T,M)
espago total é o tensorial do fibrado tangente 77 (M), (I'M,m, M, T,M,GL(T,M)), e portanto vemos
que a derivada covariante da geometria Riemanniana é um caso particular das derivadas covariantes de
fibrados, e ndo sdo estas apenas analogias a derivada covariante Riemanniana.

Outro exemplo de fibrado principal sao teorias de calibre de Yang-Mills como o eletromagnetismo
de Maxwell: o espago base é o espaco-tempo M, a fibra é o espago de espinores de Dirac S, o grupo de
estrutura é o circulo U(1), e o espago total parece localmente com M x S, (E ~ M x S,7, M, S,U(1)).
Note que, pelo fato desta construcio para o eletromagnetismo adicionar um circulo U(1) a cada ponto
do espaco-tempo, ela é muito similar & visdo da teoria de Kaluza-Klein: nesta, os autores verificaram que
ao trabalhar com a RG em D =5 e separar o setor (3 4+ 1)-d da RG convencional, as equagoes restantes
reproduziam precisamente o eletromagnetismo de Maxwell, onde ao compactificar a dimensao nova em
um circulo, momento nesta dimensdo se comportava como carga elétrica, e agora podemos ver o por qué
desta "coincidéncia", visto que pictoricamente eles estavam a um passo de formular a teoria de fibrados,
faltando enxergar a dimensao circular extra como um grupo de estrutura invés de um dimensao espacial

literal.
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B.3 A ACAO DE YANG-MILLS

A Lagrangeana de Dirac acoplada ao campo de calibre dada em B.1.12 esta incompleta: esta
s6 reflete o termo potencial do campo de calibre A,,, visto que possui apenas o termo de acoplamento
deste com a matéria descrita pelo campo de Dirac. Ainda falta o termo cinético do campo de calibre
A,.. Este deve ser quadrético nas derivadas de A,,. Como candidatos imediatos temos (F*,)*, F*F,
e 6“5””]:&5.7:”,,. O primeiro ¢ idéntico a 0 pois F,,, ¢ anti-simétrico, entdo sobram a segunda e terceira
possibilidades. A terceira representa um acoplamento das partes elétricas e magnéticas da curvatura da
forma ~ & - g, e geralmente ndo contribui na acdo, porém existem modelos de cromodindmica em que este
termo também é considerado, mas em geral nao é o caso e portanto ficamos com a segunda possibilidade,
pois esta é a generalizagdo do termo de quadri-gradiente ao quadrado do campo escalar. No entanto,
em geral este termo é um elemento de uma &dlgebra g transformando de maneira covariante, e a agao
deve resultar em um nimero invariante de calibre. Isso é retificado ao tomarmos o trago (enxergando os

geradores do grupo como matrizes), devido & identidade
TI‘(T]TJ) = dGIJ, B.3.1

onde d é a dimensao da representagao do grupo e Gy é a métrica do grupo. Se a agao for construida
com F na representagdo fundamental, podemos redefinir os geradores como fl =Ty/ V/d, de maneira que

Te(FH Fuy) = FVF,, e entdo temos a agao de Yang-Mills como

1
Sym = Ti d4x\/—gF;“’F,{w B.3.2

a qual pode ser reescrita em notacao de formas diferenciais ao desfazer algumas identidades,
1 4 I
_@/dm _gFIlLVF‘;w:

1 1 o y
= —@/Isaﬁ,ﬂ;dx Adz? A dx? /\dx‘;\/—gTr(]-'“ Fuv) =

Sy m

1 1 up  vv’ g
=107 [ TGt 0 Fys Fuda® A e A da  da) =

1 1 v v [e4
= =17 | TV gamas e Fur Fuda® £ da A a7 n da?) =

11 W
=i / S T (V=" 000 8 s Fuuda® A da? N da? £ dar®) =
q Al

1 1 v
- 42 / §Tr(]:aﬁ V—ge" s Furdz® A dz” Ada” Ada?) =
1 o
7@ / Tr((Fopdz® A dxﬁ) A *(Fysdaz? A dxé)) =

1

de maneira que a acao total do campo de calibre acoplado a matéria se torna
1

Sym-m =198
YM-M M+4q2

/Tr(*]-"/\]—'), B.3.4

com Sy sendo a agdo da matéria em questdo (por exemplo, a acio do campo de Dirac).
A equagao de movimento do campo de Yang-Mills é a equacao de Procca covariante, generalizando

a equacao de Procca do eletromagnetismo de Maxwell
D, F" = -7J", B.3.5

onde J¥ é a densidade de corrente (com valores na dlgebra g) advinda do acoplamento do campo de

Yang-Mills com a matéria. Esta equagdo contempla as duas equagoes de Maxwell com fontes (lei de
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Gauss-Ampeére). Pela natureza associativa da lgebra g, temos que a identidade de Jacobi é vilida para a
derivada covariante,
[D,, [Dy, Dy]] + [Dx, [Dy, D]l + Dy, [Dx, D,]] = 0, B.3.6

onde substituindo que a curvatura pode ser expressa como comutador de derivadas covariantes F,, =

[D,, D, ], isto resulta na identidade de Bianchi covariante
D, Fux + DaFuy + Dy Fru =0, B.3.7
a qual pode ser escrita mais sucintamente e de maneira mais similar & equagdo de Procca
D, (xF"") =0, B.3.8

sendo esta a equagdo contemplando as equagoes de Maxwell sem cargas/correntes (lei de Gauss-Faraday).

Na maioria dos casos, trabalhamos com agdes Sy, ditas minimamente acopladas ao campo de
calibre, significando que os termos de acoplamento entre a matéria e o campo de forga sdo lineares em
A, sem termos quadraticos e nem derivadas deste. Nestes casos, as derivadas parciais 0,, nas equagoes
de Euler-Lagrange podem ser substituidas por derivadas covariantes D,, (mas utilizar ambos resulta nas

mesmas equagoes): por construcao, a derivada covariante segue a lei de Leibniz, ou seja,

Du W}(ﬂ = D/ﬂ/}(]s + wDud); B.3.9

portanto termos com derivada covariante podem ser integrados por partes, entdo ao extremizar uma agao

S =S¢, Do) = Sm o, 0] + Sint[¢, Aud] temos
0S = 5/(14333:

= /d4x5$ =

0% 0%
- /d% (&b&b—k 6(Du¢)> -

:/d%((&?_;(l)g@)@w {MMD B.3.10
96 " O(D,u9) " loDue) )" -

onde agora as condigoes de contorno sao com respeito a derivadas covariantes.
A agdo de Yang-Mills resulta em uma expressdo mais convencional: fixando um referencial de

Lorentz (t,) = (1,0,0,0), a 2-forma de curvatura pode ser decomposta em uma parte elétrica
El'=F], B.3.11

e uma componente magnética

Bl =1
“ 2

de maneira que a Lagrangeana de Yang-Mills se reduz a

e eFE B.3.12

L = fé(EéE}l — BIB%) = féTr(é_Q - B?). B.3.13
Esta forma é conveniente pois nela fica manifesto o fato de que o momento canénico conjugado a parte
espacial da conexdo (o potencial vetor AL) é precisamente o campo elétrico: a parte magnética possui
apenas derivadas espaciais, e a derivada em relagdo a derivada temporal do potencial vetor retorna apenas
o campo elétrico
0Ly M 1

m=_—"" —-____ gl B.3.14
T 9(0pA9) 22 @ 3
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A densidade Hamiltoniana é entdo a (generalizagdo da) familiar densidade de energia eletromagnética:

1 | @
=——Tr . B.3.1
Hy m P (&% + B?) 3.15

Como as componentes do potencial de calibre AfL sdo campos independentes, os parenteses de

Poisson canoénicos refletem isso pela aparicdo da métrica:

{Al(x),AJ(y)} =0 B.3.16a
{10],(2), 1 (y) } = 0 B.3.16b
{Al(2), 1) (y)} = 0 G 6°(z,y). B.3.16¢

B.3.1 Acao BF

Existe uma extensdao do modelo discutido acima, que é o modelo BF (um caso particular das mais
gerais teorias de campos topoldgicas), onde na ac¢do de Yang-Mills hé a substitui¢do do dual da curvatura

*JF por uma 2-forma com valores na algebra B = B/IWT[ ® da* A dxV,
1
Spr = 1o TI‘(B/\]:). B.3.17
q
Estas sdo chamadas de topoldgicas pois suas equagoes de Euler-Lagrange sdo

oB—F=0 B.3.18

isto é, curvatura nula e
6F = DB =0, B.3.19

de maneira que todos os graus de liberdade locais podem ser eliminados no modelo de "vicuo" (apenas a
agao descrita acima, sem acoplamento com outros campos) por uma transformagao de calibre, por isso o

termo "topolégico". Neste modelo, o momento canénico conjugado a conexdo A é a 2-forma B,

0.LBF 1
I _lg B.3.2
oA ig" 320

Como tratado no texto principal deste trabalho, a RG descrita em termos de vierbein e conexao
spin em formulagdo de primeira ordem é um exemplo de modelo BF, com B dado pelo produto exterior

de duas tetradas B=eAe, e = e{ﬁ[dx“.

B.3.2 Teorias de Calibre na Rede

A seguir, serd feita de maneira resumida uma introducdo & analise de Teorias de Yang-Mills
discretizadas na rede, a qual servird de base no texto principal para a discretizagdo da RG em um
2-complexo.

Consideremos por conveniéncia uma teoria Yang-Mills do grupo SU(2) em um espago-tempo

(3 + 1)-dimensional. A varidvel de configuracio da teoria continua é uma conexao
A(z) = A}, (2)7 ® da*, B.3.21

_ i ~
onde 7; = $0; € su(2) sdo os geradores do grupo.

A maneira como definimos a varidvel de configuragdo discretizada é relacionando a conexdo A(z)
com uma familia de elementos do grupo: fixemos uma rede ctibica de N vértices, conectados por E linhas
imersa no espago-tempo. Entao, associamos a uma linha orientada e da rede um elemento do grupo U,

(e seu inverso U, ! & mesma linha com a orientacdo oposta), definido formalmente como

Uy = Pela?, B.3.22
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onde P denota a "exponencial ordenada por caminho'!. Na literatura de gravitacdo quéntica esta expo-
nencial ordenada por caminho é denomidada holonomia. O conjunto de elementos do grupo {Ue} para
todas as linhas e da rede nos dé, entdo, uma discretizagdo natural da varidvel continua A(x). A ideia de
Wilson é que a teoria quantica é melhor definida em termos destas variaveis de grupo U, do que através
da varidvel continua de dlgebra A(z). Grandezas fisicas devem entdo ser estudadas no limite N — oo e
a — 0.

A holonomia definida acima é invariante a transformagoes de calibre locais A — A + DA, exceto
pelas realizadas nos vértices da fronteira de e. Portanto, ao truncar a teoria desta maneira, a simetria de
calibre local SU(2) é reduzida a uma simetria ante rotagdes SU(2) nos vértices da rede. Mais especifica-
mente, o grupo de calibre da teoria na rede ¢ SU(2)V, com V sendo o ntimero de vértices, e os elementos

de grupo se transformam de acordo com
Us — UL = AU, A\ € SU(2), B.3.23

onde se e te denotam, respectivamente, os vértices inicial e final da linha ("source" e "target" em inglés).

O produto dos elementos de grupo ao redor de uma "plaqueta" (uma célula da rede)
Ur = Ue,Ue,Ue Ue, B.3.24

nos dé a versao discreta da curvatura, e seu trago é um invariante de calibre. Wilson mostrou que a agao

discreta
_ Ii
S=B> (Te(Us) + Tr(l4])) B.3.25
£
é uma boa aproximacao para a acao de Yang-Mills
1

no limite em que o pardmetro de rede tende a zero a — 0 e a constante de acoplamento (que depende de
a) também 8 — 0.

Consideremos agora a fronteira da rede, em que chamaremos uma linha nesta fronteira de "elo" e
denotaremos por [. Se fixarmos dois elos distintos e integrarmos a exponencial da ac¢do sobre os elementos

de grupo do interior da rede de um elo a outro

Z/{Ll X
W (U Uy ) = dUperSM B.3.27
20}
teremos entdao a amplitude de transi¢ao do elo [ ao elo I’ da teoria truncada. Esta integral define comple-
tamente a teoria quantica, e sua versao em tempo imaginario pode ser computada numericamente pois o
integrando se torna positivo-definido. Para se obter as amplitues de transicao da teoria continua, deve-se

estudar o limite § — 0 N — oo da amplitude acima.

B.3.2.1 Teoria Hamiltoniana na Rede

Nos é de particular interesse a formulacdo Hamiltoniana do modelo descrito acima, explorada por

Kogut e Susskind (Kogut; Susskind, 1975). A formulagdo Hamiltoniana reside numa fronteira da rede, a

1 Resumidamente, devido ao grupo ser nio-abeliano, precisa-se definir uma ordenacgio para os termos de ordem quadrética

e superiores, a qual é tomada por convengdo como: seja A € [0,1] a varidvel que parametriza a linha e, entdo no
termo de ordem n da expansdo teremos n integrais, e convencionando-se que, de acordo com a orientagdo da linha,
A1 > A2 > ... > Ap, a ordem do produto serd escolhida de maneira que os termos que estiverem "avancados" no caminho
venham & esquerda, A(A1)A(A2)...A(An),

1 1 A1
'Pefe A 1+ / dXA,(N)zH + / dX; / dX2 Apy (A1) Aps (A2)&H 1 a2 + .,
0 0 0

onde ## = dz# /dA.
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qual assumimos ser tipo-espago. As varidveis de configuragdo sdo os elementos de grupo U; nos elos da
fronteira. Além de chamarmos as linhas da fronteira de elos denotados por [, também chamaremos os
vértices na fronteira de "'nédulos" e os denotaremos por n. Estes elementos correspondem as componentes
espaciais da conexao na fronteira, ou seja (no calibre temporal) o campo magnético. Na formulacao
Lagrangeana, a parte elétrica é codificada pelos elementos de grupo associados a linhas normais a fronteira,
enquanto na Hamiltoniana quem codifica o campo elétrico é o momento conjugado aos elementos de grupo
dos elos.

Temos entao que a o espaco de configuragao da teoria discretizada reduz do fibrado principal
SU(2) — E 5 M com grupo de estrutura local SU(2) para L cépias do grupo de simetria SU(2)", onde
L é o nimero de elos na fronteira, e as transformagoes de calibre reduzidas sao dadas por transformagoes
de calibre nos nédulos. Logo, o espaco de fase do modelo serd o fibrado cotangente 7*SU(2)L. H4 um
momento candnico Lf na algebra su(2) correspondente a cada elo, que é identificado com o campo elétrico.

Os parenteses de Poisson destas varidveis sdo portanto

{U Uy} =0 B.3.28a
{,L},} = spthr’ B.3.28b
{ f,L{/} = owe", LY, B.3.28¢

sem soma em [. O espago de Hilbert da teoria discreta é portanto formado por fungdes quadrado-integraveis
de SU(2)%,

Ly[SU2)] 3 4 : SU@2)F — C
Uy — () B.3.29

com o produto interno induzido naturalmente pela medida de Haar em SU(2),
Ol = [ AU i) B.3.30
SU(2)L
A transformacao de calibre restrita a fronteira atua nos nédulos e transforma os estados em
D(Uy) = P U, B.3.31

Os estados invariantes a essa transformagao formam o espaco de Hilbert dos estados invariantes de calibre
e possui a estrutura H ~ Ly[SU(2)/SU(2)Y], onde L é o niimero de elos e N é o ntimero de nédulos da
fronteira. Nesta base, o operador correspondente a U é diagonal e multiplicativo, enquanto o operador
correspondente a L, é proporcional a derivada funcional em relagado a varidvel de grupo U, ou seja, o
campo vetorial invariante a esquerda. Na teoria classica a variavel conjugada ao potencial vetor é o campo
elétrico, logo podemos identificar o campo vetorial invariatne a esquerda com o campo elétrico. Estes
operadores satisfazem as relagoes B.3.28a-B.3.28c. Todas estas varidveis aparecerdo novamente no texto

principal.
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APENDICE C -~ Teoria de Representacdo do Grupo de Lorentz SL(2,C)

Aqui serd feita uma breve revisio da teoria de representagoes de SL(2,C), em particular suas
representacoes unitdrias. E importantissimo frizar que nenhuma das representacoes "usuais" de dimensao
finita do grupo de Lorentz sdo unitdrias (elas possuem um subgrupo unitdrio SU(2), mas nio o sdo em
sua totalidade), as representagoes unitarias de SL(2,C) sdo todas de dimensdo infinita. De particular
interesse para nés sdo as representagdes unitarias irredutiveis na série principal de SL(2, C).

O grupo de Lorentz é caracterizado pela sua dlgebra de Lie s[(2,C)
[JIJ JKL] — _lK JIL 4 Il gIK | JK gIL L fIK C.o01

em que escolhendo-se um vetor tipo-tempo para fixar um referencial de Lorentz ¢; = (1,0, 0,0), podemos
separar SU(2) como o subgrupo que preserva t; e usar este vetor para separar os geradores J/7 em

geradores de rotagdes espaciais e temporais (empurrdes):

L' = %GIJKLJJKtL = (0, L) C.0.2a
K'=J"t; = (0,K) C.0.2b
satisfazendo as relagoes
[LP, 7] = €7, L C.0.3a
(L}, K9] = €7, K* C.0.3b
(K, K9] = €7, L*. C.0.3c

O grupo SL(2,C) é de rank 2, possuindo dois operadores de Casimir independentes. Podemos
tomar estes como sendo

1 1 = =
01:§J.J:§JIJJIJ:K2—L2 C.0.4a

1 1 2
Cy = g3 owd = cergrerJ T = K- L, C.0.4b

portanto estas representacoes unitarias sao rotuladas por dois nimeros quanticos: p € R, associado aos
empurrdes por estes formarem um espaco nao-compacto e k € %N, associado a rotagoes por formarem um
espaco compacto. O espaco de Hilbert da representacio é V(%) e possui dimensio infinita, dim(V(p’k)) =
0. E neste espaco que atuam os geradores Hermitianos J// = —J/!, com os operadores de Casimir C; e

C5 relacionados aos nimeros quinticos p e k através das identidades
(K? = L)) = (p° = k> + 1)|¢) C.0.5a

K - L) = pk|). C.0.5b

V(P:*) ¢ uma combinacio de representacoes redutiveis de SU(2) da forma
vk — @Hj, C.0.6
j=k

onde H; é o espaco de Hilbert (25 + 1)-dimensional da representacao spin-j de SU(2). Os geradores de
rotagdes espaciais L preservam esta decomposicio, enquanto os geradores de empurrdes K "saem" dela
ao mapear H; para H;—1 ® H; ® Hjt1.

Podemos definir uma base ortonormal |p, k; 7,m) de V?¥) (chamada de base canénica) ao diago-
nalizar simultaneamente os operadores C1, Co, [%e L. Os geradores nessa base sdo os conhecidos L, L_

e L., junto dos seus equivalentes para empurrdes K, K_ e K,:

L.|j,m) = m|j,m) C.0.7a
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Liljm) =G +m+ 1) —m)|j,m+1) C.0.7b

L_jym) = +/(j +m)(j — (m = 1))|j,m — 1) C.0.7¢

K.|j,m) = —agyV/52 —m2|j — 1L,m) — Biymlj,m) + agji1)y/ (5 + 1)2 — m2[j + 1,m) C.0.7d

Kiljm) = —apV/ (G —m)(G — (m+1)[j = 1,m+1) = B/ (G —m)(j +m+ 1)[j,m +1)—
— gV Fm+ )G+ D+ (m+D))j+1,m+1) C.0.7e

K_|jm) =omnVG+m)G+m—1)j —1,m—1) = B/ (G +m)(j — (m —1))|j,m— 1)+
+aginVi—m—1)((G+1)—(m—1)j+1,m—1), C.O.7f

onde Ly = L, +iL, (K+ = K, +1iK,) e os coeficientes o, e ;) sdo dados por

i \/ (2 )% +1?) ot

=g 1771

C.0.8b
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APENDICE D — Calculo explicito do espectro de Area em termos das Variaveis de
Ashtekar

Se tentassemos quantizar a teoria continua, teriamos como operador da variavel de configuracao

a conexao de Ashtekar

A (2)[v) = Al ()|¢) D.0.1
e seu conjugado candnico sendo o campo elétrico de Ashtekar
~ 0
a iy

visto que estes devem satisfazer as relacées de comutacgao
A;(x)7EA§’(y)} = ihn’y§§§263(m,y). D.0.3

Os estados |¢) s@o funcionais da varidvel de configurgao, |[¢)[A]). Pelo Teorema de Giles, o qual constata
que ao considerar o traco da holonomia para todos os lagos possiveis de uma variedade teremos entao
toda a informacao invariante de calibre da conexao, tais funcionais podem ser expandidos em termos dos

lacos de Wilson?,

[W[A]) = CjchD[A] D.0.4
RO [A] = Te(Pel- A7), D.0.5

Com isso, o operador de area seria dado ao substituir D.0.2 na férmula da drea em termos do campo
elétrico de Ashtekar 3.1.18:

A )
Ay = mm/ dS,dSy—— ——, D.0.6
S=p* \/ b(SA(Zl 5141[)

o qual vemos ser extremamente nao-trivial por envolver a raiz quadrada de um operador, por esta razao

iremos considerar a acdo do quadrado deste operador

D.0.7

R 5 9
A2 = —K2K%H2 / dS,dS,—
¢ Gp- 6AL 5 Ay

e extrair seus autovalores através do Teorema Espestral. Na base dos lagos de Wilson D.0.4, as derivadas
funcionais em D.0.6 apenas contribuem quando a curva c associada a uma representagdo de spin j
intersecta a superficie S = £*, portanto temos (seja ' = ¢N S e ¢; a fracdo da curva que vai de 0 até 2’ e
¢o a curva que vai de z’ de volta ao ponto 0)

1) é A(j)) _

A%hgj)[A] = —hQ[QQ,yQ/SdSa(Z‘)dSb(y)W(SAb(y) Tr(Pefc

) f A ) . f A
— 22 Q/dSa ds T <Pe e1 /A’“ ) qyePed ez )
W J S W SAaly) J. AT

) f A ik b3/ () 1. e f AW B
5Afl(x)Tr (Pe /0(5 000" (2, y)r/ dy“Pe =

) . N €]
— —h21‘€2’}/2/ dSa(QT)dSb(y)T‘I' <Pefcl A /(53($/,$)Ti(j)dxa /63($/,y>7(])2dybfpefcz A ) _
S c c

= —h2ﬁ272/d5a(a:)d5b(y)
s

@ oy @
= —h*Kk?y? dBad3ys® (o', 2)6°% (2, y)Tr(Pefﬂ A Ti(J)T(J)lPefcz A ) =

Sxc
— W2K24%5( + 1)Tr(Pel. A7), D.0.8

E possivel mostrar que o operador Ay é diagonalizavel e auto-adjunto, portanto pelo Teorema Espectral

podemos tirar a raiz na eq D.0.8 e obter
AghD[A] = hiy /3G + DAP[A] = 87v1%+/5(5 + 1)RD[A]. D.0.9

Esta expansdo é chamada de "transformada de lagos" e é a razdo do nome "Gravitagdo Quéantica de LACOS", pois
historicamente a construgao do modelo foi feita nesta base, e depois generalizada para holonomias em elos abertos como
abordado no texto principal.

1
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APENDICE E - Aniélise Harménica no Grupo SU(2)

O Teorema de Peter-Weyl nos garante que os elementos das matrizes de Wigner D§), (U) formam

uma base ortogonal no espago de fungoes sobre o grupo SU(2)

AU(DE,U)) DY) Uy = 5575 E.0.1
SU(2) d;

3

andlogo as ondas planas ™ para o circulo U(1), nos dando o equivalente a uma série de Fourier para

Lo[SU(2)]
Ly[SU(2)] = > Cimn D)) E.0.2

jm,n

Para o caso abordado no texto principal, temos L cépias do grupo, logo

LQ[SU( ) ]aw(uf Z le Jrmi..mpni.. ﬂLD(Jl) (Z/[) D§*) (UL) E.0.3

miny mrnr
Je,me,mg

E.1 SIMBOLOS 3j DE WIGNER

H4 um objeto importante invariante de trés indices em trés representacoes de SU(2): os chamados

simbolos 3j de Wigner denotados como

grmams _ (J1 2 Js E.1.1
mi; Mo Mg ’

0s quais sdo como uma forma simétrica dos coeficientes de Clebsh-Gordon. Mais explicitamente, estes se

relacionam da seguinte formas:

] ) ] —1 J1—Jj2—ms3 . . '
(T’Z’Ll ;7/2 T‘Zj) E()2j3_i_1<j17m1 ®j2,m2‘j3,—m3>. E.1.2
1 2 3

A diferenga entre ambos é que os coeficientes de Clebsh-Gordon aparecem ao descrever um estado de

momento angular como soma de outros dois

ams) = > (j1,m1 @ ja, maljs, ma)|jr, m1 @ ja, ma), E.1.3
mi,ma
enquanto os simbolos 35 de Wigner servem para combinar trés estados de momento angular em um estado
dej=m=0
DM my @ ja,ma @ js,ma) = [0,0). E.1.4
mi,m2,Mm3
Dito de outro modo, qualquer estado SU(2)-invariante no produto das trés representacdes serd proporcional
ao estado normalizado

i)

Ji o J2 g3, ) )
= Z ( >|]17m1®]27m2®]3,m3>- E.1.5

miy,mz2,m3 mi mg M3

Na literatura de gravitagdo quéntica, os simbolos 3j de Wigner sdo comumente chamados de "entrelaga-

dores" trivalentes.
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APENDICE F - Demonstracées das equacgoes

F.1 CAP 3 SEC 3.1:

Eq 3.1.13: note que ¢ = \/%aabcsijkEéEiEﬁ

) T W EL ) B )] =

11
=~ (@) 2q(x) "2

+q '(z )5((1 b) )01;0 (z,2) =

= @50 2) (HuBun() - g DB 0B ) =

—e i Bl (2)EY ()63 (2, 2) L (2) B} (2)6,;+

1 1
omed Y ) 1 . K o W
5kf;((z)) ARG {2/@@( pet ! —kjeq d)} (y) =
1
= 5 Va(e" o7 —eg™) F.1.2
I

{Qab[E] (.’L’),

/ Qa( ) / 67TCd(y)
&y 5E1b ’){ @R )}6kb'( .

/d3 'a3y/ < 83(z, x') (ei/(aég)/ ; e qab>) (2/15;/,52/,63(z/,y’)) X
1

(2 ( J c6d _eb'qu)> —

=6

1 3
(z,y) (5c 5y — qabg” — §Qaqud + 2qach‘i) =

= 60,06 (z,y). F.1.3

Soma de conex@o com covetor resulta em conexao: seja A, = AfLT[ uma conexao de um

grupo G com geradores 17
1
A, =UAU" - gauUU‘l F.1.4
eV, = VHI T7 um covetor com valores em g transformando na representagdo adjunta
-1
V:L =0V, U, F.1.5
entdo a soma dos dois C, = A, +V,, se transforma como conexdo também:
Y r_
=A,+V,=
1
=UA U - -0,UU + UV, U =
g

1 1
=U(A, +V,)U " — EGMUU‘l =UC, U™ — §8HUU‘1. F.1.6

Eq 3.1.14b:

dw! (o) ) 1, JTY
'/a = -7 —e' i ot Va ’ =
del, (') del, (x') 9% iwe b

a

. AV ’
= Elj/k/élj-/ qa b Vaelg/ 53(1}755/) =
. /.
== Ezi/k/vaek e 53(1:,1‘/) F17
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EY = 1 ab’c’ ik F.1.8
i = 58 Eijlk! €pr € .
!
5Eie = 5“b/clsij/k/eg,,5e]§,’ F.1.9
!
/ 1 ’ ’ YN
dek = (6,13,6(3 - 46’562,) e?,sabfcls” KoEe F.1.10
!
565/ (I/) < i e 1 il CI> b il 3, jj/i/ b \/(? i’ g 3,
5 = k0q/ — T€q1€L ej,&‘bb/clé‘” 1) (,I ,y) = | €vp’a’€ ej, — 5 €€ ) (1‘ ,y) F.1.11
5Ej (y) 4 2
\
; ; Swi (z) / i
7 3 a ) _
{s@ o) = [aa e S ) )
del, (z') /
_ d3 /d3 / _a(x) a {Eb/ (y/) kj(y)} —
i’ b’ J ]
/ Seg: (') SE7 (y')
S L oy I
deq (z') GE2(y)
= 2/@/d3x’ (5ii,k,vaek/“l63(m,x')) ((Ebb/afejjlilegi — \éaeglei) 53(x’,y)) =
= 2/-@53(x, y)Vaemlejb/sba/b/. F.1.12
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