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Resumo

Ha diversas maneiras de se definir as infinito-categorias, embora todas possuam a mesma esséncia,
algumas podem apresentar obstaculos quanto ao seu manuseio. Neste trabalho, definimos as infinito-
categorias utilizando a linguagem dos conjuntos simpliciais, que € mais facil de se trabalhar. Para isto,
fizemos uma breve introdugdo a Teoria das Categorias e dissertamos sobre alguns conceitos e resulta-
dos relevantes desta drea de pesquisa, como Limites e Colimites Categoriais, Conjuntos Simpliciais,
Lema de Yoneda, Extensdes de Kan e o Nervo de uma categoria, além de introduzir as 2-Categorias

a fim de intuir as n-categorias e, consequentemente, as co-categorias.

Palavras-chave: Teoria das Categorias; Teoria das Infinito-Categorias; Conjuntos Simpliciais.
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Abstract

There are several ways to define infinity-categories; although they all have the same essence,
some of them are more difficult to handle. Here we define the notion of infinity-category through
the language of simplicial sets, which is easier to work with. As a preliminary step, we make a brief
introduction to category theory and we discuss some relevant tools and results in this framework (ca-
tegorical (co)limits, Yoneda’s lemma, Kan’s extension, nerve of a category). Moreover, we introduce

the notion of 2-Category and we use it to guess the structure of n-categories and co-categories.

Keywords: Category Theory; Infinity-Category Theory; Simplicial Sets.
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Lista de Simbolos

Sets: Categoria dos conjuntos;

Homy (X,Y): Conjunto dos morfismos de X aY’;
Top: Categoria dos espacos topologicos;
~: Isomorfismo;

%: Categoria quociente;

¢ °P: Categoria oposta;

Funct(¢,2): Categoria dos funtores de ¢ a Z;

@f: Limite de .%;

mﬁ’ : Colimite de .%;

Topx: Categoria dos conjuntos abertos de X espaco topologico;
Ord: Categoria dos conjuntos ordenados;

Cat: Categoria das categorias pequenas;

A: Categoria dos conjuntos totalmente ordenados finitos;
[n]: Conjunto {0,...,n} paran € N;

|A"|: n-simplexo regular em R"*!;

d': morfismo face d’ : [n] — [n+1];

¢! morfismo degeneragio ¢/, : [n] — [n—1];

Py4: Pré-feixe representado por A;

Z Categoria dos pré-feixes em ¢;

A: Categoria dos conjuntos simpliciais;

Y: Funtor de Yoneda

Rx.%: Extensdo de Kan a direita de .% através de K
Lg.7: Extensdo de Kan a esquerda de .# através de K
Y2 Funtor de Yoneda generalizado de .7

% = Ly.%: Extensio de Kan de .% através de Y

Singy: Complexo singular de X espaco topoldgico;

|K|: Realizagio geométrica de K conjunto simplicial;

1: A= Cat : Restricao do mergulho Ord — Cat;

Y;: Nervo;

Y, ¢: Nervo da categoria ¢';



Sumdrio

A" =Y, : Nervo de [n];

1y = Lyt: Extensdo de Kan a esquerda de 1 através de Y’;
a: f= g:2-morfismode fag;

®: composi¢ao horizontal aplicada nos 2-morfismos;

T <, X: n-grupoide fundamental de X espago topologico;
T <o X: co-grupoide fundamental de X espaco topologico;
A’j: j-€ésimo horn;

oo — Cat: Classe das co-categorias;

oo — Grp: Classe dos co-grupoides;

Grp: Classe dos grupoides.



Introducao

Em Matemética é comum associar estruturas a conjuntos como grupos, variedades diferenciais,
espacos topoldgicos, vetoriais, de medida, etc. A Teoria das Categorias reconhece as semelhangas
entre esses objetos e fornece uma linguagem que unifica e simplifica conceitos de diversos campos
da Matematica, resultando em propriedades gerais capazes de resolver problemas dessas areas. Esta
Teoria surgiu ha menos de um século, em 1942 de forma priméaria por Samuel Eilenberg e Saunders
Mac Lane em um trabalho de Cohomologia, sendo formalizado no artigo ”General theory of natural
equivalences”, [2], publicado por eles em 1945.

Uma categoria € formada essencialmente por objetos e morfismos. Uma generalizagdo natural
deste conceito consiste na introducdo de morfismos de ordem superior ao primeiro. Por exemplo,
na categoria cujos objetos sdo os espagos topoldgicos e cujos morfismos sdo as fun¢des continuas,
podemos considerar as homotopias de funcdes como morfismos de segunda ordem (isto €, morfismos
entre morfismos), as homotopias de homotopias como morfismos de terceira ordem e assim por diante.
Isso leva naturalmente as no¢des de n-categoria, em que sao presentes morfismos até a ordem n, e
de infinito-categoria, em que sao presentes morfismos de qualquer ordem. Entretanto, formalizar
diretamente esta ideia se revela invidvel por causa da intimeras condi¢des de compatibilidade entre os
morfismos; portanto, € necessario introduzir uma linguagem mais manejavel concretamente. Nesta
dissertacdo, mostraremos como alcangar este objetivo utilizando os conjuntos simpliciais.

A teoria das infinito-categorias foi introduzida por vérios autores na década de 1970, mas foi
fortemente desenvolvida por Jacob Lurie na década de 2000 para classificar as Teorias de Campo To-
poldgicas em On the Classification of Topological Field Theories, [S)]. Recentemente, foi aplicada em
numerosas dreas da Matematica: Geometria Algébrica e Diferencial, Fisica Matematica (em particu-
lar, nas Teorias de Calibre de ordem superior), Topologia Algébrica, etc. Em geral, torna-se natural
usar esta teoria ao trabalhar com objetos que podem ser equivalentes em um sentido mais fraco do
que o de isomorfismo: espacos topoldgicos homotopicamente equivalentes , mas ndo necessariamente
homeomorfos; complexos de cadeias quase-isomorfos, mas ndo necessariamente isomorfos e assim
por diante. Por este motivo, trata-se de uma moldura muito ampla e abrangente, em que é possivel
inserir véarias teorias e ferramentas matematicas de modo coerente e bem organizado.

A presente dissertacdo € organizada da seguinte maneira:

O Capitulo 1, fundamentada em Categories for the Working Mathematician de Saunders Mac

Lane, [4], contém uma breve introducdo a Teoria das Categorias, com defini¢des, exemplos e alguns



2 Introducdo

resultados basicos. No Capitulo 2, definimos o conceito de conjunto simplicial e estudamos suas
propriedades principais; também introduzimos a nocdo de realizagdo geométrica e analisamos um
exemplo em detalhe.

Os Capitulos 3, 4 e 5, baseados em Higher Categories and Homotopical Algebra de Cisinski, [1]],
s@o dedicados respectivamente ao Lema de Yoneda e sua demonstracao, a nocao de Extensao de Kan
e a uma generalizacdo adequada do Lema de Yoneda, que serd utilizada em seguida. No Capitulo 4
também construimos uma estrutura funtorial para as extensoes de Kan e mostramos como construi-las
através de limites e colimites.

No Capitulo 6, baseado no livro 2-Dimensional Categories dos autores Donald Yau e Niles John-
son, [3], definimos as 2-Categorias Fortes e Fracas da maneira mais intuitiva, isto €, acrescentando
os 2-morfismos a uma categoria e enunciando as condi¢des de compatibilidade necessarias. Além
disso, indicamos porque a generalizacdo direta desta construcao as n-categorias e as co-categorias nao
€ viavel concretamente. Isso motiva a definicdo das co-categorias através da linguagem dos conjuntos
simpliciais, o que constitui o contetido do Capitulo 7, fundamentado em Higher Topos Theory de Ja-
cob Lurie, 6], e Higher Categories and Homotopical Algebra de Cisinski, [ 1], com o qual concluimos

este trabalho.



CAPITULO 1

Introducao a Teoria das Categorias

1.1 Categorias

Definicao 1.1. Uma categoria ¢ € definida por:
1. uma classe Ob(%’) de objetos;
2. para todo par X,Y € Ob(%’), um conjunto Homy(X,Y);
3. paratoda tripla X,Y,Z € Ob(%’), uma fungio, dita composi¢ao:

o: Homy(Y,Z) x Homg(X,Y) — Homy (X, Z)

tais que:
(i) se (X,Y) # (Z,W) entdo Homy (X,Y )N Homy (Z,W) = 0;
(ii) a composigdo € associativa: ho(go f) = (hog) o f quando os dois lados forem definidos;

(iii) paratodo X € Ob(%), existe um morfismo identidade idxy € Homy (X, X) tal que foidy = fe
idx o g = g quando estas composi¢oes forem definidas.
Uma categoria % € pequena se a classe Ob(%’) de objetos forma um conjunto.

Observacao 1.2. Um morfismo f € Homg (X,Y) é denotado por f: X — Y, sendo X dito dominio

de f e Y contra-dominio de f.
Observacao 1.3. O morfismo identidade de um objeto X € tnico.
Veremos alguns exemplos que serdo importantes posteriormente.
Exemplo 1.4. Denotamos por Sets a categoria dos conjuntos, os objetos sao 0s conjuntos e os morfis-

mos de X a Y sdo as fungdes de X a Y, sendo a composi¢do de dois morfismos a propria composi¢ao

de fungdes.
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Exemplo 1.5. Denotamos por Grp a categoria dos grupos, 0s objetos sao 0s grupos e os morfismos de
G a H sao os homomorfismos de G a H, sendo a composi¢ao de dois morfismos a propria composi¢ao

de fungdes.

Exemplo 1.6. Denotamos por GrpAb a categoria dos grupos abelianos, definida como a anterior, mas

considerando os grupos abelianos como objetos.

Exemplo 1.7. Denotamos por Top a categoria dos espagos topoldgicos, os objetos sdo espagos to-
poldgicos e os morfismos de X a Y sao as funcdes continuas de X a Y, sendo a composicao de dois

morfismos a propria composi¢ao de fungoes.

Exemplo 1.8. Denotamos por TopHd a categoria dos espagos topologicos de Hausdorff, definida

como a anterior, mas considerando os espacos topoldgicos de Hausdorff como objetos.

Definicao 1.9. Um morfismo f: X — Y € dito isomorfismo se existe um morfismo g: ¥ — X tal que
gof=idx e fog=idy. Dois objetos X,Y € Ob(%) sdo isomoformos, denotado X ~ Y, se existe

um isomorfismo entre eles.

Se f: X — Y é um isomorfismo, seu inverso g: ¥ — X também & isomorfismo, denotado g = 1.

A nog¢do de isomorfismo define uma relagdao de equivaléncia na classe dos objetos.

Proposicao 1.10. Sejam f: X — X' e g: Y — Y’ dois isomorfismos em uma categoria €. Fica

definida a seguinte bijecdo:
O ¢: Homy(X,Y) — Homg(X',Y')
prrgopof !,
Definicdo 1.11. Uma categoria ¢’ é dita subcategoria de € se:
1. Ob(€¢”’) C Ob (%);
2. Homg (X,Y) C Homy (X,Y) para todos X,Y € Ob(%”);

3. para todos f € Homg(X,Y), g € Home (Y,Z), a composi¢do go f em 4" coincide com a em
v

4. paratodo X € Ob(%”), a identidade de X em 4" coincide com a em %
A subcategoria ¢ é cheia se Home(X,Y) = Homy(X,Y) para todos X,Y € Ob(%”).
Exemplo 1.12. A categoria GrpAb € uma subcategoria cheia de Grp

Defini¢do 1.13. Seja ¢’ uma categoria e ~ uma relagdo de equivaléncia em Uy y)cop(s)2Homez (X,Y)

que € compativel com a composigﬁ A categoria quociente % € definida por:

lf~g= foh~gohekof~kogsempre que essas composicdes estiverem definidas.
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1. 0b(%) = 0b(%);

2. Hom¢ (X,Y) = Hom+(XY)

3. lglolfl=lgof].

1.1.1  Funtores

Definicao 1.14. Um funtor .7 : ¥ — 2 entre duas categorias ¢ definido por:
1. uma fungdo .# : Ob(¢) — Ob(2);
2. paratodos X,Y € Ob(%), uma fungio
Fxy: Homg(X,Y) = Homg(F (X), F(Y)),
tais que, paracada X,Y,Z € Ob(€)e f: X =Y, g: Y = Z:

- Fxz(g80f)=Fyz(8) o Fxy(f);
- Fxxlidy) = id 7 x)

Frequentemente a fungdo .#y y serd denotado apenas por .%.

Um funtor pode ser pensado como uma flecha de uma categoria para outra.

Exemplo 1.15. Considere a categoria Top. definida da seguinte maneira: Os objetos em Top sdo
pares da forma (X, xo) onde X é um espago topoldgico e xo € X; os morfismos Homr,p, ((X,X0), (Y, y0))
= {f: X — Y continua tal quef(xp) = yo}; a composi¢do de morfismos é a composi¢do de fungdes.
Fica definido o funtor grupo fundamental 7, : Top — Grp que associa um objeto (X, xp) a seu grupo
fundamental 7; (X, x0) € um morfismo f: (X,x0) — (¥,yp) a funcgdo
T (f) = fi: m(X,x0) = m(¥,0)
[0] = [foo]

Para toda categoria € existe o funtor identidade Idy : 4 — €, definido como a identidade entre
objetos e entre morfismos. Além disso, dados dois funtores % : ¢ — Y e 9 : 9 — &, fica definido o
funtor 4 o F : € — & por

GoF:0b(€)— Ob(&)
X—YoFX)=9(ZF (X))
lembrando que .7 (X) € Ob(2), e, dados X,Y € Ob(¥):
(GoF)xy =97x).7x)°Fxy: Homg(X,Y) — Homg(9(F (X)), 9 (F(Y)))
[ X=>Y—>9F):9(FX) =9 (F(Y))
Proposicao 1.16. Um funtor manda isomorfismos em isomorfismos. Além disso, se & : € — 2 for

um funtor e f um isomorfismo em € entdo .F(f)~' = .Z(f~1).
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1.1.2 Categoria oposta e funtores contravariantes

Definicao 1.17. Seja 4 uma categoria. A categoria oposta ¢ é definida por:
1. Ob(€¢°P) = 0b(%);
2. paraX,Y € Ob(€'), Homgop(X,Y) = Homy (Y, X);

3. dados f € Homgop(X,Y) ¢ g € Homygop(Y,Z), ou seja, f: Y X eg—>Z—Yem %, a
composicdo go f € Homygop(X,Z) coincide com a composi¢do fog: Z — X em %.

Definicao 1.18. Um funtor contravariante de ¢ a & é um funtor .7 : €°? — & (equivalentemente, é
um funtor .% : € — 2°P).

Ou seja, dados X,Y € € quaisquer, um funtor contraviante .% : €°P — & associaacada f: X —Y

em % (isto é, f € Homyop(Y,X)), um morfismo Z (f): Z#(Y) — Z(X).

1.1.3 Isomorfismos e mergulho de categorias

Definicao 1.19. Duas categorias ¢ e Z sdo isomorfas se existem dois funtores . : ¢ - Ze¥: 2 —
Ctaisque Yo ¥ =ldge F o9 =1dy.

Definicao 1.20. Um funtor .% : ¥ — 2 é dito mergulho de categorias se a fun¢do .7 : Ob(¢) —
Ob(2) ¢ injetora e, para todos X,Y € Ob(¥), Zxy: Homy(X,Y) — Homg(F (X),.7 (Y)) é inje-
tora. O mergulho .% ¢ dito cheio se .#x y é também sobrejetora para todos X,Y € Ob(%).

Observacao 1.21. 1. Se ¢’ for uma subcategoria de €, entdo a inclusido i: €' — € é um mergu-

lho de categorias, o qual é cheio se, e somente se, 6" for uma subcategoria cheia;

2. A imagem de um mergulho .% : ¥ — 2 é uma subcategoria de & isomorfa a ¢, a qual é cheia

se, e somente se, % ¢ um mergulho cheio;

3. Um funtor € um isomorfismo de categorias se, e somente se, ¢ um mergulho cheio e é sobrejetor

entre os objetos.

Exemplo 1.22. O funtor .% : Sets — Top que leva um conjunto A no espago topoldgico A com a

topologia discreta ¢ um mergulho cheio de categorias.

1.1.4 Morfismos de funtores

Defini¢ao 1.23. Dados dois funtores .%,¥%: 4 — %, um morfismo de funtores (ou transformagao

natural ou morfismo candnico) ¢ : .% — ¢ é definido por um morfismo

0X): F(X)—>¥9(X)
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para cada X € Ob(%), de modo que o seguinte diagrama comute para todo f € Homy(X,Y):

Para todo funtor .% : € — 2, fica definido o morfismo identidade id #: .% — .%, que associa ao
objeto X € Ob(¢’) o morfismo identidade id z(x): F (X) — F (X).

Definicao 1.24. Dados dois morfismos de funtores ¢: % - Y e y: Y — ,sendo .F,9, 7 : € —
2, definimos a composicdo entre ¢ e ¥ como (Yo @)(X) = y(X) o ¢(X) paratodo X € Ob(%).

As duas udltimas defini¢des nos permitem definir a categoria dos funtores entre duas categorias ¢ e
9 fixadas, sendo € pequena, Funct(%¢, Z), na qual os objetos sdo os funtores de € a &, os morfismos
entre .# e ¢ sdo as tranformagdes naturais da Defini¢do e a composicado da Defini¢dao Em
particular, dois funtores .#,¥: € — 2 sdo isomorfos quando o sdo como objetos de Funct (€, 2).

Um isomorfismo de funtores também € chamado de isomorfismo candnico ou isomorfismo natural.

Proposicao 1.25. Sejam % ,9: € — P dois funtores. Um morfismo de funtores ¢: % — G é um
isomorfismo se, e somente se, para todo X € Ob(€), o morfismo ¢(X): .F(X) — 4 (X) é um isomor-

fismo em 9.

1.1.5 Equivaléncia de categorias

Definicao 1.26. Duas categorias % e & sdo equivalentes se existem dois funtores .%: ¢ — Z e
4.9 —C taisque Yo.# ~Idy e .F o4 ~ Idy. Neste caso, .% e ¢ sido ditos equivaléncias de

categorias.
Definicao 1.27. Um funtor % : ¢ — Z é dito:

1. Fiel se, para todos X,Y € Ob(%), a funcdo Fxy: Homy(X,Y) - Homg(F (X), F(Y)) é

injetora;
2. cheio se, para todos X,Y € Ob(%), a fun¢do .Fy y € sobrejetora;
3. plenamente fiel se € fiel e cheio.

Teorema 1.28. Um funtor % : € — & é uma equivaléncia de categorias se, e somente se, valem as

duas seguintes condicoes:
1. F é plenamente fiel;

2. para todo objeto Y € Ob(9D), existe X € Ob(%) tal que Y ~ .7 (X).
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1.1.6 Imagem essencial

Definicdo 1.29. Seja % : € — 2 um funtor. A imagem essencial de .% € a subcategoria cheia 2’ de
2 definida por: Y € Ob(2) pertence a ' se, e somente se, existe X € Ob(%) tal que .7 (X) ~ Y.

Sejam .Z : ¢ — 2 um funtor plenamente fiel € 2’ a imagem essencial de .#. O Teorema [1.2§]
garante que .% € uma equivaléncia entre ¢ e 2’. Porém, &' é uma subcategoria cheia de &, desse

modo, um funtor plenamente fiel € um mergulho cheio de categorias a menos de equivaléncia.

Pelo Teorema temos que um funtor é uma equivaléncia de categorias se, € somente se, € fiel,

cheio e essencialmente sobrejetor, ou seja, a imagem essencial coincide com o contra-dominio.

1.2 Limite e Colimite Categorial

Nesta secdo, consideraremos a categoria / como sendo uma categoria de indices e 4 a categoria

de interesse, pois € o ambiente em que calcularemos o limite ou colimite.

Definiciio 1.30. Seja 7 : I — ¢ um funtor. Um cone de .7 € um par (Y,{pi: ¥ — F (i) }iconr))-
onde Y € Ob(¥) e pi € Homy (Y, % (i)) para todos i € Ob(I), tal que, para cada morfismo f: i — j

em /, tem-se
F(f)opi=pj.

Ou seja, tal que o diagrama a seguir comuta

Exemplo 1.31. Considere / uma categoria formada pelos objetos Ob(I) = {i,i1,i2}, € Homy(ij,i;) =
{id;},vj € {0,1,2}; Homy(io,i1) = {@o1}; Homy(io,i2) = {@n2} e o conjunto vazio para os demais

conjuntos de morfismos.

i i
N4
io
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Considere o funtor F': I — Sets tal que

!

(i) = {0}
F(i;) ={0,1}
F(ip) ={0,2}
Jor = F(eo): F(io) = F(i1)
0~ f01(0)=1
Joo =F(o2): F(io) = F(i2)
0~ fo1(0) =2
Agora, considere o conjunto ¥ = {0,1} e os morfismos (ou seja, as fungdes) p;: ¥ — F(i;) tal

que, paray € Y, p;(y) = j, com j € {0,1,2}.

Temos que (Y,{p;: ¥ — F(i;)}jec{0,1,2)) € um cone de F, pois o seguinte diagrama comuta

De fato,
foropo: Y — F(i1)
0~ fo10po(0) = fo1(0)
1= foropo(1) = fo1(0)

il
—_ —
Il
R
—~
- QO
— =

entdo fo1 0 po = p1 €,
fooopo: Y — F(ia)
0~ fo20po(0) = f02(0) =2 = p2(0)
1= fooopo(1) = f02(0) =2 = pa(1)
entdo fo2 © po = pa2-

Defini¢iio 1.32. Seja #: I — ¢ um funtor. Um cone (L,{p;i: L — F (i) }icop)) de F € dito um
limite de .7, ou limite inverso de .#, se para cada cone (Y,{q;: ¥ — Z (i) }icop(r)) de F existir um
tnico morfismo 7: Y — L tal que ¢; = p; ot para todo i € Ob(I).

Ou seja, tal que o diagrama a seguir comuta para todo i € Ob(1)
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Por vezes, usaremo a notagdo ILn,;@ para indicar o limite de ..

Proposicdo 1.33. Seja 7 : [ — € um funtor; se (L,{fi: L— F (i) }icopu)) € (L', {gi: L' — F (i) Yiconr))

sdo limites de ., entdo existe um tinico isomorfismo k : L — L' tal que g;ok = f; para todo i € Ob(1I).

Demonstragdo. Por (L,{f;}) e (L',{g:}) serem limites de .%, obtemos que existem tnicos / : L' — L

ek:L— L' tais que fijol =g; e giok = f; paratodo i € Ob(I), respectivamente. Entdo

fio(lok) = (fiol)ok=gjok = f;, Vi€ Ob(I),

giokol= fiol =g;.

Como idy, e id;; sdo os unicos morfismos que f;oid; = fj e gjoid; = g; para todos i € Ob(I), segue

que idp =lok e id; = kol. Portanto k e [ s2o isomorfismos. [

Exemplo 1.34. Observe que o cone do Exemplo ndo € um limite de F pois, dado qualquer
conjunto unitdrio X = {x}, para qualquer j € {0,1,2}, definimos ¢;: X — F(i;) pondo ¢;(x) = j.
Com isso, obtemos um cone, de maneira similar ao feito no Exemplo Porém, existem dois

possiveis morfismos 7, : X — Y que fazem o diagrama da Defini¢ao comutar, sio eles

t: X—=>Y
0—0
XY
0—1

Exemplo 1.35. Sejam 7 uma categoria formada pelos objetos A e B, tais que os Gnicos morfismos sao
as identidades id4 e idp. Seja também F : & — Sets um funtor de modo que F(A) # 0 e F(B) # 0.
Qualquer par (C,{fs: C— F(A); fp: C — F(B)}) com C € Ob(Sets) é um cone para F. De fato,

como ndo existem morfismos entre A e B em /, as Unicas composi¢des que obtemos sdo F (idy) o fa =
fa e F(idp)o fz = [

Neste caso também obtemos um limite para F, o qual € o cone (F(A) x F(B),{7tp4): F(A) X
F(B) — F(A); mpp): F(A) x F(B) — F(B)}), sendo T4 € Tp(g) as proje¢des como conhecemos.
De fato, seja (C,{g1,82}) outro cone qualquer de F, C € Ob(Sets), g1: C — F(A) e G2: C —
F(B). Temos que existe uma tnica fungdo (um tnico morfismo) h: C — F(A) x F(B) que faz o

diagrama a seguir comutar:
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e

F(A) < F(A) X F(B) 57— F(B)

TF(A

Essa func¢do 4 € definida por

h: C — F(A) x F(B)

x> (g1(x),82(x))

Note que o diagrama comuta pois, para qualquer x € C,

g (a) 0 h(x) = Tp(a)(81(x), 82(x)) = g1(x)
() o h(x) = Tp(p) (81(x),82(x)) = g2(x)

Agora, seja g: C — F(A) x F(B) tal que Tp(4) 08¢ = g1 € Tp(p) 08 = &2, entdo para cada z € C,
tome g(z) = (r,5) € F(A) X F(B). Temos

r=Tp(a)((r,5)) = Tp(a)(8(2)) = 81(2)
s = 7tp(p)((1,5)) = Tp(p)(2(2)) = £2(2)

Ou seja,
8(2) = (r,s) = (81(2),82(2)) = h(z) = g = h

Portanto, o cone (F(A) X F(B),{7pa): F(A) X F(B) = F(A); mpp): F(A) X F(B) — F(B)}) € Ii-
mite de F.
Este exemplo, adaptado de maneira natural, mostra que o produto em qualquer categoria € um

caso particular de limite.

Exemplo 1.36. Considere / sendo uma categoria em que os objetos sdo 0s nimeros naturais e
Homj(m,n) = {fyn} se m > n e Homj(m,n) = 0 se m < n. Ou seja, temos uma flecha sempre que
m > n. Sejam K um anel comutativo com unidade e P a categoria cujos objetos sdo K-mdédulos e os
morfismos sao homomorfismos de K-modulos.

Tomemos o funtor F: I — P tal que, para cada m,n € Ob(I), m > n, F (n) = K, [t] € F(fmn) = Pmn>
onde K,[t] = {ap+ait+---+ant", a; € K, Vi € {0,--- ,n}} dos polindmios de grau menor ou igual

an € N com coeficiéncias em K e

Pmn: Kn[t] = Kyt]

ap+ait+---+apt"+ -+ aut™ — ap+at+ - +ant".
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Nesse contexto, temos que o K-médulo K[t] = {¥.2 yait', a; € K,Vi € N} das séries de poténcias

juntamente com 0s morfismos
pn: Kt] — K [t]

Zaiti — Zail‘i =ap+ait+---+aut"
i=0 i=0

n

formam um limite de F. Isto é, o cone (K[t],{pn}nen) € 0 limite de F.

De fato, o seguinte diagrama comuta

Kn+1 [t]

Pn+1
/ lF(fn—H,n):pn-&-l,n

K] —5,~ Kalt]

Agora, seja (S,{qx }nen) outro cone de F, ou seja, py11.,0gn+1 = gn para todo n € Ob(I). Para

cada i € Ob(I) e s € S temos que gi(s) = Ao + Q¢ + -+ + o', com isso, tomemos homomorfismo

t: S — Klt] tal que t(s) = Y >y ayt'. Logo, p, ot = g, para todo n € Ob(I), sendo o tinico morfismo

de S a K[t] que satisfaz essa propriedade.

De modo mais geral, sendo .% : [ — %, com € = Sets ou ¢ = Top, temos que @ﬁ CILie 7 (i).
Mais precisamente, uma familia {a;}ic; € @ﬁ ,onde a; € % (i), se e somente se, paratoda ¢: i — j
em I, temos .7 (¢)(a;) = ajem F(@): F (i) = F(j).

Exemplo 1.37. Considere I como sendo uma categoria formada pelos objetos Ob(I) = {io,i1,i2},
e Homy(ij,i;) = {id;},vj € {0,1,2}; Homy(i1,io) = {¢1}; Homy(iz,ip) = {¢2} e o conjunto vazio

para os demais conjuntos de morfismos.

i i
N A
io

Considere um funtor F': I — Sets (podendo considerar Tops) qualquer:

F(iy) F(ip)
Fm ( );%«m
F (i

Pelo que vimos, limF" C F (i1) X F(ip) x F(ip) (caso considere na categoria Tops tomamos a

topologia produto), sendo (x,y,a) € limF se, e somente se,

F(¢1): F(i1) — F(io) F(g2): F(i2) — F(ip)
F(g))(x)=a F(g)(y)=a
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Ou seja, (x,y,a) € ImF se, e somente se, F(p))(x)=aeF(@)(y) =a.
De fato, considere as fungdes projegoes p;: QTBF — F(ij) com j € {0,1,2}.

Temos que (lglF 1P} je{0,1,2)) € um cone de F, pois o seguinte diagrama comuta

Po
|
F(i2)

Defina a fungdo
t:Y — r&lF
o (q1(a),q2(@), qo(t))

temos que p;(t(a)) = gi(a),Vi € {0,1,2},Va € Y, e suponha outra fungio

t':Y—>1'LmF

a > (f(a),n(a), ()

que satisfaca p;(t'(a)) = gi(a),Vi € {0,1,2},Va € Y, entdo
ti(a) = pi(t'(a)) = gi(a), Vi€ {0,1,2},Va €Y.
Ou seja, existe um tnico morfismoz: Y — @F tal que

lim F -~ F (i)

%

Y

comuta. Portanto, (ILnF ,{pi}i=0,12) é o limite de F. Note que

(x,y,a) € imF < (x,y) € {(x,y) € F(ir) x F(ia), F(¢1)(x) = F(¢2)(y)}
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Portanto, também podemos dizer que lim F = {(x,y) € F(iy) X F(i2), F(¢1)(x) =F(¢2)(y)}, junta-
mente com as respectivas projecoes.
Este exemplo, adaptado de maneira natural, mostra que o produto fibrado em qualquer categoria

€ um caso particular de limite.
A seguir, definiremos o colimite ou limite direto de um funtor .# cuja nocéo é dual a que vimos.

Definigao 1.38. Seja .7 : [ — ¢ um funtor. Um co-cone de . € um par (Y,{7;: F (i) = Y }icopr))
onde Y € Ob(¥) e m; € Homy (F (i),Y) para todos i € Ob(I), tal que, para cada morfismo f: i — j

em /, tem-se

ﬂjof/\(f) =T.

Ou seja, tal que o diagrama a seguir comuta

Definigo 1.39. Seja .7 : [ — ¢ um funtor. Um co-cone (L, {7;: F (i) = L}icop(ry) de F € dito um
colimite de .7, ou limite direto de .7, se para cada co-cone (Y,{gi: F (i) = Y }icop(r)) de F existir
um tnico morfismo ¢: L — Y tal que ¢; =t o ; para todo i € Ob(I).

Ou seja, tal que o diagrama a seguir comuta para todo i € Ob(I)

Temos um resultado andlogo a Proposi¢ao|1.33;

Proposicio 1.40. Seja F: 1 — € um funtor, se (L,{m;: F (i) — L}icop)) € (L’,{n:;: F(i) —
r Yicon(r)) sdo colimites de F, entdo existe um iinico isomorfismo k : L — L' tal que kom; = 7/

para todo i € Ob(I).
Por vezes, usaremo a notacdo lg para indicar o colimite de .%

Exemplo 1.41. Seja .7 : [ — Top um funtor qualquer. Seja | J;cop(s) -7 (i) a unido disjunta dos 7 (i) €

Ob(Top),i € Ob(I). Consideremos o conjunto lim .7 = M com a topologia quociente, em
que a relacdo ~ é dada por: para a € .7 (i),b € .Z(j), a ~ b se, e somente se, existe um morfismo

@:i— jem/Italque b= (F(9))(a).

ac F(i)~ (F(9))(a) € 7(j).
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Considere também, para cada i € Ob(I), as fun¢des continuas (morfismos em Top)

m: F(i) — lim .7

aw |a]
Note que, dada @: i — jem I, temos m; = 7; 0.% (@), pois para a € .% (i) qualquer:

o F(9)(a) = [F(9)(a)] = [a] = mi(a).

Isto €, o seguinte diagrama comuta

2

(/)

Q\&)

Com isso, obtemos que (hggz, {mi: Z(i) — lim.7 }icon(r)) € um co-cone de F
Afirmagao: (l‘ngﬂ, {mi: (i) — LIEJ }icon(r)) € colimite de &
De fato, seja (Y, {gi: F (i) = Y }icop(r)) um co-cone de %, mostremos que existe um tinico mor-

fismo ¢: hggf — Y tal que g; =t o m; para todo i € Ob(I).

Para cada [a] € lim .7, temos que existe um tinico i € OD(I) tal que a € Z (i). Desse modo, defina
t: @gf —Y
[a] = gi(a).
Note que 7 estd bem definida, pois para [a] = [b] em 134/ a € Z(i),b € F(j) para algum

i,j € Ob(I), existe ¢: i — j morfismo em I tal que b = (. (¢))(a). Porém, como (Y,g;) é co-cone,

temos
qi(a) = q;(F(@)(a)) = q;(b)

logo, t esta bem definida. Além disso, para a € .7 (i) qualquer, temos
tomi(a) =t([a]) = qi(a) = tom = g;.

Por fim, suponha ¢’ : hﬂﬁ — Y outro morfismo em Top tal que g; = ¢’ o ;, entdo para a € . (i)
qualquer,
!/

t([a]) = qi(a) =t omi(a) =t ([a]) =t ="¢.

Portanto, (1@9, {mi: (i) — liﬂg;}ieow)) ¢ colimite de .7
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Observacao 1.42. O Exemplo pode ser adaptado a outras categorias (grupos, grupos abelianos,

anéis, etc) subtituindo a unido disjunta pelo coproduto correspondente.

Exemplo 1.43. Considere .% : I — Top um funtor, em que os objetos de I sdo iy, i;,iy e, além das

identidades, os tinicos outros morfismos sao @ : ig — i1 € Q2 iy — ip.

F(iy) F (ia)

i in
:,\ _ AZ ,%\ Z(9)
10

F (io)

Pelo exemplo anterior, temos que lim .7 = f"’(’)”“@ffl) UZ(2) onde paratodo a € Z (ip), F (¢1)(a) ~
a~ F(@)(a). E o colimite de .% é o co-cone formado por lﬂﬂ juntamente com as projecoes.

Mais precisamente, suponhamos que .% (ig) = [0, 1],. % (i}) =R, % (i) = [0,1] x [0, 1],e .Z (¢1) : F (ip) —
F(i1) ainclusdo e F (@) : Z (ip) — Z (ip) tal que a — (a,0). Nessas condigdes, o colimite de .7 é

a colagem do retangulo [0, 1] x [0, 1] com a reta real.

1.2.1 Objeto Final e Inicial

Definicao 1.44. Dizemos que um objeto F € Ob(%’) é um objeto final da categoria ¢ se, para cada
X € Ob(¥), existir um unico morfismo fx: X — F.

Exemplo 1.45. Em Sets os objetos finais sdo 0s conjuntos unitarios.
Analogamente definimos:

Definicao 1.46. Dizemos que um objeto B € Ob(%’) é um objeto inicial da categoria ¢ se, para cada

X € Ob(€), existir um tnico morfismo gx: B — X.
Exemplo 1.47. Em Sets o tnico objeto inicial é o conjunto vazio.

Observacao 1.48. Dado o funtor .7 : ) — %, sendo 0 a categoria vazia, obtemos o diagrama vazio
em % referente a .%. Todo objeto de 4" forma um cone e um co-cone de .%#, porém, o objeto final € o

limite de .%# e o objeto inicial é o colimite de .%, a menos de isomorfismo, caso existam.
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1.2.2 Talos e germes

A seguir construiremos a no¢ao de germe, que estuda o comportamento local de uma fungao f em
um ponto x de um espacgo topoldgico X, e que serd um exemplo de colimite de um funtor.

Seja X um espaco topoldgico. Definimos a categoria (Topx, Tx) por:

1. Ob = Tx = {subconjuntos abertos de X };

Topx)

2. se V.C U, entdo Hom(V,U) = {i: V — U} pensando em i na inclusdo; e se V ¢ U entdo
Hom(V,U) = 0.

3. se W C V C U entdo o tnico morfismo de W a U € a composi¢ao entre o tinico morfismo de W

aV e odnico morfismode V aU.

Além disso, fixamos uma categoria C escolhida entre conjuntos, grupos abelianos, anéis comuta-

tivos, R-modulos (R um anel fixado com unidade), R-algebras comutativas.

Definiciio 1.49. Um pré-feixe em X, com valores em C, é um funtor P: Top}’ — C, tal que P(0) =0
(sendo 0 o zero-objeto de C

Ou seja, paratodo U C X aberto, temos P(U) € Ob(C),eseV C U, temos o morfismo Py : P(U) —
P(V) tal que P(0) =0, Pyy é aidentidade de P(U) ese W C V C U entdo Pyy = Pyv o Pyy.
Fixamos x € X, {(U,P)} ={(U, ¢),U é vizinhanga abertade x e ¢ : U — R ¢ uma fung¢do continua}.

Introduzimos a seguinte relacdo de equivaléncia em {(U,P)}:

(U,0) ~(V,y) & IW CUNV aberto : x e W e @ = Yy

Definiciio 1.50. O talo das fungdes reais continuas em x € X é o quociente C%(X), = WP} ym

~

germe em x é um elemento do talo C(X),.

A seguir veremos o talo em x como colimite de um certo funtor, para isso, consideremos C = Sets a
fim de simplificacdo, mas poderia ser escolhida entre grupos abelianos, anéis comutativos, R-mddulos
(R um anel fixado com unidade), R-4lgebras comutativas, anéis comutativos unitdrios; R-algebras
comutativas unitarias.

Para x € X fixo, consideremos a categoria Top, dada por
1. Ob(1,)p,) = {U vizinhanga aberta de x em X } ;

2. se V C U, entaio Hom(V,U) = {i: V — U} pensando em i na inclusdo; e se V ¢ U entdo
Hom(V,U) = 0.

3. se W C V C U entdo o unico morfismo de W a U é a composi¢do entre o inico morfismo de W

aV eotnico morfismodeV aU.

2Zero-objeto de C é um objeto inicial e final a0 mesmo tempo. No caso de Sets consideramos o objeto inicial (conjunto
vazio).
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Tomemos o funtor P: Topy’ — C que associa uma vizinhanga U de x ao conjunto P(U) =
Co(U) = {f: U — R; f é continua}. E caso V C U forem duas vizinhangas abertas de x, temos
Pyy: CO(U) — CO(V) tal que [+ fiy.

Note que, de acordo com o Exemplo|1.41} o colimite de P é dado por

or CO(U
liAlPZ |—|U€0b(T0po) ( )

onde f ~ g se, e somente se, g = fjy. Porém, podemos considerar

lim P = C%(X)»

Portanto, C(X), é colimite de P.

Neste caso as projecoes sao dadas por

my: CO(U) = CV(X),
f= U, 1]

e o diagrama comuta sempre que V C U:



CAPITULO 2

Conjuntos Simpliciais

Neste capitulo trabalharemos com as nog¢des de conjuntos e espacos simpliciais, mas para defini-
las precisamos de algumas construgdes categoriais.

Seja (X, <) um conjunto com uma rela¢do de ordem parcial (reflexiva, anti-simétrica e transitiva).
Este conjunto pode ser interpretado como uma categoria X da seguinte maneira: os objetos sdo os

elementos de X e os morfismos de a,b € X sido

{8y, a<b

Hom(a,b) = 0 g b

2.1)

e a composi¢io € dada da inica maneira possivel: se a < b < c entdo [} o lé’ =[§. Como a < a, temos
Hom(a,a) = {14} = {id,}.

Exemplo 2.1. Se X for um espago topoldgico, (X, C) é um conjunto ordenado, logo a categoria Topx

como vista anteriormente € um exemplo de uma categoria ordenada.

Sejam (X, <x) e (¥, <y) conjuntos parcialmente ordenados vistos como categorias. Para que uma
funcdo f: X — Y seja funtor precisamos que, para a,b € X com a <y b, o morfismo /2 em X seja
levado por f em um morfismo f(I2) : f(a) — f(b) em Y, o que ocorre se, e somente se, f(a) <y
f(b). Ou seja, um funtor neste contexto ¢ uma fungio crescente (ndo necessariamente estritamente
crescente).

Consideremos as seguintes categorias:

1. Ord cujos objetos sdo conjuntos ordenados e os morfismos de X a Y em Ord sdo funcdes

crescentesde X e Y

2. Cat cujos objetos sdo as categorias pequenas e os morfismos Hom(¢',2) = Funct(¢,2) sdo

os funtores de € a 9.

19
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Com isso, obtemos um mergulho de categorias:

Ord — Cat
(X,<) — (X, <) como categoria

f:X—=Yw— f:X —Y como funtor.

Consideremos a categoria A dos conjuntos totalmente ordenados finitos da forma {0, ...,n}, sendo

n € N, definida da seguinte maneira:

1. Objetos de A: pares ([n],<),comn €N, [n] ={0,...,n} e < relagdo de ordem usual em N;

2. Morfismos f : [n] — [m] sdo fungdes crescentes f : {0,...,n} —{0,...,m}.

Observe que A € uma subcategoria cheia de Ord. Dessa forma, ao restringir a inclusdo de Ord em
Cat, podemos pensar em A como uma subcategoria de Cat.

Seja ¢ uma categoria qualquer, estudemos brevemente como se comporta um funtor ¢ : [n] — %,
([n], <) € Ob(A). Obtemos uma fungdo ¢ : {0,...,n} — Ob(%) em que

Xo = (p(O), ce ,Xn = (P(I’l),
ja com relag@o as imagens dos morfismos temos
@0 = @(f0),--- n = @(/a)

onde f;:i — i+ 1 em ([n], <) como categoria, e os demais morfismos sdo composi¢des desses.

fo f ) fo1

0 1 n—1 n
o el ol
Xo = X1 =5 g Xn1 G X

Ou seja, um funtor @ : [n] — € € equivalente a uma sequéncia de objetos e morfismos

XO Po Xl ?1 () Xn_] (Pn—an

Além disso, temos Funct([0],4) = Ob(%), Funct([1],¢) = Hom% = Morf%, Funct([2],%) =
{composi¢des de dois morfismos} e assim por diante.

Observe que cada [n] € Ob(A) pode ser identificado com o n-simplexo |A”| C R**!, sendo
’An’ = {(x17---7xn+1) € Rn+1; 0 < Xy -3 Xn+1 <lex o X = 1}

Formalmente estamos mergulhando a categoria A em Top.
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Exemplo 2.2. |A°| = {1}, |A?| é o segmento de reta em R? entre (1,0) e (0, 1), |A| é o triAngulo em
R3 de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Os vértices de |A"| formam o conjunto {ey,...,e,+1} onde cada ¢; = (0,...,i,...,0) é da base

canOnica.

Todos os morfismos em A podem ser gerados por morfismos de faces e degeneragdes, que sao

maneiras naturais de passar de [n — 1] a [n] e [n+ 1] a [n], respectivamente.

Defini¢iio 2.3. Para todon € NU{0} e i € {0,...,n+ 1}, definimos o morfismo face d’, como

di:[n] — [n+1]

—d(j)=
jdy(j) {j+17 s

Ou seja,

df,: [n] = [n+1]

0—0

i—1—i—1

i—~i+1
n—n+1

Do ponto de vista geométrico, temos que d'. : |A”| < |A"*!| é a tinica extensdo linear de d' : [n] —
[n+ 1], o qual pode ser pensado como o mergulho de |A"| como face oposta ao i-ésimo vértice de
| Al |

Defini¢do 2.4. Paratodon € Nei€ {0,---,n— 1}, definimos o morfismo degeneragio ¢, como

¢ n) = [n—1]

() = {j’

J=1 j>i

J<i
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Ou seja,

¢ [n] = n—1]

0—0

i1

i+1—1
i+2—i+1

n—n—1

Do ponto de vista geométrico, temos que c’, : |A"| — |A"~!| é a tinica extensio linear de ¢!, : [n] —

[n— 1], 0 qual pode ser pensado como o colapso de |A?| em |A" 1.

Exemplo 2.5. Considerando v;,u; os vértices de |Al| e |A%|, respectivamente, temos

do + |A°] — |A"] dj + |A°] — |AT]

00— 0
di 1 |A'] — |A7) di :|A'] = |A di :|A' = |A7)
Vo — Uy Vo — Uy Vo > Up
Vi Uy Vi — Up V] = up
0.l 0 0.1A2 1 1.2 1
cy - |AT] = [A7] ¢ |AT[ = [A7] ¢ |AT[ = [AT]
vo— 0 Uuog — Vo ug — Vo
vi—0 up— v up—v

Uy — vi Uy — vi
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0 0
[ ] [ )
1 0
dy/ \dj ;
€1
Voe—e V] Voe——e V]
2 0 0
dj d; €
uj ui
[ ] [ ]
up e o Up upg e o Up

Proposicao 2.6. Para qualquer n € N temos

J i i Jj—1 .
1. dnHocln— n+lodn ,sel < ],
P C it .
2. cﬁoc;H:cﬁlociil, sei<j

' fl_locéfl, i<j
3. ¢l odl = idy, i=joui=j+1
dloch, i>j+1
Retomando, a categoria A tem por objetos Ob(A) = {[0],[1],[2],---} e por morfismos fun¢des
crescentes, sendo que cada morfismo pode ser gerado pelas faces e pelas degeneragdes, ou seja, €
uma composicdo dessas funcdes. Logo, para estudar A, basta estudar as faces e as degeneracdes. A

seguinte defini¢do serd crucial para a formalizacdo das co-categorias:

Definicao 2.7. Um conjunto simplicial ¢ um funtor s : A°”? — Sets ou, equivalentemente, um pré-
feixe na categoria A.

Observacao 2.8. Essa nocdo pode ser generalizada: Um objeto simplicial em % é um funtor s :
A°P — €’; e um espaco simplicial em % é um funtor s : A°? — Top.

Chamaremos s, = s([n]), o qual é um conjunto. Temos
s([0]) = so, s([1]) = 51, s([2]) = s2,---
e, chamaremos 9! = s(d’) e 8! = s(c',), logo,
A sup1 =5y e 8is,_|— sy

Intuitivamente, dado s conjunto simplicial, pensamos em cada elemento de s,, como um n-simplexo,
logo, a quantidade de |A"| é a mesmﬂ de #s,,. Além disso, as fungdes 9;. : 5,41 — s, levam um n+ 1-
simplexo em um degenerado |A"|; e 8! : 5, 1 — s, leva cada |A"~!| em uma face de um n-simplexo.

Essa nocao ficard mais esclarecida no préximo capitulo.

!Chamaremos #A a cardinalidade do conjunto A.
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2.1 Realizacao Geomeétrica

Uma importante definicdo para a compreensao dos conjuntos simpliciais e, principalmente, para

o estudo das co-categorias € a seguinte:

Definicao 2.9. Dado s : A°? — Sets um conjunto simplicial, a realizacao geométrica de s € o espago

topolégico dado pelo quociente
_ Llnensn X [A"|

~J

5]

em que, para todos n € N, i € {0,--- ,;n+1},a, €spex € |A"!|
(an,dyy_1(x)) ~ (91 (an),x)
e para todos n € NU{0},i € {0,--- ,n—1}, a, € s, e x € |A"H]

(an; g1 () ~ (8311 (an), %)

So X °

% XA

Para exemplificar, considere a; € Sy, x € A2, entdo (8} (ay),x) ~ (a1, ch(x)).

2.1.1 Realizacdo geométrica de A e A!

Na sec@o seguinte, com o Lema de Yoneda, veremos que um objeto [n] da categoria A pode ser

identificado com o conjunto simplicial

s" AP — Sets
[m] — Homa([m], [n])

(@ : [m] = [1]) = 5"(@) : Homa([l], [n]) — Homx([m],[n])

em que s"(@)(f) = fo @, para f € Homa([l],[n]). Chamaremos s" ([m]) = Homa([m], [n]) = X,.
Faremos a realizacio geométrica de s° e s!, para isso, ¢ interessante que se consulte o Exemplo

sempre que necessdrio. Comecemos por s
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Exemplo 2.10. Seja [m] € A qualquer, Homa([m],[0]) é o conjunto de todas as fungdes crescentes
f:40,...,m} — {0}, ou seja,

X, = Homa([m],[0]) = {xm}, ¥ [m] €A

Com isso, também obtemos que para todos [m],[I] € Ae ¢ : [m] — [], a Ginica opgdo de s(@) : {x;} —

{xm} é a trivial. Logo,

5O AP s Sers
[m] — Xy = {xm}
(¢ [m] = 1) = s%(@) : {x1} = {xn}

em particular,

2N =80 X = X
SO(Cg) = 55) X1 — X
S2e) =81 X = X,

sdo triviais.
A realizacio geométrica de s° é o espago topolégico dado pelo quociente

|S0| _ LlneN{xn} X ’An’

~Y

)

em que, paratodos n € N, i € {0,--- ,n+ 1} ex € |A"" |
i

(%, dy—1(x)) ~ (¥n-1,%)

e para todos n € NU{0},i € {0,---,n— 1} ex € |A*!]
(X, g1 (0)) ~ (1, 0).
Neste exemplo em especifico, basta compreender o que ocorre com respeito a
(xn>cil+1(x)) ~ (Xp41,X).

Para x € |A?| temos
(x1,€3(x)) ~ (x2,%) e (x1,3(x)) ~ (x2,%)
e parax € |A!|

(x0,¢1(x)) ~ (x1,%)
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Como ¢} leva |A?| em |A!| linearmente, temos que X, x |A%| & |A?| se identifica com X; x |A!| ~

|A!| respeitando vértices sendo levados em vértices (degenera). E também, ¢! degenera |A!| em |A”

)

consequentemente, X| x |Al| ~ |A!| se identifica com X x |A%| ~ |A?|. Dessa mesma forma, obtemos
que X, x |A"| ~ |A"| se identifica com Xj x |A°| ~ |AY| pela transitividade da relagio de ordem que
define este espaco topoldgico.

Portanto, a realizagio geométrica de s” é o espago topolégico |s°| = X x |A?| ~ |AY).
Exemplo 2.11. Estudemos agora a realizacio geométrica de s'.
s D AP — Sets
[m] — X, = Homa(|m], [1])
(9 : [m] = [n]) = 5" (@) : Homa([n], [1]) — Homa([m],[1])

tal que s' (@) (f) = fo ¢ paratodo f € Homu([n],[1]).
Temod?

Xo = Hom([0],[1]) = {/0 /o }
com f§(0) =0e f3(0) = 1;
X = Homa([1],[1]) = {7, fi, i}
com fL([1]) = {0}, Al = idpyy e fH([1]) = {1};
Xo = Homa([2), (1)) = {12, 2. 2. 3}
com f9([2]) = {0}, £3({0,1}) = {0} e 3(2) = 1, /3(0) = 0e f3({1,2}) = {1}, e 3 ([2]) = {1}.

Além disso,

sU(dd) = a9 - X1 — Xo s'(dy) = a8 : X1 — X s' () =80 : Xy — X
=1 =1 fo =1
fl = 1o =1 fo— 17
i1 i1

sl(d?):81():X2 — X sl(dll):811:X2 — X sl(df)zalszzéXl
L= £ L=
He A e it
B 1t = i fl
B fi B fi B fi

Para uma fung@o f : [m] — [1] ser crescente precisamos que uma quantidade de elementos de seu dominio seja levada
em 0 e o restante a partir de entdo seja levada em 1. Como #[m] = m+ 1, temos m + 1 possibilidades de i € [m] que podem
ser o primeiro elemento a ser elevado em 1, f(i) = 1. Além disso, a fungéo f : [m] — [1] identicamente nula também é
crescento, logo, #X,, = m+2.
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sl(cg) = 53 X1 — X 5! (c;) = 52] X1 — X
=5 =5
fl=h fl=f
=5 =5

3
5
1
8 /o "
13} o
2
2
fi

1
ANV P

1
)/ A0
aO

Agora que ji compreendemos bem o comportamento do conjunto simplicial s!, podemos estudar

sua realizagdo geométrica, a qual é

— LlneNXﬂ X |An|

~Y

s']
com

(@)
(an,d_(x)) ~ (J._|(an),x), neEN,i€{0,---,n4+1},a, € Xp,x € |A" ]

v (an,ct o1 (6)) ~ (8], 1 (an),x), n€NU{0}i€ {0, ,n—1} ay € Xy x € |A"H]
Tendo por base o Exemplo[2.10} de (ii) segue
{3 < 1A% ~ {f} < |AT] ~ {fg} x |A%
(AL} xI8?] ~ {1} x|AY
{2} < 18] ~ {fl} x A"
{5} x I8 ~ {fT} < |AY] ~ {fo} x|A°]
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Pela transitividade da relacdo de equivaléncia, obtemos que todos os pares {fi} x |A”?| se relacionam
com algum desses para as dimensdes superiores a estas analisadas. Ou seja, pelas degeneracoes,
obtemos que todos os pares { £} x |A"| se identificam com {fJ} x |A°| ou {f{'} x |A!| ou {f3} x |A"|.
Por (i), 9/, 88, dé e d8 segue que

{£0} x18% ~ (fi,vo)

{0} > 18%) ~ (fi.m).

Portanto, obtemos que a realizagdo geométrica de s' é |s!| = {f]} x |Al| =~ |AL].

{2} x 1A% {£2} = 14% {f3} > |4%| {2} |4%|

A /

{fl X |A1 /{f1 ‘A] \ {fl |A |
{fo} x 147

{fo X |AO 0

A partir deste momento denotaremos os conjuntos simpliciais s por A", obtendo uma notac¢io
coerente ao dizer que |A"| € a realizacdo geométrica de A”. Utilizando a nota¢ao do préximo capitulo

temos que A" = P, para [n] € Ob(A).



CAPITULO 3

Lema de Yoneda

De modo geral, temos a seguinte defini¢ao:
Definicao 3.1. Um pré-feixe em uma categoria ¢, com valores em &, € um funtor P : €°P — 9.
O seguinte exemplo € de grande importancia e faz parte da motivagdo para essa definicao.

Exemplo 3.2. Novamente consideremos Z sendo a categoria escolhida entre conjuntos, grupos abe-
lianos, anéis comutativos, R-mdédulos (R um anel fixado com unidade), R-algebras comutativas, anéis
comutativos unitarios, R-dlgebras comutativas unitdrias; e X um espacgo topologico.

Dado um aberto U C X, fica definido o objeto C°(U) = C°(U,R) = {f : U — R, funcio continua}
em 2. Além disso, dados V C U C X abertos, definimos a restri¢ao

Rest : CO(U) — C(V)
fe=y

o qual é um morfismo entre as estruturas correspondentes. Valem:

LV=U=/f,=/;

2. wevcUemX = (fi,) = fiu

Estas propriedades simples tornam essa estrutura um pré-feixe em X, P : Topy’ — 2, em que dados os
abertos V. C U em X, P(U) =C°(U) e P(i) : CO(U) — C°(V) é tal que P(i)(f) = fiy-ondei:V —U
€ o unico morfismo entre V e U.

Um caso muito relevante é dos pré-feixes P : €°P — Sets.
Dado A € Ob(%), fica definido o pré-feixe

Py : €°P — Sets
B+ Homy(B,A)
(¢ :B—C) — Py:Homy(C,A) = Homy (B,A)

29
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em que Py(f) = foo, para f € Homy(C,A).

De fato, para id : B— B e f € Homy(B,A), Py(f) = foid = f, entdo Py = idp,p,(B,A)» € para
¢ € Homy(B,C) e y € Hom(C,D) quaisquer, isto é, ¢ : B— C e y:C — D, temos Pyo Py :
Homy(D,A) — Homg(B,A) é tal que, para f € Homy(D,A), Ppo Py(f) = foyo@ = Pyoe(f).

Definicao 3.3. Um pré-feixe P : €°P — Sets ¢ dito representavel se P for isomorfo (como funtor) a
Py para algum A € Ob(%).

Ou seja, um funtor P é representdvel se, e somente se, existir um objeto A € Ob(€) e @ : P — P4
um isomorfismo de funtores. Lembremos o que isto significa. Suponha ® : P — P4 um isomor-
fismo entdo, por ser um morfismo de funtores, temos que dado B € Ob(%), ®(B) : P(B) — Ps(B) =

Homy(B,A) é tal que paratoda f : B— C em % o seguinte diagrama comuta

e, por ser isomorfismo, ®(B) : P(B) — Homy (B,A) é um isomorfismo em Sets, ou seja, ©(B) é uma
bijecao.
Dada uma categoria ¢, fica definida a categoria € dos pré-feixes em %', em que os objetos sdo o0s

funtores P : €°P — Sets e os morfismos sdo os morfismos de funtores.

Definicao 3.4. O funtor de Yoneda é dado por:

Y6 =€
A= Py
(fIA—>B)i—>YA7B(f)ZPA—>PB

onde para cada C € Ob(%’)

Y4 5(f)(C) : Homy(C,A) — Homy (C,B)

Q= fop

lembrando que Hom (C,A) = P4(C) e Homy(C,B) = Pg(C).

-~

Observacao 3.5. Formalmente Y é dado por uma fungio Y : Ob(%) — Ob(€) entre objetos e, para
cada A,B € Ob(%), uma fungdo Yy p : Homy(A,B) — Hom(Y(A),Y(B)) em que para cada f €
Homy (A,B) temos Y4 p(f) como definido acima. A fim de ndo carregar a notagdo, escreveremos

apenas Y (f) para nos referir a Y4 g(f) quando nao houver risco de confusio.

Observacao 3.6. Esta aplicacdo €, de fato, um funtor:
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Paracada f: A — Bem %, Y(f) : P — Pp é um morfismo de funtores. Para provar a afirmagéo,

precisamos mostrar que para todo g : C — D em % o seguinte diagrama comuta

PA(C) = Homg(C,A) Homy(C,B) = Pg(C)
PA(g)T TPB(g)
PA (D) = Homg(D,A) HOM%(D,B) = PB(D)

Ou seja, dado ' € Homy(D,A), Y(f)(C)oPa(g)(f") = Pg(g) oY (f)(D)(f’). De fato, Y (f)(C)o
PA(g)(f") =Y(f)(C)(f 0g) = fo(f og).e Ps(g) oY (f)(D)(f') =Ps(g)(fof)=(fof)os.

E também, dados f : A — Be h: B— C morfismos em %, temos que Y (ho ) =Y (h) oY (f), pois
dado D € Ob(%):

Y(ho f)(D) : Homg(D,A) — Homy (D,C)
g hofop

Y(f)(D): Homy(D,A) — Homg(D,B)
¢ fo
entdo Y (h)(D) : Homy(D,B) — Homy(D,C) é tal que fo @ — ho fo @, logo

Y (h)oY(f):Homy(D,A) — Homy (D,C)
fo@ihofog

Ou seja, paratodo D € Ob(%), Y (ho f)(D) =Y (h)oY(f)(D). Além disso, é simples ver que Y (ids ) =
idp, € Hom, (PA,PA)

Desta maneira, obtemos um funtor da categoria ¢ a categoria Cg, o qual € injetor nos objeto
Temos por definicdo que a imagem essencial de Y € formada pelos funtores P € Ob(‘g) tal que existe
A € Ob(€) com Y (A) = Py ~ P, ou seja, a imagem essencial de Y é formada pelos pré-feixes repre-
sentaveis.

O corolério do Lema de Yoneda, que veremos a seguir, afirma que Y € um funtor plenamente fiel
(fiel e cheio), logo, a categoria ¢ é equivalente a imagem essencial de Y, isto é, € € equivalente a
subcategoria dos pré-feixes representdveis. Isto significa que um objeto pode ser identificado com o
pré-feixe que o representa.

Para enunciar o Lema de Yoneda precisamos da seguinte construgdo. Fixamos A € Ob(%) e
Pe Ob(%) isto &, P: €7 — Sets. Seja ® € Hom(Py,P) um morfismo & : Py — P de pré-feixes
qualquer. Para todo B € Ob(%), temos o morfismo (fun¢do) ®p : Homy(B,A) — P(B) em Sets. Em

'De fato, se A, B € Ob(%) entdo Y (A),Y (B) : €°P — Sets sio funtores tais que, para C € Ob(%), Y(A)(C) = P4(C) =
Homy(C,A) e Y(B)(C) = P3(C) = Homy (C,B). Caso Y(A) =Y (B) segue que Homy (C,A) = Hom(C,B) e A =B.
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particular, fica definido @4 : Homy(A,A) — P(A), que manda idy € Homy(A,A) em um elemento

~

Py (idy) € P(A). Com isso, para cada P € Ob(%), construimos a seguinte fung¢do

lPp : Homcg(PA,P) — P(A)
b — q)A(idA)

Lema 3.7 (Lema de Yoneda). Sejam € uma categoria, A € Ob(€¢) um objeto fixado. Entdo a

-~

aplicagdo Wp é uma bijecdo para cada P € Ob(%).

Demonstracdo. Seja P € Ob(%€'), mostremos que existe uma fungio inversa ‘P;l. Definimos

¥,': P(A) — Hom (P4, P)

x> Wl (x) Py — P
onde para cada B € Ob(%),

W, (x)(B) : Ps(B) = Homy(B,A) — P(B)
(f:B—=A) = P(f)(x)

lembrando que x € P(A) e P(f) : P(A) — P(B) porque P é um funtor contravariante, logo P(f)(x) €
P(B).

Precisamos mostrar que ‘P;l estd bem definida, isto é, ‘P;l (x) € um morfismo de funtores para
todo x € P(A), e que W5 ' é inversa de Wp.

Seja x € P(A) qualquer, mostremos que ¥, (x) é um morfismo de funtores. Sejam B,C € Ob(%)

e g : B — C quaisquer, o seguinte diagrama comuta:

—1y
Homg(B,A) —2 ) p(p)
PA(g)T TP(g)
Homig(C,A P(C
omg (C,A) 00 (©)

Seja f € Homy(C,A) qualquer:
f:C—A—Py(g)(f)=fog:B— A€ Homg(B,A)
= Wy (x)(B)(Pa(8)(f)) = ¥p' (x)(B)(fog) = P(fog)(x) € P(B)
Por outro lado,
f:C=Am ¥ (0)(O)(f) = P(f)(x) € P(C)
= P()(¥p' (¥)(C)(f)) = P(8)(P(f)(x)) = P(g) o P(f)(x) € P(B)

Porém, P(f og) = P(g) o P(f) por P ser um funtor contravariante. Logo, o diagrama comuta, isto &,

‘P;l esta bem definida.
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Agora mostremos que ‘P;l ¢ inversa de Wp, ou seja, queremos
Yo, =idp): P(A) — P(A)

woloy = idpom, (p, p) : Homz(Pa, P) = Hom.o(Fy, P)

Seja x € P(A) qualquer, ¥,'(x): Py » P € H om(Pa,P) € o morfismo de funtores que, quando

aplicado em A, obtemos
Yol (x)(A) = (W5 (x)]a : Homy (A,A) — P(A)
(f:A—=A) = P(f)(x)

Em particular, (ids : A — A) = P(ida)(x) = idp(4)(x) = x. Logo, Yo, (x) = [Py (x)]a(ids) = x,
ou seja, ‘Po‘P;l = idp(4).-

Por fim, seja® € H om(g(PA,P) qualquer, @ : Py — P € um morfismo de funtores, logo para todo
B € Ob(¥), temos ®p : P4(B) = Homy(B,A) — P(B). Logo,

D — le(‘b) = (IDA(idA) € P(A)

= Wl oWp (D) =W, (Dy(ids)) : Py — P

Mostremos que o morfismo de funtores ‘P;l oWp(P) = ® para obtermos ‘P;l oWp = idﬂamg( Pu,P)-
Seja B € Ob(€¢’) qualquer,

W, (@4 (idy)) (B) : Homy (B,A) = P(B)

(f:B—A) = P(f)(Pa(ida))

porém, como P : P, — P é um morfismo de funtores, temos que

P(f)(®alida)) = Pp(Pa(f)(ida)) = Pplidso f) = Pp(f).
Logo,
W, (P (ids))(B) : Homg(B,A) — P(B)

(f:B—A)— Pp(f)

Ou seja, ¥p ! o Wp(P)(B) = W5 ' (Pa(ids)(B) = Pp para todo B € Ob(F), entio ¥, ' o ¥p(P) = .
Portanto, ‘P;,l oWp = l.dHom%,)(PA7p) e ‘I’;l ¢ inversa de Wp.

Concluimos que Wp é uma bijegio para todo P € Ob(A). O

O seguinte coroldrio do Lema de Yoneda é de extrema importancia, pois € a partir dele que obte-

mos que ¢ € equivalente a categoria dos pré-feixes representaveis (imagem essencial de Y).

Corolario 3.8. Seja ¢ uma categoria. O funtor de YonedaY : € — € ¢ plenamente fiel.
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Demonstracdo. Y é plenamente fiel se for fiel e cheio, ou seja, se para todos A, B € Ob(%’), a fungdo

Yap:Homy(A,B) — Hom(Y(A),Y(B)) = Hom (Py, Pp)

(flA—)B) — (YfZPA —)PB)
for injetora (para fiel) e sobrejetora (para cheio), ou seja, se € uma bijecdo. De fato, pelo Lema
de Yoneda obtemos que para A,B € Ob(%’) quaisquer, ao pensar em A como o objeto fixado, ¥p, :
Hom (Pa,Pg) — Ps(A) = Homy (A, B) € uma bijecdo, ou seja, Hom (Y (A),Y (B)) ~ Homy (A, B).
Mas, ‘P;Bl =Y, p. De fato, seja f € Homg(A,B) e C € Ob(¢) quaisquer,

‘PIZBI (f)(C) : Homy (C,A) — Homy (C,B)

g Pe(g)(f) =fog

Y¢(C) : Homg(C,A) — Homy (C,B)

g fog

Portanto, Y4 5 € uma bijecdo para todos A, B € Ob(%). [l



CAPITULO 4

Extensao de Kan

As extensdes de Kan exercem grande relevancia na Teoria das Categorias. No capitulo seguinte
mostraremos uma relacdo de adjuncdo entre o funtor de Yoneda generalizado Yz de um funtor .% :
A — € e a extensdo de Kan a esquerda de .#, %, = Ly.%. Dois importantes casos de .%, sdo para
F A — Top que manda [n] em |A"| e 1) = Lyt, onde 1 : A — Cat. No Capitulo [7| entenderemos o
papel de 1.

Sejam % uma categoria e P : €’ — Sets um pré-feixe, definimos a categoria P/% dos objetos de
P (ou P sobre €’) da seguinte forma: os objetos sdo pares (U,a) com U € Ob(%¢') e a € P(U); e dados
(V,b),(U,a) € Ob(P/¥), um morfismo f : (V,b) — (U,a) em P/% é um morfismo f:V — U em
¢ tal que P(f)(a) = b, lembrando que P(f) : P(U) — P(V). Ou ainda, a;y = b ou f*a = b usando
outras notacoes.

Considere também o seguinte funtor fiel ¢ : P/¢ — € que ¢(U,a) = U e dados (V,b),(U,a) €
Ob(P/€), gvy : Homp4((V,b),(U,a)) — Homy(V,U) tal que @y y(f) = f. Ou seja

©:P/C—%C
(U,a)—U
fe=f

A partir disso e do funtor Y : € — %?de Yoneda, definimos

(PPZP/%—)(J?
(U,a)—»Y{U)=PFy
(f: (Vab) — (U,Cl)) = (YV,U(f) :PV _>PU)
onde para cada W € Ob(%),
op(f)W) =Yvu(f)(W): Homg(W,V) — Home(W,U)
g fog

35
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Por defini¢cdo, o diagrama comuta

P/ — 2
N /
%

O leitor pode imaginar que o funtor @p simplesmente esquece os elementos a € P(U) para cada

(U,a) € Ob(P/%). Porém nio é o que ocorre, pois a partir de @p, o elemento Py € Ob(%€) se repete
tantas vezes quanto elementos existem no conjunto P(U). Dessa forma, para a seguinte afirmagao,

convém pensar em P/% como uma categoria de indices induzida por P.
Proposicao 4.1. O pré-feixe P : €°P — Sets é o limite direto de @p,
P= m Qp.

Demonstragdo. Primeiramente, precisamos mostrar que existe um co-cone de @p a P € Ob(%?).
Seja (U,a) € Ob(P/€) qualquer, definimos o morfismo 7 4 : ¢p(U,a) = Py — P em € (mor-
fismo de funtores) da seguinte forma, dado V € Ob(%),

) (V) : Pu(V) = Homeg(V,U) = P(V)

f—=P(f)(a)
Vejamos que 7y ,) € morfismo de funtores: Seja f : W — V um morfismo em % qualquer, o diagrama
comuta
n(U‘a)(v)
Homg(V,U) P(V)
PU(f)] P(f)
Homy (W, U P(W
«(W,U) mo W) (W)

De fato, seja g € Homy (W, U) qualquer,

Tw.a) (V)P (£)(8)) = Tw.a)(V)(fog) = P(fog)(a)

P(f) (7w .q)(W)(g)) = P(f)(P(g)(a)) = P(fog)(a)
Agora, dado outro objeto (V,b) de P/% qualquer, precisamos mostrar que, para todo f : (V,b) —
(U,a) em P/%, o diagrama

Py = @p(V,D) atl Py = ¢p(U,a)
n'(v,b)l 0 a)
P

comuta para obtermos que (P, (T q) : Pu — P)(v.a)con(p/%)) € um co-cone de @p.
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Seja W € Ob(¢) e g € Homy(W,V) quaisquer, 7y (W) : Homg(W,V) — P(W) € tal que

Ty (W)(g) = P(g)(b). Poroutrolado, (7 4y 0 @p(f)) (W) = 7y o) (W) 0 @p(f) (W) : Home (W, V) —
P(W) é tal que

(w.a)(W)(@p(f)(W)(8) = Ty,o)(W)(fog) = P(f o g)(a) = P(g) o P(f)(a) = P(g)(b)

Logo, o diagrama comuta e (P, (7(y o) : Pu — P) v a)cob(p/%)) € um co-cone de @p.

Agora, suponhamos que (Q, (q(v.q) : Pu — P)(u,a)con(P/%)) S€ja outro co-cone de @p. Entdo, para
todo (U,a) € Ob(P /%) temos a transformagdo natural gy o) : Py = ¢p(U,a) — Q. Mais ainda, para
V € Ob(%), temos qy 4)(V) : Pu(V) = Homy(V,U) — Q(V). Em particular,

qw.a)(U) : Homg(U,U) — Q(U)

leva idy € Homy(U,U) em q(y o) (U)(idy) = &, € Q(U). Dessa forma, definimos a transformagéo
natural 7 : P — Q que, para cada U € Ob(%),
t(U):P(U)— Q(U)

Vejamos que 7 ¢ um morfismo de pré-feixes. Seja f : V — U morfismo em ¢ qualquer, mostremos

que o diagrama

P(V) —=0(V) 4.1)

)
comuta. Para a € P(U) qualquer, chamamos P(f)(a) = b € P(V), queremos que sejam iguais

t(V)(P(f)(a)) = o

O(f)(t(U)(a)) = O(f) (o).

Note que Q(f)(¢(U)(a)) = Q(f)(@) = Q(f)(q(w.a)(U)(idy)). Porém, como para (U,a) € Ob(P/%),
4(U.a) : Pu — Q € uma transformag@o natural, temos que o seguinte diagrama comuta

qw.a)V)
Py (V) = Home (V,U) o) @2)

Pu(f)T o(f)
PU(U) = HOm(g(U, U)
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ou seja,
O(f) (@) = qu,a(V)(f) (4.3)
E ainda, por (Q, (q(v.4)) (v,a)cob(P/%)) ser um co-cone de @p : P/C — %, temos que o seguinte dia-
grama em % comuta
op(V, op(U,a) =Py
B (V) = Homy (V,V) — DY) Home (v,U) = Py (V)

% = q(vp) (V) (idv) = qu.a)(V)(@p(f)(V)(idv)) = qv.0) (V)(f)
Ou seja, por (4.3)

Logo,

% = q.qa)(V)(f) = Q(f) ()

Com isso, o diagrama (4.1)) comuta ez : P — Q é uma transformagao natural.

Mostremos que, para cada (U,a) € Ob(P/%), o seguinte diagrama comuta

Tw.a)
op(U,a) P 4.4)
I
q(U,a)
Q
Ou seja, para cada V € Ob(%), comuta
Ua)( )
Homy (V,U)
\ lt

(V)
Seja f € Home(V,U) qualquer, chamemos P(f)(a) = b € P(V). Por (&) temos
t(V)ory o (V)(f) =t(V)(P(f)(a) = Q(f)(t(U)(a)) = Q(f)(qw,q(U)(idy))
e ainda, por (#2)
O(f) e qw.q)(U)idy) = qu.a)(V) o Pu(f)idy) = 4(v,0) (V) (f)

Logo, o (#.4) comuta.
Por fim, falta mostrarmos que 7 : P — Q € a tnica transformacao natural que torna (4.4) comuta-

tivo.
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Seja t' : P — Q uma transformagdo natural tal que para todo (U,a) € Ob(P/%€), o diagrama a

seguir comuta

ﬂ" a
op(U,a) — 22 . p
9(U,a) Ll/
0
Entao também comuta
Ty .q)(U)
Homy(U,U) —2 p(U)
"u
qw.a)(U jt( )
o)

Sejam U € Ob(%) e a € P(U) quaisquer, por [@6)
4 ,a)(U)idy) =1'(U) o Ty o (U) (idy)
Mas gy o) (U)(idy) = 1(U)(a) e 7y o) (U)(idy) = P(idy)(a) = idp(y)(a) = a, logo
t(U)(a) =1'(U)(a), YU € 0b(¥), acP(U)

Portanto, r = ¢'. Com isso, concluimos que P = hgl Op.

4.1 Definicao de Extensao de Kan

4.5)

(4.6)

Definicao 4.2. Sejam ¢,%,& categorias e . : ¢ — & e K : € — 2 funtores quaisquer. Uma

extensdo de Kan a direita (caso exista) € um funtor Rx.% : ¥ — & juntamente com uma transformacao

natural'|n : Rx.Z oK — .F

que satisfaz a seguinte propriedade universal: Para quaisquer ¥ : 2 — & e a: 9 oK — Z, existe

uma tnica transformagdo natural 8 : 4 — Rg.% tal que

a=mnop.

!Como na Defini¢io

4.7)
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& 7 & %
K\ % @
9 K

Observacio 4.3. Rigorosamente, hd um abuso de nota¢do na igualdade (4.7)), pois a composigdo
N o B ndo estd bem definida, uma vez que o contra-dominio de 8 ndo coincide com o dominio de
7n. Porém, como f induz naturalmente um morfismo de funtores 8’ : 4 o K — Rg.Z o K tomando
B'(U)=B(K(U)):90K(U) — Rg.Z oK(U) para todo U € Ob(¢), podemos utilizar (£.7) sem
risco de confusdo.

Observacao 4.4. Dizemos que « fatora de modo tinico por 7.

Analogamente, definimos extensdao de Kan a esquerda.

Definicao 4.5. Sejam ¢, 7, & categorias e .7 : € — & e K : € — 2 funtores quaisquer. Uma ex-
tensdo de Kan a esquerda (caso exista) ¢ um funtor Lx.% : ¥ — & juntamente com uma transformacao
natural ) : # — Lg% oK

% 7 &
A

que satisfaz a seguinte propriedade universal: Para quaisquer ¥4 : 4 — & e o : .% — ¢4 oK, existe

uma Unica transformacao natural f : Lx.% — ¥ tal que

o= pon. (4.8)
% 7 & %
A
/
/
K * 'y
/
/
9 K
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Observacao 4.6. Observagdes andlogas as do caso anterior se aplicam nesta defini¢do.

A seguir, mostraremos que limites e colimites categoriais sdo casos particulares de extensoes de
Kan.

Exemplo 4.7. Definimos a categoria 1 em que Ob(1) = {1} e hd somente o morfismo id; € Hom(1,1).
Para qualquer que seja a categoria %, existe somente um funtor .% : ¥ — 1. Por outro lado, um funtor
¢ : 1 — & se trata de escolher um objeto E na categoria & para ser imagem do objeto 1 € Ob(1).

Consideremos a seguinte estrutura:

¢ e & categorias, .# e K funtores. Sejam Rx.# : 1 — & funtor,com E = Rg.% (1),e N :RxF oK —
Z uma transformagao natural. Entdo (Rx.#,1) é uma extensdo de Kan a direita se, e somente se,
(E,Nx)xeon() € um limite de ¥ em &

De fato, como 7 € uma transformacao natural, para cada X € Ob(%’) temos Ny : Rx.# o K(X) —
F(X),mas K(X) =1e Rx.# (1) =E, entdo

Nx :E— 7 (X)

¢ tal que para todos f: X — Y em ¢, comuta:

— % 7(X) (4.9)

E
\ lf(f)
E

— Z(Y)
Ou seja.(E,Mx ) xcob(x) € um cone de 7 em & a partir do objeto E fixado.

—FX)

k jﬁ‘(f)

Z(Y)

Acabamos de ver que dado um funtor ¢ : 1 — & tal que 4 (1) = E’ e uma transformagao natural o :
4 oK — F qualquer, obtemos um cone (E', aiy : E' — .7 (X))xcop(#) de F em &. Reciprocamente,
dado um cone (E',0x : E' — F(X))xcon(#), obtemos o funtor & : 1 — & que leva 1 em E', e
o ¥ oK — & induzida por ay ¢é transformagdo natural pois o diagrama (4.9) comuta para qualquer
f:X —Yem%. Dessaforma, (Rg.%,1n) é extensdo de Kan a direita se, e somente se, dado ¥ : 1 — &
(com¥%(1)=E')e a:9 oK — F transformagio natural, existir um tnico f8 : 4 — Rg.Z tal que
o = n o . Equivalentemente, se dado (E',ax : E' — % (X)) xcop(#) outro cone de F em &, existir
Bi1: E' — E tal que Ny o B = ox. Isto é, (Rg.#,1n) é extensdo de Kan a direita se, e somente se,

(E,Nx)xcop(#) € um limite de ¥ em &
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Exemplo 4.8. De modo similar, mostramos o andlogo para colimite, sendo .% : 4 — & e K : % — 1
funtores: (Lx.# : 1 — &, : % — Lg% oK) é uma extensdo de Kan a esquerda se, e somente se, o

co-cone (E,Mx)xcop(«) € um colimite de # em &, com E = Rx7 (1).

Agora, queremos dar uma estrutura funtorial a esta extensao de Kan.
Sejam €, 7, & categoriase K : ¢ — Z funtor fixado, em que para toda .% : ¢ — & exista extensao
de Kan.

Lembrando que Funct(%,&) representa a categoria dos funtores de ¢ a &, podemos definir

Rk : Ob(Funct(¢,8)) — Ob(Funct(2,£))
F l—)RKy

Lk : Ob(Funct(%¢,8)) — Ob(Funct(2,8))
F r—)Lng

Ck : Ob(Funct(2,8)) — Ob(Funct(¢,8))
Y 9GoK

(g F

7 & ¢ 9K ___p
K Lx F @
7

Nosso objetivo a seguir é estender essas fun¢des aos morfismos em Funct(€,8) e Funct(2,8),

de modo a obtermos Rk, Lx,Ck funtores entre estas categorias. Além disso, mostraremos que Rk €
Lk sdo adjuntos, respectivamente, a direita e a esquerda de Ck.

Comecemos por Cx. Sejam ¥4,9' : 9 — & funtores, temos que Cx(¥) =9 oK e Cx(¥') =
%' o K. Dada um morfismo de funtores ot : 4 — ¢’, temos para cada Y € Ob(2),

ay :9Y) =9
morfismo em &. Seja X € Ob(%) qualquer, como K(X) € Ob(Z), podemos definir
Cx(a)x :9oK(X)— 9 oK(X)

por

OCK(X) : g(K(X)) — g/(K(X)).
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Observe que, dados 4,9',9" . 9 - &, 0.9 -9 e : 9" — 94", temos que, para cada Y €
Ob(2), (&' o)y = ay o ay. Assim, dado X € Ob(%) qualquer,

Cx (o' o)y = (0’0 a)k(x) = O (x) © Ok (x) = Ck (&')x o Ck (at)x

Logo,

Cx(d' o) = Cx(a) oCx(x)

Estendendo Rg. Dados .7 ,.%' : € — & funtores e o : .# — .%' transformagio natural, precisa-
mos definir Rxo : Rx.# — Rg.%' morfismo em Funct(9,&’) que respeite a composigdo de morfis-

mos.

Como Rg.Z e Rg.%' sido extensdes de Kan, elas estdo acompanhadas de transformagdes naturais
N:RxFoK— Fen :Rg.7 oK — F', respectivamente. Temos Rx.# : 9 — & e oon : Rg.F o
K — %', pela propriedade universal relacionada a Rg.%’ segue que existe uma tnica transformagio

natural B : Rx.# — Rx. 7' tal que
aon=n"of.
Definimos

RKOCiﬁ.

com a importante propriedade

aon=n"oRga (4.10)
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gl

/_\
¢ aﬂ & &

\—/

T Ru.7

K n
ReF
9

Sejam também 7" : ¢ — & e B :.F' — F”, obtemos Rxa : Rx.# — Rx.7' € RkB : Rg.F' —

Ri.#" de modo que

aon=n"oRxa

Bon'=n"oRkp

Logo,
n"o(RxkBoRka)=(n"oRkP)oRxka=Po(n oRxa)=(Boa)on
Pela unicidade da propriedade universal da Extensdao de Kan, obtemos que

RK(ﬁ o Ot) = RKﬁ oRk«.

Com isso, concluimos que R : Funct(¢,&) — Funct(2,&) é um funtor.
De modo similar estendemos funtorialmente a extensao de Kan a esquerda Lg.

Mostremos que Rk ¢ adjunto a direita de Cx, mas antes precisamos definir tal conceito.

Definicao 4.9. Sejam .7 : ¢ — Y ¢ Y : & — ¢ funtores. Dizemos que .# ¢ adjunto a esquerda de

¢, e 9 é adjunto a direita de .7 se existir uma bijecdo candnica tal que
Homg (% (X),Y) ~Homy(X,9(Y))

para todos X € Ob(€¢) eY € Ob(Z), onde ~ denota a existéncia de tal bijecao.
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Observacao 4.10. .# ¢é adjunto a esquerda de ¢ se, dados os funtores

P, :€°" x 9 — Sets
(X,) > Homg (X, 9(¥))

tal que para cada morfismo (f,g) : (X,Y) — (X',Y’) em €°P x & (sendo f € Homgzor(X,X') e g €

Homg(Y,Y')), temos 0 morfismo em Sers

Pi(f,g) : Homy(X,9(Y)) — Homy (X', 9(Y"))
o—9(g)oaof

P € x 9 — Sets
(X,Y) = Homo(F (X),Y)

tal que para cada morfismo (f,g) : (X,Y) — (X',Y’) em €°? x 2, temos o morfismo em Sets

Py(f,g) : Homg(F (X),Y) — Homg(F (X'),Y’)
o goaoZ(f)

existir uma transformacao natural

T:P|—>P2

que seja um isomorfismo na categoria Funct (6°P x 9, Sets), isto é, de modo que exista uma transformacao

1 1

natural 77" : P, — Py com TT" ' =idp, tlr= idp,.

Homg (—9(-))

P x Y

\_“‘5/7561‘S

Homg(7(-),~)

R

Proposicao 4.11. Os funtores Rk : Funct(€,&) — Funct(9,8) e L : Funct(¢,&) — Funct(92,8)

sdo adjuntos a direita e a esquerda, respectivamente, de Ck : Funct(92,8) — Funct (€ ,&).

Rk

— T
Funct(9,8) Ck Funct(¢,8)

\_/

Lk

Demonstragdo. Mostraremos apenas para Rk, pois para Lg segue de forma similar.

Consideremos os funtores
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Py : Funct(2,&)°F x Funct(¢,&) — Sets
(9,.F) = Hompype(9.6)(9  Rx F)
tal que para cada morfismo (0,1) : (4,.7) — (¢, .#'), temos o morfismo em Sets
Pi(6,2) : Hompyue (9 59 R F) — Hompyn(9,6)(9' , Re F')

o+ RxkAoooB

Py : Funct(2,8)°F x Funct(€¢,8) — Sets
(g,ﬁ) HHomFunct(f&cf)(CKgag)
tal que para cada morfismo (6,14) : (¢, %) — (4',.7"), temos o0 morfismo em SetsE|
PZ(ea}L) :HomFunct(%7éa)(goK7y) %HomFunct(%,g)(glolgﬁ,)

o~ Aoao0

ﬂl
%\—/
F
K

Precisamos definir uma transformagao natural 7 : Py — P> que seja um isomorfismo. Seja (¢,.%) €
Funct(2,8)°P x Funct(¢,&) qualquer, definimos

T,7) Hompuer (9,09, Re F ) — Hompyneyw.5)(9 0 K, F)
oA noa

e 7 ¢ transformagdo natural: Seja (0,1): (¢4,.7) — (¢',#'), o seguinte diagrama comuta.

Y .7)

HomFunc’t(u@,(gﬁ) (gaRng) HomFunct(% &) (gOK7£Z)

Pi(0,1) P,(0,1)

Yy 7

HomFunct(Q,zo@) (g/aRKy/) HomFunct(%,rf) (g, oK, ﬁ/)

’Na seguinte férmula, em relagio i transformacio 6, v. Observa(;ﬁo
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De fato, seja o : 4 — Rg.# transformagio natural qualquer. Temos
Tigr,7)(P1(0,4) () = Ty 1) (RgkA oo 8) =1 oRgAoaob.
Por outro lado,

P (0,0)(Ty,7) (@) = P2(0,A)(noa) =Aonoaod N oRkAoao8.

e 7 éisomorfismo: Sejat~!: P, — Py tal que, para cada (¢,.%) € Funct(2,&)°P x Funct (€, &),

-1 .
T(( WF) " HomF””Cl(cﬂ,(go) (goK,f) — HomFunct(Q,zg’) (g>RKy)

o—fB

com f3 sendo o tnico morfismo de funtores de & a Rx.# que satisfaz 1) o B = o proveniente da

propriedade universal da extensdo de Kan a direita (Rgx.%,n) de .Z#.
Portanto, Rk € adjunto a direita de Ck, isto €,

HomFuncl(%’,éa)(goKvy> 2PlomFlmct(@,zo@)(ngth\)' O

4.2 Extensoes de Kan através de Limites e Colimites

Nesta se¢do, descreveremos a extensdao de Kan a direita (analogamente obtemos a esquerda) a
partir de um certo limite (2 esquerda a partir de colimite) em &. Partimos das categorias 4, % e
&, sendo & com a propriedade de que existe limite para todos funtores a qual seja contra-dominio
(exigimos que exista colimite para a constru¢do de Extensdes de Kan a esquerda), e dos funtores
F €€ —EeK: € — Z,equeremos construir uma extensao de Kan a direita (Rgx.%,n). Para cada
d € Ob(2), definimos a categoria d | K por:

e Objetos de d | K: pares (¢, f),comc € Ob(€) e f:d — K(c).

e Morfismos em d | K: dados (c, f), (¢, f') € Ob(d | K), um morfismo g : (¢, f) — (¢, f') é um

morfismo g : ¢ — ¢ em € tal que K(g)o f = f' em 2, ou seja, o diagrama comuta

K(g

K(c) K

L K()
7

Fixando d € Ob(2) e variando c¢,c’ e g, podemos pensar que, de certa forma, estamos apro-

(
!
d
ximando d através da imagem de K por meio desses diagramas. Utilizaremos essa motivacao de

aproximagdo para definir a imagem Rk.# (d) € Ob(&’) por meio de um limite em &. Até o momento

temos a seguinte situagao:
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(2 / &
N ¥ FoQ%ec,f) FoQUd, f)
g . .
Fg
K
Ry
9 K b
Kc K Rx 7 (d)
Kg
d
A partir de d | K, obtemos o seguinte funtor
0l :d| K~
(e,f) —c
8§—8
€ consequentemente
FoQl:d|K— &
(c,f) = Fc
§— 78
Definimos Rg.Z (d) pelo limite de .7 o Q¢, ou seja,
RgZ (d) = lim(F 0 Q7).
(2 / &
e 7 F o0 (c,f) FoQ!(d,f")
g . .
T8
o? d d
Ue.s) LCND
d|l K iy
(e, f) (", f") Rx 7 (d)
8

Observacao 4.12. Caso d ndo tenha relacdo com a imagem de K, isto €, se ndo existe nenhum par
(c,f) tal que f :d — Kc, obtemos por .# o Q? em & o diagrama vazio, dessa forma, Rx.% (d) é o
objeto ﬁna]E] de &.

3Como na Definigio
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Precisamos também mostrar a estrutura funtorial de Rx.%, ou seja, h:d — d’ em 2 deve ser
mandado em Rg.% (h) : Rk % (d) — Rx.F (d').

9
K
€ Kc- g ‘K¢
K
C 8 ¢ A
fi 12
.d/
]h
-d

Note que ao considerarmos dois objetos d e d’ em 2, obtemos dois diagramas gerados por .% o Q¢
e .Z o0 em &, os quais induzem Rg.Z (d) = @(J oY eRg.F(d') = L(,/ o 04"). Mais preci-

samente, temos que os limites sdo cones (Rx.# (d), {qdcf :Rx.Z (d) — F 0 Q4(c, )} e.p)eonaik))
e (RxF(d"), {Q?c/,f) R F (d') = F 0 0% (¢, )} e.pconaix))-
d | K ¢
(C7.fl) (C/'/.fZ) gon/ OQd Cf] on
8
ReF (d')
d1K
(c,fioh) (c',froh) OQd ,fioh) OQd ,froh)
g F ol
floh fzoh
RKJ

Cada (c, f) € Ob(d' | K) pode ser identificado de modo tnico com (c, foh) € Ob(d | K), a partir

disso, consideremos o morfismo em &

id 70 ql. ropy : Rk.F (d) = F 0 Q% (c, f),
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parag: (c,f) — (¢, f") em d' | K qualquer, temos que

=(Fo Qd(g)) Olelc,foh)
_ d
=4(c,flon)

Logo, por Rx.%# (d') ser limite de .% o Qd/, segue que existe um unico morfismo
t: RKy(d) — RKg(d/)

tal que
d . d
c,p)O1 = idFcOq(c pop)-

Definimos

A partir de agora, usaremos q?c fon) 80 invés de id zz. o qE’c Foh)*

Observacao 4.13. Rx.7 : 9 — & como definido acima é de fato um funtor:
o Rx.7(idy) = idg, #(d) Para qualquer d em 7, pois estes dois morfismos fazem o seguinte dia-

grama comutar para qualquer (¢, f) € Ob(d | K)

FoQ%c,f) = Fc

e por se tratar de um limite, segue que sdo iguais.
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e Sejamh:d—d el :d —d"em D e (c,f)e€ Ob(d ] K) quaisquer, temos por construgdo que

Rg.% (W oh) é o tnico morfismo que faz comutar

Foief)
w
Rk (d")

Tle TRKﬁ(h’oh)
R Z(d)

d
(¢,

porém q?cl’f) = quCN,f) oRkF (M) e qf, s = qE’Cl7f) o Rk (h), logo,

gl = (g ;o Rx.F (1)) o R (h) = g, o (R.Z () o R (h))
ou ainda, cada parte do seguinte diagrama comuta, fazendo o diagrama total comutar

F 00 (¢, f)
qd// .
F00%(c,f) Ry 7 (d")
d/
id%T & TRKﬂ(h/)
FoQ(c,f) RxZ (d'
d
Ae.p) TRK?UZ)

Rx.7 (d)
Portanto Rg.7 (W) o Rx. % (h) = Rx.F (W o h).

Agora que ja temos o funtor Rx.# : ¥ — &, falta apenas definir a transformagdo natural 1 :
RxF oK — Z. Seja c € Ob(%), pensando em K¢ como o objeto d € Ob(Z), podemos considerar o

objeto (c,idk.) na categoria Kc | K, e obtemos um morfismo

9 idre)  RiF (Ke) = F 0 0K (c id.)

cidge
em &.
9: Kc = &: FoQK(c,idk.)
¢ Rx 7 (K(c))
Definimos
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Observacio 4.14. n é transformagio natural: seja g : ¢ — ¢’ em € qualquer, precisamos que comute

Rx.Z (Kc) —X Fec
Rx F (Kg)j jﬁg
Rk 7 (K() L F
Por um lado, temos que
Kc'
N
Kc'
KgT
Kc

em &, ou seja,

e oRKﬁ(Kg) = q€i§7ich/) ORKﬁ(Kg> = qg(c":,id,(c/OKg) - qf{chg)

Por outro lado, claramente Kg = Kg o idk,, logo g : (c,idk.) — (¢/,Kg) é morfismo em K¢ | K.

Aplicamos .% o QX¢(g) = .# g e o seguinte diagrama comuta, por se tratar de um cone em &:

F 0 OK(c,idy) e F 0 0Ke(d Kg)

Kc /
‘m 9! k)

idg e
RKf%\ (KC)

ou seja,

Kc

Fgone =Fgo4( i) = (o kg) = N ©R& 7 (Kg).

Proposicao 4.15. (Rx.%,M) como construido acima é uma extensdo de Kan a direita de ¥ através
de K.

Demonstracdo. Sejam ¥ : 9 — & funtore a : 4 o K — .% transformag@o natural. A principio cons-

truiremos a transformagao natural 8 : 4 — Rg.7# candidata.
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Seja d € Ob(Z) qualquer, precisamos de um morfismo fB; : 4(d) — Rx.% (d) em & e para isso
construiremos outro cone de .% o Q¢ com vértice em ¢ (d). Sejam (c, f), (¢, f') e g: (¢, f) — (', f')

emd | K, ou seja, g: c — ¢’ em € tal que

Kc Ke Kc
N
d

comuta. Obtemos . oY (f) : 4(d) — % ¢ para cada (c, f) € Ob(d | K),

4.11)

() 2 (ko) % Fe

Por @.T1) segue 4(f') =9(Kg) o¥4(f); e por o ser transformagdo natural, Zgo @, = oz 0¥ (Kg),
logo

6o H(f') = au oY (Kg) o (f) = Fgo (o (f)).
Com isso, (4(d), 0t °Y(f))(c,f)cob(aik) € cone de F o 04, e existe um tinico morfismo ¢ : 4(d) —
Rk .7 (d) tal que

q(c )

Rk F(d) —= F 0 Q%c, f) (4.12)
t] acog(f)
9(d)
comute para todo (¢, f) € Ob(d | K). Definimos
ﬁd =t.

Note que se trata de uma transformacio natural, pois para & : d — d’ temos que os diagramas de trés

pontas a seguir

700" (c,f) FoQ'(c.f) FoQ'(c,f)
{q?c,foh) y m (: f)T
oY (foh) Rx#(d) RxZF(d RxZ(d') RxF(d) oY (f)
Ba Ba Bd/T ﬁd/T
9(d) 9(d) 707 4(d) 4(d")
comutam, e 4(foh) =9 (f) 0% (h), logo o retingulo também comuta.
Falta mostrar que 7. o Bg. = 0, em &, ou seja, que o diagrama
RxF (Kc) s Fc (4.13)
ﬁm] /
9 (Kc)

comuta. Basta observar que ao tomarmos a categoria Kc | K, obtemos 1, = q( e O = 00

c, ldK )
9 (idk.), logo o diagrama (4.13) comuta porque (4.12)) em particular para (¢, idg.) € Ob(Kc | K). [
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A construcdo da extensdo de Kan a esquerda de .# através de K utilizando colimite segue de
forma similiar. Consideramos que exista um colimite para qualquer funtor de contra-dominio &, e

para cada d € Ob(Z), definimos a categoria d 1 K por:
e Objetos de d 1 K: pares (¢, f), comc € Ob(€) e f: Kc—d.

e Morfismos em d 1 K: dados (c, f), (¢, f') € Ob(d 1 K), um morfismo g : (¢, f) — (¢/, f') é um

morfismo g : ¢ — ¢/ em € tal que f' o Kg = f em 2, ou seja, o diagrama comuta

K(c) ——

(¢) K(¢)
N

A partir de d 1 K, obtemos o seguinte funtor

0l:dtK—€
(c,f)—c
8§—8

€ consequentemente
FoQl:dtK— &

(¢, f) = Fc

g— Fg

7 00" possui um colimite (lim(F 0 0), {pf, , : 7 0 0(c. ) = im(:F 0 0} (. pyconiar):
Definimos

Ly Z (d) = lim(F o o).

€ / &
Fg
K
2 Ly F )
Kc Kc Lx7(d)
Kg
f f
d
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Parah:d — d' em 9, consideramos os co-cones gerados por .Z 0 Q¢ e F o Qd,, paracada (c, f) €
Ob(dtP)eg:(c,f)— (c,f), o morfismo p?cl_.f) oidg.: Fc— Lg.F(d) é tal que

! ! ~

Pl poidze = (ply pryoidze) o (F 0 0%g))

on

)

F o Qd
\ / ld?c
on (¢, f) LKJ Ole L1

/

entdo por se tratar de um colimite, definimos Lg.% (h) pelo tinico morfismo

ld/L

LKJ (d)

LKy(h) : LKLQZ(d) — LKy(d/)

tal que

Lx 7 (h)o Pl ) = Pley) 0id 7
Ainda de modo andlogo ao caso anterior, definimos a transformacéo n : .% — Lg.% oK por

Ne = pfcfid&) : Fc— Lg.7 (Kc)

para cada ¢ € Ob(%). Obtemos que (Lg% ,n) é extensao de Kan a esquerda de .% através de K.
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CAPITULO 5

Yoneda Generalizado

Dada uma categoria A, temos o mergulho de Yoneda Y : A — A como na Defini¢ao Neste
capitulo, trabalharemos um pouco com uma generalizacdo desse conceito. Um caso especifico de
funtor de Yoneda generalizado € o nervo, o qual serd fundamental para obtermos um mergulho de
Cat em A, ou seja, visualizarmos uma categoria pequena como certo conjunto simplicial. Outro
exemplo de Yoneda generalizado s@o os complexos singulares, conjuntos simpliciais que formardao

uma importante classe de co-categorias.

Definicao 5.1. Sejam % e A categorias e .# : A — % funtor. O funtor de Yoneda generalizado € dado
por
Yo : 6 — A
c—Yg Ne

(g:c—=e)= (Yz(8):Yre—=Yr,)

)

em que Yz . € o pré-feixe dado por

Y A% — Sets
b—Ygz (b)) =Homg(F (b),c)
(f:b—=d) = (Yz.(f) : Homg(F (d),c) = Homg (F (), ¢))

onde Yz .(f)(@) = @ o .F(f) paracada ¢ € Homy (% (d),c); e Yz (g) € a transformacdo natural em
que, dado b € Ob(A),

Yz(g)b: Homg (% (b),c) — Homg(.F (b),e)
y—goy

Observacio 5.2. E simples verificar que Yz é funtor. Note que quando A =€ e .F =idy, Y7 é 0

proprio mergulho de Yoneda, porém ndo é mergulho em um caso genérico.

57
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A partir dessa construg¢do, podemos considerar a transformacao natural
n:Y—YgzoF

em que para cada a € Ob(A)
Na: Yy, — Yy”gz(a)

é o morfismo de funtores em A tal que, para b € Ob(A),

na(b): Ya(b) — Yg:7g:a(b)

¢ definido por
na(b) = ybﬂ
Observacio 5.3. 1, é morfismo de funtores porque para f : b — d em A e & € Homa(d,a), temos

Tba°Ya(f) (&) = Fba(Gof) = F(8) 0T (f) =Yz 70 INF () =Yz 7()(f) 0 FaalS)

Além disso, 1 também € transformacgdo natural: seja f : a — b em A, precisamos mostrar que

comuta
Yo" Y5 70
Y(f)J Yz (Z(f))
Yy —— Yz 70

Isto é, que para d € Ob(A),

Yz(F(f))dona(d) =ny(d) oY (f)(d) : Homa(d,a) — Homy (F (d), F (b))

De fato,
a d Z a d
Homy(d,a) L()» Homy(F (d), % (a)) LaSd®)) Homg(Z (d), F (D))
h — F(h) ———— ha(F())d (F(h) = F(f)oF(h)
por outro lado,
tomyd.a) — I toma@n) —" YV Home(#(@).7 b))
h ——— foh ——-—  F(foh)=%(f)oF(h).

Com isso, obtemos o seguinte diagrama
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que apesar de sua forma, em geral ndo se trata de uma extensao de Kan a esquerda. Podemos consi-

derar também o diagrama
F
A €

sendo o par (1’,.%)) a extensdo de Kan de .# através de Y, supondo que exista. Lembrando que, dado

P € Ob(A), obtemos a categoria P 1 Y de objetos (a,&) coma € Ob(A) ¢ & : Y, — P em A, o funtor

FoQP :P1Y %
(a,&) = Fa
g—Fg
que resulta em
Ly F(P) = Z\(P) = lim(F 0 0")
como vimos anteriormente. Nosso objetivo neste capitulo € provar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.4. O funtor %, é adjunto a esquerda de Y 7.

Para isto, precisaremos dos dois seguintes resultados.

Lema 5.5. Seja 7 : 1 — € um funtor e (¢,{@; : F (i) — c}icop(r)) um colimite de F entdo, para
qualquer ¢’ € Ob(%),
Homy/(c,c') = Hom%(li_n}ﬁ,c') ~ @3‘;,

sendo

ZF 1 I°P — Sets
i— Homy (Z (i),c)

(f i ) > (F(f) : Homg(F(j),¢') = Homg(F (i), )
em que F (f)(h) = ho Z(f) para h € Homy (F (j),c')
Uma notag¢do mais intuitiva para este fato é

Homcg(liﬂﬁ(i), )~ l'gnHomcg(ﬁ(i),c’).
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Demonstragdo. Através do funtor .%#, o co-cone

F (i) Z(J) (5.1
c
induz o cone
o / Z(f) (N
Homy ((j),c') Homy (F (i), ') (5.2)
(ﬁj (T)z
Homy(c,c)

onde

@; : Homg(c,c') — Homg (F (i), c)

Y yog

E cone pois para y € Home(c, '),

Z(f)o@j(w)=Z(f)(woo;) =yo@;0Z(f)=yop=f(y).

Mostremos que (5.1]) ser colimite implica em (5.2) ser limite.
Seja (S,{gi : S — Homg (F (i),¢") }icop(r)) outro cone, precisamos mostrar que existe um tnico

morfismo ¢ : § — Homy(c,c’) tal que
i = Piot
Sejam x € S e i € Ob(I), consideramos o elemento §;(x) € Hom (.7 (i),c’). Como (5.2) comuta:
F(f)edj=di = Gi(x) = Z(f) 0q;(x) = 4;(x) o F (),

entdo (¢’,{gi(x) : Z (i) = ¢'}icop(ry) € outro co-cone de .. Logo, por ¢ ser colimite de .%, existe um

tinico morfismo 7(x) : ¢ — ¢’ tal que g;(x) =t(x) o @;.

Definimos a funcao

t:8— Homyg(c,c)

x> t(x)
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que tem a propriedade de §; = @; ot, pois

Gi(x) = t(x) o @i = @i(t(x))

para cadax € S.

Sejat: S — Homg(c,c') tal que §; = @; 01, entdo para x € S, §;(x) = @;ol(x) = I(x) o @;. Como #(x)
¢ o tnico morfismo em % com esta propriedade, temos que /(x) = #(x), logo, [ = t. Concluimos que
Homg(c,c’):@ﬁ. O

Lema 5.6. Neste contexto, se € =A e F =Y entdo LyY = idg en' =idy.

A Y A

!
M/ #=Lyy

h<
=

)

Demonstragdo. L. LyY =idy:

Seja P € A qualquer, queremos mostrar que LyY (P) = P. Porém, pelo Lema de Yoneda, P é
representdvel, isto é, P ~ Y, para algum d € Ob(A), logo, é suficiente mostrar que LyY (Y;) =Y.
Para isso, consideramos a categoria Y; T Y de objetos (a € Ob(A), f:Y, — Y;) e morfismos

g:(a,f)— (d,f) sendo g : a — d’ em A tal que comuta
R —
N
Yy
Essa categoria induz o funtor

FoQ¥ Y, 1Y A
(a,f) = Ya
g Y,

que resulta em
LyY (Yy) = Yi(Yg) = lim(.F 0 0').
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Mostraremos que My = (Y;,{f : v - Yd}(mf)eOb(YdTy))é colimite de .7 o QY.
Sejam (a, f),(d,f") € Ob(Y; 1Y) e g: (a,f) — (d,f') quaisquer. Pela prépria defini¢do de

morfismo em Y; 1Y, temos que

Y. /gl
Ya(avf) 8 Ya(,a 7f )
N

Yy

comuta entiio M, é co-cone de .% o QY.

Seja (R, {r(% n: Ya(a’f ) R}((L f)eOb(YdTY)) outro co-cone, também podemos identificar R com
Y, para algum b € Ob(Y; 1Y ). Precisamos mostrar que existe uma tnica transformagao natural

t:Yy; — Y, talqueto f =r s para qualquer (a,f) € Ob(Y;1Y).

Y. v
Ya(a:f) 8 Ya(/a Jf )
S
Yy
"(d.")
it
N
Y,

Em Y; 1Y tomamos o objeto (d, idy,) e obtemos o morfismo
idy
r(d,idyd) : Yd d Yb
em A. Definimos

t= r(djdyd).

Seja (a, f) € Ob(Y; 1Y) qualquer, f :Y, — Y;. Como o funtor de Yoneda é plenamente fiel,

existe um tnico f : a — d tal que Y = f. Além disso,

Yi=f
Yy
f\« »/de

Yy
comuta entdo f : (a, f) — (d,idy,) é morfismo em ¥, 1 Y. Como (Yo 7(a,£)) (a,f)ex, 1y € CO-cOne

de Y o Q¥ entdo

Y,

y (@) Yi=f (d,idy,)

r(aak* Aiyd)t

Y,

(a,

lestamos denotando .% o Q% (a, f) =Y, por ¥, f ), e f o mesmo morfismo de Y, a ¥; que aparece em (a, f).
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comuta, ou seja,

tof ="ra,p)-
Sejal:Y; — Y, outra transformacdo natural tal que
lo f = I"(a7 f) .

para todo (a, f) € Y; 1 Y. Em particular, para (d, idy,)

d,id idy
Yd( ) S Y,
) l
T(d.idy ) L

Y,

comuta, 1sto €,

= tOide = r(d,idyd) =1.

2. n' =idy: Sejac € Ob(A) qualquer, pela construgdo de extensdo de Kan a esquerda por colimites

feita no capitulo anterior, obtemos que 71/ = p{é idy,)

questao neste caso, temos que pfé idy,) = idy,. Portanto ' = idy. 0

, porém pelo co-cone M, ser o colimite em

Agora podemos demonstrar a Proposi¢ao[5.4]

Demonstragcdo. Dados os diagramas

Y % A 7 &
F n Yo Y Mnl F=Ly F
¢ A

-~

queremos mostrar que o funtor .%, € adjunto a esquerda de Y4. Para isto, sendo P € Ob(A) e ¢ €

Ob(%’) quaisquer, mostremos que

Homg (F\(P), ¢) =~ Homz(P, Yz(c)).

Ao longo desta demonstragéo, utilizaremos a notagdo (a, f) para acima do respectivo objeto para

dizer que este objeto esta indexado na categoria P 1Y através do funtor OF. A principio temos que
Homy (F\(P),c) = Homg(Ly 7 (P),c) = Homcg(li_ngﬁ o0 )= Homg(mﬂ(a)(“’f),c).

Pelo Lema 5.5 obtemos o funtor H : P 1 Y°P — Sets tal que H(a, f) = Homy(F o OF (a, f),c) para
(a,f) € Ob(P 1Y) com a propriedade de

Homg (lim 7 0 0°¢) ~ limH,
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isto €,
Homcg(liglﬁ(a)(a’f),c) ~ l'gnHomcg(ﬁ(a)(a’f),c),
porém por definicdo de Y&

lim Homy (F(a)(), ¢) = lim¥ 7 o(a) /).

Como Yz . : A°? — Sets € um funtor, temos pelo Lema que Yoneda que Homg(Ya,Yg,C) estd em

bijecdo com Yz .(a), entdo

I'LmY’%C(a)(a,f) ~ @Homg(Yéa"f),Yg*’C).

Novamente pelo Lema/[5.5]
grllHomg(Ya(a’f),Yg?C) ~ Homg(lilEY oOF, Yz .)=Homz(LyY(P),Yz ),
e pelo Lema|5.6/concluimos que
Homg (F(P),c) ~ Homz(P,Yz(c)) O

O seguinte exemplo serd muito importante no Capitulo

Exemplo 5.7. Podemos adequar toda essa constru¢do aos espacos topoldgicos da seguinte forma:

A r A A 7 Top
/mg‘w \ %‘Lyff
Top A
sendo
F:A—Top Sing : Top — A
[n] = |A"| X — Singx

onde Singx : A°? — Sets, chamado complexo singular de X, é o conjunto simplicial determinado
por [n] = Homr,,(|A"|,X), e
F iLyff:K—>Top
K — [K]|

lembrando que |K| é a realiza¢do geométrica de K e A" é a imagem de [n] pelo funtor de Yoneda

Y : A— A. De acordo com a Proposicao temos que .7, € adjunto a esquerda de Sing.
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De acordo com Jacob Lurie, [6]], um espago topoldgico X é determinado, sob equivaléncia ho-
motopica fracﬂ por Singy, e a fungdo continua |Singy| — X é uma equivaléncia homotdpica fraca.

Se o interesse for estudar espacgos topoldgicos sob equivaléncia homotdpica fraca, basta trabalhar com

-~

A.

5.1 Nervo

Um caso muito importante dessa construgdo € quando A = A, € = Cat e ¥ = lEI sendo

1:A— Cat
a restricdo do mergulho
1:Ord = Cat["]
ou seja, para cada [n] € Ob(A), 1[n] é uma categoria de objetos {0,...,n} e com um tnico morfismo

ll-] :1— j se i < j e nenhum morfismo caso contrario. Lembramos também que A € a categoria dos

conjuntos simpliciais P : A°? — Sets. Neste contexto, temos a seguinte defini¢do:
Definicao 5.8. O funtor de Yoneda generalizado relacionado a t é o Nervo:

Y, : Cat — A
C — Yl7<g
(4:¢—¢")— YD) Yig—Yig)

em que Y; € o pré-feixe dado por

Y, ¢ : A7 — Sets
[n] = Y1 ¢ ([n]) = Homca (1[n], %)
(g:[n] = [m]) = (V1 ¢(g) : Homcy (1[m],€) — Homcy (1[n],€))

onde Y; «(g)(v) = wot(g) para cada v € Homcy (1(m],€); e Y;(¥) é a transformacdo natural em
que, dado [n] € Ob(A),

Y,(9)[n] : Homca (1[n),€) — Homcy (1[m)],€”)
Yy Yoy

2Um morfismo entre conjuntos simpliciais P : K — L é uma equivaléncia homotdpica fraca se a funcio das realizacdes
geométricas induzidas |P| : |K| — |L| for uma equivaléncia de homotopia fraca de espagos topoldgicos (fun¢do continua
que induz isomorfismos em todos os respectivos grupos de homotopia). Neste caso, X e Y espagos topoldgicos possuem
uma equivaléncia homotopica fraca se, e s6 se, Singy ~ Singy em A.

3Estamos denotando por Cat a categoria das categorias pequenas como definido no Capitulo

40rd sendo a categoria em que os objetos sdo conjuntos ordenados e os morfismos sio fungdes crescentes.
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Observaciio 5.9. O nervo também pode ser denotado por ¥; = N, : Cat — A; para € € Ob(Cat),
Y, o = No(€) : AP — Sets ; para [n] € Ob(A), Y, ¢([n]) = Nu(€) = Homcy (1[n],€); paray : € —
€', Y, (9)[n] = N.(9).

Uma propriedade muito importante do Nervo é ser um mergulho cheio de categorias. E simples
verificar que o funtor Y; € injetor nos objetos, a dificuldade maior estd em visualizar a bijecdo nos
morfismos, ou seja, dados ¢, 4" € Ob(Cat),

Ylv((gvcg/) : HomCm (%7 %ﬂ,) - HomZ(Yl,%v Yl,%’)

¢ bijetor. Para podermos demonstrar este fato, precisamos ressaltar que a categoria t[n] é totalmente

determinada pOIEI

3 n—1
l 11172 1:1171
n—1——

n

A partir disto, podemos relacionar a categoria 4 com o conjunto Homcy (1[n],%’) da seguinte forma:

e n=0: cada objeto C € Ob(%) é unicamente identificado com o funtor ¢ € Homcy(1[0],€),

oc:1[0] > %
0— ¢@c(0)=C

entio C € Ob(%) ~ ¢c € Homea (1]0],%).

e n=1: cada morfismo u : C — D em % € unicamente identificado com o funtor 1, € Homcg(1[1],%),

u ~ hy,, onde

hy il = €
0—C
l—D
l(l) U
e Para n qualquer, a sequéncia
- = { CO up C] uj . Up—2 Cn_] Up—1 Cn }

em % ¢ unicamente identificado com o funtor h, € Homcy (1[n], %), x ~ hy, onde
he:n] — €
i— C,'

i
li—l — Ui

SUsaremos a notacdo introduzida no Capitulo [2{em que ZZ :a — b € o Unico morfismo de a para b sempre que a < b
na categoria ordenada (X, <).
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Lema 5.10. Sejam €,¢" € Ob(Cat) quaisquer,
Yl7(c€7cg/) : HomCm(cf,%”') — HomZ(Yl,%7Y1,<€’>
é injetor.

Demonstracdo. Sejam¥,9' € Homcy (€, €¢") funtores com ¥ # 4’ , precisamos mostrar que Y; (¢) #
Y.(¢"), ou seja, que para algum [n] € Ob(A) e v : 1[n] — €, temos Yoy £ %' o y. Por 4 e 4’ se-
rem diferentes, podemos supor que exista u : C — D em % tal que ¥ (u) # ¢’ (u)ﬁ Entdo tomando
hy : 1[1] — € obtemos que

G ohy(I8) =G () 9 (u) =9 o h(13)

logo, Yi(9)[1] (h) # Yi(9')[1] (h.) e consequentemente Y,(¥) # Y,(4'). Portanto, ¥, & ¢y €

injetor. U
Lema 5.11. Sejam €, €' € Ob(Cat) quaisquer,

Y (¢ Homea(€,€") — Homz (Yi.4.Y, )
¢ sobrejetor.

Demonstragdo. Seja f 1Y, 4 — Y, 4+ um morfismo de conjuntos simpliciais, logo, para cada [n] €

Ob(A), temos uma func@o de conjuntos

fu : Homegy (1n],€) — Homey (1[n],€")

Y, 1] Y, 1]

e precisamos mostrar que existe um funtor F : 4 — ¢ tal que Y, (F) = f.
e Construindo o candidato ao funtor F' desejado:

o F:0b(€)— Ob(%€"): SejaC € Ob(‘€) qualquer, sabemos que C ~ @¢ € Homcy (1[0],%)
de modo tinico. Além disso, fo(¢@c) € Homcy (1[0],%") também se relaciona unicamente

com um objeto de ¢” o qual definiremos por F(C), F(C) ~ fo(@c) -

o Fep): Homg(C,D) — Homg (F(C),F (D)) para C,D € Ob(¢) quaisquer:
Sejau:C — D em ¢, tomando h, € Homcy(1[1],%) tal que u ~ hy, temos que fi(h,) :
1[1] = €" € Homcu (1[1],%”) se relaciona com um morfismo fi (hy) (13) : fi(hy) (0) —
Fi(hy) (1), o qual definiremos por F(u). Porém, falta mostrar que F(u) : F(C) — F(D),
faremos somente fi(h,) (0) = F(C).

%Podemos supor isto pois, caso ¥ (C) # %' (C) para algum C € Ob(%), entio 4 (idc) # 9’ (idc).
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Em A°” temos o morfismo

dj :[0] = [1]
0—0

entao

Yl;g(dé) : Homey (1[1],€) — Homey (1]0],6)
¢ — @oi(dy)

Como f:Y, 4 — Y, 4 € uma transformagao natural, o seguinte diagrama comuta

Homea (1[0],%) —2— Homew (1[0],%)

Yz,%(dé)T ]Ylﬁfl (d(]))

Homcy (1[1],6) Homcy (1[1],6)

logo,
fO(huol(d(l))) = f()(chg(dé) (hu)) = YL,‘K’(d(l)) (f1(ha)) = fi(hy) Ol(dé)
Por um lado,

hyoi(d) :1[0] = %
0+ hyo1(d})(0) = h,(0)=C

entdo h, o1(d}) = @c, logo

fo(hyo1(d})) :1[0] = €’
0— F(C)

Por outro lado,

fi(hy)or(dd) :1[0] = €
0 Hfl(hu)ol(d(l)) (0) = fi(hy) (0)

Portanto, f1(hy,) (0) = F(C). fi(h,) (1) = F(D) segue de modo andlogo considerando o
morfismo (d3)).

e [ ¢ funtor:



5.1. Nervo

69

e}

F(idc) = idF( c) para C € Ob(Cat) qualquer: Primeiramente notemos que ¥; «(c 9 (¢c) =
hige, onde 9 : [1] — [0] com ¢?(0) = ¢{(1) = 0 em A°P. De fato,

Y, 2(cY) : Homcy (110),€) — Homcy (1[1],%7)
¥ yoi(ch)

entao
Y4(cY) (9c) = ocot(c)) : 1[l] = %
0= gcot(c})(0) = gc(0)=C
1= geot(c))(1) = gc(0)=C
0
1

Iy = @coi(c))(ly) = ¢clidy) = idc

logo, Y, #(c ) (¢c) = hiq,.. Por conta disto, para f : ¥, & — Y,  transformacdo natural,

filhige) = fioYig () (9c) € Homea (11],%")

idpe, = Yoo (1) (@ (c) = Yoo () (folec)) € Homeu (1[1],€”)

Como f ¢ transformagdo natural, o diagrama comuta,

Homea (1[1],%) —2 Homew(1[1],€")
Yl‘%)(C(I))T TYL,%”(C?)
Homcg(1[0],%) = Homcgy(1[0],%)

entao
F(idc) ~ fi(hide) = Hig,., ~ idr c).

F(v)oF(u) =F(vou) parau:C — Dev:D — E em C quaisquer. Observamos que a
sequéncia

C—~D——E
pode ser identificado com ¢ € Y, ([2]) = Homcy(1[2],€), 0 : 1[2] = € com 6(0) =C,
6(1)=D, 6(2) =E, o(l})) =u, 6(l}) =ve o(l}) =vou. Por f:Y, 4 — Y, ¢ ser

transformacdo natural, comuta

Homea (1[1],) Homey (1[1],€")
Y, ¢(d] )T ]Yl-‘g/ (d))
Homey (1[2],%) Homca (1[2],)

)

onde d] : [1] — [2] é tal que d{ (0) = 0,d{ (1) =2 ed{(I}) = 3.
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Por um lado,

Yiz(di)(o)=cou(d)):1[l] =+ €

0 cot(d])(0)=0c(0)=C
l—ocot(d)(l)=0(2)=E
= oo(d)(I))=0c(13)=vou

entao
firoYig(di) (o) ~F(vou).
Por outro lado, como
o~{C—~D—+E}

segue da Observagao [5.12]adiante que

F(v)

S F(D) R F(E) }

falo) ~{ F(C) F(D)

isto &, f2(0) (1) = F(v) o F(u). Logo, Y, 4 (d}) o fo(0) ~ F(v) o F(u). Como Y, i (d}) o
f(0) = fioY, 4(d})(0), concluimos que F(vou) = F(v) o F(u).

e Y,(F) = f: Precisamos mostrar que, para cada n € Ob(A) e Yy € Homcy(1[n], %), fu(y) =

Foy. Temos que

ui Up—2

l//N*:{C() i Ci

diagrama em %. Entao

Fa(w) ~ { F(Co) 2L Fey)™h . Tk,

F(y(ly)) (w(i)  Fly(,

= (F(p(0) ey Y TV B )y
~Foy [

Observacao 5.12. Note que

Faw) ~ { F(Co) 2L Fey) ™ Tk, y

pois
N

Homcy (1[1],%) Homcy (1[1],€")
Y:fg(h)T TY Lt (h)

Homcy (1[n],€) Homcy(1[n], %)

Jn
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comuta, sendo % : [1] — [n] morfismo em A?? que leva h(0) =0 e h(1) = 1. Temos

Yig(h)(y) 1[l] =€ — fioYig(h)(y) (1] =€
0 — Co 0 F(Co)
1—C 1= F(Cy)
1§ = uo lo — F (uo)

Por outro lado,

fu() 1[n] = ¢ = Yo () (fu(w)) 1 1[1] = €
0 fa(w)(0) 0 fa(w)(0)
L= fu(w)(1) L= fu(w)(1)

1§ fa(w) (1)
Io = fa(w) (1)

Como ¥, ¢+ (h) (fa(W)) = f1oY, % (h) (W), segue que f(y)(0) = F(Co), fu(w)(1) = F(C1) e fu(¥)(ly) =

F(uo). Seguindo esse raciocinio para os demais morfismos /! : [1] — [1] que levam hiT1(0) =i e
hi (1) =i+ 1, obtemos f,()(i) = F(Ci) e fu(W) () = F (u).

Proposicao 5.13. O Nervo é um mergulho cheio de categorias

Demonstracdo. Segue dos Lemas e O

Ressaltamos que Y; «([n]) é o conjunto de todas sequéncias de composi¢des de tamanho n

0] ui Up—2

Co

G

de morfismos de %. Além disso, o funtor 1(d’ ) :1[n—1] — t[n] manda i i+1ell ,+—it] logo

o funtor y : 1[n] — € que manda i — C; e lf“ — u; (ou seja, associada a sequencia acima) € enviada

pord! =Y, x(d _Jemwyoi(d ,):i[n—1] — % queenviai Ciyyell | — u;ou;_1. Ou seja,

8,’171 manda a sequéncia acima em

ug UjoU;_| Up—1

Co Ci Ciyp——>GCy

e de modo parecido 6, ; manda a sequéncia acima em

ug idc; Up—1

Co

E ainda, todas as informagdes de 4" podem ser recuperadas por Y; ¢: os objetos C se identificam com

os elementos de @c € Y, ([0]); os morfismos u : Cy — Cy se identificam com A, € ¥; ([1]) de modo
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que 93 (hy) = Co e 9§ (hy) = Cy; 0 morfismo identidade idc com 8P (¢c) € Y, #([1]); uma composigdo
uy oug se identifica com o € Y, ([2]) tal que 82(0) = ug, 8°(0) = u; e 8} (6) = uj oup.

Neste contexto, temos o seguinte caso que nos € de extrema importancia, pois serd fundamental

1
YM”
A

para definirmos as co—categorias.

A—Y A A
1 1/

Cat

Cat

sendo o funtor 1, adjunto a esquerda de Y.



CAPITULO 6

2 - Categorias

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos de 2-categoria forte e fraca, que constituem um

primeiro passo para estudarmos as categorias de ordem superior.

6.1 2 - Categorias Fortes

Antes de definir as infinito categorias, € interessante compreender o que € uma n-categoria forte,
comecaremos com as 2-categorias fortes, as quais, de certo modo, se assemelham com a nocao to-
poldgica de homotopia. Em uma 2-categoria € também precisamos de uma classe de objetos Ob(¢),
porém com uma caracteristica a mais: para cada X,Y € Ob(C€), estd associada uma categoria pe-
quena Homg(X,Y) em que os objetos sdo chamados morfismos de € e os morfismos sdo chamados
2-morfismos de €. Geralmente os objetos f € Ob(Homg(X,Y)) sdo denotados f : X — Y e os mor-
fismos o € Homy o, (x,v)(f,8) sdo denotados por o : f = g.

Além disso, para que um objeto € nessas condi¢cdes seja uma 2-categoria precisamos que, para

cada X,Y,Z € Ob(€), seja dado um funtor composi¢ao horizontal
oxyz:Homg(Y,Z) x Homg(X,Y) — Homg(X,Z)

satisfazendo certos axiomas explanados posteriormente. O funtor o age separadamente nos objetos e
nos morfismos dessas categorias. A imagem de um objeto (f2, f1) € Ob(Home(Y,Z) x Homg(X,Y))
por este funtor é o( f», f1) = f2 0 f1, trata-se da composicdo de morfismos na categoria obtida descon-

siderando os 2-morfismos de €.
fi L
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Com relag¢do aos morfismos, para dois objetos (f2, f1),(g2,81) € Ob(Home(Y,Z) x Homg(X,Y))
quaisquer, temos associado o conjunto Hompm, (v,7)x Home (x,v) ((f2:. /1), (82, &1)) dos morfismos (B, a) :
(f2,/1) = (82,81) em Home(Y,Z) x Home(X,Y):

fi b
X/Ea\*y/uls\‘z
\\\\\‘ET’///jf \\\\\‘gg”///7

Com isso, obtemos a funcao

Oy fi(egr) - HOMpome (v 2)x Home (x,¥) ((f25 £1), (82, 81)) — Hompom, (x 2)(f20 f1,82081)
(B,a) —o(B,a) =BOa

sendo o(f3, o) denotado por B ® o somente para melhor distingdo da natureza dessa operagao.

fofi
X /Eﬁ@\a* z
\—/
82081

Agora podemos definir uma 2-categoria forte:
Definicao 6.1. Uma 2-categoria forte ¢ é definida por:
1. uma classe Ob(€) de objetos, chamados O-morfismos de ¢;

2. para todo par X,Y € Ob(€), uma categoria pequena Homg(X,Y ), cujos objetos sdo chamados

I-morfismos de €, os morfismos de 2-morfismos de € e a composi¢do de composicao vertical;

3. paratoda tripla X,Y,Z € Ob(€), um funtor, dito composi¢ao horizontal:

o:Homg(Y,Z) x Homg(X,Y) — Homg(X,Z)

tais que:
(i) as categorias pequenas sao duas a duas disjuntas para diferentes pares de objetos;

(i) a composigdo horizontal é associativa: ho(go f) = (hog)ofe (yOB)oa=y0(Boa)

sempre que forem definidas;

(iii) paratodo X € Ob(€), existe um morfismo identidade idxy € Ob(Homg(X,X)) tal que foidy = f

e idy o g = g quando estas composicdes forem definidas;

(iv) a composi¢do horizontal € unitdria nos 2-morfismos: id;z, © @ = o0 = ot @ id;y, quando estas

composi¢coes forem definidas.
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Notacao 6.2. Denotamos a coleg¢do dos 0-morfismos de € por €y, a dos 1-morfismos por €1 e a dos

2-morfismos por €.

Observamos que a composicao vertical, que é referente a categoria Homg(X,Y), esta implicita
nesta defini¢dio, na qual para f,g,h: X —Y,se a: f = ge B : g = hsdo morfismos em Homg(X,Y)

entdo obtemos a composi¢do (associativa por se tratar de uma categoria) 3 o .

Analisemos os axiomas da Defini¢ao 6.1}

1. O item (i) significa que para todos X,Y,Z,W € Ob(€): se (X,Y) # (Z,W) entdo as categorias
Home(X,Y) e Homg(Z,W) ndo possuem objetos e nem morfismos em comum: Ob(Homg (X,
Y))NOb(Homg(Z,W)) = 0; além disso, para quaisquer f,g € Ob(Homg(X,Y)) e h,l € Ob

(HomQ(ZaW)) ¢ (f?g) # (hvl) entao HomHOmQ‘(X7Y)(f7g) mHomHomg(Z,W)U/[?l) = 0. Caso
isso ndo ocorra, podemos facilmente impor por construcao tal condigao.

2. Para o item (ii), no contexto

f S S
X/ﬂa\*y/ﬂﬁ\*z/ﬂy\*w
\8_3/ \g_z/ \gl/

precisamos que a ordem com a qual aplicamos os funtores composi¢ao horizontal ndo altere o

resultado final, isto €, que
fio(f2of3)

/\
X Uy@(ﬁ@a) W
\_/

g10(g20g3)

seja igual a
(fiof2)of

/\
X Jreproazw
\_/
(81082)083
3. Homg(X,Y) ser uma categoria garante que, para todo f : X — Y, existe um 2-morfismo idy :
f= fdeCtalque aoidy = oceidyo B = B sempre que essas composigdes verticaiﬂ estiverem
bem definidas, no entanto, ndo garante a existéncia do morfismo idx do item (iii). Porém, uma

vez que existe idy € Ob(Home(X,X)), a existéncia de idigy € Homp o, (x x)(idx,idx) estd

IReferentes a categoria Homeg (X,Y).
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garantida, sendo necessario exigir em (iv) apenas que id;g, © 0 = 00 = 00 © id;q, quando estas
composi¢oes forem definidas. Note que as propriedades exigidas (iii) e (iv) sdo referentes ao

funtor composi¢ao e nao a composi¢ao de Home (X, X).

idx f f f
1 T
X/ﬂidl}*x ﬂ“ Y — X ﬂididxeay — X/ﬂa\‘y
idy g g g
Lema 6.3. Os dois seguintes diagramas possuem o mesmo resultad(ﬂ
f 12 fi 1 faofi
X 2 Y 22 YA > X Bioay Y Broay £ i > X(ﬁzoaz)G) (Bioay) Z
N N
hy hy hy hy hyoh
faofi f20fi

fi p)
ATleN T e T e
X Y Z s X z
hy hy

hzohl h20h1

<<<<<<<<<<<<<<<<< > X (B20B)o||(wear) Z

Ou seja,

(Bao) ©(Broay) = (B2®P1)o (0O ).

Demonstragcdo. O funtor o respeita a composi¢do de seu dominio e contra-dominio justamente por

ser funto entao

(Bro)® (Broau) =O(Baoon, frooy)

O((B2,Br) o (2, 01))

(©(B2,B1)) o (O, 01))

=(B2@B1)o (O a). O

Lema 6.4. Para todos f1: X —Y e fp: Y — Z temos

idfz © idfl = idf20f1

2Aqui, a notagio 8 o & se refere & composicio da categoria Home (Y,Z) x Homg(X,Y), enquanto B © « se refere ao
funtor composicao horizontal.
3Se .F 1 € — P é funtor entido .F (f oy g) = .F (f) 0g F (g).
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f] f2 f20f1 fZOfl
/\ /\
X /EIF Y /@?Z .......... - X Mide@idfl 7Z =X Uidfzofl Z
f] f2 fZOfl fZOfl

Demonstragdo. Como (idy,,idy, ) é aidentidade do objeto (f>, fi) € Ob(Home(Y,Z) x Homg(X,Y)),
entdo o funtor composi¢do horizontal leva (idy,,idy, ) na identidade de o(f2, f1) = f> 0 fi, que € justa-

mente idf,of, - L]

E simples verificar que toda 2-categoria forte se torna uma categoria caso esque¢amos os 2-
morfismos. Por outro lado, uma categoria ¢ pode ser vista como uma 2-categoria ¢ da seguinte
maneira: Ob(€) = Ob(%) e para todos X,Y € Ob(€) tomamos a categoria pequena Homg(X,Y),
cujo conjunto de objetos é Ob(Homg(X,Y)) = Homy(X,Y) e cujos morfismos sdo somente as iden-
tidades; isto €, os Unicos 2-morfismos sdo as identidades. Desse modo, vemos que existe um mergulho
natural das categorias nas 2-categorias, como também uma projecao inversa das 2-categorias nas ca-

tegorias.

6.1.1 Exemplos

Um exemplo muito importante é a 2-categoria dos espacos topologicos Top, em que pensamos
nos espacos topoldgicos como objetos, as fungdes continuas como morfismos e as homotopias como
2-morfismos, porém com questdes técnicas a serem trabalhadas. Estamos considerando X,Y espacos

topoldgicos. Abaixo faremos essa construcao.

Definicao 6.5. Sejam f,g: X — Y fun¢des continuas, uma homotopia de f a g € uma funcao continua
H:X xI—Y talque H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x) para todo x € X.

Definicao 6.6. Sejam f,g: X — Y funcdes continuas e H,K : X x I — Y homotopias de f a g, uma
homotopia de homotopias de H a K é uma homotopia de H a K relativa a X x dI, isto é, uma fungéo

continua 0 : X X I x I —Y tal que
1. 6(x,1,0) =H(x,1);
2. 0(x,t,1) =K(x,1);
3. 0(x,0,u) = f(x);
4. 0(x,1,u) =g(x).

Para definirmos a categoria Homs,,(X,Y ), consideramos a seguinte relagdo de equivaléncia entre

as homotopias de f a g: H ~ K se, e somente se, existe uma homotopia de homotopias de H a K.

Observacao 6.7. Observe que € relacdo de equivaléncia:
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e H ~ H: bastatomar 0 : X x I x [ — Y tal que 0 (x,t,u) = H(x,t);

e H~ K=K ~ H: existe 8 homotopia de homotopias de H a K, basta tomarmos 8’ : X x I x I —
Y tal que 0'(x,7,u) = 0(x,t,1 — u) e obtemos uma homotopia de homotopias de K a H;

e H~KeK~T = H~T: Sejam 0 e 68’ homotopias de homotopias de H a K e de K a T,
respectivamente. Tomamos 0" : X x I x I — Y tal que 6" (x,t,u) = 6(x,t,2u) parau € [0, 1] e
0" (x,t,u) = 0'(x,t,2u— 1) parau € [3,1].

A partir dessas defini¢des podemos definir a categoria pequena Homg,y (X,Y) do seguinte modo:
Os objetos de Homs,oy(X,Y) sdo as fungdes continuas f: X — Y e para f,g € Ob(Homz,,(X,Y)),
o conjunto H OME o 4 (X.Y) (f,g) é formado pelas classes de equivaléncia (conforme a relagdo acima
definida) [H], onde H é uma homotopia de f a g. Para [H] : f = g e [K] : g = h a composi¢do vertical
[K]o[H]: f = hé definida por [K * H], onde

K«xH:XxI—Y

(x,t) = K+ H(x,1) = {

H(x,2t), t€10,4]
K(x,2t—1), t€[5,1]

eparacada f: X — Y, aidentidade [id| € Homp o, (x.v) (f,f) éaclasse da homotopia idy: X X1 —
Y tal que idy(x,t) = f(x) para todo x € X.

Observacao 6.8. E necessario considerar as classes de equivaléncia para que obtenhamos uma cate-
goria, pois caso contrario esta composi¢ao nio seria associativa e idy ndo seria identidade. De fato,

seH:f=g K:g= heT:h=1[forem homotopias, entao

T«(K«H):XxI—Y

(x,8) > T (K H) (x,1) = {(K*H)<x 20), 1€[0,3]

T(x,2t—1), t €[4, 1,]

enquanto

(T*K)«H:XxI—Y

(x,t) = (T *K)«H(x,t) = {

H(x,2t), t€[0,5]
T+K(x,2t—1), t €[5,1]

Ouseja, T« (K+H) # (T «K) « H, porém existe uma homotopia de homotopias entre elas, resultando
em classes de equivaléncia iguais. Trata-se do mesmo motivo que faz os caminhos médulo homotopia

formarem o grupo fundamental.

A partir dessa constru¢ao temos o seguinte:
Exemplo 6.9. A 2-categoria forte Top € formada por:

e Os objetos sdo espagos topoldgicos;
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e Paracada X,Y € Ob(%op), a categoria pequena Homgop (X,Y);
e para cada tripla X,Y,Z € Ob(%op), o funtor composi¢ao horizontal:
o : Homsgop(Y,Z) X Homsop(X,Y ) = Homs,ep (X, Z)

que associa o par (g, f) na composicao de fungdes go f;

para ([K], [H]) € Hompyome,, (v 2) x Homs o, (x.¥) ((81:./1), (82, f2)), isto €,

h 8
X/ﬂmY/E[Fz
\E/ \gz/

temos [K| ® [H] = [K#H], onde

K#H : X X1 —Z
(x,1) — K(H(x,t),t)

Observamos que esta composicao € associativa, pois para o caso

fi 81 hy
obtemos
(K#HWT : X x1 — Z
(x,2) = (K#H)(T (x,1),t) = K(H(T (x,t),t),1)
e

K#(H#T): X xI > Z
(x,1) — K(H#T (x,t),t) = K(H(T (x,1),t),t).

Um fato importante desse exemplo é que todo 2-morfismo [H]| : f = g € um 2-isomorfismo com
inverso [H] ™' : g = f sendo H~'(x,t) = H(x,1 —t). De modo similar definimos as 2-categorias dos

espagos topoldgicos com ponto marcado e dos pares de espagos topoldgicos.
Exemplo 6.10. Temos também a 2-categoria das categorias pequenas Cat definida por
e Os objetos sdo as categorias pequenas;

e Os morfismos de € a & sio os funtores .% : 6 — 9;
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e Se #,9 .6 — 2 sdo funtores entdo os 2-morfismos de .7 a ¢ sdo os morfismos de funtores

0.7 =9,

o Se .9, € — P sdo funtores e @ : F — Y e B : Y —  morfismos de funtores, a
composi¢ao que torna Homgq (%', Z) uma categoria pequena é a composi¢ao de transformagdes

naturais usual fo o : F — I,

e O funtor composi¢ao horizontal age nos objetos associando % : ¢ - Y e :9 — & aGo.F :
% — & de modo usual;

e Dados dois 2-morfismos ¢ : ¥ -G ey: % — %, onde #1,9:C6€ — Pe Fr,%h:9—E

F\ F»
%/W@/F@@
\gl/f \?2/

definimos Yy ® @ : %, 0 % = % 0¥ por

VOOX)=y(#4(X))oF(e(X))
=% (p(X))oy(F1(X))

Observe que esta tltima igualdade ocorre pois @(X) : .71 (X) — 4 (X) é um morfismo em Z e y

¢ transformacao natural, entdo comuta:

Zo(7(x)) YD) (%))
ffz((p(X))L j%(q)(X))
FAG (X)) — i B (X))

Além disso, vejamos que ¥ ® ¢ é uma trasformacgao natural. Precisamos que paratodo f: X — Y

em % comute:

Fr(F1(X)) L (491 (X))
Fro 1 (f) l%o% (f)
Fr(F1(Y)) “h(41(Y))

yoe(Y)

De fato, como ¢ € transformacgao natural, comuta

F (X) 4 (X)
yl(f)t jgl(f)
FAY) ()

entao



6.1. 2 - Categorias Fortes 81

logo
F2(9(Y)) o Fa(F1(f)) = F2(1(f)) o Fa(@(X)). (6.1)
Com isso,

(Vo @)(Y)oFa(F1(f)) =Y (Y)) o Fa(e(Y)) 0T (F1(f))

voo(y)
=y(%(Y))o F2(91(f)) o F2(0(X))
()

2(91(f)) oW (#1(X)) 0 F2(9(X))

~
y transformacéo natural

=% (% (f)ovo(X)

6.1.2 2-funtores, morfismos e 2-morfismos de 2-funtores

Para definir um funtor precisamos de uma funcdo nos objetos e uma nos morfismos que respeite
a composicao e a identidade; para os 2-funtores € a mesma ideia, porém com o acréscimo de uma

funcgdo entre os 2-morfismos que também respeite a composi¢do e a identidade
Definicao 6.11. Sejam € e ® 2-categorias. Um 2-funtor § : € — ® € definido por
e Uma fungéo § : Ob(€) — Ob(D);
e Paratodos X,Y € Ob(€), um funtor Fx y : Home(X,Y) — Homgp (§(X),§(Y)) tal que

(@) Sxx(idx) = idgx);
(b) F(fog)=F(f)oS(g)paraf:X —-Yeg:Y —Z;

© F(aop)=F(a)oF(P)parac: fi=g1eP:fr=gronde fl,g1: X =Y e fr,e:
Y > Z.

De modo similiar ao que ocorre com as 2-categorias, se desconsiderarmos a acao do 2-funtor nos
2-morfismos temos um funtor.

Ja vimos que a partir de duas categorias % e &, obtemos a categoria dos funtores Funct(¢,2).
O mesmo ocorre para duas 2-categorias € e ©, o conjunto dos 2-funtores 2 — Funct(€,D) também

forma uma 2-categoria com as defini¢des a seguir.

Definicao 6.12. Sejam € e ® 2-categorias e §,® : € — D 2-funtores. Um morfismo de 2-funtores
¢ : § — & & definido associando a cada X € Ob(€) um morfismo ¢(X) € Ob(Homo(F(X),B(X))),
o(X):§(X) = &(X), tal que
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e Para todo morfismo f : X — Y, comute

50x) —2 s(x)
| Jovs
30— 6 ()

o(X)
—— | T
F(X) ﬂfw &(X)
\/
(X)

F(a) ®(a)
3(f) 3(g) &(f) &(g)
oY)
/\
() ﬂfw (1)
\_/
oY)

ou seja, idyy) O F(0) = B() ©idyx).-

Definicao 6.13. Dados os morfismos de 2-funtores @,y : § = &, um 2-morfismo de 2-funtores
p : @ = y & definido associando a cada X € Ob(€) um 2-morfismo em ® p(X) : ¢(X) = y(X)
tal que para todos morfismos f,g: X — Y e 2-morfismo « : f = g em €, o seguinte diagrama seja

2-comutativo:

o(X)
— | T
3(X) ﬂpm 3(X)
\/
v(X)

§(a) 6(a)
30 3(2) S|~ |6l
oY)
/\
F(Y) “pm B(Y
\/
w(Y)

ouseja, p(Y)oF () =6 (a) ©p(X).
6.1.3 Definicées naturais
Podemos generalizar algumas defini¢des categoriais de modo bem natural:

Definicao 6.14. Dois objetos X e Y em uma 2-categoria € sdo ditos equivalentes se existirem mor-
fismos f: X — Y e g:Y — X (ditos equivaléncia entre X e Y e entre Y e X, respectivamente) tais que

existem 2-isomorfismos @ : go f = idx e B : fog = idy.
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Observacao 6.15. Na 2-categoria Cat coincide com a no¢@o de equivaléncia de categorias pequenas.

Definicao 6.16. Duas 2-categorias € e ® sdo ditas equivalentes se existirem 2-funtores § : € — O
e & : 9 — € (ditos equivaléncia entre € ¢ © e entre © e €, respectivamente) tais que existem

isomorfismos de 2-funtores & : BoF = idg e f: Fo & = idy.
Definicao 6.17. Seja € uma 2-categoria. Uma 2-categoria ® é dita sub-2-categoria de € se
e Ob(®) C 0Ob(Q);
e Paratodos X,Y € Ob(D), a categoria Homg (X,Y) é uma subcategoria de Homg(X,Y).

Além disso, © é uma sub-2-categoria 2-cheia de ¢ se para todos f,g € Homg(X,Y) tem-se

Homgome x,v)(f8) = Hompome (x vy (f58)-
Ainda, © é uma sub-2-categoria cheia se Homg(X,Y) = Homg(X,Y).

Definicao 6.18. Sejam € e © 2-categorias, definimos a 2-categoria produto ¢ x © por:
e Ob(€xD)=0b(€)x0b(D);
o Homgyo((X,X'"),(Y,Y")) = Homeg(X,Y) X Homg (X', Y');
i HomHomQX@((X,X’),(Y,Y/))((f?f/)’ (8,8)) = Homp e (x,v) (f,8) x HOmHom@(X’,Y’)(flag,);
 (8:8)o(f.f)=(gof.&0f);
e (,a)O(B,B)=(Boap' o)

Defini¢do 6.19. Sejam € uma 2-categoria, (X,Y) um par de objetos de €, f,g: X =Y e ~ (s
uma relacdo de equivaléncia em H omHomQ(X7y)( f,g). Denotemos por ~ a unido de tais relacdes, a
qual € compativel com a 2-composigao: o ~ () B implica oy~ foye Ao ~(f.h) AoB;e
O ~(f,g) B implica & © ¥ ~(fopgok) BOY € 6O Q ~ (1o kog) 0 © B, sempre que essas composigdes

forem definidas. A partir disto, definimos a 2-categoria quociente < por:
e Ob(%) = 0b(¢);
e Ob(Home (X,Y)) = Ob(Homg(X,Y));

RN H()mHnme(X,Y) (f:g) .

° HOmHomg(XJ)(f’ g) T ~(fe) ,

go f coincideem € e %;
[B]o[o] =[Boal;
[Blola] =[Boa].
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6.2 2 - Categoria Fraca

Uma generalizacao das 2-categorias fortes s@o as 2-categorias fracas, em que se flexibiliza certas

condig¢des de igualdade para isomorfismos, como ficara claro a seguir.
Definicao 6.20. Uma 2-categoria frac B consiste em:

e Uma classe de objetos Ob(8) = B, com a propriedade que para cada dois objetos X,Y € By,
também chamados de 0-morfismos de 983, temos associada uma categoria pequena Homy (X,Y).

As categorias Homg (X,Y) devem ser dois a dois disjuntas.

Os objetos de Homgs (X,Y') sdo chamados 1-morfismos de B, os morfismos sao os 2-morfismos
de B e suas colecdes sdao denotadas, respectivamente, por ‘B e B,. As composi¢des sdo ditas
composicdes verticais e para f € Ob(Homg(X,Y)), sua identidade idy é 2-morfismo identi-
dade de f. Um isomorfismo em Homsys(X,Y) é chamado 2-morfismo invertivel e seu inverso

de inverso vertical.

e Para cada X € Ob(*B), existe um objeto idy € Homy(X,X) chamado de 1-morfismo iden-
tidade de X. Podemos identificar este objeto com o funto lx : 1 — Homy(X,X) tal que

1x(1) = idy.
e ParatodatriplaX,Y,Z € Ob(*8), um funtor oy y 7 : Homs3(Y,Z) x Hom (X ,Y) — Homs (X, Z)
dito composicao horizontal. Denotamos ox y z(g, f) = go feoxyz(B,a) =B O .

e Para todos objetos W, X,Y,Z € Ob(*8), um isomorfismo natural
Awx v,z : owxz © (oxvz X Idgome wx)) = owyz © (IdHomg (v.2) X OWXY)
chamado associador entre os funtores de Homss (Y,Z) x Homp (X,Y ) x Homss(W,X) a Homsg (W, Z).

e Para todos X,Y € OB(*B), isomorfismos naturais

Ixy
oxyy © (1Y ><IdHom%(X Y)) —>IdH0m%(X Y) <— OXxXxy © (IdH()m%(X y) X IX)

chamados de unitor a direita e unitor a esquerda, respectivamente, que satisfacam para todos

f € Ob(Homy(V,W)),g € Ob(Homg(W,X)),h € Ob(Homp (X,Y)),k € Ob(Homsz(Y,Z)):

o Axioma da unidade: O diagrama

Ag.1y.f)

(golwy)o go(lwof) (6.2)

r% idy®ly

“Na literatura também se encontra as 2-categorias fracas com a nomenclatura de bicategorias.
>1 sendo a categoria 1 como no Exemplo
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em Homsyg(V,X) é comutativo.

o Axioma pentagonal: O diagrama

(koh)o(gof) (6.3)

((koh)og)o f ko (ho(gof))

(ko(hog))o f ko((hog)of)

Ak hg.f

em Homsg(V,Z) é comutativo.

Precisamos compreender esta definicdo. Da mesma forma que ocorre com as 2-categorias for-
tes, para cada X,Y € Ob(*B), a composi¢do vertical em Homs(X,Y) é associativa e respeita as
identidades pelo préprio fato de Homg(X,Y) ser categoria; e ainda, a composi¢do horizontal res-
peita as composi¢des verticais € os 2-morfismos identidades, por ser um funtor. Também conti-
nuamos denotando os 1-morfismos f,g € Ob(Homy(X,Y)) por f,g: X — Y, um 2-morfismo o €

Hompome, (x v)(f,8) por a : f = g e os representando por

As diferencas mais significativas entre as 2-categorias fortes e as fracas se dao na associatividade
e no objeto identidade idx para X € Ob(*B), pois nas 2-categorias fortes se pede a respectiva igual-
dade, enquanto nas fracas basta que se tenha um isomorfismo natural. As transformacgdes naturais
presentes na defini¢do acima podem ser um pouco complicadas de compreender a principio, por isso
as analisaremos com cuidado.

Comecemos pelo associador. Sejam W, X,Y,Z € Ob(*B), note que

oxyz : Homss(Y,Z) x Homg (X,Y) — Homs(X,Z)

IdH()m%(W,X) : Homgy (W,X) — Homsy (W,X)
sao funtores, entao
oxyz X ldpgome wx) : Homss (Y,Z) x Homgg (X,Y) x Homs(W,X) — Homss (X,Z) x Homs (W, X)

(f,8h) = (fog,h)
(a,B,7) = (x®B,7)
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e ainda,
owxz : Homgs(X,Z) x Homps (W, X) — Homg (W, Z)

Logo,
owxz 0 (oxyz X ldpomy wx)) : Homes(Y,Z) x Homeg (X,Y) X Homs(W,X) — Homs (W, Z)
(f,8,1) = (fog)oh
(a,B,7) = (@©B)OY
Seguindo 0 mesmo raciocinio e expandindo os funtores de owyz o (Idg g, (v,2) X owxy) obtemos que
owyz © (Idgomy (v,z) X owxy) : Homeg(Y,Z) x Homgg (X,Y) X Homss(W,X) — Homsp (W, Z)
(f,8,h) = fo(goh)
(2,8, )= e (BOY)

A partir disto, faz sentido exigir na definicdo o isomorfismo natural associador

Awx v,z : owxz© (Oxvz X ldgome w.x)) = oWyz © ({dHomg (v,2) X OWXY)-

Logo, em uma 2-categoria fraca B, para quaisquer l-morfismos f € Ob(Homs(Y,Z)), g € Ob
(Homgs(X,Y)) e h € Ob(Homss (W, X)) de B, o 2-morfismo

Apon :(fog)oh— fo(goh)

em Homgs(W,Z) € invertivel, logo, (fog)oh~ fo(goh). Ainda, a naturalidade de A garante que
para (&, B,y): (f,g,h) = (f',g', /), isto é, para os 2-morfismos ot : f = f/, B:g=g ey:h=1W,

o seguinte diagrama em Homgy (W,Z) é comutativo:

(fog)oh%ﬂ(goh)

(06®I3)®7L lo@(ﬁ@’)

(f’ogl)oh/Wflo(gloh/)
'8

Estudemos os unitores. Temos os funtores 1y : 1 — Homs (Y,Y) € Idyomy (x v) : Homs (X, Y) —
Homg(X,Y), entdo
ly X Idgomg x v) : 1 X Home(X,Y) — Homgg (Y,Y) x Homs (X,Y)
(L,f) = (idy, f)
(idy, &) — (idiq;, @)
e ainda oxyy : Homy(Y,Y) X Homss(X,Y) — Homss(X,Y) é a composicao horizontal, logo
oxyy © (1Y X ]dHom%(X,Y)) 11 x Hom%(X,Y) — Hom%(X,Y)
(1,f) = idyo f

(idy, 0t) — idig, © ot
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A partir disto, € exigido na defini¢dao o isomorfismo natural

Ixy : oxyy © (ly X IdHomQ;(X,Y)) — IdHom%(X,Y)'

Observamos que rigorosamente deveriamos tomar o funtor Id;-lom% Xy 1 x Homys(X,Y) —
Homy(X,Y) que leva (1,f) em f para a boa definicdo de Ixy, o qual é canonicamente isomorfo

aldpome (x v)-
Analogamente temos o funtor
oxxy © (IdHUm%(X,Y) X 1X) ZHOmgB<X,Y> x1— HOI’I’Z(B(X,Y)
(fv 1) = fo ldX

(@,idy) — a ©idy,
e exigimos o isomorfismo natural

rxy : Oxxy © (Idgomg (x,v) X 1x) = 1dyomg (x 1)

ressaltando a mesma observagdo acerca de Idy g, (x,v)-
Como [ e r sdo isomorfismos naturais temos que para qualquer 1-morfismo f € Homsg(X,Y), os
2-morfismos
lfiidyof—>f € erfOidx—>f
em Homgs (X,Y') sdo isomorfismos, isto é, idy o f ~ f e foidx ~ f. Além disso, para cada 2-morfismo

a: f= f em Homyg(X,Y) o diagrama a seguir comuta

ly ry

idy o f f foidx
idig, O l l o l aOidig,
idy o f/ f/ f/ o idx

[ ¥ i

Para compreendermos o diagrama do axioma da unidade precisamos considerar a seguinte

situacao
f idw 8

N NN
\% 4 4 X

que nos proporciona o associador

Aywwx : ovwx © (owwx X Idpome (v.x)) = ovwx © (Idpome (w,x) X Ovww)

A Jo
em que Ay, Ay : Homes(W,X) X Homgs (W, W) X Homgs(V,W) — Homg (V,X) com Ai(g,idw, f) =
(goidw)o f e Ay(g,idw, f) = go (idw o f) e, consequentemente,

A(gidy.f) - (goidw)o f = go(idwo f)
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morfismo em Homg (V,X).
Também temos a transformagao natural ryx : owwx © (Idg g, (W.x) X lw) — 1dy o (w.x) que NOS
proporciona o morfismo
Fg ~T(g1):80ldw =g

em Homgy (W,X), resultando em

f goidy
TN
1% ﬂidf W e “x
\/
I g

logo, ry ®ids : (goidw)o f = go f em Homg(V,X).

De forma similar obtemos

idwof g
% /ﬂzf\* W /W*X
\}/ \?/

que resulta no 2-morfismo idg © s : go (idw o f) = go f. Entdo
(idg ®1y) oA (g.idw f) : (goidw)of =gof
em Homg (V,X). Assim, o diagrama (6.2)) comutar significa que

re @idy = (idg ©ly) 0 A(g idw.f)

em Homs (V,X)
(goidw )of (goidw)of
HA (idyy . /_\
14 . X Vv re@idy X
gof gof

Ja para o axioma pentagonaﬂ consideramos
f g h k
Vv 4 X Y Z.
O diagrama (6.3) comutar significa a igualdade entre os 2-morfismos
Ak hgf © Akng,f = (idk OAng.r) 0 At ng,f © (Akng ©idy)

em Homgy (V,Z). Ou seja, compor

((kh)g)f

X
D) A

k(h(gf))

Z

®Deixaremos subentendido o simbolo de composicio entre os objetos a fim de simplificar a notago.
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resulta no mesmo que compor

Exemplo 6.21. Seja C o corpo dos niimeros complexos. Definimos a 2-categoria fraca 2 — Vectc por:

e Objetos de 2 — Vectc sdo da forma {n}, com n nimero inteiro ndo negativo;

e Para {m},{n} € Ob(2 — Vectc) a categoria Hom,_yee.({m},{n}) tem por objetos as n x m
2-matrizes que sdo matrizes V = (V;;) = (Vij)nxm, 1 <i<nel < j<m,ondecadaV;; é um

espaco vetorial complexo de dimensao finita.

Vit ... Vi
Vn><m - :

Vi oo Vim

e um morfismo 0 : V — V' em Homy_yeer.({m},{n}) é dado por uma familia 6 = (6;;) de

Pl 1 PEE .. /
tranformagdes lineares 6;; : V;; =V, i

Vn><m
/\
ﬂe {n}

\_/
V/

nxm

{m}

Para V € Ob(Homy veei ({m},{n})), idy : V — V & tal que (idy);; = idy,;, e a composigdo

vertical é dada coordenada por coordenada:
(¢00)ij = (¢ij) o (6;))

e Para {n} € Ob(2 —Vectc), o 1-morfismo identidade idy,, € Ob(Homy _veer ({n},{n})) € da

forma
cC o ... 0
0o C ... 0
idiny = :
0O 0 ... C

e Sejam {m},{n},{p} € Ob(2 —Vectc), o funtor composicao horizontal

Omn,p - HomeVectC ({n}7 {P}) X HomeVectC ({m}, {I’l}) — HomeVect(c ({m}7 {p})
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age nos objetos associando o par (W, Vixm) a matriz (WV') ,,» em que as entradas (k, j) sdo

dadas por
onde @ € a soma direta e ® € o produto tensorial de espagos vetoriais complexos de dimensdo

finita, logo, para

Wii ... Wi Vit .. Vim

segue
&L, (Wi @Vi1) ... &L (Wi QVim)
vaxm - : :

Sy (Wpi®Vir) .. @ (Wyi @ Vim)
Com relag@o aos morfismos, seja @ :V —V'e ¢ : W — W', 0., , levao par (6,¢) em ¢ © 6 :
WV — W'V’ tal que
(0 ©0)rj = Dy (P ® 6;)) : DIy (Wi @ Vij) — B (W), @ V)

e Sejam {m},{n},{p},{q} € Ob(2—Vectc) e

Vv w X

{m} {n} {r} {a},

o associador

Amn.p.q : Omng © (Onpg X 1Hom, v, (mn) = Ompg © IdHom, v (p.q) > Omnp)
¢ tal que cada Ay wy : (XW)V — X (WV) tem suas entradas (/, j) induzidas pelos isomorfimos:

(XW)V];; =@ (Bh_ Xk @ W) @ Vi
~ Py Op_ (X @ Wii) @ Vi
~ @Y L X @ (Wi @ Vi)
~ O Xy ® (B Wi ® V)
=®F_ X @ (WV )y,
=[X(WV)];.

e Sejam {m},{n} € Ob(2 — Vectc), os unitores

lm“,n Ym,n
Omnn O (ln X IdH0m27VectC (man)) IdH0m27VectC (man) Ommn © (IdH0m27Vecl(C (mn) X lm)

sdo tais que, para cada V,,x,, 0s 2-morfismos ly : id,V —V e ry : Vid,, — V sdo induzidos pelos

isomorfismos CRA ~A ~ARC,00A~0~AR0e0PA~A~ADO.
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A defini¢do das 2-categorias fortes € consideravelmente mais simples quando comparada com a
das fracas, enquanto as 2-categorias fracas sao mais naturais ao exigir condi¢des de isomorfismos
ao invés de igualdades. Um fato interessante, que ndo serd aprofundado neste trabalh € que essas

nog¢des sdo essencialmente equivalentes. Porém isto ndo ocorre para n-categorias sendo n > 2.

"Esse resultado estd demonstrado no Teorema 8.4.1 em [3].
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CAPITULO 7

co—Categorias

Nosso objetivo neste capitulo € estudar as co-categorias, as quais a principio poderiam ser formali-
zadas como uma generalizacdo das n-categorias. Embora esta defini¢do seja de intuitiva compreensao,
€ de dificil manipulagdo. Logo, veremos outra abordagem utilizando conjuntos simpliciais, que € mais

facil de se trabalhar.

7.1 Abordagem a partir das »n - Categorias

Podemos definir as n-categorias fortes analogamente ao caso n = 2, pedindo que tenha morfismos
até a ordem n. Neste caso, para cada dois objetos A e B associamos uma (n — 1)-categoria Hom(A, B).
Essa nogdo se generaliza para as oo-categorias fortes, em que temos morfismos a toda ordem. A
principio, poderiamos tentar definir as n-categorias e as co—categorias fracas de modo parecido com
as 2-categorias fracas. Todavia, esta constru¢do se torna invidvel por conta da grande quantidade
de condi¢des de compatibilidade; uma abordagem eficaz € utilizarmos a linguagem dos Conjuntos

Simpliciais.

Exemplo 7.1. Sejam X um espago topoldgico e 0 < n < oo. Podemos definir a n-categoria 7 <, X
em que os objetos sdo pontos x € X, os morfismos de x a y sdo os caminhos de x a y, os 2-morfismos
sdo homotopias de caminhos que fixam os extremos, os 3-morfismos sdo homotopias de homotopias,
e assim sucessivamente. Os morfismos de grau maximo, isto €, os n-morfismos, sdo quocientados
modulo homotopia para que a composi¢do seja associativa, como vimos no Exemplo[6.9] Chamamos
7 <1 X de grupoide fundamentaﬂ de X e w <,, X de n-grupoide fundamentaﬂ de X. Observamos
que ™ <o X se identifica com o conjunto das componentes conexas por caminhos de X.

Definimos 7 <., X da seguinte maneira: os objetos s@o pontos x € X, os morfismos de x a y sdo

os caminhos de x a y, os 2-morfismos s@o homotopias de caminhos, os 3-morfismos sdao homotopias

'Um grupoide é uma categoria em que todo morfismo é um isomorfismo.
2Um n-grupoide é uma n-categoria em que todo k-morfismo, k < n, é um isomorfismo.
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de homotopias, e assim sucessivamente, mas sem quocientar a nenhum grau. Chamamos 7 <., X de
co-grupoide fundamental de X.

Nao podemos dizer que & <., X € uma co-categoria pois nem possuimos uma defini¢do formal
desse termo ainda, porém, podemos entender T <., X como uma boa motivagcao para tal definicdo.
Salientamos que T <. X nao € objeto de A, porém estamos buscando uma defini¢ao de co-categorias
via abordagem simplicial em que uma classe de objetos se assemelhem a certo nivel com os oo-
grupoides fundamentais. Mais adiante veremos que, para X espaco topdgico, o conjunto simplicial

Singy serd o andlogo a T <., X nessa teoria.

A nocao de co-categorias pode ser simplificada se considerarmos quase todos morfismos de ordem

superior invertiveis.

Notacao 7.2. e Usaremos a notagdo (oo,n)-categoria para as oo-categorias cujos k-morfismos

sdo invertiveis para k > n;
e (o0,0)-categorias serdo denotadas por o-grupoides;
o (oo, 1)-categorias serdo denotadas por eo-categorias;

Desse modo, em um oo-grupoide os morfismos de todas ordens sdo invertiveis. Observe que no
Exemplo [7.1) 0s T <. X seriam oo-grupoides, pois caminhos e homotopias sdo invertiveis. Além
disso, T <. X traz as informacdes homotdpicas de X, o que o torna objeto de estudo na Teoria de
Homotopia.

O estudo realizado neste capitulo serd acerca das (oo, 1)-categorias por se tratar de um caso em que
conseguimos adequar naturalmente muitos conceitos da Teoria das Categorias, além de simplificar o
manejo tedrico e a compreensao desses objetos. Salientamos que em uma oo-categoria os morfismos
ndo precisam ser invertiveis, mas para n > 2 todos n-morfismos serdo, o que induz definir uma oo-
categoria & por uma colec@o de objetos em que para X,Y € Ob(%) esteja associado um eo-grupoide
Mapg(X,Y); de fato, os 1-morfismos de € se tornam os 0-morfismos de Map4(X,Y) ndo neces-
sariamente invertiveis, enquanto os n-morfismos de ¢, n > 2, se tornam os (n — 1)-morfismos de
Map4(X,Y) necessariamente invertiveis. Por causa da equivaléncia entre co-grupoides e espagos to-
poldgicos, poderiamos definir oo-categorias também como categorias topolégicaﬂ mas este enfoque

traz indmeras desvantagens técnicas.

7.2 Abordagem Simplicial

Vimos que algumas formaliza¢Oes desse tema sdo tecnicamente invidveis, mas ha abordagens

mais flexiveis e convenientes, como a que estudaremos nessa sec¢do a partir dos Conjuntos Simpli-

3Uma categoria topoldgica é uma categoria enriquecida sobre a categoria dos espagos topolégicos compactamente
gerados e fracamente Hausdorff, como definido em [6} Se¢do 1.1.1].
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ciais, também chamada de Weak Kan Complexes e quasi-categorias. Essa construcdo satisfara pro-
priedades intrinsecas de uma oo-categoria ¢: se todo morfismo for invertivel entdo ¢ € equivalente
ao co-grupoide fundamental de um espaco topoldgico e voltamos a Teoria de Homotopia; se todos

n-morfismos para n > 1 forem triviais temos uma categoria.

7.2.1 Relagao com o Nervo

Mostramos que o nervo Y;: Cat — A mergulha Cat em A, desse modo, ja temos uma forma de
visualizar as categorias pequenas como conjuntos simpliciais. Construiremos as co-categorias (eo-Cat)

como um nivel intermediario.

oo —Cat

Definiremos os Complexos de Kan, uma classe de infinito-categorias que serdo oS nossos oo-
grupoides (co-Grp). A interse¢ao de co—Grp com Cat consiste nos grupoides.

Nesse contexto, temos a seguinte situagéo:

oo —Cat

Desse modo, o nervo de um grupoide € um co-grupoide, assim, os complexos de Kan generalizam
os grupoides.

Por outro lado, de acordo com Cisinski, [1, Teorema 1.6.6], a restri¢ao de 1, : A — Cat a oo — Cat
mandara uma co—categoria ¢ na categoria homotdpica Hom % (categoria obtida a partir de ¢ quoci-
entando os morfismos pela existéncia de um 2-isomorfismo); 1; esquece a estrutura de um co—grupoide

e o leva no grupoide fundamental do espaco topoldgico subjacente.
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7.2.2 Definicao via Conjuntos Simpliciais

Nosso objetivo € que no final desta se¢do tenhamos contruido todas as ferramentas e intui¢des ne-
cessarias a fim de definirmos as infinito-categorias a partir dos conjuntos simpliciais. Nesse contexto,

os complexos de Kan serdo, por defini¢do, os co-grupoides. Para defini-los precisamos do seguinte:
Definicao 7.3. Seja 0 < j <n, o j-ésimo horn é o conjunto simplicial

A;? 1 A°P — Sets

[m] = (A)m = {p : [m] — [n] fungdo crescente tal que {j} U p([m]) # [n]}

Geometricamente se trata do subconjunto de |A”| obtido ao retirar a j-ésima face e seu interior.
Isto porque ao retirar de A” , para todo m, as fungdes p : [m| — [n] tais que [n] — {j} C p([m]), estamos
retirando a j-ésima face de |A"| a nivel topolégiccﬂ O préximo exemplo tem por objetivo tornar mais

visual essa definicdo e facilitar a compreensao de tudo o que vem a seguir.

Exemplo 7.4. Considere n = 2, denotaremos py,. i, a funcdo crescente de [m] a [2| que envia i € [m]

m

em k; € [2], por exemplo

pott : 2] — [2]
0—0
1—1

21
entio como A” : A%? — Sets é tal que A2, = {f : [m] — [2] funcdo crescente}, temos

A2 A°P s Sets
0] = {po, p1,p2}
[1] = {poo, P11, P22, P01, P02, P12 }

2] = {Pooo, P111,P222, Po12, P01, P0O01, P0025 P0225 P1225 P112 }

do ponto de vista geométrico, temos que as funcdes constantes se relacionam com os vértices de
|A2|, enquanto as demais fungdes se relacionam com o subespaco gerado pelos elementos de sua
imagem, por exemplo, pg; se relaciona com a aresta que liga 0 a 1, enquanto pg; se relaciona com o
tridngulo todo. Ao estudarmos A% percebemos que pyo ¢ (A%)l e po12,P122, P12 ¢ (Ag)z pois {1,2}
esta contido na imagem dessas fungdes e {0} U {1,2} = [2], ou seja, retiramos justamente o interior

e a aresta oposta ao vértice 0 em |A?|. Da mesma forma retiramos pg; de (A%)1 € Po12, Poil, Poo1 de
(A3),. Obtemos

4Lembramos que A" : A? — Sets é a imagem de [n] € Ob(A) pelo funtor de Yoneda Y : A — Ae Al = A"([m]).
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A} A% — Sets A} A% — Sets
0] = {po,p1,p2} 0] —= {po,p1,p2}
[1] = {P007P11,P22,P01,P02} [1] = {Poo;Pn;Pzz;Poz,Plz}
[2] = {Poompnupzzz,l?on71700171700271?022} [2] = {POOprlll7P2227P0027p0227P1227P112}
c

A} AP — Sets
[0] = {po, p1, P2}
(1] = {poo, P11, P22, Po1, P12}
2] = {Pooo, P111, P222, Pot1, Poot; P122, P112}

|A%] A3 Al A3

Definicao 7.5. Seja K um conjunto simplicial, K ¢ um complexo de Kan se, paratodo 0 <i<ne
qualquer diagrama de setas solidas

A —=K
7

A
em Z, existe uma seta pontilhada que torne o diagrama comutativo.

Lembrando que as flechas neste diagrama se tratam de transformacdes naturais por estar inserido

em A, e a inclusdo se trata de I+ A} — A" tal que para cada [m] € Ob(A)
(@) s (N})m — Ay,
p—=rp
No seguinte exemplo, utilizaremos o Exemplo

Exemplo 7.6. Note que existe uma retragéo r : |A"| — |A}| entdo para qualquer transformagao natural

A i A — Singx em A obtemos em Top a fungdo continua .%, (A)or
T, o
| A} | —|Singx|

rT Fi(A)or
A"
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que induz a flecha tracejada para que o diagrama a seguir comute

A} A Singx

A"
Logo, o complexo singular Singx de um espaco topoldgico X é um complexo de Kan. Ainda, con-
forme Jacob Lurie, [6, Se¢do 1.1.2], a reciproca vale: todo complexo de Kan € equivalente a Singx
para algum espaco topoldgico X. Nessa teoria, formalizamos o conceito de 7 <., X definido informal-
mente em através de Singy. Logo, a Teoria dos co-grupoides € equivalente a Teoria dos Espagos

Topoldgicos a menos de equivaléncia homotdpica fraca.

Proposicao 7.7. Seja K um conjunto simplicial, sdo equivalentes:
(a) Existe uma categoria pequena ¢ e um isomorfismo K ~Y, .
(b) Para cada 0 < i < n e cada diagrama de setas solidas

A ——

A"

existe uma unica seta pontilhada que torna o diagrama comutativo.

Observacao 7.8. Antes da demonstragdao, vamos entender o que significa existir uma tnica seta pon-

tilhada na Proposi¢ao|/.7|que torne o diagrama

A% — Ylfg
A2

comutativo com % categoria pequena. Embora um morfismo fj : A% — Y, ¢ em A se trate de uma

transformacao natural, ela induz um diagrama

Ci
7N
Co G

em %, e existir uma unica extensio f : A2 — Y, ¢ de fo significa que existe um Unico morfismo

C
7N
G

v

(7.1)

v:Cop — C, que torne
(7.2)

Co
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comutativo.
De fato, para cada [k] € Ob(A), temos um morfismo fy(k) : (AT)x — Y, ([k]) = Funct(1[k],€)

em Sets, com issdf]

fo(0) : (AD)o — Y, ([0))
po — hc,
P11+ he,

p2 > he,

fornece os objetos Co,C) e C; de €; enquanto fo(1) : (A7) — Y, 4 ([1]) leva poo, p11, P2z em idc, idc,,
idc, respectivamente, po; em A, € pio em hy, logo fo(1) fornece os morfismos ¢ : Co — Cj e u :
C; — C; em ¥. Os morfismos fy(k) para k > 1 manterdo a estrutura fornecida por f(0) e fo(1)
justamente por fj se tratar de uma transformacao natural, pois existe essa compatibilidade com as
ordens anteriores. Logo, fy induz o diagrama e de modo similar obtemos que a extensao f
completa o diagrama como em fazendo f(1)(po2) = hy ~ v.

Ainda por conta da compatibilidade com os indices anteriores, devemos ter que f(2) manda pgo €

(A?)2 em f(2)(poi2) € Yi.#([2]) que se relaciona com
Co——C1 —=C,.

Como f € transformagao natural,

(A%)l Yl,%’([l])
A3 (dd) ] TYz,%’(dzl )
(A})2 Y% ([2])

f2)
comuta, logo
Yig(da) o f(2) (Por2) = huot
éigual a
(1) o Ai(dy) (por2) = f(1)(poz) = hy
portanto, v =uot.

A seguir temos a demonstracao da Proposi¢ao|(/.7

Demonstragao. e (a)= (b):

SUsaremos a notagdo da Segiio para relacionar Y, 4 com €: he €Y, ([0]) é o funtor tal que hc(0) = C € Ob(%),
logo he ~ C; hy € Y, #([1]) é o funtor hy, : 1[1] — € tal que h,(0) = Co, hu(1) =Ci e hu(l(l)) =uondeu:Cy— Ciem%,
logo, hy, ~ u.
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A fim de simplificar o raciocinio facamos K =Y «, para algum € € Ob(Cat), e seja fo: (Al)g —
Y, . onde 0 < i < n. Temos que fy(0): (Al)o — ¥; (0) leva os elementosﬁ
pi: [0] = [n]
0k
em hy, que se relaciona com X € Ob(%), 0 < k < n. Logo, fo(0) fornece n+ 1 objetos em ¢
Para0 <k <nas fungée{]
Pk [1] = [n]
O k—1

l—k
sdo levadas por fo(1): (A})1 = Y, (1) em
he,: 1[1] =€
0— X
1— X
lo = {gr: X1 = X}
que se relacionam com os morfismos gy : X;_1 — X em €.

Com isso, obtemos uma cadeia de composi¢ao de morfismos

82 8n

X X,,.

em ¢ que determina f: A" — Y, & de modo similar a Observagio em que os elementos

p € A7 — (A}'); serdo mandados por f(¢) em composi¢des relativas a cadeia acima.

O morfismo f é a extensdo desejada. A unicidade é simples de compreender, pois se f': A" —
Y, « € outra tranformagdo natural com f|,/\n = fo, f' deve corresponder a mesma cadeia de
1

morfismos em %, logo f = f'.

Resta fizn = fo € para isso € suficiente provar para todo 0 < j < n que se j # i entdo

(*j) f“A{Oﬁ...,j—l,j-&-]‘.“ﬁn} :f0|A{o,....j—1,j+1,...,n}

onde A{0-/=Lj+1n} & 3 face oposta a0 j-ésimo vértice de |A"|, logo mostrar (x;) consiste

em mostrar a igualdade em cada face de |A}|. Faremos isso mostrando a igualdade entre as
. ~ . ~ . ’ / ~

restricdes de f e fp a cada aresta consecutiva em questdo, isto €, a cada AR onde k e K sdo

elementos adjacentes no conjunto linearmente ordenado {0,...,j—1,j+1,...,n} C [n].

%0s elementos py € (A”)o também sdo chamados de vértices {k} C A%
70s elementos Pi—1k € (A); também sdo chamados de arestas Al=1k} = A}. De modo andlogo, teremos adiante que
uma k-face A% ¢ o elemento py, .. o, € (A} )k—1 tal que py,,. (1) =a;,0<k<ne0<I1<k
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Caso k e k' forem consecutivos em [n] o resultado segue por constru¢do, consequentemente
(%0) e (*1) s@o vélidos. Analisemos k= j— 1 ek’ = j+1,com 0 < j < n e para isso podemos
assumir n > 2 pois se n = 2 entdo j = 1 =i, contradi¢do. Neste caso,ou j—1 >0ou j+ 1 <n,
suponhamos j— 1 > 0 (similar para j+ 1 < n), logo AU=L/+1} c Al Como (%) vale,

temos a igualdade entre as restrigdes de f e fp a AlL-n} em particular f|A{j,1,j+1} = fO|A{j,1,’j+1}.

e (b) = (a): Seja K um conjunto simplicial que satisfaz (b), construiremos a categoria ¢’ tal que

K ~Y, « da seguinte forma:

(i) Os objetos de ¢ sdo os vértices de K, ou seja, Ob(%') = K.

(ii) Dados x,y € Ob(€), o conjunto Homg (x,y) é formado por todas as transformagdes natu-

rais e: Al — K tais que eo(d}) =x e eo(d)) =y.
(iii) Dado x € Ob(%’), o morfismo identidade id, é definido como a composigao
Al — A0 2 g
onde e,: A? — K é a transformacio natural que se relaciona com o ponto x € Kj.

(iv) Sejam f: x—yeg:y—zem %, segue que f e g determinam um morfismo oy : A% —K
y
i 8
X Z
Op: A% —K
Como K satisfaz (2), 6y pode ser estendido a 6: A — K. Temos a seguinte situacio

Al ~ A102} - A2 S

Definimos go f: x — z em % como a restri¢ao O|al02} A2} k.

y
f g
X Z
gof
o: A2 =K

Mostremos que 4 é uma categoria:
e Para quaisquery € Ob(%¢), f: x —»yeg: y — zem & temos

idyof=f e goidy=g
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As transformacdes naturais f: Al = Ke idy: A! = K induzem um morfismo oy : A% — K

que se relaciona com o diagrama

y
N
X y

Temos idyo f = O|Al02) onde o: A> — K é a tinica extensio de 6. Porém a transformagio

natural 6’: A> — K que se relaciona com o diagrama

y
N
X I y

também € extensdo de 0y, logo idy o f = f. Segue andlogo para goid, = g.

e A composicdo € associativa: para toda sequéncia

temos ho(go f) = (hog)o f. Paraisso, formaremos um tetraedro relacionando os vértices
0 comw, 1 comx, 2 comye 3 com z. Sejam Gyj2, 0123, 0023 : A% > K as transformacoes

naturais que se relacionam com os diagramas
X y
SN N
wW— X—
gof Y hog ¢

respectivamente. Eles juntos induzem um morfismo 7y : Ag — K como o esquema abaixo

8
w
ho(gof

y
7N\
cof)  ©

sem a face da frente do tetraedro

ho(gef)
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Por (2) podemos estender 7y a uma dnica 7 : A? — K, em que a face Al0:1.3} corresponde

X
N
w ) <

ao diagrama comutativo

f
ho(gof
Portanto, (hog)o f =ho(gof).

Com isso, obtemos que % € uma categoria. Por construcio temos uma transformacao candnica
¢: K — Y, ¢, falta mostrar que ¢ € um isomorfismo. Sabemos que ¢ ser isomorfismo € equi-
valente a ¢,: K, — Y, »([n]) ser bije¢do para todo n. Pelo Lema de Yoneda, temos bije¢des
K, >~ Homz(A",K) e Y, ([n]) ~ Homz(A",Y, ), logo, basta mostrar que ¢ induz uma bijegdo
Homz(A",K) — Hom3(A",Y, ) para todo n.

Fagcamos por indu¢do em n > 0. Para n =0 e n = 1 segue por constru¢do. Sejam n > 2 e

0 <i<n,ieN. Temos o diagrama comutativo

Hom3(A",K) Hom3 (A",Y, &)
Homy(A},K) Hom; (ALY, «)

As setas verticais sdo bijegdes porque K e Y] « satisfazem (2), e a seta inferior € bijecdo pela
hipotese de indugdo. Portanto a seta de cima também € uma bijecao.

[

Observamos que o item (b) da Proposi¢do(7.7|€é parecido com a Defini¢ao no entanto em

exigimos a extensdo apenas para 0 < i < n, sem considerar as extremidades, e essa extensdo deve

ser unica. Para entender o motivo dessa distingdo, consideremos n =2 e K =Y, ¢ para algum ¢ €

Ob(Cat), pelo mesmo raciocinio utilizado anteriormente fp: A% — Yz € f(;: A(z) — Y, ¢ induzem,

respectivamente, as setas solidas em

C
r A

1 G
.

G Co

Co 0))

1% V/

e a existéncia de dnicas extensdes de fp e f;, completaria os diagramas de modo comutativo. Porém
isso s6 € sempre verdade se, e somente se, 4 € um grupoide. De fato, se todos morfismos de € forem

1

invertiveis podemos completar os diagramas com t = u~!ov e ' =V ot'~!; reciprocamente, seja

u: C; — C, em ¢ qualquer, se os diagramas

C 8))
C

. G Ci , 1

ldc2 ldcl

G
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puderem ser completados de modo comutativo entao u € invertivel.

Ja vimos que se K € Ob(Z) for um complexo de Kan, K pode ser visto como um oo-grupoide; se
K satisfizer o item (b) da Proposi¢do pode ser visto como uma categoria pequena. Logo, € de se
esperar que uma classe maior de conjuntos simpliciais sirva de modelo para as co-categorias.

Até poderiamos tentar visualizar K € Ob(Z) qualquer como uma oo-categoria pensando nos ele-
mentos de Ky como objetos, os elementos de K| como os 1-morfismos, e assim sucessivamente.
O problema se dd por ndo conseguirmos sempre compor esses morfismos, dados os 1-morfismos

¢ :X —Yewy:Y — Zpode nio existir 6 : A> — K que complete o diagrama

N\

Podemos formalizar uma condi¢@o de existéncia para y o ¢ motivados pela Observacao[7.§pois ¢

X Z

e Y determinam um morfismos de pré-feixes fj : A% — K, logo a existéncia da composi¢do dependera
da existéncia de uma extensao f de fy:
Ak
A2
Nesse contexto, a unicidade de Yo ¢ ndo € necessaria. Vimos que T <., X definido informalmente
no Exemplo para X espaco topoldgico, € uma boa motivacdo para as co-categorias, vamos entender
porque tal unicidade nio € necessaria: dados dois 1-morfismos (ou seja, caminhos) ¢: x —ye y:

y — zem T <. X, uma forma de definir a composi¢ao entre eles € pela concatenagao

yxg:[0,1] - X

w(2s),s € [0, 3]

S YxQ(s) = 0(2s—1),s € [%, 1]

porém qualquer caminho homotdpico a ¥ x ¢ pode ser tomado como composi¢ao entre ¢ e Y.

Com isso, chegamos na tao esperada defini¢do:
Definicao 7.9. Uma co-categoria é um conjunto simplicial K tal que, para todo 0 < i < n, qualquer

morfismo fj : AY — K admite uma extensdo f : A" — K.

Exemplo 7.10. Qualquer complexo de Kan é uma co-categoria; em particular, Singy para X espaco

topologico € um oo-grupoide.

Exemplo 7.11. O nervo de uma categoria € uma oo-categoria. Logo, a Teoria das Categorias pode ser

vista como um caso particular da Teoria das co-Categorias.
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