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de Matemática do Facebook.

Ao meu namorado, Lucas. Obrigada por me apoiar e me incentivar sempre. Obrigada por ser o

meu alı́vio e a minha calma.

Aos meus tantos amigos que tive a sorte de poder conhecer. Minha amiga Laryssa, obrigada por

estar comigo no inı́cio, meio e fim. A todos os meus amigos de Viçosa, em especial, Brenda, Sara,
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que você me deu só para não falar que nunca me deu nada.

Agradeço aos professores Gustavo Ferron Madeira, Adilson Presoto, Sérgio Henrique Monari e

Eudes Barboza por participarem da banca de Qualificação ou Defesa e pelas sugestões e correções

que puderam enriquecer este trabalho.
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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados em provar a existência de soluções normalizadas para a

equação de Schrödinger

−∆u+V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN

no caso massa supercrı́tica e caso subcrı́tico de Sobolev, 2+
4
N

< p < 2∗ ≡ 2N
(N −2)+

. A existência de

solução (u,λ ) ∈ H1(RN)×R+ com norma prescrita será assegurada sobre várias condições técnicas

sobre o potencial V : RN → R. Em um primeiro momento, provaremos existência de solução para V

positivo e se anulando no infinito. Em seguida, provaremos a existência de solução para V sendo um

potencial negativo. As respectivas soluções serão obtidas como pontos crı́ticos de funcionais restritos

à esfera Sρ em L2 e λ será um Multiplicador de Lagrange. Os resultados serão provados usando

Métodos Variacionais e estão contidos em [2] e [18].

Palavras-chave: Solução normalizada; Equação de Schrödinger; Métodos Variacionais.
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Abstract

In this work, we are interested in proving the existence of normalized solutions to the Schrödinger

equation

−∆u+V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN

in the supercritical mass case and subcritical Sobolev case, 2+
4
N
< p< 2∗≡ 2N

(N −2)+
. The existence

of a solution (u,λ ) ∈ H1(RN)×R+ with a prescribed norm will be ensured under various technical

conditions on the potential V : RN →R. Firstly, we will prove the existence of a solution where V ≥ 0

and vanishing at infinity. Next, we will prove the existence of a solution if V is a negative potential.

The respective solutions will be obtained as a critical point of functionals constrained to the sphere

Sρ in L2 and λ will be a Lagrange multiplier. The results will be proved using Variational Methods

and are contained in [2] and [18].

Keywords: Normalized solutions; Schrödinger equations; Variational Methods.
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Introdução

Entender a existência de solução (ou soluções) para problemas envolvendo a equação de Schrödin-

ger

−∆u+V (x)u+λu = f (u), em RN (1)

é tema de bastante interesse e de muita pesquisa na área de Equações Diferenciais Parciais. Problemas

desse tipo aparecem em diversos contextos fı́sicos como, por exemplo, a aproximação clássica em

mecânica estatı́stica, teoria construtiva de campo, falso vácuo em cosmologia, óptica não linear e

propagações de laser, como cita [4].

Em suma, a busca para encontrar soluções para o problema aparece ao se fazer o estudo de ondas

estacionárias para a equação de Schrödinger não linear

iwt +∆w+V (x)w = f (w) em RN × (0,∞)

cujas soluções são da forma

w(x, t) = eiλ tu(x), (x, t) ∈ RN × (0,∞)

sendo u é uma função real que independe do tempo e resolve a equação elı́ptica (1).

Em particular, consideramos o caso não linear em que f (w) = |w|p−2w, com 2+
4
N

< p < 2∗ e,

portanto, estamos interessados em obter soluções para a equação de Schrödinger não-linear

−∆u+V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN . (2)

Uma bibliografia extensa existe no que tange ao estudo da equação (2) quando a frequência λ ∈ R

está fixada. Desse modo, surge então um ponto de vista significativo que considera o problema de

ondas estacionárias quando a massa da partı́cula é conhecida, isto é, ∥u∥2 = ρ para algum ρ > 0 e

λ é desconhecido no problema. Solução cuja norma L2 é prescrita é chamada solução normalizada.

Esta abordagem parece ser particularmente significativa do ponto de vista fı́sico, porque existe uma

conservação de massa.
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2 Introdução

Uma forma natural de encarar problemas dessa natureza se dá por Métodos Variacionais. Para

alguns valores de λ , a existência de soluções não triviais para o problema é obtida a partir de pontos

crı́ticos do funcional energia associado a equação e λ é obtido como um multiplicador de Lagrange,

que aparece devido a restrição da massa.

Neste trabalho, estamos interessados em obter soluções (u,λ ) ∈ H1(RN)×R+ para o problema
−∆u+V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN ,

u ≥ 0,
∥u∥2 = ρ

(3)

onde V é um potencial fixado e 2+
4
N

< p < 2∗ ≡ 2N
(N −2)+

.

No caso em que 2 < p < 2+ 4
N , chamado caso subcrı́tico, sendo V um potencial positivo ou

negativo, pode-se minimizar o funcional

F(u) :=
1
2

∫
RN

(|∇u|2 +V (x)u2)dx− 1
p

∫
RN

|u|pdx

restrito à esfera de L2(RN)

Sρ :=
{

u ∈ H1(RN);
∫
RN

u2dx = ρ
2
}

de modo a obter solução, que é a solução de menor energia. Entretanto, no caso 2+
4
N

< p < 2∗,

chamado caso de massa supercrı́tica e caso subcrı́tico de Sobolev, o funcional F é ilimitado inferi-

ormente em Sρ , o que impossibilita aplicar argumentos de minimização (global). Isso mostra que

o comportamento de F em Sρ muda de acordo com o valor de p em relação ao expoente de massa

crı́tica p = 2+ 4
N

Neste contexto, este trabalho busca abordar os resultados obtidos nos artigos ”Normalized soluti-

ons of mass supercritical Schrödinger equations with potential” [2] e “Normalized solutions to mass

supercritical Schrödinger equations with negative potential” [18], que provam existência de soluções

para os respectivos problemas
−∆u+V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN ,

u ≥ 0,
∥u∥2 = ρ

(4)

com V ≥ 0, satisfazendo V (x)→ 0 quando ∥x∥→ ∞ e podendo ter singularidades, e
−∆u−V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN ,

u ≥ 0,
∥u∥2 = ρ

(5)
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com V ≥ 0.

Sendo assim, este texto se organiza da seguinte maneira: no Capı́tulo 1 trazemos resultados

básicos de Análise Funcional e Equações Diferenciais Parciais, em particular, de Métodos Varia-

cionais, a fim de fixar as notações e fornecer os tópicos base para o estudo dos artigos.

No Capı́tulo 2, tratamos dos resultados obtidos no artigo [2], que estuda o problema (4), com

V ≥ 0 e satisfazendo V (x)→ 0 quando ∥x∥→∞. Apresentamos um argumento do tipo linking restrito

à esfera Sρ . Se V não é radial, não podemos trabalhar em H1
rad(R

N) e temos que lidar com a não

compacidade da imersão H1(RN) ↪→ L2(RN). Por fim, vamos discutir também o caso em que V é

radial, onde a solução será obtida a partir de um argumento do passo da montanha em Sρ ∩H1
rad(R

N).

No Capı́tulo 3, trazemos os resultados obtidos no artigo [18], que estuda o problema (5), com

V ≥ 0. Aqui, sobre hipóteses adequadas, obtemos duas famı́lias de soluções. Mais precisamente, pro-

varemos inicialmente que, sobre hipóteses de limitação explı́citas sobre V e sem qualquer condições

sobre a massa, existe uma solução do Passo da Montanha de nı́vel de energia positiva e excluı́mos

a existência de soluções com energia negativa. Segundo, pedindo que a massa seja menor que um

limitante exclı́cito, dependendo de V , e que V não seja muito pequeno num sentido adequado, en-

contraremos duas soluções: um minimizante local com energia negativa e uma solução do Passo da

Montanha com energia positiva.



4 Introdução



CAPÍTULO 1

Preliminares

Neste capı́tulo, vamos apresentar resultados básicos de Análise Funcional e Equações Diferenciais

Parciais e fixar as notações que serão utilizadas no decorrer do texto. Os tópicos aqui apresentados e

os resultados citados, constituem base fundamental para o estudo dos artigos principais [2] e [18]. As

principais referências para este capı́tulo são [5], [6], [7], [8], [9], [14], [16], [20], e [21].

1.1 Espaços de funções

Definição 1.1. Para 1 ≤ p < ∞ definimos Lp(RN) o espaço das funções Lebesgue mensuráveis em

RN que são p-integráveis, isto é,

Lp(RN) := {u : RN → R; u é Lebesgue mensurável e ∥u∥p < ∞}

sendo

∥u∥p :=
(∫

RN
|u|pdx

) 1
p
.

Se p = ∞, o espaço L∞(RN) é o espaço de funções mensuráveis essencialmente limitadas em RN ,

isto é,

L∞(RN) := {u : RN → R; u é Lebesgue mensurável e ∥u∥∞ < ∞}

sendo

∥u∥∞ := ess sup
RN

|u|= inf
{

M ∈ [0,∞); |u(x)| ≤ M, q.t.p em RN}.
Observação 1.2. Para todo 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço normado (Lp(RN), ∥.∥p) é um espaço de Banach.
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6 Capı́tulo 1. Preliminares

Teorema 1.3 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 ≤ p,q ≤ ∞ tais que 1
p +

1
q = 1. Se f ∈ Lp(RN) e

g ∈ Lq(RN) então,

∥ f g∥1 ≤ ∥ f∥p∥g∥q.

Em particular, f g ∈ L1(RN).

Demonstração. Veja [6], página 92.

Definição 1.4. Definimos o espaço de Sobolev

H1(RN) :=
{

u ∈ L2(RN); |∇u| ∈ L2(RN)
}
.

Neste caso, considerando o produto interno em H1(RN) definido por

⟨u,v⟩H1 :=
∫
RN

∇u∇v+uv,

obtemos a norma em H1(RN)

∥u∥H1(RN) :=
(∫

RN
|∇u|2 +

∫
RN

|u|2
) 1

2
.

Proposição 1.5. O espaço H1(RN), munido do produto interno definido anteriormente, é um espaço

de Hilbert separável.

Demonstração. Veja [6], página 203.

Definição 1.6. O espaço de Sobolev H1
0 (RN) é o fecho de C∞

0 (RN) em H1(RN).

Definição 1.7. Para cada N ≥ 3, definimos o espaço

D1,2(RN) := {u ∈ L2∗(RN); |∇u| ∈ L2(RN)}

com o produto interno

⟨u,v⟩D1,2 =
∫
RN

∇u.∇v

e a norma correspondente

∥u∥D1,2 := ∥∇u∥2 =
(∫

RN
|∇u|2

)1/2
.

Teorema 1.8 (Teorema de Imersão de Sobolev). As seguintes imersões são contı́nuas:

1.) Se N ≥ 3, então H1(RN) ↪→ Lp(RN) para todo p ∈ [1,2∗];
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2.) Se N = 1,2, então H1(RN) ↪→ Lp(RN) para todo p ∈ [1,∞];

3.) Para todo N ≥ 3, D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN).

Consequentemente, se N ≥ 3, para cada p ∈ [1,2∗] existe C = C(N, p) > 0 tal que para todo

u ∈ H1(RN),

∥u∥p ≤C∥u∥H1(RN).

Em todo trabalho S denotará a constante de Sobolev que é a melhor constante na imersão de

H1(RN) em L2∗(RN):

S = inf
H1(RN)\{0}

∥u∥2
H1

∥u∥2
2∗

= inf
u∈D1,2(RN)\{0}

∥∇u∥2
2

∥u∥2
2∗

.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 ≤ p < N então existe uma cons-

tante C =C(N, p)> 0 tal que para u ∈ H1
0 (RN) temos

∥u∥p∗ ≤C∥Du∥p

Demonstração. Veja [5], página 233.

Uma variação da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev pode ser enunciada no seguinte

lema:

Lema 1.10. Para todo N ≥ 3 e 2 ≤ q ≤ 2∗ existe Gq > 0 dependendo somente de N e de q, tal que

∥u∥q ≤ Gq∥u∥
1−N(q−2)

2q
2 ∥∇u∥

N(q−2)
2q

2

para todo u ∈ H1(RN). A desigualdade continua válida se N = 1,2 para todo 2 ≤ q < ∞. Em

particular,

∥u∥p ≤ G∥u∥
1− γ

p
2 ∥∇u∥

γ

p
2

onde G = Gp e γ = N
2 (p−2). Se N ≥ 3 , a desigualdade continua válida para q = 2∗.

O próximo lema segue imediatamente da Desigualdade de Hölder e da Desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg-Sobolev.

Lema 1.11. Para todo 2 ≤ q < 2∗, temos∣∣∣∫
RN

V (x)u2dx
∣∣∣≤ ∥V∥ q

q−2
∥u∥2

q ≤ G2
q∥V∥ q

q−2
∥u∥

2−N(q−2)
q

2 ∥∇u∥
N(q−2)

q
2
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∣∣∣∫
RN

V (x)u∇u.xdx
∣∣∣≤ ∥W∥ 2q

q−2
∥u∥q∥∇u∥2 ≤ Gq∥W∥ 2q

q−2
∥u∥

1−N(q−2)
2q

2 ∥∇u∥
1+N(q−2)

2q
2 .

Além disso, se N ≥ 3 então as desigualdades acima continuam válidas para q = 2∗:

∣∣∣∫
RN

V (x)u2dx
∣∣∣≤ ∥V∥N

2
∥u∥2

2∗ ≤ S−1∥V∥N
2
∥∇u∥2

2

∣∣∣∫
RN

V (x)u∇u.xdx
∣∣∣≤ ∥W∥N∥u∥2∗∥∇u∥2 ≤ S−1/2∥W∥N∥∇u∥2

2

Demonstração. Pela desigualde de Hölder, temos∣∣∣∫
RN

V (x)u2dx
∣∣∣≤ ∫

RN
|V (x)||u2|dx ≤ ∥V∥ q

q−2
∥u2∥r,

com r tal que 1
q

q−2
+ 1

r = 1, isto é, r = q
2 . Assim, segue da desigualdade anterior e do Lema 1.10

∣∣∣∫
RN

V (x)u2dx
∣∣∣≤ ∥V∥ q

q−2
∥u2∥ q

2
= ∥V∥ q

q−2
∥u∥2

q ≤ G2
q∥V∥ q

q−2
∥u∥

2−N(q−2)
q

2 ∥∇u∥
N(q−2)

q
2 .

Novamente, pela desigualdade de Hölder, temos

∣∣∣∫
RN

V (x)u∇u.xdx
∣∣∣≤ ∫

RN
|V (x)||u||∇u.x|dx

∣∣∣≤ ∣∣∣∫
RN

|W (x)||u||∇u|dx
∣∣∣≤ ∥W∥ 2q

q−2
∥u∥q∥∇u∥r

com r tal que 1
2q

q−2
+ 1

q +
1
r = 1, isto é, r = 2. Assim, segue da desigualdade anterior e do Lema 1.10

∣∣∣∫
RN

V (x)u∇u.xdx
∣∣∣≤ ∥W∥ 2q

q−2
∥u∥q∥∇u∥2 ≤ Gq∥W∥ 2q

q−2
∥u∥

1−N(q−2)
2q

2 ∥∇u∥
1+N(q−2)

2q
2 .

Se N ≥ 3, considerando q = 2∗ = 2N
N−2 nas desigualdades anteriores, obtemos os resultados enun-

ciandos, observando que G2∗ = S−1, onde S denota a constante de Sobolev que é a melhor constante

na imersão de H1(RN) em L2∗(RN).

Definição 1.12. Definimos

H1
rad(R

N) := {u ∈ H1(RN); u(g(x)) = u(x),∀g ∈ O(N)}

onde O(N) é o grupo de rotações em RN . Note que, u ∈ H1
rad(R

N) se, e somente se, u(x) = u(r), onde

r = |x| (norma euclidiana em RN).
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Definição 1.13. Um operador linear K : H → H é dito compacto se dada qualquer sequência (xn)⊂ H

limitada, (Kxn) possui subsequência convergente.

Lema 1.14 (Lema de Strauss). As seguintes imersões são compactas

H1
rad(R

N) ↪→ Lp(RN)

onde p ∈ (2,2∗) se N ≥ 3 ou p ∈ (2,+∞), se N = 1,2.

Definição 1.15. Seja f ∈ H1(RN). Fixado y ∈ RN , denotamos por f (.− y) a translação

f (.− y)≡ f (x− y), para todo x ∈ RN .

1.2 Baricentro de um funcional

Seja u ∈ H1(RN)\{0} e considere

ν(u)(x) :=
1

|B1(0)|

∫
B1(x)

|u(y)|dy.

Observe que

i) ν(u) é limitada, pois∣∣∣∫
B1(x)

|u(y)|dy
∣∣∣≤ (∫

B1(x)
1dy

) 1
2
(∫

B1(x)
|u(y)|2dy

) 1
2
= |B1(x)|∥u∥L2(B1(x)) ≤ |B1(x)|∥u∥2 < ∞,

visto que u ∈ H1(RN)\{0} e |B1(x)| é limitada, pois |u| é integrável.

ii) ν(u) é contı́nua. De fato, seja (xn)⊂ RN uma sequência com xn → x e observe que

|ν(u)(xn)−ν(u)(x)| =
∣∣∣ 1
|B1(0)|

∫
B1(xn)

|u(y)|dy− 1
|B1(0)|

∫
B1(x)

|u(y)|dy
∣∣∣

=
1

|B1(0)|

∣∣∣∫
RN

χB1(xn)(y)|u(y)|dy−
∫
RN

χB1(x)(y)|u(y)|dy
∣∣∣

=
1

|B1(0)|

∣∣∣∫
RN

|χB1(xn)(y)−χB1(x)(y)||u(y)|dy
∣∣∣,

onde

χA =

{
1, se x ∈ A
0, se x ̸∈ A

denota a função caracterı́stica definida num conjunto A. Então, |ν(u)(xn)− ν(u)(x)| −→ 0

quando xn → x, o que prova a continuidade.
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Sendo assim, a função

û(x) := [ν(u)(x)− 1
2

maxν(u)]+

está bem definida, é contı́nua e possui suporte compacto, visto que

û(x) =

{
ν(u)(x)− 1

2maxν(u), se x ∈ Ω

0, se x ̸∈ Ω

onde

Ω =
{

x ∈ RN ; ν(u)(x)≥ 1
2

maxν(u)
}

= ν(u)−1
[1

2
max ν(u),max ν(u)

]
é um conjunto compacto de RN e supp û ⊂ Ω (conjunto fechado contido em um compacto, portanto

compacto).

Podemos então considerar a aplicação β : H1(RN)\{0}→ RN definida por

β (u) =
1

∥u∥1

∫
RN

û(x)xdx

A aplicação β está bem definida, pois û possui suporte compacto, e é conhecida por aplicação

baricentro.

Proposição 1.16. A função β é contı́nua em H1(RN)\{0} e satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Se u é uma função radial então β (u) = 0;

(ii) β (tu) = tβ (u), para todo t ̸= 0 e todo u ∈ H1(RN)\{0};

(iii) Colocando uz(x) = u(x− z), para todo z ∈RN e todo u ∈ H1(RN)\{0} vale β (uz) = β (u)+ z.

Demonstração. Veja [3], página 262.

1.3 Ferramentas úteis em problemas variacionais

Teorema 1.17 (Identidade de Pohozaev). Seja g ∈C1(R,R) tal que f (0) = 0 e u ∈ H2
loc(R

N) solução

de {
−∆u = g(u)
u ∈ D1,2(RN)

tal que G(u) ∈ L1(RN), onde

G(u) :=
∫ u

0
g(s)ds.

Então, u satisfaz
N −2

2

∫
RN

|∇u|2dx = N
∫
RN

G(u)dx
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Demonstração. Veja [21], página 138.

Multiplicadores de Lagrange

Teorema 1.18 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange). Sejam X um espaço de Banach,

J,F : X →R funcionais de classe C 1(X ,R) e M = {u ∈ X ; F(u) = 0}= F−1({0}), com F ′(u) ̸= 0,

para todo u ∈ M. Se J é limitado inferiormente sobre M e existe u0 ∈ M tal que

J(u0) = inf
u∈M

J(u)

então existe λ ∈ R (Multiplicador de Lagrange) tal que

J′(u0) = λF ′(u0).

Demonstração. Veja [14], página 55.

O conjunto M é uma variedade de dimensão infinita e o espaço tangente a um ponto u ∈ M é

definido como

TuM =
{

v ∈ X ; F ′(u)(v) = 0
}
.

A norma da derivada de J restrita a M é dada por

∥J|M(u)∥∗ = sup
v∈TuM,∥v∥=1

|J′(u)(v)|.

Corolário 1.19. A norma da derivada de J restrita a M é dada por

∥J|M(u)∥∗ = min
λ∈R

∥J′(u)−λF ′(u)∥.

Definição 1.20. Um ponto u ∈ M é um ponto crı́tico de J restrito à M, se ∥J|M(u)∥∗ = 0.

Como consequência da definição, se u é um ponto crı́tico de J restrito à M então, deve existir λ ∈ R

tal que

∥J′(u)−λF ′(u)∥∗ = 0,

isto é,

J′(u) = λF ′(u).
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Princı́pio Variacional de Ekeland

Teorema 1.21 (Princı́pio Variacional de Ekeland (Regular)). Seja X um espaço de Banach, G ∈

C 2(X ,R) tal que para todo v∈V := {v∈X ;G(v)= 1} tem-se G′(v) ̸= 0 e F ∈C 1(X ,R) um funcional

limitado inferiormente sobre V . Dado v ∈V,ε,δ > 0, verificando

F(v)≤ inf
V

F + ε

existe u ∈V tal que

1. F(v)≤ infV F +2ε;

2. minλ∈R ∥F ′(u)−λG′(u)∥∗ ≤ 8ε

δ
;

3. ∥u− v∥ ≤ 2δ

Demonstração. Veja [21], página 39, considerando ϕ = F .

Como consequência deste resultado, existem {un} ⊂V e {λn} ⊂ R, tal que

F(un)→ inf
V

F e ∥F ′(un)−λnG′(un)∥∗ → 0

Definição 1.22. Seja X um espaço de Banach e I : X →R um funcional diferenciável. Uma sequência

(un)⊂ X tal que

I(un)→ c ∈ R e I′(un)→ 0

é chamada sequência de Palais Smale de I de nı́vel c. Neste caso, dizemos que un é (PS)c.

Definição 1.23. Seja X um espaço de Banach e I : X → R um funcional diferenciável. Dizemos que

I satisfaz a condição de Palais-Smale no nı́vel c ∈ R se toda sequência Palais-Smale de I de nı́vel c

possui subsequência convergente em X .

Simetrização de Schwarz

Teorema 1.24 (Teorema e definição). Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e f ∈ Lp(RN) uma função positiva. Existe

uma única função f ∗ ∈ Lp(RN) tal que f ∗ ≥ 0 e para todo λ > 0

mes([ f ≥ λ ]) = mes([ f ∗ ≥ λ ]),
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onde todo [ f ∗ ≥ λ ] é uma bola B(0,Rλ ). A função f ∗ é radial e decrescente e a chamamos rearranjo

radial decrescente ou simetrização de Schwarz da função f . Além disso, para qualquer função

contı́nua e crescente G : R+ → R+, tal que G(0) = 0, tem-se que

∫
RN

G( f (x))dx =
∫
RN

G( f ∗(x))dx.

Demonstração. Ver [14], página 260.

Proposição 1.25. Seja u ∈ H1(RN) uma função positiva. Então a simetrização u∗ pertence à H1(RN)

e satisfaz: ∫
RN

|∇u∗(x)|2dx ≤
∫
RN

|∇u(x)|2dx

Demonstração. Ver [14], página 264.
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CAPÍTULO 2

Soluções normalizadas para equação de
Schrödinger de massa supercrı́tica com

potencial

Desejamos provar a existência de solução (u,λ ) ∈ H1(RN)×R+ para o problema


−∆u+V (x)u+λu = |u|p−2u em RN

u ≥ 0
∥u∥2 = ρ

(2.1)

sendo V ≥ 0 um potencial fixado e

2+
4
N

< p < 2∗ ≡ 2N
(N −2)+

. (2.2)

Neste caso, λ é um multiplicador de Lagrange que aparecerá devido a restrição da massa ∥u∥2 = ρ .

Vamos considerar o potencial V satisfazendo V (x)→ 0 quando ∥x∥→ ∞. Como estamos no caso

(2.2), o funcional

F(u) :=
1
2

∫
RN

|∇u|2 +V (x)u2dx− 1
p

∫
RN

|u|pdx

é ilimitado superiormente e inferiormente em Sρ e, portanto, não podemos procurar solução do pro-

blema atráves de máximo ou mı́nimo global. F também possui estrutura do Passo da Montanha, mas

o valor do Passo da Montanha acontece para V ≡ 0 e não é atingido. A fim de lidar com o problema,

vamos mostrar que F , restrito à esfera Sρ , possui uma Geometria do Enlace (também conhecida na

literatura por Linking geometry), o que garantirá a existência de sequência de Palais Smale de F .

Feito isto, a maior dificuldade encontrar-se-á no fato de que, se V não é radial, não podemos trabalhar

em H1
rad(R

N) e temos que lidar com a não compacidade da imersão H1(RN) ↪→ L2(RN), de modo

15
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que sequências limitadas de Palais Smale não, necessariamente, possuem subsequências fortemente

convergentes. A fim de auxiliar nessa questão, introduziremos um Lema da Separação adequado.

Por fim, vamos discutir também o caso em que V é radial, onde a solução será obtida a partir de

um argumento do Passo da Montanha em Sρ ∩H1(RN).

2.1 O Lema da Separação e algumas relações para soluções
de equações autônomas

De modo a estudar o comportamento de sequências de Palais Smale, introduzimos um Lema da

Separação adequado (Splitting Lemma). Para λ > 0, sejam

Iλ (v) =
1
2

∫
RN

|∇v|2dx+
1
2

∫
RN

V (x)v2dx+
λ

2

∫
RN

v2dx− 1
p

∫
RN

|v|pdx

e

I∞,λ (v) =
1
2

∫
RN

|∇v|2dx+
λ

2

∫
RN

v2dx− 1
p

∫
RN

|v|pdx.

Lema 2.1 (Lema da Separação). Seja vn ∈ H1(RN) uma sequência de Palais Smale para Iλ tal que

vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Então, existem um inteiro k ≥ 0, k soluções não triviais

w1, ...,wk ∈ H1(RN) para a equação limite

−∆w+λw = |w|p−2w

e k sequências {y j
n}n ⊂ Rn, 1 ≤ j ≤ k, tais que |y j

n| −→ ∞ quando n −→ ∞ e

vn = v+
k

∑
j=1

w j(.− y j
n)+o(1), fortemente em H1(RN).

Mais ainda, temos

∥vn∥2
2 = ∥v∥2

2 +
k

∑
j=1

∥w j∥2
2 +o(1)

e

Iλ (vn)−→ Iλ (v)+
k

∑
j=1

I∞,λ (w
j).

Demonstração. Veja [21], capı́tulo 8.
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Relações para soluções de equações autônomas

Seja U ∈ H1
rad(R

N) a única solução de


−∆U +U = |U |p−2U, em RN

U > 0,
U(0) = ∥U∥∞.

(2.3)

(veja [15]). Considere ρ0 := ∥U∥2 e para cada ρ > 0, seja µ > 0 determinado por

ρ
2 = ρ

2
0 µ

N− 4
p−2 .

Através do reescalonamento

Zρ(x) := µ
− 2

p−2U(x/µ),

obtemos uma única solução (Zρ ,λρ) ∈ H1
rad(R

N)×R+ para o problema
−∆Zρ +λρZρ = |Zρ |p−2Zρ , em RN ,

Zρ > 0,
∥Zρ∥2 = ρ

(2.4)

onde

λρ = µ
−2 =

(
ρ

ρ0

)−q−2
, (2.5)

com

q =
4(p−2)

N(p−2)−4
=

4N −2p(N −2)
N(p−2)−4

. (2.6)

Note que q > 0, visto que 2+ 4
N < p < 2∗.

A solução Zρ é radial e é ponto crı́tico do Passo da Montanha para

F∞(u) =
1
2

∫
RN

|∇u|2dx− 1
p

∫
RN

|u|pdx

restrito à esfera

Sρ :=
{

u ∈ H1(RN);
∫
RN

u2dx = ρ
2
}
.

Em suma, é possivel mostrar que F∞, restrito à esfera Sρ , possui uma solução do tipo Passo da Monta-

nha. Assim, sendo Zρ a única solução do problema obtida pelo reescalonamento acima considerado,

pela unicidade da solução segue que Zρ é ponto crı́tico do Passo da Montanha de F∞ restrito à esfera

Sρ .

Agora, defina mρ = F∞(Zρ), para cada ρ > 0. Então, mρ0 = F∞(U) e vale

mρ = mρ0

(
ρ0

ρ

)q
=

1
q

(
ρ

ρ0

)−q−2
ρ

2 =
1
q

λρρ
2. (2.7)
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De fato, temos

mρ = F∞(Zρ) = F∞

(
µ
− 2

p−2U(x/µ)
)

=
1
2

∫
RN

∣∣∇(
µ
− 2

p−2U(x/µ)
)∣∣2dx− 1

p

∫
RN

∣∣µ− 2
p−2U(x/µ)

∣∣pdx

=
1
2

∫
RN

µ
− 4

p−2
∣∣∇(

U(x/µ)
)∣∣2dx− 1

p

∫
RN

µ
− 2p

p−2
∣∣U(x/µ)

∣∣pdx

=
1
2

∫
RN

µ
− 4

p−2 µ
−2

N

∑
i=1

∂

∂xi

(
U(x/µ)

)2dx− 1
p

∫
RN

µ
− 2p

p−2
∣∣U(x/µ)

∣∣pdx

=
1
2

∫
RN

µ
− 4

p−2 µ
−2

µ
N∣∣∇U(y)

∣∣2dy− 1
p

∫
RN

µ
− 2p

p−2 µ
N∣∣U(y)

∣∣pdy

= µ
−2p
p−2+N

[1
2

∫
RN

|∇U |2dx− 1
p

∫
RN

|U |pdx
]

= µ
−2p
p−2+NF∞(U)

= µ
N(p−2)−2p

p−2 mρ0

onde

µ
N(p−2)−2p

p−2 = µ
−2

µ
N− 4

p−2 =
(

ρ

ρ0

)−q−2( ρ

ρ0

)2
=
(

ρ

ρ0

)−q
.

Observe que de (2.7), como q > 0, podemos concluir que mρ é decrescente em ρ , isto é,

α < β ⇒ mα > mβ . (2.8)

Seja a > 0 e w ∈ H1(RN), com w ̸≡ 0 solução de

−∆w+aw = |w|p−2w.

Como w é solução fraca da equação, temos

∥∇w∥2
2 +a∥w∥2

2 = ∥w∥p
p (2.9)

e, da Identidade de Pohozaev, temos

N −2
2

∥∇w∥2
2 +

N
2

a∥w∥2
2 =

N
p
∥w∥p

p. (2.10)

Então, vale

a∥w∥2
2 =

2N − p(N −2)
p−2

I∞,a(w) =
4N −2p(N −2)

N(p−2)−4
F∞(w). (2.11)
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Seja ρa tal que λρa = a e Zρa definida como usual. Então,

−∆Zρa +aZρa = Zp−1
ρa

e Zρa satisfaz as mesmas condições de w. Além disso, para todo u ∈ H1(RN) não identicamente nulo,

I∞,a(Zρa)≤ max
t>o

I∞,a(tu).

Como

max
t>0

I∞,a(tw) = I∞,a(w),

concluı́mos que

· I∞,a(w)≥ I∞,a(Zρa),

· ∥w∥2
2 ≥ ∥Zρa∥2

2 = ρa,

· F∞(w)≥ F∞(Zρa) = mρa.

Por fim, sendo mρ decrescente em ρ , temos F∞(w)≥ ρ , para todo ρ ≥ ρa. Em particular,

F∞(w)≥ m∥w∥2 > 0. (2.12)

2.2 Hipóteses sobre o potencial, comentários e observações

Vamos agora estabelecer hipóteses sobre o potencial V . Algumas delas serão técnicas e as limitações

sobre as normas são explı́citas de modo a deixar claro que os resultados não são perturbativos.

A fim de estabelecer nossas hipóteses, considere a função auxiliar W : Rn −→ R, definida por

W (x) :=V (x)|x|

Hipóteses V1:

· N ≥ 1;

· V e W estão em L∞(RN);

· V ≥ 0;
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· lim
|x|→∞

V (x) = 0;

· 0 < ∥V∥∞ < 2min
(
1, 2

N

)mρ

ρ2 ;

· ∥W∥∞ ≤ m
1
2
ρ

2N−p(N−2)
ρ

(
N(p−2)−4

2(p−2)
(

N(2p−1)(p−2)+2(p(2−N)+2N)
)) 1

2
.

com mρ definido anteriormente e satisfazendo (2.7).

Hipóteses V2:

· N ≥ 3;

· V ∈ L
N
2 (RN) e W ∈ LN(RN);

· V ≥ 0;

· ∥V∥N
2
< 2N(p−2)

N(p−2)−4

((
1+ 2

N

)N(p−2)−4
N(p−2) −1

)
mρ0

∥Zρ0∥
2
2∗

;

· 2NS−1
[
1+ N(p−2)

2

]
∥V∥N

2
+4S−1/2

[
1+ N(p−22)

2N−p(N−2)

]
∥W∥N ≤ N(p−2)−4.

onde S denota a melhor constante na imersão de H1(RN) em L2∗(RN), como discutido no capı́tulo

anterior.

Teorema 2.2. Seja 2+
4
N

< p < 2∗ e ρ > 0. Se V satisfaz as hipóteses (V1) ou (V2) então o problema

(2.1) possui uma solução (u,λ ) ∈ H1(RN)×R+.

Observação 2.3. Observe que, para qualquer p fixado, por (2.7) temos

mρ

ρ2 →

{
+∞, quando ρ → 0
0, quando ρ → ∞.

Então, para ρ pequeno, as normas L∞ de V e W em (V1) podem ser grandes. No entanto, não existe

um único V ̸≡ 0 tal que o problema (2.1) possui uma única solução para todo ρ > 0.

Observe também que, para qualquer ρ > 0 fixado, por (2.5), (2.6) e (2.7) temos

(N(p−2)−4)
mρ

ρ2 →

{
0, se ρ > ρ∗

0

+∞, se ρ < ρ∗
0

quando p → 2+ 4
N superiormente, onde ρ∗

0 = ∥U∥2, para p = 2+ 4
N . Concluı́mos que as normas L∞

de V e W em (V1) podem ser grandes quando ρ < ρ∗
0 e p está próximo a 2+ 4

N .

Das observações anteriores e do Teorema 2.2 segue imediatamente o corolário:
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Corolário 2.4. Seja N ≥ 1 e 2+
4
N

< p < 2∗. Sejam V,W ∈ L∞(RN) com V ≥ 0 e lim
|x|→∞

V (x) = 0.

Então, (2.1) possui uma solução (u,λ ) ∈ H1(RN)×R+, se

(i) ρ > 0 é suficientemente pequeno para todo 2+
4
N

< p < 2∗;

(ii) ρ ∈ (0,ρ∗
0 ) desde que p esteja suficientemente próximo de 2+ 4

N .

Caso radial

Se V é radial, então os resultados podem ser obtidos com um argumento mais simples e as

hipóteses sobre V podem ser enfraquecidas (observe que a estimativa sobre a norma ∥V∥N
2

no quarto

item da hipótese (V2) não é necessária) .

Hipóteses (V1)rad:

· N ≥ 2;

· V e W estão em L∞
rad(R

N);

· V ≥ 0;

· lim
|x|→∞

V (x) = 0;

· 0 < ∥V∥∞ < 2min
(
1, 2

N

)mρ

ρ2 ;

· ∥W∥∞ ≤ m
1
2
ρ

2N−p(N−2)
ρ

(
N(p−2)−4

2(p−2)
(

N(2p−1)(p−2)+2(p(2−N)+2N)
)) 1

2
.

Hipóteses (V2)rad:

· N ≥ 3;

· V ∈ L
N
2
rad(R

N) e W ∈ LN(RN);

· V ≥ 0;

· 2NS−1
[
1+ N(p−2)

2

]
∥V∥N

2
+4S−1/2

[
1+ N(p−22)

2N−p(N−2)

]
∥W∥N ≤ N(p−2)−4.

Teorema 2.5. Seja 2+
4
N

< p < 2∗ e ρ > 0. Se V satisfaz as hipóteses (V1)rad ou (V2)rad então o

problema (2.1) possui uma solução (u,λ ) ∈ H1
rad(R

N)×R+.
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2.3 Geometria do Enlace

Definição 2.6. Para h ∈ R e u ∈ H1(RN), defina

h⋆u(x) := e
N
2 hu(ehx)

Observação 2.7. Note que

(i) 0⋆u = u, para todo u ∈ H1(RN);

(ii) O reescalonamento ”⋆” preserva norma L2, isto é, ∥h ⋆ u∥2 = ∥u∥2, para todo u ∈ H1(RN) e

todo h ∈ R. De fato, note que

∥h⋆u∥2
2 =

∫
RN

|h⋆u(x)|2dx =
∫
RN

e
N
2 h|u(ehx)|2dx =

∫
RN

eNh|u(y)|2e−Nhdy =
∫
RN

|u(y)|2dy = ∥u∥2
2.

Para R > 0 e h1 < 0 < h2, a serem determinados, consideramos

Q = BR × [h1,h2]⊂ RN ×R,

onde BR = {x ∈ RN ; |x| ≤ R} é a bola fechada de RN com centro 0 e raio R . Para ρ > 0, definimos

Γρ :=
{

γ ∈ C(Q;Sρ); γ(y,h) = h⋆Zρ(.− y),∀(y,h) ∈ ∂Q
}

onde

Sρ :=
{

u ∈ H1(RN);
∫
RN

u2dx = ρ
2
}
.

Queremos encontrar uma solução para o problema em Sρ cuja energia F seja dada por

mV,ρ := inf
γ∈Γρ

max
(y,h)∈Q

F(γ(y,h)).

A fim de mostrar que F possui uma Geometria do Enlace, precisamos provar que

sup
γ∈Γρ

max
(y,h)∈∂Q

F(γ(y,h))< mV,ρ

ao menos para uma escolha adequada de Q.

Para este propósito temos a Proposição (2.12) que nos dá um limitante inferior para mV,ρ e a

Proposição (2.13) que fornece um limitante superior para F ◦ γ em ∂Q, para qualquer γ ∈ Γρ , e ainda



2.3. Geometria do Enlace 23

determina os valores R > 0 e h1 < 0 < h2. Os resultados até (e incluindo) a proposição (2.12) valem

para R > 0 e h1 < 0 < h2 arbitrários.

É preciso destacar que, como provado em [13],

mρ = inf
σ∈Σρ

max
t∈[0,1]

F∞(σ(t)) (2.13)

onde

Σρ =
{

σ ∈ C ([0,1],Sρ); σ(0) = h1 ⋆Zρ ,σ(1) = h2 ⋆Zρ

}
.

Defina

D :=
{

D ⊂ Sρ ; D é compacto, conexo e h1 ⋆Zρ ,h2 ⋆Zρ ∈ D
}

D0 :=
{

D ∈ D ; β (u) = 0, para todo u ∈ D
}

Dr := D ∩H1
rad(R

N)

sendo β a aplicação baricentro. Observe que,

Dr ⊂ D0 ⊂ D .

De fato, por definição, D0 ⊂ D . Agora, Dr ⊂ D0, pois se D ∈ Dr então D ∈ D e u é radial, para todo

u ∈ D. Mas então, D ∈ D e β (u) = 0, para todo u ∈ D.

Defina também,

lr
ρ := inf

D∈Dr
max
u∈D

F∞(u)

l0
ρ := inf

D∈D0
max
u∈D

F∞(u)

lρ := inf
D∈D

max
u∈D

F∞(u)

Lema 2.8. lr
ρ = l0

ρ = lρ = mρ

Demonstração. Primeiramente, note que como Dr ⊂ D0 ⊂ D , vale

lr
ρ ≥ l0

ρ ≥ lρ .

De fato, seja D ∈ Dr, arbitrário. Então, D ∈ D0 e

l0
ρ = inf

D∈D0
max
u∈D

F∞(u)≤ max
u∈D

F∞(u).
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Mas como D ∈ Dr é arbritário, a desigualdade acima mostra que l0
ρ é cota inferior para

{max
u∈D

F∞(u);D ∈ Dr}. Segue, então, da definição de ı́nfimo que

l0
ρ ≤ inf

D∈Dr
max
u∈D

F∞(u) = lr
ρ .

Analogamente, mostra-se que l0
ρ ≥ lρ .

Sendo assim, a fim de provar as igualdades do Lema, basta que provemos que

lρ ≥ mρ e mp ≥ lr
ρ

Afirmação 1: lρ ≥ mρ

Com efeito, suponha por contradição que lρ < mρ . Então, mρ não é cota inferior para o conjunto

{max
u∈D

F∞(u); D ∈ D} e existe D ∈ D tal que

max
u∈D

F∞(u)< mρ .

Daı́,

sup
u∈Uδ (D)

F∞(u)< mρ

para alguma δ -vizinhança aberta e conexa Uδ (D) de D. Em particular, observe que h1 ⋆Zρ ∈Uδ (D)

e h2 ⋆Zρ ∈ Uδ (D). Note também que como Uδ (D) é aberto e conexo, este é conexo por caminhos.

Portanto, existe um caminho σ ∈ Σρ tal que

max
t∈[0,1]

F∞(σ(t))< mρ ,

o que contradiz (2.13). Portanto, lρ ≥ mρ , provando a afirmação.

Afirmação 2: mp ≥ lr
ρ

De fato, considere D := {h⋆Zρ ;h ∈ [h1,h2]}. Note que D ∈ Dr, pois

(i) Para todo h ∈ [h1,h2],

∥h⋆Zρ∥2 = ∥Zρ∥2 = ρ.

Logo, D ⊂ Sρ .

(ii) Considere f : [h1,h2]−→ Sρ definida por

f (h) = h⋆Zρ = e
N
2 hZρ(ehx).

Observe que f é contı́nua (composição e produto de funções contı́nuas) e D = f ([h1,h2]), com

[h1,h2] compacto e conexo. Logo, D é compacto e conexo.
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(iii) Pela definição de D, h1 ⋆Zρ ,h2 ⋆Zρ ∈ D.

(iv) D ∈ H1
rad(R

N), pois Zρ ∈ H1
rad(R

N).

De (i)− (iv), temos D ∈ Dr. Assim, para todo u ∈ D temos

max
u∈D

F∞(u) = max
h∈[h1,h2]

F∞(h⋆Zρ) = mρ ,

donde concluı́mos

lr
ρ = inf

D∈Dr
max
u∈D

F∞(u)≤ max
h∈[h1,h2]

F∞(h⋆Zρ) = mρ ,

provando a afirmação e concluindo a demonstração.

Definição 2.9. Seja H o espaço de Hilbert separável de dimensão infinita (único a menos de isomor-

fismos). Uma variedade de Hilbert é um espaço metrizável separável tal que todo ponto possui uma

vizinhança homeomórfica a um aberto de H. (Veja [17] )

O lema a seguir é um caso especial do Teorema 21 contido em [10].

Lema 2.10. Seja M uma variedade de Hilbert e J ∈ C1(M,R) um funcional dado. Seja K ⊂ M

compacto e considere um subconjunto

C ⊂ {C ⊂ M;C é compacto e K ⊂C}

que é homotopicamente estável, isto é, é invariante com respeito a deformações deixando K fixado.

Assuma que

max
u∈K

J(u)< c := inf
C∈C

max
u∈C

J(u) ∈ R.

Seja σn ∈ R tal que σn −→ 0 e Cn ∈ C uma sequência tal que

0 ≤ max
u∈Cn

J(u)− c ≤ σn.

Então, existe uma sequência vn ∈ M tal que

(1) |J(vn)− c| ≤ σn;

(2) ∥∇Sρ
J(vn)∥ ≤ c̃

√
σn;

(3) dist(vn,Cn)≤ c̃
√

σn,
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para alguma constante c̃ > 0.

Lema 2.11.

Lρ := inf
D∈D0

max
u∈D

F(u)> mρ .

Demonstração. Como V ≥ 0, para todo u ∈ H1(RN),

F(u)≥ F∞(u).

Em particular, para todo D ∈ D0

max
u∈D

F(u)≥ max
u∈D

F∞(u).

Pela desigualdade anterior e pelo Lema (2.8), concluı́mos que para qualquer D ∈ D0,

max
u∈D

F(u)≥ max
u∈D

F∞(u)≥ inf
D∈D0

max
u∈D

F∞(u) = l0
ρ = mρ . (2.14)

Assim,

Lρ := inf
D∈D0

max
u∈D

F(u)≥ mρ .

Suponha agora, por contradição, que mρ = Lρ . Então, existe uma sequência minimizante

(Dn)n ⊂ D0 tal que

max
u∈Dn

F(u)→ mρ , quando n → ∞.

Por (2.14) e pelo Teorema do Confronto, também temos

max
u∈Dn

F∞(u)→ mρ , quando n → ∞.

Agora, considere o funcional F̃∞ : H1(RN)×R−→ R, restrito à M := Sρ ×R, definido por

F̃∞(u,h) := F∞(h⋆u).

Considere também

K := {(h1 ⋆Zρ ,0),(h2 ⋆Zρ ,0)} ⊂ M,

e

C := {C ⊂ M;C é compacto e K ⊂C}.

Vamos aplicar o Lema (2.10).
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Afirmação 1:

l̃ρ := inf
C∈C

max
(u,h)∈C

F̃∞(u,h) = lρ = mρ .

De fato, note que D ×{0} ⊂ C . Assim, para qualquer D ∈ D , temos

max
(u,h)∈D×{0}

F̃∞(u,h)≥ inf
C∈C

max
(u,h)∈C

F̃∞(u,h) = l̃ρ (2.15)

Mas, se (u,h) ∈ D×{0}, então u ∈ D e h = 0. Daı́,

F̃∞(u,h) = F∞(0⋆u) = F∞(u).

Logo, para qualquer D ∈ D ,

max
(u,h)∈D×{0}

F̃∞(u,h) = max
u∈D

F∞(u). (2.16)

De (2.15) e (2.16), obtemos então,

l̃ρ ≤ max
(u,h)∈D×{0}

F̃∞(u,h) = max
u∈D

F∞(u), para todo D ∈ D

e, portanto,

l̃ρ ≤ inf
D∈D

max
u∈D

F∞(u) = lρ . (2.17)

Agora, observe que, para qualquer C ∈ C , o conjunto DC := {h ⋆Zρ ;(u,h) ∈ C} ∈ D . De fato,

temos

(i) DC ⊂ Sρ , pois para todo (u,h) ∈C, temos u ∈ Sρ e h ∈ R. Daı́,

∥h⋆u∥2 = ∥u∥2 = ρ.

(ii) DC é compacto e conexo. De fato, considere f : C −→ H1(RN) definida por f (u,h) = h ⋆ u.

Temos que f é contı́nua, e DC = f (C), com C compacto e conexo.

(iii) Como K ⊂C, (h1 ⋆Zρ ,0),(h1 ⋆Zρ ,0) ∈C. Assim,

0⋆ (h1 ⋆Zρ) = h1 ⋆Zρ ∈ DC

e, analogamente, h2 ⋆Zρ ∈ DC .
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De (i),(ii),(iii), temos DC ∈ D , para qualquer C ∈ C . Assim, para qualquer C ∈ C

max
(u,h)∈C

F̃∞(u,h) = max
(u,h)∈C

F∞(h⋆u) = max
v∈DC

F∞(v)≥ inf
D∈D

max
u∈D

F∞(u) = lρ .

Da definição de ı́nfimo segue,

lρ ≤ inf
c∈C

max
(u,h)∈C

F̃∞(u,h) = l̃ρ .

Das duas desigualdades, segue a afirmação.

Resumindo, temos: M = Sρ ×R, variedade de Hilbert, F̃∞ ∈ C1(M;R) um funcional, K ⊂ M

compacto e podemos assumir max
K

F̃∞ ≤ l̃ρ = mρ . Estamos na hipótese do Lema (2.10). Como con-

sequência obtemos uma sequência (un,hn)n ⊂ M tal que

(1) |F̃∞(un,hn)−mρ | → 0, quando n → ∞;

(2) ∥∇Sρ×RF̃∞(un,hn)∥→ 0, quando n → ∞;

(3) dist((un,hn),Dn ×{0})→ 0, quando n → ∞.

Tomando vn := hn ⋆un, temos (vn)n ⊂ Sρ ⊂ H1(RN) e, como F̃∞(un,hn) = F∞(hn ⋆un) = F∞(vn), em

particular temos

(1) |F∞(vn)−mρ | → 0, quando n → ∞;

(2) ∥∇Sρ×RF∞(vn)∥→ 0, quando n → ∞.

Isso mostra que (vn)n é uma sequência de Palais Smale de F∞ em Sρ de nı́vel mρ satisfazendo a

Identidade de Pohozaev para F∞. Então, existem Multiplicadores de Lagrange µn ∈ R tais que,

(I)
1
2
∥∇vn∥2

2 −
1
p
∥vn∥p

p → mρ ;

(II) ∥F ′
∞(vn)−µnG′(vn)∥(H1(RN))∗ → 0, onde G(u) =

1
2

(
ρ2 −

∫
RN

|u|2dx
)

;

(III) ∥∇vn∥2
2 −

N(p−2)
2p

∥vn∥p
p → 0.

Fazendo (I)− 1
2(III), obtemos

∥vn∥p
p →

4p
N(p−2)−4

mρ . (2.18)
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e fazendo N(p−2)
2 (I)− (III), obtemos

∥∇vn∥2
2 →

2N(p−2)
N(p−2)−4

mρ . (2.19)

Logo, por (2.19), ∥∇vn∥2 é limitada, e portanto, vn é limitada em H1(RN). De (II) temos

0 ≤ |F ′
∞(vn)[vn]−µnG′(vn)[vn]|

∥vn∥H1(RN)

≤ ∥F ′
∞(vn)−µnG′(vn)∥(H1(RN))∗ → 0

onde

F ′
∞(vn)[vn]−µnG′(vn)[vn] =

∫
RN

|∇u|2dx−
∫
RN

|u|pdx+µn

∫
RN

v2
ndx.

Sendo assim,

∥∇vn∥2
2 −∥vn∥p

p +µn∥vn∥2
2 = o(1)

o que implica em

µn =
−∥∇vn∥2

2 +∥vn∥p
p

ρ2 +o(1).

De (2.18) e (2.19) conclúimos

µn →
mρ

ρ2

(2N − p(N −2)
N(p−2)−4

)
=: µ > 0

Como vn é limitada em H1(RN), passando a subsequência se necessário, vn converge fracamente

em H1(RN) para v, e então, v é solução fraca de −∆v+µv = |v|p−2v.

Afirmação: vn →±Zρ fortemente em H1(RN).

Primeiramente, observe que para todo ϕ ∈ H1(RN),

0 ≤ |F ′
∞(vn)[ϕ]−µnG′(vn)[ϕ]|

∥ϕ∥H1(RN
≤ ∥F ′

∞(vn)−µnG′(vn)∥(H1(RN))∗ = o(1).

Então, ∫
RN

∇vn∇ϕdx−
∫
RN

|vn|p−2vnϕdx+µn

∫
RN

vnϕdx = o(1)∥ϕ∥H1(RN)

A igualdade acima mostra que I′∞,µ(vn)→ 0, quando n → ∞ e, da convergência µn → µ e de (I),

concluı́mos I∞,µ(vn)→ mρ +
µ

2
ρ2, quando n → ∞. Assim, vn é sequência de Palais Smale de I∞,µ de

nı́vel mρ +
µ

2
ρ2. Como consequência, segue do Lema da Separação que

vn = v+
m

∑
j=1

u j(.− y j
n)+o(1)
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em H1(RN), onde m ≥ 0 e u j ̸≡ 0 é solução de

−∆u j +µu j = |u j|p−2u j

com |y j
n| −→ ∞. Mais ainda, colocando

γ := ∥v∥2
2 e α j := ∥u j∥2

2

temos

ρ
2 = γ

2 +
m

∑
j=1

α
j (2.20)

e, portanto, pelo menos uma das funções limite deve ser não trivial. Além disso,

Iµ(vn) = Iµ(v)+
m

∑
j=1

I∞,µ(u j)

de onde temos

F∞(vn)+
µ

2
ρ

2 = F∞(v)+
µ

2
γ

2 +
( m

∑
j=1

F∞(u j)+
µ

2
α

2
j

)
+o(1)

e, então, por (2.20),

F∞(vn) = F∞(v)+
m

∑
j=1

F∞(u j)+o(1).

Agora, como F∞(w)≥ m∥w∥2 , temos

F∞(v)≥ m∥v∥2 = mγ ≥ mρ

E, se u j é não trivial, então

F∞(u j)≥ mα j ≥ mρ .

Então, se duas ou mais funções limites são não triviais temos uma contradição pois, neste caso,

mρ +o(1) = F∞(vn) = F∞(v)+
m

∑
j=1

F∞(u j)+o(1)≥ 2mρ +o(1).

Portanto, ou m = 1 e v ≡ 0 ou, m = 0 e v ̸≡ 0.

Caso m = 1 e v ≡ 0, terı́amos vn = u1(.−y1
n)+o(1) e definimos ṽn := vn(.+y1

n) = u1 +o(1). Por

outro lado, por (3), temos dist((un,hn),Dn ×{0})→ 0, quando n → ∞. Logo, vn = ϕn + o(1), com

ϕn ∈ Dn. Como ϕn ∈ Dn ∈ D0, temos β (ϕn) = 0, para todo n ∈ N. Além disso, pela continuidade de

β ∈ H1(RN)\{0}, e do fato de u1 = ṽn +o(1) e vn = ϕn +o(1), obtemos

β (u1) = β (ṽn)+o(1) = β (ϕ̃n)+o(1) = β (ϕn(.+ y1
n))+o(1) = y1

n +o(1)
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o que contradiz o fato de |y1
n| −→ ∞.

Portanto, devemos assumir m = 0 e v ̸≡ 0. Então, vn → v, fortemente em H1(RN). Usando

novamente (3), temos β (v) = 0, isto é, v é radial. Portanto, pela unicidade da solução radial do

problema segue que vn →±Zρ fortemente em H1(RN).

Observe por fim que isso implica em

F(vn) = F∞(vn)+
1
2

∫
RN

V (x)v2
ndx → mρ +

1
2

∫
RN

V (x)Z2
ρ > mρ

quando n → ∞, o que é uma contradição, visto que max
u∈Dn

F(u)→ mρ .

Proposição 2.12. Para todo ρ > 0, tem-se mV,ρ ≥ Lρ .

Demonstração. Dados γ ∈ Γρ e h ∈ [h1,h2], consideremos a aplicação fh : BR → RN , definida por

fh(y) = β (γ(y,h)), onde β denota o baricentro. Observe que se (y,h) ∈ ∂Q, então

fh(y) = β (γ(y,h)) = β (h⋆Zρ(.− y)) = β (h⋆Zρ)+ y = y.

Logo, fhi(y) = 0, para i = 1,2, se, e somente se, y = 0. Além disso, fh(y) = y ̸= 0, para qualquer

y ∈ ∂BR.

Portanto, deg( fh,BR,0)= 1, para todo h∈ [h1,h2], onde deg( fh,BR,0) denota o grau topológico de

Brower de fh com respeito a BR em 0. Sendo assim, existe um conjunto compacto e conexo Q0 ⊂ Q,

tal que (0,h1),(0,h2) ∈ Q0, e β (γ(y,h)) = 0, para todo (y,h) ∈ Q0. Definindo D0 := γ(Q0) ∈ D0,

temos

max
(y,h)∈Q

F(γ(y,h))≥ max
(y,h)∈Q0

F(γ(y,h)) = max
u∈D0

F(u)≥ inf
D∈D0

max
u∈D

F(u) = Lρ .

Da definição de ı́nfimo, obtemos

Lρ ≤ inf
γ∈Γ

max
(y,h)∈Q

F(γ(y,h)) = mV,ρ .

Proposição 2.13. Para todo ρ > 0 e todo ε > 0, existem R > 0 e h1 < 0 < h2 tais que, sendo

Q = BR × [h1,h2] com R ≥ R, h1 ≤ h1, h2 ≥ h2, vale

max
(y,h)∈∂Q

F(h⋆Zρ(.− y))< mρ + ε.
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Demonstração. Como

F(u) = F∞(u)+
1
2

∫
RN

V (x)u2dx,

temos

F(h⋆Zρ(.− y)) = F∞(h⋆Zρ(.− y))+
1
2

∫
RN

V (x− y)(e
N
2 hZρ

(
eh(x− y)

)2dx

= F∞(h⋆Zρ)+
eNh

2

∫
RN

V (x− y)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx

onde

F∞(h⋆Zρ) =
e2h
2

∫
RN

|∇Zρ |2dx− e
Nh(p−2)

2

p

∫
RN

|Zρ |pdx.

Então,

F∞(h⋆Zρ) =

{
O
(
e

Nh(p−2)
2

)
→−∞, quando h → ∞

O
(
e2h)→ 0, quando h →−∞.

(2.21)

Além disso,

eNh

2

∫
RN

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx =

∫
RN

V (e−hx+ y)Z2
ρ(x)dx

=

{
→ 0, quando h →−∞ uniformemente em y ∈ RN

≤ ∥V∥∞ρ2, para todo h ∈ R

visto que lim
|x|→∞

V (x) = 0. Assim,

F(h⋆Zρ(.− y))→−∞, quando h → ∞ uniformemente em y ∈ BN
R

para qualquer R > 0 e

F(h⋆Zρ(.− y))→ 0, quando h →−∞ uniformemente em y ∈ RN .

Portanto,

max
y∈BR,h∈[h1,h2]

F(h⋆Zρ(.− y))< mρ ,

desde que |h1| e h2 sejam suficientemente grandes. Mais ainda, para |y| = R com R suficientemente

grande e h ∈ [h1,h2] escolhemos α ∈ (0,1) tal que

α(1+ e−h1)< 1

e, então temos

eNh
∫
RN

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx = eNh

∫
|x|>αR

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx+ eNh

∫
|x|≤αR

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx

≤ eNh
∫
|x|>αR

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx+ eNh

∫
|x−y|>αRe−h

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx.
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A primeira integral é limitada pois

eNh
∫
|x|>αR

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx ≤ ∥V∥L∞(|x|>αR)

∫
|x|>αR

Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx

≤ ∥V∥L∞(|x|>αR)

∫
RN

Z2
ρ(x)dx

−→ 0,

quando R → ∞, e a segunda integral satisfaz

eNh
∫
|x−y|>αRe−h

V (x)Z2
ρ

(
eh(x− y)

)
dx =

∫
|ξ |>αR

V (e−hξ − y)Z2
ρ(ξ )dξ

≤ ∥V∥∞

∫
|ξ |>αR

Z2
ρ(ξ )dξ

−→ 0,

quando R → ∞. Portanto, segue o resultado.

Pelas proposições (2.12) e (2.13), podemos escolher R > 0 e h1 < 0 < h2, tais que

max
(y,h)∈∂Q

F(h⋆Zρ(.− y))< mV,ρ

Isso implica que F possui uma Geometria do Linking e que existe uma sequência de Palais Smale

de nı́vel mV,ρ . Nosso objetivo será provar que mV,ρ é um valor crı́tico de F . O Lema a seguir nos será

útil no futuro.

Lema 2.14. Se |h1|,h2 são sufientemente grandes, então

mV,ρ ≤ mρ +
∥V∥∞

2
ρ

2

Demonstração. Pela definição de mV,ρ , temos

mV,ρ ≤ max
(y,h)∈Q

F(h⋆Zρ(.− y))

= max
(y,h)∈Q

{
F∞(h⋆Zρ)+

1
2

∫
RN

V (x)(h⋆Zρ)
2(x− y)dx

}
≤ mρ +

1
2
∥V∥∞ρ

2

para |h1|,h2 sufientemente grandes.

Observação 2.15. Em particular, sob as hipóteses (V1), o Lema 2.14 fornece

mV,ρ < 2mρ .
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Com efeito, por (V1), ∥V∥∞ < 2min
(
1, 2

N

)mρ

ρ2 , daı́ ∥V∥∞ρ2 < mρ . Pelo Lema 2.14, temos

mV,ρ ≤ mρ +
∥V∥∞

2
ρ

2 < 2mρ . (2.22)

2.4 Uma sequência de Palais Smale limitada

O objetivo desta seção é construir uma sequência limitada de Palais Smale (vn) ⊂ H1(RN) de F

restrito à Sρ de nı́vel mV,ρ . Como consequência, (vn) convirgirá fracamente em H1(RN) para uma

solução fraca da equação, como desejamos.

Considere o funcional C 1, F̃ : H1(RN)×R→ R, definido por

F̃(u,h) := F(h⋆u) para todo (u,h) ∈ H1(RN)×R

e defina

Γ̃ρ := {γ̃ ∈C(Q,Sρ ×R); γ̃(y,h) = (h⋆Zρ(.− y),0) para todo (y,h) ∈ ∂Q}

e

m̃V,ρ := inf
γ̃∈Γ̃ρ

max
(y,h)∈Q

F̃(γ̃(y,h)).

Lema 2.16. (a) m̃V,ρ = mV,ρ

(b) Se (un,hn)n é uma sequência (PS)c para F̃ e hn → 0, então (hn ⋆ un)n é uma sequência (PS)c

para F.

Demonstração. (a) Primeiramente, note que, para qualquer γ ∈ Γρ ,

(
γ(y,h),0

)
=
(
h⋆Zρ(.− y),0

)
, ∀(y,h) ∈ ∂Q.

Logo, Γρ ×{0} ⊂ Γ̃ρ e, então

m̃V,ρ = inf
γ̃∈Γ̃ρ

max
(y,h)∈Q

F̃(γ̃(y,h))

≤ max
(y,h)∈Q

F̃(γ(y,h),0),

≤ max
(y,h)∈Q

F(γ(y,h)).

Portanto, m̃V,ρ ≤ mV,ρ . Por outro lado, para γ̃ = (u,h) ∈ Γ̃ρ , a função γ := h⋆u ∈ Γρ e satisfaz
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max
(y,t)∈Q

F̃(γ̃(y,h)) = max
(y,t)∈Q

F̃(u(y, t),h)

= max
(y,t)∈Q

F(h⋆u(y, t))

= max
(y,t)∈Q

F(γ(y, t)).

Assim,

mV,ρ = inf
γ∈Γρ

max
(y,h)∈Q

F(γ(y,h))

≤ max
(y,t)∈Q

F(γ(y, t))

= max
(y,t)∈Q

F̃(γ̃(u,h)).

Portanto, mV,ρ ≤ m̃V,ρ . Das duas desigualdades segue a igualdade.

(b) Ver [13].

Proposição 2.17. Seja g̃n ∈ Γ̃ρ uma sequência tal que

max
(y,h)∈Q

F̃(g̃n(y,h))≤ mV,ρ +
1
n
.

Então, existem uma sequência (un,hn)n ∈ Sρ ×R e c̃ > 0 tal que

mV,ρ −
1
n
≤ F̃(un,hn)≤ mV,ρ +

1
n

min
(y,h)∈Q

∥(un,hn)− g̃n(y,h)∥H1(RN)×R ≤ c̃√
n

e

∥∇Sρ×RF̃(un,hn)∥ ≤
c̃√
n
.

Observação 2.18. A última desigualdade significa que

|DF̃(un,hn)[(z,s)]≤
c̃√
n
(∥z∥H1(RN)+ |s|)

para todo

(z,s) ∈
{

H1(RN)×R;
∫
RN

zun = 0
}
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Demonstração. Considere J = F̃ e

M := Sρ ×R, (Variedade de Hilbert);

K := {(h⋆Zρ(.− y),0);(y,h) ∈ ∂Q} ⊂ M;

C := Γ̃ρ ;

Cn := {g̃n(y,h); (y,h) ∈ Q}.

Temos

C ⊂ {C ⊂ M;C é compacto e K ⊂C}

e, assumimos que

max
(y,h)∈∂Q

F̃(h⋆Zρ(.− y),0)< inf
γ̃∈Γ̃ρ

max
(y,h)∈∂Q

F̃(γ̃(y,h)) ∈ R.

Considerando σn =
1
n ∈ R, temos σn → 0 e, por hipótese

0 ≤ max
(y,h)∈Q

F̃(g̃n(y,h))−mV,ρ ≤ 1
n
.

Pelo Lema (2.10), existe uma sequência (un,hn)n ∈ Sρ ×R tal que

(1) |F̃(un,hn)−mρ | ≤ σn;

(2) ∥∇Sρ×RF̃(un,hn)∥ ≤ c̃
√

σn;

(3) dist(y,h)∈Q((un,hn), g̃(y,h))≤ c̃
√

σn,

para alguma constante c̃ > 0.

Como consequência, a proposição seguinte fornece uma obtemos uma sequência limitada de Pa-

lais Smale de F de nı́vel mV,ρ .

Proposição 2.19. Existe uma sequência limitada (vn)n em Sρ tal que

F(vn)→ mV,ρ e ∇Sρ
F(vn)→ 0 (2.23)

e

∥vn∥2
2 −

N(p−2)
2p

∥vn∥p
p +

∫
RN

V (x)(Nv2
n +2vn∇vn.x)dx → 0 (2.24)
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quando n → ∞. Além disso, a sequência de Multiplicadores de Lagrange

λn :=−DF(vn)[vn]

ρ2 (2.25)

admite uma subsequência λn → λ , com

0 < λ ≤
(

2q+
8

N(p−2)−4
min(1,

2
N
)
)mρ

ρ2 . (2.26)

Demonstração. Por definição de ı́nfimo, para cada n ∈ N, existe gn ∈ Γρ tal que

max
(y,h)∈Q

F(gn(y,h))≤ mV,ρ +
1
n
.

Como F(u) = F(|u|), para qualquer u ∈ H1(RN), podemos assumir, sem perda de generalidade, que

gn(y,h)≥ 0, q.t.p em RN . Tomando g̃n := (gn(y,h),0) ∈ Γ̃ρ , temos

max
(y,h)∈Q

F̃(g̃n(y,h)) = max
(y,h)∈Q

F̃(gn(y,h),0) = max
(y,h)∈Q

F(0⋆gn(y,h)) = max
(y,h)∈Q

F(gn(y,h))≤ mV,ρ +
1
n
.

Assim, pela proposição anterior, existe uma sequência (un,hn)n ∈ Sρ ×R tal que

F(hn ⋆un)→ mV,ρ

min
(y,h)∈Q

∥(un,hn), g̃(y,h)∥H1(RN)×R ≤ c̃
√

σn

∥∇Sρ×RF̃(un,hn)∥ ≤ c̃
√

σn.

Esta última condição significa que

|DF̃(un,hn)[(z,s)]≤
c̃√
n
(∥z∥H1(RN)+ |s|) (2.27)

para todo

(z,s) ∈
{

H1(RN)×R;
∫
RN

zun = 0
}
,

como observado anteriormente. Além disso, da segunda condição

|hn| ≤ |hn −0| ≤ min
(y,h)∈Q

∥(un,hn),(g(y,h),0)∥H1(RN) → 0,

quando n → ∞. Assim, existe (yn,hn) ∈ Q = BR × [h1,h2] tal que

un −gn(yn,hn) = o(1)

em H1(RN), quando n → ∞.
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Defina, vn := hn ⋆un. Como gn(y,h)≥ 0, q.t.p em RN , então

∥u−n ∥2 ≤ ∥un −gn(yn,hn)∥2 = o(1)

Podemos então concluir, passando a subsequência se necessário, que u−n → 0, q.t.p. em RN . Logo,

∥v−n ∥2 = ∥(hn ⋆u−n )∥2 = ∥u−n ∥2 → 0

Mais ainda, pelo Lema (2.16), (vn) é uma sequência de Palais Smale de F .

Similarmente, para w ∈ H1(RN), definindo w̃n :=−hn ⋆w temos que

DF̃(un,hn)[(w̃n,0)] = ∂unF̃(un,hn)[w̃n]+∂hnF̃(un,hn)[0]

= lim
t→0

F̃(un + tw̃n,hn)− F̃(un,hn)

t

= lim
t→0

F(hn ⋆ (un + tw̃n))− F̃(un,hn)

t

= lim
t→0

F(hn ⋆un + thn ⋆ w̃n)− F̃(un,hn)

t

= lim
t→0

F(vn + tw)−F(vn)

t

= DF(vn)[w].

Além disso, podemos perceber que
∫
RN vnw = 0 é equivalente a ter

∫
RN unw̃n = 0 visto que,∫

RN
vnw =

∫
RN

(hn ⋆un)(x)w(x)dx

=
∫
RN

e
N
2 hun(ehnx)w(x)dx

=
∫
RN

un(y)e
−N

2 hnw(e−hny)dy

=
∫
RN

un(y)(−hn ⋆w)(y)dy

=
∫
RN

unw̃ndy

Logo, por (2.27) temos

∇Sρ
F(vn)→ 0

e segue (2.23).

Agora, vamos provar que

∥vn∥2
2 −

N(p−2)
2p

∥vn∥p
p +

∫
RN

V (x)(Nv2
n +2vn∇vn.x)dx → 0
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quando n → ∞. Pela proposição (2.17),

|DF̃(un,hn)[(0,1)]≤
c̃√
n

e, portanto, DF̃(un,hn)[(0,1)]→ 0, quando n → ∞. Agora, observe que

d
dh

(∫
RN

V (x)eNhu2(ehx)dx
)
=

∫
RN

V (x)eNhNu2(ehx)+V (x)eNh2u(ehx)eh
∇u(ehx).xdx

=
∫
RN

V (x)[N(e
Nh
2 u(ehx))2 +2(eNhu(ehx))(eh

∇u(ehx)).xdx

=
∫
RN

V (x)[Nṽ2 +2ṽ∇ṽ.x]dx

com ṽ = h⋆u. Assim, como

F∞(h⋆u) =
1
2

∫
RN

|∇(h⋆u)|2dx− 1
p

∫
RN

|h⋆u|pdx =
eh

2
∥∇u∥2 − e

Nh(p−2)
2

p
∥u∥p

p

temos

d
dh

(
F∞(h⋆u)

)
=

eh

2
∥∇u∥2 − N(p−2)

2p
e

Nh(p−2)
2 ∥u∥p

p

= ∥∇v∥2 − N(p−2)
2p

∥v∥p
p

Como hn → 0, temos para vn = hn ⋆un

∥vn∥2
2 −

N(p−2)
2p

∥vn∥p
p +

∫
RN

V (x)(Nv2
n +2vn∇vn.x)dx =

d
dh

F(hn ⋆un) = DF̃(un,hn)[(0,1)]→ 0,

quando n → ∞, isto é, vn satisfaz a Identidade de Pohozaev.

A fim de mostramos que (vn) é limitada em H1(RN), indicamos

an := ∥∇vn∥2

bn := ∥vn∥p
p

cn :=
∫
RN

V (x)v2
ndx

dn :=
∫
RN

V (x)vn∇vn.xdx
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Então, podemos escrever

F(vn) =
1
2

an +
1
2

cn −
1
p

bn,

de onde obtemos

an + cn −
2
p

bn = 2mV,ρ +o(1), quando n → ∞. (2.28)

Reescrevendo (2.24), temos

an −
N(p−2)

2p
bn +

N
2

cn +dn = o(1), quando n → ∞, (2.29)

e, por (2.25)

an + cn −bn +ρ
2
λn = o(1)

(
a

1
2
n +1

)
, quando n → ∞. (2.30)

A presença do termos a
1
2
n + 1 na expressão acima vem do fato de que, até então, não sabemos se

an é limitada.

Subtraindo membro a mebro da igualdade obtida em (2.29), a igualdade obtida em (2.30), obtemos

bn =
2p

N(p−2)−4

(
2mV,ρ +

(N −2)
2

cn +dn

)
+o1

Substituindo em (2.29), segue que

an =
N(p−2)

N(p−2)−4
2mV,ρ +

N(4− p)
N(p−2)−4

cn +
4

N(p−2)−4
dn +o(1) (2.31)

Agora, observe que, pelas hipóteses (V1), ∥V∥∞ρ2 < 2mρ . Portanto, por Hölder, obtemos

cn ≤
∫
RN

V (x)v2
ndx ≤ ∥V∥∞ρ

2 < 2mρ .

Além disso, como 2+
4
N

< p, temos 2N −4 > N(4− p), daı́

N(4− p)cn < (2N −4)cn < 2(2N −4)mρ < 6Nmρ .

Também por Hölder,

dn =
∫
RN

V (x)vn∇vn.xdx ≤ ∥W∥∞∥vn∥2∥∇vn∥2 = ∥W∥∞ρa1/2
n

Assim, de (2.31)

(N(p−2)−4)a1/2
n ≤ 2∥W∥∞ρ +

√
2N(2p−1)mρ(N(p−2)−4)+4∥W∥2

∞ρ2 +o(1).
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Portanto, (an)n é limitada, isto é,
∫
RN

|∇vn|2dx < ∞. Então,

∥vn∥H1(RN) = ∥vn∥2
2 +∥∇vn∥2

2 < ∞

de onde concluı́mos que (vn) é limitada.

Resta provar que a sequência de Multiplicadores de Lagrange

λn :=−DF(vn)[vn]

ρ2

admite subsequência convergente e vale (2.26).

Como an é limitada, podemos perceber por (2.28) e (2.30), que também são limitadas as sequências

(bn),(cn),(dn),(λn). Por Bolzano Weierstrass, passando a subsequência, temos

an → a ≥ 0;

bn → b ≥ 0;

cn → c ≥ 0;

dn → d;

λn → λ .

Desse modo, passando a subsequência adequada e, fazendo n → ∞ em (2.28), (2.29) e (2.30),

obtemos

a+ c− 2
p

b = 2mV,ρ , (2.32)

a− N(p−2)
2p

b+
N
2

c+d = 0, (2.33)

e

a+ c−b+ρ
2
λ = 0, (2.34)

o que implica em
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ρ
2
λ = b−a− c

=
p−2

p
b−2mV,ρ

=
p(2−N)+2N
N(p−2)−4

2mV,ρ +
(N −2)(p−2)
N(p−2)−4

c+
2(p−2)

N(p−2)−4
d

>
p(2−N)+2N
N(p−2)−4

2mρ +
(N −2)(p−2)
N(p−2)−4

c+
2(p−2)

N(p−2)−4
d.

Por (V1),

∥W∥∞ ≤ m
1
2
ρ

2N − p(N −2)
ρ

( N(p−2)−4
2(p−2)

(
N(2p−1)(p−2)+2(p(2−N)+2N)

)) 1
2
,

e, portanto,

(p−2)∥W∥∞ρ

(2∥W∥∞ρ +
√

4∥W∥2
∞ρ2 +2N(2p−1)mρ(N(p−2)−4)

N(p−2)−4

) 1
2
< (p(2−N)+2N)mρ .

Assim,

(p−2)|d| ≤ (p−2)∥W∥∞a1/2

≤ (p−2)∥W∥∞ρ

(2∥W∥∞ρ +
√

4∥W∥2
∞ρ2 +2N(2p−1)mρ(N(p−2)−4)

N(p−2)−4

) 1
2

≤ (p(2−N)+2N)mρ .

Se N > 2,

ρ
2
λ >

p(2−N)+2N
N(p−2)−4

2mρ +
(N −2)(p−2)
N(p−2)−4

c+
2(p−2)

N(p−2)−4
d

>
1

N(p−2)−4

[
(p(2−N)+2N)2mρ +(N −2)(p−2)c−2mρ(2N − p(N −2))

]
=

(N −2)(p−2)
N(p−2)−4

c

> 0.

Se N = 1, então

ρ
2
λ =

2+ p
p−6

2mV,ρ −
(p−2)
p−6

c+
2(p−2)

p−6
d

>
2+ p
p−6

2mρ +
(p−2)
p−6

mρ −
2mρ(p+2)

p−6

=
(p−2)
p−6

mρ

> 0.
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e, por fim, se N = 2, então

ρ
2
λ =

8
2p−8

2mV,ρ +
2(p−2)
2p−8

d > 0

visto que −2(p−2)d ≤ (p−2)|d| ≤ 8mρ ≤ 8mV,ρ . De todos os casos segue que λ > 0.

De modo análogo, como

λρ
2 =

2N − p(N −2)
N(p−2)−4

2mV,ρ +
(p−2)(N −2)
N(p−2)−4

c+
2(p−2)

N(p−2)−4
d

(p−2)|d| ≤ mρ(2N − p(N −2))

c ≤ ∥V∥∞ρ
2 < 2θmρ , com θ = min

(
1,

2
N

)
obtemos

λρ
2 ≤ 2N − p(N −2)

N(p−2)−4
2
(

mρ +
∥V∥∞

2
ρ

2
)
+

(p−2)(N −2)
N(p−2)−4

∥V∥∞ρ
2 +

(2N − p(N −2)
N(p−2)−4

2mρ

≤ 2N − p(N −2)
N(p−2)−4

2(mρ +θmρ)+
(p−2)(N −2)
N(p−2)−4

2θmρ +
(2N − p(N −2)

N(p−2)−4
2mρ

= mρ

(
2
(4N −2p(N −2)

N(p−2)−4

)
+

8θ

N(p−2)−4

)
= mρ

(
2q+

8θ

N(p−2)−4

)
com q definido em (2.6). Logo,

0 < λ ≤
(

2q+
8

N(p−2)−4
min(1,

2
N
)
)mρ

ρ2 .

2.5 Convergência da sequência de Palais Smale

Como (vn) é limitada em H1(RN), passando a subsequência, vn converge fracamente para v ∈

H1(RN). De ∥v−n ∥2 → 0, quando n → ∞, temos v ≥ 0, e pela convergência fraca vn ⇀ v, temos que v

é solução da equação

−∆u+V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN

satisfazendo

∥v∥2 ≤ lim in f∥vn∥2 = ρ
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Para garantir que v é solução do problema (2.1), resta mostrar que ∥v∥2 = ρ . Pelo Teorema de

Multiplicadores de Lagrange,

∥DF(vn)−λnG′(vn)∥(H1(RN))∗ = o(1), onde G(u) :=
1
2

(
ρ

2 −
∫
RN

u2dx
)
.

Assim,

DF(vn)ϕ +λn

∫
RN

vnϕdx = o(1)∥ϕ∥, para todo ϕ ∈ H1(RN),

de onde temos∫
RN

∇vn∇ϕdx+
∫
RN

V (x)vnϕdxλn

∫
RN

vnϕdx−
∫
RN

|vn|p−2vnϕdx = o(1)∥ϕ∥,

isto é,

DIλ (vn)−→ 0, quando n → ∞.

Além disso,

Iλ (vn) = F(vn)+
λn

2
ρ

2 −→ mV,ρ +
λ

2
ρ

2.

Portanto, (vn) é sequência de Palais Smale de Iλ de nı́vel mV,ρ +
λ

2
ρ2. Pelo Lema da Separação,

existem k ≥ 0 inteiro, k soluções não triviais w1, ...,wk ∈ H1(RN) para a equação limite

−∆w+λw = |w|p−2w

e k sequências {y j
n}n ⊂ Rn, 1 ≤ j ≤ k, com |y j

n| −→ ∞, de modo que

vn = v+
k

∑
j=1

w j(.− y j
n)+o(1), fortemente em H1(RN),

∥vn∥2
2 = ∥v∥2

2 +
k

∑
j=1

∥w j∥2
2 +o(1),

e

Iλ (vn)−→ Iλ (v)+
k

∑
j=1

I∞,λ (w
j)

Observe que, se k = 0, então vn → v fortemente em H1(RN) e ρ = ∥vn∥2 = ∥v∥2. Portanto, v é

solução do problema (2.1).

Suponhamos então, por contradição, que k ≥ 1, ou equivalentemente, γ := ∥v∥2 < ρ . Primeira-

mente, observe que o caso v ≡ 0, pode ser excluı́do. De fato, se v ≡ 0 e k = 1 então

0 ≤ vn = w1(.− y1
n)+o(1)
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e

∥vn∥2
2 = ∥w1∥2

2 +o(1)

donde w1 > 0 e ∥w1∥2 = ρ . Além disso, terı́amos

Iλ (vn)−→ I∞,λ (w
1) = F∞(w1)+

λ

2

∫
RN

(w1)2dx = mρ +
λ

2
ρ

2

Mas, por outro lado,

Iλ (vn)−→ mV,ρ +
λ

2
ρ

2

Da unicidade do limite, terı́amos mV,ρ = mρ , um absurdo visto que mV,ρ > mρ .

Agora, observe que como

Iλ (vn) = Iλ (v)+
k

∑
j=1

I∞,λ (w
j)

se v ≡ 0 e k ≥ 2,

F(vn)→
k

∑
j=1

F∞(w j).

Tomando α j = ∥w j∥2, observamos que

F∞(w j)≥ mα j ≥ mρ .

Logo,

mV,ρ =
k

∑
j=1

F∞(w j)≥
k

∑
j=1

mα j > kmρ ≥ 2mρ

contradizendo (2.22).

Sendo assim, podemos assumir v ̸≡ 0. Como F(vn)→ mV,ρ e

Iλ (vn) = Iλ (v)+
k

∑
j=1

I∞,λ (w
j),

temos

F(vn)+
λ

2
∥vn∥2

2 = F(v)+
λ

2
∥v∥2

2 +
k

∑
j=1

(
F∞(w j)+

λ

2
∥w j∥2

2

)
o que equivale a

mV,ρ +
λ

2
ρ

2 = F(v)+
λ

2
∥v∥2

2 +
k

∑
j=1

F∞(w j)+
λ

2

k

∑
j=1

α
2
j .

Mas, pelo Lema da Separação

ρ
2 = γ

2 +
k

∑
j=1

α
2
j .
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Assim, temos

mV,ρ = F(v)+
k

∑
j=1

F∞(w j)

> F(v)+
k

∑
j=1

mα j

≥ F(v)+mα

≥ F(v)+mρ

onde α := max j α j. Mais ainda,

Iλ (v) = max
t>0

Iλ (tv).

Agora, seja β tal que λβ = λ e Zβ solução do problema
−∆Zβ +λβ Zβ = |Zβ |p−2Zβ , in RN ,

Zβ > 0,
∥Zβ∥2 = β

(2.35)

isto é, Zβ satisfaz a equação limite com multiplicador λ e β ≤ α . Escreva θ = min
(

1,
2
N

)
então, por

(V1), ∥V∥∞

ρ2

2
< θmρ e

(1+θ)mρ = mρ +θmρ

≥ mρ +∥V∥∞

ρ2

2
≥ mV,ρ

≥ mα +F(v)

= mα + Iλ (v)−
λ

2
γ

2

= mα +max
t>0

Iλ (tv)−
λ

2
γ

2

≥ mα +max
t>0

I∞,λ (tv)−
λ

2
(ρ2 −α

2)

≥ mα + I∞,λ (Zβ )
− λ

2
(ρ2 −α

2)

≥ mα +mβ +
λ

2
(α2 +β

2 −ρ
2).

Como mβ ≥ mα > mρ e θ ≤ 1, temos

(1+θ)mρ > 2mρ +
λ

2
(α2 +β

2 −ρ
2)
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e, portanto,

0 >
λ

2
(α2 +β

2 −ρ
2).

Logo,

α
2 +β

2 −ρ
2 < 0. (2.36)

Além disso, pela Proposição 2.19 e por (2.7) temos

(1+θ)mρ ≥ mα +mβ +
λ

2
(α2 +β

2 −ρ
2)

≥ mρ

(
ρ

α

)q
+mρ

(
ρ

β

)q
− ρ2 −α2 −β 2

ρ2

(
q+

4θ

N(p−2)−4

)
mρ

de onde obtemos

1+q+
θN(p−2)

N(p−2)−4
>

ρq

αq +
ρq

β q +
(

α2

ρ2 +
β 2

ρ2

)(
q+

4θ

N(p−2)−4

)
.

Agora, vamos considerar a seguinte afirmação: Afirmação: Para todo A > q

min
{

x−q/2 + y−q/2 +A(x+ y) ; x,y > 0 e x+ y ≤ 1
}
≥ 3

2
q+2

Observação: Garantida a validade da afirmação, concluı́mos o resultado, pois basta tomar

A = q+
4θ

N(p−2)−4
x =

α2

ρ2 y =
β 2

ρ2 ;

Por (2.36), x+ y ≤ 1, e temos x,y > 0, com

x−q/2 =
ρq

αq e y−q/2 =
ρq

β q

e, assim

x−q/2 + y−q/2 +A(x+ y) =
ρq

αq +
ρq

β q +
(

α2

ρ2 +
β 2

ρ2

)(
q+

4θ

N(p−2)−4

)
< 1+q+

θN(p−2)
N(p−2)−4

o que implica

min{x−q/2 + y−q/2 +A(x+ y)}< 1+q+
θN(p−2)

N(p−2)−4

e, pela afirmação, terı́amos

3
2

q+2 < 1+q+
θN(p−2)

N(p−2)−4
⇒ θ >

2
N
,

um absurdo. ♢
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Provemos então a afirmação. Para isso, considere a função g : (0,∞) → R, definida por

g(x) := 2x−q/2 +2Ax. Observe que

g′(x) =−qx
−q−2

2 +2A

e, portanto,

g′(x) = 0 ⇔ x =
( q

2A

) 2
q+2

.

Além disso,

g′′(x) =
(q2 +2q

2

)
x−q/2−2 ≥ 0

isto é, g é côncava para cima em todo seu domı́nio. Logo, g atinge mı́nimo em x =
( q

2A

) 2
q+2 , e é

estritamente decrescente em (0,x) e estritamente crescente em (x,∞). Então,

min
(0,1/2]

g =

{
g(x), se x ≤ 1/2
g(1/2), se x ≥ 1/2.

(2.37)

Além disso, observe que

M = min{x−q/2 + y−q/2 +A(x+ y) ; x,y > 0 e x+ y ≤ 1}

= min{(x−q/2 +Ax)+(y−q/2 +Ay) ; x,y > 0 e x+ y ≤ 1}

= min
{g(x)+g(y)

2
; x,y > 0 e x+ y ≤ 1

}
= min

(0,1/2]
g.

No caso x ≤ 1/2, temos

min
(0,1/2]

g = g(x) = 2
[( q

2A

) 2
q+2

]−q/2
+2A

( q
2A

) 2
q+2

= (2+q)
(2A

q

) q
q+2

≥ (2+q)2
q

2+q

≥ (2+q)ln2
q

2+q+1

= qln2+2+q

> q
1
2
+2+q

=
3
2

q+2.
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No caso em que x ≥ 1/2, temos

min
(0,1/2]

g = g(1/2) = 2
(1

2

)−q/2
+2A

(1
2

)
= 2.2q/2 +A

> 2.2q/2 +q

≥ qln2+2+q

>
3
2

q+2.

Portanto,

M = min
(0,1/2]

g ≥ 3
2

q+2,

provando a afirmação e concluindo o resultado. □

2.6 Prova do Teorema no caso (V2)

A estratégia para provar o Teorema 2.5 assumindo que valem as hipóteses (V2) será similar a

utilizada quando consideramos as hipóteses (V1). Primeiramente, garantiremos que F possui uma

Geometria do Linking e, a partir daı́, garantiremos existência de sequência limitada de Palais Smale.

Os resultados comuns e detalhes análogos serão omitidos. Em particular, observe que os resultados

obtidos até, e incluindo, a proposição (2.12), continuam válidos para o caso (V2), com prova exata-

mente igual. Entretanto, precisaremos adaptar a prova da Proposição (2.13), esta que é fundamental

para garantir a Geometria do Linking. O próximo Lema fornecerá uma limitação superior para mV,ρ .

Lema 2.20. Se

∥V∥N
2
<

2N(p−2)
N(p−2)−4

((
1+

2
N

)N(p−2)−4
N(p−2) −1

) mρ0

∥Zρ0∥2
2∗

então mV,ρ <
(
1+ 2

N

)
mρ .

Demonstração. Primeiramente, observe que para todo (y,h) ∈ Q, tomando γ(y,h) := h ⋆ Zρ(.− y),
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temos

mV,ρ ≤ max
(y,h)∈Q

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
≤ max

y∈RN ,h∈R
F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
= max

y∈RN ,h∈R

(
F∞(h⋆Zρ)+

1
2

∫
RN

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx
)

= max
y∈RN ,h∈R

(
F∞(h⋆Zρ)+

1
2

∫
RN

V (x+ y)(h⋆Zρ)
2dx

)
≤ max

h∈R

(
F∞(h⋆Zρ)+

1
2
∥V∥N

2
∥h⋆Zρ∥2

2∗

)
= max

h∈R

(e2h

2
(
∥∇Zρ∥2

2 +∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗
)
− e

Nh(p−2)
2

p
∥Zρ∥p

p

)
.

Considere

m(h) :=
e2h

2
(
∥∇Zρ∥2

2 +∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗
)
− e

Nh(p−2)
2

p
∥Zρ∥p

p

e seja h0 ∈ R tal que max
h∈R

m(h) = m(h0). Então, h0 satisfaz m′(h0) = 0, de onde obtemos

e
N(p−2)

2 h0 =
[ 2p

N(p−2)∥Zρ∥p
p

(
∥∇Zρ∥2

2 +∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗

)] N(p−2)
N(p−2)−4

.

E, observe que de

mρ =
N(p−2)−4

4p
∥Zρ∥p

p,

temos

e
N(p−2)

2 h0 =
[∥∇Zρ∥2

2 +∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗

mρ

.
N(p−2)−4

2N(p−2)

] N(p−2)
N(p−2)−4 (2.38)

e, vale também

mV,ρ ≤ max
h∈R

m(h)

=
e2h0

2
(
∥∇Zρ∥2

2 +∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗
)
− e

Nh0(p−2)
2

p
∥Zρ∥p

p

=
N(p−2)

4p
e

N(p−2)h0
2 ∥Zρ∥p

p −
e

Nh0(p−2)
2

p
∥Zρ∥p

p

=
(N(p−2)−4

4p

)
e

N(p−2)h0
2 ∥Zρ∥p

p

= mρe
N(p−2)h0

2 .

Portanto, escrevendo θ = N
2 , temos mV,ρ ≤ mρeθ(p−2)h0 e, então, se eθ(p−2)h0 < 1+θ , temos

mV,ρ ≤ (1+θ)mρ ,
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como desejado. Agora, observe que, por (2.38), mostrar eθ(p−2)h0 < 1+θ é equivalente a mostrar

e
N(p−2)

2 h0 =
[∥∇Zρ∥2

2 +∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗

mρ

.
N(p−2)−4

2N(p−2)

] N(p−2)
N(p−2)−4

< 1+θ .

Para concluir, observamos primeiramente que

mρ

∥Zρ∥2
2∗

=
mρ0

∥Zρ0∥2
2∗
.

Sendo assim, por hipótese temos

∥V∥N
2
<

2N(p−2)
N(p−2)−4

((
1+

2
N

)N(p−2)−4
N(p−2) −1

) mρ

∥Zρ∥2
2∗
.

Além disso, como

∥Zρ∥2
2 =

2N(p−2)
N(p−2)−4

mρ

segue

∥V∥N
2
<
(
(1+θ)

N(p−2)−4
N(p−2) −1

)∥∇Zρ∥2
2

∥Zρ∥2
2∗

⇒ ∥∇Zρ∥2
2 +∥V∥N

2
∥Zρ∥2

2∗ < ∥∇Zρ∥2
2(1+θ)

N(p−2)−4
N(p−2)

⇒
∥∇Zρ∥2

2 +∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗

mρ

.
N(p−2)−4

2N(p−2)
< (1+θ)

N(p−2)−4
N(p−2)

e, então [∥∇Zρ∥2
2 +∥V∥N

2
∥Zρ∥2

2∗

mρ

.
N(p−2)−4

2N(p−2)

] N(p−2)
N(p−2)−4

< 1+θ ,

como desejado.

Agora vamos adaptar a prova da Proposição 2.13 para o caso (V2).

Demonstração. Já que, para todo (y,h) ∈ RN ×R, vale

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
= F∞(h⋆Zρ)+

1
2

∫
RN

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx

=
e2h

2
(
∥∇Zρ∥2

2 −
e

Nh(p−2)
2

p
∥Zρ∥p

p +
1
2

∫
RN

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx

e, levando em conta que

0 ≤
∫
RN

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx ≤ ∥V∥N
2
∥h⋆Zρ∥2

2∗ = e2h∥V∥N
2
∥Zρ∥2

2∗
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é possı́vel concluir que

lim
h→−∞

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
= 0

e

lim
h→∞

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
=−∞, uniformemente em y ∈ RN .

Portanto, podemos tomar h1 < 0 < h2 tais que

sup
(y,h)∈RN×{h1,h2}

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
≤

mρ

2
. (2.39)

Agora, observe que

max
h∈[h1,h2]

∫
RN

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx

= max
h∈[h1,h2]

(∫
B |y|

2
(0)

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx+
∫
RN\B |y|

2
(0)

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx
)

≤ ∥V∥N
2

max
h∈[h1,h2]

∥h⋆Zρ∥L2∗(RN\B |y|
2
(0))+∥V∥

L
N
2 (Rn\B |y|

2
(0)

max
h∈[h1,h2]

∥h⋆Zρ∥2
2∗

Por isso,

lim
|y|→∞

sup max
h∈[h1,h2]

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
= lim

|y|→∞

sup max
h∈[h1,h2]

F∞(h⋆Zρ)+
1
2

∫
RN

V (x)(h⋆Zρ(x− y))2dx ≤
mρ

2

o que fornece, junto a F∞(h⋆Zρ)> mρ , que

lim
|y|→∞

max
h∈[h1,h2]

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
= mρ , (2.40)

para todo y ∈ RN . Assim, de (2.39) e (2.40), segue

max
(y,h)∈∂Q

F
(
h⋆Zρ(.− y)

)
< mρ + ε,

com Q = BR× [h1,h2], para R > 0 suficientemente grande e h1,h2 adequados, provando a proposição.

Prova da Proposição 2.19 para o caso V2. A existência da sequência de Palais Smale vn segue exa-

tamente como na prova em (2.19). Resta apenas provar que esta é limitada e vale a estimativa (2.26)

para λ . Tomando

an := ∥∇vn∥2 bn := ∥v∥p
p, cn :=

∫
RN

V (x)v2
ndx dn :=

∫
RN

V (x)vn∇vn.xdx
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observamos que pelo Lema 1.11, temos

cn =
∫
RN

V (x)v2
ndx ≤ S−1∥V∥N

2
an

e

|dn|=
∣∣∣∫

RN
V (x)vn∇vn.xdx

∣∣∣≤ S−1/2∥W∥Nan.

Assim, usando que

an =
N(p−2)

N(p−2)−4
2mV,ρ +

N(4− p)
N(p−2)−4

cn +
4

N(p−2)−4
dn +o(1)

(obtido em (2.31)), temos

an ≤
N(p−2)

N(p−2)−4
2mV,ρ +

N(4− p)
N(p−2)−4

S−1∥V∥N
2
+

4
N(p−2)−4

S−1/2∥W∥Nan +o(1)

e, portanto,

an
(
N(p−2)−4−N(4− p)S−1∥V∥N

2
−4S−1/2∥W∥N

)
< N(p−2)2mV,ρ +o(1)

de onde concluı́mos que

an
(
N(p−2)−4−2NS−1∥V∥N

2
−4S−1/2∥W∥N

)
< 4N(p−2)mρ +o(1).

Como, por (V2),

2Ns−1
[
1+

N(p−2)
2

]
∥V∥N

2
+4S−1/2

[
1+

N(p−22)

2N − p(N −2)

]
∥W∥N ≤ N(p−2)−4,

segue que N(p−2)−4−2NS−1∥V∥N
2
−4S−1/2∥W∥N > 0 e, portanto, an é limitada.

A fim de provar que λn admite subsequência que converge a λ > 0 argumentamos como na prova

da Proposição 2.19 e vemos que, passando a subsequência, λn → λ ∈ R, satisfazendo

λρ
2 >

2N − p(N −2)
N(p−2)−4

2mρ +
(p−2)(N −2)
N(p−2)−4

c+
2(p−2)

N(p−2)−4
d

e λ > 0 provém de

(p−2)|d| ≤ mρ(2N − p(N −2))

visto que, por (V2)

(p−2)|d| ≤ (p−2)∥W∥NS−1/2a

≤
∥W∥N4S−1/2(p−2)2mρ

N(p−2)−4−2NS−1∥V∥N
2
−4S−1/2∥W∥N

≤ mρ(2N − p(N −2)).
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Além disso

c ≤ S−1∥V∥N
2
a ≤ ∥V∥N

2

4N(p−2)mρS−1

N(p−2)−4−2NS−1∥V∥N
2
−4S−1/2∥W∥N

≤ 4
N

mρ

Então, o Lema 2.20 e a estimativa anterior para λ fornecem (2.26) e a proposição segue.

A conclusão da prova do Teorema 2.2 sob as hipóteses (V2) é exatamente a mesma que fizemos

sob as hipóteses (V1) e, portanto, segue o resultado.

2.7 O caso radial

Sendo V um potencial radial satisfazendo as hipóteses (V1)rad ou (V2)rad , podemos aplicar um

argumento do Passo da Montanha. Para isso, considere

Sr
ρ := Sρ ∩H1

rad(R
N)

e

Σ
r
ρ :=

{
σ ∈ C

(
[0,1];Sr

ρ

)
; σ(0) = h1 ⋆Zρ e σ(1) = h2 ⋆Zρ

}
com h1 < 0 < h2 tais que

max
{

F(h1 ⋆Zρ),F(h2 ⋆Zρ)
}
< mρ .

Observe que tal escolha é possı́vel pois, como observado na demonstração da Proposição 2.13,

F(h⋆Zρ)→

{
0, quando h →−∞

−∞, quando h → ∞.

Procuramos, como usual, por ponto crı́tico de F de nı́vel

mr
V,ρ := inf

σ∈Σr
ρ

max
t∈[0,1]

F(σ(t)).

Lema 2.21. Sobre as hipóteses do Teorema 2.5, temos mr
V,ρ > mρ .

Demonstração. Primeiramente, observe que

mρ ≤ mr
ρ := inf

σ∈Σr
ρ

max
t∈[0,1]

F∞(σ(t)).

Agora, para cada u ∈ H1(RN), considerando u⋆ simetrização de Schwarz de u, observamos que

F∞(u⋆)≤ F(u) e, portanto, mρ ≥ mr
ρ . Logo, mρ = mr

ρ e, portanto, é suficiente provar que

mr
V,ρ > mr

ρ .
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Claramente mr
V,ρ ≥ mr

ρ , pois V ≥ 0 e F(u) = F∞(u) + 1
2
∫

Vu2dx. Suponha, por contradição, que

mr
V,ρ = mr

ρ . Então, para cada n ∈ N, existe σn ∈ Σr
ρ tal que

0 ≤ max
t∈[0,1]

F(σn(t))−mr
ρ ≤ 1

n
. (2.41)

Como consequência, argumentando como na prova do Lema (2.11), obtemos uma sequência Palais

Smale vn ∈ H1(RN) de F∞ tal que vn →±Zρ fortemente em H1(RN) e

dist
(
vn,σn([0,1])

)
= ∥vn −σn(tn)∥→ 0,

para algum tn ∈ [0,1]. Portanto,

max
t∈[0,1]

F(σn(t))≥ F(σn(tn)) = F(vn)+o(1)

= F∞(vn)+
1
2

∫
RN

V (x)v2
ndx+o(1)

→ mρ +
1
2

∫
RN

V (x)Z2
ρdx

= mr
ρ +

1
2

∫
RN

V (x)Z2
ρdx

o que é uma contradição a (2.41).

Note que a maior parte da prova da Proposição 2.19 vale se V satisfaz (V1)rad ou (V2)rad . Na

verdade, a hipótese

∥V∥N
2
<

2N(p−2)
N(p−2)−4

((
1+

2
N

)N(p−2)−4
N(p−2) −1

) mρ0

∥Zρ0∥2
2∗

foi usada somente para provar o limitante superior para λ , que são cruciais para garantirmos que

∥v∥2 = ρ , mas que não serão necessárias aqui. Em particular, para obtermos uma limitação de

an := ∥∇vn∥2
2 procedemos como na prova da Proposição 2.19 se V satisfaz (V1)rad ou procedemos

como em ”Prova para o caso (V2)”se V satisfaz (V2)rad .

Argumentando como na prova da Proposição 2.19, provamos a existência de sequência limitada

vn ∈ H1
rad(R

N), de modo que

F(vn)→ mr
V,ρ e ∇Sr

ρ
F(vn)→ 0.

Mais ainda, a sequência de Multiplicadores de Lagrange

λn :=−DF(vn)[vn]

ρ2



56
Capı́tulo 2. Soluções normalizadas para equação de Schrödinger de massa supercrı́tica com

potencial

admite subsequência convergente para λ > 0. Como consequência, existe uma subsequência de vn

convergindo fracamente em H1
rad(R

N) para v ∈ H1
rad(R

N) solução fraca de

−∆v+V (x)v+λv = |v|p−2v em H1
rad(R

N),

com ∥v∥2 ≤ ρ .

A compacidade da imersão de Sobolev H1
rad(R

N) ↪→ Lp(RN), para p ∈ (2,2∗) implica que vn → v

fortemente em Lp(RN), para p ∈ (2,2∗). Como consequência, usando que λ > 0 obtemos

vn :=
(
−∆+λ +V

)−1(
|vn|p−2vn +(λ −λn)vn

)
→ v

fortemente em H1
rad(R

N) e, então ∥v∥2 = ρ . □



CAPÍTULO 3

Soluções normalizadas para equação de
Schrodinger de massa supercrı́tica com

potencial negativo

Agora, buscamos solução (u,λ ) ∈ H1(RN)×R+, para o problema
−∆u −V (x)u+λu = |u|p−2u, em RN ,

u ≥ 0,
∥u∥2 = ρ

(3.1)

onde N ≥ 1, ρ > 0 e V ̸≡ 0 é um potencial fixado satisfazendo V ≥ 0. Novamente estaremos tratando

do caso de massa supercrı́tica e caso Sobolev subcrı́tico:

2+
4
N

< p < 2∗ ≡ 2N
(N −2)+

.

Análogo ao caso estudado no Capı́tulo 3, quando V ∈ Lr(RN) para algum r ∈ [max(1,N/2),∞),

soluções podem ser encontradas como ponto crı́tico do funcional energia

F(u) =
1
2

∫
RN

|∇u|2 −V (x)u2dx− 1
p

∫
RN

|u|pdx

restrito à Sρ e λ vem como um multiplicador de Lagrange.

Sobre hipóteses adequadas, obteremos duas famı́lias de solução. Primeiramente, mostraremos que

a solução do Passo da Montanha de [13] existe também nesta situação e que tal estrutura do passo

da Montanha também fornece um minimizante local. Mais precisamente, provaremos inicialmente

que, sobre hipóteses de limitação explı́citas sobre V e sem qualquer condições sobre a massa, existe

uma solução do Passo da Montanha de nı́vel de energia positiva e, sobre as mesmas hipóteses, ex-

cluı́mos a existência de soluções com energia negativa. Segundo, pedindo que a massa seja menor

57
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que um limitante explı́cito, dependendo de V e que V não seja muito pequeno num sentido adequado,

encontraremos duas soluções: um minimizante local com energia negativa e uma solução do Passo

da Montanha com energia positiva. Este segundo resultado continua verdadeiro em dimensão N = 1.

Mais ainda, um resultado de não existência será provado. Os dois resultados estão enunciados nos

dois teoremas seguintes e nosso principal objetivo será prová-los:

Teorema 3.1. Seja N ≥ 3, 2+
4
N

< p < 2∗ e V ≥ 0, com V ̸≡ 0. Existe uma constante positiva

explı́cita L = L(N, p), tal que se

max
{
∥V∥N

2
,∥W∥N

}
< L (3.2)

então o problema (3.1) possui uma solução do passo da Montanha para todo ρ > 0, em um nı́vel de

energia positivo, enquanto solução com energia negativa não existe.

Teorema 3.2. Sejam N ≥ 1, 2 +
4
N

< p < 2∗, V ≥ 0, com V ̸≡ 0, e r ∈ [max(1,N/2),∞),

s ∈ [max(2,N),∞).

1. Existem constantes positivas σ = σ(N, p,r) e K = K(N, p,r) tais que, se

r ≤+∞ e lim
|x|→∞

V (x) = 0; (3.3)

∥V∥rρ
σ < K (3.4)

existe ϕ ∈ Sρ ;
∫
RN

|∇ϕ|2 −V (x)ϕ2dx ≤ 0, (3.5)

então, o problema (3.1) possui uma solução, que corresponde a um minimizante local de F em

Sρ com energia negativa.

2. Existem constantes positivas σi = σi(N, p,r) e σ i = σ i(N, p,s) e L̃ = L̃(N, p,r,s) tais que, se

max
{
∥V∥rρ

σi,∥W∥sρ
σi
}
< L̃, i = 1,2 (3.6)

então, o problema (3.1) possui uma solução do Passo da Montanha com energia positiva.
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De modo a estudar o comportamento de sequências de Palais Smale, vamos adequar o Lema da

Separação estudado no capı́tulo anterior. Para λ > 0, sejam

Iλ (v) =
1
2

∫
RN

|∇v|2dx− 1
2

∫
RN

V (x)v2dx+
λ

2

∫
RN

v2dx− 1
p

∫
RN

|v|pdx

e

I∞,λ (v) =
1
2

∫
RN

|∇v|2dx+
λ

2

∫
RN

v2dx− 1
p

∫
RN

|v|pdx.

Vamos assumir que

1. N ≥ 3: V ∈ LN/2(B1(0)
)

e V ∈ Lr̃(RN \B1(0)
)
, para r̃ ∈ [N/2,+∞];

2. N = 1,2: V ∈ Lr(B1(0)
)

e V ∈ Lr̃(RN \B1(0)
)
, para r, r̃ ∈ [1,+∞];

3. No caso r̃ =+∞, V deve satisfazer lim
|x|→∞

V (x) = 0;

Então, o Lema da Separação vale, com as devidas adequações.

Observação 3.3. Observe que as hipóteses sobre V no Lema da Separação seguem aquelas em nos-

sos principais resultados. Destacamos apenas que, no caso r = ∞, no caso (2) do Teorema 3.2, de

∥W∥s < ∞, temos

lim
|x|→∞

V (x) = 0

se s = ∞ e, ∫
RN\B1(0)

|V (x)|sdx ≤
∫
RN\B1(0)

|V (x)|x||sdx ≤ ∥W∥s
s < ∞,

donde temos V ∈ Ls(RN \B1(0)), se s ∈ (max(2,N),∞).

As seguintes proposições nos fornecem resultados de não existência.

Proposição 3.4. Sejam p ∈ (2,2∗) e V ∈ L∞(RN) e assuma que exista
∂V
∂v

∈ Ls(RN) para algum

v ∈ RN \ {0} e s ∈ [max(1, N
2 ),∞]. Se

∂V
∂v

≥ 0 e
∂V
∂v

̸≡ 0. Então, o problema (3.1) não possui

solução em C1(RN)∩W 2,2(RN).

Demonstração. Assuma, por contradição, que o problema possua solução (u,λ ) ∈ Sρ ×R, com

u ∈C1(RN)∩W 2,2(RN). Então, u ̸≡ 0 e é ponto crı́tico do funcional Iλ em H1(RN), isto é,

I′
λ
(u)[ϕ] =

∫
RN

∇u∇ϕdx−
∫
RN

V (x)uϕdx+λ

∫
RN

uϕdx−
∫
RN

|u|p−2uϕdx
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para toda ϕ ∈ H1(RN). Em particular, I′
λ
(u)[∇u.v] = 0. Agora, observe que

d
dt

Iλ

(
u(x+ tv)

)∣∣∣
t=0

=
1
2

∫
RN

∂V
∂v

u2dx.

De fato,

Iλ

(
u(x+tv)

)
=

∫
RN

|∇
(
u(x+tv)

)
|2dx−

∫
RN

V (x)
(
u(x+tv)

)2dx+λ

∫
RN

(
u(x+tv)

)2dx−
∫
RN

|u(x+tv)|pdx

e, temos

d
dt

Iλ

(
u(x+ tv)

)∣∣∣
t=0

=
∫
RN

∇u∇(∇u.v)dx−
∫
RN

V (x)u∇u.vdx− 1
2

∫
RN

∂V
∂v

u2dx

+λ

∫
RN

u∇u.vdx−
∫
RN

|u|p−2u∇u.vdx

= I′
λ
(u)[∇u.v]− 1

2

∫
RN

∂V
∂v

u2dx

=−1
2

∫
RN

∂V
∂v

u2dx.

Por outro lado, como a curva t 7→ u(.tv) é curva suave em H1(RN), temos

0 = I′
λ
(u)[∇u · v] = d(Iλ ◦u)(v) = (Iλ ◦u◦α)′(0)

onde α : R→ RN , é uma curva suave com α(0) = x e α ′(0) = v. Em particular, para α(t) = x+ tv,

segue
d
dt

Iλ

(
u(x+ tv)

)∣∣∣
t=0

= 0.

Portanto, ∫
RN

∂V
∂v

u2 = 0.

Como, por hipótese,
∂V
∂v

≥ 0 e
∂V
∂v

̸≡ 0, uma contradição surge uma vez que provemos que a medida

do conjunto {x ∈ RN ;u(x) = 0} é nula, pois, neste caso, terı́amos u(x) ̸= 0,q.t.p, e então,∫
RN

∂V
∂v

u2dx ̸= 0.

Sendo assim, considere c(x) := λ −V (x)−|u|p−2 ∈ L∞
loc(R

N). Como u é solução do problema, u

é solução não trivial da equação

−∆u+ c(x)u = 0, u ∈C1(RN)∩W 2,2(RN).

A prova da afirmação segue direto do Teorema 1.7 de [11].
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Proposição 3.5. Seja p ∈ (2,2∗), V ∈ Lr(RN) para algum r ∈ [max(1, N
2 ),∞]. Se u ∈ Sρ ∩W 2,2(RN)

é um ponto crı́tico de F restrito à Sρ , então,∫
RN

V (x)u
∂u
∂v

dx = 0

para toda direção v ∈ RN \{0}.

Demonstração. Se u é ponto crı́tico de F restrito à Sρ , então existe λ > 0 tal que, para toda

ϕ ∈ H1(RN),

F ′(u)[ϕ]−λG′(u)[ϕ] = 0, com G(u) =
1
2

(
ρ

2 −
∫
RN

|u|2dx
)
.

Então, ∫
RN

∇u∇ϕdx−
∫
RN

V (x)uϕdx−
∫
RN

|u|p−2uϕdx =−λ

∫
RN

uϕdx,

e, portanto, I′(u)[ϕ] = 0, para toda ϕ ∈ H1(RN). Em particular, I′
λ
(u)[∇u.v] = 0, para toda direção

v ∈ RN \{0}. Logo, para todo v ∈ RN \{0},∫
RN

∂V
∂v

u2dx = 0.

Entretanto, note que ∫
RN

V (x)u
∂u
∂v

dx =
∫
RN

∂V
∂v

u2dx

e, portanto, o resultado segue.

3.1 Prova do Teorema 3.1

Vamos assumir que L > 0 de modo que (3.2) implique nos explı́citos limitantes sobre V e W , para

algum δ ∈ (0,1) fixado:

∥V∥N
2
< (1−δ )S

N|4− p|S−1∥V∥N
2
+4S−1/2∥W∥N < B (3.7)

AMN|4− p|+(N −2)D]S−1∥V∥N
2
+[4AM+2D]S−1/2∥W∥N < ABM (3.8)

onde
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A = 2N − (N −2)p

B = N(p−2)−4

D = N(p−2)2

M =
[

δ

γ

] γ

γ−2
[

γ

2
−1

]( p
Gp

) 2
γ−2 1

mρ0ρs
0

com s = 22N−(N−2)p
N(p−2)−4 = 2A

B . Mais ainda,

3(p−4)+S−1∥V∥N
2
+4S−1/2∥W∥N ≤ N(p−2)−4. (3.9)

Provaremos que F possui uma Geometria do Passo da Montanha, que garantirá a existência de

uma sequência de Palais Smale de F . Então, a fim de recuperar a compacidade para esta sequência,

usaremos o Lema da Separação. Para aplicá-lo, precisamos provar que o limite da sequência de

multiplicadores de Lagrange relacionado a sequência Palais Smale é positivo. Desde modo, a prova

do Teorema se estrututrará da seguinte forma:

1°) Garantimos a Geometria do Passo da Montanha de F ;

2°) Mostramos que F possui uma sequência limitada de Palais Smale restrito à Sρ ;

3°) Provamos que a sequência de multiplicadores de Lagrange relacionada é positivo;

4°) Provamos que a energia é positiva;

5°) Garantimos que a solução está na esfera Sρ , o que termina a demonstração do teorema.

Para começar, focamos na estrutura geométrica de F , observando primeiro a seguinte propriedade

do reescalonamento:

Definição 3.6. Para todo u ∈ Sρ e h > 0, definimos a função

uh(x) := h
N
2 u(hx)
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Observação 3.7. Para todo h ∈ R, uh ∈ Sρ . De fato,

∥uh∥2
2 =

∫
RN

|uh(x)|2dx =
∫
RN

|h
N
2 u(hx)|2dx =

∫
RN

hN |u(y)|h−Ndy =
∫
RN

|u(y)|2dy = ∥u∥2
2 = ρ

2.

Agora, observe que

F(uh) =
h2

2

∫
RN

|∇u|2dx− 1
2

∫
RN

V
(x

h

)
u2dx− h

N(p−2)
2

p

∫
RN

|u|pdx.

Assim,

lim
h→∞

F(uh) =−∞.

Além disso, para u ∈ Sρ fixado, vale

1
2

∫
RN

V (x)u2
hdx −→ 0, quando h → 0

visto que, pelo Lema 1.11, temos

∣∣∣∫
RN

V (x)u2
hdx

∣∣∣≤ ∥V∥N
2
∥uh∥2

2∗ = h2∥V∥N
2
∥u∥2

2∗ −→ 0.

Portanto,

lim
h→0+

F(uh) = 0.

Observe também que ∥∇uh∥2 = h∥∇u∥2, logo

lim
h→0+

∥∇uh∥2 = 0, e lim
h→∞

∥∇uh∥2 = ∞.

O próximo lema nos fornecerá uma estimativa inferior para F , o que será útil para mostrar que F

possui uma Geometria do Passo da Montanha.

Lema 3.8. Para todo u ∈ Sρ , temos

F(u)≥ δ

2
∥∇u∥2

2 − c(ρ)∥∇u∥γ

2, (3.10)

onde c(ρ) =
Gp

p
ρ p−γ .

Demonstração. De fato,
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F(u) =
1
2
∥∇u∥2

2 −
1
2

∫
RN

V (x)u2dx− 1
p
∥u∥p

p

≥ 1
2
∥∇u∥2

2 −
1
2

S−1∥V∥N
2
∥∇u∥2

2 −
Gp

p
ρ

p−γ∥∇u∥γ

2

≥ 1
2
∥∇u∥2

2 +
1
2

S−1(δ −1)S∥∇u∥2
2 − c(ρ)∥∇u∥γ

2

=
δ

2
∥∇u∥2

2 − c(ρ)∥∇u∥γ

2.

Portanto, de (3.10) concluı́mos que existe R > 0 tal que

M = inf
{

F(u);u ∈ Sρ , ∥∇u∥2 = R
}
> 0

Agora, vamos considerar Zρ ∈ Sρ , solução do problema (2.4). Dos limites anteriores, existem

0 < h0 < h1 tais que

∥∇(Zρ)h0∥2 < R ∥∇(Zρ)h1∥2 > R

e

F
(
(Zρ)h0

)
< M F

(
(Zρ)h1

)
< 0

Então, definimos do modo usual o valor do Passo da Montanha

mV,ρ := inf
ξ∈Γ

max
t∈[0,1]

F(ξ (t))

onde

Γ :=
{

ξ ∈ C([0,1];Sρ); ξ (0) = (Zρ)h0 e ξ (1) = (Zρ)h1

}
.

Observação 3.9. Como

mρ := inf
ξ∈Γ

max
t∈[0,1]

F∞(ξ (t))

é imediato que mV,ρ < mρ . Além disso, mV,ρ ≥ Mmρ , para todo ρ > 0.

Proposição 3.10. Existe uma sequência limitada (vn)n de Palais Smale de F restrita à Sρ de nı́vel

mV,ρ , a saber

F(vn)→ mV,ρ e ∇Sρ
F(vn)→ 0
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tal que

∥vn∥2
2 −

N(p−2)
2p

∥vn∥p
p −

∫
RN

V (x)(Nv2
n +2vn∇vn.x)dx → 0 (3.11)

quando n → ∞ e

lim
n→∞

∥v−n ∥2 = 0. (3.12)

Além disso, a sequência de Multiplicadores de Lagrange

λn :=−DF(vn)[vn]

ρ2

é limitada e verifia, passando a subsequência, λn → λ , com λ > 0.

A prova da proposição se assemelha muito ao caso da Proposição 2.19. A tı́tulo de formalização

de resultados, vamos fazê-la, adaptando a estratégia e omitindo os detalhes análogos.

Demonstração. Introduza o funcional

F̃(u,h) := F(h⋆u) para todo (u,h) ∈ H1(RN)×R

e considere

Γ̃ρ :=
{

ξ̃ ∈C0([0,1];Sρ ×R); ξ̃ (0) =
(
(Zρ)h0 ,0

)
, ξ̃ (1) =

(
(Zρ)h1,0

)}
.

e

m̃V,ρ := inf
ξ̃∈Γ̃ρ

max
t∈[0,1]

F̃(ξ̃ (t)).

Vale que:

(a) m̃V,ρ = mV,ρ

(b) Se (un,hn)n é uma sequência (PS)c para F̃ e hn → 0, então (hn ⋆ un)n é uma sequência (PS)c

para F .

Agora, vamos considerar uma sequência ξn ∈ Γ tal que

mV,ρ ≤ max
t∈[0,1]

F(ξn(t))< mV,ρ +
1
n
.
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Como F(u) = F(|u|), para qualquer u ∈ H1(RN), podemos assumir, sem perda de generalidade, que

ξn(t)≥ 0 , pata todo t ∈ [0,1] e todo n ∈ N. Aplicando o Lema (2.10) com respeito a

M = Sρ ×R

K = {
(
(Zρ)h0,0

)
,
(
(Zρ)h1,0

)
}

C = Γ̃ρ

Cn =
{
(ξn(t),0); t ∈ [0,1]

}
J = F̃

concluı́mos que existe um sequência (un,hn)n ∈ Sρ ×R e c̃ > 0 tal que

mV ρ −
1
n
< F̃(un,hn)mV ρ +

1
n

min
t∈[0,1]

∥(un,hn)− (ξn(t),0)∥H1(RN×R ≤ c̃
√

σn

∥∇Sρ×RF̃(un,hn)∥ ≤
c̃

√
σn

.

Definimos vn := hn ⋆ un. Das conclusões anteriores (vn)n é uma sequência de Palais Smale de F

em Sρ de nı́vel mρ . Diferenciando F̃ com respeito a h, obtemos (3.11). Como ξn(t)≥ 0, temos (3.12).

Vamos mostrar que (vn) é limitada em H1(RN). Com efeito, seja

an := ∥∇vn∥2, bn := ∥v∥p
p, cn :=

∫
RN

V (x)v2
ndx, dn :=

∫
RN

V (x)vn∇vn.xdx.

Então, podemos escrever

F(vn) =
1
2

an −
1
2

cn −
1
p

bn

Argumentando como no Capı́tulo 3, obtemos:

an − cn −
2
p

bn = 2mV,ρ +o(1) (3.13)

an −
N(p−2)

2p
bn −

N
2

cn +dn = o(1) (3.14)
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an − cn −bn +ρ
2
λ = o(1)

(
a

1
2
n +1

)
(3.15)

onde o termo (a
1
2
n +1) na última igualdade aparece pois não sabemos, até então, se an é limitada em

H1(RN).

Das relações acima obtemos

an =
N(p−2)

N(p−2)−4
2mV,ρ −

N(4− p)
N(p−2)−4

cn −
4

N(p−2)−4
dn +o(1). (3.16)

Agora, como

cn ≤
∣∣∣∫

RN
V (x)v2

ndx
∣∣∣≤ S−1∥V∥N

2
∥∇vn∥2

2

e

|dn|=
∣∣∣∫

RN
V (x)vn∇vn.xdx

∣∣∣≤ S
−1
2 ∥W∥N∥∇vn∥2

2

temos

0 ≤ (N(p−2)−4)an ≤ N(p−2)2mV ρ +N|4− p|S−1∥V∥N
2
an +4S

−1
2 ∥W∥Nan

o que implica em

(
(N(p−2)−4)−N|4− p|S−1∥V∥N

2
−4S

−1
2 ∥W∥N

)
an ≤ N(p−2)2mV ρ +o(1).

Mas, de (3.7), temos (N(p−2)−4)−N|4− p|S−1∥V∥N
2
−4S

−1
2 ∥W∥N > 0 e, então

an ≤
N(p−2)2mV ρ

N(p−2)−4)−N|4− p|S−1∥V∥N
2
−4S

−1
2 ∥W∥N

< ∞

ou seja, an é limitada. Sendo assim, são também limitadas as sequências (bn),(cn),(dn),(λn). Pelo

Teorema de Bolzano Weierstrass, passando a subsequência, temos

an → a ≥ 0

bn → b ≥ 0

cn → c ≥ 0

dn → d

λn → λ
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Das relações (3.13), (3.14) e (3.15), obtemos

a− c− 2
p

b = 2mV,ρ (3.17)

a− N(p−2)
2p

b− N
2

c+d = 0 (3.18)

a− c−b+ρ
2
λ = 0, (3.19)

o que nos fornece

ρ
2
λ =

(p−2)
p

b−2mV,ρ

=
2(p−2)

B

(
2mV,ρ −

N −2
2

c−d
)
−2mV,ρ

=
2N − (N −2)p

B
2mV,ρ −

(N −2)(p−2)
B

c− 2(p−2)
B

d

≥ 1
B

[(
2N − (N −2)p

)
M+

N(N −2)(p−2)2S−1∥V∥N
2

B−N|4− p|S−1∥V∥N
2
−4S

−1
2 ∥W∥N

− 2N(p−2)2S−1/2∥W∥N

B−N|4− p|S−1∥V∥N
2
−4S

−1
2 ∥W∥N

]
2mρ

=
1
B

[AMB−
[
(AMN|4− p|+(N −2)D)S−1∥V∥N

2
+(4AM+2D)S−1/2∥W∥N

]
B−N|4− p|S−1∥V∥N

2
−4S

−1
2 ∥W∥N

]
Segue da hipótese (3.8) que λ > 0.

Lema 3.11. Seja v uma solução fraca do problema (3.1), para algum ρ > 0. Se

3(p−4)+S−1∥V∥N
2
+4S−1/2∥W∥N ≤ N(p−2)−4 (3.20)

então F(v)≥ 0.

Demonstração. Como v é solução fraca da equação, v satisfaz a Identidade de Pohozaev, isto é,

1
p
∥v∥p

p =
2

N(p−2)
∥∇v∥2

2 −
1

p−2

∫
RN

V (x)v2dx− 2
N(p−2)

V (x)∇v.xdx.
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Deste modo, podemos reescreve F(v) na forma

F(v) =
(1

2
− 2

N(p−2)

)
∥∇v∥2

2 +
4− p

2(p−2)

∫
RN

V (x)v2dx+
2

N(p−2)
V (x)∇v.xdx.

Se N = 3 ou N ≥ 4 e p ∈
(10

3 ,4], então do Lema 1.11, temos

F(v)≥
(1

2
− 2

N(p−2)
∥∇v∥2

2 +
2

N(p−2)

∫
RN

V (x)∇v.xdx

≥
(1

2
− 2

N(p−2)

)
∥∇v∥2

2 −
2

N(p−2)
S−1/2∥W∥N∥∇v∥2

2

=
(N(p−2)−4S−1/2∥W∥N

2N(p−2)

)
∥∇v∥2

2.

Então, como p ≤ 4, temos

4S−1/2∥W∥N = 3(p−4)+S−1∥V∥N
2
+4S−1/2∥W∥N ≤ N(p−2)−4

e, portanto, F(v)≥ 0.

Agora, se N = 3 e p ∈ (4,6), então, por hipótese,

F(v) =
1
2
∥∇v∥2

2 +
1
2

∫
RN

V (x)v2dx+
1
p
∥∇v∥p

pdx

≥
(1

2
− 2

3(p−2)

)
∥∇v∥2

2 −
2

3(p−2)
S−1/2∥W∥3∥∇v∥2

2

≥
(1

2
− 2

3(p−2)

)
∥∇v∥2

2 −
2

3(p−2)
S−1/2∥W∥3∥∇v∥2

2 −
p−4

2(p−2)
S−1∥V∥ 3

2
∥∇v∥2

2

=
[3(p−2)−4

6(p−2)
−
( p−4

2
S−1∥V∥ 3

2
+

2
3

S−1/2∥W∥3

) 1
(p−2)

]
∥∇v∥2

2

≥ 0.

Provamos no Lema 3.11 que não existe solução de (3.1) com energia negativa. A fim de terminar

a prova do Teorema 3.1, precisamos garantir a existência de uma solução. Seja (vn) a sequência

de Palais Smale limitada dada pela Proposição (3.10). Como vn é limitada em H1(RN), passando

a subsequência, vn converge fracamente em H1(RN) e pontualmente em RN para v ∈ H1(RN) que,

portanto, é solução fraca de

−∆v−V (x)v+λv = |v|p−2v

com ∥v∥2 ≤ ρ . A fim de provar o teorema, resta mostrar que ∥v∥2 = ρ e v ≥ 0. Para isso, basta que

vn convirja forte para v em H1(RN) e então, v ≥ 0 visto que lim
n→∞

∥v−n ∥2 = 0. Ora, adaptando a prova

feita no Capı́tulo 3, para os respectivos funcionais F , F∞, Iλ e I∞,λ , obtemos o desejado.
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3.2 Prova do Teorema 3.2

3.2.1 Existência de um minimizante local

A fim de provar a primeira parte do Teorema 3.2, mostraremos primeiramente que sob a hipótese

∥V∥rρ
σ < K (3.21)

o funcional F , restrito à Sρ admite uma estrutura do Passo da Montanha que depende de ∥V∥r mas é

uniforme com respeito a ρ . Isso é dado pela seguinte proposição:

Proposição 3.12. Seja N ≥ 1 e r ∈ (max(1,N/2),∞]. Então, existem constantes positivas explı́citas

σ ,κ,Θ,ϒ, dependendo somente de N, p e r, tais que se vale (3.21), então

inf
{

F(u);u ∈ Sρ ,R∗− ε ≤ ∥∇∥2 ≤ R∗
}
> 0

onde R∗ = Θ∥V∥ϒ
r e ε > 0 é suficientemente pequeno dependendo somente de um limitante superior

para ρ .

Para provar tal proposição, precisamos do seguinte lema auxiliar:

Lema 3.13. Sejam A,B,s,α,β parâmetros positivos, com α ≤ 1 e defina

fz(t) = t −Azst1−α −Bzt1+β , z, t > 0.

Sejam

z∗ =
(

α

B

) α

α+sβ

(
β

A

) β

α+sβ

(α +β )
−α+β

α+sβ

t∗ =
(

α

B

) s
α+sβ

(A
β

) 1
α+sβ

(α +β )
1−s

α+sβ

Então,

0 < z < z∗ ⇒ fz(t∗)> 0

Demonstração. Observe que

d
dz

fz(t∗) =−Aszs−1t1−α
∗ −Bt1+β

∗ < 0
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para todo z > 0, isto é, fz(t∗) é decrescente em z. Em particular,

0 < z < z∗ ⇒ fz(t∗)> fz∗(t∗).

onde fz∗(t∗) = 0.

Prova da Proposição 3.12. Seja u ∈ Sρ com ∥∇u∥2 = R e considere r = q
q−2 , com 2 ≤ q < 2∗. Então,

r ∈ (max(1,N/2),+∞] e, do Lema 1.11,

2F(u) = ∥∇u∥2
2 −

∫
RN

V (x)u2dx− 2
p
∥u∥p

pdx

≥ R2 −G2
q∥V∥ q

q−2
ρ

2−N(q−2)
2 R

N(q−2)
2 − 2

p
Gp

pρ
p−N(p−2)

2 R
N(p−2)

2

Considere

A = G2
q∥V∥ q

q−2
,

B =
2
p

Gp
p,

α =
2N −q(n−2)

2q
,

β =
N(p−2)−4

4
,

s =
2
q

2N −q(N −2)
2N − p(N −2)

e seja fz(t) definida como no Lema 3.13, com a notação correspondente

t = R2 e z = ρ
2N−p(N−2)

2 .

Observe que, em particular, apenas A depende de ∥V∥ q
q−2

, enquanto as demais constantes dependem

apenas de N, p e r (via q). Nessas condições, temos

z∗ =C1(N, p,q)∥V∥
−N(p−2)−4

4
q

p−2
2N−p(N−2)
2N−q(N−2)

q
q−2

e

t∗ =C2(N, p,q)∥V∥
q

p−2
2N−p(N−2)
2N−q(N−2)

q
q−2

onde C1(N, p,q) e C2(N, p,q) são constantes positivas dadas explı́citamente em termos apenas de N, p

e r. Agora, observe que

z < z∗ ⇔ ρ
2N−p(N−2)

2 ≤C1(N, p,q)∥V∥
−N(p−2)−4

4
q

p−2
2N−p(N−2)
2N−q(N−2)

q
q−2
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Ou seja,

ρ

2N−p(N−2)
2 − 4

N(p−2)−4
p−2

q
2N−q(N−2)
2N−p(N−2) ≤ K(N, p,q)∥V∥−1

r

que equivale a

∥V∥rρ
σ < K

com σ = σ(N, p,q) e K = K(N, p,q) positivos e dados explicitamente em termos de N, p e q. Além

disso,

R2
∗ = t∗ =C2(N, p,q)∥V∥

q
p−2

2N−p(N−2)
2N−q(N−2)

q
q−2

fornece R∗ = Θ∥V∥ϒ
r , com ϒ = 1

2
q

p−2
2N−p(N−2)
2N−q(N−2) > 0, e a proposição segue aplicando o lema anterior.

Daqui em diante vamos assumir que ρ,V satisfazem (3.21), isto é,

0 < ρ < ρ∗ := H∥V∥−τ
r

para H e τ adequados. Pela proposição, sabemos que para todo α < ρ∗,

inf
{

F(u);u ∈ Sα ,∥∇u∥2 = R∗
}
> 0

onde R∗ = Θ∥V∥ϒ
r independe de α . Definimos então

cV,α := inf
{

F(u);u ∈ Sα∥∇u∥2 ≤ R∗
}
.

Lema 3.14. Se cV,ρ < 0 então

0 < α ≤ ρ ⇒ cV,α ≥ cV,ρ

Demonstração. Se cV,α ≥ 0, o lema segue trivialmente de

cV,ρ < 0 ≤ cV,α .

Suponhamos então, cV,α < c′ < 0 e seja u ∈ Sα tal que ∥∇u∥2 < R∗ e F(u) < c′. Observe que, para

todo t ≥ 1, temos tu ∈ Stα , visto que

∥tu∥2
2 =

∫
RN

|tu|2dx = t2
∫
RN

|u|2dx = t2∥u∥2
2 = t2

α
2.
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Além disso,

F(tu) =
1
2
∥∇tu∥2

2 −
1
2

∫
RN

V (x)(tu)2dx− 1
p
∥tu∥p

pdx

=
t2

2
∥∇u∥2

2 −
t2

2

∫
RN

V (x)u2dx− t p

p
∥u∥p

pdx

≤ t2

2
∥∇u∥2

2 −
t2

2

∫
RN

V (x)u2dx− t2

p
∥u∥p

pdx

= t2F(u)

< t2c′

< c′

< 0.

Afirmação:∥∇( ρ

α
u)∥2 ≤ R∗

Com efeito, suponha por contradição que

ρ

α
∥∇u∥2 = ∥∇(

ρ

α
u)∥2 > R∗.

Como ρ/α > 1 e ∥∇u∥2 < R∗, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe t ∈ (1,ρ/α) tal que

t∥∇u∥2 = ∥∇(tu)∥2 = R∗.

Além disso,

∥tu∥2 = t∥u∥2 <
ρ

α
∥u∥2 = ρ,

ou seja, t ∈ (1,ρ/α), ∥tu∥2 < ρ e ∥∇(tu)∥2 = R∗ Assim, como t > 1, F(tu)< c′ < 0, contradizendo

o fato de

inf
{

F(u);u ∈ Stα∥∇u∥2 ≤ R∗
}
> 0.

Logo, por definição

cV,ρ = inf
{

F(u);u ∈ Sρ∥∇u∥2 ≤ R∗
}

≤ F
(

ρ

α
u
)

< c′.

Como c′ > cV,α é arbitrário, segue cV,ρ ≤ cV,α .

A prova da primeira parte do Teorema 3.2 é baseada na seguinte proposição:
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Proposição 3.15. Se cV,ρ < 0 então cV,ρ é atingido por uma solução do problema (3.1).

Demonstração. Seja (un) uma sequência minimizante para cV,ρ . Pela proposição 3.12, sabemos que

∥∇un∥2 ≤ R∗−ε , para algum ε > 0 suficientemente pequeno. Portanto, pelo Princı́pio Variacional de

Ekeland, podemos assumir que (un) é sequência Palais Smale para F restrito à Sρ .

Como o funcional F e a sua restrição são funções pares, podemos assumir que un ≥ 0, para todo

n ∈ N. Além disso, (un) é limitada, por construção, e portanto, é também limitada a sequência de

Multiplicadores de Lagrange

λn :=−DF(un)[un]

ρ2 .

Passando a subsequência, obtemos que un ⇀ u ≥ 0 fracamente em H1(RN) e λn → λ em R. Agora,

como ∇Sρ
F(vn)→ 0, temos

o(1) =
1
2

(
∥∇un∥2

2 −
∫
RN

V (x)u2
ndx−∥un∥p

pdx
)
+

1
2

λnρ
2

≤ 1
2

(
∥∇un∥2

2 −
∫
RN

V (x)u2
ndx

)
− 1

p
∥un∥p

pdx+
1
2

λnρ
2

= F(un)+
1
2

λnρ
2

= cV,ρ +
1
2

λnρ
2 +o(1)

o que força a λn ≥ −
2cV,ρ

ρ2 > 0, ja que cV,ρ < 0. Argumentando como na prova do Teorema 3.1

obtemos que (un) é uma sequência de Palais Smale (sem restrição) para o funcional Iλ , com λ > 0.

Então, aplicando o Lema da Separação, segue

un = u+
k

∑
j=1

w j(.− y j
n)+o(1), fortemente em H1(RN),

onde w1, ...,wk ∈ H1(RN) são soluções não triviais para a equação limite

−∆w j +λw j = |w j|p−2w

e vale

ρ
2 = ∥un∥2

2 = ∥u∥2
2 +

k

∑
j=1

∥w j∥2
2 +o(1)

e

cV,ρ +
ρ2

λ
= Iλ (un) = Iλ (u)+

k

∑
j=1

I∞,λ (w
j),
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o que implica em

cV,ρ +o(1) = F(un) = F(u)+
k

∑
j=1

F∞(w j).

Escrevendo ∥u∥2 = α ≤ ρ , temos

∥∇u∥2 ≤ lim
n→∞

∥∇un∥2 < R∗

e, então F(u)≥ cV,α . Pelo Lema 3.14, segue

cV,ρ = F(u)+
k

∑
j=1

F∞(w j)

≥ cV,α +
k

∑
j=1

F∞(w j)

≥ cV,ρ +
k

∑
j=1

F∞(w j)

forçando
k

∑
j=1

F∞(w j)≤ 0 ⇒ k = 0,

visto que F∞(w j)> 0, para todo j. Logo, un → u fortemente em H1(RN), provando a proposição.

Observação 3.16. Pela Proposição 3.15, só precisamos provar que, sobre as hipóteses do

Teorema 3.2, cV,ρ < 0. Seja ϕ , satisfazendo a hipótese (3.5), isto é,

∫
RN

|∇ϕ|2 −V (x)ϕ2dx ≤ 0

Observe que, para todo t > 0,

F(tϕ) =
t2

2
∥∇ϕ∥2

2 −
t2

2

∫
RN

V (x)ϕ2dx− t p

p
∥ϕ∥p

pdx

≤−t p

p
∥ϕ∥p

pdx

< 0.

Considere t = R∗
∥∇ϕ∥2

e então ∥∇tϕ∥2 = R∗ e F(tϕ)< 0. Assim,

F(tϕ)< 0 ⇒ tρ ≥ ρ∗ ⇒∥∇ϕ∥2 ≤ R∗
ρ

ρ∗
< R∗

ou seja, ϕ ∈ Sρ e ∥∇ϕ∥2 ≤ R∗. Por definição, concluı́mos que

cV,ρ = inf
{

F(u);u ∈ Sρ ,∥∇u∥2 ≤ R∗
}
≤ F(ϕ)< 0.
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Observação 3.17. Hipótese semelhante a (3.5) é tratada no trabalho [12].

Observação 3.18. Uma condição suficiente para (3.5) é que existam η ,R > 0 tais que

inf
BR

V ≥ η com

{
η > 0 e R > 0, se N = 1,2;
R2η ≥ N(N −2), se N ≥ 3.

(3.22)

De fato, sejam R e η como acima e, sem perda de generalidade, suponha que BR esteja centrada

em 0. No caso N = 1 é suficiente escolher uma constante t∗ > 0, onde

t∗ϕ(x) =

1, se |x| ≤ R;(
kR−|x|
(k−1)R

)+
, se |x| ≥ R.

com k > 1 suficientemente grande. No caso N = 2, é suficiente escolher t∗ > 0, onde

t∗ϕ(x) =

1, se |x| ≤ R;(
ln(k−1)R−ln|x|

ln(k−1)

)+
, se |x| ≥ R.

com k > 2 suficientemente grande. Finalmente, se N ≥ 3, seja δ > 0 pequeno e fixado e t∗ > 0 tal que

t∗ϕ(x) =

1, se |x| ≤ R;(
(1+δ )RN−2|x|2−N −δ

)+
, se |x| ≥ R.

Colocando |∂B1|= ωN obtemos∫
RN

|∇ϕ|2 −V (x)ϕ2dx ≤
∫
RN

|∇ϕ|2 −
∫
RN

V (x)ϕ2dx

≤
∫
RN\BR

|∇ϕ|2 −
∫

BR

ηϕ
2dx

≤ (1+δ )2R2(N−2)(N −2)2
ωN

∫ +∞

R
r2(1−N)rN−1dr− ωN

N
RN

η

=
RN−2ωN

N

(
(1+δ )2N(N −2)−R2

η
)

≤ 0

se δ é suficientemente pequeno.

Observação 3.19. Note que, para todo V é sempre possı́vel escolher ρ suficientemente pequeno de

modo que valham (3.4) e (3.6). Além disso, se N ≥ 3, a condição (3.22) pode ser reformulada como

∥V∥r
r ≥ η

r|BR| ≥ η
r−N

2
ωN

N
[N(N −2)]

N
2

Em particular, como r > N
2 , pode-se exibir potenciais V com norma Lr suficientemente pequena satis-

fazendo as hipóteses do Teorema 3.2 (com ρ suficientemente pequeno e R suficientemente grande).
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3.2.2 Solução do Passo da Montanha

A segunda parte do Teorema 3.2 pode ser obtida argumentando como na prova do Teorema 3.1.

Algumas mudanças serão feitas, especialmente sobre a condição de Palais Smale, porque, neste caso,

o Lema 3.11 não funciona.

Aqui, ao invés de trabalhar com uma Geometria do Passo da Montanha uniforme em ρ , como

fizemos para encontrar um minimizante, será mais conveniente usar uma Geometria do Passo da

Montanha dependente de ρ . Isto permitirá uma comparação direta entre o nı́vel do Passo da Montanha

e mρ , permitindo mostrar que os Multiplicadores de Lagrange da sequência de Palais Smale são

positivos. Observe que a hipótese

max
{
∥V∥rρ

σi,∥W∥sρ
σi
}
< L̃, i = 1,2

garante que as hipóteses do Lema da Separação valem para r =+∞.

Vamos assumir que σi, σ̃i, L̃, i = 1,2, são tais que

∥V∥rρ
(2−N

r )
2(p−2)

N(p−2)−4 ≤ L1 e ∥W∥sρ
(1−N

s )
2(p−2)

N(p−2)−4 ≤ L1 (3.23)

∥V∥rρ
2−N

r ≤ L2 e ∥W∥sρ
1−N

s ≤ L2 (3.24)

∥V∥rρ
2−N

r ≤ L3mρ e ∥W∥sρ
1−N

s ≤ L3mρ (3.25)

para constante positivas Li adequadas a serem escolhidas mais tarde, independente de V,W e ρ . Mais

ainda, observamos que (3.23), nos fornece

∥V∥
2r

2r−N
r ≤ L′

1
mρ

ρ2 e ∥W∥
2s

s−N
s ≤ L′

1
mρ

ρ2 . (3.26)

Geometria do Passo da Montanha

Recordemos que, para todo u ∈ Sρ

F(u)≥ 1
2
∥∇u∥2

2 −
G2

q

2
∥V∥ q

q−2
ρ

2−N(q−2)
2 ∥∇u∥2

N(q−2)
q

− 1
p

Gp
pρ

p−γ∥∇u∥γ

2

onde q ∈ [2,2∗) satisfazendo q
q−2 = r e γ = N(p−2)

2 . Seja R̃ > 0, tal que



78
Capı́tulo 3. Soluções normalizadas para equação de Schrodinger de massa supercrı́tica com

potencial negativo

M̃0 :=
1
2

R̃2 − 1
p

Gp
ρ

p−γ R̃γ = max
t≥0

1
2

t2 − 1
p

Gp
ρ

p−γtγ

Então, M̃0 = 2M̃mρ , para M̃ > 0 uma constante adequada dependendo somente de ρ .

Assim, podemos escolher L1 > 0, dependendo somente de N, p e q tal que

G2
q

2
∥V∥ q

q−2
ρ

2−N(q−2)
2 R̃

N(q−2)
q ≤ M̃mρ

ou, equivalentemente

∥V∥rρ
(2−N

r )
2(p−2)

N(p−2)−4 ≤ L1. (3.27)

Por (3.23) e (3.27), obtemos

M̃ :=
1
2

R̃2 −
G2

q

2
∥V∥ q

q−2
ρ

2−N(q−2)
2 R̃

N(q−2)
q

− 1
p

Gp
pρ

p−γ R̃γ

= M̃0 −
G2

q

2
∥V∥ q

q−2
ρ

2−N(q−2)
2 R̃

N(q−2)
q

≥ M̃0 − M̃mρ

= M̃mρ .

Logo,

M̃ ≥ M̃mρ . (3.28)

Agora, fixemos u0 = (Zρ)h0 ∈ Sρ e u1 = (Zρ)h1 ∈ Sρ , tais que

∥∇u0∥2 < R̃ ∥∇u1∥2 > R̃

e

F
(
u0
)
< M̃ F

(
u1
)
< 0

e defina o valor do Passo da Montanha

mV,ρ := inf
ξ∈Γ

max
t∈[0,1]

F(ξ (t))

com

Γ :=
{

ξ ∈ C([0,1];Sρ); ξ (0) = u0 e ξ (1) = u1
}
.

Por (3.28), como V ≥ 0 e V ̸≡ 0, concluı́mos que
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M̃mρ ≤ mV,ρ < mρ .

Como na Proposição 3.10, obtemos uma sequência de Palais Smale (vn)n, de nı́vel mV,ρ , tal que

∥vn∥2
2 −

N(p−2)
2p

∥vn∥p
p −

∫
RN

V (x)(Nv2
n +2vn∇vn.x)dx → 0

e

lim
n→∞

∥v−n ∥2 = 0.

Temos agora que verificar que (vn) é limitada em H1(RN) e que a sequência de Multiplicadores

de Lagrange relacionada (λn)n é limitada e convergente (a uma subsequência) a um valor positivo.

A prova da limitação de (vn) segue os mesmos passos da proposição (3.10), com notação análoga,

donde obtivemos

an =
N(p−2)

B
2mV,ρ −

N|4− p|
B

cn −
4
B

dn +o(1) (3.29)

sendo an = ∥∇vn∥2 e B = N(p−2)−4. Do Lema 1.11

cn ≤
∣∣∣∫

RN
V (x)v2

ndx
∣∣∣≤ G2

q∥V∥rρ
(2−N

r )a
N
2r
n

e

|dn|=
∣∣∣∫

RN
V (x)vn∇vn.xdx

∣∣∣≤ Gq1∥W∥sρ
1−N

s an
1
2
(1+

N
s
)+o(1)

onde q1 ∈ [2,2∗) satisfaz 2q1
q1−2 = s. Assim,

Ban ≤ 2N(p−2)mρ +N|4− p|G2
q∥V∥rρ

(2−N
r )a

N
2r
n +4Gq1∥W∥sρ

1−N
s an

1
2
(1+

N
s
)+o(1). (3.30)

Como r > max(1,N/2) e s > max(2,N), temos N
2r < 1 e 1

2(1+
N
s )< 1. Então, se an ≥ 1

a
N
2r
n < an e an

1
2
(1+

N
s
)< an.

Logo, em (3.30), obtemos[
b−N|4− p|G2

q∥V∥rρ
2−N

r −4Gq1∥W∥sρ
1−N

s

]
an ≤ 2N(p−2)mρ +o(1).

Escolhendo L2 suficientemente pequeno em (3.24), segue

an ≤ max
{

1,
3N(p−2)

N(p−2)−4
mρ

}
,
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de onde temos an limitada e, portanto, (vn) limitada em H1(RN).

Sendo (an) limitada, conseguimos concluir que as sequências (bn),(cn),(dn),(λn), são também

limitadas, e passando a subsequência adequada, convergem, respectivamente a b,c,d e λ . Resta

mostrar que λ > 0.

Como feito na demonstração da Proposição 3.10, temos

ρ
2
λ =

2N − (N −2)p
B

2mV,ρ −
(N −2)(p−2)

B
c− 2(p−2)

B
d

com

c = limcn ≤ limG2
q∥V∥rρ

(2−N
r )a

N
2r
n = G2

q∥V∥rρ
(2−N

r )a
N
2r (3.31)

e

d = limdn ≤ limGq1∥W∥sρ
1−N

s a
1
2 (1+

N
s )

n = Gq1∥W∥sρ
1−N

s a
1
2 (1+

N
s ). (3.32)

Daı́,

ρ
2
λ ≥C12M̃mρ −C2∥V∥rρ

(2−N
r )a

N
2r −C3∥W∥sρ

1−N
s a

1
2 (1+

N
s ) (3.33)

onde C1,C2,C3, são constantes positivas dependendo somente de N, p,q e q1. Se a ≥ 1, então

3N(p−2)
N(p−2)−4

mρ ≥ 1

e, de (3.33)

ρ
2
λ ≥

[
C′

1 −C′
2∥V∥rρ

(2−N
r )−C′

3∥W∥sρ
1−N

s

]
mρ (3.34)

com C′
1,C

′
2,C

′
3 > 0. Usando novamente (3.24), para L2 suficientemente pequeno, concluı́mos λ > 0.

Se, entretanto, a ≤ 1, podemos usar (3.25) e obter de 3.33 que

ρ
2
λ ≥C12M̃mρ −C2∥V∥rρ

(2−N
r )−C3∥W∥sρ

1−N
s

≥ (C12M̃− (C2 +C3)L3))mρ .

Então, λ > 0, visto que podemos escolher L3 suficientemente pequeno em (3.25).

Até agora obtivemos que a sequência de Palais Smale (vn)n, obtida pela Geometria do Passo da

Montanha, e a sequência de Multiplicadores de Lagrange correspondente (λn)n satisfazem
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F(vn)→ mV,ρ

F ′(vn)φ = λnφ +o(1)∥φ∥H1

λn → λ > 0

vn ⇀ v fracamente em H1(RN).

Então, v é solução de

−∆v−V (x)v+λv = |v|p−2v

e (vn) e sequência de Palais Smale de Iλ , sem restrição. Pelo Lema da Separação,

vn = v+
k

∑
j=1

w j(.− y j
n)+o(1), fortemente em H1(RN),

onde w1, ...,wk ∈ H1(RN) são soluções não triviais para a equação limite

−∆w j +λw j = |w j|p−2w

Argumentando como no capı́tulo anterior, obtemos

mV,ρ = F(v)+
k

∑
j=1

F∞(w j).

Suponhamos, por contradição, que vn não convirja fortemente para v em H1(RN), ou equivalente-

mente, k ≥ 1. Então, denotamos

µ = ∥v∥2 e α j = ∥w j∥2

e, pelo Lema da Separação

k

∑
j=1

F∞(w j)≥
k

∑
j=1

mα j ≥ mα1 = mρ

(
α1
ρ

)−2θ

onde θ :=
2N − p(N −2)
N(p−2)−4

.
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Afirmação: F(v)≥−θmρ

(
µ

ρ

)2
.

Observe que, provada a afirmação, concluı́mos a prova, pois

mV,ρ = F(v)+
k

∑
j=1

F∞(w j)

≥−θmρ

(
µ

ρ

)2
+mρ

(
α1
ρ

)−2θ

≥ θ

(
−1+

(
α1
ρ

)2)
mρ +mρ

(
α1
ρ

)−2θ

= mρ

[
−θ +θ

(
α1
ρ

)−2θ]
≥ mρ min

t∈[0,1]
[−θ +θ t + t−θ ]

= mρ

visto que min
t∈[0,1]

−θ +θ t + t−θ = 1. Ou seja, terı́amos, mρ ≤ mV,ρ , uma contradição.

Provemos então a afirmação. Sejam

a := ∥∇v∥2 b := ∥v∥p
p c :=

∫
RN

V (x)v2dx d :=
∫
RN

V (x)v∇v.xdx

Pela Identidade de Pohozaev

a− N(p−2)
2p

b− N
2

c−d = 0.

Assim, concluı́mos que

F(v) =
1
2

a− 1
2

c− 1
p

b

=
N(p−2)−4

2N(p−2)
a− p−4

2(p−2)
c+

2
N(p−2)

d

≥C0
[
2a−K1c−K2d

]
onde C0,C1,C2 são constantes positivas dependendo somente de N e p. Da relação

”se x > 0 e 0 < τ < 1 e k > 0 então a− kaτ ≥−(1− τ)τ
τ

1−τ k
1

1−τ ”

obtemos

a−K1c ≥−K′
1∥V∥r

2r
2r−N

µ
2



3.2. Prova do Teorema 3.2 83

e

a−K2c ≥−K′
2∥W∥s

2s
s−N

µ
2

Portanto,

F(v)≥C0
[
K′

1∥V∥r
2r

2r−N
−K′

2∥W∥s
2s

s−N

]
µ

2

=−KL′
1

mρ

ρ2 µ
2

≥−θmρ

(
µ

ρ

)2

visto que podemos tomar L′
1 suficientemente pequeno de modo a satisfazer L′

1 ≤
θ

k
. □
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APÊNDICE A

Métodos Variacionias

Muitos problemas em Equações Diferenciais podem ser colocados na forma

DE(u) = 0

onde E : X → Y , uma aplicação diferenciável entre espaços de Banach adequados, é o funcional de

Euler-Lagrange associado à equação, cuja derivada é denotada por DE. Neste caso, falamos que a

equação está na forma Variacional, de modo que para garantir solução fraca para o problema precisa-

mos procurar por pontos crı́ticos de E.

Neste sentido, Métodos Minimax foram desenvolvidos para buscar por pontos crı́ticos que não são

mı́nimos globais, por exemplo, pontos de sela. Seguindo [19], estes são métodos que caracterizam

valores crı́ticos do funcional E sobre uma classe adequada de conjuntos S:

c = inf
A∈S

max
u∈A

E(u).

O Teorema do Passo da Montanha e o Teorema do Linking são resultados Minimax que serão desta-

cados nesta seção.

A.1 O Teorema do Passo da Montanha

Definição A.1. Sejam X um espaço de Banach e B ⊂ X um subconjunto. Uma deformação de B é

uma função contı́nua η : [0,1]×B → B tal que η(0,u) = u para todo u ∈ B.

Definição A.2. Sejam X um espaço de Banach e A ⊂ B ⊂ X subconjuntos. Dizemos que B é de-

formável em A se existe uma deformação η de B tal que

η(t,u) ∈ A para todo u ∈ A e todo t ∈ [0,1];

85
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e

η(1,u) ∈ A para todo u ∈ B.

Definição A.3. Sejam X um espaço de Banach e J : X → R um funcional. Para a ∈ R, definimos

Ja := {u ∈ X ; J(u)≤ a}.

Definição A.4. Sejam H um espaço de Hilbert e η : [0,1]×H → H uma deformação de H. Uma

famı́lia Γ de subconjuntos de H é dita invariante sob η se satisfaz:

”para todo A ∈ Γ e todo t ∈ [0,1], tem-se η(t,A) ∈ Γ”.

Definição A.5. Sejam H um espaço de Hilbert e J : H → R um funcional. Uma famı́lia Γ de subcon-

juntos de H é chamada uma classe minimax. O valor

c := inf
A∈Γ

sup
u∈A

J(u)

é chamado nı́vel minimax associado a Γ. Observe que pode acontecer c =+∞ ou c =−∞.

Definição A.6. Sejam H um espaço de Hilbert, J : H → R um funcional, Γ uma classe minimax e c

o nı́vel minimax associado a Γ. Dizemos que Γ é admissı́vel com respeito a J se

1. c ∈ R;

2. Para todo ε > 0 suficientemente pequeno, Γ é invariante com respeito a deformações que dei-

xam Jc−2ε .

Exemplo A.7. Seja H um espaço de Hilbert e J ∈C1,1(H). Considere a classe minimax trivial

Γ = {{u}; u ∈ H}

chamada classe de subconjuntos de H consistindo de um único ponto. Observe que esta classe é

invariante a toda deformação η , pois η(t,{u}) é único para todo t e, portanto, continua pertencente a

Γ. Então, esta classe é admissı́vel se, e somente se, c é finito. Mas,

c = inf
A∈Γ

sup
u∈A

J(u) = inf
{u}∈Γ

sup
u∈{u}

J(u) = inf
u∈H

J(u).

Logo, esta classe é admissı́vel se, e somente se, J e limitado inferiormente. □
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Teorema A.8 (Princı́pio Minimax). Sejam H um espaço de Hilbert, J ∈ C1,1(H) e Γ uma classe

minimax admissı́vel de nı́vel c. Então existe uma sequência Palais-Smale de J de nı́vel c. Se J satisfaz

a condição de Palais Smale no nı́vel c, então c é valor crı́tico de J.

Demonstração. Veja [1], página 154.

Teorema A.9 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam H um espaço de Hilbert e J ∈C1,1(H) satis-

fazendo J(0) = 0. Assuma que existam números positivos ρ e α tais que

1. J(u)≥ α se ∥u∥= ρ;

2. Existe v ∈ H tal que ∥v∥> ρ e J(v)≤ α .

Então existe uma sequência de Palais Smale para J de nı́vel c ≥ α . Se J satisfaz condição de Palais-

Smale no nı́vel c então c é valor crı́tico de J.

Demonstração. Definimos a classe minimax

Γ = {γ([0,1]); γ : [0,1]→ H é contı́nua e γ(0) = 0,γ(1) = v}

e o correspondente nı́vel minimax

c = inf
γ([0,1])∈Γ

sup
u∈γ([0,1])

J(u) = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t)).

Vamos provar que Γ é admissı́vel. Claramente c < ∞ pois estamos maximizando uma função contı́nua

em um conjunto compacto. Resta provar que c >−∞. Para isso, observe que qualquer γ ∈ Γ satisfaz

∥γ(0)∥= 0 e ∥γ(1)∥= ∥v∥> ρ . Como γ é contı́nua, existe tγ ∈ [0,1] tal que ∥γ(tγ)∥= ρ . Da hipótese

(1), segue que

max
t∈[0,1]

J(γ(t))≥ J(γ(tγ))≥ α.

Como vale para todo γ ∈ Γ, segue que

c ≥ α > 0.

Resta mostrar que Γ é invariante com respeito à deformações fixam Jc−2ε . Com efeito, seja ε > 0

suficientemente pequeno de modo que

J(0)< c−2ε e J(v)< c−2ε.

Isto é possı́vel visto que max{J(0),J(v)}= max{0,J(v)}< α ≤ c. Então, 0 e v pertencem a Jc−2ε .
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Sejam η uma deformação que fixa Jc−2ε e γ ∈ Γ. Precisamos provar que, para todo t ∈ [0,1],

η(t,γ([0,1]) ∈ Γ.

Sendo assim, considere γ̃ : [0,1]→ H definida por γ̃(s) := η(t,γ(s)). Claramente γ̃ é contı́nua e como

η fixa Jc−2ε , temos

γ̃(0) = η(t,γ(0)) = η(t,0) = 0

e

γ̃(1) = η(t,γ(1)) = η(t,v) = v.

Portanto, γ̃([0,1]) ∈ Γ e Γ é admissı́vel. Aplicando o Princı́pio Minimax segue o resultado.

Observação A.10. Um funcional que satisfaz as hipóteses do Teorema A.9 é dito possuir a Geometria

do Passo da Montanha. O termo ”Passo da Montanha”é justificado pelas propriedades geométricas

do gráfico de J. De fato, é comum pensar os pontos 0 e v como duas vilas. As hipóteses do Teorema

implicam que essas duas vilas são separadas por uma cadeia de montanhas: para ir de 0 a v é preciso

subir ao menos até uma altura α que é estritamente maior que as duas alturas J(0) e J(v). As figuras

a seguir conseguem ilustrar a estrutura geométrica do Teorema.

•v

0

J

Figura A.1. Fonte: Adaptado de [20].
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•v

0

J

Figura A.2. Fonte: Adaptado de [20].

Observação A.11. A classe minimax usada na prova do teorema é construı́da da seguinte forma:

tenta-se todos os caminhos possı́veis entre 0 e v, mede-se a altura maximal atingida no caminho

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) e tenta-se minimizar a altura máxima dentre a classe dos caminhos: a altura do cami-

nho ótimo está localizada no passo da montanha. Outro modo de enunciar o Teorema do Passo da

Montanha se dá a seguir:

Teorema A.12. Seja X um espaço de Banach e ϕ ∈ C 1(X ,R) um funcional satisfazendo a condição

de Palais Smale. Se e ∈ X e 0 < r < ∥e∥ são tais que

a := max{ϕ(0),ϕ(e)}< inf
∥u∥=r

ϕ(u) = b,

então

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

ϕ(γ(t))

com

Γ = {γ ∈ C ([0,1],X); γ(0) = 0,γ(1) = e}

é um ponto crı́tico de ϕ com c ≥ b.

Veja [7], Capı́tulo 4, para mais detalhes.
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φ = b

φ = a

φ = c

rr

0 e
X

φ

Figura A.3. Fonte: Adaptado de [7].

A.2 O Teorema do Linking

Consideremos, primeiramente, o seguinte princı́pio Minimax geral:

Teorema A.13. Seja X um espaço de Banach, M0 um subespaço fechado do espaço métrico M e

Γ0 ⊂ C (M0,X). Defina Γ := {γ ∈ C (M,X); γ|M0 ∈ Γ0}. Se ϕ ∈ C 1(X ,R) satisfaz

∞ > c := inf
γ∈Γ

sup
u∈M

ϕ(γ(u))> a := sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

ϕ(γ0(u)) (A.1)

então, para todo ε ∈ (0,(c−a)/2), δ > 0 e γ ∈ Γ tal que

sup
M

ϕ ◦ γ ≤ c+ ε

existe u ∈ X tal que

a) c−2ε ≤ ϕ(u)≤ c+2ε;

b)dist(u,γ(M))≤ 2δ ;

c)∥ϕ ′(u)∥ ≤ 8ε/δ

Demonstração. Veja [21], página 41, Teorema 2.8.

Observação A.14. Observe que o Teorema do Passo da Montanha segue imediatamente do anterior,

basta tomar M = [0,1], M0 = {0,1}, Γ0 = {γ0} onde γ0(0) = 0 e γ0(1) = e.
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Teorema A.15. Sob a hipótese (A.1), existe uma sequência (un)⊂ X satisfazendo

ϕ(un)→ c e ϕ
′(un)→ 0.

Em particular, se ϕ satisfaz a condição de Palais Smale em c, então c é ponto crı́tico de ϕ .

Teorema A.16 (Teorema do Linking). Seja X =Y ⊕Z um espaço de Banach com dim Y < ∞. Sejam

ρ > r > 0 e z ∈ Z tal que ∥z∥= r. Defina

M := {u = y+λ z; ∥u∥ ≤ ρ, λ ≥ 0 e y ∈ Y};

M0 := {u = y+λ z; y ∈ Y, ∥u∥= ρ e λ ≥ 0 ou ∥u∥ ≤ ρ e λ = 0};

N := {u ∈ Z; ∥u∥= r}.

Seja ϕ ∈ C 1(X ,R), tal que

b := inf
N

ϕ > a := max
M0

ϕ.

Se ϕ satisfaz a condição de Palais Smale em c com

c := inf
γ∈Γ

max
u∈M

ϕ(γ(u)),

Γ := {γ ∈ C (M,X); γ|M0 = id},

então c é um valor crı́tico de ϕ .

Demonstração. Veja [21], página 43.
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