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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados em provar a existéncia de solugdes normalizadas para a
equagao de Schrodinger

—Au+V(x)u+Au=|uP2u, emRY

2N
W. A existéncia de

solugio (u,A) € H'(RY) x R* com norma prescrita serd assegurada sobre vérias condigdes técnicas

. oy 4
no caso massa supercritica e caso subcritico de Sobolev, 2 4 N <p<L2*=

sobre o potencial V : RV — R. Em um primeiro momento, provaremos existéncia de solugio para V
positivo e se anulando no infinito. Em seguida, provaremos a existéncia de soluc¢do para V sendo um
potencial negativo. As respectivas solucdes serdo obtidas como pontos criticos de funcionais restritos
a esfera Sy em L? e A sera um Multiplicador de Lagrange. Os resultados serdo provados usando
Meétodos Variacionais e estdo contidos em [2] e [[18]].

Palavras-chave: Solucdo normalizada; Equagao de Schrodinger; Métodos Variacionais.
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Abstract

In this work, we are interested in proving the existence of normalized solutions to the Schrodinger

equation
—Au+V(x)u+Au=|ulP>u, emRY

in the supercritical mass case and subcritical Sobolev case, 2+ ]i\/ <p<2t= <N2_—N2)+ The existence
of a solution (u,A) € H'(RY) x R* with a prescribed norm will be ensured under various technical
conditions on the potential V : RV — R. Firstly, we will prove the existence of a solution where V > 0
and vanishing at infinity. Next, we will prove the existence of a solution if V' is a negative potential.
The respective solutions will be obtained as a critical point of functionals constrained to the sphere
Sp in L? and A will be a Lagrange multiplier. The results will be proved using Variational Methods

and are contained in [2]] and [18]].

Keywords: Normalized solutions; Schrodinger equations; Variational Methods.
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Introducao

Entender a existéncia de solugcdo (ou solugdes) para problemas envolvendo a equacdo de Schrodin-
ger

—Au+V(x)u+Au=f(u), emRY (1)

¢é tema de bastante interesse e de muita pesquisa na drea de Equacdes Diferenciais Parciais. Problemas
desse tipo aparecem em diversos contextos fisicos como, por exemplo, a aproximagao cldssica em
mecanica estatistica, teoria construtiva de campo, falso vicuo em cosmologia, Optica ndo linear e
propagacdes de laser, como cita [4]].

Em suma, a busca para encontrar solu¢des para o problema aparece ao se fazer o estudo de ondas

estaciondrias para a equacao de Schrodinger ndo linear

iw: +Aw +V(x)w = f(w) em RY x (0,00)
cujas solucdes sao da forma
w(x,t) = e™u(x), (x,1) € RV x (0,00)

sendo u é uma funcdo real que independe do tempo e resolve a equagéo eliptica (I).
. . I 4
Em particular, consideramos o caso ndo linear em que f(w) = |[w|?~2w, com 2 + N <p<2e,

portanto, estamos interessados em obter solu¢des para a equagao de Schrodinger nao-linear
—Au+V(x)u+Au=|ulP*u, emRY. ()

Uma bibliografia extensa existe no que tange ao estudo da equagao quando a frequéncia A € R

estd fixada. Desse modo, surge entdo um ponto de vista significativo que considera o problema de

ondas estaciondrias quando a massa da particula é conhecida, isto é, ||u||, = p para algum p >0e

A é desconhecido no problema. Solucdo cuja norma L? é prescrita é chamada solugdo normalizada.
Esta abordagem parece ser particularmente significativa do ponto de vista fisico, porque existe uma

conservacdo de massa.
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Uma forma natural de encarar problemas dessa natureza se da por Métodos Variacionais. Para
alguns valores de A, a existéncia de solugdes nao triviais para o problema € obtida a partir de pontos
criticos do funcional energia associado a equagdo e A € obtido como um multiplicador de Lagrange,
que aparece devido a restricao da massa.

Neste trabalho, estamos interessados em obter solugdes (u,4) € H'(RV) x RT para o problema

—Au+V(xX)u+Au=|ulP"u, emRV,

u>0, (3)
[ull=p
4 2N
onde V é um potencial fixado e 2 + N <p<2t= m

No caso em que 2 < p < 2+ Ii\,, chamado caso subcritico, sendo V um potencial positivo ou

negativo, pode-se minimizar o funcional

1 1
Flu) = E/RN(WMFW(X)f)dx— ;/RN lulPdx

restrito 4 esfera de L?(RY)

Sp = {u c H'(RY); / uzdx:pz}
RN

~ 7 ~ M 4 *
de modo a obter solucdo, que € a solu¢do de menor energia. Entretanto, no caso 2 + N <p<2f,
chamado caso de massa supercritica e caso subcritico de Sobolev, o funcional F ¢ ilimitado inferi-
ormente em Sy, 0 que impossibilita aplicar argumentos de minimizagdo (global). Isso mostra que
o comportamento de F em S, muda de acordo com o valor de p em relagdo ao expoente de massa

criticap =2+ 1%,
Neste contexto, este trabalho busca abordar os resultados obtidos nos artigos ”Normalized soluti-
ons of mass supercritical Schrodinger equations with potential” [2] e “Normalized solutions to mass
supercritical Schrodinger equations with negative potential” [18]], que provam existéncia de solu¢des

para os respectivos problemas
—Au+V(x)u+Au=|ulP2u, emRV
u>0, 4)
lul2=p
com V > 0, satisfazendo V(x) — 0 quando ||x|| — o e podendo ter singularidades, e
—Au—V(xX)u+Au=|ulPu, emRN,
u>0, %)
lull2=p
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comV > 0.

Sendo assim, este texto se organiza da seguinte maneira: no Capitulo 1 trazemos resultados
basicos de Andlise Funcional e Equacdes Diferenciais Parciais, em particular, de Métodos Varia-
cionais, a fim de fixar as notagdes e fornecer os topicos base para o estudo dos artigos.

No Capitulo 2, tratamos dos resultados obtidos no artigo [2]], que estuda o problema (@), com
V >0 e satisfazendo V (x) — 0 quando [|x|| — eo. Apresentamos um argumento do tipo linking restrito
a esfera §p. Se V ndo € radial, ndo podemos trabalhar em Hrla d(RN ) e temos que lidar com a nao
compacidade da imersio H'(RY) < L?(R"). Por fim, vamos discutir também o caso em que V é
radial, onde a solug¢do serd obtida a partir de um argumento do passo da montanha em S, N Hrla d(RN ).

No Capitulo 3, trazemos os resultados obtidos no artigo [18]], que estuda o problema (3], com
V > 0. Aqui, sobre hipéteses adequadas, obtemos duas familias de solu¢des. Mais precisamente, pro-
varemos inicialmente que, sobre hip6teses de limitagao explicitas sobre V e sem qualquer condig¢des
sobre a massa, existe uma solu¢do do Passo da Montanha de nivel de energia positiva e excluimos
a existéncia de solugdes com energia negativa. Segundo, pedindo que a massa seja menor que um
limitante exclicito, dependendo de V, e que V ndo seja muito pequeno num sentido adequado, en-
contraremos duas solucdes: um minimizante local com energia negativa e uma solucao do Passo da

Montanha com energia positiva.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar resultados basicos de Andlise Funcional e Equacdes Diferenciais
Parciais e fixar as notacdes que serdo utilizadas no decorrer do texto. Os topicos aqui apresentados e
os resultados citados, constituem base fundamental para o estudo dos artigos principais [2] e [[18]. As

principais referéncias para este capitulo sao [, [6]], [7], [8], [9], [14], [16], [20], e [21].

1.1 Espacos de funcoes

Definicdo 1.1. Para 1 < p < oo definimos L”(R") o espaco das funcdes Lebesgue mensurdveis em

RY que sdo p-integraveis, isto &,
LP(RY) := {u:RY — R; u é Lebesgue mensuravel e ||ul|, < =}

sendo
1

Jul = ( [ lul7ax)”

Se p = o, 0 espago L™(R") é o espaco de fungdes mensurdveis essencialmente limitadas em RY,
isto é,

L(RY) := {u: RY — R; u é Lebesgue mensurével e |[u]|. < oo}

sendo

||ut]|oo := ess sup |u| = inf {M € [0,00); [u(x)| <M, q.tpem RN}.
RN

Observagio 1.2. Para todo 1 < p < o, 0 espago normado (L (RY), |.||,) é um espago de Banach.

5
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Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q < oo tais que %—F% =1. Se feLP(RY) e
g € LY(RY) entdo,
1fgllr < 1Fllpllgllg-

Em particular, fg € L'(RV).
Demonstracdo. Veja [6], pagina 92. [
Definicao 1.4. Definimos o espago de Sobolev
H'(RY) := {u € *(RY); |Vu| € L2(RY)}.
Neste caso, considerando o produto interno em H' (R") definido por

(U, v) 1 := /RN VuVv+uy,

obtemos a norma em H' (RV)

1
Jallg vy i= ([ 1+ [ 1),

Proposicio 1.5. O espaco H'(RY), munido do produto interno definido anteriormente, é um espago

de Hilbert separdvel.
Demonstracdo. Veja [6], pagina 203. [
Definicfio 1.6. O espago de Sobolev Hj (RY) é o fecho de CJ(RY) em H!(RN).
Definicao 1.7. Para cada N > 3, definimos o espaco
D"2(RY) := {u e L¥ (R"); |Vu| € L>(R)}

com o produto interno
(u,v)pra = / Vu.Vy
RN

e a norma correspondente
) 1/2
lullprz = |Vull2 = (/RN |Vul ) -

Teorema 1.8 (Teorema de Imersdo de Sobolev). As seguintes imersoes sdo continuas:

1.) Se N >3, entio H'(RV) — LP(RN) para todo p € [1,2*];
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2.) Se N = 1,2, entio H'(RY) — LP(RN) para todo p € [1,];

3.) Paratodo N >3, DV2(RV) — L? (RV).

Consequentemente, se N > 3, para cada p € [1,2*] existe C = C(N,p) > 0 tal que para todo
uc H'(RVY),

lullp < Clluell g ().

Em todo trabalho S denotara a constante de Sobolev que € a melhor constante na imersao de
H'(RY) em L?" (RV):
lellzr Va3

— mn .
H'@®)\0} [[ull3.  uept2®¥)\{0} [|u3.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 < p < N entdo existe uma cons-

tante C = C(N,p) > 0 tal que para u € H} (RY) temos
lull p= < C[Duf]
Demonstragdo. Veja [3], pagina 233. [

Uma variacao da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev pode ser enunciada no seguinte

lema:

Lema 1.10. Para todo N > 3 e 2 < g < 2* existe G, > 0 dependendo somente de N e de q, tal que

1—N<‘§_2) N(CZ/—Z)
leellg < Galluelly ™[IVl ™

para todo u € HI(RN). A desigualdade continua vdlida se N = 1,2 para todo 2 < g < . Em
particular,

1-X Y
lullp < Gllully "[IVull;

onde G=Gpey= %V(p —2). Se N >3, a desigualdade continua vdlida para q = 2*.

O préximo lema segue imediatamente da Desigualdade de Holder e da Desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg-Sobolev.

Lema 1.11. Para todo 2 < g < 2%, temos

N(g-2) N(g-2)

2 2 2 2=
[ V] WVl < GIVI oy 7 Ve,
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Ng—2)

1+—— 7

_ N(g—2
[ VeV < Wl 2y [l Vil < GyW 20 Jully Val,

Além disso, se N > 3 entdo as desigualdades acima continuam vdlidas para g = 2*:

| [ Ve < Vil al3 <57 Vi Val3
RN 2 2

)/ X)uVu. xdx\ < |IWwlleells | Vaull2 < S™V2 W ||| Va3

Demonstragdo. Pela desigualde de Holder, temos

[ v@ar] < [ Vel < V] 1,
RN RN q

com r tal que i + % =1,isto é, r = ‘—27. Assim, segue da desigualdade anterior e do Lema|1.10
q—2

N(g-2) N(q—2)

| [ V] < WV l62lly = VI 3 < GEIVIa, s (9l °

Novamente, pela desigualdade de Holder, temos

[ V@aVias| < [ V0l jullVaerlds] < | [ Wl Vuld| < W] Ve,
com r tal que 2q —|— + =1, 1sto é, r = 2. Assim, segue da desigualdade anterior e do Lemal|l.10
q-—2
- N(g—z) 1+N(q—2)
[ VeV < Wi 2y [l |Vl < GyW 2 July”* Val

Se N > 3, considerando g = 2* = 2N2 nas desigualdades anteriores, obtemos os resultados enun-

ciandos, observando que G+ = S —1 onde S denota a constante de Sobolev que € a melhor constante

na imersdo de H'(RV) em L? (RM). O
Definicao 1.12. Definimos

H,oq(RY) = {u € H'(RY); u(g(x)) = u(x),vg € O(N)}

onde O(N) é o grupo de rotagdes em RY. Note que, u € H! (R") se, e somente se, u(x) = u(r), onde

rad

r = |x| (norma euclidiana em RV).
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Definicao 1.13. Um operador linear K : H — H é dito compacto se dada qualquer sequéncia (x,) C H

limitada, (Kx,) possui subsequéncia convergente.

Lema 1.14 (Lema de Strauss). As seguintes imersées sdo compactas
Hypq(RY) <= LP(RY)
onde p € (2,2*)se N>3 oup € (2,+00), se N=1,2.
Definicdo 1.15. Seja f € H'(RV). Fixado y € R", denotamos por f(. —y) a translacdo

fle=y)=flx—y), para todo x € RV,

1.2 Baricentro de um funcional

Sejau € H'(RV)\ {0} e considere

Observe que
i) v(u) é limitada, pois

1 1
< ? / 2 ? = < oo
o] < (L aan)* ([ 0)Pay) =18l gay o < 181l < o=
visto que u € H'(RV)\ {0} e | By (x)| é limitada, pois |u| é integravel.

ii) v(u) é continua. De fato, seja (x,) C RY uma sequéncia com x, — x e observe que

1

M) V@) = | [y s [l
1

— |Bl(0)|‘/RNXBl(x,,)(y”u()’)‘dy_/RNXBI(X)()))’u(dey’
1

B |Bl(0)|’/RN|XBI(Xn)(y>_XBl(x)(y)Hu(y”dy

b

onde

)1l sexcA
4= 0,sex¢A

denota a fun¢do caracteristica definida num conjunto A. Entdo, |v(u)(x,) — v(u)(x)] — 0

quando x;,, — x, 0 que prova a continuidade.
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Sendo assim, a funcao

A(x) = [v(u) (x) — %maxv(u)ﬁ

estd bem definida, é continua e possui suporte compacto, visto que

i) = v(u)(x)— %maxv(u), sex e Q
H= 0,sex¢Q
onde

Q= {x eRY; v(u)(x) > %maxv(u)} = v(u)! Bmax v(u), max v(u)]

é um conjunto compacto de RN e supp &1 C Q (conjunto fechado contido em um compacto, portanto
compacto).

Podemos entio considerar a aplicacio B : H!(RV)\ {0} — R" definida por

Blu) = — /R i

el 1

A aplicacdo 3 esta bem definida, pois u possui suporte compacto, e é conhecida por aplicacao

baricentro.

Proposicio 1.16. A funcdo B é continua em H' (RN)\ {0} e satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se u é uma fungdo radial entdo B (u) = 0;
(ii) B(tu) =1tB(u), paratodot #0 e todo u € H' (RV)\ {0},

(iii) Colocando u;(x) = u(x—z), para todo z € RN e todo u € H'(RV)\ {0} vale B(u;) = B(u) +z.

Demonstragdo. Veja [3]], pagina 262. U

1.3 Ferramentas uteis em problemas variacionais

Teorema 1.17 (Identidade de Pohozaev). Seja g € C'(R,R) tal que f(0) =0 e u € H, (RN) solugdo

de
{—Au = g(u)

u € D12(RN)
tal que G(u) € L'(RV), onde
u
G(u) = / g(s)ds.
0

Entdo, u satisfaz
N-2
Y2 [ \VuPdx=N / G(u)dx
2 Jrw RN
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Demonstragdo. Veja [21], pagina 138. [

Multiplicadores de Lagrange

Teorema 1.18 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange). Sejam X um espagco de Banach,
J,F:X =R funcionais de classe €' (X,R) e M = {u € X; F(u) =0} = F~1({0}), com F'(u) # 0,

para todo u € M. Se J é limitado inferiormente sobre M e existe uy € M tal que

J(ug) = ulélﬂf/l.](u)

entdo existe A € R (Multiplicador de Lagrange) tal que
J (up) = AF (up).
Demonstracdo. Veja [14], pagina 55. [

O conjunto M é uma variedade de dimensao infinita e o espaco tangente a um ponto u € M €

definido como

.M = {veX; F'(u)(v)=0}.

A norma da derivada de J restrita a M é dada por

@)« = sup [T (w)(v).
veT,M,|jv|=1

Corolario 1.19. A norma da derivada de J restrita a M é dada por
1 o)l = min 17" Cu) = AF"(w)]
eRrR
Definicao 1.20. Um ponto u € M é um ponto critico de J restrito a M, se ||J|p(u)]|« = O.

Como consequéncia da defini¢do, se u € um ponto critico de J restrito a M entdo, deve existir A € R

tal que
I (u) = AF'(w) || = 0,
isto é,

J'(u) = AF'(u).
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Principio Variacional de Ekeland

Teorema 1.21 (Principio Variacional de Ekeland (Regular)). Seja X um espaco de Banach, G €
€2 (X,R) tal que paratodov €V := {v € X;G(v) = 1} tem-se G'(v) #0 e F € €' (X,R) um funcional

limitado inferiormente sobre V. Dado v € V,€,8 > 0, verificando
F(v) < ir‘}fF +e€

existe u €'V tal que

1. F(v) <infy F +2¢;

2. ming g [|F'(u) = AG' ()|« < 7§

3 flu—v] <26
Demonstracdo. Veja [21], pagina 39, considerando ¢ = F . [
Como consequéncia deste resultado, existem {u,} CV e {A,} C R, tal que

F(uy) — ir‘}fF e ||F' (un) — 2,G (up)]]« — 0

Definicao 1.22. Seja X um espaco de Banach e 7 : X — R um funcional diferencidvel. Uma sequéncia
(uy) C X tal que

I(u,) >c€R e I'(uy) =0

¢ chamada sequéncia de Palais Smale de 7 de nivel c. Neste caso, dizemos que u, é (PS)..

Definicao 1.23. Seja X um espago de Banach e  : X — R um funcional diferencidvel. Dizemos que
I satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel ¢ € R se toda sequéncia Palais-Smale de / de nivel ¢

possui subsequéncia convergente em X .

Simetrizagdo de Schwarz

Teorema 1.24 (Teorema e definicdo). Sejam 1 < p < oo e f € LP(RN) uma fungdo positiva. Existe

uma tinica funcédo f* € LP(RV) tal que f* > 0 e para todo A > 0

mes([f > A]) = mes([f* > 1)),
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onde todo [f* > A| é uma bola B(0,Ry). A fungdo f* é radial e decrescente e a chamamos rearranjo
radial decrescente ou simetrizacdo de Schwarz da funcdo f. Além disso, para qualquer func¢do

continua e crescente G : Ry — R, tal que G(0) = 0, tem-se que

G(f(x)dx= | G(f*(x))dx.

RN RN
Demonstragdo. Ver [14]], pagina 260. 0
Proposicio 1.25. Seja u € H'(RY) uma funcéo positiva. Entdo a simetrizagdo u* pertence a H' (RV)

e satisfaz:

/ Var () |2dx < / IVu(x)Pdx
RN RN

Demonstragdo. Ver [14]], pagina 264. [
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CAPITULO 2

Solucoes normalizadas para equacao de
Schrodinger de massa supercritica com
potencial

Desejamos provar a existéncia de solugdo (u,4) € H'(RY) x R* para o problema

—~Au+V(x)u+Au=ulP2u  emRV
u>0 @.1)
lull2=p

sendo V > 0 um potencial fixado e

4 ON
2t <p<y=— 2.2
NP (N—2) (22)

Neste caso, A é um multiplicador de Lagrange que aparecerd devido a restricdo da massa ||ul|, = p.

Vamos considerar o potencial V satisfazendo V (x) — 0 quando ||x|| — eo. Como estamos no caso

(2.2)), o funcional
F(u) = l/ \Vul> +V (x)udx — l/ |lu|Pdx
2 JRN p JRY

€ ilimitado superiormente e inferiormente em S, €, portanto, ndo podemos procurar solug¢do do pro-
blema atrdves de maximo ou minimo global. F' também possui estrutura do Passo da Montanha, mas
o valor do Passo da Montanha acontece para V = 0 e nao € atingido. A fim de lidar com o problema,
vamos mostrar que F, restrito a esfera S,, possui uma Geometria do Enlace (também conhecida na
literatura por Linking geometry), o que garantird a existéncia de sequéncia de Palais Smale de F.
Feito isto, a maior dificuldade encontrar-se-a no fato de que, se V nao € radial, nao podemos trabalhar

em H! (RV) e temos que lidar com a ndo compacidade da imersdo H!'(RY) — L?(R"), de modo

15
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que sequéncias limitadas de Palais Smale ndo, necessariamente, possuem subsequéncias fortemente
convergentes. A fim de auxiliar nessa questao, introduziremos um Lema da Separacdo adequado.
Por fim, vamos discutir também o caso em que V € radial, onde a solugdo serd obtida a partir de

um argumento do Passo da Montanha em S, N H HRM).

2.1 O Lema da Separacao e algumas relacoes para solucoes
de equacoes autonomas

De modo a estudar o comportamento de sequéncias de Palais Smale, introduzimos um Lema da

Separagao adequado (Splitting Lemma). Para A > 0, sejam

1 1 A 1
I(v)= E/RN|Vv|2dx+E/RNV(x)v2dx—|—§/RNv2dx—;/RNMl’dx

1 A 1
Lo (v) = E/RN ]Vv\zdx+§/RNv2dx—;/RN lv|Pdx.

Lema 2.1 (Lema da Separagdo). Seja v, € H' (RN) uma sequéncia de Palais Smale para I, tal que
v — v fracamente em H'(RN). Entdo, existem um inteiro k > 0, k solucées ndo triviais

wl, ..., wk € HY(RN) para a equacdo limite
—Aw+Aw = |w|P 2w
e k sequéncias {yﬁ}n CR", 1< j <k, tais que |yil| — oo quando n — o e

k
va=v+ Y w/(.—y))+o(1), fortemente em H'(RM).
j=1

Mais ainda, temos

k
) .
lval3 = VI3 + X W[5 +o(1)
=1

k
I (va) — L(v) + leoox (w/).
=

Demonstragdo. Veja [21], capitulo 8. 0
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Relacébes para solugdes de equagoes autbnomas
Seja U € H! ,(R") a tinica solugdo de
~AU+U =|UP2U, emRV
U >0, (2.3)
U(0) = |U]|-
(veja [[13]]). Considere py := ||U||2 e para cada p > 0, seja u > 0 determinado por
4
p?=pou” 7.
Através do reescalonamento
2
Zp(x) = 1 P (x/ ),
obtemos uma tnica solugio (Z,,A,) € H. (RY) x R* para o problema
—AZp + Arpr = |Zp ‘p_ZZp, cm RN,
Zy >0, 2.4)
1Zpll2=p
onde
—q—2
ho=p2= (L) 2.5)
Po
com
4(p—2 AN —2p(N —2
_ _4p-2) p(N-2) 2.6)

N(p—2)—4 N(p—2)—4
Note que g > 0, visto que 2-1—1% <p <2

A solugido Z, € radial e € ponto critico do Passo da Montanha para

1 1
Fo(u) = E/RN \Vu|?dx — I_D/RN |lu|Pdx

restrito a esfera

Sp = {ueHl(RN); /RNuzd)c:pz}.

Em suma, € possivel mostrar que Fe, restrito a esfera Sp, possui uma solugao do tipo Passo da Monta-

nha. Assim, sendo Z, a tnica solu¢do do problema obtida pelo reescalonamento acima considerado,

pela unicidade da solugéo segue que Z, € ponto critico do Passo da Montanha de F. restrito a esfera

Sp.

Agora, defina my = F..(Zy ), para cada p > 0. Entdo, m,, = F.(U) e vale
P P Po

Mp = Mp, <%>q = é(%)quz = l/I/JPZ-

2.7
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De fato, temos

mp =Fu(Zp) = Fao(u 72U(x/p))

1 _2_ 1 _2_
= 5 RN‘V(‘u p—zU(x/‘u))’zdx—;/RN“u p—2U(x/[,L)’pdx
1 1
= 5 [V i [
= L[ wit 2ii(U(x/m)zd ——/ uor2|U(x/p)|"dx
2 JRN izla ; N
1 2 1 _ 2
= 5 KRR VUO)] dy—;/RNu 2 pMNU(y)[Pdy

= w2 [ vuRde— = P
wr 5 ]RN| Ul“dx p RN\U| dx

onde

P

(B () - ()

Observe que de @), como g > 0, podemos concluir que m, € decrescente em p, isto €,

oa<pf = Mg > mg.

Sejaa>0ew € H'(RY), com w # 0 solugdo de

—Aw +aw = |w|P%w.

Como w € solucdo fraca da equagdo, temos

Vw3 +allwlz = w5

e, da Identidade de Pohozaev, temos

N-2

N N
2 2
5 IVl +Zalwlz = Zlwlp

Entdo, vale

2N —p(N —2) 4N —2p(N—2)

2_ =
allwll3 = =TS ) = e

(2.8)

2.9

(2.10)

Fu(w). 2.11)
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Seja p, tal que Ay, = a e Z,, definida como usual. Entdo,
_ 7p-1
—AZp, +aZp, = Zp,
€ Zp, satisfaz as mesmas condi¢des de w. Além disso, para todo u € H '(RM) nio identicamente nulo,

oo < ) .
les.a(Zp,) _r;1>agd altu)

Como

Max Lo o (tw) = Lo o (W),
>0
concluimos que
Moo g(W) 2 1eoa(Z)p, ),
< WII3 > 11Zp, 115 = pa,
 Fu(w) > Ful(Zp,) = mp,.

Por fim, sendo m,, decrescente em p, temos F..(w) > p, para todo p > p,. Em particular,

Fo(w) > Mjyyl|, > 0. (2.12)

2.2 Hipdteses sobre o potencial, comentarios e observacoes

Vamos agora estabelecer hipdteses sobre o potencial V. Algumas delas serdo técnicas e as limitacoes
sobre as normas sao explicitas de modo a deixar claro que os resultados ndo sdo perturbativos.

A fim de estabelecer nossas hip6teses, considere a fungao auxiliar W : R" — R, definida por
W(x) :=V(x)|x|

Hipoteses V:

-N>1;

- Ve W estio em L=(RV);

- V>0
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lim V(x) =0;
e oo
- 0 < ||V]|eo < 2min(1, 1%,)%;
Wl < 2 N=p(N-2) ( N(p—2)—4 )i.
ToTPp 2(p-2) (N(2p—1)(p~2)+2(p(2-N)+2N) )

com m, definido anteriormente e satisfazendo (2.7).

Hipoteses V,:

- N>3;

- VeLY®RN)eW e LV(RN);
-V >0;

. 202 (143 Vo _ )
WVily < s 5a (T 7) Y0 AT

— _n2
NS 14 MRV y 44572 1 g [ W < N(p—2) —4.

onde S denota a melhor constante na imersio de H'(R"Y) em L> (RV), como discutido no capitulo

anterior.

4
Teorema 2.2. Seja 2+ N < p<2¥ep>0. SeV satisfaz as hipéteses (V) ou (V,) entdo o problema
possui uma solugdo (u,2) € H'(RV) x R,

Observacao 2.3. Observe que, para qualquer p fixado, por (2.7) temos

mp R +oo, quando p — 0
p? 0, quando p — oo.

Entdo, para p pequeno, as normas L de V e W em (V}) podem ser grandes. No entanto, ndo existe
um tnico V # 0 tal que o problema (2.1]) possui uma tnica solugao para todo p > 0.

Observe também que, para qualquer p > 0 fixado, por (2.3), 2.6) ¢ (2.7) temos

m 0, sep>p;
N(p—2)—4)—L - 0
Mp=2) =470 {+oo,sep<P6‘

quando p — 2+ 1iv superiormente, onde p;j = ||U||», para p =2+ %. Concluimos que as normas L*

de Ve W em (V;) podem ser grandes quando p < p; e p estd préximo a 2 + Ii\,.

Das observagdes anteriores e do Teorema[2.2] segue imediatamente o coroldrio:
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4
Coroldrio 2.4. Seja N > 1e2+ N <P< 2*. Sejam V,W € L(RN) comV >0 e ‘l‘im V(x)=0.
x| —so0
Entdo, possui uma solugdo (u,1) € H'(RV) x R, se

4
(i) p > 0 é suficientemente pequeno para todo 2+ N <p<2%;
(ii) p € (0,p;) desde que p esteja suficientemente proximo de 2+ Iiv.

Caso radial

Se V € radial, entdo os resultados podem ser obtidos com um argumento mais simples e as
hipéteses sobre V podem ser enfraquecidas (observe que a estimativa sobre a norma ||V||» no quarto
2
item da hipdtese (V,) ndo € necessaria) .

Hipoteses (V)),aq:
- N>2;

- VeW estdoem L ,(RV);

-V >0;
lim V(x) =0;
| o0
- 0< ||V]|eo < 2min(1, 1%,)%;

D=

1
' < m2N=p(N=2) N(p—2)—4
||W|| >mp p (2(p2) (N(zp,1)(p72)+2(p(2—N)+2N)) )

Hipoteses (V2),q4:
- N>3;

N
-VelL?

2 (RN)e W € LN(RM);
- V>0
_ N(p—2 _ N(p—22
NS 1 MRy 4572 14 g | Wy < N(p—2) 4.

4
Teorema 2.5. Seja 2 + N <p<2tep >0. SeV satisfaz as hipéteses (V1)raq 0ut (V2)raq entdo o

problema possui uma solugdo (u,A) € H! (RV) x R,
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2.3 Geometria do Enlace

Defini¢cfio 2.6. Parah € Re u € H'(RV), defina
S5 (h
hxu(x) := e2"u(e"x)
Observacao 2.7. Note que

(i) Oxu = u, paratodo u € H'(RV);

9

(ii) O reescalonamento ”x” preserva norma L2, isto &, ||hxul|y = ||ul|2, para todo u € H'(RV) e

todo & € R. De fato, note que

N —
el = [ heuoPds= [ 3 utes)Pax= [ eluy)Pe My = [ uly)Pdy = [ul}
RN RN RN RN

ParaR > 0e h; <0 < hy, a serem determinados, consideramos
Q =Bg x [h1,hy] CRY xR,
onde Bg = {x € RV;|x| <R} é a bola fechada de RY com centro 0 e raio R . Para p > 0, definimos

Tp:={7€ C(Q:Sp); Y(3.h) = hxZp(.—y),¥(y,h) € 90}

onde

Sp = {ueHl(]RN); /

- Wdx = pz}.

Queremos encontrar uma solugdo para o problema em S, cuja energia F' seja dada por

myp = inf max F h)).
v i= il hiaeFYOn)

A fim de mostrar que F possui uma Geometria do Enlace, precisamos provar que

sup max F(y(y,h)) <my,
yer, (h)€9Q P
ao menos para uma escolha adequada de Q.

Para este propésito temos a Proposigdo (2.12) que nos dd um limitante inferior para my,, e a

Proposicdo (2.13) que fornece um limitante superior para F oy em dQ, para qualquer y € I'y, e ainda
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determina os valores R > 0 e h; < 0 < hy. Os resultados até (e incluindo) a proposi¢do (2.12)) valem
paraR > 0e h; <0 < hy arbitrérios.

E preciso destacar que, como provado em [13],

= inf F.(o(t 2.13
"o = Jaf i F-(0(0) e
onde
Yy ={0€%([0,1],55); 06(0) =hi*Zp,0(1) =ha%xZp }.
Defina

9 = {D C Sp; D € compacto, conexo € hy xZp,hyxZy € D}
Py :={D € Z; B(u) =0, paratodou € D}

.@r = .@erlad(RN)
sendo 3 a aplicag@o baricentro. Observe que,
9, C YDy C 9.

De fato, por defini¢do, %y C ¥. Agora, I, C Y, pois se D € &, entdo D € & e u é radial, para todo
u € D. Mas entdo, D € & e B(u) =0, para todo u € D.
Defina também,

[' .= inf max F..(u
P De%, ueD ( )

lg := inf max Fio(u)
De%y ueD

l, := inf max Fo(u
p DeP ueD ( )
Lema 2.8. Iy =) =1, =my
Demonstracdo. Primeiramente, note que como ¥, C %y C 9, vale
r 0
Iy =15 > 1lp.

De fato, seja D € &,, arbitrario. Entdo, D € % e

Iy = inf maxF.(u) < max Fo(u).

0
P De%y ueD ueD



Capitulo 2. Solucoes normalizadas para equacdo de Schrodinger de massa supercritica com
24 potencial

Mas como D € &, é arbritario, a desigualdade acima mostra que lg ¢ cota inferior para

{mal))( F.(u);D € 2,}. Segue, entdo, da defini¢do de infimo que
ue

19 < inf max F..(u) = 1.
P = pe, ueh () =1y

Analogamente, mostra-se que lg > p.

Sendo assim, a fim de provar as igualdades do Lema, basta que provemos que

-
lp 2 mp € mp Z lp

Afirmacao 1: [, > m,

Com efeito, suponha por contradi¢do que [, < mp. Entdo, mp ndo € cota inferior para o conjunto

{meg(Foo(u); D € 2} eexiste D € 2 tal que
ue

max F.. < .
max () < mp

Dai,

sup  Foo(u) < mp
MGU@(D)

para alguma §-vizinhanga aberta e conexa Us(D) de D. Em particular, observe que i1 xZ, € Us(D)
e hyxZp € Us(D). Note também que como Us(D) ¢ aberto e conexo, este é conexo por caminhos.

Portanto, existe um caminho ¢ € ¥, tal que

Foo ;
max, (o(1)) <mp

o que contradiz @ Portanto, [, > m,, provando a afirmagéo.
Afirmacéo 2: m, > [

De fato, considere D := {hxZp;h € [h1,h2]}. Note que D € Z,, pois

(i) Paratodo h € [hy,hs],

lhxZpll2 =11Zp|2 = p-
Logo, D C Sp.
(i) Considere f: [hy,hy] — S, definida por
F(h) =hxZy = "7, ().

Observe que f é continua (composi¢io e produto de fung¢des continuas) e D = f([h1,h;]), com

[h1,hy] compacto e conexo. Logo, D é compacto e conexo.
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(iii) Pela defini¢do de D, hy xZp, ho xZp € D.

(iv) De H!

rad

(RM), pois Z, € HL ,(RM).

De (i) — (iv), temos D € Z,. Assim, para todo u € D temos

max Fo(u) = max Fo(h*xZy)=my,
ueD ) helhy hy] ( 2 P

donde concluimos

I = inf maxF.(u) < max F.(hxZ,)=m,,
P De, ueD ( )_he[hhhz] (hxZp) =mp

provando a afirmacao e concluindo a demonstracao. [

Definicao 2.9. Seja H o espaco de Hilbert separdvel de dimensdo infinita (inico a menos de isomor-
fismos). Uma variedade de Hilbert é um espaco metrizavel separdvel tal que todo ponto possui uma

vizinhanca homeomorfica a um aberto de H. (Veja [[17] )
O lema a seguir € um caso especial do Teorema 21 contido em [10].

Lema 2.10. Seja M uma variedade de Hilbert e J € C'(M,R) um funcional dado. Seja K C M

compacto e considere um subconjunto
¢ C {C C M;C é compacto e K C C}

que é homotopicamente estdvel, isto é, é invariante com respeito a deformagoes deixando K fixado.

Assuma que

maxJ(u) < c:= inf maxJ(u) € R.
uck Ce% ucC

Seja o, € R tal que 0, — 0 e C,, € € uma sequéncia tal que
0 <maxJ(u) —c < o,.
ueCy,
Entdo, existe uma sequéncia v, € M tal que
(1) [J(vn) = c| < O

(2) Vs, (va) | < &y/0;

(3) dist(vy,Cy) < &\/Gn,
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para alguma constante ¢ > 0.

Lema 2.11.

Ly, := inf maxF(u) > m,.
P De%y ueD ( ) p

Demonstragdo. Como V > 0, para todo u € H' (RM),
F(u) > Fo(u).

Em particular, para todo D € %

max F(u) > max F.(u).
ueD ueD

Pela desigualdade anterior e pelo Lema (2.8]), concluimos que para qualquer D € %,

F(u) > Fo.(u) > inf Fo(u)=1° =m,. 2.14
e ) = e = o e =l = 219

Assim,

Ly, := inf maxF(u) > m,.
P De%y ueD ( )_ p

Suponha agora, por contradi¢do, que mp, = Ly. Entdo, existe uma sequéncia minimizante
(Dp)n C P tal que

max F(u) — mp, quando n — oo
uc€Dn

Por e pelo Teorema do Confronto, também temos

max Fo,(u) — mp, quando n — oco.
ueDn

Agora, considere o funcional £, : H'(RY) x R — R, restrito 8 M := S,, x R, definido por
Foo(u, ) := Foo(hxu).

Considere também

K = {(h]*Zp,O),(hZ*Zp,O)} C M,

¢ = {C C M;C é compacto e K C C}.

Vamos aplicar o Lema 2.10).
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Afirmacao 1:
I, := inf max F.(u,h)=1,=my,.
P e (whyec () = lp =mp
De fato, note que & x {0} C €. Assim, para qualquer D € Z, temos
max  Fo(u,h) > inf max Fo(u,h) =1, 2.15
(u,h) DX {0} (u,h) 2 inf. (u,h)eC () = lp (213)
Mas, se (u,h) € D x {0}, entdo u € D e h = 0. Dai,
Foo(u,h) = Fo(O%u) = Foo(u).
Logo, para qualquer D € Z,
max  Fi(u,h) = max Fo(u). (2.16)
(u,h)eDx{0} ueD
De 2.15)) e (2.16), obtemos entdo,
[, < max Fu(u,h) =maxFw(u), paratodoD € P
(u,h)eDx{0} ueD
e, portanto,
I, < inf max Foo () = Ip. (2.17)

T DED ueD

Agora, observe que, para qualquer C € €, o conjunto D¢ := {h*Zp;(u,h) € C} € . De fato,

temos
(i) D¢ C Sy, pois para todo (u,h) € C, temos u € Sp e h € R. Dai,

15 ulla = [lull2 = p-

(ii) D¢ é compacto e conexo. De fato, considere f : C — H'(RV) definida por f(u,h) = hxu.

Temos que f é continua, e Dc = f(C), com C compacto e conexo.
(ili) Como K C C, (h1*Z,0),(hi*xZp,0) € C. Assim,
Ox(hy*Zp) =h1*Zy € D¢

e, analogamente, h, xZ, € D¢ .
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De (i), (i), (iii), temos D¢ € &, para qualquer C € €. Assim, para qualquer C € €

max Fo.(u,h) = max Fe(h*u) = max F.(v) > inf max Fo(u) = I,.
(u,h)eC (u,h)eC veDc DeZ ueD

Da definicao de infimo segue,

Iy < inf max Fn(u,h) =1,.
P = % (whyec (u:1) =1p

Das duas desigualdades, segue a afirmacao.

Resumindo, temos: M = S, X R, variedade de Hilbert, F.eC! (M;R) um funcional, K C M

compacto e podemos assumir max F. < fp = mp. Estamos na hipétese do Lema (2.10). Como con-

sequéncia obtemos uma sequéncia (up, h,), C M tal que

(1) |Foo(ttn,hn) —mp| — 0,  quando n — oo;
(2) [IVs, xrFe(ttn, )| =0,  quando n — eo;
(3) dist((un,hy),Dpx{0}) =0, quando n — oo.

Tomando v, := hy %y, temos (vy), C Sp C H'(RN) e, como Foo(ttn, hy) = Foo(hyx 1) = Fuo(vy), em

particular temos
(1) |F(vy) —mp| — 0, quando n — oo;
(2) [[Vs,xrFw(vn)|| — 0, quando n — oo.

Isso mostra que (v,), é uma sequéncia de Palais Smale de F.. em S, de nivel m, satisfazendo a

Identidade de Pohozaev para F... Entdo, existem Multiplicadores de Lagrange u, € R tais que,
1 , 1 P
O 5IVvally - 1_?an||p — mp;

1L/, 2.\,
(D [[F%(vn) = tnG' (Vi) [l 1 (mivy)- — 0, onde G(u) = E(P —/RNM dx)’

N(p-2)

Il =

) || Va3 —
Fazendo (1) — %(III ), obtemos

4p
||Vn||§—> mmP (2.18)
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e fazendo N(pz_z) (I) — (I1I), obtemos

2N(p—2)

V|3 = ——Lm,.

(2.19)

Logo, por (2.19), ||Vv,]||2 é limitada, e portanto, v, é limitada em H'(R"). De (IT) temos

[Fo(va) [Vn] = 0nG' (Vi) [vi]|
[Vl 1 vy

0< < 1FL(va) = taG (V) | g1 vy — O

onde

FL )] = tnG (v) 0] = / IVul2dx— / ulPdx+ / V2dx.
]RN RN RN

Sendo assim,

2 2
IVVall3 = [[vall; + tal[vallz = o(1)

o que implica em
2

_ —HanHz;ranHfi Yo
P

y (1).

De e concldimos

mp (2N — p(N —2)
Ha = p2<N(p—2)—4

Como v, é limitada em H'(RY), passando a subsequéncia se necessdrio, v, converge fracamente

>::u>0

em H'(RV) para v, e entio, v é solucio fraca de —Av + pv = |v|P~2v.
Afirmacdo: v, — +Z, fortemente em H! (RV).
Primeiramente, observe que para todo ¢ € H'(RY),

|F(vn) [@] — .G (v [@]]

0<
@l (v

< ||Fa(va) = .unGl(Vn)H(Hl(RN))* =o(1).
Entao,
-2
L vun¥od— [ nlr s+ [ vagdr=o(1)glm e
A igualdade acima mostra que 1;7 N(V”) — 0, quando n — oo e, da convergéncia u, — t e de (I),
concluimos I ;; (v,) — mp + % P2, quando 1 — 0. Assim, v, é sequéncia de Palais Smale de I de
nivel mp + % p?. Como consequéncia, segue do Lema da Separacio que

m
vm=v+) w(.—yh)+o(l)
j=1
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em H'(RY), onde m > 0 e u; # 0 é solugdo de

—Aw + ! = |u! [P0
com |yj| — eo. Mais ainda, colocando
. 2 . 112
=1l e o=l

temos
m
p’=7r+Y o (2.20)
j=1

e, portanto, pelo menos uma das funcdes limite deve ser nao trivial. Além disso,

Tu(v) = Iu(v) + ilw,u(“j)

de onde temos

e, entdo, por (2.20),
Fo(vy) = Fu(v) + Z Foo(u!) +o(1).

Agora, como Fo.(w) > M|y |,» t€MOS
Foo(v) = myy, = my = myp

E, se u/ € ndo trivial, entdo

Foou!) > mg; > mp.

Entdo, se duas ou mais func¢des limites sdo ndo triviais temos uma contradi¢do pois, neste caso,

mp +0(1) = Fu(vp) = Fu(v) + Y Fuo(/) +0(1) > 2mp +o(1).
j=1
Portanto,oum=1ev=0o0u,m=0evZO0.
Casom = 1ev =0, terfamos v, = u1 (. —y)) +0(1) e definimos ¥, := v, (. +y}) = u; +o(1). Por
outro lado, por (3), temos dist((un,h,),D, x {0}) — 0, quando n — . Logo, v, = ¢, +o(1), com
¢, € D,. Como ¢, € D, € P, temos B(¢p,) = 0, para todo n € N. Além disso, pela continuidade de

B € H'(RV)\ {0}, e do fato de u; = ¥, +0(1) e v, = ¢, +o(1), obtemos

B(ur) =B () +0(1) = B(Pn) +0(1) = B(@ul(. +¥)) +0(1) =y5+0(1)
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o que contradiz o fato de [y} | — oo.

Portanto, devemos assumir m = 0 e v # 0. Entdo, v, — v, fortemente em H 1(]RN ). Usando
novamente (3), temos (v) = 0, isto é, v é radial. Portanto, pela unicidade da solucao radial do
problema segue que v, — +Z, fortemente em H'!(RY).

Observe por fim que isso implica em

1 1
F(vp) = Fo(vy) + E/RNV(X)V'ZZCZX —mp + E/RNV(X)Z’% > mp

quando n — oo, 0 que é uma contradigdo, visto que max F (u) — mp. U
uebD,

Proposicao 2.12. Para todo p > 0, tem-se my, > Lp.

Demonstragdo. Dados ¥ € I'y e h € [hy,h], consideremos a aplicagdo fj, : Br — RY, definida por

fu(y) = B(y(y,h)), onde B denota o baricentro. Observe que se (y,h) € dQ, entdo

Ju(y) = B(y(yh) = B(hxZp(. —y)) = B(h*Zp) +y=y.

Logo, f,(y) =0, para i = 1,2, se, e somente se, y = 0. Além disso, fj,(y) =y # 0, para qualquer
y € dBg.

Portanto, deg( fj,,Br,0) = 1, paratodo & € [hy,h;|, onde deg( fj,, Br,0) denota o grau topoldgico de
Brower de f;, com respeito a Bg em 0. Sendo assim, existe um conjunto compacto e conexo Qg C Q,
tal que (0,h1),(0,h2) € Qo, € B(Y(y,h)) = 0, para todo (y,h) € Qp. Definindo Dy := ¥(Qyp) € Y,
temos

F h)) > F h)) = F > inf F =L,.
max F(y0nh) 2 max, F(y(,h)) = maxF(u) 2 inf maxF(u) =Lp

Da definicao de infimo, obtemos

L, < inf max F Jh)) =my,.
p < Inf. max F(y(y,h)) =my,

]

Proposicio 2.13. Para todo p > 0 e todo € > 0, existem R > 0 e hy < 0 < hy tais que, sendo

Q = Bg x [h1,hy]) com R >R, hy < hy, hy > hy, vale

max F(hxZ,(.— <my+E.
Jmax FllxZp(.—)) <mp
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Demonstragcdo. Como
1
F(u)=Fo(u)+ = | V(x)u*dx,
2 JRN
temos
1 Np h 2
F(hxZp(.—y)) =Fu(hxZp(.—y)) + 3 /RNV(x—y)(e2 Zp(e"(x—y)) dx
=Fo(hxZ )+£/ V(x—y)Z3 (eh(x— ))dx
onde 2 eNh(p—Z)
- " 29 4
Falhx 2p) = < /RNWZP| dx [ Zpl7ax.
Entao,

O(eNh(Izﬁ)) — —oo, quando /1 — oo

(2.21)
O(eZh) — 0, quando h — —oo.

Além disso,

eNh
/RN V(0)Zp (e (x—y))dx = /RN V(e x+y)Z3 (x)dx

— 0, quando & — —oo uniformemente em y € RY
< ||V||p?, paratodo h € R

visto que lim V(x) =0. Assim,
Jx|—>eo

F(h*Zy(.—y)) — —oo, quando  — oo uniformemente em y € BY
para qualquer R >0 e
F(hxZp(.—y)) — 0, quando i — —co uniformemente em y € RN,

Portanto,

max  F(hxZy(.—y)) <mp,
YEBR,hE[h1 ] ( pl- =) P

desde que || e h; sejam suficientemente grandes. Mais ainda, para |y| = R com R suficientemente

grande e h € [hy,hy] escolhemos a € (0, 1) tal que
a(l+e ™)y <1
e, entao temos

Al RNV(x)Zg (eh(x—y))dx:eNh/x>aRV(x)Zg(eh(x—y))dx—I—eNh/ V(x)Zz(eh(x—y))dx

=< /x>ocR V(E)Zp (" (x—y))dx+e /Ix—y|>aReh V(0)Zp (e" (x—y))dx.
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A primeira integral é limitada pois

M VB ) S Veear [ Z3(E =)

|x|>aR
WV e [, Z3 (0

— 0,

quando R — oo, e a segunda integral satisfaz

N /|x_yl>aReh V()22 (¢! (x— y))dx = /| V(e hé —y)Z2(£)dE

E|>aRr
< Ve / 22(&)d
<Vl [, 7o)
— 0,
quando R — oo. Portanto, segue o resultado. [

Pelas proposicoes (2.12) e (2.13)), podemos escolher R > 0 e h; < 0 < hy, tais que

max F(hxZy(.—y)) <my,
oinsg” el =) < myp

Isso implica que F possui uma Geometria do Linking e que existe uma sequéncia de Palais Smale
de nivel my p. Nosso objetivo serd provar que my,p € um valor critico de F. O Lema a seguir nos serd

util no futuro.

Lema 2.14. Se |hy|,hy sdo sufientemente grandes, entdo

Ve o
mV’p Smp+ 2 p

Demonstragdo. Pela definigdo de my,p, temos

my, < max F(hxZ,(.—
vp < max F(hsZp(.—))

1
= max {Fw(h*Zp)—i—z/

(wh)€Q RNV(X)(h*Zp)Z(x_y)dx}

1 2
< mp +5|[Vl|-p
para |h;|,h, sufientemente grandes. O

Observacao 2.15. Em particular, sob as hipéteses (V;), o Lemafornece

my,p < 2mp.
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. . 2\"Mp . 2
Com efeito, por (V1), |V ||e < 2min(1, N)F, daf ||V ||ewp” < mp. Pelo Lema2.14] temos
Ve
my,p < mp+ %pz <2my. (2.22)

2.4 Uma sequéncia de Palais Smale limitada

O objetivo desta segio é construir uma sequéncia limitada de Palais Smale (v,) C H'(RV) de F
restrito 2 S, de nivel my,. Como consequéncia, (v,) convirgird fracamente em H'!(RY) para uma
solugdo fraca da equacdo, como desejamos.

Considere o funcional ¢!, F : H'(RV) x R — R, definido por
F(u,h) :=F(hxu) paratodo (u,h) € H'(RV) x R

e defina

Tp = {7 € C(Q,Sp x R); 7(y,h) = (hxZy(. — y),0) para todo (y, ) € IQ}

nyp:= inf max F(§(y,h)).
P yer, (»h)€Q (70.1))

Lema 2.16. (a) myp =my,

(b) Se (un,hy), é uma sequéncia (PS). para F e h, — 0, entdo (h,*uy), é uma sequéncia (PS).

para F.

Demonstragdo. (a) Primeiramente, note que, para qualquer y € I'p,

(Y(%,h),0) = (h*Zp(.—),0), Y(y,h) € Q.
Logo, I'p x {0} C fp e, entao

iy p = inf max F(7(y,h
P yer, (»h)eQ (70. )

< max F(y(y,h),0),

(»h)eQ

< max F h)).
< max) (Y(,h))

Portanto, 1y , < my,p. Por outro lado, para ¥ = (u,h) € fp, afungdo y:=hxuecl), e satisfaz
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max F(§(y,h)) = max F(u(y,t),h
[max, (Y(r:h)) [max, (u(y,1),h)

= max F(hxu(y,t
max (hxu(y1))

= max F ,1)).
[max, (Y1)

Assim,

my, = inf max F h
vp = inf max F(y(yh)

< max F(y(y,t))

(»t)eQ
= max F(§(u,h)).
(»1)€Q (Vw.R))
Portanto, my , < iy . Das duas desigualdades segue a igualdade.

(b) Ver [I13].

Proposicao 2.17. Seja g, € f‘p uma sequéncia tal que

. 1
max F(g,(y,h)) <my,+ —.
max F(au( 1) <mvpt

Entdo, existem uma sequéncia (up,hy), € Sp xR e &> 0tal que

_ 1
myp — SF(unahn) SmV,p‘i"Z

S | =

i n,hn _~n ,h S
(yrzl)ngH(u ) = &n (v 1) [ (mv) v v

IVsy x®F (thn; )| <

g

Observacao 2.18. A ultima desigualdade significa que

[IDF (un, hn)[(2,5)] < —=(ll2ll g1 vy + Is1)

=

n

para todo

(z,5) € {HI(RN) XR;/RNzun:()}
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Demonstracdo. Considere J = F e
M =5, xR, (Variedade de Hilbert);
K:={(hxZp(.—y),0);(»,h) € 90} C M;
€ = fp;

Cn = {gn<yah); (yvh) € Q}

Temos

% C {C C M;C écompactoe K C C}

e, assumimos que

max F(hxZ,(.—y),0) < inf max F(§(y,h)) €R.
(y’h)eaQ( p(-—),0) L (Y1)

Considerando o, = % € R, temos o, — 0 e, por hipétese

0 max P& (uh) —mp < 1.
Pelo Lema , existe uma sequéncia (uy,, hy,), € Sp x R tal que
(1) |F (tn,hy) —mp| < Op;
@) [|Vs, xR (tn, ) || < &/
(3) dist(ypyeo((un;hn),&(y,h)) < /0,

para alguma constante ¢ > 0. 0

Como consequéncia, a proposi¢ao seguinte fornece uma obtemos uma sequéncia limitada de Pa-

lais Smale de F de nivel my p.

Proposicao 2.19. Existe uma sequéncia limitada (v,), em Sy tal que

F(vp) > myp e VSpF(vn) -0 (2.23)

N(p—2
anH%—%an\]ﬁ—l—/RNV(x)(Nv%—|—2vann.x)dx—>0 (2.24)
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quando n — oo. Além disso, a sequéncia de Multiplicadores de Lagrange

DF (vn)[Vn
Doy 1= —% (2.25)

admite uma subsequéncia A, — A, com

8 ) 2.\ mp
< _° )\ 2 .
0<A< (2q+N(p_2)_4m1n(1,N)> p2 (2.26)

Demonstragdo. Por defini¢ao de infimo, para cada n € N, existe g, € I'p tal que

1
max F Jh)) <my,+—.
[max, (8n(3 1)) < myp +—

Como F(u) = F(|u|), para qualquer u € H'(R"), podemos assumir, sem perda de generalidade, que

gn(y,h) >0, g.t.p em RY. Tomando g, := (g,(y,h),0) € f‘p, temos

- . .
max F(g,(y,h)) = max F(g,(v,h),0) = max F(0xg,(y,h)) = max F(g,(v,h)) <my,+ —.
(»h)€Q (&n(2:h)) (»h)€Q (&n(2:4).0) (vh)eQ (0% gul3:1)) (v,h)EQ (&n(,h)) < mv.p n

Assim, pela proposi¢do anterior, existe uma sequéncia (u,,1,), € Sp % R tal que

F(hyxup) — my,p

¢
min || (u,, hy,),8(v,h)|| g1 <
min ) 200 i <

IVs, x®F (ttn, hy) || < E/Cp.

Esta tultima condi¢ao significa que

DF () (2, 5)) < —=(llzll g1 vy + s1) (2.27)

n

g

para todo
(z,5) € {HI(RN) XR;/ 2ty :0},
RN

como observado anteriormente. Além disso, da segunda condicao

|hn| < |hn_0| < min ||(un7hn)7(g(yvh)vo)HHl(RN) _>07
(»h)€Q

Y

quando n — eo. Assim, existe (y,,h,) € Q = Bgr X [hy,hy] tal que

Up _gn(Ynyhn) = 0(1)

em H'(R"), quando n — oo.
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Defina, v, := hy, % u,. Como g,(y,h) >0, q.t.pem RY, entio

[, 12 < |lttn — 8n(Yns Fin) |2 = 0(1)

Podemos entdo concluir, passando a subsequéncia se necessario, que u,, — 0, q.t.p. em R". Logo,
[V ll2 = [l (e )2 = [y ]2 = O

Mais ainda, pelo Lema (2.16)), (v,,) é uma sequéncia de Palais Smale de F.

Similarmente, para w € H' (R"), definindo W, := —h, xw temos que

DFE () [(Wn, 0)] = 0y, F (tty, I ) [W] + O, F (t4, 1) [ 0]
- F(uy+ Wy, hy) — F (up, hy)

t—0 t

_y F(hy* (up +1tWwy)) — F (un, hy)
t—0 t

— tm F (hyxup +thy *Wwy) — F (uy, hy)
t—0 t

— tim F(vp+tw) —F(vy)
t—0 t

= DF (v,)[w].

Além disso, podemos perceber que [pn v,w = 0 € equivalente a ter [pv u,W, = 0 visto que,

/Ran —/ (hy*up) (x)w(x)dx

Le? Thy, (e"*)w(x)dx
R

un(y)e 2 h"w(e_h”y)dy

~ / () (— o w) )y

:/RN UpWydy

VSPF(Vn) —0

Logo, por (2.27) temos

e segue (2.23).

Agora, vamos provar que

2= M2 =2) ( 2), [V + 20,9, )0
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quando n — oo. Pela proposigdo (2.17)),

IDF (1, 1,)[(0,1)] < -

NG
e, portanto, DF (uy, h,)[(0,1)] — 0, quando n — . Agora, observe que
d
dh (/N V(x)eNhuz(ehx)dx> / V(x) NhNuz(ehx) + V(x)eNh2u(ehx)thu(ehx) xdx
R:

= eNZhM(ehx)) +2(eMu(ex)) (" Vu(e'x)).xdx

= X) [N 4 29V7.x]dx

com vV = hxu. Assim, como

I Ni(p—2)
2 1 e 2 e 2
w(h*u) = V(hxu)|“dx—— | |h*ulPdx = —||Vu|*— [uel| D
2 p JRN 2 )4

temos

d h N(p—2) nn
= (Foo(h*u)) - %Hvunz—L e

5y e bl
N(p—2)
= Vol = === bl
p
Como h,, — 0, temos para v,, = h, xuy,
N(p—2 d .
[vall5 — %HWH?*‘/MV(X)(NV,Z,—|—2vann.x)dx: 7 F (b tn) = DF (un, 1) (0, 1)] = 0,

quando n — oo, isto €, v, satisfaz a Identidade de Pohozaev.

A fim de mostramos que (v,) é limitada em H'(R"), indicamos

an = ||Vvnll2
by = HVnHZ
Cn ::/ V(x)v%dx
]RN

d, ::/ V (x)v,Vv,.xdx
RN
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Entdo, podemos escrever
1 1 1
de onde obtemos
2
an~+cp——b, =2myp+0(1), quandon — co. (2.28)
p
Reescrevendo (2.24), temos
N(p—2 N
o NP=2), N o(1), quando n — oo, (2.29)
2p 2
e. por (Z23)
1
an+cn—bp+p*An=0(1)(azi +1), quandon — co. (2.30)

1
A presenga do termos a;; + 1 na expressao acima vem do fato de que, até entdo, ndo sabemos se

a, € limitada.

Subtraindo membro a mebro da igualdade obtida em @) aigualdade obtida em (2.30), obtemos

2p (N—2)
bn:N(p—Z)—4<2mV’p+ 2 C”+d”>+01
Substituindo em (2.29)), segue que
N(p—2) N4 -p) 4

2my p+ dy+0(1) 2.31)

“TNp-2 -4 NG -2) 4" Np-2) -4

Agora, observe que, pelas hipéteses (Vi), ||V |[|p? < 2m,. Portanto, por Holder, obtemos
cn < / V(x)vidx < ||V ||ep? < 2mp.
RN

o 4 .

Além disso, como 2 + N < p, temos 2N —4 > N(4 — p), dai
N(4—p)cn < (2N —4)c, <2(2N —4)mp < 6Nmy.

Também por Holder,
1/2

dy = /RNV(X)VnVVn-XdX < HWHDOHVnH2HVVnH2 - HWpran

Assim, de (2.31)

(N(p—2) = 4> < 2Wlep +/2N(2p — D)mp (N(p —2) — 4) + 4| W [2p? + o(1).



2.4. Uma sequéncia de Palais Smale limitada 41

Portanto, (a,), é limitada, isto é, / . \Vv,,]zdx < oo, Entdo,
R
2 2
[vall g @y = llvallz +[[Vvallz <o

de onde concluimos que (v,) é limitada.

Resta provar que a sequéncia de Multiplicadores de Lagrange

DF (vy)[vy]

/'Ln::_ p2

admite subsequéncia convergente e vale (2.26).

Como a, ¢ limitada, podemos perceber por (2.28) e (2.30), que também sdo limitadas as sequéncias

(bn), (cn),(dn), (An). Por Bolzano Weierstrass, passando a subsequéncia, temos

a, —a>0;

Desse modo, passando a subsequéncia adequada e, fazendo n — « em [2.28), 2.29) e (2.30),

obtemos
2
a+c——b=2myp, (2.32)
p
N(p—-2), N
a———b+ —c+d=0, (2.33)
2p 2
e
a+c—b+p*L =0, (2.34)

0 que implica em
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p*A=b—a—c
:ijzb—zmvp
_PE-N)+2N, N-2)(p-2) , 2(p-2)
Nip—2)—4 """ 'N(p—2)—4 " "N(p—2)—4
p2-N)+2N, ~ (N-2)(p—2) = 2p-2)
N(p—2)—4 7P N(p—2)—4 N(p—2)—4"
Por (V}),
12N —p(N ~2) N(p—2)-4 !
Wl <5 == (G WE - -2 M )
€, portanto,
2[[Wllep + [HIWIRP2+ 2N (2p — Dmp (N(p —2) —4), §
(p=2)|Wllp T )’ < (p2—~N)+2N)my.
Assim,

(p—2)|d| < (p—2)||W||wa'/?

2[Wlep + \J4IWI[2.p2 4+ 2N (2p — Dymp (N(p —2) —4)
N(p—2)—4 )

Bl —

< (p=2)[W]l-p (

< (P(2=N)+2N)m,.

SeN > 2,

2 o PR=N)+2N  (N=2)(p—2) , 2p—2)
p N(p—-2)—4 P " N(p-2)—4 " N(p-2)—4
>m[(P(2—N)—|—2N)2mp+(N—2)(p—2)c—2mp(2N_p(N_2))]
W-2)(p-2)
N(p—2)—4

> 0.

d

Se N =1, entdo

2 -2 2(p—2
P2 = +p2mvﬂp_(p )y 2p=2)
pP— p—06 p—06

(p-2) _2mp(p+2)

2+p
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e, por fim, se N = 2, entao

2(p—2)

d>0
2p—38 ”

8

2

A=— dmy,+
P 2 3 my p

visto que —2(p —2)d < (p—2)|d| < 8mp < 8my . De todos os casos segue que A > 0.

De modo anédlogo, como

2N —p(N-2) (P—2)(N-2) 2(p-2)
N(p—2)—4 2mpt N(p—2)—4 C+N(p—2)—4d

(p—2)ld| <mp(2N — p(N —2))

Ap? =

2
¢ <||V||lwp? < 26mp, com 8 = min(l,]—v)

obtemos
2N = p(N—2) Vle 2\ (P—2)(N=2) (2N —p(N —2)
v 2(mp+5707) + N 24 IV I=P"+ N Ty =g 2
2N —p(N-2) (P—2)(N-2) (2N -p(N-2)
B 4N —2p(N —2) 806
_m”<2< N(p—2)—4 )+N(p—2)—4>

(ot v=5=2)
=m -
P Np—2)—4
com ¢ definido em (2.6). Logo,

8 ) 2. \m

2.5 Convergéncia da sequéncia de Palais Smale

Como (v,) é limitada em H'(RY), passando a subsequéncia, v, converge fracamente para v €
H'(RN). De ||v; ||l — 0, quando n — o, temos v > 0, e pela convergéncia fraca v, — v, temos que v
€ solucao da equacdo

—Au+V(x)u+Au=|ulP>u, emRY

satisfazendo

Vll2 < Timinfljvall2 = p
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Para garantir que v é solu¢@o do problema (2.1)), resta mostrar que ||v||, = p. Pelo Teorema de

Multiplicadores de Lagrange,

. 1 2 2
IDF (1) = G () a1 vy = 0(1), - onde Glu) i= - (p - /R Judx).

Assim,

DF (v,)0 —i—?Ln/an(pdx —o(1)|l@|, paratodo ¢ € H'(RY),
R:

de onde temos

/ Vv, Vodx + / V (xX)va@dxA, / Vn@dx — / Val?~?vngdx = o(1)]| 0,
RN RN RN RN
isto é,

DI (v,) — 0, quando n — oo.

Além disso,

A
() = Fo) 4 2% s myp + 52

A
Portanto, (v,) é sequéncia de Palais Smale de I) de nivel my, + Epz. Pelo Lema da Separaciao,

existem k > 0 inteiro, k solugdes ndo triviais w',...,wk € H'(RV) para a equacio limite
—Aw+Aw = |w[P 2w

e k sequéncias {y{l}n CR" 1< j<k,com ]y,ﬂ — oo, de modo que

k
Vp=v+ Z w/(.—yl)+o(1), fortemente em H'(RV),
=1

k
allz = V112 + Y (w713 +o(1),
=1

e
k .
L(va) — D)+ Y La (W)
=1
Observe que, se k = 0, ento v, — v fortemente em H' (RY) e p = |[v,||2 = ||v||2. Portanto, v é
solugdo do problema (2.1).

Suponhamos entdo, por contradi¢do, que k > 1, ou equivalentemente, y := ||v||> < p. Primeira-

mente, observe que o caso v = 0, pode ser excluido. De fato, se v=0e k = 1 entdo

0 <vy=w!(.—y,) +o(1)



2.5. Convergéncia da sequéncia de Palais Smale

45

vallz = lw'[12 +o(1)

donde w! > 0 e [|w!||2 = p. Além disso, terfamos

L, (vn) — Lop (W') = Fu(w') +
Mas, por outro lado,
A
I (vp) — myp + Epz

Da unicidade do limite, teriamos my,, = mp, um absurdo visto que myp > mp.

Agora, observe que como

Ly(va) =D (v +ZI°°;L w)
j=l1

sev=0ek>2,

Tomando ¢; = ||w/||,, observamos que

Logo,

k k
J=1 J=1

contradizendo (2.22).

Sendo assim, podemos assumir v # 0. Como F(v,) — my,p e

k
L(va) =0, (v) + Z,lloo,z(wj%

temos
A k A
F(v)+ S lvall3 = F(v —HV\|2+Z( )+ S 13)
0 que equivale a

A, A2y J Ay
my,p+=p ZF(V)+§HVH2+ZF°°(W)+§ZO‘/‘-
j=1 j=1

Mas, pelo Lema da Separagao
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Assim, temos

k
myp =F(v)+ ZlFm(wj)
=

k
>F(v)+ Z M,
=1

> F(v)+mg

> F(v)+mp

onde o := max  o¢;. Mais ainda,

I, (v) = maxy (tv).
>0

Agora, seja 8 tal que Ag = A e Zg solugdo do problema
—AZﬁ —f—AﬁZﬁ = |Z[3|p_2Z[3, in RN,
75 >0, (2.35)
1Zpll2 =B

2
isto €, Zg satisfaz a equagdo limite com multiplicador A e < a. Escreva 6 = min (1, N) entao, por

p2
V1), HVH°°7 <Ompe

2
P
> Vilew—
>mp+ ||V >
= my,p
>mg+F(v)
A
=mo+1;(v) —572
A
= my +max Iy (tv) — =7
>0 2

S Lo — (07— o2
> mo +max L. s ()~ 5 (P )

>

> Mo+ 1o ) (25) — 5(’)2 —a?)
A
> mg +mg +§(a2+/32 —p?).

Como mg > mg > mp € 0 <1, temos

A
(140)mp > 2myp —1—5(062—1—[32 —p?)
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e, portanto,

> L arpropr).

02(

Logo,
a’+B*-p? <0. (2.36)

Além disso, pela Proposicio [2.19]e por (2.7) temos

A
(14 6)mp > mg +mg +§(a2+ﬁ2—p2)

2 2 2
2mp ()" +ma(5) =2 i (“N(piz)—4>mp

de onde obtemos

2 2
e (5 ) %)

Agora, vamos considerar a seguinte afirmacdo: Afirmacao: Para todo A > ¢

3
min{x’q/2+y’q/2+A(x+y) ;x,y>0ex+y< 1} > §q+2
Observacao: Garantida a validade da afirmacdo, concluimos o resultado, pois basta tomar

40 a? B>
A: _— = — = —
N2 -4 T

Por 2.36), x+y < 1, e temos x,y > 0, com

1?7 = Pt e y /2 = p1
o4 B4
€, assim
4 p1 2 40 ON(p—2)
a2, -4/2 4 4 Pt p? (a_ ﬁ_>< ) LT st
x U4y U+ A(x+y) = aq+[3q+ p2+p2 q+N<p_2)_4 +q+N(p_2>_4
o que implica
o _ ON(p—2)
q/2 a/2 1 A <1 R Vo
min{x ¥°+y U+ A(x+y)} +q+N(p—2)—4
e, pela afirmacdo, teriamos
3 ON(p—2)
—qg+2<1 —_— = 0>,
XA R TPy N

um absurdo. &
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Provemos entdo a afirmacdo. Para isso, considere a funcdo g : (0,0) — R, definida por

g(x) 1= 2x~9/2 4+ 2Ax. Observe que

—q—2

g (x)=—gx"T +24

€, portanto,
2
/ q \ 2
=0 < :<—J .
g (x) x= (54

Além disso,
2
g//(x) _ (q +ZQ>xq/22 > 0

2
2
. 2 L oA . P . P - q \ 2 £
isto é, g é concava para cima em todo seu dominio. Logo, g atinge minimo em X = (ﬂ) ,eé
estritamente decrescente em (0,X) e estritamente crescente em (X, ). Entdo,
. X), sex<1/2
min g — 4 8% sex=1/ (2.37)
(0,1/2] g(1/2), sex>1/2.

Além disso, observe que

M =min{x 9?4y 12 L A(x+y); x,y>0ex+y <1}
=min{(x 9%+ Ax)+ (y 9> +Ay) ; x,y > 0ex+y <1}
{g(x)+g(y)
2

= min ;x,y>0€x+y§1}

~oun®

No caso x < 1/2, temos

@iy =8 =2{(3; >q+2}_q/2+2A< a)

>q=+2+gq
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No caso em que X > 1/2, temos

1\ —4/2 1

in ¢ —g(1/2 ::2(-) 24(—)

nin 8 8(1/2) 3 +24(5
=22124 A
>2297 g
>qln2+2+¢q

3
> 2042
Xl

Portanto,

3
M= min g > —qg+2,
(0,1/21g_ 21

provando a afirmacdo e concluindo o resultado. U

2.6 Prova do Teorema no caso (1»)

A estratégia para provar o Teorema assumindo que valem as hipéteses (V) serd similar a
utilizada quando consideramos as hipdteses (V}). Primeiramente, garantiremos que F possui uma
Geometria do Linking e, a partir dai, garantiremos existéncia de sequéncia limitada de Palais Smale.
Os resultados comuns e detalhes andlogos serdo omitidos. Em particular, observe que os resultados
obtidos até, e incluindo, a proposi¢do (2.12), continuam vdlidos para o caso (V;), com prova exata-
mente igual. Entretanto, precisaremos adaptar a prova da Proposi¢do (2.13), esta que é fundamental

para garantir a Geometria do Linking. O proximo Lema fornecera uma limita¢@o superior para my,p.

Lema 2.20. Se

IV][y < M((l +E)Nz(\z[2;z)z§4 _ 1)m_P<>2
> N(p—-2)-4 N 1Zpy |13

entdo my p < (1 + %)mp

Demonstragdo. Primeiramente, observe que para todo (y,) € Q, tomando y(y,h) := hxZy(. —y),
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temos
myp < max F(hxZ,(.—y)
P (vh)eQ ( P )
< max F(hxZ,(.—
" yeRN heR ( bl y))
1
— max (Fu.(h*Z +—/ V(%) (h Zp (x — 2dx)
max (FalhxZp) 4 [ VO(rZp(x)
1
= max [(Fo(h*xZ —I——/ Vix+vy)(hxZ 2dx>
max (FalhxZp)+ [ V) (heZ,)
1 2
< max (Fa(hxZp) + 5V 12153
62/’1 eNh(]2772)
_ 2 2
= max (- (IVZp 3+ IV 31125 3:) = ——1Z, 1)
Considere
ezh eNh(l’*2)
m(h) == 7(||V2p||§+ IVIyllZol3-) — 1Zp 117
e seja hp € R tal que Il?aﬂg m(h) = m(hg). Entdo, hg satisfaz m’(hy) = 0, de onde obtemos
S
(r=2)
Np=2) 2p 2 2 W
e =] (I9Zp 13+ 1V Il 126153 )| ™.
N(p—2)[1Z,|15 2
E, observe que de
N(p—2)—4
mp = Tﬂzpﬂﬁ,
temos
v, IVZ B+ IVISIZoIB (p—2) — 4 shes
epThO:[ z R M- (2.38)
Mp 2N(p—2)
e, vale também
my,p < r}?ealé(m(h)
2ho Nig(p—2)
e e 2
= (VB3 + IV 1Zp13) — “——11Z, 1
Nho(p—2)
N(p—2) Np-2n —7
=D R g -z
N(p—2)—4> N(p—2)hg
] i P P
( 4p plip
N(p—2)hgy
:mpe 2

Portanto, escrevendo 6 — %,

myp < (1+86)mp,

temos my , < mpee(p_z)ho e, entdo, se OP—2ho 14 0, temos
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como desejado. Agora, observe que, por (2.38)), mostrar e®(P~2h0 < 149 ¢ equivalente a mostrar

2 2
. [HVZszJrHVHgHZsz* N(p—2) — 47252,

e . <1+86.
mp 2N(p—2)
Para concluir, observamos primeiramente que
Mp _ _ Mp
1Zp 15 11Zp, 5-
Sendo assim, por hipotese temos
2N(p—2) 2 M mp
Vily < =22 (14 5) "0 —1) .
s s U AT
Além disso, como
2N(p—2)
Z 2= 2\ 2
segue
N(p—2)—4 VZ. |2
Wiy < (105 1) V20l
’ 1Zp 13,
2 9 2 N(p—2)—4
= IVZol2 +1IVIlxl1Zpl2. < IVZpl2(1+6) ¥
VZ 2+ V N Z 2* _ _ N( 72)74
V2o V100 Np-2)=4 | o
mp 2N(p—2)
e, entao , ,
192013+ VI3 1Z 13 w(p—2) — a2z,
. <1+80,
Mp 2N(p—-2)
como desejado. [

Agora vamos adaptar a prova da Proposi¢ao [2.13| para o caso (V5).

Demonstragdo. Ja que, para todo (y,h) € RY x R, vale

1
F(h*Zy(.—y)) :Foo(h*Zp)+§ RNV(x)(h*Zp(x—y))zdx
e2h Nh(p72)
= V2l = 1o+ 3 [ Vs Zp(x—y) s

e, levando em conta que

2 2h 2
0< /RNV(x)(h*Zp(x_y))deg HVH%Hh*ZPHy —e ”V”§”ZPH2*
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€ possivel concluir que

lim F(hxZp(.—y)) =0

h——o0

}}im F(h*Zy(.—y)) = —co, uniformemente em y € RV,
—oo0

Portanto, podemos tomar 4y < 0 < h; tais que

sup  F(hxZp(-—y)) £ 2 (2.39)
(y,h) ERN x{hy,h }

Agora, observe que

max /RNV(x) (hxZp(x—y))*dx

hehy o]
= max V(x)(hxZy(x—y))2dx+ V(x)(h*Zy(x—y))?dx
Jmax ([ VO Z Vit [V 2y () )
2 2
2
<Vily, max ||h*Zp||Lz*(RN\BLy}(O)) + HVHL]%](R"\B%(O) pmax lhxZp

Por isso,

1 m
Iim sup max F(hxZ,(.— = lim sup max F.(hxZ —|——/ V(x)(hxZy(x— deg —P
|y|—eo phe[hhhﬂ ( p( y)) y|—eo thVll,hz] ( p) 2 JRN () p( ) 2

o que fornece, junto a F..(hxZp) > mp, que

lim max F(hxZy(.—y)) =mp, (2.40)
[y o0 hely o) (hxZp(-=3)) = mp

para todo y € RV, Assim, de (2.39) e , segue

max F(h*xZ,(.—y)) <mp—+E,
s F 2o =3)) <mp

com Q = Bg X [hy,h;], para R > 0 suficientemente grande e hy,h, adequados, provando a proposi¢ao.

]

Prova da Proposigdo para o caso V. A existéncia da sequéncia de Palais Smale v, segue exa-

tamente como na prova em (2.19). Resta apenas provar que esta é limitada e vale a estimativa (2.26))

para A. Tomando

an = ||Vvallz by =P[5, cn ::/ V(x)vidx d, ::/ V (x)v,Vv,.xdx
RN RN
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observamos que pelo Lema|[I.T1] temos

o :/ V(x)v2dx < 7YV yay
RN :

)= | [ V] <52 v,
R:

Assim, usando que

N(p—2) N(4—p) 4
Wva,p +

N(p—2)—4C"+N(p—2)—4d"+0(1)

a, —

(obtido em (2.31))), temos

N(p—2)

. N(4—-p)
"TN(p-2)—4

-1/2
i STV2W I+ o(1)

2my p + S‘1||V||% +

N(p—2)—4
e, portanto,
an(N(p—2)=4=N(4—p)S"|[V|[x =45~ ||W|lx) < N(p—2)2my, +0(1)
de onde concluimos que
an(N(p—2) ~4—2NS~ [V ][y — 452 |W/ly) < 4N(p—2)m, +o(1).

Como, por (V»),

N(p—2)
2

N(p—2%)

2Ns~! [1 P2
ST 2N — p(N—2)

[Ivily +as7172 1+ [IWliy <N(p—2)-4,

segue que N(p —2) —4 —2NS~!||V|| y - 48~12|W||y > 0 e, portanto, a, é limitada.
A fim de provar que A, admite subsequéncia que converge a A > 0 argumentamos como na prova

da Proposi¢ao e vemos que, passando a subsequéncia, A, — A € R, satisfazendo

(p—2)(N-2) 2(p—2)

2N — p(N —-2)
Np—2)—4 " Np-2)—4

2 e ——
A= N—2 =4

Zmp "‘ d

e A > 0 provém de
(p—2)ld| <mp(2N — p(N —2))
visto que, por (V3)
(P=2)ld| < (p—2)|W|]nS™"/%a
[Wlln4s~"2(p —2)*mp
T N(p—2)—4=2NS|[V[y —4S~V2[W]|y
<mp(2N — p(N —2)).
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Além disso

; 4N(p —2)mpS~! 4
c<S ||V||ﬁa < HVHN 1 —1/2 < ~Mp
: PN(p—2)—4—2NS1|[V]ly =45 2 [W]y ~ N

Entdo, o Lema[2.20|e a estimativa anterior para A fornecem (2.26) e a proposigdo segue. O

A conclusao da prova do Teorema sob as hipéteses (V,) é exatamente a mesma que fizemos

sob as hipoéteses (V) e, portanto, segue o resultado.

2.7 O caso radial

Sendo V um potencial radial satisfazendo as hipéteses (Vi),qq ou (V2),qq, podemos aplicar um

argumento do Passo da Montanha. Para isso, considere

S5 1= Sp L ()

2, ={0e€%([0,1];S,); 0(0) = *Zp e o(1) =haxZp}
com h < 0 < hy tais que
max {F(hi *Zp),F(haxZp)} < mp.
Observe que tal escolha é possivel pois, como observado na demonstragéo da Proposi¢do[2.13]

0, quando h — —oo

F(hxZp) —>{

—oo, quando i — oo.

Procuramos, como usual, por ponto critico de F' de nivel

= inf max F(o(t)).

my
o€X) tel0,1]

0

Lema 2.21. Sobre as hipdteses do TeoremaPEl temos my, , > mp.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que

my, <m), := inf max F.(o(t)).
p="" 0€X,1e(0,1] (e(t)

Agora, para cada u € H'(RV), considerando u* simetrizagio de Schwarz de u, observamos que

Foo(u*) < F(u) e, portanto, mp > my,. Logo, my = my, e, portanto, € suficiente provar que

my , > mj,.
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Claramente m{,7p > myp, pois V>0e F (u) = Folu) + % il Vu?dx. Suponha, por contradi¢io, que

.
my

0= ml’). Entdo, para cada n € N, existe 0, € er) tal que

S| =

0 < max F(0,(t)) —my <

. (2.41)
1€[0,1]

Como consequéncia, argumentando como na prova do Lema (2.11)), obtemos uma sequéncia Palais

Smale v, € H'(RY) de F., tal que v, — +Z, fortemente em H'!(R") e
dist (v, 04([0,1])) = [[va — Gu(@)|| = O,
para algum 7, € [0, 1]. Portanto,

max F(0,(t)) 2 F(0u(fn)) = F(va) +-o(1)

t€[0,1]
= Foo(vp) + % /RN V(x)v2dx+o(1)
— mp + % /]RN V(x)ngx
=ml + % /RNV(x)zgdx
o que é uma contradigdo a (2.41). O

Note que a maior parte da prova da Proposi¢do vale se V satisfaz (V1),qq ou (V2),4q. Na

verdade, a hipdtese

M<(1+2 Nk’zféz“_l) Mpo
N(p-2)—4 N 1Zp, 113,

foi usada somente para provar o limitante superior para A, que sdo cruciais para garantirmos que

IVily <

|lv|l2 = p, mas que ndo serfo necessdrias aqui. Em particular, para obtermos uma limitacdo de
ay := ||Vvn||3 procedemos como na prova da Proposigdo se V satisfaz (V}),qq Ou procedemos
como em “Prova para o caso (V»)”se V satisfaz (V2),q4-

Argumentando como na prova da Proposi¢do [2.19] provamos a existéncia de sequéncia limitada

vy € HL ,(RY), de modo que
F(vp) = my,, e Vs, F(va) = 0.

Mais ainda, a sequéncia de Multiplicadores de Lagrange

DF (vy)[vy]

/'Ln::_ pz
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admite subsequéncia convergente para A > 0. Como consequéncia, existe uma subsequéncia de v,

convergindo fracamente em H! ,(RY) parav € H. ,(RV) solugdo fraca de
—AV+V(x)v+Av= P2 emH. (RY),

com [[v[la < p.
A compacidade da imersdo de Sobolev H! (RV) < LP(RN), para p € (2,2*) implica que v, — v

fortemente em L” (RY), para p € (2,2*). Como consequéncia, usando que A > 0 obtemos
~1
V= (— A+ A +v) (1Val? 200+ (A = V) — v

fortemente em H' ,(RV) e, entdo ||v||, = p. O



CAPITULO 3

Solucoes normalizadas para equacao de
Schrodinger de massa supercritica com
potencial negativo

Agora, buscamos solugio (u,4) € H'(RV) x R*, para o problema

—Au —V(xX)u+Au=|u/P"2u, emRV,
u>0, (3.1)
lull2=p
onde N > 1, p > 0eV # 0 é um potencial fixado satisfazendo V > 0. Novamente estaremos tratando

do caso de massa supercritica e caso Sobolev subcritico:

2+4< <2 = 2N
N PSS SN

Andlogo ao caso estudado no Capitulo 3, quando V € L"(R") para algum r € [max(1,N/2), o),

solu¢des podem ser encontradas como ponto critico do funcional energia

1 1
F(u) :E/RN|VM|2—V()C)M2dx—1—)/RN|u]pdx

restrito a S, e A vem como um multiplicador de Lagrange.

Sobre hipéteses adequadas, obteremos duas familias de solu¢do. Primeiramente, mostraremos que
a solu¢do do Passo da Montanha de [[13] existe também nesta situacdo e que tal estrutura do passo
da Montanha também fornece um minimizante local. Mais precisamente, provaremos inicialmente
que, sobre hipdteses de limitagdo explicitas sobre V e sem qualquer condi¢cdes sobre a massa, existe
uma solucdo do Passo da Montanha de nivel de energia positiva e, sobre as mesmas hipoteses, ex-

cluimos a existéncia de solucdes com energia negativa. Segundo, pedindo que a massa seja menor

57
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que um limitante explicito, dependendo de V e que V ndo seja muito pequeno num sentido adequado,
encontraremos duas solugcdes: um minimizante local com energia negativa € uma solu¢ao do Passo
da Montanha com energia positiva. Este segundo resultado continua verdadeiro em dimensao N = 1.
Mais ainda, um resultado de ndo existéncia serd provado. Os dois resultados estdo enunciados nos

dois teoremas seguintes e nosso principal objetivo serd prova-los:

4
Teorema 3.1. Seja N > 3, 2+ N <p<2teV >0 comV #0. Existe uma constante positiva
explicita L= L(N, p), tal que se

max{HVH%,HWHN} <L (3.2)

entdo o problema (3.1) possui uma solugdo do passo da Montanha para todo p > 0, em um nivel de

energia positivo, enquanto solucdo com energia negativa ndo existe.

4
Teorema 3.2. Sejam N > 1, 2+ N <p<2,V>0 comV #0, e re [max(1,N/2),c),

s € [max(2,N),oo).

1. Existem constantes positivas 6 = 6(N,p,r) e K = K(N, p,r) tais que, se

r<-4e e lim V(x)=0; (3.3)
x| o0
IV]lp° <K (3.4)
existe @ € Sp; /N Vo2 —V(x)g2dx <0, (3.5)
R

entdo, o problema (3.1) possui uma solugdo, que corresponde a um minimizante local de F em

Sp com energia negativa.
2. Existem constantes positivas 6; = 6;(N,p,r) e 6; = 6;(N,p,s) e L= L(N, p,r,s) tais que, se

max { ||V |07, W [,p” } <L, i=1, (3.6)

entdo, o problema ([3.1) possui uma solugd@o do Passo da Montanha com energia positiva.
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De modo a estudar o comportamento de sequéncias de Palais Smale, vamos adequar o Lema da

Separacio estudado no capitulo anterior. Para A > 0, sejam

1 1 A 1
L) =5 /R JIVvPdx— 2 /]R VOt /]R R /]R P

1 N )
I°°v’l<v)_§/RN|VV| dx—f—E/RNv dx—;/RNM dx.

Vamos assumir que
1. N>3:V e LN?(Bi(0)) eV € L'(RV\ B (0)), para 7 € [N/2,+od;
2. N=1,2:VeL(B(0)) eV €L (RV\B(0)), para r,F € [1,4oo];

3. No caso 7 = +oo, V deve satisfazer |l|im V(x)=0;
x| —o0

Entdo, o Lema da Separagdo vale, com as devidas adequagdes.

Observacao 3.3. Observe que as hipdteses sobre V no Lema da Separagdao seguem aquelas em nos-
sos principais resultados. Destacamos apenas que, no caso r = oo, no caso (2) do Teorema [3.2] de
|W||s < oo, temos

lim V(x) =0

x| —see

Se s —ooeg,
Lo, o V@Par< [ vl far < W] <.
RM\B1(0) RN\B1(0)

donde temos V € L*(RN \ B(0)), se s € (max(2,N),).

As seguintes proposicoes nos fornecem resultados de ndo existéncia.

°A%
Proposicio 3.4. Sejam p € (2,2*) e V € L*(RN) e assuma que exista — € L*(RY) para algum

v

Vv Vv
v € RN\ {0} e s € [max(1,5),]. Se 35 >0 e 35, # 0. Entdo, o problema ndao possui
% v

solugdo em C'(RN) NW22(RN),

Demonstragdo. Assuma, por contradi¢do, que o problema possua solugdo (u,A) € Sp x R, com

u € CH(RV)NW?22(RN). Entdo, u # 0 e é ponto critico do funcional I; em H' (RV), isto ¢,

I (u)[p] = /]RN VuV(pdx—/RNV(x)u(pdx—l—l/RN u(pdx—/RN |u|P 2 uqdx
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para toda @ € H'(RY). Em particular, I (u)[Vu.v] = 0. Agora, observe que

LoV,

d
—I (u(x+1v)) 0= 3 Jon 3y

dt

De fato,

I, (u(x+tv)) :/RN|V(u(x—|—tv))|2dx—/RNV( )( (x—Hv) dx—i—?t/ x—f—tv))zdx—/RN|u(x+tv)|pdx

e, temos

%I;L (u(x+1v))

1 av
o™ Jon VuV(Vu.v)dx—/RNV()C)uVu.vdx— E/RN Wuzdx

—|—l/ uVu.vdx — / |u|P2uVu.vdx

—IA )[Vuwv] — 2/ utdx
1 A%

= wldx.
2 RN av

Por outro lado, como a curva ¢ — u(.tv) é curva suave em H'!(RY), temos
0=1,(u)[Vu-v]| =d(I) ou)(v) = (I ouoa)'(0)

onde o : R — RY, é uma curva suave com a(0) = x e o’ (0) = v. Em particular, para o(t) = x +tv,

segue

iI;L (u(x+m))| =0.

dt =0
Portanto,

av
[3e-
]RN
. Vv oV
Como, por hipotese, 5 >0e — 5 # 0, uma contradicdo surge uma vez que provemos que a medida
do conjunto {x € RV;u(x) = 0} é nula, pois, neste caso, terfamos u(x) # 0, q.t.p, e ento,
v
/I%N &_VM dx ?é 0.

Sendo assim, considere ¢(x) := A —V (x) — [u[P~2 € L (RY). Como u € solugdo do problema, u

€ solucao nao trivial da equagao
—Au+tc(x)u=0, wucC' R)NW>*RY).

A prova da afirmacgdo segue direto do Teorema 1.7 de [[11]. 0
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Proposicio 3.5. Seja p € (2,2%), V € L"(RN) para algum r € [max(1,5),]. Se u € Sy NW>?(RV)

¢ um ponto critico de F restrito a Sp, entdo,
u
\% —d =0
/]R N (x)u 3, X =
para toda direcio v € RN \ {0}.

Demonstragdo. Se u é ponto critico de F restrito a S,, entdo existe A > 0 tal que, para toda

@ € H'(RV),

F(wlg) - 26'(u)[¢) =0, com G(u) = 5 (0> [ Juax).

Entao,

/]RN VuV edx — /RN V(x)updx — /]RN u|P2updx = —A /RN updx,
e, portanto, I'(u)[@] = 0, para toda @ € H'(RV). Em particular, /; (u)[Vu.v] = 0, para toda dire¢do
v € R¥\ {0}. Logo, para todo v € RV \ {0},

/ urdx =

RN

/ u—dx = / utdx
RN

e, portanto, o resultado segue. O

Entretanto, note que

3.1 Prova do Teorema 3.1

Vamos assumir que L > 0 de modo que (3.2)) implique nos explicitos limitantes sobre V e W, para

algum & € (0, 1) fixado:

Vily <(1-9)S
Nj4—p|S~'|Vly +45~ Wy < B (3.7)
AMN|4—p|+ (N =2)DIS™"|[V ||y + [4AM +2D])s~'?||W ||y < ABM (3.8)

onde
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A=2N—-(N-2)p

B=N(p—2)—4

22N—(N—2)p

N4 = B Mais ainda,

com s =
3(p—4) STV +457 Wy <N(p—2) 4. (3.9)

Provaremos que F possui uma Geometria do Passo da Montanha, que garantird a existéncia de
uma sequéncia de Palais Smale de F'. Entdo, a fim de recuperar a compacidade para esta sequéncia,
usaremos o Lema da Separacdo. Para aplicd-lo, precisamos provar que o limite da sequéncia de
multiplicadores de Lagrange relacionado a sequéncia Palais Smale € positivo. Desde modo, a prova

do Teorema se estrututrara da seguinte forma:
1°) Garantimos a Geometria do Passo da Montanha de F;
2°) Mostramos que F' possui uma sequéncia limitada de Palais Smale restrito a Sp;
3°) Provamos que a sequéncia de multiplicadores de Lagrange relacionada € positivo;
4°) Provamos que a energia € positiva;
5°) Garantimos que a solugdo estd na esfera Sp, 0 que termina a demonstra¢ao do teorema.

Para comecar, focamos na estrutura geométrica de F, observando primeiro a seguinte propriedade

do reescalonamento:

Definicao 3.6. Para todo u € Sp e h > 0, definimos a fungdo

N
2

up(x) := h2u(hx)
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Observacao 3.7. Para todo h € R, u, € S,. De fato,

N _
Juanl = [Py = [ nfun)Pax= [ Ny = [ jut) Py = el = p2.
RN RN RN RN

Agora, observe que

h? 1 x A
- 20— = N2y p
F(uy) 5 /RN\Vu] dx Z/RNV<h>u dx P /RN |lu|Pdx.

Assim,

lim F(uh) = —09,
h—oo

Além disso, para u € Sy fixado, vale

1

vawﬁw—ém quando i — 0

visto que, pelo Lema[I.TT] temos

| [ Vx| < 1V, = B2V y Jul3, — 0.

Portanto,

lim F(u,) =0.

h—07T

Observe também que ||Vuy||2 = h||Vul|,, logo
lim ||V =0, e Ilm|V = oo,
Tim [Vl =0, ¢ Jim Vi

O proximo lema nos fornecera uma estimativa inferior para F', o que sera ttil para mostrar que F

possui uma Geometria do Passo da Montanha.
Lema 3.8. Para todo u € Sp, temos

F() > 5 [Vul3 —c(p)|[Val, (.10)
onde c(p) = %pppy.

Demonstragdo. De fato,
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1 1 1
F() =3IVl 5 | Vuldr—jul}
1 2 1 —1 2 Gl Y
> S IVul3 = 35~ IVl IVl — =7~V
1 I
> 2 |Vul+ 587 (8 1)S|Vul3 — c(p) |V
o

2
= 5 [IVull3 = (@) Vull3

Portanto, de (3.10) concluimos que existe R > 0 tal que

M =inf {F(u);u €Sp, |[Vul, =R} >0

Agora, vamos considerar Z, € Sp, solu¢do do problema (@) Dos limites anteriores, existem

0 < hg < hy tais que

IV(Zp)noll2 <R IV(Zp)nll2 > R

F((Zp)) <M F((Zo)w) <0

Entdo, definimos do modo usual o valor do Passo da Montanha

= inf F
my.p = Inf max (&(1))

onde
Fi={& € C([0,11:55): £(0) = (Zp)a e E(1) = (Zp)n,}-
Observacao 3.9. Como

;= inf F
mp = Inf max. (&(1)

€ imediato que my,p < mp. Além disso, my p > Mmy,, para todo p > 0.

Proposicao 3.10. Existe uma sequéncia limitada (v,), de Palais Smale de F restrita a Sp de nivel

myp, a saber

F(vy) =myp e Vg F(vy) =0
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tal que
N(p—2
an||%—%annz_/]RNV(x)(Nv,2,+2vann.x)dx—>0 (3.11)
quando n — o e
lim v, || = 0. (3.12)

Além disso, a sequéncia de Multiplicadores de Lagrange

DF (vy)[vy]
p?

é limitada e verifia, passando a subsequéncia, A, — A, com A > 0.

1=

A prova da proposi¢do se assemelha muito ao caso da Proposi¢do [2.19] A titulo de formaliza¢do

de resultados, vamos fazé-la, adaptando a estratégia e omitindo os detalhes analogos.

Demonstragdo. Introduza o funcional
F(u,h) :=F(hxu) paratodo (u,h) € H'(RV) xR

e considere

My, = inf max F(E(1)).
vo= it max FEW)

Vale que:

(a) y,p =my,p

T, = {g € C([0,1];8p x R);E(0) = ((Zp)n,,0),E(1) = ((Zp)m,o)}-

(b) Se (up,hy), é uma sequéncia (PS). para F e h, — 0, entdo (h, xu,), é uma sequéncia (PS).

para F.

Agora, vamos considerar uma sequéncia &, € I tal que

1
myp < max F(&,(1)) <myp+—.
t€[0,1] n



Capitulo 3. Solucoes normalizadas para equacdo de Schrodinger de massa supercritica com
66 potencial negativo

Como F(u) = F(|ul|), para qualquer u € H'(R"), podemos assumir, sem perda de generalidade, que

Eq(t) >0, patatodot € [0,1] e todo n € N. Aplicando o Lema (2.10) com respeito a

K ={((Zp)n,0), ((Zp)1,,0) }

C=T,
€= {(& (0.0 €011}
J=F

concluimos que existe um sequéncia (u,,h,), € Sp x R e ¢ > 0 tal que

| 1

C

/%n

min || (n, hn) = (8a(t), 0)l| g1 (v <
+€[0,1]

¢
Vo

Definimos v, := h,, % u,. Das conclusdes anteriores (v,), € uma sequéncia de Palais Smale de F

HVSP <R F (tn, ) || <

em S, de nivel m,. Diferenciando F com respeito a i, obtemos lb Como &,(t) > 0, temos (3.12)).

Vamos mostrar que (v,) é limitada em H'(R"). Com efeito, seja

an == ||Vvul|2, by = |||, Cpn = /RNV(x)vﬁdx, d, = RNV(x)vann.xdx.
Entdo, podemos escrever
1 1 1
F(vy) = 5= 5Cn— —b,

Argumentando como no Capitulo 3, obtemos:

2
ap —Cp — ;bn =2myp +o(1) (3.13)
N(p—2) N
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an—cn—bn—kpzl:o(l)(an%—i—l) (3.15)

1
onde o termo (a;; + 1) na dltima igualdade aparece pois nao sabemos, até entdo, se a, ¢ limitada em
H'(RY).
Das relacdes acima obtemos

_ _Np=2) N(4-p) 4
mzmvﬁ_N(p_z)—4cn_N(p_2)_4dn+0(1)- (3.16)

Agora, como

en<| [ veonddx] <57 VI 193
RN 2

-1
il = | [ VemmTvnade] <57 (Wl 90,3

temos

0 < (N(p—2) —4)an <N(p—2)2myp +N[4—p|S~"|V| ya, +4S7 |W [ya,

o que implica em
;]
((N(p—2) =4) = N4 = plSTH|V][y —4SZ [IWly)an < N(p —2)2myp +o(1).

Mas, de li temos (N(p—2)—4) —N|4—p|S‘1||VH% —457 |W|lx > 0 e, entdo

N(p—2)2
a, < (p )mVp < oo

= -1
N(p—2)—4)=NI[4—plS~[V]y =457 [W]x

ou seja, a, € limitada. Sendo assim, s3o também limitadas as sequéncias (by),(¢cy), (d,),(A,). Pelo

Teorema de Bolzano Weierstrass, passando a subsequéncia, temos

a, —a>0
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Das relagoes (3.13), (3.14) e (3.13)), obtemos

2
a—c——b=2my,
p

N(p-2), N
I\ Ay T —
a 2 2c+d 0

a—c—b+p*A =0,

o que nos fornece

p2A = Mb—mep
p

_2(p-2)

(2mv7p— 5 c—d>—2mv7p

_WN-(N-2)p,  (N-2)(p=2)  2Ap-2),
B V.p B B

N(N=2)(p—=2)2"|V|

> Lov-w-2p)m (N=2)(p =275 |Vly

-1
B—NJ4—p|S~!|[V]y —457 |W|n
2N(p—2)28~12|W||y
- —1
B—N|4—p|S~! IVIly =452 [[Wly

2mp

| (AMB — [(AMN|4 — p|+ (N =2)D)S~ [V lx + (4AM +2D)S™/2||W ||y]

“5l B—N|4—plS1[[V]ly 452 [W]

Segue da hipétese (3.8) que A > 0.

Lema 3.11. Seja v uma solugdo fraca do problema (3.1), para algum p > 0. Se
3(p=4) S IVIy +457 AWy <N(p—2) —4

entdo F(v) > 0.

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Demonstracdo. Como v € solucao fraca da equagdo, v satisfaz a Identidade de Pohozaeyv, isto é,

2

1 1 2
vl = —= |Vyl|2 - ——
vl = 5 V=5

V(x)vzdx — m

V (x)Vv.xdx.
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Deste modo, podemos reescreve F(v) na forma

1 2
2 N(p-2)

F) = ( )IVvlE+ 572 /RNV(x)vzder (2 V() Vvxdx.

2(p—2) N(p—2)

SeN=3ouN>4epc (?0 4], entdo do Lema , temos

2
FO0) = (5= v IVlE +

2
3 N(p—2) —/RNV(X)Vv.xdx

N(p—2)
1 2 2

;3<-_-__——) V|2 — — 2 52wV 2
5~ 7 IV~ 3y IV I3

N(p—2) 452w
= ( (3] S

Entdo, como p <4, temos
%””WWMZ3@—®ﬁYWVM+4Y”%WWNSN@—D—4

e, portanto, F(v) > 0.

Agora, se N =3 e p € (4,6), entdo, por hipétese,

<>=4wwﬁd/“ 2m+4wmwx
> (53 - 2) Vo3 - %S””WWﬁWM%
—4

> —1/2 p —1 2
_( ) = 3mSRV 1 - 5= IV 5913
e U’4fﬂwm+—fﬂwwu) IV

2 73 EACEPI L
> 0.

]

Provamos no Lema [3.11] que ndo existe solugdo de (3.1)) com energia negativa. A fim de terminar
a prova do Teorema precisamos garantir a existéncia de uma solug¢do. Seja (v,) a sequéncia
de Palais Smale limitada dada pela Proposicdo (3.10). Como v, é limitada em H'(R"), passando
a subsequéncia, v, converge fracamente em H'(R") e pontualmente em R" para v € H'(R") que,
portanto, é solucdo fraca de

—AV =V (x)v+Av = [Py

com ||v||2 < p. A fim de provar o teorema, resta mostrar que ||v|, = p e v > 0. Para isso, basta que
v, convirja forte para v em H'(RV) e entdo, v > 0 visto que lim ||v, || = 0. Ora, adaptando a prova
n—oo

feita no Capitulo 3, para os respectivos funcionais F, Fw, I} € I, 3, obtemos o desejado.
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3.2 Prova do Teorema|3.2

3.2.1 Existéncia de um minimizante local

A fim de provar a primeira parte do Teorema[3.2] mostraremos primeiramente que sob a hipétese

IVIlp° <K (3.21)

o funcional F, restrito a S, admite uma estrutura do Passo da Montanha que depende de ||V ||, mas é

uniforme com respeito a p. Isso é dado pela seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.12. Seja N > 1 e r € (max(1,N/2),c0|. Entdo, existem constantes positivas explicitas

0,K,®,Y, dependendo somente de N, p e r, tais que se vale (3.21)), entdo

inf {F(u);u € Sp,R. —€ <||V[2 <R} >0
onde R, = O||V||f e € > 0 é suficientemente pequeno dependendo somente de um limitante superior

para p.
Para provar tal proposi¢ao, precisamos do seguinte lema auxiliar:

Lema 3.13. Sejam A, B,s, o, 3 pardmetros positivos, com & < 1 e defina

() =t—AFt'" "% —Bx'"*P z1>0.

Sejam
a B

o w(ﬁ)wﬁ —oif
s = | = — (04 a+sB
¢ (B) A (@+B)

o a-ﬁsﬁ(A)aisB B
te=|(—= — o o+sp

(5)7" (5)"" @+p)

Entdo,

0<z<ze = fit:)>0

Demonstragdo. Observe que

—f(ty) = —Asz* 1l —BilP <0
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para todo z > 0, isto é, f(t.) é decrescente em z. Em particular,
0<z<ze = folts)> fo(ts).
onde f;,(t,) =0. O

Prova da Proposi¢ao[3.12] Sejau € Sp com ||Vul|, =R e considere r = q%Z’ com 2 < g < 2*. Entio,

r € (max(1,N/2),+oco] e, do Lema|l.11}

2
2P () = || Va3 — /RN V(s

Rz_GEIHVHLPz_wRN(Lz _ngpp Mgz N2
=) »
Considere
A=GV] 1,
2
B= —G§7
p
_2N—g(n-2)
— 2 ’
__ N(p—2)—4
p= 2=t
_22N—¢g(N-2)
" g2N-p(N-2)

e seja f(t) definida como no Lema[3.13] com a notagdo correspondente

2N—p(N-2)
t = R? e z=p 2

Observe que, em particular, apenas A depende de ||V/|| _a_, enquanto as demais constantes dependem
=

apenas de N, p e r (via g). Nessas condi¢des, temos

et
Ix = Cl (N>p7Q)||V||L2
P
(]
g 2N—p(N-2)

=GN, p,q)|IV ;2 e

l\)

onde C| (N, p,q) e C2(N, p,q) sdo constantes positivas dadas explicitamente em termos apenas de N, p

e r. Agora, observe que

N(p— 2) 4 —p(N=2)

2N
IN—q(N—2)

2N—p(N—

1<z & p 2 <C1(NPCI)HV|| s

‘I
-2
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Ou seja,
2N—p(N—-2) 4 p—2 2N—q(N-2)

p 2 T NpE g W2 <K(N,p,q)|V|, !

que equivale a

IVIp? <K

com 6 =6 (N,p,q) e K=K(N,p,q) positivos e dados explicitamente em termos de N, p e g. Além

disso,

q 2N—p(N-2)
p—22N—q
=

Ri =1 = CZ(N7P7Q)HV”

fornece R, = O||V|

T 1 N—2) - ) .
rocomY =3 P2 IN—g(N=2) = 0, e a proposicao segue aplicando o lema anterior.

]

Daqui em diante vamos assumir que p,V satisfazem (3.21J), isto &,

0<p<p:=H|V|,"

para H e 7 adequados. Pela proposic¢ao, sabemos que para todo o < px,

inf {F(u);u € Sq, |Vull, =R.} >0

onde R, = O||V||} independe de o. Definimos entio

cv,o = inf {F(u);u € S¢||Vull <R,}.
Lema 3.14. Se cyp < 0 entdo
O<a<p = cya>cvp
Demonstragdo. Se cy g > 0, 0 lema segue trivialmente de
cvp <0<cyq-.

Suponhamos entdo, cy,q < ¢’ < 0 e sejau € Sy tal que |Vulla < R, e F(u) < ¢’. Observe que, para

todo ¢t > 1, temos tu € S;¢, Visto que

HtuH%:/ ym|2dx:t2/ u2dx = 2||ul2 = o,
RN RN
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Além disso,

1

1
F(tu) = §||VW||% =2 Jaw

1
V (x)(tu)?dx — » [[£ul[dx
2 2 p
t t t
= SIVul3 =5 [ Vs =" ulas

< C Va3 —E [ viowtde— " julra
< GIVul =5 [ Velds =" fula
=12F(u)

< tzc’

<c

< 0.

Afirmacio:||V(Eu)||, <R,

Com efeito, suponha por contradi¢do que

P P
P vl = [9(2u) s > R..

Como p/o > 1 ¢ ||Vul|a < R., pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe 7 € (1,p/a) tal que
Va2 = [[V(Eu) |2 = R..

Além disso,
- . P
lrulle =tllullz < llull2=p,

ouseja, 7 € (1,p/a), ||tul|» < p e ||V(tu)||2 = R« Assim, como 7 > 1, F(fu) < ¢’ < 0, contradizendo
o fato de

inf { F(u);u € S ||Vull2 <R.} > 0.

Logo, por defini¢dao

cv,p = inf{F (u);u € Sp||Vull» <R.}

r(2)

< ‘.

Como ¢’ > cy,q € arbitrério, segue cy,p < cy,q. O

A prova da primeira parte do Teorema [3.2]é baseada na seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 3.15. Se cyp <0 entdo cyp € atingido por uma solugdo do problema @)

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia minimizante para cy,p. Pela proposi¢do sabemos que
|Vuu|l2 < R, — €, para algum € > 0 suficientemente pequeno. Portanto, pelo Principio Variacional de
Ekeland, podemos assumir que (u,) é sequéncia Palais Smale para F restrito a Sp.

Como o funcional F e a sua restri¢do sdo fungdes pares, podemos assumir que u, > 0, para todo
n € N. Além disso, (u,) é limitada, por constru¢do, e portanto, é também limitada a sequéncia de

Multiplicadores de Lagrange
DF (up,) [uy]
p?

Passando a subsequéncia, obtemos que u, — u > 0 fracamente em H 1 (RN YeAd, — A emR. Agora,

Ap = —

como Vg, F(v,) — 0, temos

1
o(1) = 5 (IVunlB = [ Vinzx— ||un||de) 2

1
E(nwnnz [ Vo) = -+ 302

= F(un) "‘57an

1, 2
=cvp + 5Mp" +o(1)
2
o que forca a A, > — C‘;’p > 0, ja que cyp < 0. Argumentando como na prova do Teorema

obtemos que (u,) é uma sequéncia de Palais Smale (sem restri¢do) para o funcional I, com A > 0.

Entdo, aplicando o Lema da Separacdo, segue

k
Up =u+ Z w/(.—yl)+o(1), fortemente em H'!(RY),
=1

onde w!,....wk e H! (RM) sdo solucdes nio triviais para a equacio limite
— AW A = W/ P2

e vale

k
2 2 112
= [lunll3 = [Jull3 + Y [Iw’[I3+o(1)
=

2

CVp+pT—IA(un)—I/I +ZI°°7L W])
j=1
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o que implica em

cvp+o(l)=F(u,) =F(u)+ ZFoo(wj).

Escrevendo |ju||, = a < p, temos

|Vull» < lim ||Vuy||2 < R
n—soo

e, entdo F(u) > ¢y o. Pelo Lema|3.14] segue

k
cvp =F(u)+ _Z:lFoo(Wj)
J:

k
> cy o+ Z Foo(w/)
j=1

forcando

k
Y Few/) <0 = k=0,
j=1
visto que F..(w/) > 0, para todo j. Logo, u, — u fortemente em H' (RV), provando a proposigio. [

Observacdo 3.16. Pela Proposicdo [3.15] s6 precisamos provar que, sobre as hipéteses do

Teorema[3.2} cy,p < 0. Seja @, satisfazendo a hipétese (3.5)), isto €,

L IVoP=v(0ePdx <o
R

Observe que, para todo ¢ > 0,

2

o Vol2_ 1 2, P
Fe)=ZlVela—7 [ Ve dx—;H(Pllpdx
<" Jglipa
< —— X
p
<0.
Considere 7 = HVR<;H2 e entdo |ViQ|, =R, e F(f@) < 0. Assim,

F(to) <0 = ip > p. = |Vl gR*pﬂ <R,

ou seja, ¢ € Sp e ||[Vol[2 < R.. Por defini¢do, concluimos que

cvp = inf{F(u);u €Sp,||Vull2 < R*} <F(¢p)<O.
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Observacio 3.17. Hipétese semelhante a (3.5) é tratada no trabalho [12].
Observacio 3.18. Uma condigdo suficiente para (3.3)) é que existam 1, R > 0 tais que

n>0eR>0, seN=1,2;

3.22
R’ >N(N—-2), seN>3. (022)

mfV >n com {
Br

De fato, sejam R e 1 como acima e, sem perda de generalidade, suponha que By esteja centrada

em 0. No caso N = 1 € suficiente escolher uma constante * > 0, onde

I, selx|<R;

ro(x) = e\t
(%), se |x| > R.

com k > 1 suficientemente grande. No caso N = 2, € suficiente escolher t* > 0, onde

. I, selx|<R;
t X)= +
¢(x) (zn(kl;g]y:)ln|x|) . selx|>R.
com k > 2 suficientemente grande. Finalmente, se N > 3, seja 6 > 0 pequeno e fixado e t* > 0 tal que

I, selx|]<R;

t =
o) ((1 F SRV 23N 5)+, se [x| > R.

Colocando |dB]| = wy obtemos

[ Vol -vwetax< [ 1o~ [ vl
RN RN RN

s/ |V<p|2—/ ne*dx

RN\Bg Bz
~+oo

<1+ 8PRN AN 2Ry [ AN T SRy
R

N—2
. R N

S (148NN —2) — )

<0

se 0 é suficientemente pequeno.

Observacao 3.19. Note que, para todo V é sempre possivel escolher p suficientemente pequeno de

modo que valham (3.4) e (3.6). Além disso, se N > 3, a condicdo (3.22) pode ser reformulada como

N O
IVIIE = n71Br| = 072 NN ~2)]

=

Em particular, como r > %7, pode-se exibir potenciais V com norma L" suficientemente pequena satis-

fazendo as hipéteses do Teorema [3.2] (com p suficientemente pequeno e R suficientemente grande).
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3.2.2 Solucao do Passo da Montanha

A segunda parte do Teorema [3.2] pode ser obtida argumentando como na prova do Teorema [3.1]
Algumas mudancas serdo feitas, especialmente sobre a condi¢cao de Palais Smale, porque, neste caso,
o Lema[B. 11 ndo funciona.

Aqui, ao invés de trabalhar com uma Geometria do Passo da Montanha uniforme em p, como
fizemos para encontrar um minimizante, serd mais conveniente usar uma Geometria do Passo da
Montanha dependente de p. Isto permitird uma comparagdo direta entre o nivel do Passo da Montanha
e mp, permitindo mostrar que os Multiplicadores de Lagrange da sequéncia de Palais Smale sdo

positivos. Observe que a hipdtese
max{ V]| p%, |WlpT} <L, i=1,

garante que as hipoteses do Lema da Separacdo valem para r = +oo.

Vamos assumir que 0;,6;,L, i=1,2,sdo tais que

- 5ttara =
Vo™ m'Ne=2=4 <L e [Wlsp* s/Vo=2-4 <Ly (3.23)
_N _N
IV|p*" 7 <Ly e [W|lsp' ™5 <Ly (3.24)
_N _N
IV|p*" 7 < Lymp e [Wlsp' ™% < Lymy, (3.25)

para constante positivas L; adequadas a serem escolhidas mais tarde, independente de V,W e p. Mais

ainda, observamos que (3.23)), nos fornece

2 m L
IVIIF™ < L’lp—’; e W <L =% (3.26)

Geometria do Passo da Montanha

Recordemos que, para todo u € S,

1 G2 Ng-2) N(g-2) 1 _
F(u) > S||Vulls = VI 2,p* > IIVu||z——;G§P” Y| Vully

N(p-2)
)

onde g € [2,2x) satisfazendo # =rey= . Seja R > 0, tal que
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My = lm_ lG”p””’R” = max ltZ — lGPpP*Yﬂ’
2 p >0 2 p

Entio, ./ = 2]\7Imp, para M > 0 uma constante adequada dependendo somente de p.

Assim, podemos escolher L > 0, dependendo somente de N, p e g tal que

2 N(q— N(g—2) -

q 2 Na=2) ~
V), R < B,

ou, equivalentemente

-t
WVp® s <1y (3.27)
Por (3.23) e (3.27)), obtemos
1, G2 42 N(g—2) 1 _
M= =-R>— ||V 2-=57R 2 GPoP YR
=LV =Gt
~ 2 7 N(g=2) <N(g-2)
= =2V o> R
s
Logo,
M > Mmy. (3.28)

Agora, fixemos uy = (Zp)p, € Sp € u1 = (Zp)n, € Sp, tais que

[Vuoll2 < R [Vir]l2 > R

F(u0)<///~ F(u1)<0
e defina o valor do Passo da Montanha

;= inf F
my.p = Inf max (&(1)

I:={&cC([0,1];Sp); £(0) =up e E(1) =uy }.

Por (3.28)), como V > 0 e V # 0, concluimos que
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Mmp <myp <mp.

Como na Proposi¢ao [3.10} obtemos uma sequéncia de Palais Smale (v;),, de nivel my ,, tal que
posi¢ P

N(p—2)

Il /RN V (x) (NV2 + 20, Vi) dx — 0

2
[[vall2 =

i [Jv; [l =0.

Temos agora que verificar que (v,) é limitada em H'(R") e que a sequéncia de Multiplicadores
de Lagrange relacionada (A,), é limitada e convergente (a uma subsequéncia) a um valor positivo.
A prova da limitagdo de (v,) segue os mesmos passos da proposi¢do , com notacdo andloga,
donde obtivemos
N|4 - p| 4

a, = szw’ ——g Edn +o(1) (3.29)

sendo a, = ||Vv,|l2 e B=N(p—2) —4. Do Lema

N(p—2)

N
a<| [ viniax] < G2vipl e
RN
1N
dy| = ’/NV(x)vann.xdx’ < Gy [Wllsp' S anz (14 =) +o(1)
R

onde g; € [2,2x) satisfaz q21q_12 =s. Assim,

N
_N\,2r v 1 N
Bay <2N(p—2)mp + N4 = p|Gy[[Vrp®™ " +4Gy, [Wllsp' ™~ ans (14 2) +o(1). (330)

Como r > max(1,N/2) e s > max(2,N), temos &£ < 1 e %(1 + ];V) < 1. Entdo, se a, > 1

N 1 N
api’ <ap e ani(l—i-—) < ap.
s

Logo, em (3.30), obtemos
2 2N -
[b= N4 pIG2IV [,p>7 = 4Gy, W 0"~ @y < 2N(p —2)mp +o(1).

Escolhendo L, suficientemente pequeno em (3.24)), segue

3N(p—2) }

a, Smax{l,N(p_z)_4mp
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de onde temos a,, limitada e, portanto, (v,) limitada em H' (RM).

Sendo (a,) limitada, conseguimos concluir que as sequéncias (by,), (cy),(d,),(A,), sd0o também
limitadas, e passando a subsequéncia adequada, convergem, respectivamente a b,c,d e A. Resta
mostrar que A > 0.

Como feito na demonstra¢do da Proposi¢do [3.10] temos

2N — (N -2 N-2)(p-2) 2(p-2
P2 = ( )pZmVp_( )p=2)  2(p-2),
B ! B B
com
N
¢ =lime, < mG2|[V[,p® Pad = G2|V||,p? Ha> (3.31)
€
1 N
d =1limd, < limGy, |[W|p' S a;" ") = G, [Wllsp'~ a2 (1+5), (3.32)
Dai,
~ N N N 1 N
p2A > Ci2Mmy — G|V | ,p % Paz — G3||W |5 a2(1H) (3.33)

onde C1,C,,C3, sdo constantes positivas dependendo somente de N, p,g e g;. Se a > 1, entdao

3N(p—2)
g1
N(p—2)—4
e, de (3.33)
_N _N
P> [Cl—ChlIV I —ChIWlop' = |mp (3.34)

com C},C},C5 > 0. Usando novamente (3.24)), para L, suficientemente pequeno, concluimos A > 0.

Se, entretanto, a < 1, podemos usar ([3.25) e obter de [3.33|que

~ N N
p*A = Ci2Mmy —Co|[V|:p* ™) — G| W p'

> (C12M— (G +C3)L3))mp.

Entdo, A > 0, visto que podemos escolher L3 suficientemente pequeno em (3.25]).
Até agora obtivemos que a sequéncia de Palais Smale (v,),, obtida pela Geometria do Passo da

Montanha, e a sequéncia de Multiplicadores de Lagrange correspondente (4,), satisfazem
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F(vy) = myp

F'(va)¢ = 2n¢ +0(1)[|9 ]l

A—A>0

v, — v fracamente em H'(R").

Entao, v € solucdo de

—AV =V (x)v+Av = [Py
e (vy) e sequéncia de Palais Smale de I, , sem restri¢cdo. Pelo Lema da Separagdo,

k

Ve =v+ Z w/(.—yl)+o(1), fortemente em H'(R"),
j=1
onde w!,...,wk € H'(RV) sdo solu¢des nio triviais para a equacio limite

—Aw A = W/ P2

Argumentando como no capitulo anterior, obtemos

k .
my,p, =F(v)+ ;Fw(wf).

Suponhamos, por contradi¢io, que v, nio convirja fortemente para v em H'(R"), ou equivalente-

mente, k > 1. Entdo, denotamos
p=|vll2 e aj=|wl:

e, pelo Lema da Separacdo
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2
Afirmacdo: F(v) > —0m, (%) .

Observe que, provada a afirmagao, concluimos a prova, pois

myp =F(v)+ iFw(wj)
=1
o (8 ()

> 9(—1+ (%l)z)mp +mp <%1)_29

visto que min —6 + 07 +¢°

t€[0,1]
Provemos entdo a afirmacdo. Sejam

= 1. Ou seja, teriamos, mp < my p, uma contradigao.

ai=|Vola b:=|v|” c::/ V (x)vdx d::/ V (x)vVr.xdx
RN RN
Pela Identidade de Pohozaev

N(p—2), N

————b——c—d=0.
a o 2c
Assim, concluimos que
1 1 1
F(v)zia—ic—;b
N(p—2)—4 —4 2
_Np=2)—4  p=4 J

2N(p—-2)  2(p—2) N(p-2)
>y [2(1 —Kjc— sz}
onde Cy,Cy,C; sdo constantes positivas dependendo somente de N e p. Da relagao

T 1

"sex>0e0<t<lek>0entdoa—ka®* > —(1 —1)rT-7ki

2

c >— 1 H ’ ’ 1 /
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e
a—Kne > — KWy
2= 2 Ts— N'u
Portanto,
2r 2s
F(v) > G[Ki||V|rs—r — K5 |W 2
() 2 Co[Ki [Vl — KalIW Ils = ]u
m
= KL/ —2u?
lpz
2
> —om(4)
P
. / . . / 9
visto que podemos tomar L; suficientemente pequeno de modo a satisfazer L, < T 0
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APENDICE A

Metodos Variacionias

Muitos problemas em Equagdes Diferenciais podem ser colocados na forma
DE(u) =0

onde E : X — Y, uma aplicacdo diferencidvel entre espacos de Banach adequados, é o funcional de
Euler-Lagrange associado a equacao, cuja derivada € denotada por DE. Neste caso, falamos que a
equacdo estd na forma Variacional, de modo que para garantir solugdo fraca para o problema precisa-
mos procurar por pontos criticos de E.

Neste sentido, Métodos Minimax foram desenvolvidos para buscar por pontos criticos que ndo sao
minimos globais, por exemplo, pontos de sela. Seguindo [19], estes sdao métodos que caracterizam

valores criticos do funcional E sobre uma classe adequada de conjuntos S:

¢ = inf max E (u).
A€S ucA

O Teorema do Passo da Montanha e o Teorema do Linking sdo resultados Minimax que serdo desta-

cados nesta secao.

A.1 O Teorema do Passo da Montanha
Definicao A.1. Sejam X um espaco de Banach e B C X um subconjunto. Uma deformacdo de B é
uma fungdo continua 1 : [0, 1] x B — B tal que 1(0,u) = u para todo u € B.

Definicao A.2. Sejam X um espago de Banach e A C B C X subconjuntos. Dizemos que B ¢é de-

formavel em A se existe uma deformacao 7 de B tal que
n(t,u) €A paratodou € Aetodot € |0,1];

85
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n(l,u) €A paratodou € B.
Definicao A.3. Sejam X um espaco de Banach e J : X — R um funcional. Para a € R, definimos
JU={ueX; J(u) <a}.

Definicido A.4. Sejam H um espaco de Hilbert e 1 : [0,1] x H — H uma deformag@o de H. Uma

familia I' de subconjuntos de H € dita invariante sob 1) se satisfaz:
“paratodo A € e todot € [0,1], tem-se n(¢,A) € I".

Definicao A.S. Sejam H um espago de Hilbert e J : H — R um funcional. Uma familia I" de subcon-

juntos de H é chamada uma classe minimax. O valor

:= inf supJ
€= jufsupd(u

€ chamado nivel minimax associado a I'. Observe que pode acontecer ¢ = 4o ou ¢ = —oo.

Definicao A.6. Sejam H um espaco de Hilbert, / : H — R um funcional, I" uma classe minimax e ¢

o nivel minimax associado a I'. Dizemos que I' € admissivel com respeito a J se
1. ceR;

2. Para todo € > 0O suficientemente pequeno, 1" é invariante com respeito a deformacdes que dei-

xam J¢ %€,
Exemplo A.7. Seja H um espaco de Hilbert e J € C''! (H). Considere a classe minimax trivial
I'={{u}; ucH}

chamada classe de subconjuntos de H consistindo de um unico ponto. Observe que esta classe €
invariante a toda deformacao 7, pois n(¢,{u}) é tnico para todo 7 e, portanto, continua pertencente a

T'. Entdo, esta classe € admissivel se, e somente se, ¢ é finito. Mas,

= infsupJ(u) = inf sup J(u)= inf J(u).
¢ Aerueg (I/t) {u}eFue{B} (M) ucH (u)

Logo, esta classe € admissivel se, e somente se, J e limitado inferiormente. O
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Teorema A.8 (Principio Minimax). Sejam H um espaco de Hilbert, J € CY\(H) e T uma classe
minimax admissivel de nivel c. Entdo existe uma sequéncia Palais-Smale de J de nivel c. Se J satisfaz

a condi¢do de Palais Smale no nivel c, entdo c é valor critico de J.
Demonstragcdo. Veja [1], pagina 154. [

Teorema A.9 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam H um espaco de Hilbert e J € CY'(H) satis-

fazendo J(0) = 0. Assuma que existam niimeros positivos p e O tais que
1. J(u) > a se |jul]| = p;
2. Existev € H tal que ||v|| >p eJ(v) < a.

Entdo existe uma sequéncia de Palais Smale para J de nivel ¢ > . Se J satisfaz condicdo de Palais-

Smale no nivel ¢ entdo c é valor critico de J.

Demonstragdo. Definimos a classe minimax
I'={y([0,1]); y:[0,1] = H é continua e y(0) =0,y(1) =v}
e o correspondente nivel minimax
c= inf sup J(u) = inf sup J(y(1)).
1O )ET uey(fo,1) reliefo.n]
Vamos provar que I' € admissivel. Claramente ¢ < oo pois estamos maximizando uma fung¢do continua
em um conjunto compacto. Resta provar que ¢ > —oo. Para isso, observe que qualquer y € I" satisfaz
|7(0)|| =0e ||y(1)|| = [[v|]| > p. Como ¥ é continua, existe ty € [0, 1] tal que || ¥(ty)|| = p. Da hipétese
(1), segue que

IIQ[%J(W)) > J(Y(ty)) > .

Como vale para todo y € I', segue que

c>a>0.

Resta mostrar que I' é invariante com respeito 2 deformacdes fixam J°~2¢. Com efeito, seja € > 0

suficientemente pequeno de modo que
J0)<c—2¢e e J(v)<c—2e.

Isto é possivel visto que max{J(0),J(v)} = max{0,J(v)} < a < c. Entdo, 0 e v pertencem a J¢ 2.
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Sejam 1 uma deformacdo que fixa J~2¢ e y € I'. Precisamos provar que, para todo ¢ € [0, 1],

n(,y([0,1]) € T.

Sendo assim, considere 7: [0, 1] — H definida por ¥(s) := 1 (¢, ¥(s)). Claramente ¥ é continua e como

n fixa J°%¢, temos

7(0) = n(z,7(0)) = n(z,0) =0

7(1) =n(,v(1) =n(t,v)=v

Portanto, ([0, 1]) € I e I' é admissivel. Aplicando o Principio Minimax segue o resultado.

]

Observacio A.10. Um funcional que satisfaz as hipéteses do Teorema[A.9|¢ dito possuir a Geometria

do Passo da Montanha. O termo “Passo da Montanha”¢é justificado pelas propriedades geométricas

do grafico de J. De fato, ¢ comum pensar os pontos 0 e v como duas vilas. As hipéteses do Teorema

implicam que essas duas vilas sdo separadas por uma cadeia de montanhas: para ir de 0 a v € preciso

subir a0 menos até uma altura o que € estritamente maior que as duas alturas J(0) e J(v). As figuras

a seguir conseguem ilustrar a estrutura geométrica do Teorema.
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Figura A.1. Fonte: Adaptado de [20].
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Figura A.2. Fonte: Adaptado de [20].

Observacao A.11. A classe minimax usada na prova do teorema € construida da seguinte forma:
tenta-se todos os caminhos possiveis entre 0 e v, mede-se a altura maximal atingida no caminho
m[(e)th (7(¢)) e tenta-se minimizar a altura maxima dentre a classe dos caminhos: a altura do cami-
t€o,

nho 6timo esté localizada no passo da montanha. Outro modo de enunciar o Teorema do Passo da

Montanha se d4 a seguir:

Teorema A.12. Seja X um espaco de Banach e ¢ € €' (X,R) um funcional satisfazendo a condi¢cdo

de Palais Smale. Se e € X e 0 < r < ||e|| sdo tais que

a:=max{(0),p(e)} < inf ¢@(u) =0,

[Jul|=r

entdo

c=inf sup @(y(t
velielo,1] ()

I'= {’}’E cg([o’ 1]5X); Y(O) :OaY(l) - e}

é um ponto critico de ¢ com ¢ > b.

Veja [7], Capitulo 4, para mais detalhes.
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Figura A.3. Fonte: Adaptado de [[7].

A.2 O Teorema do Linking

Consideremos, primeiramente, o seguinte principio Minimax geral:

Teorema A.13. Seja X um espaco de Banach, My um subespaco fechado do espagco métrico M e

Ly C € (Mo,X). Definal :={y e €(M,X); ylu, €To}. Se ¢ € €' (X,R) satisfaz

co > ¢ := inf sup @(y(u)) > a:= sup sup @(y(u)) (A.1)
Yel'yuem 1€y ueMy

entdo, para todo € € (0,(c—a)/2), 6 >0ey eI tal que
suppoy<c+E€
M

existe u € X tal que
a)c—2e < p(u) <c+2e
b)dist(u,y(M)) < 26;
o)llo'(u)|| <8e/&

Demonstragdo. Veja [21], pagina 41, Teorema 2.8. [l

Observacao A.14. Observe que o Teorema do Passo da Montanha segue imediatamente do anterior,

basta tomar M = [0, 1], My = {0,1}, o = {3} onde %(0) =0e (1) =e.



A.2. O Teorema do Linking 91

Teorema A.15. Sob a hipotese , existe uma sequéncia (u,) C X satisfazendo
ou) —c e ¢©(uy) —0.
Em particular, se ¢ satisfaz a condigcdo de Palais Smale em c, entdo c é ponto critico de ¢.

Teorema A.16 (Teorema do Linking). Seja X =Y & Z um espaco de Banach com dimY < o. Sejam
p >r>0ezeZtal que ||z|| = r. Defina

M:={u=y+Az; |jul| <p,A>0eyeY};

My:={u=y+Az;yeY, ||lu|=peA >0 ou |jul| <pel =0}

N:={uecZ |ul|=r}.

Seja ¢ € €'1(X,R), tal que

:=inf = .
b 111\1](p>a nlll;(l)x(p

Se @ satisfaz a condicdo de Palais Smale em ¢ com

= ;ggrunegw(ﬂu)),

I''={ye€¢M,X); ylm, =id},

entdo ¢ é um valor critico de ¢.

Demonstragdo. Veja [21], pagina 43. 0
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