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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes nao
triviais para duas classes de problemas elipticos. O primeiro problema eliptico que
estudamos abrange uma classe geral de operadores com expoentes varidveis onde a nao
linearidade possui crescimento subcritico. O segundo problema trata de uma equagao
nao local envolvendo uma ampla classe de operadores onde a nao linearidade possui

crescimento sublinear/superlinear, mais um termo com crescimento critico.

O primeiro problema que estudamos é

—div(a(|VulP@)|Vuf®=2Vu) = Af(z,u) em Q,
u = 0 em OS2,

onde A > 0 é um parametro real, Q@ C RY, N > 3, ¢ um dominio limitado com fronteira
suave 09, p€ C(Q) e 1 < p(z) < N, para todo x € Q. Os resultados para este problema
foram demonstrados através do Teorema do Passo da Montanha, de uma versao simétrica
do Teorema do Passo da Montanha, do Teorema de Fountain, do Teorema de Dual
Fountain e da Teoria de Género introduzida por Krasnoselskii.

O segundo problema que estudamos ¢ modelado pelo problema eliptico

envolvendo nao linearidade com crescimento critico:

—M (o (u))div (a(\Vu]p(x))|Vu]p(x)_2Vu): M(x,u) + [ul® 2y em Q,
u=0em 0f,

onde Q C RY, N > 3, é um dominio limitado com fronteira suave 99, A\ > 0 é um
parametro real. Obtemos dois resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes, que
foram provados através de uma versao do Teorema do Passo da Montanha e pela Teoria

de Género de Krasnoselskii.



Abstract

We study the existence and multiplicity of nontrivial solutions for two classes
of elliptic problems. The first problem covers a general class of operators with variables
exponents where the nonlinearity has subcritical growth. The second problem is a nonlocal
elliptic problem where the nonlinearity has critical growth.

The first problem is

— div(a(|Vu[P®)|Vu[P@)=2Vy) = Af(z,u) in Q,
u = 0 on 0f),

where A\ > 0 is a real parameter, Q@ ¢ RY, N > 3, is a bounded domain with smooth
boundary 99, p € C(Q), and 1 < p(z) < N, for all 2 € Q. In this first problem, we
proof some results about the existence and multiplicity of solutions. The results of this
problem was demonstrated by the Mountain Pass Theorem, symmetric Mountain Pass
Theorem, Fountain Theorem, Dual Fountain Theorem, and the Genus Theory introduced
by Krasnoselskii.

The second problem deals with the nonlocal elliptic problem with crititical

growth:

~ M (A (u)) div (a(\qu)\vu\m)—?vu): M (2, u) + |u*® 2y in Q,
u =0 on 02,

where Q C RV, N > 3, is a bounded domain with smooth boundary 0Q, A > 0 is a real
parameter. We obtain the existence and multiplicity of solutions by using the Mountain
Pass of Theorem without the condition of Palais-Smale and the Genus Theory introduced

by Krasnoselskii.



Contents

Resumo
Abstract
Introducao

1 Existence and multiplicity of solutions for a class of elliptic equations

without Ambrosetti-Rabinowitz type conditions

1.1 Variational framework . . . . .. .. ... 0 0L

1.2 Proof of Theorems 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, and 1.6. . . . . . ... ... ...
1.2.1  Proof Theorem 1.1 . . . . . . . . . ... ... .. ... .. .....
1.2.2  Proof of Theorem 1.2 . . . . . . . . ... .. ... .. ... .....
1.2.3  Proof of Theorem 1.3 . . . . .. .. ... ... ... .. ......
1.2.4 Proof of Theorem 1.4 . . . . . . . . . .. ... . ... ... ...,
1.2.5 Proof of Theorem 1.5 . . . . . . . . ... .. ... .. ... .....
1.2.6 Proof of Theorem 1.6 . . . . . . . .. .. ... .. ... .. .....
1.2.7 Proof of Theorem 1.6 . . . . . . . .. ... ... .. ... ......

2 Existence and asymptotic behaviour of solution for a quasilinear
Kirchhoff type equation with variable critical growth exponent
2.1 Variational framework . . . . . .. ... Lo
2.2 The auxiliary problem () . . . . . . . .. . o
2.2.1 Technical lemmas for the problem () . . ... ... ... ....
2.2.2  Proof of Theorem 2.2 . . . . . . . .. .. .. ... ...
2.3 Proof of Theorem 2.1 . . . . . . . . . . .

3 Existence of solutions to a class elliptic nonlocal problems with critical



growth

3.1 Variational framework . . . . . . . . ..

3.2 The auxiliary problem . . . . . .. ... oo

3.2.1 Variational formulation of the auxiliary problem . . . . . .. .. ..

3.2.2 A second auxiliary truncation argument . . . . .. ... ... ...
3.2.3 Proof of Theorem 3.2 . . . . . . . . . . . ...
3.3 Proof of Theorem 3.1 . . . . . . . . . .

4 Appendix

4.1 Variable exponent Lebesgue and Sobolev spaces . . . . . . ... .. .. ..

4.2 Variational theorems . . . . . . . . . . .

4.3 Krasnoselskii’s genus . . . . .. ...

4.4 The (Sy) condition . . . . . ..o

4.5 Properties of o/

References

70
73
74
74
86
94
94

97
97
99
102
103
108

114



Introducao

Esta tese ¢ dedicada ao estudo de uma ampla classe de problemas elipticos
quasilineares com expoentes varidveis.  Apresentaremos resultados de existéncia e
multiplicidade de solugoes, bem como de alguns aspectos qualitativos, para duas classes
de problemas elipticos envolvendo uma ampla classe de operadores diferenciais com
expoentes variaveis e outros operadores nao locais com expoentes varidveis. Os resultados
que apresentaremos serao demonstrados através da aplicacao de métodos variacionais e
topologicos. Estes métodos sao uma poderosa ferramenta para obter a multiplicidade de
solucoes e estabelecer resultados sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

Recentemente, problemas elipticos nao locais e problemas com expoentes
varidveis tem atraido a atencao de muitos pesquisadores, devido aos interessantes
argumentos matematicos, tendo como marco natural os espagos de Sobolev com expoentes
variaveis W10 (Q), e sua aplicabilidade em diversos fenémenos fisicos, como por exemplo
em processamento de imagens, matematica biologica, fluidos electroreologicos, etc (veja
[1], [8], [13], [31], [47], [65], [68], [77] e suas referéncias).

Agora, vamos descrever brevemente os problemas estudados e os progressos
obtidos nos Capitulos 1, 2 e 3.

No Capitulo 1, estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes de
uma classe de problemas elipiticos com a condi¢ao de Dirichlet envolvendo um operador

do tipo p(z)—Laplaciano, a saber

{—div(a(|vu|p<w>)|vu|p<w>2vu) = M(z,u) emQ, "

u = 0 em 0f),

onde A > 0 é um parametro real , Q C RV, N > 3, ¢ um dominio limitado com fronteira
suave 0Q, p € C(Q) e 1 < p(x) < N, para todo = € Q. A funcdo a : RT — R satisfaz as

hipoteses:

(ap) a : RT — R & continua e a aplicacio T : RY — R, dada por Y(n) := A(|n[P@®), é



estritamente convexa, onde A é a primitiva de a, isto é A(t) = fg a(o) do;

(ay) existem constantes «, 5 > 0 com 0 < a < 3, tais que

para todo o > 0.

A nao linearidade f : Q@ x R — R é uma funcao de Carathéodory com

crescimento subcritico, isto é, n6s assumiremos que
(fo) |f(z,t)] < (14 [t]"@~1) para todo (x,t) € Q x R,

onde ¢; é uma constante positiva, v € C(Q) é a funcdo subecritica, no sentido que
v(z) < vt < p*(z) para todo x € Q e p*(z) = Np(z)/(N — p(x)) é o expoente critico
variavel.

Consideraremos, também, que a nao linearidade f possui as seguintes

condicoes de crescimento no zero e no infinito:

(f1) | ‘ % = o0 uniformemente para quase todo ponto (q.t.p.) x € €, isto &, f
t ~>

é pT-superlinear no infinito, a funcao F ¢é a funcao primitiva de f com respeito a
segunda variavel, isto &, F'(x,t) fo r,5)ds;

(f2) f(z,t) = o(|t]"" 1), quando t — 0, uniformemente em quase todo ponto z € Q;

(f3) Existem constantes positivas C, > 0 e w > 1 tal que
G(z,t) < G(x,s) + C,,

para qualquer x € Q, 0 <t < sou s <t <0, onde G(z,t) :=tf(z,t) — wF(z,t).

Com a finalidade de obtermos infinitas solucoes, alguns dos nosso resultados

assumirao a seguinte condicao de simetria:
(f1) f é impar em t, isto é, f(z,—t) = —f(x,t) para todo z € Q et € R.

Provaremos nossos resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes,
bem como algumas propriedades qualitativas, combinando técnicas variacionais e

topologicas. Mais precisamente, usaremos o Teorema do Passo da Montanha, uma versao
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simétrica do Teorema do Passo da Montanha, o Teorema de Fountain, o Teorema do Dual
Fountain e a Teoria de Género de Krasnoselskii, para obter os pontos criticos do funcional

de Euler-Lagrange, ¥ : Wol’p(')(Q) — R, associado ao problema (1), sendo

1
W(u :/—A Vu[P@) dw—)\/Fu,:L' dx.
) = | ANV de x| P

Observamos que a condicdo (f3) é uma consequéncia da seguinte condigao
(f4), a qual foi introduzida por Miyagaki e Souto (|62]) quando p(z) = 2 e desenvolvido
por Li ([58]) no caso quando p(z) =p > 1:

(fi) Existe to tal que para todo x € Q,

[z, t)

|t|p+——2t ¢ nao decrescente em t > ty e nao crescente em t < —tg.
A fim de provar que o funcional de FEuler-Lagrange satisfaz a condicao de

Cerami ((C). condicao), assumimos que as fungoes a e A satisfazem a condicao:

(T) Para w > 1 como em (f3), temos que

T() = —— A(t) — ~a(t)t,

 pla) w
é nao decrescente para todo t > 0 e para todo = € ().

Em 1973, o Teorema do Passo da Montanha (veja [6]) foi proposto por
Ambrosetti e Rabinowitz, e eles introduziram pela primeira vez, a conhecida condicao de

Ambrosetti-Rabinowitz, a saber: existe 6§ > p tal que

0< 0F(z,1) — e/ot F@.s), ds < f(z, D1, @)

para todo x € Q et € R\{0}. Desde entao, o Teorema do Passo da Montanha passou a ser
uma eficiente ferramenta no estudo de existéncia de solucao para problemas superlineares
e a desigualdade ¢ uma condigao natural que garante a geometria do Teorema do Passo
da Montanha e da condi¢do de Palais-Smale. Note que, integrando a desigualdade (2),

obtemos o seguinte comportamento para a primitiva de f(z,-) : existem duas constantes
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positivas kq, ko tais que
F(x,t) > k|t — ko, V(z,t) € Q x R. (3)

Observamos ainda, que condicao (3 implica que

F
lim (z,1)

ltlo4o0  [t]P

= +00. (4)

Porém, a reciproca nao é verdadeira. No entanto, a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz é
bem natural, no sentido de que existem exemplos basicos, como algumas nao linearidades
polinomiais, que a satisfazem. Mas, ressaltamos que se trata de uma condicao um pouco
restritiva e elimina muitas outras nao linearidades que, recentemente, tem atraido o
interesse de muitos pesquisadores, veja por exemplo [12], [23], [51], [56], [62], [58], [57],
[69], [78], e suas referéncias.

O principal objetivo do Capitulo 1 é desenvolver as idéias dadas por
Miyagaki e Souto (ver [62]) para a classe de problemas elipticos com expoentes variaveis
e sem a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz dada pelo problema (1). Como nao
consideraremos a condi¢cao de Ambrosetti-Rabinowitz, teremos algumas dificuldades
adicionais para verificar as condi¢oes geométricas exigidas nos teoremas variacionais, e,
principalmente, no estudo da convergéncia da sequéncia minimizante. Devido a estas
dificuldades utilizaremos a sequéncia de Cerami ao contrario da usual sequéncia de Palais
Smale. Além disso, no estudo da sequéncia de Cerami, foi crucial a prova de que nosso
operador, ¥, satisfaz a propriedade (5) (Veja o Lema 4.7).

O operador p(z)—Laplaciano é um importante exemplo de operador
abordado pelos resultados que provaremos. Ele é obtido quando consideramos a(t) = 1.
Observamos, ainda, que esse operador coincide com o operador p—Laplaciano quando
p(z) = p e com o operador Laplaciano quando p(z) = 2. Além disso, por um simples
calculo, podemos verificar que a fungao T (t) = ﬁ — L.t € RY, z € Q, satisfaz a
hipotese (T) com @ = p*.

Destacamos que problemas envolvendo o operador p(x)—Laplaciano exige
uma formulacdo mais cuidadosa em virtude de termos que trabalhar em espagos com
expoentes varidveis e pelo fato de que estes operadores nao sao homogéneos. Em
particular, nao podemos utilizar, por exemplo, o Teorema de Multiplicadores de Lagrange

em varios problemas envolvendo este tipo de operador.
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Outro exemplo interessante, é a generalizacao do operador Capillary,

conhecido como p(z)-Laplacian like, a saber

p(z)
div| |1+ [Vl IVul[P@ 2V | .
V 1+ [Vu|?@

Obtemos este operador considerando a(t) = 1 + ﬁ, t € R*. Além disso, neste caso,
também temos que a func¢ao T satisfaz a hipotese (7)) com w = 2pT (Veja [12] e [78]).
Em particular, estes dois exemplos tém sido intensamente estudados nos
altimos anos, veja, por exemplo [3], [5], [12], [26], [51], [58], [57], [67] e [78], onde os
autores provaram resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes, nos casos quando

p é constante e p(z) é uma fungao real.

Agora, enuciaremos os principais resultados do Capitulo 1.

Teorema 0.1 (Theorem 1.1). Suponha (ag), (a1), (T) e que f satisfaz (fo)—(f3). Entao

o problema (1) possui ao menos uma solugao fraca em Wol’p(’)(Q) para todo A > 0.

Teorema 0.2 (Theorem 1.2). Suponha (ag), (a1), (T) e que f satisfaz (fo) — (f1). Entao
o problema (1) tem infinitas solugdes em Wol’p(")(Q) para todo A > 0.

Teorema 0.3 (Theorem 1.3). Suponha (ag), (a1), (T) e que f satisfaz (fo), (f1), (f3) e
(f1). Entao, para cada \ € (O, I%) , 0 problema (1) tem infinitas solugoes fracas {uy, }nen

em Wol’p(')(Q) tais que Py (u,) — +oo quando n — +oo.

Teorema 0.4 (Theorem 1.4). Suponha (ag), (a1), (T) e que [ satisfaz (fo), (f1), (f3) e

(f1). Entao, para cada \ € (O, I%) , 0 problema (1) tem uma sequéncia de solugoes fracas

{vn}nen em Wol’p(')(Q) tais que Py (v,) <0 e ®y(v,) — 0 quando n — oo.

Teorema 0.5 (Theorem 1.5). Suponha (ag), (a1) e (T). Se f satisfaz (fo), (f1), (f3),
f(z,0) =0, f(z,t) >0 qtp. v €Q, etodot>0. Entdo existe uma constante positiva \
tal que o problema (1) possui ao menos uma solucio para todo \ € (0, ). Além disso

lim ||luy|| = 4o0.
A—0F

Teorema 0.6 (Theorem 1.6). Suponha (ap), (a1) e (fs). Além disso, vamos supor a

sequinte condicao:



13

(fs) f: QxR — R € uma fungdo continua e existem constantes positivas Cy, Cy tais
que
Colt| ™1 < fla, 1) < Cift]* T,

para todo x € Q et >0, onde g € C(Q) € tal que 1 < q(z) < p*(z) para todo x € Q, com
gt < p~. Entao o problema (1) tem infinitas solugées em Wol’p(')(Q) para todo A > 0.

Estes resultados melhoram, estendem e complementam alguns resultados
obtidos em [12], [26], [34], [62], [58], [67], [72], [75] e [78], no sentido de que os autores
consideraram o caso quando p(z) é constante, e os operadores considerados estao incluidos
em nossa classe de operadores. Nos mostramos que os principais resultados de [12], [34],
[51], [62], [58], [67] e [78] permanecem validos para uma classe mais ampla de operadores
envolvendo a fungao real p(x).

No Teorema 0.1, melhoramos e estendemos alguns resultados recentes da
existéncia de solugbes para o problema (1). No caso em que p = 2, Miyagaki e Souto [62],
através da combinagao de alguns argumentos usados por Struwe e Tarantello (veja [71])
e Schechter e Zou (ver [69]), obtiveram a existéncia de pelo menos uma solugao usando o
Teorema do Passo da Montanha. No caso p(z) = p > 1, em [26] os autores com a condi¢ao
de Ambrosetti-Rabinowitz, provaram a existéncia e multiplicidade de solucoes usando o
Teorema do Passo da Montanha e o Principio Variacional de Ekeland.

No caso em que o expoente ¢é variavel, gostariamos de mencionar os recentes
trabalhos [34] e [67], em que os autores provaram a existéncia e multiplicidade solugoes
usando o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Fountain, considerando a
condicao Ambrosetti-Rabinowitz.

Quando p(z) é uma fungao real, nas obras [12], [51], [58], [57], [72], [75] e
[78] os autores obtiveram a existéncia e multiplicidade de solugoes, usando o Teorema do
Passo da Montanha, Teorema de Fountain, uma variante do Teorema de Fountain, e Teoria
de Morse, com a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz e as hipoteses de nao linearidade
ligeiramente diferentes das nossas.

No Teorema 0.2, usando a versao Z, simétrica do Teorema do Passo da
Montanha, obtemos um ntmero infinito de solucdes com algumas pequenas diferencas
nas hipoteses de nao linearidade f(z,-), em relagdo as consideradas em [62]. Além
disso, gostariamos de mencionar que em [58| e [62] os autores obtiveram resultados de
existéncia de pelo menos uma solucao para o p—Laplaciano sem a condicao de Ambrosetti-

Rabinowitz usando o Teorema do Passo da Montanha. Em [34] e [67] foi considerada uma
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nao linearidade que satisfaz a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz nos casos superlinear
e sublinear, onde foi obtido resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes usando
o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Fountain. Em [12] e [78], os autores
obtiveram resultados de existéncia de solugbes para o p(z)—Laplaciano sem a condigao
de Ambrosetti-Rabinowitz usando o Teorema do Passo da Montanha.

No Teorema 0.3, complementamos e ampliamos alguns resultados obtidos
em [12], [34], [51], [62], [58], [67] e [78]. Usamos o Teorema de Fountain estabelecido
por T. Bartsch [11] e M. Willem 73], esta é uma poderosa ferramenta para o estudo da
existéncia de um ntmero infinito de pontos criticos, este teorema foi usado para estudar a
existéncia de infinitas solucoes com alta energia e nos fornece uma informacao qualitativa
do funcional de Euler-Lagrange.

No Teorema 0.4, complementamos alguns resultados dos trabalhos [12], [36],
[58], [62], |67], [73] e [78|, para uma ampla classe de operadores, utilizando o Teorema
de Dual Fountain. Provamos a existéncia de uma sequéncia de solucoes nao triviais com
valores criticos negativos e energia muito pequena.

No Teorema 0.5, fomos inspirados pelo trabalho [63]. Complementamos
alguns resultados para uma ampla classe de operadores, provando a existéncia de pelo
menos uma solucao nao trivial, usando o Teorema do Passo da Montanha. Além disso,
obtivemos informagcao sobre o comportamento assintotico da solucao; a norma Sobolev da
solucdo tende ao infinito quando o parametro A tende a 0.

Finalmente, no Teorema 0.6, complementamos o estudo para esta classe de
problemas com nao linearidade sublinear. Obtemos infinitas solugoes utilizando a Teoria
de Género de Krasnoselskii. Ao impor a condi¢ao (f5) sobre a nao-linearidade, provamos
que o funcional de Fuler-Lagrange, ®,, satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Nos Capitulos 2 e 3, estudaremos o problema eliptico nao linear com nao

linearidade envolvendo o expoente critico

~ M (e (w)) div(a(|Vu|p(x))|Vu|p(“’)_2Vu>: A, 1) + [u* @2y em Q, 5
u =0 em 02,

onde Q ¢ RN, N > 3, & um dominio limitado com fronteira suave e com condicdes de
contorno de Dirichlet sobre 02, a nao linearidade f : 2 x R — R é uma func¢ao continua,
a : RT — R* é uma fungdo de classe C', M : R — R* ¢ uma fungio continua,

cujas propriedades serao introduzidas depois, e A é um parametro positivo. Suponha que
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¢ ={reQ:s(x)=~"(x)} #0, onde v*(x) = Ny(z)/(N — v(x)) é o expoente critico
de Sobolev. As funcoes p(z), q(), r(x) e s(x) sdo continuas em Q, e definimos a funcio

v(x) = (1 — H(rs))p(z) + H(k3)g(x), e o expoente variavel critico de Sobolev

Nv(z)
() = NGy Se v(x) < N,
+00, se y(z) = N,

para todo z € Q, onde H : R} — {0,1} ¢

1 0
7—[(/{):{ , se k>0,

0, se k=0.

O operador & : X — R é dado por

= [ A @) da
(W) = | S AGTuP)dr,

onde A(t) = fot a(k)dk, a fungao a(-) é de classe C', e X é o espago de Banach

X = WyPQ) nwy " (9),

munido da norma

[ull = IVullp) + Hms) [ Vullg. (6)

Consideramos a : Rt — R* satisfazendo as hipoteses:

(by) existem constantes positivas, kg, k1, k2 € um constante nao negativa k3, tais que

a(z)—p(x) q(z)—p(x)
ko + H(k3)koT @ <L a(r) < Ky + k3T 2@ |

para todo 7 > 0 e para todo = € Q.

(by) existe ¢ > 0 tais que

T T)—2
min {CL(TP(:E))T‘D(:B)Q, a(Tp(m)>7_p(:r)72 + Ta(a’(Tp(a))Tp( ) ) } > CTp(I)72,
-

para quase todo x € ) e para todo 7 > 0;

Sobre a fun¢ao continua M : Rj — R, vamos supor amplas condigdes de
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crescimento, a saber:
(M) existe mg > 0 tal que M(t) > mg = M(0) > 0 para todo t € R{;
(My) M & crescente em Ry .

Em virtude da presenca do termo M (<7(-)) o problema (5) é dito nao local,
uma vez que sua presenca implica que a equagao nao ¢ mais uma identidade pontual, e
por isso, serd necessirio um argumento de truncamento apropriado para o funcional de
Euler-Lagrange associado. Esse argumento foi inspirado no trabalho [37] e desempenha
um papel fundamental na prova do nossos resultados principais. Também, provaremos
que a solu¢ao do problema truncado é uma solugdo para o problema (5) fazendo algumas
estimativas para adequados valores de A.

No melhor do nosso conhecimento, essa classe de problemas, conhecidas
como problemas do tipo Kirchhoff, foi motivada pela equacao hiperboélica introduzida em

1883 por Kirchhoff em [55], a saber,
2
0*u

0%u ( o E [
Esta equacao foi proposta como uma extensao da classica equacao de D’Alembert para

ou

Porr — \'n T 2L )y |ox

h 2L,

a vibracao das cordas elasticas. O modelo leva em conta as pequenas vibracoes verticais
de uma corda elastica esticada quando a tensao é variavel, mas as extremidades da corda
estao fixas, onde L é o comprimento da corda, h é a area da seccao transversal, £ é o
modulo de Young do material (também referido como o moédulo de elasticidade) que mede
a resisténcia das cordas a ser deformado elasticamente, p é a densidade da massa, e pg é
a tensao inicial.

Quase um século mais tarde, Jacques-Louis Lions [61] voltou para a equagao

e propos a equagao geral de Kirchhoff em dimensao arbitraria com forca externa, a saber

82U 2

-5 — la+b [ [Vul"de ) Au= f(z,u) em Q,
ot Q

uw =0 em 0.

Este problema é usado para introduzir modelos para fendémenos fisicos, como sistemas
biolégicos ou densidade populacional, onde u descreve um processo que depende da média
de si mesmo (ver [20], [28]).
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Considerando no problema (5) o caso particular em que
M(s) = as + mg, com a,mg = 0,

o problema ¢ dito degenerado se mg = 0 e a > 0, e nao degenerado quando my > 0 e
a > 0. Além disso, quando mg > 0 e a = 0, a funcao de Kirchhoff M é simplesmente uma
constante e o problema reduz-se a um problema eliptico quasilinear.

Para o caso particular M = 1, citamos o trabalhos [10], [15], [25], [39], [41],
[43], [49] e [60]; para problemas ndo locais envolvendo o operador de Laplace, podemos
citar [4], [2], [28], [37] e [40] para dominio limitado, e [27] e [74] em todo o espago RY;
e para problemas nao locais que envolvem o operador p—Laplaciano, citamos [17], [20],
[48] e suas referéncias. Além disso, também gostarfamos de mencionar os artigos [9], [21],
[22|, para equagbes nao degeneradas do tipo Kirchhoff, e os trabalhos [19], [48], e suas
referéncias, para as equacgoes do tipo Kirchhoff degeneradas.

Outro ponto interessante, ¢ a ampla classe de operadores elipticos com
expoentes variaveis abrangidos pelo problema (5). Em particular, nosso trabalho engloba,

os seguintes exemplos:

(i) Se a =1, temos o p(x)—Laplaciano:
—div(a(|VulP) | Vu PO 2 Vu) = —div(|VuP@2Vu),

o qual coincide com o conhecido operador p—Laplaciano quando p(z) = p, e com o
Laplaciano quando p(z) = 2.

a(z)—p(z)

(ii) Sea(r) =147 »@ | obtemos o p&g—Laplaciano:

—dz’v(a(\Vu\p(”‘”))\Vu\p(‘r)*QVu) = —Ap)t — Dyz)U.

(iii) Sea(r) =1+ 7= obtemos o conhecido operador p(z)—Laplacian like:

p(z)
—div(a(|VulP®) | VuPD V) = —div <(1 + [Vu ) ]Vu|p($)2Vu) :

1+ [VuP@

Nos tltimos anos, hd um crescente interesse nos problemas envolvendo o

operador p(x)—Laplaciano em dominio limitado, veja por exemplo [19], [21], [22], [42],
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[43] e [59], sendo que nos dois tltimos temos a nao linearidade com crescimento critico.
No caso, p(x) = p constante, citamos, por exemplo, [10], [37], [40], [48] e [49]. Em
particular, quando p(z) = 2, a(t) = 1, e com uma ligeira diferenca das nossas hipoteses
sobre M e sobre a nao linearidade, o autor em [37] provou a existéncia de uma solugao para,
o problema (5) usando o Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale.

O problema do tipo Kirchhoff envolvendo o operador p&g-Laplaciano e
nao linearidade com crescimento critico foi estudado, por exemplo, em [17]|, onde foi
demonstrado a existéncia de pelo menos uma solucao nao trivial através do Teorema do
Passo da Montanha Multidimensional. Também, gostariamos de citar [25] para o caso
p&g-Laplaciano em RY.

Ressaltamos, ainda, que uma novidade nesta tese é que englobamos
operadores do tipo p(z)—Laplaciano para p(z) > 1 para # € Q, embora, geralmente,
na literatura que conhecemos, os operadores do tipo p(z)—Laplaciano sdo considerados
apenas quando p(x) > 2 para todo z € Q, veja por exemplo, [38] e [67]. Conseguimos isto
impondo, no Capitulo 1, uma condicao de que o operador é estritamente convexo; e nos
Capitulos 2 e 3, impondo condigbes de crescimento na fungio a(-), as quais nos permitem
obter uma desigualdade muito importante no marco de equagoes nao lineares a qual nos
referimos como a "desigualdade do tipo Simon" (veja [70]) para expoentes variaveis.

Outra questao importante sobre o problema (5) é o crescimento critico da
nao linearidade. Como sabemos, problemas elipticos que envolvem nao linearidades com
crescimento critico atrai a atencao de muitos pesquisadores e um dos trabalhos pioneiros
sobre o assunto ¢ o conhecido artigo de Brezis e Nirenberg [15]. A principal dificuldade
decorre da falta de compacidade do mergulho Wol’p(')(Q) — LP"0)(Q), e para superarmos
esta dificuldade, usamos uma versao do principio de concentracao de compacidade para
espagos com expoentes variaveis provado por Bonder e Silva em [14], que é uma versao mais
geral do resultado provado em [42], no sentido de que a ideia de criticidade apresentada
por Bonder e Silva [14] é a de que o conjunto € = {z € Q : s(z) = v*(x)} é nao vazio.

Nos artigos [10], [25], [37], [40], [41], [48] e |60] foram estudados problemas
semelhantes ao problema (5), porém com as hipoteses ligeiramente diferentes das
consideradas em nosso trabalho. Nestes artigos foram combinados métodos variacionais
com o principio de concentracao e compacidade para estabelecer uma solucao.

Os resultados provados nos Capitulos 2 e 3 estendem e complementam

alguns dos artigos para problemas nao locais envolvendo uma classe geral de operadores
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com expoentes varidaveis e nao linearidade com crescimento critico. Em particular,
completamos o estudo de [67] no sentido de que nosso problema envolve um operador
nao local e nao linearidade com crescimento critico.

A fim de enunciarmos o resultado provado no Capitulo 2, vamos considerar,

alem das hipoteses ja apresentadas para o problema (5), as seguintes condigoes:

L<p™ <plz) <p" <q <q(x) <qg" <N,
(p1) _ + _ + - %
v L) <yt <r <r(z) <t <sT <s(o) < () < Foo,
para todo x € €, where p~ := minp(z), p* := maxp(z), e analogamente para 7,
€ e

rtg,at Tyt s e st
(bs) existem constantes positivas « e 6 tal que

q* 0
—Tsa<-—,

A(T) >
(7) p pt

a(t)T com 7" <fh<s e

Q|+

para todo 7 > 0.

Assumimos que a nao linearidade f : Q x R™ — R* ¢ uma funcao continua,
satisfazendo as seguintes propriedades:

f(z,t)

t|—o0 41

f(z,t)

[t| =400 7 1

(e1)

= 0 uniformemente em x € €);

(e2)

= 0 uniformemente em x € €);

(e3) para vt < 6 < s~ dado em (a3),

t
0<0F(z,t) = 9/ f(z,s)ds < tf(x,t),
0
para todo x € e para todo t > 0.

Observamos que em virtude das hipoteses (e1) e (ez), temos um crescimento
subcritico para f uma vez que r* < s~. A hipotese (e3) é conhecida como a condigao
superlinear de Ambrosetti-Rabinowitz (veja [6]). Além disso, a condigdo (e3) assegura que
o funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (5) possui a geometria do Passo da
Montanha e, também, garante a limitacao das sequéncias de Palais-Smale correspondente

ao funcional de Euler-Lagrange.
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Um tipico exemplo de uma fungao que satisfaz as condigoes (eq1), (ea) e (e3)
é dada por
fla,t) =)t 7,

com <r<r,9e€ e Y(x) = 0 para todo x € €.
~t , 0 € C(2), ed(x) >0 para tod Q
O principal resultado do Capitulo 2 estabelece a existéncia de pelo menos

uma solu¢do para o problema (5) sob as hipdteses anteriores.

Teorema 0.7. (Theorem 2.1) Suponha as hipdteses (by) — (bs), (p1), (M1) — (Ms) e
(e1) — (es). Entdo, existe X > 0, tal que o problema (5) possui pelo menos uma solugcdao

fraca ndo trivial em X para cada X > . Além disso, a solucdo, uy, satisfaz

li = 0.
il =0
Em que a norma || - || é definida como em (6).

Agora, para podermos enunciar o principal resultado do Capitulo 3, vamos

supor que
1<r
(pz) {

para todo z € , onde p~ := minp(z), p* := maxp(zr), e analogamente para r—, 7,
€] €

¢, qt, v,y s esT

(by) existe uma constante positiva « tal que

para todo 7 > 0.
A ndo linearidade f: Q x R — R é uma funcdo continua satisfazendo:

(¢}) f é impar na segunda variavel, isto é,
f(z,—t) = —f(z,t) para todo (z,t) € Q x R;
(¢h) existe uma constante positiva ai, as e uma funcao r € C*(Q) tais que

art" @71 < f(a,t) < agt"™@ ! para todo (z,t) € Q x Ry
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Observe que a hipdtese (e]) implica que a fungdo u = 0 é uma solugao
do problema (£2,). Também, um simples exemplo para a nao linearidade f é f(x,t) =
() [t]"® =2, onde ¥ : @ — R & uma funcdo continua ndo negativa.

O principal resultado do Capitulo 3 demonstra a existéncia de um nimero
infinito de solugbes para o problema (7)) e a técnica usada se baseia na Teoria de Género

de Krasnoselski como em [10].

Teorema 0.8. (Theorem 3.1) Suponha que as funcoes a, M e [ satisfazem as condi¢des
(b1) — (by), (By), (p2), (My) — (My) e (e)) — (€)). Entdo, existe X > 0, tal que o problema
() possui infinitas solugdes fracas em X para cada X € (0,\). Além disso, se uy é uma

solu¢do do problema (7)) entdo

lim [juy|| = 0.
A—0*t
Em que a norma || - || é definida como em (6).

Por fim, no Apéndice, apresentamos alguns resultados e definicoes
importantes que utilizamos no decorrer deste trabalho.

Gostarfamos de esclarecer que a formtacao dos capitulos desta tese é baseada
nos artigos que escrevemos e que foram submetidos a publicacao. Os Capitulos 1, 2 e 3

estao distribuidos da seguinte forma:

Capitulo 1. Artigo [44]- Existence and multiplicity of solutions for a class of elliptic equations
without Ambrosetti-Rabinowitz type conditions, aceito para publicacao na revista

Journal of Dynamics and Differential Equations.

Capitulo 2. Artigo [45]- Ezistence and asymptotic behaviour of solution for a quasilinear
Kirchhoff type equation with wvariable critical growth exponent, submetido a

publicacao.

Capitulo 3. Artigo [46]- Ezistence of solutions for a class of nonlocal elliptic problems with

critical growth exponent, submetido a publicacao.

Por esse motivo, a identificacao das hipoteses em cada um dos capitulos é a descrita no

inicio do respectivo capitulo.



Chapter

1

Existence and multiplicity of solutions for a
class of elliptic equations without

Ambrosetti-Rabinowitz type conditions

The purpose of this chapter is to show the existence of infinitely many weak

solutions for the class of quasilinear elliptic problems

{ — div(a(|Vul@)|Vulf®@-2Vu) = Af(z,u) in €, 1)

u = 0 on 0,

where A > 0 is a real parameter, @ ¢ RY, N > 3, is a bounded domain with smooth
boundary 9Q, p € C(Q), 1 < p(z) < N, for all z € Q, and p~ := min,qp(z),
pT = max, o p(z).

We consider the function a : R — R satisfying the following hypotheses:

(ap) The function a : R* — R is continuous and the mapping T : R — R, given
by Y(n) = A(|n|P™) is strictly convex, where A is the primitive of a, that is

A(t) = [ a(s) ds;

(a1) There are constants «, > 0, 0 < a < (8 such that
a < a(o) < B,

for all o > 0.

We assume that f: ) x R — R is a Carathéodory function and satisfies:

22
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(fo) There exists a positive constant c¢; such that f satisfies the subcritical growth

condition
[f@ )] < ea(1+ [0,

for all (,t) € Ax R, where v € C(Q), 1 < p* < v~ < v(z) < vt <p*(z) forz € Q,
and p*(z) denote the critical variable exponent related to p(x), which is defined for

all z € Q by the pointwise relation

Np(x)
p(a) = 4 N for p(x) < N,
+oo  for p(z) = N;

(f1) limpysyeo %ﬁ = 400 uniformly for almost everywhere (a.e.) = € Q, that is, f is

pT-superlinear at infinity, the function F is the primitive of f with respect to the
second variable, that is, F(z,t) := fot f(x,s)ds;

(f2) f(z,t) =o(JtP"1), as t — 0, uniformly a.e. = € Q;

(f3) There are positive constants C, > 0 and @ > 0 such that
G(z,t) < G(z,s) + C,

forany x € Q, 0 <t <sors<t<0, where G(z,t) :=tf(z,t) — wF(z,t).

With the aim of finding infinitely many solutions is natural impose certain
symmetry condition on the nonlinearity. In the sequel we will assume the following

assumption on f :
(f1) fisoddin ¢, that is, f(z, —t) = —f(z,t) for all z € Q and ¢ € R.

Our main results are the following theorems.

Theorem 1.1. Assume (ay), (a1), (T), and f satisfies (fo) — (f3). Then problem (1.1)

has at least one nontrivial weak solution in Wol’p(')(Q) for all A > 0.

Theorem 1.2. Assume (ag), (a1), (T), and f satisfies (fo) — (fa). Then problem (1.1)
has infinitely many solutions in Wol’p(')(Q) for all X > 0.

Theorem 1.3. Assume (ag), (a1), (T), and that f satisfies (fo), (f1), (f3), and (fs).
Then, for each \ € (0, 1%) , the problem (1.1) has infinitely many weak solutions {u, }nen

n Wol’p(')(Q) such that ®y(u,) = 400 as n — +oo.
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Theorem 1.4. Assume (ap), (a1), (T), and that f satisifies (fo), (f1), (f3), and (fs).
Then, for each \ € (O, ﬁ) , the problem (1.1) has a sequence of weak solutions {v, }nen

in Wol’p(')(Q) such that ®(v,) <0, ®\(v,) = 0 as n — 0.

Theorem 1.5. Assume (ag), (a1), and (T). If f satisfies (fo), (f1), (f3), f(x,0) = 0,
f(z,t) >0 a.e. € Q, and allt > 0. Then there exists a positive constant X such that
problem (1.1) possesses at least one solution for all A € (0, ). Moreover

I = +00.
i ffux ) = 400

Where | - || is the norm in W, 7 (€).

Theorem 1.6. Assume (ag), (a1), and (fs). In addition we will assume the following

condition:

(fs) f: QxR = R is a continuous function and there exist positive constants Cy, Cy
such that
Colt|*™ ™1 < f(=,t) < Cyft] "™,

for all v € Q and t > 0, where ¢ € C(Q) such that 1 < q(z) < p*(x) for all x € Q, with
qt < p~. Then the problem (1.1) has infinitely many solutions in W, ?(Q) for all X > 0.

1.1 Variational framework

We start with the definition of the Lebesgue and Sobolev spaces with
variable exponent, LP()(€) and Wol’p(')(Q), and some properties of them, for more details,
see [32], [34], and [35].

Let © c RY be a bounded open domain of RY with smooth boundary 0.
We denote by || the Lebesgue measure of the set Q@ C RY. For each p € C(Q), we define

p*:=maxp(z), p~ = minp(z),
e zeQ

and
C(Q) = {p cC@):p > 1}.

Note that p~ < p* < +o0.
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Let p be a fixed function in C* (). The variable exponent Lebesgue space,
denoted by LPU)(Q), is the set of all measurable functions v : Q — R such that
Jo, lu(z)|P@) dz is finite, that is,

LPY(Q) = {u is a measurable real valued function with / Ju(z) P do < —i—oo} :
0

We consider this space endowed with the so-called Luxemburg norm:

p(z)
||| py = inf ,u>0:/ u(z) de <15.
ol H
Note that, if p is a constant function, the Luxemburg norm || - ||,y coincide with the

standard norm || - ||, of the Lebesgue space LP(€2).
The variable exponent Sobolev space W'P()(Q) is defined by

WPO(Q) = {u e LPO(Q) : |[Vul € L”(')(Q)}.
The corresponding norm for this space is
[ullipe) = llullpey + 1V ullpe-

The space Wy P (Q) is defined as the closure of C;>°(€2) in Wr0)(Q) with respect to the
norm |||y ().

From Proposition 4.2, the spaces LPO)(Q2), WO(Q), and Wy "(Q) are
separable and reflexive Banach spaces when p~ > 1. Moreover, the norms ||Vul|,.) and
|u|| are equivalents on Wol’p(')(Q). We will use ||[Vul|,) to replace [jul| in the following
discussions.

Now we introduce the Euler Lagrange functional &, : Wol’p(')(Q) —- R
associated to the problem (1.1) defined by

u) = 1 ulP@) da — u,x)dx
B) = [ S A(Tup) de =2 [ Fuz)d (1.2

for all w € WoPY(Q). The functional ®, is well defined on Wo*"(Q) and @, €
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C' Wy PY(Q),R) with Fréchet derivative given by

@)= |

a(| V) | Vu P2V - Vo d — )\/ fz,u)u-vdx,
0

Q

for all u,v € Wy (Q).
Definition 1.1. Let X be a real Banach space and ® € C'(X,R). We say that ® satisfies

the Cerami condition, denoted by (C). condition, if for every sequence {u,neny C X such

that ®(u,) — ¢ and || @' (uy,)||x+(1+]|unl|) — 0, as n — +o00, has a convergent subsequence
in X.

1.2 Proof of Theorems 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, and 1.6.

To prove Theorem 1.1 we need some Lemmas and results presented below.
Lemma 1.1. Assume that (fo)—(f2) are satisfied. Then, we have the following assertions:

(i) There exist ¢ € Wol’p(')(Q), ¢ >0, such that ®5(tp) — —o0 ast — +o0.

(11) There are r > 0 and R > 0 such that ®y(u) = R for any u € Wol’p(')(Q) with

[ul| = 7.
Proof.

(i) From (f1), given € > 0 there exist C. > 0 such that
F(z,t) > Mt — Cyy, Yo € Q, Vi eR. (1.3)

Take ¢ € WOI’I’(')(Q) with ¢ > 0, for t > 1, by 1) and (aq), we have

Ba(t9) = / LAV (t)r) dx — A / P, t) du

p(z) Q
i @) d — x x
</Qp($)\tv¢\ d )\/QF( o) d (1.4)

p(x)
< tp*(/ BV 4 - AM/ o dx) + ACw 9,
o D) Q
where || denotes the Lebesgue measure of Q. From (1.4) and taking M large enough

such that e
/M—AM/M@;@,
Q p(x) Q
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we have

lim @, (t¢) = —o0,

t—+o0
which completes the proof of (7).
Since the embeddings Wy"(Q) < L' (Q) and W "(Q) — LY@(Q) are

continuous (Proposition 4.2), there exist positive constants co, ¢35 such that

lullp+ < eallull and [lullye) < esllull, Yu € WHO(Q). (1.5)

Let 0 < e < /\O‘p+. From (fy) and (fs), it follows that, for all given € > 0, there
exists C. > 0, such that

E + v\x
F(z,t) < p—+\typ + Ot @, ¥Y(z,t) € Q@ x R. (1.6)

Thus, for u € Wol’p(')(Q) with ||u|| < 1 sufficiently small, we have, from 1} - 1}
and (ay), that

@A(u):/ﬂp(l) (|VulP@ )da:—/\/F(x u) dz
/%ywp dx——/ P dz — AC. /\u|’”” (1.7)
> “Q;Hf (a - Agcg*) NG

From (1.7) and since v~ > p*, we can choose R > 0 and r > 0 such that
Oy (u) = R > 0 for every u € Wol’p(')(Q) and ||u|| = r. This completes the proof of

(ii).

]

Lemma 1.2. Assume that (ag), (a1), (T) hold and f satisfies (fo), (f1), and (fs). Then
the functional ®y satisifies the (C). condition at any level ¢ > 0.

Proof. Let ¢ € R and let {u, }nen C Wol’p(')(Q) be a (C.) sequence for ®,, that is,

@, (u,) — ¢ >0 and [|P) (u,)||x+(1+ ||unl]) = 0 as n — +o0. (1.8)

First of all, we prove that the sequence {u,},en is bounded in Wol’p(')(Q).
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Indeed, arguing by contradiction, up to a subsequence, still denoted by {uw,},en, We
suppose that {u, }nen is unbounded in Wol’p(')(Q). Define w,, := HZ_ZH’ for any n € N. Thus,
{wn }nen C Wol’p(') and ||w,|| = 1. By the Eberlein — Smulian Theorem ([16], Theorem
3.19), we can extract a subsequence, still denoted by {w, }nen, and w € Wol’p(')(Q) such
that w, — w weakly in Wol’p(')(Q). By the Sobolev’s embedding theorem (see Proposition

4.2), we have

wn(x) = w(x) a.e. in Q,w, — w strongly in LP"(Q), and w, — w strongly in L") ().

(1.9)
Let Q= {z € Q:w(x) # 0}. If x € Q, by (L.9), we have
[ty (2)| = |wn(2)|]|un]] = 400 a.e. in Q. as n — oo.
Therefore, from (f1), we have for each = € Q. that
Also, by (f1) there exists K > 0 such that
ﬁiﬁ;t) > 1, V(z,t) € Q x R with |t| > K. (1.11)

Since F(z,t) is continuous on Q x [~ K, K|, there exists a positive constant c3 such that
|F(z,t)] <3, V(x,t) € QA x [-K, K]. (1.12)
From and (L.12)), we see that there is a constant ¢, such that
F(z,t) > ¢y, Y(z,t) € QA xR,

which shows that

F n)
%20, Vz € Q, Vn €N,
that is P
Bl unle)) |~ S50, vreq, meN. (1.13)
|un(x)|P [ [P
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By (1.8) and (ay), we have

c = Dy(uy)+ o0,(1)
(8% _
>—unp—)\/Fx,unx + 0,(1).
p+\| | i (z, un(x)) (1)
So we see that

/QF(x,un(x)) o> ol =5 +on

3 (1) = 400 as n — +00. (1.14)

As before, we also have

c = Dy(uy) +on(1)
< pﬁuunup+ —A/QF(x,un)dHon(n.

Then, by using ((1.14)), we achieve

% + /\% F(z,u,)dx — 0,(1) >0, (1.15)

[
for n large enough.

We claim that || = 0. Indeed, if |2 # 0, then by (1.10), (1.13), (1.15)),
and Fatou’s Lemma, we have

o= [ it SR e = [ iy e

% Moo Huan+
F(z,u,
_ / lim inf (M\ wn ()P — C5p+> da
0, =0\ un ()] [t |
F(z, up
< liminf/ < (2, un()) -
n—+00 Q# ”un”p

’Un( )|p+ | n(x”p - ) dx
imin M T pt_ & T
<5H+oof/ﬂ( oy o) ||un|\p+) : (1.16)

F " _
:hmmf/ Fla, un(@)) oyt dx_hmsup/ 5y
notoo Jo o |un(z)[P n—+oo Jo [|unl?
F
zliminf/wdﬁ
n—-+o0o Q HunHP
n(z))d
< lim inf fQ T, U v

n——+o0 )\p fQ

2, tn(T ))d:z: —on(1)
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Therefore, by (1:15) and (1:16); we obtain that + 1 6 - which is a contradiction. This
proves that | &) =0 and thus 1'(X) =0 a.e. in
As in [50], define the continuous function: , : [0;1] ¥ R; ,(t) :=
(tup): Since p(t) ;==  (tuyp) is continuous in [0;1]; we can say that for each n 2 N
there exists t, 2 [0; 1] such that

(thup) = trzn[g)l(] n(t): (1.17)

(If, for n 2 N; t,, is not unique, we choose the smaller possible value). It is easily seen that
C
t, > 0 for all n 2 N: Indeed, passing to a subsequence if necessary, we have  (Up) z;
for all n 2 N: So, if t, = 0 for any n 2 N follows that

(thun) = (0) =0;

however
C
< — — .
0 26 (Un)GQ[Oa;)l(] (tun) (thun);

which is a contradicton.

If t, 2 (0;1); by (1.17), we have that

d

— t =0; 8n 2 N:
dtjt=tn ( Un)

Moreover, if t, = 1; then, from (1.8) we have h ' (uUn); Uni = 0,(1): So we always have

(o) i =t (tUn) = 0n(0):
Jt=tn
Let frigkon be a positive sequence of real numbers such that ry > 1 and limgs+q rx =
+7: Then kr 1,k = r, > 1 for any k and n: Fix k; since !,, ¥ 0 strongly in L O( ) and
1.(X) ¥ Qae. x2 ;asn ¥ +1; by using the condition (fy); there exists a constant
Cg such that
FOGR) 66 nigtn(j +r @t © (1.18)

Moreover, by (1.17) and the continuity of the function F; we get

FOGrdhk(X) ¥ F(X;rgT(x)) =0; ae. x2 ; asn ¥ 14 (1.19)



k 2 N:

Z
Iim1 F(x;reln)dx =0;
ne+
k 2 N:
kupk ¥ +71 n % +71: kunk > 1y
@2 n ] @
r
(thun) > ku:ku”
= r!
7 (rtw) 7
> @jr(rk!n)jp(x) dx F(x;r1,) dx
[P
> —pt F(x;n ) dx;
n (11:21)); nk & +1

limsup (taun) = +21:

n¥+1

limsup (taun) 6 ;

n¥+1

(f3); (T); (1:8); n



(tatn) = - (tnUn) &N " ((taun)); talni + 0,(1)

1 1
= ——AGrt,un)iP®)  Za(r(taun)Po)jr(t,un)jiP®  dx
200 AT EUnIT) - Zalr (tatn)Ir (tUn)j

;g G(X; taun) dx + 0n(1)

= _ T@r(t,un(x)jP®)dx + = (G(X; taun)) dx + 0n(1)
Z z$

6 . T (run()iP®) dx + $7 (G(x;un) + C )dx +0n(1)

1
= ——A(jru,jP®™) dx F (X: up) dx
s a(j runjP®)jrunjP® dx T(X; un)un +§j J+0n(1)

. C. .
= (un) gh °(un):unl+p—+1 j+on(1);

C ..
(taun) X c+§1 j on ¥ +7:
(1:22) (T:23)
fungnon W, PO( ):
(C)c
Wol:p()( )
Eberlein  Smulian u2 WO )
fungnZN;
Up ™ U Wolip()( );
un(X) ¥ u(x) X2 ;u,Tu LOC); urn T u  LPO():
Z
fOU)(U, u)dx 6 CKL+junj @ *koyku, uk (y 0 n ¥ +1:

h "(un);un Ui ¥ 0;



h "(un);un Ui = fou)(u, wdx+h "(u);u, ui 0 n ¥ +1;
: (S+) un T u
Wo"O(): ©). Wo"O():
]
c>R >0 (1:1)
Wol;P()( ): []
"Z, symmetric"
rr >0 (u) > u2 w00 )
kuk = r:
]
R w0 ) Ro =
Ro(R)
weo u2RXn BRO(%);

BRO(X’) =fu2 R :kuk < Ro0:

>0 (f.) M >0
Cm >0;
F(x;t) > MjtiP"  Cwm: 8(x;t) 2 R:
X W PO ) uz2 R kuk = 1
t>1
Z +Z
1

tP .
—A(rtuP®dx 6 —  jrujf®dx < t*;
) greuj™*) > jryj



M (a1)
Z 1 Z
(tu) = mA(j rujP®) dx F (x;u) dx

+

6

+

()= t° MtP" Cumj j! 1 th®+1:

supf (u):uzk;kuk:Rgzsupf (Ru):uzk;kuk:1g! 1 RY +1:

Ry > 0 (u) 60 u2 X
kuk =R R > Ry:

(Fa); ©=0
(C)e

X

fej Jj2n X fej Jj2n X

X =spanfe; : j =1;2;:::0; X =spanfej ' =1;2;:::g! :

C .
I=j;
he;; eji = ) J
0 16 ]:
[\ M
X; = spanfe;g; Yx = Xj = spanfeq;:::;ex0; Z = X; = spanfey; e+1:::0:

=1 j=k



2CT()xpT< <)
k ;= supfkuk ¢y : kuk =1; u 2 Zyg;

limees+q «k =0:

(0)=0: >0 k2N
k.=supfj (Wj:u2Z; kuk< g< 1d:

limeesq kK =0:

(fo) (f2)

(Ay) by :=inff (W:u2Z;;kuk=rg®*+1 k¥ +1:
(A3) ax:=maxf (U):u22Yy kuk= ¢g60:

(AZ); (fO) c,=>0

JF 0] 6 cu(jtj + jtj @)

(x;t) 2 Rip"< (X)<(p): u2Zz
(fo);
Z Z
(W = A(ruP®)dx F (x; u) dx
Z Z

> o jrufP®dx ¢ (juj +juj @) dx

> p—+kukIO C1 . kuk © cgkuk;

k := supfkuk,_ co( y 1 kuk =1;u2 Z.g:
p 6 p+ < +;
Ne:=(Cy )P S R R R k

X2

k>1e>0

kuk > 1;

u?2 Zyg

(a1)



kuk = ry > 1, (1:25);

(u) > p—+kukp ¢  kuk © cgkuk

4+

+ P + o + 1
=€) T () Tocaler ) T

p
= o ry Calk:
p >1 i by := inff  (u) : u 2 Z; kuk =
ng¥+1 k?9¥+1:
(As): (a1); 2 Yy k k=1, t>1;
(f1);
Z
(t )6 —kt k" M jt P dx+ Cmj j
P z
=t p—k K" M jjPdx + Cwmj j:
M >0
Z
p—k K* M jjPdx<o:
[ ]
Jimoot)= 1
h>re>1 (to)60
k = to,

ag:=maxft (u):u22Yy kuk= ¢g60:

(fs)
(C)e c>0:
k k> k>0 (A2) (A3)



fungnon vam()( ) (up) ¥ +1 ny +71: ]

X 2CYX;R);c2R
(C)c (Yn) fungn2N
X Un 2 Yn; Nn2N; (u) ¥c K( i)' (un)kx (1 +kupk) ¥ 0;
nt® 1 :
(&N
c2R fungnon Wo™O( ) Un 2 Yp;

n2N; (u,) ¥*c>0 k OJ_Y (uDk(l+ku,k) ¥ 0; n ¥ +1:
= (Un)+0n()  h *(un);uni =o0n();

on(1) 0 n ¥ +1:

fungnZN
WO ) WoPO( ) Eberlein  Smulian
fungnan; fun, Jkan;
Un, U X:
WoPO( ) =TnYn = spanfe, : n > 1g;
Vi 2 Yn v, T U WePO( )
h "(Un)iUn, Ui=h "(Un)iUn,  Vnd+h "(Un)iVn, Ui
( i) Un) B0 Up Vo, ™0 Yo; k¥ +1;
im "(Un);Up, Ui =0
Z
h "(Un);Up, Ui = f(X;up)(Up, wdx+h "(up)iun, Ui B0 k¥ +1:
: (S4); Un, ¥ U WO ):

©C). W) ¥ P(u) k¥ +1:



O(U):O !j2Yj nk>j;

h ') i = h "(u)  "(un); Yi+h Y(un); Yy

= h U(U) O(UHk); Lii +h( ank)O(unk); !ji;

k ¥ +1;
h °(u); wji = 0; 1 2Y;:
"Wy=0 (WO )) ().
c2R: ]
(f3) f
(©€), c2R

(B1); (B2); (Ba); (B4)

(Bl): k02N k2N,k>k0 k> >0

ax =inff (U):u2Z; kuk= ¢g=>0:

p+’
kl!irlll p* (Cq k+)"pi+ =+1;
ko 2 N
p_+ (C4 k+)p T C4j j > 0; 8k > ko:
k= (Cs k+)”#+ K > ko; k=>1 k2 N; k> ko;

limgs+a k=+1



u?2Z: kuk = |; (a1);

Z Z
u > —  jrufP®dx Ca juj @ +1 dx
> —kuk? Cs o KUK~ Chj j
+. P ..
= pr (Ca )P 7 Ca) |

> 0;

inff  (u):u22Z; kuk= g =>0:
(By) : k2N >0

maxf (u) :u 22 Yy; kuk =rg <0:

Yk
c>0 Kukp+ > ckuk u?2 Yy
(u) 6 p—kukp+ cMP kukP” + cmj | u 2 Y
tI!lgrn1 N@®= 21:
t2@1;+1)
N (t) <0; t2[t+1):
(<0 u2 Yy kuk =t
Ik =t k2N
b ;= maxf (u):u22Yy kuk=rg <O0:
Ko k> >0;

(B3) : de =inff (U):u2Z; kuk6 (g?®¥0 k197 +1:

kuk > 1:

k>k0:



Yk\Zk&; O<re< i

de =inff (U):u2Z; kuk6 g6 by =maxf (u):u2Yy kuk=rg<O0:

(fo) JF(x;wj 6 C(juj + juj ®); X2 t2R:
l:Wol:p()( ) 1 R Z:W()l;p()( ) " R
Z Z
1(u) = Cjuj ® dx (W)= Cjujdx:
i(0)=0;i=1;2

k = supfj 1(u)j:u2Z; kuk 6 1g k = supfj 2(u)j:u2Z; kuk 6 1g:

WoPO( ) 8 LOC)

liMgs+q k=Ilimgeg+q =0:

v 2 Zy kvk = 1 o<t< (a1) (1:27));
Z 1 Z
(tv) = @A(j rtvjP®™) dx F (x; tv) dx
> FOGtv)dx > g(tv)  o(tv);
(V) Bt 1(v) 2(tv) =t 2(v);

v => ) 2> ok kK
t2(0; ¥ v 2Z kvk = 1:

+

>  k Kk«

dye <0 k > ko limgeiq de =0:

(a0); (a1); (fo);  (f1)



S lim 10+S =+1

(wWw=>=SsS >0 kuk =
u2WyPO( ) kuk > 1: (@)  (f);
VA VA
(u) > o jruff®dx ¢, (juj +1)dx
> p—+kukp cokuk © cigj
2 0, — u2 W PO0) kuk = =
>1

u) > p_+ P Ci3) J
<=5 p <1 i Si=mF P oot TR &
10t >0 S >0 2 (0; ):
(W>S =>0=(0);
u2 WO ) kuk= = 2 (0;7): S
O
1 2 W PO )nfog:
i 1) =
Jm =1
(f1) (a1) t>1
z Z
t1y= ——A({rt!jP™)dx F(x;t!)dx
(t1) ) (GrejP) (x;th)

6p—tp+k!kp+ MctP k1K Cmj j:
M >0

p—k!kp+ cMKIKP" < 0;



Ii+m1 thH= 21:

(a0); (a1); (Fo); (Fu); (F3); (T);
(C)c

(uU)=c=>S:

(a1); (fo)
Z Z
(u)6p— jru PPdx+ ¢, juj®@dx+ Cj j

6p—maxfku K" :ku k" g+ ¢ maxfku k ;ku k g+ Cj j:

1ot [ ] S ¥ +1;

lim ku k=+1_:

10+

(fs) gt <p:

(PS)



(fs); (a1);  kuk>1; >0

Z Z
(u) > o jrujP™ dx % juja® dx

> p—+minfkukp ‘kuk® g %maxfkukg();kukgz)g
> —kukP © kuki":
p q
q"<p;
fungnan W,oPO( )
(up) ¥ c ") PO (WFPOC N n o+
fu,g WO ) Eberlein
Smulian fungnan; u?2
Wol;p()( ) U, > u Wolip()( ):
Un™u  WePO( Yuy Tu LIOC ), un ¥ u o on ¥t +1;
un) 10 WePOC )5 n B+ fungnon
WOy
h "(Up);un Ui B0 n ¥ +1;
Z
h "(Up):un Ui = a(runPo)jrun”® 2ru, (ru, ru)dx
Z
foun)uy, u)dx 0 n ¥ +71:
(fa)
Z Z

f(un)(un u)dx 6 C; junji® *(un  u)dx

6 C]_ jUnjq(X) 1 a0 kUn qu();

a() 1



ur T u Lq()( ),

fo;u)u, udx T0 n ¥ +1:

Z

a@runPNjrug”® ?ru, (ru, ru)dx 10 n ¥ +1:
: (S+) u, T u Wol,p()( )

nt +1;
0
Wol;D()( ) K2 N:
K Xe  CH() WP ()
Xk:
(a1) (fs)
yA Z
(u 6 . jirufP®dx  Co  juj'®dx:
kuk < 1; p()(ruj) 6 kuk? a0 (U) > kukd |
u 2 WePO( ): . X,
C(k)>0 C(KKuK® 6 juja® dx u 2 WEPO( ):

(u) 6 p—kukp C(k)Cokukd™

+

6 kuk?" p—kukp ™ CcK)Co ;

U2WEO( ) kuk<l:  R2(01)

p—Rp " < C(k)Co:



0<Ro<R;

u 6 RI' —R} 7 C((KGC

< 0= (0);
u2 Sk, =fu2 Xy : kuk = Rog:

sup (u)<0= (0):

Kk
SRO

X Rk Sk

gk 1 Rk (Sk,) = k:

k1

(fa);



8
< M(A ) div a@rupP®)jrujP® 2ru = f(x;u) + jujs® 2y o
“u=0 @ ;
RN; N > 3; @; =0
C=fx2 :s(xX)= (Xg€&;: p(x);
a(); r(x);  s(x) B
1<p 6p(x)6p"<q 6q(x) 69" <N;
6 X)6 "<r 6r(xX)6r"<s 6sx)6 xX)<+1;
x2 p =minp(x); p* := maxp(x); rsr;d;q
X2 X2

;s s*; (X) = (1 H( 3))p(x) + H( 3)q(x);



)

oy«
(x) = N6 () <N;
+1, (X) > N;
X2 H:Ry ¥ f0;1g
C 1; >0,
HO= o
A X TR
_Z 1 H p(x) .
A ()= mA(jl"Uj ) dx;
Z t
A() A = . a( )d a()
(a0): X
a: R*" I R*
(20) a() ct;
(a1) 0 1 2 3

a) p(x) a) p)
pex)

0+H( 3) 2 P() 6&()6 1+ 3 8 =>0; 8x2

(@2) c>0

PCJ) PO 2
min a( Pe9) POO 2: 5( POy PO 2 4 e ™) Y 2.

0

X 2 > Q;

(@s)
A()> Za( ) *< <s g_+6 <

> 0:



M:Ry ! R: M

(M) Mo > 0 M (t) > mo = M(0) >0 t2 R
(M) M Ry
R
M) := ,M()d t2 RS

T: R*™ I R™

. T(x;t
. F(x; 1) _
(f2) J'tjl!”Dltr—1 =0 X2
(f3) < <s (as);
Z t
0< F(x;t) = f(x;s)ds 6 tf(x;t); 8x2 ; 8t=>0:
0
(P)
(a0) (as); (Mz) (My); (1)
-2 0 o
X > u P);

Wl;h()( )

n o
WO y= w2 L"OC ) jruj2 L"O( )

kUkl;h() = kUkh() + krukh():

(f3):



Wo () Cot( ) WHO()
kUkl;h():
LOC ) WHOC) - w™O( )
h > 1; krukh() kUkl;h()
W(;L;h()( ): kr‘ukh() kUkl;h()

X =W PO )\W, O );

kuk := krukpy + H( 3)krukg):

P
X TR
Z Z

W) =M(A () F(x;u) dx 1

s(x)

u2 X

Z Z Z
h “(u);vi=MA @) a(ruP®)jruiP® 2rurvdx fOocuvdx  juj® Zuvdx

jujs® dx:

v2X:

fungnZN X

(U ¥ c "(up) 0 X"

C

(M)

(My) (My); M



M
(f3) 12R mp<lt< meO: (Ml)
(My) th>0 M(to) = I
M (6 = M) 06t6t
1 t>t:
8
< Mi(A ) div aruff®)jrujf® 2ru = f(x;u) + jujs® 2y
“u=0 @ ;
a; (P ):
Mo 6 My (t) 6 1 <me0; 8t > 0:
(20); (a1); (M1); (M); (fo) (fa):
M > .
M
1 X IR
(M)
Z Z 1
— . = anisx) .
1, (U) = My (A (u)) F(x;t) dx S(X)JUJ dx;
R
Mi () = , Mi(s)ds: . u2X
Z Z
h & (U vi=My(A ) a(ruf®)jruiP® 2rurvdx f(x; u)v dx

Z
jujis® 2uv dx;

>0



v2X:

(a0) (ag); (Fa); (f2); (M1); (M)

>0
1 () >R >0;
u2X kuk =
> 0: (fy) (f2); "> C(=>0
FOai 6 it + S B2 R
(fo); "> 0 >0
Fec)) 6 it b
0<jtj6 : (f2); ">0 R=>0
ifsn 6 it
jti>R:
) [:RI
C>0
ifsvi6é citt b
6 jtj 6 R: 1 [] []
jfecnj 6 Uit T+ttt e+ Citt !
6 "t t+("+O)jtjin
ifean)) 61t t+Cceigt
cC(")="+C:

)

IF O60) 6 it + S



(My); (a1);

V4 V4
P >me DU dcHH( ) o i dx
7 PO 7 1x)°,
= juje” dx ? juj dx Si jujs® dx:
0 < kuk = krukpy + H( 3)kruky,y, = < L
Cy; Cy; Cy; Cs
Lz
. (u) >Ca(kirukl, + H( s)krukl/) - jujt” dx
V4 Z
ct™ ., 17
. jujt dx S JujttY dx
> € 2 kK -—(55——)9—3kukr gﬁkukS;
C, = minfm;ﬂ; mq°+zg:
">0; Cs =C qu' > 0:

Cs; Ce; C;
1. (U) > Cskuk?”  Cgkuk™  Crkuk® :

L(t) =Cst?" Cet" Cyts ; gt <r <s
>0 R=>0

1; (U) R>0 kuk =

>0 u2 X kuk = ;



s q* s r C7 >0
> 0;
Cs Ce _
S q+ s C7 = 01
Cs e Cs > Cy;
s q r
1 Cs _
s r r gt C6 = C7'
g <r <s;
1 C
7o Co T+l 1O
g-<r <s; 0<
R=>0
. (U) R>0 kuk=
(a0) (a3); (My); (f3)
e2X; : kek >r
>0 (fg), kl; k2

F(x;t) > kit ky;

<1



t>0 X2 (a1)

Z A (tuo)
M (A (tuo)) = M, (t) dt
0

61A étuo)

1
6! A r(tug)jP™) dx
, (0 (r(tug)j®*™)
3

ki . . ks . .
6! —ir(tup)iP® + ——jr(tup)j'™ dx
p(X)J (tug)j q(X)J (tuo)j
N (@)

ks pt . p
6! p—max krtuokp(),krtuokp()

!
n o

k +
+ q—3 max krtuokg(); krtuokg()

Up 2 Cyg( )nfog Kugk = 1 Up > 0

n 0] n o

Ky pr . p ks qr . q
i (tug) 6 T — max krtuokp(),krtuokp() +q—max krtuokq(),krtuokq()

Z 1 n e
tki ugdx+ kyj j 5 min Ktuoks(y; Ktuoks

< <s: i (tup) @1t ¥+

e=1up t >0

fungnZN X

1; (Un) ¥ oci 0!; (un) 10

- = inf 1- =>
Cr: in trg[oa?l(] - (()=0

= 2C(0;1; X): (0)=0; + ( (1) <0 :



fungnon X

(a0); (a1); (M1); (Mg);  (f1)  (f):

lim c,. =0:
T+
e2 X lim . (te)= 1 > 0:
tf+1
t >0
o (te)=max o (te):
h . (te)tei=0:
YA YA YA

Mi(A(te) a((r(t e)iP")jr( e)jf®dx= t f(x;t e)edx+ jt ej™dx:

e>0 : (f3) []
Z Z
M (A(te) a(r(te)f®)jr( e)PPdx> j(t e)j*™ dx:

(a1);
VA Z
Mi(A(te)) a(r(t e)P®)jr( e)PPdx 61 a(jr(t e)iP®)jr(t e)ji’®dx
Z Z
6! ki jr(t e)j"@dx+ks jr(t e)j"™dx

n

1 p . p*
6! k;max krt ekp(),krt ekp()

n 0]

q . q*
+ kymax Kkrt ekq(),krt ekq()



n o n o
I kymax krt ekg();krt ekg() +ks;max krt ekg();krt ekg()
Z
> jt ™ dx
n o
: s . st
>min Kkt ekg ), kt ekg,

S

ft g R: ftg
t ¥ +1 n¥+1
(2:12)
Tk, kek;. +
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