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RESUMO

Este estudo propde investigar o desenvolvimento das matrizes centrossimétricas ao longo dos
anos. Para isso, analisaremos autores que realizaram pesquisas sobre o determinante, a inversa,
os autovalores e os autovetores de matrizes centrossimétricas. A investigacao abrangerd uma
andlise de fontes primdrias e secundarias, com o objetivo de tragar o contexto histérico no qual
as matrizes centrossimétricas emergiram como um tépico distinto de pesquisa matemaética.

Ao analisar essas raizes historicas, poderemos estabelecer as bases do desenvolvimento
inicial das matrizes centrossimétricas. Posteriormente, este estudo se concentrard em quatro
marcos principais: o cdlculo do determinante, da inversa, dos autovalores e dos autovetores das
matrizes centrossimétricas. Explorar a relacdo entre esses estudos e como eles se complementa-
ram serd essencial para entender a progressao do conhecimento nesse campo.

A medida que avancamos nessa investigacio histérica, obteremos uma compreensio mais
profunda das origens e da evolucdo das matrizes centrossimétricas. Essa compreensao permitird
contextualizar melhor as contribuic¢des significativas de Zehfuss, Muir, Hanus, Ray e Good, além
de reconhecer a importancia desses avancos na formacgao da compreensao moderna das matrizes

e suas aplicacoes.

Palavras-chave: Matrizes centrossimétricas. Determinante. Autovalor. Autovetor. Inversa.



ABSTRACT

This study aims to investigate the development of centrosymmetric matrices over the years. To
do so, we will analyze authors who conducted research on the determinant, the inverse, the
eigenvalues, and the eigenvectors of centrosymmetric matrices. The investigation will encompass
an analysis of primary and secondary sources, with the goal of outlining the historical context in
which centrosymmetric matrices emerged as a distinct topic of mathematical research.

By analyzing these historical roots, we will be able to establish the foundations of the
early development of centrosymmetric matrices. Subsequently, this study will focus on four main
milestones: the calculation of the determinant, the inverse, the eigenvalues, and the eigenvectors
of centrosymmetric matrices. Exploring the relationship between these studies and how they
complemented each other will be essential to understanding the progression of knowledge in this
field.

As we advance in this historical investigation, we will gain a deeper understanding of the
origins and evolution of centrosymmetric matrices. This understanding will allow us to better
contextualize the significant contributions of Zehfuss, Muir, Hanus, Ray, and Good, as well as
recognize the importance of these advancements in shaping modern understanding of matrices

and their applications.

Keywords: Centrosymmetric matrices. Determinant. Eigenvalue. Eigenvector. Inverse.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo investigar a evolucdo das matrizes centrossimétricas,
desde seu primeiro registro com Zehfuss no século XIX até os avancos significativos ocorridos
no século XX, com énfase especial na andlise do artigo (Cantoni; Butler, 1976). Para isso, a
monografia estd organizada em capitulos que apresentam uma abordagem progressiva do tema,
cobrindo desde os conceitos preliminares até as aplicacdes mais avancadas.

No Capitulo 2, sdo apresentados os conceitos fundamentais da édlgebra linear, conforme
expostos por Boldrini (boldrini1980algebra) e Nery (nery2023algebra), com o objetivo de
fornecer uma base tedrica s6lida para o estudo das matrizes centrossimétricas. Inicialmente,
sdo introduzidas as defini¢cdes bdsicas de matrizes e suas principais classificagdes, incluindo
matrizes quadradas, nulas, coluna, linha, diagonais e identidade. Em seguida, sdo exploradas as
operacdes matriciais essenciais, como adi¢cao, multiplicacdo e transposi¢cdo, fundamentais para a
manipulagdo e andlise dessas estruturas.

Além disso, o capitulo discute a importancia dos determinantes e das transformacdes
lineares, conceitos indispensdveis para a investigacao das propriedades algébricas das matrizes
centrossimétricas. Dessa forma, este capitulo estabelece os alicerces tedricos necessdrios para o
aprofundamento do tema nos capitulos subsequentes, garantindo uma abordagem consistente e
estruturada ao longo do trabalho.

O Capitulo 3 apresenta a origem histdrica das matrizes centrossimétricas, destacando
as primeiras pesquisas realizadas sobre o tema. O primeiro registro formal dessas matrizes foi
feito por Johann Georg Zehfuss, no século XIX. Zehfuss foi um dos pioneiros no estudo das
propriedades estruturais das matrizes, e seus trabalhos langaram as bases para investigacdes
posteriores. Além dele, sdo analisadas as contribuicdes de Thomas Muir e Paul Hanus, que
deram continuidade ao estudo, formando uma base de conhecimento para que, posteriormente,
outros matematicos pudessem dar sequéncia a suas pesquisas.

No Capitulo 4, sdo explorados os avangos ocorridos no século XX, especialmente durante
a década de 1970. Primeiramente, sdo apresentadas as contribui¢des de Ray e Good, que desen-
volveram métodos mais eficientes para o cdlculo da inversa das matrizes centrossimétricas. Esses
métodos trouxeram um avanco significativo para a manipulacao dessas matrizes e influenciaram
estudos posteriores sobre suas propriedades algébricas.

Na sequéncia, o capitulo foca no artigo de Cantoni e Butler (1976), um dos trabalhos
mais relevantes ja publicados sobre matrizes centrossimétricas simétricas. O artigo traz uma
analise detalhada sobre os autovalores e autovetores dessas matrizes, introduzindo teoremas
fundamentais que consolidam e ampliam o conhecimento sobre o tema. A investigacao dos
resultados obtidos por Cantoni e Butler € um dos principais objetivos deste trabalho, pois sua
pesquisa representa um marco na evolugdo do estudo das matrizes centrossimétricas e suas

aplicacoes.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos a defini¢ao e os tipos de matrizes, bem como suas princi-
pais propriedades.

Afinal, o que é uma matriz? Matrizes sdo tabelas retangulares organizadas em linhas e
colunas, formadas por niimeros ou expressoes, que pertencem a um conjunto numérico. Elas
sdo usadas em vdrias dreas da matemdtica e ciéncia, como dlgebra linear, para representar e
manipular sistemas de equagdes lineares, transformacgdes lineares e muitos outros conceitos.

Considere as tabelas a seguir. Na primeira tabela, ao recolhermos os dados referentes a

idade (em anos), altura (em cm) e peso (em kg) de um grupo de 3 pessoas, temos.

Nome | Idade Altura Peso
Joao 23 175 70
Maria 31 182 85
Isabela 24 181 73

A representacdo dos dados da tabela acima pode ser feita como no exemplo abaixo:

23 175 70
31 182 &5
24 181 73

Chamamos tal representacdo de matriz. Agora, na segunda tabela, temos uma tabela com
informacgdes de trés produtos vendidos ao longo de trés meses: shampoo, condicionador e

sabonete. Sendo vendidos em janeiro, fevereiro € margo.

Produto Janeiro Fevereiro Marcgo
Shampoo 120 135 140
Condicionador 80 90 85
Sabonete 200 180 190

A representagdo da tabela acima pode ser feita como no exemplo abaixo:

120 135 140
80 90 85
200 180 190

Quando pegamos uma tabela e a organizamos em linhas e colunas, eliminando os ele-
mentos variaveis e convertendo as informacées em dados numéricos, criamos uma estrutura

mais clara e objetiva, que facilita a analise, a manipulacdo e a visualiza¢do das informagdes.
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2.1 DEFINICAO

Como vimos anteriormente, podemos afirmar que uma matriz nada mais é do que uma

tabela disposta em linhas e colunas. Anton d4 uma defini¢do interessante sobre matrizes, diz ele:

Definicao 2.1. “Uma matriz é um agrupamento retangular de niimeros. Os niimeros neste

agrupamento sdo chamados entradas da matriz” (anton2012algebra).

Os elementos de uma matriz podem ser nimeros (reais ou complexos), fungdes ou até
mesmo outras matrizes.

Abaixo, veremos uma demonstracdo de uma matriz em sua forma geral. A matriz A
abaixo é de forma m X n, onde m representa o nimero de linhas e n representa o ntimero de
colunas. Podemos notar que o nome da matriz A é sempre dada em letra maiuscula, e as letras

referentes ao nimero de linhas m e colunas »n sdo sempre em letras minusculas; veja no exemplo

abaixo:
al a2 ... din
Ay = a:21 6‘1'22 a:zn _ (aij)mxn-
Aml Am2 ... Qmn

A notacgdo A,,x, indica a quantidade de linhas e colunas da matriz e, neste caso, diz-se
que a matriz A,,x, tem ordem m por n. Indicamos o conjunto de todas as matrizes de ordem
m x n com entradas reais por M,,,(R).

Também podemos encontrar da seguinte maneira, onde A representa a matriz € a;;

representam os elementos.

A= [aij]nxn;

onde q;; representa o elemento na linha i e coluna j da matriz, e n € o nimero de linhas (ou

colunas) da matriz.

2.2 OPERACAO COM MATRIZES

Como vimos anteriormente, matrizes podem ser entendidas como representacoes de
tabelas. Dito isso, podemos fazer opera¢des com tabelas? E a resposta € sim, a seguir, veremos

um pouco sobre adi¢do de matrizes.
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Adicao
A soma de duas matrizes de mesma ordem, A,,x, = (a;j) € Buxn = (bij), ¢ também

uma matriz m X n que denotaremos por A + B onde os elementos sdo a soma dos elementos

correspondetes de A e B. Isto é,

A+B= (aij+bij)mxn-

11 2 2
Exemplo 2.1. SejamA=| 3 2 |eB= 0 —2 | matrizes pertencentes ao conjunto
2 3 -1 3
M3.»(RR), entdo
11 2 2 33
A+B=1 3 2 |+ 0O -2 |=]320
2 3 -1 3 1 6

Dada as matrizes A, B,C € M,;,x,(R), onde A = (aij)mxn, B = (bij)mxn € C = (Cij)mxn

temos que o conjunto das matrizes de ordem m X n possui as seguintes propriedades:

a) Comutatividade da adicao de matrizes:
A+B=B+A.
Demonstracdo: Usando a notacdo para matrizes definidas anteriormente, temos

A+B = alj)-l-( )
= (aij+bij)
= (bij+aij)
= (bij) + (aij)
= B+A.

b) Associatividade da adicao de matrizes:

A+(B+C)=(A+B)+C.
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Demonstragao:

A+(B+C) =

c) Existéncia do elemento neutro para a adicao:

A+0=A,
onde 0 € a matriz nula m x n.
Demonstracao:
A+0 = (aij)+(0)
= (aij + 0)
= (0+ ai])
(aij)
= A.

d) Existéncia do elemento oposto: Para toda matriz A € M,,,,,(R), existe uma matriz
—A tal que:
A+ (—A)=0.

Demonstragdo: Se definimos —A = (—a;;), entdo

A+ (—A) (aij) + (—aij)
(aij+ (—aij))
0.

Multiplicacao por escalar

A multiplicacdo de uma matriz A por um escalar A, denotada por AA, resulta em
uma nova matriz B de mesma ordem que A. Onde cada elemento b;; de B € obtido

multiplicando o elemento correspondente a;; de A pelo escalar A:

1 2
Exemplo 2.2. Seja A = —3, e considere a matriz A = < : > . Entdo:
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s (L7)-(0 )

0 4
Exemplo 2.3. Seja A =2, e considere a matriz B = < s ) . Entdo:

0 4 0 8
2.B=2- = .
(%)% %)

1 6 8
Exemplo 2.4. Seja A = > e considere a matriz C = ( 0 4 ) . Entdo:

(0 2)-(32)

Propriedades: Dada as matrizes A e B de mesma ordem m X n € 0os nimeros k, k| e

C_l
2

| =

ky, temos:
a) Distributividade sobre a soma de matrizes:
k(A+B) =kA+kB
Demonstragao:

k(A+B) = k(a;j+bij)
= (k(aij+bij))
= (kaij) + (kbij)
= kA-+kB.

b) Distributividade sobre a soma de escalares:
(kl + kz)A =kiA+ kA
Demonstragao:

(ki +k2)A = (ki +k2)(aij)
= (kaij) + (kaaij)
- klA —|—k2A.
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Além disso, a propriedade:
0-A=0,

isto €, se multiplicarmos o nimero 0 por qualquer matriz, teremos a matriz

nula.

c) Associatividade da multiplicacio por escalares:
ki(koA) = (k1ky)A
Demonstragao:

ki(koA) = ki((kaaij))
= (ki(k2.aij))
= ((kik2)aij)
= (kikp)A.

d) Elemento neutro multiplicativo (niimero 1):
1-A=A
Demonstracdo: De fato, note que
1-A = (a;)-1=(aij-1) =A.
Transposta

Dada uma matriz A = (a;;)mxn, podemos obter uma nova matriz AT = (bij)nxm- cujas
linhas sdo as colunas de A, ou seja, b;; = aj;. AT ¢ denominada transposta de A.

A transposta de uma matriz possui as seguintes propriedades:

a) (AT)T = A, ou seja, a transposta da transposta € a propria matriz.
b) (A+ B)T = AT + BT ou seja, a transposta de uma soma é igual & soma das transpostas.

¢) (kxA)T =kxAT, onde k é qualquer escalar.

Exemplo 2.5. Dada a matriz A, sua transposta € calculada como:

1
210
3|, AT = .
1 3 4
4



16

Para a matriz B, temos:

1 3 , 13
B= , BT = .
32 32

Exemplo 2.6. Exemplificando a propriedade (A7)” = A, temos:

A:<4 —2>, AT:< 4 1)7 (AT)T:<4 —2>:A'
15 25 15

Exemplo 2.7. Exemplificando a propriedade (A +B)T =AT + BT, considere:

() 1)

Calculamos:

2 0 1 4 3 4
AT: ) BT: s AT+BT: .
1 3 -1 2 05

Portanto, (A +B)T = AT + BT,
Matriz Simétrica

Uma matriz simétrica é uma matriz quadrada em que os elementos sdo simétricos em
relacdo a sua diagonal principal, ou seja, a entrada na linha i e coluna j € igual a entrada na linha

Jj e coluna i para todas as posi¢des i e j, isto €, quando
ajj =4aji, Vi, j € {1, e ,I’l}.

Mais ainda, a matriz transposta de uma matriz simétrica € a prépria matriz, i.e., se a matriz A é

simétrica entdo AT = A.
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Exemplo 2.8. Abaixo vemos as matrizes L, J e K, e suas respectivas transpostas L', JT e KT :

1 -2 4 00 1 2 3
B 0 0 0
L=| -2 2 o, J=| ], K=|456
4 0 3 ' ‘ 7 8 9
1 0 0
1 -2 4 00 : 1 4 7
B 0 0 0
L= 2 2 o, J'= ., K'=]25 8
4 0 3 ' 36 9
1 0 ... 0

Note que as matrizes L e J sdo matrizes simétricas enquanto a matriz K nao é simétrica.
2.2.1 Multiplicacdo de Matrizes

A multiplicacdo de duas matrizes s6 é possivel se o nimero de colunas da primeira
matriz for igual ao nimero de linhas da segunda. Dados A = (a;;)mxn € B = (bjj)nxp, 0 produto

C = A x B resulta em uma matriz C = (c; j)mx p» onde cada elemento ¢;; € calculado como:

n
cij= Y aix X by
k=1

Segue abaixo o calculo detalhado de alguns exemplos de multiplicagdo entre matrizes:

Exemplo 2.9. Sejam as matrizes:

12 56 9 10
A= , B= , C= .
(34) (78) (n u)

Os produtos sao calculados como segue:

Exemplo 2.10. a) O produto BA:

56 1 2
BA =
It

S5x14+6%x3 5x2+6x4
Tx1+8x3 7Tx2+8x4

(23 34
31 46 /)
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b) O produto AC:

1 2 9 10
AC =
34)(11 12)

I1x94+2x11 1x10+2x%x12
3x94+4x11 3x10+4x%x12

(31 34
— \e7 74 )

9 10 1 2
CA =
11 12)(3 4)

B O9x14+10x3 9x24+10x4
1Ix1+12x3 11 x2+12x4

(39 58
~ \47 70 )

CB — 9 10 56
11 12 7 8

~( 9x5410x7 9><6+10><8)

¢) O produto CA:

d) O produto CB:

11x54+12x7 11x6+12x8
(125 146)

139 176

Propriedades: Sejam A, B e C matrizes quaisquer e / a matriz identidade. Se o produto entre as

matrizes estd bem definido, entdo a multiplicacdo de matrizes satisfaz as seguintes propriedades:

a) Em muito dos casos A X B # B x A (podendo um estar definido e outro nio).

b) AxI=1IxA=A.

¢) Ax (B+C)=AB+AC (distributiva a esquerda da multiplicacdo em rela¢do a soma).
d) (A+B) xC =AC+ BC (distributiva a direita da multiplicacdo em relagdo a soma).
e) (AxB)xC=Ax(BxC) (associatividade).

f) (AxB)' =B x A"

2) OxA=0eAx0=0
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h) (kA)B = k(AB)
Matriz contraidentidade quadrada

Uma matriz contraidentidade (ou matriz anti-identidade) ¢ uma matriz quadrada em
que os elementos da diagonal secunddria (a diagonal que vai do canto inferior esquerdo ao canto
superior direito) sdo iguais a 1, e todos os outros elementos sdo iguais a 0. Em outras palavras,

sendo J = (jij)nxn Uma matriz contraidentidade, entio

) I, sei+j=n+1,
Jij = . (2.1)
0, caso contréario.

Exemplo 2.11. Seja a matriz contraidentidade J3 de ordem 3 x 3 e a matriz A também de ordem
3 x3:

2

J3 = 5

- o O
S = O

1 1 3
0], A=|4 6
0 7 8 9
Vamos calcular o efeito da matriz contraidentidade J3 sobre A:

— Produto J3A: O produto J3A é dado por:

0 01 1 23
J3A=10 1 0 4 56
1 00 7 8 9

Efetuando a multiplicacao (linha por coluna):

(0-14+0-4+1-7) (0-24+0-5+1-8) (0-:3+0-6+4+1-9)

JBA=|[(0-14+1-4+0-7) (0-2+1-5+0-8) (0-3+1-6+0-9)

(I-14+0-440-7) (1-24+0-5+0-8) (1-3+0-640-9)
Simplificando:

7
JA= |4
1

D WL oo
w O O

Nesse caso, a multiplicacao a esquerda por J3 resultou em uma permutagdo entre as

linhas da matriz A.
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— Produto AJ3: O produto AJ3 é dado por:

1
Al = |4
7

oo W N
O O W
- O O
oS = O
S O =

Efetuando a multiplicacao (linha por coluna):

(1-0+2-0+3-1) (1-04+2-1+3-0) (1-14+2-043-0)
Alz=|(4-0+5-0+6-1) (4-04+5-146-0) (4-1+5-0+6-0)
(7-04+8-0+9-1) (7:04+8-1+9-0) (7-14+8-0+9-0)

Simplificando:

Az =

O N W
oo W b
=N B~ =

Nesse caso, a multiplicacdo a direita por J3 resultou em uma permutacdo entre as

colunas da matriz A.

Assim, observamos uma caracteristica importante das matrizes contraidentidade: quando
multiplicadas pela esquerda de uma matriz qualquer, elas invertem a ordem das linhas dessa
matriz. Por outro lado, ao serem multiplicadas pela direita, ocorre a inversdo da ordem das

colunas da matriz multiplicada.

2.3 TIPOS DE MATRIZES

Nesta se¢do, apresentamos os tipos de matrizes mais usuais € que serdo usadas como

meio para compreender o estudo acerca das matrizes centrossimetricas.
Matriz Quadrada
Uma matriz quadrada é uma matriz que possui 0 mesmo nimero de linhas e colunas,

ou seja, sua ordem € n X n, onde n representa o nimero de linhas e também o niimero de colunas.

Uma matriz quadrada A de ordem n € geralmente definida da seguinte maneira:
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Exemplo 2.12. Temos como exemplos de matrizes quadradas, as matrizes A, B e C dadas abaixo:

1 2 3
A = 4 5 ,
7 8 9 393
1 2
B = ,
3.4 2x2
5 0 -1 2
3 1 4 =2
C =
0 3 1 4
2 =3 0 1

4x4

2.3.1 Diagonal principal e secundaria

Uma matriz quadrada € uma matriz em que o nimero de linhas € igual ao niumero de
colunas. Em uma matriz quadrada, existem duas diagonais importantes: a diagonal principal e
a diagonal secundaria.

A seguir, apresentamos as defini¢des formais dessas duas diagonais para uma matriz
quadrada A € M,

A diagonal principal de uma matriz quadrada A € M,,,, € composta pelos elementos
aii, onde o indice da linha € igual ao indice da coluna (i = j). Esses elementos se estendem da
posi¢ao superior esquerda (a1) até a posi¢ao inferior direita (a,,) da matriz.

Por exemplo, para a matriz:

a11 d12 4ai3
A=lay axn axy|,

as)p asy ass

os elementos da diagonal principal sdo aj1,a2,a33.

A diagonal secundaria de uma matriz quadrada A € M, € composta pelos elementos
@i n+1—i, onde a soma dos indices de linha e coluna € igual a n+ 1. Esses elementos vao da
posi¢do superior direita (aj,) até a posicao inferior esquerda (a,1) da matriz.

Por exemplo, para a matriz:

ayy app a
A=lan axn axs|,

asy dzz ass

os elementos da diagonal secunddria sdo a3, a2, a3, destacados a seguir:
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ai; app a3
A= lay axn ax

a3] aszy dasj

Termo principal

O termo principal de uma matriz € dado pela multiplicacio de todos os elementos da

diagonal principal.
Exemplo 2.13. Considere a matriz

app ap as
A=lay axn ax

asp azz ass

O termo principal dessa matriz € dado pelo produto de a;1,az; € ass.

Termo secundario

Similar ao que vimos anteriormente. O termo secundario ¢ dado pelo produto dos

elementos da diagonal secundaria.

Exemplo 2.14. Considere a matriz

bi1 b1y bi3
B= by by bx
b31 b3y b33

O termo secundario na matriz B é dado pela multiplicacdo dos elementos da diagonal secundaria

que sdo by3,bx; € b3

Exemplo 2.15. Sejam as matrizes B e C, dadas por

2 1 3 4
123
5 6 7 8
B=|456]|cecC=
9 10 11 12
789
13 14 15 16

a) O termo principal de B = by -byy-b3z =1-5-9 =45.
b) O termo secundario de B=b3-byy-b31 =3-5-7 =105.

¢) O termo principal de C =aj;-c-c33-c44a=2-6-11-16 =2112
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d) O termo secundariode C =ci4-¢cp3-¢c30-¢c41 =4-7-10-13 = 3640.
Matriz Nula

Uma matriz nula, também conhecida como matriz zero, ¢ uma matriz em que todas as
suas entradas sdo iguais a zero. Formalmente, uma matriz nula O de ordem m X n € definida da
seguinte maneira:

0= [Oij]mxna

onde o;; = 0 para todos os valores validos de i e j.

Exemplo 2.16. As matrizes A, B e C abaixo sd@o matrizes nulas de ordem 3, 2 e 1, respectivamente:

0 00
A= [000 )

000 3x3
B — 00 ,

00 2x2

Matriz Coluna

Uma matriz que tem apenas uma coluna e m linhas é formalmente chamada de matriz

coluna.

Exemplo 2.17. As matrizes abaixo sdo exemplo de matrizes colunas:

ai 0
3
a 1
A= , B = 5 e C= ,
8
3x1
dm/ 3/ 4xi
onde:
— m ¢é o numero de linhas (ou elementos) da matriz;
— Cada a; € um elemento da matriz, localizado na i-ésima linha.
Matriz linha

Uma matriz linha é uma matriz 1 X n que consiste em n elementos distribuidos em uma

unica linha e n colunas. Ela € representada da seguinte forma, onde ¢; denota o elemento na i



24

-ésima linha da matriz coluna.

Como veremos nos exemplos a seguir:

Exemplo 2.18. As matrizes a seguir sdo matrizes linhas:

a= (e e m (e e (1 37),
‘1 @ ¢ Ixn *y 1x2 I 37 I1x3

Matriz Diagonal

Uma matriz quadrada diagonal m = n é definida formalmente como uma matriz onde
a;j = 0 para i # j. Em outras palavras, todos os elementos fora da diagonal principal sdo nulos.
De forma mais intuitiva, podemos dizer que uma matriz diagonal € uma matriz quadrada
cuja unica caracteristica notavel é que os elementos diferentes dos da diagonal principal sdo

todos iguais a zero. Seguem abaixo alguns exemplos:

Exemplo 2.19. As matrizes a seguir sdo diagonais

S O O =
S O NN O
S W O O
B~ O O O
o
Il
/N
S W
N O
~_—
[\®)
X
[\)

4x4

A seguir, veremos um caso especial de matriz diagonal, a matriz identidade quadrada.
Matriz Identidade Quadrada

A matriz identidade quadrada , denotada por I,,, ¢ uma matriz quadrada de ordem n X n
cujos elementos na diagonal principal sdo iguais a 1, enquanto todos os demais elementos sdo

iguais a 0. Em notacio formal:

I, sei=],
0, seis#j.

Exemplo 2.20. Abaixo vemos exemplos de matrizes identidade quadrada:

In = (iij) s onde i,‘j =

Lo o 1 0 - 0
01 0 1 0
L=|010 , = , b= ;
0 01 o o 01 2x2
3x3 00 --- 1

nxn

onde n € a ordem da matriz (nimero de linhas e colunas). A matriz identidade é notavel porque,

quando multiplicada por uma outra matriz A, deixa a matriz A inalterada, sem afetar suas
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propriedades.
Matriz Inversa

Uma matriz inversa é definida para uma matriz quadrada A € M, ., que seja invertivel

(ou seja, ndo singular). Dizemos que A possui inversa se existir uma matriz B € M, tal que

AA' =A"A=1,,

onde I, é a matriz identidade de ordem n. A matrizA~! é inica e denotada por A~

E importante notar que A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

(1 ;).

O determinante de A € calculado por

Exemplo 2.21. Considere a matriz

det(A) =2-2-3-1=4—-3=1%0.

Portanto, A € invertivel e sua inversa é dada por

s 1 2 -3 2 -3
AT = = .
det(A) \ -1 2 -1 2
Verifica-se que:

B (2 3)(2 —3) ((2-2+3-(—1)) (2-(—3)+3-2)> (1 o)
1 2)\=1 2 (1-242-(=1)) (1-(=3)+2-2) 0 1
Exemplo 2.22. Seja
(4 7)
B= .
2 6

det(B) =4-6—7-2=24—14=10#0.

O determinante de B €

Logo, B € invertivel e sua inversa é dada por

g _ 6 -7\ (06 -07
S 10\=2 4 /) \-02 04 )
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2.4 DETERMINANTE

Determinante ¢ uma funcdo numérica associada a uma matriz quadrada A de ordem n,
denotada por det(A). Ele é amplamente utilizado na dlgebra linear para verificar se uma matriz
€ invertivel, para calcular volumes em transformacdes lineares e em diversos outros contextos
matematicos e computacionais.

Para uma matriz A = [a;;],xn, 0 determinante é definido por meio de uma soma alternada
dos produtos dos elementos da matriz por seus respectivos cofatores.

A este método da-se o nome de método de Laplace, também conhecido como expansao
por cofatores, ¢ uma técnica utilizada para calcular o determinante de matrizes quadradas de
qualquer ordem. Esse método se baseia na ideia de decompor o determinante de uma matriz
maior em determinantes de matrizes menores, chamadas submatrizes.

A esséncia do método estd em escolher uma linha ou coluna da matriz original e calcular
o determinante como uma soma alternada dos produtos dos elementos dessa linha ou coluna
pelos seus respectivos cofatores. O cofator de um elemento € obtido a partir do determinante da
submatriz formada ao eliminar a linha e a coluna do elemento em questao.

Matematicamente, dado uma matriz quadrada A = [q; j]nxn, o determinante pode ser
calculado por:

n
det(A) = ) a;j x Cij (linha i fixada),
j=1

ou

det(A) = Zai ;i xCjj (coluna j fixada),
i=1

onde:
— ajj € o elemento da matriz na posi¢do i, j,
— C;j é o cofator correspondente, dado por C;; = (—1)""/ x det(A;),
— A;j € a submatriz obtida ao remover a linha i e a coluna j de A.

O método de Laplace é especialmente vantajoso quando h4 linhas ou colunas com muitos
zeros, pois simplifica os calculos ao eliminar termos associados aos zeros. Por este método, o

determinante de uma matriz de ordem n é calculado por

n
det(A) =Y a1 -Ca,

i=1

onde a;; € o elemento da i-€sima linha e primeira coluna de A, e C;; € o cofator correspondente a
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esse elemento. Os cofatores sdo calculados pela férmula:
Cit = (— 1) det(A;),

onde A;; é a submatriz obtida ao remover a i-ésima linha e a primeira coluna de A.

O determinante pode ser representado simbolicamente como:

ayly aip2 ... Adin

a1y azy ... Ay
det(A)=|

anpl ap2 ... dpp

A seguir, apresentamos trés exemplos praticos:

Exemplo 2.23. Considere a matriz quadrada A de ordem 2:
35
A= .
7 2
O determinante de A € calculado pelo método de Laplace, expandindo pela primeira linha:

det(A) =aji 'det(A”) —dajn 'det(Alz),

onde Aj; e Aj7 sd0 0s menores complementares associados a ay; € ajp, respectivamente. Para

uma matriz 2 X 2, esses menores sao numeros escalares. Assim:
det(A) =3-(2)—5-(7).
Efetuando os célculos:
det(A)=(3-2)—(5-7)=6—35=—-29.

Portanto, o determinante de A é det(A) = —29.

Exemplo 2.24. Considere a matriz quadrada B de ordem 3:

™

I
—_ O =
S B~ N
AN D W

O determinante de B € dado por:

det(B) det 43 det 0> + det 0 4
=aj - —a- aps - .
1 0 6 12 | 6 13 L 0



Calculando os cofatores:

det (
det (
det (

det(B) =1-24—2-(=5)+3-(—4) =24 +10— 12 =22.

—(5-0) =24,
(

45

06>:M6)

0 s
16):@6%—5U:—1
0 4

) O):(o 0)—(4-1) = —4.

Portanto:

Exemplo 2.25. Considere a matriz quadrada C de ordem 4:

21 30

0451
C =

1 0 6 2

310 8

Para calcular det(C), expandimos pela primeira linha:

det(C) = (=)' ¢y det(Cy)

1
det(Cy1) — 1-det(Cy2) + 3 -det(Cy3) +0-det(Cla).

4
j:
- 2.

Calculamos os determinantes das submatrizes C ;:
1. Célculo de det(Cy):

Ci =

- o s
S N W

1

2|,

8

det(C1;) = 4x(6x8—-2%x0)—5x(0x8—=2x1)+1x(0x0—-6x1)
= 4x48+5%x2-6

= 192+10-6
= 196.

28
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2. Célculo de det(Cy):

Cn =

W - O
S N W

1

2 1,

8

det(Cjp) = O0x(6x8—2x0)—5x(I1x8—=2x3)+1x(1x0—6x3)
= 0-5x(8—6)—18

= —10-18
= —28.

3. Cdlculo de det(Cy3):

0 4 1
Ciz = 1 021,
318
det(C;3) = 0—4x(Ix8—=2x3)+1x(Ix1—-0x3)
= —4x2+1
= —8+1
= -7

Substituindo os valores encontrados:

det(C) = 2x196—1x (—28)+3 x (=7)
— 39242821
— 399

Portanto, o determinante da matriz C é€:

det(C) = 399.

2.5 ESPACO VETORIAL

Nesta secdo, apresentaremos a definicdo em seguida as propriedades a respeito de um

espaco vetorial.
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Definicao de Espaco Vetorial

Sejam K um corpo (tipicamente R ou C) e V um conjunto no qual estdo definidas as

seguintes operagoes
Soma: +: VxV — V
(u,v) = wu+v
Produto: . KxV — V
(a,v) — a-v

Tal conjunto V é chamado de espaco vetorial sobre K se para cada u,v,w € V e a,b € K, o

conjunto V satisfaz as seguintes propriedades:
a) Comutativa: u+v=v-+u.
b) Associativa: u+ (v+w) = (u+v)+w.
¢) Elemento Neutro: Existe um vetor nulo 0 € V tal que v+0 = v paratodov € V.
d) Elemento Oposto: Para cada v € V, existe um vetor —v € V tal que v+ (—v) = 0.
e) Distributividade Escalar sobre a Adi¢ao Vetorial: a(u+v) = au+av.
f) Distributividade de um Vetor sobre a Adicdo de Escalares: (a+b)v = av + bv.
g) Associatividade da Multiplicaciao Escalar: a(bv) = (ab)v.

h) Elemento Neutro Multiplicativo: 1v = v paratodo v € V, onde 1 € o elemento neutro

multiplicativo em K.

Exemplo 2.26. O conjunto R?, juntamente com as operacdes de adicao de vetores e multiplicagdao
por escalar, € um espaco vetorial sobre o corpo R.

Devemos verificar que as propriedades que definem um espago vetorial sao satisfeitas.

a) Associatividade da adicao:

Parau = (x1,y1), V= (x2,y2) e W = (x3,y3) em R?, temos:

(u+v)+w = [(x1+x2)+ 1 +y2)]+ (x3,3)
((x1+x2) +x3,(v1 +2) +3)

= (a++x3),y1+ (2 +3))
(x1,31) + (%2 + 23,2 +3)

= u+(v+w).
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b) Comutatividade da adicao:

Parau = (x1,y;) e V= (x2,y2) em R?, temos:

u+v = (x;+x2,y1+y2),
= (x+x1,y2+y1)

= v+u.

Como x| +x =x2 +x1 € y;1 +y2 = y2 + 1, pois sdo elementos do corpo R concluimos
que u+ v =v+u. Logo, a adicdo é comutativa.
¢) Elemento neutro aditivo:

O vetor 0 = (0,0) satisfaz:

u+0 = (x,y1)+(0,0)
= (x1+0,y14+0)

= (x,y1) =
Portanto, 0 € o elemento neutro aditivo.

d) Elemento oposto:

Para cada u = (x1,y;), existe —u = (—x, —y;) tal que:

u+t(—u) = (x1,y1)+(=x1,—y1)
= (x1—x1,y1—y1)
— (0,0)=0.

Portanto, —u € o elemento oposto aditivo.

e) Distributividade do produto escalar em relacio a adicao de escalares: Para escala-

res kj e k e vetor u = (x1,y; ), temos:

(ki +k)-u = ((k1 +ko)x1, (ki +ka)yr)
= (kixi +kox1, kiyr +kay2)
= (kyx1,kiy1) + (koxy, koyy)
= ki(x1,31) +ka(x1,51)
= kju+kou.

Logo, a propriedade ¢ satisfeita.
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f) Associatividade do produto escalar: Para escalares ki, k» e vetor u = (xp,y;), temos:

(ki -k2)-w = ((kik2)x1, (kik2)y1)
= (ki (kax1), k1 (k2y1))
= ki(koxy,koy1)
= kilkz(x1,y1)]
= ki(kpu).

Logo, a propriedade € satisfeita.

g) Elemento neutro multiplicativo: Para o escalar 1 e vetor u = (x1,y; ), temos:
La=(Lxy, 1y1) = (x1,y1) =u

Logo, 1 é o elemento neutro multiplicativo.

h) Distributividade do produto escalar em relacdo a adicao de vetores: Para um

escalar k e vetores u = (x1,y1) e v= (x2,y2), temos:

k-(u+v) = k-(x;4x2,y1+y2)
= (k(x1+x2),k(y1 +2))
= (kxy +kxp, kyy +ky2)
= (kx,kyq) + (kxa, ky2)
= k(x1,y1) +k(x2,y2)
= ku+kv.

Logo, a propriedade € satisfeita.

2.6  TRANSFORMACOES LINEARES

Uma transformacao linear ¢ uma aplicacdo entre dois espacos vetoriais que preserva as
operagdes de adicao e multiplicacdo por escalar. Formalmente, uma transformacdo 7 : V — W ¢é

linear se satisfaz:

Tu+v) = T()+T(v),
T(cu) = c¢-T(u),

VuveVeceR.

Quando V =W, a transformacgdo T : V — V é chamada de operador linear.
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Quando V e W sio finito-dimensionais, a transformacao linear 7 : V. — W pode ser repre-
sentada por uma matriz A. Por exemplo, se V =R" e W = R", entdo a matriz da transformacao
T tem ordem m X n. Para uma discussao mais detalhada sobre transformagdes lineares e matrizes,

verifique os textos de (boldrini1980algebra), (anton2012algebra) e (nery2023algebra).

Exemplo 2.27. Considere a transformacao 7 : R? — R? que realiza uma rotagcdo no plano

cartesiano. A matriz que representa essa transformac¢do para um angulo 0 é:
cos® —senf
A= .
sen@ cos0

X
) , o resultado é:
y

T(x) = cos® —senB) (x| [xcos®—ysen6
~ \sen® cosH y B xsen® +ycos6 )

Portanto, T : R? — R? pode ser definida por T(x,y) = (xcos@ —ysen6,xsen6 + ycos ).

Se aplicarmos 7" a um vetor x = (

2.7 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Seja V um espaco vetorial de dimensdon e 7 : V — V um operador linear. Dizemos que
um vetor v € um autovetor de 7 se existir um escalar A € K tal que 7 (v) = Av. O escalar A é
chamado de autovalor de 7.

Seja A = [T] a matriz de T em relag@o a base candnica. Considere v € V, com v ndo nulo,

um autovetor de A. Entdo, temos que:
Av=Av = Av—Av=0 = Av—Alv=0 = (A—Al)v=0,

onde Iv = v, sendo I a matriz identidade de ordem n. Se det(A — AI) # 0, entdo v # 0 € o tinico
vetor que satisfaz a equagdo acima. Como estamos supondo que v # 0, deve-se concluir que
det(A —AI) =0.

De modo geral, se X é uma matriz tal que det(X) # 0, entdo v = 0 € a tnica solugdo para
Xv = 0. Isso pode ser resumido na seguinte afirmacdo: “Se v € um autovetor de A associado a
um autovalor A, entdo det(A — AI) =0".

()

Queremos encontrar os autovalores e autovetores dessa matriz.

Exemplo 2.28. Seja a matriz A:

a) Encontre os autovalores:



b)

Para encontrar os autovalores A, precisamos resolver a equagio caracteristica: det(A

AI) =0. Onde I é a matriz identidade:

(10
~\o 1/’
Subtraindo A de A, obtemos

A—Al = 2-4 1 .
1 2-2

Agora, calculamos o determinante:

1

det(A — A1) = det 2-4
1 2-2

):(2—1)(2—/1)—1-1

Simplificando:
(2—2)2—1=A>—4A+3.

Agora, resolvemos A? —4A +3 = 0 usando a férmula de Bhaskara:

A_4i\/(—4)2—4-1-3 4+V16—12  4+2
- 2.1 - 2 2

Portanto, os autovalores sio A; =3 e A, = 1.

Encontre os autovetores:

Para cada autovalor, precisamos resolver o sistema (A — Al)v = 0 para encontrar o

autovetor correspondente.

Para A; = 3:
Substituindo A; =3 em A — Al

Isso nos d& o sistema:

34
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3 AS MATRIZES CENTROSSIMETRICAS NO SECULO XIX E
PRIMEIRA METADE DO SECULO XX

Neste capitulo, daremos inicio as matrizes centrossimétricas, desde seus primeiro registro
com Georg Zehfuss (Georg Zehfuss). Posteriormente o seu desenvolvimento com outros autores,

como Thomas Muir e Paul Hanus. Comecamos definindo matrizes centrossimétricas.

Definicdo 3.1. Uma matriz A = (g; j) nxn € dita centrossimétrica se for simétrica em relagdo ao
seu centro. Isto €, se

aij = dp+1—ipn+1—j-
Se a;j = —apy1-iny1—j amatriz A € chamada anticentrossimétrica.

Exemplo 3.1. As matrizes a seguir sao centrossimétricas:

I 0 3 1
1 2 3
1 2 2 -1 0 3
1 0 =1 0 |,
2 1 30 -1 2
3 2 1
I 3 0 1

Com esta imagem podemos observar melhor o padrdo representativo de uma matriz

centrossimétrica de ordem 5:
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3.1 PRIMEIRA DEFINICAO - JOHANN GEORG ZEHFUSS

Nesta secao, falamos sobre o primeiro registro de matrizes centrossimétricas, feito por
Johann Georg Zehfuss.

Johann Georg Zehfuss (1832-1901) foi um matemadtico alemio conhecido por suas
contribui¢des significativas na drea de dlgebra linear, especialmente no estudo de matrizes e
determinantes. Seu trabalho ajudou a fundamentar e expandir o entendimento dessas dreas, que

sdo essenciais para diversas aplicacdes em matematica pura e aplicada.

Figura 1 — Johann Georg Zehfuss - Fonte: MathsHistory (mathshistory).

Zehfuss € notavel por introduzir uma formulacao especifica de determinantes, que hoje
leva seu nome: a matriz de Zehfuss. Essa matriz especial € utilizada para simplificar cdlculos
de determinantes, proporcionando uma maneira sistematica de trabalhar com sistemas lineares.
Além disso, ele foi o primeiro autor a escrever sobre matrizes centrossimétricas, que sdo matrizes
que permanecem inalteradas quando refletidas através de seu centro. Este trabalho foi crucial
para o desenvolvimento posterior de métodos para resolver sistemas de equacdes lineares e para
o estudo das propriedades dessas matrizes.

As contribui¢des de Zehfuss ajudaram a solidificar a base tedrica da 4lgebra linear, uma
area que tem aplicacdes vastas em matemadtica, fisica, engenharia e ci€ncias da computagdo. Seu
trabalho permanece relevante e é estudado por matematicos em todo o mundo.

Dentre as valiosas contribui¢cdes de Zehfuss detaca-se a definicdo de matrizes centrossi-
métricas. Na verdade, Zehfuss nao chamou tais matrizes por esse nome. De fato, Zehfuss usou o
seguintes termos: "symmetrisch sind in Bezug auf den Mittelpunkt dieses Quadrates"(zehfuss),
ou em portugués, numa traducao livre, "sdo simétricos em relagdo ao centro deste quadrado".

A imagem a seguir foi extraida do sumdrio do periddico Zeitschrift fur Mathematik und
Physik, onde consta o artigo Zwei Sdtze iiber Determinanten (zehfuss), no qual Zehfuss define

matrizes centrossimétricas.
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Figura 2 — Destaque do periddico Zeitschrift fur Mathematik und Physik

Neste artigo, Zehfuss apresentou a matriz quadrada de ordem 2n:
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Apesar de Zehfuss ndo usar a definicdo que apresentamos anteriormente, a forma como ele

apresentou a matriz deixa bem clara a sua estrutura. Em seguida, Zehfuss esbocou uma maneira

de calcular o determinante dessa matriz, como vemos na figura a seguir, e no qual reproduzimos

adiante.

Figura 3 — Imagem das matrizes no peridédico
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Zehfuss soma a ultima linha da matriz P a primeira linha, a pendltima linha a segunda
linha e assim por diante, até somar a n + 1-ésima linha a n-ésima linha de P, resultando no

determinante da matriz a seguir.

ar+op Bi+B ... vi+v vi+vi ... B+B aj+o
w+0o, B+pB ... vtV Vi+wva ... BB b+
Jot(P) — O+ But+B, ... VutV. Vidv, .. BB, o+ oy
et(P) = o B! v/ 1Y B o,
/ / /
o, B> vy 1% B> (%)
o B ... v vi ... B o

Em seguida, Zehfuss subtrai os elementos da primeira coluna ao elementos da ultima
coluna, os elementos da segunda colunas aos elementos da pendltima coluna, assim por diante,
até subtrair os elementos da n-ésima coluna aos elementos da (n+ 1)-ésima colunha. Resultando

no seguinte determinante:

061-1-06{ B1+B1/ V1+Vi 0 0 0

w+oy, B+pB ... w+VE 0 L. 0 0

det(P) a,+a, B.+B, ... VutV 0 0 0
a) B, ... Vv, v,—v ... B.—B o—c
o B . Vi wm—Vy ... BB -
oy Bl ... Vi wvi—Vvi ... BB u—o

Note que o determinante da matriz P pode ser calculado a partir do produto dos determinantes
das matrizes dos blocos diagonais:

Py
det(P) = = det(P;) -det(P),
P =| | = deip) dexe)
onde
a+o; Bi+B ... vi+Vv V=V, ... Bu—B, o—a
m+ay B+By ... vtV
P = > 2 2 e Py— , / /
. Vo—Vo ... BB aw—o
ap+o) Bu+B, ... VitV vVi—vi ... Bi—B o—o

Isso nos proporciona uma redugdo de célculos do determinante de uma matriz centrossimétrica
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de ordem par.
De modo andlogo, Zehfuss faz o cdlculo do determinante para o caso impar 2n — 1,
mostrando que este caso também pode ser resumido como a soma do determinante de uma matriz

de ordem n com uma matriz de ordem n — 1. Veja na figura a seguir.

2. Wenn die Determinante von ungerader Ordnung ist, also von der
Form
®il Bin ddepen Meliausih «Hndhnh M
fan , Bhni sws Pia il "%, Mol s i @

. . . . e - - - . . . .

On—1 ﬁn——l «ve bn—1 Yp—i P‘n-d e ﬁ' n—1 &'t
P= On ﬁl |onyun Va !‘n' e ﬁl' “" ]
@ny ﬁ‘ L F’n—-l Va1 Pn—1 - -+ Pu— Gn—1

. L] . . . - . .

e Pa s cio B P B Sl e (0
@ ﬁl' ceolty ¥ P .o By @
so ergiebt sich durch ein ganz iihnliches Verfahren wie oben unter 1),
dass sie in das Product P=
o +ay ﬁl+ﬁ1' e F’i+#l' vy “:'“:' ﬁn"ﬁ:' ses F-:"'[-H’
oty Bot By ooo patps w om0ty Be s s 04 pa=pty

2"_1 . . . . - . - . . . . . - . . . . . .

“n-1+“'ull 5n-l+ﬁ’n-l .. -Fn-l'l";“'n-l Va1 “a-l—ﬂ’n‘I ﬁn-l‘ﬂn-l ---Pn-l"ll’n‘l.
[+ ﬁﬂ see Fn Yn
zerlegbar ist.

Figura 4 — Imagem das matrizes no peridédico

3.2 DETERMINANTE DE UMA MATRIZ CENTROSSIMETRICA

Ap0s os trabalhos publicados por Zehfuss, autores como Thomas Muir e Paul Hanus
usaram as matrizes centrossimétricas de formas distintas. Hanus escreveu um livro sobre matrizes,
incluindo as matrizes definidas por Zehfuss bem como seu método de cédlculo do determinante.
Muir pesquisou mais sobre o assunto aplicando o conceito de agregados de determinantes para
matrizes centrossimétricas e lancando uma nova edic@o de seu livro sobre matrizes em 1933, um

ano antes da sua morte, reunindo tudo o que se sabia na época sobre matrizes e determinantes.
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Figura 5 — Paul Hanus - Fonte: (wikisource)

Hanus, em seu livro An elementary treatise on the theory of determinants. A text-book
for colleges (Hanus, 1886), aborda no¢des basicas de matrizes, determinantes bem como suas
propriedades. Além disso, ele mostra como calcular o determinante de matrizes centrossimétricas,

tal como feito por Zehfuss.

(A .

AN

ELEMENTARY TREATISE

THEORY OF DETERMINANTS.
A TEXT-BOOK FOR COLLEGES.

TAUL H. HANUS,

Fanuranr Tanres o Sa sy

ROSTON:
PUBLISHED EY GINN AND COMPANY.
1848,

Figura 6 — Capa do livro de Paul Hanus

No livro A treatise on the theory of determinants (MUIR, 1933), Muir cita uma proprie-
dade exclusiva do determinante dessa classe de matrizes: “Em um determinante centrossimétrico,

a r-ésima linha invertida corresponde, em todos os casos, a r-ésima linha contada a partir do
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final, ou seja, o determinante permanece o mesmo quando lido de trds para frente ou de frente
para trds” (MUIR, 1933) .

Figura 7 — Thomas Muir - Fonte:(wikipedia)

O livro do Muir dedica ndo mais que cinco paginas para falar de matrizes centrossimétri-
cas, 1sso mostra que pouco foi pesquisado sobre esse tema até 1933. De fato, em nossa pesquisa
ndo encontramos qualquer registro relevante dessas matrizes no periodo de 1900 até o livro de
Muir, em 1933.

A TREATISE

on the

Theory of Determinants

BY

THOMAS MUIR, C.M.C., M.A., F.RS,, F.RS.E.

REVISED AND ENLARGED BY
WILLIAM H. METZLER, Pu.D., F.RS.E,, FR5.C.

DOVER PUBLICATIONS, INC.
NEW YORK NEW YORK

Figura 8 — Capa do livro de Thomas Muir - Edi¢do publicada em 1933
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Apresentamos a seguir dois exemplos, casos de ordem par e impar, para ilustrar o método

desenvolvido por Hanus.

3.2.1 Exemplo A

Sejam as matrizes

1 2 7 0 -1 3
o 2 1 -1 0 -1
-2 1 3 0 1 |
A=
1 1 0 3 1 =2
-1 0 -1 1 2 O
3 -1 0 7 2 1

Utilizando o desenvolvimento de Laplace, tem-se que
det(A) = 81.

Porém, facamos como Hanus.
O primeiro passo € somar as Ultimas colunas as primeiras até a coluna central da matriz.

Para matrizes de ordem 2n, soma-se até a coluna n. Assim, obtemos:

(1+3) (2-1 (7400 0 -1 3
0o-1) (2+0 (1-1) -1 0 -1
det(A) = (=2+1) (1+1) (340 0 1 1
(1-2) (1+1) (0+3) 3 1 =2
(-=1+0) (0+2) (=1+1) 1 2 0
B3+1) (=1+2) (©O+7) 7 2 1

Em seguida, subtrai-se as primeiras linhas das dltimas, até a linha central:

(1+3) (2-1) (74+0) 0 -1 3

(0—-1) (240) (1-1) -1 0 -1

det(A) = (—2+1) (1+1) (3+0) o 1 1
(1-2)—(-2+1) (1+1) 0+3)—3+0) 3 1 =2
(-1+0)—(0—-1) (0+2)—(2+0) (-1+1)—(1-1) 1 2 O
B+1)—3+1) (-1+2)—(2-1) O+7)—((7+0) 7 2 1

ApOs essas operagdes, a matriz A € reduzida a uma forma em bloco diagonal, de onde se
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extrai duas submatrizes:

4 1 7 30 -3
A= -1 2 0 e Ab=| 2 2 1
-1 2 3 7 3 =2

Calculando os determinantes das submatrizes, obtém-se:
det(A;) =27 e det(Ay)=3.
Assim, pelo método de Hanus,

det(A) = det(A;) - det(A;) = 27-3 = 81.

Exemplo B

Seja a matriz

1 0 -2 -1 2 0 2
o -3 2 0O 1 -1 0
-2 0 1 -1 5 1 -1
B= 1 -2 0 -1 0 =2 1
-1 1 5 -1 1 0 =2
o -1 1 0 2 -3 0
2 0 2 -1 -2 0 1

Utilizando o desenvolvimento de Laplace, obtém-se:
det(B) = —99.

Seguindo o método de Hanus, o primeiro passo € somar as dltimas colunas as primeiras até a

. . 1
coluna central. Para matrizes de ordem 2n + 1, soma-se até a coluna E(n + 1); observe que,

nesse caso, a linha central € duplicada.



Realizando essa soma, chega-se a:
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(142) 0+0) (—2+42) (-1-1) 2 0 2

(04+0) (=3—-1) (2+1) (0+40) 1 -1 O

(=2—1) (0+1) (1+5) (=1—-1) 5 1 -1

det(B)=| (1+1) (-2-2) (04+0) (-1—-1) 0 -2 1

(-1-2) (1+40) (54+1) (=1-1) 1 0o -2

0+0) (—-1-3) (1+42) (0+0) 2 -3 0

(2+1) (0+0) 2-2) (-1-1) =2 0 1

Em seguida, subtrai-se as primeiras linhas das dltimas, até a linha central:

(1+2) (0+0) (—2+2) (-1-1) 2 0 2
(0+0) (=3-1) 2+1) (0+0) 1 -1 0
(—2-1) (0+1) (1+5) (-1-1) 5 01 —1
det(B) = (1+4) (—240) (0+3) (—1-1) 30 1
(—1-2)—(=2—-1)  (1+0)—(0+1) G+1)—(145) (=1-1)=(=1-1) 1 0 =2
(0+0)—(0+0)  (=1-3)—(=3—1) (1+2)—(2+1) (0+0)—(04+0) 2 -3 0
2+1)—(1+2) (04+0)—(0+0)  (2-2)—(=2+2) (=1-1)—(=1—-1) -2 0 1

ApOs essas operagdes, a matriz B € separada em duas submatrizes:

30 0 -1

4
0 -4 3 O
-3 1 6 -1

4
2 -2 0 =2

Segundo o método de Hanus,

det(B) = det(B;) - det(B,).

De fato, calculou-se que det(B;) =99 e det(B,)

det(B) =99 (—1) = —99.

1 -1
-2 0
—1

—1, de modo que:

Este resultado confirma a validade do método de Hanus para matrizes de ordem impar.
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4 AS MATRIZES CENTROSSIMETRICAS NA DECADA DE 1970

Neste capitulo, concentramos nossa andlise nos avangos ocorridos na década de 1970,
periodo em que se consolidaram importantes estudos sobre matrizes centrossimétricas. O
interesse renovado pelo tema levou ao desenvolvimento de métodos para o calculo da inversa
dessas matrizes, destacando-se a contribuicao de Good (Good, 1970).

Em 1970, no seu artigo The Inverse of a Finite Toeplitz Matrix, Ray (Ray, 1970) propds
um método especifico para calcular a inversa de matrizes de Toeplitz. Posteriormente, Good
generalizou esse resultado ao apresentar um procedimento para matrizes centrossimétricas.

No decorrer do capitulo, exploramos a formula¢do matemaética proposta por Good, desta-
cando sua abordagem para matrizes de ordem par e impar. No caso par, demonstraremos como a
decomposicdo estrutural dessas matrizes permite um cdlculo mais eficiente de sua inversa. Ja no
caso impar, analisaremos as condi¢des necessdrias para garantir a ndo singularidade da matriz e
0s ajustes necessarios na metodologia.

Para finalizar este capitulo, apresentamos também o estudo de Cantoni e Butler (Cantoni;

Butler, 1976) sobre os autovalores e autovetores de matrizes centrossimétrica simétricas.

4.1 A INVERSA DE UMA MATRIZ CENTROSSIMETRICA

Os artigos de Good (Good, 1970) e Ray (Ray, 1970) foram um marco na década de 70,
visto que hd muito tempo nio havia um estudo mais aprofundado sobre matrizes centrossimétricas.
Ray estudou a matriz de Toeplitz, a qual sua diagonal principal € composta por um elemento, as

outras diagonais tem o0 mesmo padrdo de ter apenas um elemento, como veremos a seguir

= 00 ~ 9
> w Q8 <«
N - Q@ & o
~ Q8 - o
IS I SR S T

De fato, uma matriz A = (a;;) é de Toeplitz se a;; = a;11 j+1. Uma matriz de Toeplitz ndo é
necessariamente quadrada.

Ap0s 1sso, Good baseou-se no conhecimento de Ray para conseguir achar a inversa de
uma centrossimétrica. Na verdade, imagina-se que Good percebeu que a interse¢do do conjunto
das matrizes de Toeplitz e do conjunto das matrizes centrossimétricas € nao vazio e nem finito.
Assim, a aplicacdo das técnicas de Ray para o cdlculo das matrizes centrossimétricas torna-se

natural.
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Irving John Good
(1916-2009)

Figura 9 — Irving John Good (RadioSefarad)

Em seus estudos, Good comecgou trabalhando para achar a inversa de uma matriz de

ordem par 2n. Definindo J como a matriz contraidentidade

0 01
0 10

J= ,
1 00

nxn

pode-se definir qualquer matriz centrossimétrica R, de ordem par 2n, por
A BJ
R= , 4.1)
JB JAJ

Sabemos que J é contraidentidade, logo J? = I,. Agora precisamos calcular a inversa

sendo A e B matrizes de ordem n.

de R. Na verdade, segundo Good, o método apresentado em seu artigo pode ser aplicado para
qualquer matriz, escrita como R, onde J deve satisfazer duas propriedades:

a) J2 =1,

b) J deve ser esparsa, i.e., a maioria dos seus elementos sdao nulos.

Desta forma, seus resultados se aplicam de forma ainda mais geral do que apenas para matrizes
centrosimétricas. As equagdes abaixo, caso par (posteriormente o caso de matrizes de ordem

impar), sdo validas sempre que J for uma raiz quadrada da identidade. Portanto, pode-se escrever



47
a inversa da matriz centrossimétrica R como
R C DJ
JD JCJ |’
Ao realizarmos o produto entre R e Ril, temos:
1 A BJ C DJ
R-R =
JB JAJ JD JCJ

B AC+BD  ADJ+BCJ
~ \ JBC+JAD JBDJ+JACJ

AC+BD  (AD+BC)J
J(AD+BC) J(AC+BD)J

Como o produto de R e R™! tem que ser a matriz identidade, temos o sistema de equacdes

matriciais:

AC+BD =1, (I)
AD+BC=0 (II)

Somando as equagdes (1) e (II), temos

AC+BD+AD+BC = I,
(A+B)(C+D) = I,
C+D = (A+B)"', (1)

e subtraindo a equagdo (/) da equag@o (I), obtemos

AC—-AD+BD—BC = I,

(A—B)C—(A—B)D = I,

(A-B)(C-D) = I,
C-D = (A-B)"L. (uv)

Note que uma primeira condi¢@o para a existéncia do inverso da uma matriz centrossimétrica
(4.1) ¢ que A+ B e A — B ndo sejam singulares.

Agora, somando as equagdes (/1) e (IV), obtemos

20=A+B)"'+(A-B)",
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e as subtraindo, temos
2D=(A+B)"'—(A-B).

Fazendo os mesmo célculos para R .R= I, chegamos ao mesmo resultado.
Portanto, dada a matriz centrossimétrica (4.1) invertivel, sua inversa pode ser escrita em

termos das matrizes A e B:

%((A+B)—1+(A—B)“) %((A+B>“—<A—B)‘1)J
R'=

%J((AJrB)_]—(A—B)_I) %J((A+B)_1+(A—B)_1)J

Da mesma forma que Good demonstrou em seu artigo.
Em seguida, Good trabalha com o caso da ordem da matriz ser impar. No caso da matriz

centrossimétrica de ordem 2n + 1, Good nos apresenta a matriz em blocos

A Jx BJ
S=|yl7u B y |, 4.2)
JB x JAJ

onde A e B sdo matrizes quadradas de ordem 7, J a matriz contraidentidade de ordem n, x e y sdo
vetores de R" escritos como vetores coluna e 8 € um ndmero real. Pelo mesmo argumento para

matrizes de ordem par, sendo S invertivel, Good supde que a inversa da matriz S € da forma

C Jz DJ
ST'=1 Wl a w'
JD z JCJ

O produto dessas duas matrizes, resulta na matriz identidade de ordem 2n + 1, que

podemos definir em blocos como na matriz S:

.87 =

o o
o = o
=~ o o
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Suponha, inicialmente, § # 0. Assim, temos o seguinte sistema de equagdes matriciais:

¢

AC+Jxw'J+BD = I, (1)
YIC+BwWIT+yTID = 014, (2)
YIIDJ 4+ BwT +yTICT = 014, (3)
Alz+aJx+Blz = 0,1 (4)

(%) : ADJ +Jxwl +BCJ] = 0ux (5) (4.3)
YizdaB+y'z = 1 (6)
JBC+xw'J+JAD = Opxn (7)
JBIz4ax+JAJz = 0,1 (8)
| JBDJ+xw! +JACS = I,  (9)

Temos que ter um especial cuidado ao tratar de equagdes matriciais, ao considerar as
ordens das matrizes. Nao é demais lembrar que o produto de matrizes ndo € comutativo.
Desta forma, notamos que algumas equagdes sdo equivalentes: (1) = (9), (2) = (3), (4) = (8),

(5) = (7).

Da Equacao (4), temos

(A+B)Jz+aJx = 0

(A+B)Jz = —aJx
Jz = —a(A+B) lUx
z = —aJ(A+B) lUx,

sendo que multiplicamos por J a esquerda na pentltima igualdade.

Multiplicando a equagdo (1) por J a direita e somando a equag@o (5), obtemos:

(ACJ +Jxw” +BDJ) + (ADJ 4 Jxw” +BCJ) =
ACJ +ADJ +2Jxw" +BDJ+BCJ =
A(C+D)J +2Jxwl +B(C+D)J =
(A+B)(C+D)J = J—2Jxw!
(A+B)(C+D) = I,—2Jxw’J
C+D = (A+B) (1, —2Jxwl))

N~ SN <
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Agora, substraindo as mesmas equagdes, temos

(ACJ +Jxw” +BDJ) — (ADJ +Jxw" +BCJ) = J
ACJ —ADJ+BDJ—BCJ] = J
A(C—D)J—B(C—-D)J = J
(A-B)(C—-D) = I,

C-D = (A-B)"L

Note que chegamos novamente nas condi¢Oes em que, para a existéncia da inversa da matriz S
(4.2), € necessario que A + B e A — B sejam nao singulares.

Com isso, chegamos as seguintes equacoes:

C+D=(A+B) (I, —27xw’ J);
C-D=(A-B)"L.

Somando e subtraindo essas equacdes, obtemos:

2C=(A+B) (I, —20xwl )+ (A—B)";
2D = (A+B) (I, —2Jxw'J) - (A—B) !,

respectivamente. Isto ndo estd inteiramente resolvido para C eD, pois ambas ainda dependem de

w. Assim, defina
M '=Cc+D=(A+B) (I, —27xw' ). (4.4)
Da equacdo (3), temos
YIICH+D)+Bw T =0 = wl =B~ ylam=1J.
Disso, substituindo na Equacdo (4.4), temos que:

MY = (A+B)7 (1, —2JxwT)
MY = (A+B) (I, —20x(—B~HYlum~1a))

M1 = A+B) ' 287 YA+ B) Uyl M !
A+B)' = M1 287 YA+B) Uyl IM™!
A+B)' = (,—287"'A+B) U )M!

M = A+B(I,—2B8 "(A+B) uxy'))
M = A+B-2B8"luxylJ.



Portanto, C 4+ D depende apenas dos blocos da matriz S.
Da equagao (6), obtemos
r  1—op

Yiz= o

Substituindo na equacéo (4), obtemos

Alz+aJx+BJz =
(A+B)Jz+aJx =
(M+2B8 ! NIz4+adx =
MJIz+2B Iyl z+adx =

o o o o o O

l—o
MJZ—FZﬂ_IJX(TB)‘l—(XJX =
MJiz+B lux =

Mz = —B 'Ux
z = —B lumx
Portanto, a inversa da matriz S €
C Jz DJ
STT=1| Wiy o wt ,

JD z JCJ

onde

(2 = M'+(A-B)!
2D = M '—(A-B)!

= A+B-2B8"lunylJ
—B M1 x '
= B My

| @ = B(1-2")

R I & X
Il

No caso em que B = 0 o sistema (4.3) se reduz ao sistema

/

AC+JxwlJ+BD = I,
Y'J(C+D) = Oixn
Alz+aJx+BJz = 0,5
ADJ +Jxw! +BCJ = 0,xn
2yTz =1
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a solucdo € dada implicitamente, por

(

2 = N+(A-B)"!
2D = N—(A—B)™!
N = (A+B)" Y1, —27xw'J)

7 = —aJ(A+B) Jx
1
@ = 7 com k= 2y' J(A+B) " 'Jx.

Good, conclui seu artigo justificando o porque é necessario que A+ B e A — B precisa ser
ndo singulares no caso par e A — B e M sdo ndo singulares no caso impar. Basta usar o algoritmo
criado por Zehfuss, no qual Good atribui a Muir. Ele resume o algoritmo da seguinte forma, para

cada um dos casos. Note que

1 J\ (A BI\ (1 J\ 0 (A+B)J
o 7)\uB Jas)J\o 1) \JAa-B) JAJ

0  (A+B)J
J(A—B)  JAJ

Assim,

det(S) = = det(A + B) det(A — B).

Portanto, justifica-se que A+ B e A — B sdo ndo singulares.

Da mesma forma, para o caso impar, temos

1 0 J I 00 0 2Jx (A+B)J
01 0|[ys B H 0 1 o0of= 0 B yr
001/ \JB x JAJ) \=J 0 I JAA—B) «x JAJ

Pela regra do determinante para matriz em blocos temos que
det(S) = (—a)"B det(A — B)det(A+B—2B " 1ixyJ).

Assim, A — B e M sd3o ndo singulares.

4.2 AUTOVALORES E AUTOVETORES DE MATRIZES CENTROSSIME-
TRICAS SIMETRICAS

Um dos marcos no estudo de matrizes centrossimétricas é o artigo “Eigenvalues and
eigenvectors of symmetric centrosymmetric matrices”, publicado em 1976 (Cantoni; Butler,
1976), de autoria de Antonio Cantoni e Paul Butler, ambos da Universidade de Newcastle,

Autralia.

Definicao 4.1. Considere a matriz contraidentidade J, definida anteriormente. Diz-se que um
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(a) Antonio Cantoni (b) Paul Butler

Figura 10 — Fonte:(newcastle)

vetor v € simétrico se

Jv=v
e € antissimétrico se
Jv=—v
Uma defini¢do mais simples: considere v = (vy,---,v,). Diz-se que v é simétrico se
Vi =Vm+1-i
e antissimétrico se
Vi= —"Vm+1-i:

No artigo, Cantoni e Butler provaram que os autovalores de matrizes centrossimétricas
simétricas sdo simétricos ou antissimétricos. Ele conseguiram também estimar a quantidade de
vetores simétricos e antissimétricos.

Nesta secdo, faremos uma revisao desses resultados.

Definicao 4.2. A seguir, as principais defini¢des e notacdes usadas no artigo de Cantoni (Cantoni;
Butler, 1976):

a) [o] denota o menor inteiro maior ou igual que «;

b) | o] denota o maior inteiro menor ou igual que «;
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c) I(n)={1,2,...,n};
d) Sev=(x,---,x,) é um vetor de R" e [n/2] = r. E claro que se v é simétrico entio
pode ser escrito como
T
v o= (u Ju) , paranpare ucR’;

T
v = (u Xy Ju) ., paranimpare uc R !
e) Da mesma forma, se v € antissimétrico entdo pode ser escrito como

T
v = (u —Ju> , paranpare u€ R’

T
v = (u 0 —Ju) ., paranimpare ue R ™!

f) Indicamos por V, o conjuntos das matrizes centrossimétricas simétricas com entradas

reais, i.e., se A = (a;;) € Vj, entdo
ajj = Aapt1—in+l1—j = An+l—jn+l1—i-
g) Como nos restringimos as matrizes de V,,, indicamos uma matriz A = (g; j) nxn Simples-

mente por A = (a;;), para simplificar a notagao.

Proposicao 4.1. Seja J a matriz contraidentidade. A matriz A é centrossimétrica se, e somente
se, JAJ = A.

Demonstragdo. Seja B=JAJ, com
n n
bij=Y. Y jiakjej-
k=1¢=1

Usando a definigdo de J (veja (2.1)), temos que ji s6 € 1 quando k=n+1—1i, e jy; s6 € 1
quando / =n—+1— j. Assim,

bij = ant1—int1—j-
Como A € centrossimétrica, ou S€ja, dy+1—in+1—; = aij, Segue que b;; = a;;. Logo, B=A. [

Observacao 4.1. Note, pela Proposicao 4.1, que se A € centrossimétrica entdo JA = AJ.
4.2.1 Propriedades das matrizes de V,
Inicialmente, note que V,, é um espago vetorial real. De fato, sejam X,Y €V, e A € R

entao
X+AY = (x;j) + A (yij) = (xij + Ayij) = (zij) = Z.
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Agora, note que

zij = Xij+Ayij
= Xntl—inti—j+AVnt1—inti—j

= Zn+l—ipnt+1—j-

O que mostra que Z é centrossimétrica. Analogamente, mostra-se que Z € simétrica. Logo,
Z e Vn-

Lema 4.1. Se X €V, entdo
a) X" €V,
b) Se det(X) # 0 entdo X' € V,;
c) IJIX eV,
d) V, é um grupo abeliano aditivo;,
e) Os membros ndo singulares de V,, forma um grupo ndo abeliano multiplicativo.

Demonstragdo. a) Sendo X €V, temos que X =JXJ e X = xT. Assim, xT = JXTJ,

i.e., XT é centrossimétrica. Como (X T)T =X, segue que X! & simétrica.

b) Como X € centrossimétrica, segue que X = JXJ. Aplicando a inversa em ambos 0s

lados e sabendo que J 1=, temos
xt=wuxnt=ux"1y,

de onde segue que X ~1 ¢ centrossimétrica. Como, por hipdtese, X € simétrica e usando

as propriedades da inversa e transposta de uma matriz, temos
(X71>T _ (XT)fl :Xfl‘

Logo, X ~1 ¢ simétrica.

c) Pela Proposi¢do 4.1, uma matriz centrossimétrica tem a propriedade de que JXJ = X.

Suponha X € V,,, entdo
JUX) = (JNHXJ=XJ=JX.
Assim, JX é centrossimétrica. Como X T—Xxel?=J , temos que
X)) T =xTjT =xJ=JX.

Logo, JX € simétrica.
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d) Imediato, pois V, é um espacgo vetorial real.

e) SejaV, ={X €V, :det(X) #£0}. Note que a identidade I, pertence aV,". Se X,Y € V.
entdo XY € V', pois

det(XY 1) = det(X)det(Y ) # 0.

7z

Logo, V, é um grupo multiplicativo.
O

Cantoni e Butler investigaram as caracteristicas de uma matriz X € V,,. Assim como

Good, eles dividiram em dois casos: quando n € par e quando é impar.
Lema 4.2 ((Cantoni; Butler, 1976), Lemma 2). Seja Q € V,,.

a) Se n é par, qualquer matriz Q € V,, pode ser escrita como

Q_ACT
~\c Jar)’

onde A e C sdo matrizes de ordemn/2 e AT =A e CT = JCJ.

b) Se n é impar, qualquer matriz Q €V, pode ser escrita como

A x (T
0= |xI g xJ],
Cc Jx JAJ

onde A, J e C sdo matrizes de ordem |n/2| e AT =A e CT =JCJ.

Demonstragdo. a) Seja Q uma matriz n X n (onde n € par), particionada da seguinte
forma:
0= A B
~|c D|’

onde A, B, C e D sdao matrizes de ordem g Como Q € V, entdo QJ =JQ, i.e.,

D)l D)
(o e)-Cm)

Isto implica que



b)

57

Assim, pela igualdade de matrizes, temos que

BJ=JC — B=JCJ,
DJ=JA = D =JAJ.

Como Q €V, temos que Q = QT, ou seja:
A Jcr\ [ AT c’
c Jas) \went want)
Comparando os blocos correspondentes, obtemos A = A’ e CT = JCJ. Segue dai que
o- (A od
\c Jar)’

Seja Q uma matriz de ordem {mpar. Defina [n/2| = f. A matriz Q de ordem (2f + 1)
pode ser particionada da seguinte forma:

A x B
o=\|y" ¢q 7|,
C w D

onde A, B,C e D sdo matrizes de ordem f, x,y,z e w sdo vetores de R/ e g € um nimero
real. Como Q € V,,, entdo QJ = JQ, onde J € a matriz contraidentidade. Expandindo

essa condicao para a forma particionada de Q, temos:

A x B 00 J 00 J A x B
yoog o1 ol=(o1 0] q ],
C w D J 00 J 00 C w D
isto implica que
BJ x AJ JC Jw JD
2L q yTJ = yT q 7

DJ w CJ JA Jx JB
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Assim, obtemos as seguintes identidades:

BI=JC = B=JCJ,
Jw=x — w=Jx,
JD=AJ] — D=JAJ,
yTJ =7 = z= Jy.
Portanto,
A x JCJ
yoogq Y
C Jx JAJ
Como, além disso, Q € simétrica, segue que
A x JCJ ATy T
yoog Yul=1 g X
C Jx JAJ gent gy gant

Logo, AT =A,cT =JClex= y. Desta forma, Q pode ser escrita como

A x CT
0= |x" ¢q xJ |,
C Jx JAJ

onde A, J e C sdo matrizes de ordem [n/2].
U

Em seguida, Cantoni e Butler mostraram que qualquer matriz em V), € semelhante a uma
matriz diagonal em blocos. Antes, porém, lembre que uma matriz K € ortogonal se a sua inversa
coincide com a sua transposta, i.e.,

kK '=k".

Lema 4.3 ((Cantoni; Butler, 1976), Lemma 3). Considere a matriz Q definida no Lema 4.2.

Entdo

a) Se n é par, as matrizes

0 A JCJ A—-JC 0
= e
Cc JAJ 0 A+JC

sdo ortogonalmente semelhantes.
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b) Se n é impar, as matrizes

A x JCJ A—JC 0 0
0= |x' g x'J e 0 g VT
C Jx JAJ 0 V2x A+JC

sdo ortogonalmente semelhantes.

Demonstragao. a) Basta considerar a matriz K dada por:

o L (1
IV AVEN S

onde / é a matriz identidade e J € a matriz contraidentidade. Afirmamos que K é uma

matriz ortogonal. De fato, a transposta de K ¢

o L (11
V2 \-r g

kT L(I —J)L(I 1)
2\1 J ) V2 \-J J

1 —J I 1

I J>'<—J J)

1+72 1-J°

1—J? I—|—J2>

21 0O
0 21

Da mesma forma K” K = I,,. Logo, K é ortogonal. Agora, facamos o produto KQK”

Q_AJCJ
\c Ja1 )’

Assim,

| =

| =

I
S N =

onde



Temos dai que

KOKT — 1 AVCR AN A
\/i I J c JAJ] V2 \—J J
11 =T\ (A JC I
2\1 J c JAJ) \—J J
11 —JC A+JC
2\1 J C—JA C+JA
1 [A—JC—J(C—JA) A+IC—J(C+IJA)
2\A—JC+J(C—JA) A+JC+J(C+JA)

_ (A-JC 0
0 A+JC)

Logo, segue a semelhanga ortogonal entre as matrizes.

b) Suponha que a ordem de Q é impar. Se definirmos

S ©

- [ 4T

110—J10—J
HHTZEO\/EO 0 vV2 0
70 J|lI o J]
1'10—1"101’
:Eo\fzo 0 V2 0
7 0 J||-J 0 J]
1'2100
= 51020
0 0 21
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onde I, é a matriz identidade. Assim,

T
. I 0 —J A x JCJ | I 0 —J
HQOHT = E 0 V2 0 g X E 0 V2 0
I 0 J C Jx JAJ I 0 J
. I 0 A x JCJ I 0 1
= 5 0 \/5 g X 0 V2 0
I 0 C Jx JAJ -J 0 J
| A—JC JCJ —AJ I 0 1
= 5 VoxT \/—q V2xTy 0 V2 0
A+JC 2x JCJ+AJ —-J 0 J
| 204-JC) O 0
= 5 0 2q 27/ 24T

0 2V2x 2(A+JC)

A—JC 0 0
= 0 q VoxT
0 V2x A+JC

Logo, segue a semelhanga ortogonal entre as matrizes.

Corolario 4.1 ((Cantoni; Butler, 1976), Lemma 4). Uma matriz de ordem par da forma

e [A-IC 0
B 0 A+JC

ou de ordem impar da forma

A—JC 0 0
S= 0 g V2 |,
0 V2x A+JC

onde A e JC sdo matrizes simétricas de ordem f, podem ser transformadas, via semelhanca

ortogonal, a uma matriz de V,,.

Demonstracdo. Basta fazer os mesmos cdlculos da demonstracdo do Lema 4.3 usando as matri-

zes K e H, respectivamente. No Lema 4.3, provou-se que KQK T — R, dai
KOKT =R — Q=K'RK.

Analogamente, temos Q = H' SH, para o caso impar. Como Q € V,, segue o resultado. [
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4.2.2 Principais teoremas

Antes de prosseguir para o proximo resultado, vamos lembrar de alguns resultados da
algebra linear. Seja V um espaco vetorial de dimensdo n e considere o operador linear 7 : V — V.

Diz-se que T € diagonalizdvel se os autovetores de 7 formam uma base para V.

Teorema 4.1 (Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos). Se T : V — V é um operador

autoadjunto entdo V admite uma base formada pelos autovetores de T.

Como a matriz de um operador autoadjunto € simétrica entdo podemos dizer um coroldrio
do teorema espectral € que toda matriz simétrica € diagonalizavel.
Lembre também que o produto e a soma de matrizes ortogonais € também ortogonal.

Além disso, se U e Y sdo ortogonais entdo a matriz

U 0
0 Y
¢ ortogonal, pois
+ (U o] |lUT o0 vut 0
77" = r = A =1
0O Y||O0O Y 0 YY

Para motivar os resultados apresentados por Cantoni e Butler, vamos exibir dois exemplos.

Exemplo 4.1. Considere a matriz

1 2 0 2
0= 2 -1 0
o -1 1 2
2 0 2 1
Note que
1 2 0 -1
A = c C =
2 1 2 0
Assim,
1 2 0 1\({0 —1 -1 2
2 1 1 0/\2 O 2 2
e
1 2 0 1\/(0 —1 32
A+JC = + = .
2 1 1 0/\2 O 20
Os autovetores de A — JC sdo A} = —2 e A, = 3 e os autoespagos associados sdo

E_z = [Lt] = (—2, 1)] € E3 = [u2 = (1,2)].



63

Os autovetores de A + JC sdo autovetores sdo p; = —1 e pp = 4. Seus autoespacos associados

Eoi=lp=(1-2)] e Es=[n=(21).

Quando calculamos os autovetores e autovalores da matriz Q, encontramos como autovalores
M=-2,4=3,p1 =—1e pr =4, que sdo exatamente os mesmos autovalores de A —JC e

A+ JC. Além disso, seus autovetores associados sio

E, = [(_2717_172)]7

1

E,, = [(1727—27—1)]7

2

que sdo gerados por vetores antissimétricos e

EPI = [(1>_27_271)]7
EPz = [(2v1a172)]7

que sdo gerados por vetores simétricos. Assim, os autovetores associados aos autovalores de Q

podem ser calculados a partir de A —JC e A+ JC e podem ser escritos como

T
Vi = <u,~ —Jl/tl'>

T
Wi=<yi in) :

Exemplo 4.2. Agora, vejamos o caso de uma matriz centrossimétrica simétrica de ordem impar.

Considere

QS

I
- o © O W
o~ o Ww o
©c o b o 0O
S W o = o
w o o o

Os autovetores dessa matriz sdo A; = 2, com multiplicidade algébrica igual a 2, e A; =4, com

multiplicidade algébrica igual a 3. O autoespago associadoa A} =2 é

El = [(07_1707 1>0>7(_170707071>]-

1

Observe que os autovetores siao antissimétricos. O autoespago associado a A, =4 é

E;, =1(0,0,1,0,0),(0,1,0,1,0),(1,0,0,0,1)].
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Aqui, os autovetores associados a A, sdo simétricos. Vamos ilustrar, ainda, o método desenvolvido

no artigo de Cantoni e Butler no Lema 4.3. Identificamos as matrizes A e C, definidas no Lema

4.3,
30 0 1
A= e C= .
0 3 1 0

(030 ()6
oo 3+ 0a) (o))

Entdo, pelo Lema 4.3, a matriz Q € semelhante a matriz

Dai, temos que

S O O O W
S O O W O
S O ~ O O
S B~ O O O
~ O O O O

Assim, temos explicito os autovalores de Q bem como suas multiplidades.

Agora vamos entender o Teorema 2 do artigo de Cantoni e Butler. Todavia, achamos
melhor dividi-lo em dois teoremas, um para cada caso (ordens par e impar). O exemplo anterior

ajuda a entender o enunciado desse teorema.

Teorema 4.2 ((Cantoni; Butler, 1976), Theorem 2a). Suponha n par e

0- A JCJ
Cc JAJ
uma matriz de V,. Podemos determinar n/2 autovetores ortonormais antissimétricos v; de Q e

correspondentes autovalores A; a partir da solu¢do da equagdo
(A= JC)uj = A

1 T
ondei€l(n/2)ev;= 7 (ui —Ju,-) , e 0s vetores u; formam um conjunto ortogonal. Adicio-

nalmente, existem n/2 autovetores ortonormais simétricos w; e os autovalores correspondentes

pi podem ser determinados a partir da solu¢do da equagdo

(A+JC)yi = piyi,
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1 T
ondei€l(n/2), w;= E (yi Jy,-) e os vetores y; formam um conjunto ortogonal. Além disso,

o conjunto {vy,... Vnj2, Wi - ,wn/z} de n autovetores de Q forma um conjunto ortogonal, ao

qual gera o autoespaco de Q.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.3, temos que Q € ortogonalmente semelhante a matriz

A-JC 0
R= .
0 A+JC
Como Q € simétrica segue que R € simétrica e assim também sdo simétricas as matrizes A —JC
e A+ JC. Sendo assim, pelo teorema espectral para operadores autoadjuntos, segue que A —JC
e A+ JC sao diagonalizaveis. Desta forma, sendo A; os autovalores associados A —JC e p; 0s

autovalores associados a A 4+ JC, entdo existem matrizes ortogonais U e Y, cujas colunas sao

formadas pelos autovetores associados u; e w; de A —JC e A + JC, respectivamente, tais que

UT(A—JC)U = diag(A,),
YT(A+JC)Y = diag(p),

com i € I(n/2). Como U eY sdo ortogonais, segue que

v o
|0y
¢ ortogonal. Assim,
- - - ul o\ [A-JCc 0 U 0
Z'KQOK'Z=7Z"RZ = T
0 Y 0 A+4JC 0 Y
_ (uTAa-Jou 0
0 Y"(A+JC)Y
[ diag(4:) 0
0 diag(p;)

Note que K7 Z é ortogonal, segue que as colunas de K” Z sio os autovetores de Q, correspondentes

aos autovalores A; e p;. Além disso,

o L1 1 (uoy_ 1 (U ¥
S V2\-s J)\o v) v2\-gu v )

Isso mostra que os autovetores v; € w; de Q sdo ortonormais e satisfazem a relagdao

T 1 T
(u,- —Ju,'> e w; = —2 (y,- in> .

Vi =

1
V2
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Dai, percebe-se que temos 12/2 vetores v; antissimétricos e n/2 vetores w; simétricos. O

Teorema 4.3 ((Cantoni; Butler, 1976), Theorem 2b). Suponha n impar e

A x JCJ
0= |x" q x'J
C Jx JAJ

uma matriz de V,,. Podemos determinar |n/2| autovetores ortonormais antissimétricos v; de Q e

correspondentes autovalores A; a partir da solugdo da equagdo
(A - JC)M,' = liui

1 T
onde i € I(|n/2]) e vi = 7 (ui 0 —Ju,~> , e 0s vetores u; formam um conjunto ortogo-

nal. Adicionalmente, existem [n/2] autovetores ortonormais simétricos w; e os autovalores

correspondentes p; podem ser determinados a partir da solucdo da equacdo

A+JC V2x yi\. i
\/EXT q o; Yi = Di o )

1 r ~
ondei€l([n/2]), wi=— (yi 20 Jyl-> e os vetores | formam um conjunto ortogonal.

V2 (04

Além disso, o conjunto {vl,...,vf,wl,...,wn/z} de n autovetores de Q forma um conjunto

ortogonal, ao qual gera o autoespaco de Q.
Demonstragdo. A demonstracdo segue 0s mesmos passos para 0 caso par. [

A inversa do Teorema 4.2 e do Teorema 4.3 € apresentada por Cantoni e Butler sem

demonstracao.

Teorema 4.4 ((Cantoni; Butler, 1976), Theorem 3). Qualquer matriz real G de ordem n e
que tenham um conjunto de n autovetores ortonormais, cada um dos quais é simétrico ou

antissimétrico, é um membro de V,,.

Demonstracdo. Considere o conjunto {xj, -+, Xy, Y41, ,ynt de autovetores ortonormais de
G, com os autovetores x; simétricos e os autovetores y; antissimétricos. Considere os autovetores
simétricos x; de G. Entdo, por defini¢do, Jx; = x; e Gx; = Ax;, sendo A; # 0 um autovalor

associado a x;. Dai, multiplicando J a esquerda, temos
Gx; = ),ixi — JGx; = 7Ll~Jx,~ — JGx; = 7L,~x,~.

Por outro lado, tomando Jx; = x;, multiplicando A; em ambos os lados e depois aplicando G a
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esquerda, temos
?Lini = l,'xi — Al'Gin = lti,' - )LiGin = ll-zxi = GJx; = lixi.
Portanto,
JGxi —GJxi=0 = (JG—GJ)x; =0,
para cada vetor simétrico x;. Agora suponha y; autovetor de G antissimétrico com autovalor
pj #0,ie.,Jy; = —y;. De forma similar, temos

JGyj=pily; = JGy; = —pjy;.

Além disso, multiplicando p; a ambos os lados de Jy; = —y; e aplicando G, temos

pilyj=—pjyi = pjGlyj=—p;jGy; = GJyj=—p;y;.

Dai,
JGyj—GJyj =0 = (JG—GJ)yj =0,

para cada vetor antissimétrico y;. Como {xy,...,X;,Yr¢1,...,Ys} formam uma base ortonormal
completa de R", qualquer vetor v € R" pode ser escrito como uma combinagdo linear desses

autovetores. Logo, para qualquer vetor v, temos:
JG—-GJ)v=0.

Isso implica que JG = GJ, ou seja, G € centrossimétrica. Uma matriz G é simétrica se (Gv,w) =
(v,Gw). Sejam
-
:Z +ijyj e w-Zcx,—kde
i=1 r+1 r+1

. De um lado, considerando que a conjunto € ortonormal, temos

r

(Gv,w) = Za,x,+2b,y] Z +Zn:djyj>

r+1 i=1 r+l
.

= <Za,le Zb Gyjuzcl‘xl—i_zdjy./
i=1 r+1 r+1

— <Zatii,ZCixi>+<ijGyj7Zdjyj>
=l i—1 41 r+1

_ (Za,zx,,Zcx, (Y bipjy;, Y dpy))
i=1 r+l1 r+1

~

= Za,/’tcl+ ijpj

i=1 r+1
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Por outro lado,

r n r n
wGw) = (Y ami+Y bpyj,G(Y coxi+ Y dpy))
i=1 i=1

r+1 r+1
r n r n
= (Y axi+ Y by, Y cikixi+ Y dipy;)
i=1 r+1 i=1 r+1
r r n n
= (Y axi, ) cidixi) + (Y by, Y dipjy;)
i=1 i=1 r+1 r+1
r n
= Za,-/l,-ci-i— Z bjpjdj.
i=1 r+1
Portanto, G € simétrica. Logo, G € V,,. O

Cantoni e Butler concluem seu artigo comentando sobre os determinantes das matrizes

em V,. Usando K e H definidas no Lema 4.3, temos que
det(KQK™) = det(A — JC)det(A +JC),
no caso par e

VxT
det(HOHT) = det(A —JC)det [ 2 ,
V2x A+JC
para o caso impar. Isso mostra que o método usado no Teorema 4.2 e no Teorema 4.3 encontra
os aurovalores de Q com as multiplicidades corretas.
Como consequéncia dos teoremas, temos que um autovalor de Q é também autovalor de

A—JCouA+JC.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A investigacdo sobre as matrizes centrossimétricas permitiu compreender sua importancia
dentro da teoria das matrizes e sua evolugdo ao longo do tempo. Desde as primeiras defini¢des
formuladas por Zehfuss no século XIX até as contribuicdes mais recentes, percebe-se que essas
matrizes desempenham um papel relevante no desenvolvimento da édlgebra linear, especialmente
no que se refere ao estudo de suas propriedades estruturais € computacionais.

Os avancos mais expressivos ocorreram a partir da década de 1970, quando Cantoni
e Butler apresentaram teoremas fundamentais sobre as matrizes centrossimétricas simétricas,
aprofundando o entendimento sobre seus autovalores e autovetores. Além disso, o trabalho de
Ray e Good proporcionou métodos mais eficientes para a obtengdo da inversa dessas matrizes,
tornando suas aplicagdes mais vidveis em diferentes contextos mateméaticos e computacionais.

Dessa forma, as matrizes centrossimétricas ndo apenas possuem relevancia tedrica, mas
também desempenham um papel significativo em aplicagdes praticas, como na solugdo de
sistemas lineares e no processamento de sinais. O estudo continuo dessas matrizes contribui
para a ampliacdo do conhecimento algébrico e para o desenvolvimento de novas abordagens que
possam otimizar seu uso em diversas dreas da matematica aplicada.

Com isso, reforca-se a importancia de revisitar conceitos matemadticos historicos, ex-
plorando suas evolucdes e impactos na ci€ncia contemporanea. A pesquisa sobre matrizes
centrossimétricas demonstra como a matemadtica € um campo dindmico, onde a interse¢io entre

teoria e aplicagdo impulsiona novos avancos e descobertas.
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