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RESUMO

No presente trabalho, a autora realizará uma introdução à Gravitação Quântica de Laços (LQG) através
da quantização da Relatividade Geral (RG) discretizada em um 2-complexo em abordagem canônica
(introduzindo operadores satisfazendo a álgebra de Poisson clássica) e covariante (via amplitudes de
transição dadas por integrais de trajetória) resultando no formalismo de Redes de Spin e Espuma de Spin
respectivamente, mostrando a discritude dos espectros de área de volume e utilizando estes resultados
para derivar a entropia de Bekenstein-Hawking e analisar cosmologia do Big Bang.

Palavras-chave: gravitação quântica; gravitação; mecânica quântica; altas energias; relatividade; relati-
vidade geral; teorias de calibre; teorias de Yang-Mills; geometria diferencial; geometria quântica; teoria
de fibrados; teoria de campos.



ABSTRACT

In the present work, the author will introduce Loop Quantum Gravity (LQG) through the quantization
of General Relativity (GR) discretized on a 2-complex via the canonical (introducing operators satisfying
the classical Poisson algebra) and covariant (via transition amplitudes given by path integrals) approaches
resulting on the Spin Netowork and Spin Foam formalisms respectively, showing the discreteness of the
spectra of area and volume and using those results to derive the Bekenstein-Hawking entropy and analyse
Big Bang cosmology.

Keywords: quantum gravity; gravity; quantum mechanincs; high energy; relativity; general relativity;
gauge theories; Yang-Mills theories; differential geometry; quantum geometry; fibre bundle theory; field
theory.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 – Diferenças entre limites clássico j, v >> 1 e contínuo L → ∞ . . . . . . . . . . . . . . 37



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 – notação e denominação de elementos da discretização do interior de R . . . . . . . . . 18
Tabela 2 – notação e denominação de elementos da discretização da borda ∂R . . . . . . . . . . . 18



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2 FORMULAÇÃO DE TETRADAS-PALATINI E ANÁLISE CANÔNICA

DA RG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1 FORMULAÇÃO DE EINSTEIN DA RG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 TETRADAS E FÉRMIONS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2.1 Questão do Sinal do Determinante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2.2 Formulções de Primeira e Segunda Ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 AÇÃO DE HOLST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3.1 Vínculo de Simplicidade Linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4 ANÁLISE HAMILTONIANA DA RG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.4.1 Termos de Fronteira . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.4.2 Variáveis ADM: Decomposição 3 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3 VARIÁVEIS DE ASHTEKAR E QUANTIZAÇÃO EM LAÇOS . . . . . . . 13
3.1 VARIÁVEIS DE ASHTEKAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2 DISCRETIZAÇÃO CLÁSSICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2.1 Cálculo de Regge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2.2 Discretização da RG em um 2-complexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.2.1 Discretização da Fronteira . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.2.2 Discretização das Variáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.2.3 Ação Discretizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2.2.4 Variáveis de Fronteira . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.3 QUANTIZAÇÃO DA RG DISCRETIZADA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3.1 Mapa Yγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3.2 Operador de Área . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3.3 Redes de Spin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3.3.1 Fixação de Calibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3.3.2 Base de Rede de Spin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3.3.3 Átomos de Geometria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3.4 Introduzindo Dinâmica: Amplitudes de Transição . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.3.5 Limite Contínuo (L → ∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.3.6 Constante Cosmológica e Finitude IR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4 APLICAÇÕES TEÓRICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.1 ENTROPIA DE BEKENSTEIN-HAWKING . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 COSMOLOGIA QUÂNTICA DE LAÇOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5 ALGUMAS RESSALVAS IMPORTANTES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.1 GRAFOS GERAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.2 LIMITE CLÁSSICO (j � 1) VS LIMITE CONTÍNUO (L → ∞) . . . . . . . . . . . . 36
6 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
APÊNDICE A – Uma Breve Caminhada no Campo . . . . . . . . . . . . . . 41

A.1 AÇÃO, DERIVADA FUNCIONAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
A.1.1 Exemplos Básicos de Campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
A.1.1.1 Campo Escalar Real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
A.1.1.2 Campo de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
A.1.2 Análise Hamiltoniana de Campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



A.2 SEGUNDA QUANTIZAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
APÊNDICE B – Teorias de Calibre e Fibrados . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

B.1 ORIGENS DA SIMETRIA DE CALIBRE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
B.2 UMA BREVE INTRODUÇÃO AO FORMALISMO DE FIBRADOS . . . . . . . . . . 52
B.3 A AÇÃO DE YANG-MILLS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
B.3.1 Ação BF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
B.3.2 Teorias de Calibre na Rede . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
B.3.2.1 Teoria Hamiltoniana na Rede . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

APÊNDICE C – Teoria de Representação do Grupo de Lorentz SL(2,C) . . 60
APÊNDICE D – Cálculo explícito do espectro de Área em termos das

Variáveis de Ashtekar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
APÊNDICE E – Análise Harmônica no Grupo SU(2) . . . . . . . . . . . . . 63

E.1 SÍMBOLOS 3j DE WIGNER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
APÊNDICE F – Demonstrações das equações . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

F.1 CAP 3 SEC 3.1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64



1

PREFÁCIO

Neste trabalho, serão adotadas as seguintes convenções de notação: índices gregos como µ, ν =
t, x, y, z irão denotar direções em espaço-tempo 4-dimensional curvo; índices latinos maiúsculos do meio
do alfabeto como I, J = 0, 1, 2, 3 irão denotar direções em espaço-tempo plano 4-dimensional (equivalente-
mente, índices referentes à álgebra sl(2,C) = spin(3, 1)); índices latinos minúsculos do começo do alfabeto
como a, b = x, y, z irão denotar direções em espaço curvo 3-dimensional; índices latinos minúsculos do meio
do alfabeto como i, j = 1, 2, 3 irão denotar direções em espaço plano 3-dimensional (equivalentemente,
índices referentes à álgebra su(2) = spin(3)). Adicionalmente, será adotada a convenção de denotar por
δ/δφ a derivada funcional em relação ao campo φ de um funcional como a ação S, enquanto o operador
de Euler-Lagrange do campo φ aplicado a uma função como a densidade Lagrangeana L será denotado
por d/dφ, esquematicamente

δS

δφ
= dL

dφ
≡ ∂L

∂φ
−Dµ

∂L

∂(Dµφ) , S =
∫

d4xL ,

onde a derivada parcial em relação a um campo ∂L /∂φ é formalmente a derivada funcional integrada
em uma das variáveis,

∂L

∂φ
(x) ≡

∫
d3x′ δL (x)

δφ(x′) .

O texto principal deste trabalho assume um nível de conhecimento equivalente ao da autora ao
iniciar este, porém caso alguém que venha a ler este trabalho não possua a bagagem teórica necessária para
acompanhar o mesmo, serão feitas breves introduções aos temas relevantes nos apêndices para familiarizar
os leitores aos formalismos aqui presentes.
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1 INTRODUÇÃO

A Gravitação Quântica de Laços (abreviado LQG do inglês "Loop Quantum Gravity") é o principal
modelo atualmente quando se trata de abordagens não-perturbativas de quantização da Relatividade
Geral (RG) de Albert Einstein (Rovelli; Vidotto, 2015; Bodendorfer, 2016). Seu pontapé inicial se deu
em 1986 quando Abhay Ashtekar (Ashtekar, 1986) introduziu suas "variáveis de Ashtekar" através de
uma transformação canônica da RG no contexto Hamiltoniano. O termo "de Laços" no nome da teoria é
uma herança histórica do desenvolvimento desta, em que o espaço de Hilbert foi descrito inicialmente em
termos dos laços de Wilson (Bodendorfer, 2016; Rodolfo Gambini, 2011), e depois fora generalizado para
grafos com elos abertos terminando em nódulos (Rovelli; Vidotto, 2015). A teoria prevê que observáveis
como área e volume possuem espectros discretos, portanto o espaço em si é discreto sendo feito de "átomos
de geometria" (Rovelli; Vidotto, 2015; Vaid; Bilson-Thompson, 2014) e seu espaço de Hilbert possui um
produto interno discreto, assim violando uma hipótese do Teorema de Stone-Von Neumann, permitindo
que o modelo possa realizar previsões diferentes de outras tentativas mais usuais de quantização da RG
(Rodolfo Gambini, 2011). Por fim, é possível utilizar o formalismo resultante para derivar a entropia de
Bekenstein-Hawking, fazer análises de cosmologia do Big Bang e calcular espalhamentos de grávitons
(Rovelli; Vidotto, 2015; Rodolfo Gambini, 2011; Bodendorfer, 2016).

Este trabalho está estruturado da seguinte maneira: no capítulo 2 será feita uma revisão da RG
clássica, sua dificuldade de trabalhar com férmions e a solução deste problema através da formulação de
conexão-vierbein de Weyl-Cartan e a decomposição 3 + 1 do formalismo ADM.

Em 3, será feito o desenvolvimento do modelo, através da introdução das variáveis de Ashtekar
e da quantização realizada num espaço-tempo discretizado, inspirado nas técnicas de Cromodinâmica
Quântica (CDQ) na Rede, mostrando a discritude dos espectros de área e volume e as amplitudes de
transição finitas do modelo.

A seguir em 4 o modelo desevolvido anteriormente será usado para realizar análises de interesse
físico que perduram o debate quando se trata de "gravitação quântica", em particular na dedução da
entropia de Bekenstein-Hawking e na análise da cosmologia do Big Bang.

O capítulo 5 será destinado para tratar de ressalvas, como o fato de o grafo Γ não precisar ser a
borda de uma triangulação dual ∂∆∗, grafos com nódulos de valência diferente de 4 e a distinção entre o
limite contínuo e o limite clássico.

Por fim, 6 é o capítulo de conclusão do trabalho, onde serão discutidos os principais resultados
do modelo, sua relevância e possíveis direções de pesquisa futuras na área.
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2 FORMULAÇÃO DE TETRADAS-PALATINI E ANÁLISE CANÔNICA DA RG

2.1 FORMULAÇÃO DE EINSTEIN DA RG

Nossa melhor teoria de gravitação atualmente é a Relatividade Geral (RG) de Albert Einstein, em
que o campo gravitacional é reinterpretado como a geometria do próprio espaço-tempo, visto como uma
variedade pseudo-Riemanniana (Rovelli; Vidotto, 2015). O potencial gravitacional é dado pela métrica
do espaço-tempo gµν(x), cuja dinâmica é encapsulada numa equação de estado, conhecida como equação
de Einstein

Rµν − 1
2Rgµν + Λgµν = 8πG

c4 Tµν , 2.1.1

onde R = gµνRµν é o escalar de Ricci, Rµν = Rµν [g] é o tensor de Ricci obtido da contração do tensor de
Riemann Rµν = Rα

µαν com Rα
µβν = ∂βΓα

µν −∂νΓα
µβ +Γα

βδΓδ
µν −Γα

νδΓδ
µβ , Λ é a constante cosmológica, G é

a constante gravitacional de Newton, c é a velocidade da luz no vácuo e Tµν é o tensor de energia-momento
da matéria. Esta equação pode ser obtida através do princípio variacional da ação de Einstein-Hilbert
acoplada à matéria (com constante cosmológica), similar ao discutido no apêndice A

S[g] = 1
2κ

∫
d4x

√
−g(R− 2Λ) +

∫
d4x

√
−gLm, 2.1.2

em que g = det(gµν), κ = 8πG/c4 e Lm é a densidade Lagrangeana da matéria em análise, assumida como
minimamente acoplada (no sentido discutido em B) ao campo gravitacional. O tensor energia-momento
surge da variação do segundo termo em relação à métrica,

Tµν = 1√
−g

d

dgµν
[
√

−gLm]. 2.1.3

Esta é a formulação de segunda ordem da RG, em que os símbolos de Christoffel são tratados
como funções da métrica Γα

µν = Γα
µν [g]. É possível também analisar essa ação como formalismo de primeira

ordem, em que a conexão afim e a métrica são vistas como variáveis independentes,

SEH [g,Γ] = 1
2κ

∫
d4x

√
−gR[Γ], 2.1.4

no que variação em relação à conexão afim resulta no vínculo que nos permite expressar esta em termos
da métrica,

δSEH

δΓα
µν

= 0 2.1.5

↓

Γα
µν = 1

2g
αβ (∂µgβν + ∂νgβµ − ∂βgµν) , 2.1.6

assim retornando ao formalismo de segunda ordem. Isto é análogo a tratar q e q̇ como variáveis indepen-
dentes na análise de uma partícula em Mecânica Lagrangeana, em que a equação de Euler-Lagrange para
q̇ vincula este a q, q̇ = dq/dt. A vantagem de realizar essa mudança de paradigma é que agora a ação é
mais simples nas variáveis separadas, ao custo da introdução de mais um campo à teoria.

A formulação métrica-afim de Einstein para a RG, embora elegante e poderosa em suas previsões,
possui um problema: não há mecanismos para acoplar férmions (campo de Dirac) ao campo gravitacional
descrito em termos de métrica, pois esta é construída para lidar com vetores e tensores de ordem inteira,
sendo assim incompatível com campos (bi)espinoriais, os quais são importantíssimos para a descrição
microscópica de partículas como elétrons.
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2.2 TETRADAS E FÉRMIONS

Como dito anteriormente, o formalismo métrica-afim da RG não permite acoplamento do campo
de Dirac ao campo gravitacional. O campo de Dirac é um campo bi-espinorial que obedece a equação de
Dirac (em unidades naturais ~ = c = 1)

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, 2.2.1

onde γµ são as matrizes gamma de Dirac que compõe uma representação da álgebra de Clifford C`(1, 3)
através de sua relação de anti-comutação (γµ, γν) = 2ηµν e ψ é o bi-espinor de Dirac, composto por um
espinor de Weyl de quiralidade de mão direita e um de quiralidade de mão esquerda,

ψ =
[
φR

φL

]
, φi ∈ C2. 2.2.2

Aqui podemos ver dois problemas para acoplar a métrica ao campo de Dirac: o primeiro sendo que a
conexão afim Γα

µν requer índices de espaço-tempo para atuar, os quais estão ausentes no bi-espinor; o
segundo sendo que as matrizes gamma formam uma representação da álgebra de Clifford do espaço-tempo
plano de Minkowski.

Ambos problemas são solucionados ao trabalhar com a RG no formalismo tetradas-conexão de
Weyl-Cartan: da mesma maneira que o espinor ψ é a “raiz quadrada” de um quadrivetor, nós introduzimos
as tetradas (ou vierbein) eI

µ(x), que são como a “raiz quadrada” da métrica, mais especificamente

eI
µ(x)eJ

ν (x)ηIJ = gµν(x) 2.2.3a

eI
µ(x)eJ

ν (x)gµν(x) = ηIJ 2.2.3b

e suas inversas
eµ

I (x)eI
ν(x) = δµ

ν 2.2.4a

eµ
J(x)eI

µ(x) = δI
J 2.2.4b

satisfazendo
eµ

I (x)eν
J(x)ηIJ = gµν(x) 2.2.5a

eµ
I (x)eν

J(x)gµν(x) = ηIJ . 2.2.5b

No contexto da teoria de Fibrados abordada em B.2, as tetradas nos dão uma trivialização do
fibrado (co)tangente de uma dada carta U ⊂ M do espaço-tempo M1 (um isomorfismo de fibrados
vetoriais)

e : R3+1 × U → TU 2.2.6

R3+1 × {p} 7→ TpU

e−1 : R3+1 × U → T ∗U 2.2.7

R3+1 × {p} 7→ T ∗
pU,

pois estes atuam como um mapa entre o espaço-tempo de Minkowski e o espaço tangente do espaço-
tempo, mapeando a base canônica do primeiro à base de coordenadas do segundo. De maneira prática, esta
trivialização do fibrado (co)tangente nos dá um jeito de descrever a ação do campo gravitacional atuando
em campos vetoriais/tensoriais: dada uma métrica gµν , pelo fato desta ser simétrica é relativamente
1 Se a topologia de M for trivial, i.e M puder ser coberto por apenas uma carta, então essa trivialização será global,

e : R3+1 × M → T M .
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simples achar um vierbein eI
µ satisfazendo 2.2.3a, e então se soubermos as componentes de um dado

campo em espaço plano (por exemplo campo eletromagnético FIJ ), podemos usar as tetradas para achar
as componentes deste campo sob influência da gravidade, Fµν = eI

µe
J
νFIJ .

Pela eq 2.2.3a, vemos que os vierbein possuem uma simetria de Lorentz local interna (nos índices
de espaço plano)

eI
µ(x) → e′I

µ (x) = ΛI
J(x)eJ

µ(x), Λ ∈ SO(1, 3) 2.2.8

pois ΛI
I′ΛJ

J′ηIJ = ηI′J′ e os vierbein são campos dependendo da posição, logo as transformações de
Lorentz internas também dependem. Esta simetria local implica na existência de uma conexão ωIJ

µ , que
define uma derivada covariante (como discutido em B, este termo é mais geral que apenas a derivada
covariante da RG)

DµV
I = ∂µV

I + ωI
µJV

J . 2.2.9

Compatibilidade desta derivada covariante com a métrica de Minkowski interna implica nesta conexão
ser anti-simétrica em seus índices internos, tornando-a numa conexão do grupo de Lorentz SL(2,C),

Dµη
IJ = 0 2.2.10a

ωI
µKη

KJ + ωJ
µKη

IK = 0 2.2.10b

ωIJ
µ + ωJI

µ = 0 2.2.10c

ωIJ
µ = −ωJI

µ . 2.2.10d

Por fim, condição de metricidade dessa derivada é equivalente ao requerimento que a derivada covariante
do vierbein seja nula,

Dνe
I
µ = ∂νe

I
µ + ωI

νJe
J
µ − Γα

νµe
I
α = 0, 2.2.11

de onde podemos extrair a conexão afim em termos da conexão spin ωIJ
µ e das tetradas eI

µ

Γα
µν = eα

I ∂νe
I
µ + eα

I ω
I
νJe

J
µ, 2.2.12

isto é, enxergando as tetradas como um referencial inercial local, uma rotação infinitesimal seguida de
uma translação infinitesimal de dito referencial, uma transformação afim como o nome sugere.

Agora, o bi-espinor é visto como um espinor na representação spin-1/2 do grupo local de Lorentz,
então sua derivada covariante é dada por

Dµψ = ∂µψ + 1
2ω

IJ
µ γIJψ, 2.2.13

em que γIJ = 1
2 [γI , γJ ] são os geradores do grupo de Lorentz SL(2,C) = Spin(1, 3). Com isso, podemos

enfim escrever a equação de Dirac em espaço curvo

(iγIeµ
IDµ −m)ψ = 0, 2.2.14

onde γIeµ
I =: γ̃µ são matrizes gamma que agora geram a álgebra de Clifford do espaço curvo, (γ̃µ, γ̃ν) =

2gµν .
As tetradas e conexão spin definem uma geometria de Cartan, que é mais geral que geometria

Riemanniana por incluir torsão: a 2-forma de torsão é dada por

T = de+ 1
2[ω ∧ e] = De, 2.2.15

onde e = eI
µdxµγI e ω = ωIJ

µ dxµγIJ . Esta é a primeira equação de Cartan. A 2-forma de curvatura, ou
tensor de força de campo, é dado pela derivada covariante exterior da conexão

F = dω + 1
2[ω ∧ ω] = Dω. 2.2.16
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Esta é a segunda equação de Cartan. Dada uma tetrada e, a condição de torsão nula T = 0 nos permite
resolver para a conexão spin em termos das tetradas,

ωIJ
µ = eIν∇µe

J
ν = 1

2e
Iν∂[µe

J
ν] − 1

2e
Jν∂[µe

I
ν] − 1

2e
IνeJβ∂[νe

K
β]eKµ, 2.2.17

onde ∇µ denota a derivada covariante da métrica, esquematicamente ∇ = D − ω, assim reduzindo o
formalismo de Cartan para o de Riemann (com uma simetria de calibre adicional nos vierbein).

Quando a torsão é nula, as componentes do tensor de Riemann são relacionadas com as da
curvatura da conexão spin através do pullback dos índices de espaço plano para espaço tangente dado
pelo vierbein,

Rαβ
µν = Fαβ

µν ≡ eα
I e

β
JF

IJ
µν , se T = De = 0, 2.2.18

permitindo assim expressar a ação de Einstein-Hilbert em termos das tetradas

SEH [g] = 1
16π

∫
d4x

√
−gR =

= 1
16π

∫
d4x| det e|eµ

Je
ν
IF

IJ
µν = SEH [e]. 2.2.19

Por sua vez, esta pode ser expressa mais sucintamente em notação de formas diferenciais e = eIγI =
eI

µdxµγI

SEH [e] = 1
2κ

∫
d4x| det e|eµ

Je
ν
IF

IJ
µν =

= 1
κ

∫
sign(det e)eI ∧ eJ ∧ ∗FIJ =

= 1
4κ

∫
sign(det e)Tr(e ∧ e ∧ F ), 2.2.20

onde o traço é tomado nas matrizes gamma e ∗ denota o dual de Hodge nos índices internos de espaço
plano I, J . A menos do sinal do determinante do vierbein, essa ação remete à ação BF de teorias de
campos topológicos comentadas em B.3.1

SBF = 1
4q

∫
Tr(B ∧ F ), 2.2.21

onde q é a constante de acoplamento do campo de calibre. Essa semelhança será explorada em mais
detalhes mais à frente.

2.2.1 Questão do Sinal do Determinante

Na construção acima nós tratamos de uma ação equivalente à de Einstein-Hilbert no formalismo
de tetradas, porém acabamos com um módulo do determinante do vierbein e consequentemente um fator
de sinal do determinante na ação. Uma pergunta natural a se fazer é se esse sinal é de fato importante e
se não poderíamos lidar com a ação

S = 1
2κ

∫
d4x det eeµ

Je
ν
IF

IJ
µν = 1

4κ

∫
Tr(e ∧ e ∧ F ) 2.2.22

mais explicitamente em forma BF. Essas formulações acabam por não serem equivalentes, pois na dada
em 2.2.22, a ação troca de sinal ante uma reversão temporal. Isso não gera nenhum efeito na matéria que
acopla à métrica, porém como discutimos anteriormente, o campo de Dirac acopla às tetradas, portanto
sua dinâmica é sensível ao sinal sign(det e), visto que a fase de férmions evolui ao contrário em regiões
onde o sinal do determinante muda. Dado que experimentos de interferência são capazes de detectar
mudanças relativas de fase, a princípio esse sinal é observável. A ação de partículas não-relativísticas muda
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de sinal ante reversão temporal, em contra-partida a ação de Einstein-Hilbert em formulação métrica-afim
não muda, então neste sentido a formulação de tetradas-conexão parece mais natural/fundamental.

Tudo isso tem pouco efeito na teoria clássica, porém é vital na teoria quântica: quando se constrói
a integral de trajetória do campo gravitacional, haverá diferença se a integral for feita sobre métrica

W [g] ∼
∫

D[g]eiSEH [g] 2.2.23

ou sobre vierbein
W [e] ∼

∫
D[e]eiSEH [e], 2.2.24

visto que a integração sobre tetradas inclui configurações onde o sinal é negativo, contribuindo com termos
da forma

e−iSEH 2.2.25

além dos termos convencionais da forma
e+iSEH . 2.2.26

Nesse sentido, a contribuição de termos de expoente negativo são análogos aos caminhos de propagação
para frente e para trás da partícula relativística, e pode-se até dizer que a região de sinal negativo é uma
espécie de “anti-espaço-tempo”: uma região onde tem-se uma contribuição de ação negativa, como se
revertido temporalmente. Portanto, trataremos da ação dada na eq 2.2.22, onde descartamos o sinal na
integração.

2.2.2 Formulções de Primeira e Segunda Ordem

Assim como na formulação de Einstein, podemos tratar a formulação de Weyl-Cartan em primeira
ordem, ao enxergar a conexão spin ω como independente do campo referencial e

S[e, ω] = 1
4κ

∫
Tr(e ∧ e ∧ F [ω]). 2.2.27

Esta é uma ação polinomial em e e ω, chamada ação de tetradas-Palatini. Para gravitação pura (teoria
de vácuo), ambas formulações são equivalentes, pois variação da ação 2.2.27 em relação à conexão spin
leva à condição de torsão nula

δS

δωKL
α

= 0 2.2.28

↓ ×eK
µ e

L
ν e

I
α

D[µe
I
ν] = T I

µν = 0 2.2.29

então reduzindo para a formulação de segunda ordem com ω = ω[e]. No entanto, quando consideramos
essa ação acoplada à ação de Dirac

S′[e, ω, ψ] = 1
4κ

∫
Tr(e ∧ e ∧ F [ω]) + SD[e, ω, ψ], 2.2.30

as duas formulações se tornam inequivalentes, em particular por quê agora variação com respeito à conexão
spin gera um acoplamento spin-torsão

δS′

δωKL
α

= 0 2.2.31

↓ ×eK
µ e

L
ν e

I
α

T I
µν + 1

2
(
eI

µT K
ανe

α
K − eI

νT K
αµe

α
K

)
= κσI

µν 2.2.32
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onde σI
µν é o tensor de spin do campo de Dirac dado pela variação da ação de Dirac em relação à conexão

spin,
σI

µν = 1
det ee

K
µ e

L
ν e

I
α

δSD

δωKL
α

. 2.2.33

Essa diferença entre as duas formulações pode ser expressa como um termo de interação de quatro
férmions, pois a conexão de spin que soluciona 2.2.32 possui termos que dependem do férmion ψ, o qual
se re-acopla com os mesmos através da derivada covariante Dµ. Esquematicamente,

S[e, ψ] = S[e, ω, ψ] +
∫
ψψψψ, 2.2.34

portanto mesmo as formulações de primeira e segunda ordem sendo inequivalentes quando acopladas ao
campo de Dirac, sempre pode-se somar ou subtrair um termo de interação de quatro férmions, tornando-as
equivalentes.

2.3 AÇÃO DE HOLST

A ação 2.2.27 é uma bela expressão polinomial nas variáveis e e ω, remetente à ação BF de teorias
de campos topológicos. Além disso, ela admite formulação geométrica através de notação de formas
diferenciais. Porém, ela não é a única ação que possui essas características. Outra ação que também possui
essas mesmas características é

S = 1
4κ

∫
Tr(e ∧ e ∧ ∗F ) 2.3.1

com o dual de Hodge na curvatura F dentro do traço, então nós a adicionamos à ação de Einstein-Hilbert
com uma constante de acoplamento γ, denominada parâmetro de Barbero-Immirzi

SH = 1
4κ

(∫
Tr(e ∧ e ∧ F ) + 1

γ

∫
Tr(e ∧ e ∧ ∗F )

)
. 2.3.2

Esta é a ação de Holst. A adição deste termo não afeta as equações clássicas de movimento pois se trata
de uma transformação canônica: variação em relação à conexão spin novamente nos dá a condição de
torsão nula, e com isso o novo termo se anula

1
4κγ

∫
Tr(e ∧ e ∧ ∗F ) = 1

κγ

∫
d4xRµνθρε

µνθρ ≡ 0 2.3.3

pelas simetrias do tensor de Riemann, em particular, sua parte completamente anti-simétrica é nula pois
Rµνθρ é simétrico em ν, ρ enquanto εµνθρ é anti-simétrico nos mesmos. No caso particular de γ = i, esta
ação é auto-dual nos índices de espaço plano I, J , isto é, ∗SH = iSH . A ação de Holst 2.3.2 pode ser
reescrita mais compactamente

SH = 1
4κ

(∫
Tr(e ∧ e ∧ F ) + 1

γ

∫
Tr(e ∧ e ∧ ∗F )

)
=

= 1
4κ

∫
Tr
(
e ∧ e ∧ F + 1

γ
e ∧ e ∧ ∗F

)
=

= 1
4κ

∫
Tr
(
e ∧ e ∧

(
1 + 1

γ
∗
)
F

)
=

= 1
4κ

∫
Tr
((

e ∧ e+ 1
γ

∗ (e ∧ e)
)

∧ F

)
, 2.3.4

onde agora a ação na forma BF revela B = (1 + 1
γ ∗)e ∧ e. Esta é a ação com a qual se trabalha em LQG,

pois é a mais genérica polinomial e possuindo todas as simetrias relevantes, reduzindo à RG classicamente.
A transformação canônica que leva à esta ação é a que fixa a conexão a ser

AIJ
µ = 1

2

(
ωIJ

µ − γ

2 ε
IJ

KLω
KL
µ

)
, 2.3.5
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que no caso de γ = i se torna a parte auto-dual da conexão spin, (∗A)IJ
µ = iAIJ

µ . Esta é a versão covariante
do que virá a ser definido como conexão de Ashtekar (Lei Lu, 2024).

Como dito anteriormente, o termo de Holst não possui efeito na teoria clássica, porém ele é
substancial para a teoria quântica: o termo B é o momento canônico conjugado à conexão A,

Π = 1
κ

∂

∂(∂0A) (B ∧ F ) =

= 1
κ
B = 1

κ
BIJ

µν dxµ ∧ dxνγIJ , 2.3.6

em particular, se a análise for restrita à fronteira de t = 0 de uma região compacta do espaço-tempo onde
a restrição de e ∧ e some nesta fronteira, temos que

Π = 1
κγ

∗ (e ∧ e). 2.3.7

Esta expressão define a versão covariante do que virá a ser chamado campo elétrico de Ashtekar (Lei Lu,
2024).

2.3.1 Vínculo de Simplicidade Linear

Considere uma fronteira tipo espaço Σ ⊂ M . As tetradas são um mapa que levam os espaços
tangente de M ao espaço de Minkowski R3+1, em particular, mapeiam o espaço tangente num ponto σ ∈ Σ
a um sub-espaço vetorial espacial de R3+1. O subgrupo de SO(3, 1) que mantém esse espaço invariante
é o grupo de rotações SO(3), quebrando a simetria local SL(2,C) em uma simetria local SU(2) nessa
fronteira. Isto é, a fronteira Σ nos permite escolher um referencial de Lorentz preferido.

Em coordenadas, podemos visualizar isso ao escrever o vetor normal aos vetores tangentes à
fronteira Σ,

nI ∼ εIJKLe
I
µe

J
ν e

K
θ

∂xµ

∂σ1
∂xν

∂σ2
∂xθ

∂σ3 , 2.3.8

onde σa são as coordenadas de um ponto σ ∈ Σ e xµ(σ) são o mergulho de Σ em M , ou seja nI é o
pullback de três índices do símbolo de Levi-Civita em espaço plano ao espaço curvo e depois à fronteira.
O motivo para considerarmos o vetor normal em espaço plano é devido ao fato de que iremos usá-lo para
separar os índices internos da 2-forma de momento 2.3.6. Podemos usar nI para fixar o calibre do grupo
SL(2,C) ao SU(2) que o preserva, ou seja, podemos orientar o referencial de Lorentz local de maneira que
Σ seja uma hiper-superfície de tempo fixo, i.e nI = (1, 0, 0, 0).

A restrição da 2-forma de momento BIJ = BIJ
ab dσa ∧ dσb à fronteira Σ pode ser decomposta em

uma parte elétrica KI = nJB
IJ e magnética LI = nJ (∗B)IJ , da mesma maneira que o tensor de Faraday

Fµν do eletromagnetismo pode ser decomposto uma vez que um referencial de Lorentz é escolhido, porém
aqui a decomposição é nos índices internos do grupo SL(2,C) ao invés de nos índices de espaço-tempo.
Pela natureza anti-simétrica de BIJ , vemos que KI e LI não possuem componentes normais à Σ, i.e
nIK

I = 0 = nIL
I (pois nIK

I = nInJB
IJ = (nInJ −nJnI)BIJ = 0 e analogamente para LI), e portanto

possuem apenas 3 componentes independentes, podendo ser escritos como vetores 3-dimensionais no
espaço normal à nI , denotados como ~K e ~L. No calibre onde nI = (1, 0, 0, 0) eles se tornam simplesmente

Ki = Bi0 2.3.9a

Li = 1
2ε

i
jkB

jk. 2.3.9b

Estas são relações análogas em forma às que relacionam os campos elétrico e magnético ao tensor de
Faraday.

Um resultado simples porém importante para a teoria quântica é que (note que na fronteira Σ,
nIe

I |Σ ≡ 0 pela definição de nI)

KI = nJ

(
∗(e ∧ e))IJ + 1

γ
(e ∧ e)IJ

)
= nJ(∗(e ∧ e))IJ 2.3.10a



Capítulo 2. FORMULAÇÃO DE TETRADAS-PALATINI E ANÁLISE CANÔNICA DA RG 10

LI = nJ

(
(e ∧ e)IJ + 1

γ
(∗(e ∧ e))IJ

)
= 1
γ
nJ(∗(e ∧ e))IJ 2.3.10b

⇓

~K = γ~L. 2.3.11

Este é o vínculo de simplicidade linear, em palavras as partes elétricas e magnéticas da 2-forma de
momento BIJ são proporcionais uma a outra, com a constante de proporcionalidade sendo o parâmetro
de Barbero-Immirzi γ. Esta relação é uma das equações mais importantes de LQG, como exploraremos
na seção 3.3.

2.4 ANÁLISE HAMILTONIANA DA RG

Agora iremos dar um passo atrás e retornar à ação de Einstein-Hilbert convencional, pois histo-
ricamente a análise canônica da RG feita por Dirac e posteriormente por Arnowitt, Deser e Misner e a
consequente introdução das variáveis de Ashtekar começou por dita ação, onde a transformação canônica
que leva à ação de Holst foi feita por Ashtekar no contexto canônico.

2.4.1 Termos de Fronteira

Considere uma região compacta R ⊂ M , com a topologia de uma 4-bola B4. A fronteira de R
é um espaço 3-dimensional com a topologia de uma 3-esfera S3, a qual denotaremos por Σ. Para obter
um princípio variacional e uma função de Hamilton-Jacobi bem definidos, por vezes termos de fronteira
podem ser necessários. Na formulação métrica-afim, o termo de fronteira é

SEH (fronteira) =
∫

Σ
d3σ

√
qkabqab, 2.4.1

onde qab = gab é a 3-métrica induzida na fronteira (o motivo para o uso da letra q é pela convenção
de coordenadas generalizadas serem denotadas por essa letra, e como veremos adiante na seção 2.4.2, o
espaço de fase da RG é parametrizado por essa 3-métrica), q é seu determinante, σa são as coordenadas
de um ponto σ ∈ Σ e kab é a curvatura extrínsica de Σ, cuja forma será definida adiante. Para o caso de
gravidade pura sem constante cosmológica, visto que o escalar de Ricci é nulo nas soluções da equação
de Einstein (Gµν = 0, tomando o traço temos gµνGµν = −R = 0), a ação para o interior de R some, logo
a função de Hamilton-Jacobi será dada apenas pelo termo de fronteira

SEH [q] =
∫

Σ
d3σ

√
qkab[q]qab. 2.4.2

Esse funcional é bem não-trivial de se calcular, pois a curvatura extrínsica kab[q] é determinada pela solução
do interior de R selecionado pela geometria intrínsica de Σ, logo kab é não-local. Saber a dependência
geral de kab[q] em termos de qab é equivalente a saber a solução geral da equação de Einstein.

2.4.2 Variáveis ADM: Decomposição 3 + 1

A análise Hamiltoniana da RG foi feita inicialmente por Dirac com o intuito de quantizar a teoria.
A tarefa foi difícil por dois motivos: o primeiro era por se tratar de uma teoria com vínculos, o que levou
Dirac a formular sua teoria de sistemas Hamiltonianos vinculados; a segunda dificuldade foi a intricância
horrenda da álgebra advinda da análise canônica da teoria usando as variáveis métricas convencionais.
Esta segunda dificuldade foi aliviada por Arnowitt, Deser e Misner com a introdução de suas variáveis
ADM: a partir da métrica gµν , definimos 3 campos

qab = gab, 2.4.3a
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Na = ga0, 2.4.3b

N =
√

−g00, 2.4.3c

onde Na é chamado vetor deslocamento e N de função de lapso. Note que na última expressão 2.4.3c, N é
definido pela componente (0, 0) da métrica inversa gµν e não da covariante gµν . Esta mudança de variáveis
é conveniente pois, como veremos a seguir, quando a ação de Einstein-Hilbert é escrita em termos destas
variáveis, descobre-se que a Lagrangeana não depende das derivadas Ṅ e Ṅa, simplificando a análise
canônica pois agora o espaço de fase é parametrizado apenas pela 3-métrica qab.

Outra característica positiva destas variáveis é sua interpretação geométrica clara: assuma que
o espaço-tempo é folheado por hiper-superfícies de t = cte. Neste contexto, qab é claramente a métrica
induzida nessas superfícies espaciais, e pode ser usada para subir e descer índices espaciais a, b = 1, 2, 3.
Agora, considere o vetor normal a essas hiper-superfícies nµ e também considere xµ ∈ Σ(t). Nesse caso,
yµ = xµ +Nnµdt é o mesmo ponto na superfície Σ(t+ dt), por isso o nome lapso, pois N mede o tempo
próprio elapsado de uma foliação para a próxima. Por fim, o vetor deslocamento mede, como o nome
sugere, o deslocamento entre os pontos yµ e (t+ dt, ~x), ou seja, a separação entre as coordenadas espaciais
de um ponto em uma foliação em t+ dt e o ponto equivalente seguindo o vetor normal à superfície.

A função de lapso pode ser definida de outras duas maneiras equivalentes:

−N2q = g 2.4.4a

g00 = −N2 +NaN
a, 2.4.4b

de tal forma que o elemento de linha nessas variáveis pode ser escrito como

ds2 = −(N2 −NaN
a)dt2 + 2Nadxadt+ qabdxadxb. 2.4.5

Com isso, podemos obter qab com índices contravariantes

qab = gab + 1
N2N

aN b 2.4.6

A curvatura extrínsica Kµν da foliação Σ é dada pela derivada de Lie da métrica ao longo do
vetor normal à foliação nµ,

Kµν = 1
2Lngµν . 2.4.7

Como nµ é normal à foliação Σ, temos que nµKµν = nνKµν = 0, então podemos olhar apenas para a
parte espacial da curvatura extrínsica kab, que é um objeto vivendo na superfície de t = cte,

kab = 1
2Lnqab = 1

2N (q̇ab −D(aNb)), 2.4.8

onde Da é a derivada covariante da 3-métrica. Em termos destas variáveis, a ação de Einstein-Hilbert se
torna

SEH [N, ~N, q] = 1
2κ

∫
dt
∫

d3x
√
qN(kabkab − k2 +R[q]), 2.4.9

onde k = ka
a = qabkab e R[q] é o escalar de Ricci da 3-métrica. Mais explicitamente em termos das variáveis

principais, temos que a densidade Lagrangeana é

L [N, ~N, q] = 1
2κ

(√
q(qacqbd − qabqcd)(q̇ab −D(aNb))(q̇cd −D(cNd))

4N + √
qNR[q]

)
. 2.4.10

Como dito anteriormente, a análise canônica agora é simplificada, pois como podemos ver não temos as
derivadas temporais Ṅ e Ṅa, logo os momentos canônicos conjugados a essas variáveis são nulos e temos
que o momento conjugado da 3-métrica é

πab = ∂L

∂q̇ab
= 1

2κ
√
qGabcdkcd = 1

2κ
√
q(kab − kqab), 2.4.11
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onde Gabcd é a super métrica de DeWitt (contravariante) e é dada por

Gabcd = 1
2(qacqbd + qadqbc − qabqcd). 2.4.12

Com isso, podemos reescrever a ação em forma Hamiltoniana

S[N, ~N, q, π] =
∫

dt
∫

d3x
(
πabq̇ab −NC[π, q] −NaC

a[π, q]
)
, 2.4.13

em que
C = 1

√
q
Gabcdπ

abπcd − √
qR[q] 2.4.14

é o vínculo escalar ou vínculo Hamiltoniano e

Ca = Dbπ
ab 2.4.15

é chamado de vínculo vetorial ou vínculo de diffeomorfismo. Evidentemente, estes devem ser nulos pelas
equações de movimento de N e Na, visto que estas não possuem suas velocidades na ação. A razão
dos nomes “Hamiltoniano” e “diffeomorfismo” é que estes geram evolução temporal2 e diffeomorfismos
espaciais, respectivamente, através de parenteses de Poisson

{f,H[N ]} = Nḟ 2.4.16a

{f,Ha[Na]} = L ~Nf, 2.4.16b

onde H[N ] e Ha[Na] são as cargas destes vínculos dados por

H[N ] =
∫

d3xNC 2.4.17a

Ha[Na] =
∫

d3xNaC
a. 2.4.17b

Portanto, a teoria Hamiltoniana é caracterizada pelo anulamento dos momentos do deslocamento
e lapso, dos vínculos Hamiltonianos e de diffeomorfismo e de uma Hamiltoniana que é nula quando os
vínculos são satisfeitos. Sucintamente,

H = H[N ] +Ha[Na] 2.4.18

H[N ] ≈ 0 2.4.19a

Ha[Na] ≈ 0, 2.4.19b

onde ≈ significa “fracamente igual a”, significando que o vínculo é igual a 0 no espaço de fase restrito
(físico), porém seu parênteses de Poisson com uma dada função do espaço de fase pode não ser nula, em
particular, estes devem ser vistos como geradores de simetrias de calibre por 2.4.16a e 2.4.16b, e significado
físico só deve ser atribuído a funções que Poisson-comutam com ambos, denominadas observáveis de Dirac,
pois estas seriam funções invariantes a transformações de coordenadas. H[N ] e Ha[Na] geram uma álgebra
sob comutação de Poisson, a álgebra de deformação de hiper-superfícies ou álgebra de Dirac,

{H[N ],H[M ]} = Ha[M∂aN −N∂aM ] 2.4.20a

{Ha[Na],H[M ]} = H[L ~NM ] 2.4.20b

{Ha[Na],Hb[Mb]} = −Ha[L ~NMa]. 2.4.20c

Um ponto a se notar aqui é que esta não é uma álgebra de Lie convencional, pois temos funções de
estrutura ao invés de constantes. Isso trás complicações ao procurar por operadores que satisfaçam esta
álgebra.
2 Mais especificamente, H[N ] engloba a dinâmica da teoria, e é o gerador de evolução temporal apenas na subvariedade

do espaço de fase onde as equações de Einstein são satisfeitas.



13

3 VARIÁVEIS DE ASHTEKAR E QUANTIZAÇÃO EM LAÇOS

Com a análise canônica da RG, mesmo na decomposição 3 + 1 ADM ainda temos o problema
da ação, Hamiltoniana e vínculos serem dados por expressões complicadas das variáveis em questão. É
neste contexto que entram em cena as variáveis de Ashtekar, introduzidas em 1986 por Abhay Ashtekar
(Ashtekar, 1986) que percebeu que há uma transformação canônica que pode ser feita na análise Hamilto-
niana que simplifica as grandezas citadas anteriormente a expressões polinomiais, remetentes à teoria de
Yang-Mills, e quando considera-se a formulação covariante coincide com a análise feita na seção 2.3.

3.1 VARIÁVEIS DE ASHTEKAR

Da mesma maneira que anteriormente tínhamos as tetradas como raíz quadrada da métrica, agora
introduzimos as tríades (ou dreibein) como raíz quadrada da 3-métrica

ei
ae

j
bδij = qab 3.1.1a

ei
ae

j
bq

ab = δij 3.1.1b

e suas inversas
ea

i e
i
b = δa

b 3.1.2a

ea
j e

i
a = δi

j 3.1.2b

satisfazendo o esperado
ea

i e
b
jδ

ij = qab 3.1.3a

ea
i e

b
jqab = δij . 3.1.3b

Da mesma maneira que a introdução do vierbein trouxe uma simetria SL(2,C) local à teoria, o uso de
tríades trás uma simetria SU(2) local para nossa análise.

A primeira de nossas novas variáveis é a tríade inversa densitizada

Ea
i := √

qea
i , 3.1.4

denominado campo elétrico de Ashtekar, onde a razão para este nome será explorada mais a frente. Pela
fórmula de inversa usando os símbolos de Levi-Civita, vemos que o campo elétrico de Ashtekar pode ser
visto como uma anti-simetrização de dois dreibein

ea
i = 1

2 det eε
abcεijke

j
be

k
c 3.1.5

⇓

Ea
i = 1

2ε
abcεijke

j
be

k
c , 3.1.6

com det e = √
q, portanto temos que este pode ser visto como uma 2-forma com valores na álgebra su(2)

1
2ε

i
jke

j ∧ ek = Ei = κγΠi, 3.1.7

onde Π é o momento canônico à conexão discutido em 2.3.
A outra variável começa pelo pullback da curvatura extrínsica

ki
a := 1

√
q
Eibkab = eibkab, 3.1.8

e estes satisfazem parênteses de Poisson canônicos com Ea
i

{ki
a(x), Eb

j (y)} = 2κδi
jδ

b
aδ

3(x, y). 3.1.9
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No entanto, agora nosso espaço de fase possui 9+9 graus de liberdade em contraste aos 6+6 das variáveis
(qab, π

cd), então precisamos de mais um vínculo para voltar à mesma dimensionalidade de antes. Este
vínculo vem do fato de que a curvatura extrínsica é simétrica, logo ki

[aE
j
b]δij = √

qk[ab] = 0, nos dando a
lei de Gauss (este nome fará mais sentido adiante)

Gi = εijkk
j
bE

kb. 3.1.10

A Hamiltoniana associada a este vínculo some fracamente e gera transformações de calibre SO(3),

Hi[λi] =
∫

d3xGiλ
i ≈ 0, 3.1.11

{Hj [λj ], ki
a} = εi

jkλ
jkk

a 3.1.12a

{Hj [λj ], Ea
i } = ε k

ij λjEa
k . 3.1.12b

Vamos verificar que isso de fato gera a mesma dinâmica que o formalismo ADM:

{qab[E](x), πcd[E,K](y)} =
∫

d3x′d3y′ δqab(x)
δEi′

a′(x′)

{
Ei′

a′(x′), kb′

j′ (y′)
} δπcd(y)
δkb′

j′ (y′)
=

= δc
(aδ

d
b)δ

3(x, y), 3.1.13

portanto vemos que de fato se trata da mesma dinâmica, pois o parêntese de Poisson canônico é preservado,
se tratando de uma transformação canônica do sistema.

Embora tenhamos introduzido uma simetria SO(3) interna na nossa análise, nenhuma de nossas
variáveis canõnicas se transforma como conexão, ambas se comportando como vetores (co)tangentes com
valores na álgebra so(3). Porém, isso pode ser corrigido ao perceber que a restrição 3-dimensional da
conexão spin ωi

a[e] = 1
2ε

i
jkω

jk
a [e] não só já é uma conexão so(3) como também satisfaz

{ωi
a(x), Eb

j (y)} = 0 3.1.14a

{ωi
a(x), kj

b(y)} = 2κδ3(x, y)∇ae
ia′
ejb′

εba′b′ , 3.1.14b

portanto a combinação linear desta com a curvatura extrínsica ki
a resultará numa conexão su(2) (pois a

soma de uma conexão com um covetor resulta em uma conexão, ver apêndices) canonicamente conjugada
ao campo elétrico de Ashtekar Ea

i , denominada conexão de Ashtekar

Ai
a := ωi

a + γki
a. 3.1.15

Ao comparar com a conexão de Ashtekar obtida da ação de Holst na seção 2.3, vemos que ki
a = ω0i

a . Com
essa mudança, nossos parenteses de Poisson se tornam{

Ea
i (x), Eb

j (y)
}

= 0 3.1.16a{
Ai

a(x), Eb
j (y)

}
= 2κγδi

jδ
b
aδ

3(x, y) 3.1.16b{
Ai

a(x), Aj
b(y)

}
= 0 3.1.16c{

Hj [λj ], Ai
a

}
= Daλ

i 3.1.16d{
Hj [λj ], Ea

i

}
= ε k

ij λjEa
k . 3.1.16e

Um detalhe a se atentar é que 3.1.16c não é trivial, pois Ai
a é formado por quantidades que não comutam

e só é garantido pela antisimetria de 3.1.14b.
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Em termos destas variáveis, nossos vínculos se tornam

C =
Ea

i E
b
j√

det(q)

(
εij

kF
k
ab − (γ2 + 1)ki

[ak
j
b]

)
≈ 0 3.1.17a

Ca = F i
abE

b
i ≈ 0 3.1.17b

Gi = DaE
a
i ≈ 0, 3.1.17c

onde F k
ab = ∂[aA

k
b] + εk

ijA
i
aA

j
b é a curvatura da conexão de Ashtekar (campo magnético). Note que em

3.1.17a o segundo termo se anula para γ = i, que é a mesma condição para obter a conexão auto-dual
em 2.3. Por esta razão, durante muito tempo trabalhou-se com γ = i em LQG, porém esta escolha foi
abandonada por dois motivos: o primeiro é que a conexão complexa resulta em RG complexificada, no
entanto RG se trata de uma teoria de variáveis reais; o segundo motivo é que γ = i trás sérios problemas
de realidade dos operadores após quantização (em particular, o parâmetro γ aparece nos espectros de
operadores como o operador de área, então um valor complexo para este tornaria o operador de área
em algo não-observável), então trabalharemos com γ ∈ R. Quando escrito em termos das variáveis de
Ashtekar, podemos enxergar o motivo dos nomes "campo elétrico" e "lei de Gauss": a tríade densitizada
Ea

i é a variável canonicamente conjugada à conexão Ai
a assim como o campo elétrico no eletromagnetismo

de Maxwell e a lei de Gauss DaE
a
i = 0 é a mesma típica de teorias de Yang-Mills.

O campo elétrico de Ashtekar possui uma interpretação geométrica clara: este é um elemento de
área. Para ver isso, utilizamos a fórmula para área de uma superfície S em termos da métrica induzida
hsr, com s, r = 1, 2:

A(S) =
∫

S

d2x
√

det(h) =

=
∫

S

d2x
√

det(q)q33 =

=
∫

S

d2x
√
E3

i E
i3 =

=
∫

S

d2x
√
Ea

i naEibnb =

=
∫

S

√
dSadSbEa

i E
ib, 3.1.18

onde foram escolhidas coordenadas tais que x3 = 0 ↔ (na) = (0, 0, 1). Se a superfície S for suficientemente
pequena, podemos usar a expressão do campo elétrico de Ashtekar como 2-forma para definir um elemento
da álgebra su(2) representando um vetor normal à superfície cuja norma dá a área da superfície, o fluxo
de tríade

Ei(S) = 1
2ε

i
jk

∫
S

ej ∧ ek. 3.1.19

Há uma importante ressalva a ser feita: o momento Π definido em 2.3.7 é conjugado à conexão
e logo é o gerador canônico de transformações de Lorentz. Em particular, o gerador de um impulso na
direção z por exemplo é dado por

Kz = 1
2κγK

z, 3.1.20

o qual usando o vínculo de simplicidade linear resulta em

Kz = 1
2κL

z = 1
4κε

z
jke

j ∧ ek, 3.1.21

e como abordado em 3.1.19, Lz é precisamente o elemento infinitesimal da superfície normal à coordenada
x3, portanto temos que o gerador de um impulso na direção normal à uma superfície S com área
infinitesimal d ~A = ∗(e ∧ e)iτi é dado por

~K = d ~A
2κ . 3.1.22

Esta equação aparentemente simples engloba, como exploraremos mais adiante, toda a dinâmica da RG.
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3.2 DISCRETIZAÇÃO CLÁSSICA

No que vem a seguir, iremos apresentar a discretização clássica (uma truncagem dos graus de
liberdade da teoria) da RG em um 2-complexo, inspirada em métodos de análise de teorias Yang-Mills na
rede (como CDQ na rede) em junção com cálculo de Regge, ambas as quais serão feitas uma breve revisão
(do cálculo de Regge a seguir e de Teorias Yang-Mills na Rede nos apêndices), mas caso quem venha a ler
este trabalho queira uma discussão mais aprofundada dos assuntos, recomenda-se consultar a bibliografia
principal (Rovelli; Vidotto, 2015) e as referências ali citadas. Esta truncagem é necessária pela natureza
não-renormalizável da RG, a qual dificulta análises perturbativas nos regimes de interesse, portanto da
mesma maneira que em CDQ é feita a análise da teoria numa rede para fins de calcular massas de hádrons,
será feita uma discretização do espaço-tempo para realizar uma análise não-perturbativa da RG vista
como uma teoria de calibre.

3.2.1 Cálculo de Regge

O cálculo de Regge é uma técnica para discretização de variedades que se baseia em triangular
uma variedade d-dimensional através de um conjunto de d-símplices, as quais possuem (d+ 1) vértices e
d(d+ 1)/2 segmentos de reta ligando os vértices, cujos comprimentos Ls completamente caracterizam a
geometria - isto é, a métrica - da simplexe em questão. Mais especificamente, um espaço de Regge é
um par (M,Ls) formado por uma variedade triangulável d-dimensional M e um conjunto de segmentos
Ls caracterizando os triângulos da triangulação. No seguinte assumiremos que a triangulação é orientada.

Uma característica de triangulações é que, dada uma triangulação de uma d-variedade, a curvatura
se concentrará nas (d− 2)-símplices da triangulação, por exemplo: em d = 2, curvatura se concentra nos
vértices, pois ângulos ao redor de vértices podem somar menos que 2π; em d = 3, pode-se colar tetraedros
ao redor de um segmento comum, de maneira que a soma dos ângulos dihedrais possa ser menor que
2π; em d = 4, a curvatura se concentra em triângulos, ou seja, num bivetor ou 2-forma. Os tetraedros
(d− 2)-dimensionais onde a curvatura se manifesta são chamadas de dobradiças.

Como a métrica de uma única simplexe pode ser unicamente determinada pelos comprimentos dos
segmentos que a formam, temos que a métrica de um espaço resultante da colagem de múltiplas simplices
é determinada pelos comprimentos de todos os segmentos de suas símplices. Com isso, podemos ver então
que uma variedade Rimanniana (M, g) pode ser aproximada de maneira arbitrariamente precisa por uma
variedade de Regge, ou seja, dada uma variedade Riemanniana (M, g) e um parâmetro arbitrário ε > 0,
sempre podemos achar uma variedade de Regge (M,Ls) tal que para x, y ∈ M , |dg(x, y) − dL(x, y)| < ε,
onde dg denota a distância calculada pela métrica Riemanniana e dL a distância calculada pelos segmentos
da triangulação.

Para termos uma boa aproximação da RG em termos de cálculo de Regge, precisamos de uma
noção de curvatura neste modelo. Como dito anteriormente, a curvatura se concentra nas dobradiças,
baseado na soma dos ângulos dihedrais dos triângulos colados em torno da dobradiça: ou seja, denotando
por h (do inglês "hinge") a dobradiça rodeada por símplices t, temos que a curvatura de Regge ou
déficit angular na dobradiça h é

δh(Ls) = 2π −
∑

t
θt(Ls). 3.2.1

Como exemplo, tome d = 2: neste caso, a dobradiça será um ponto P e θt será o ângulo da ponta que sai
de P , que pode ser calculada apartir dos lados do triângulo como (supondo que o lado oposto a θt é c)

θt(a, b, c) = c2 − a2 − b2

2ab . 3.2.2

A relação entre a curvatura de Regge e a curvatura Riemanniana é dada pela interpretação geométrica do
déficit angular: este mede a mudança na orientação de um vetor após realizar um transporte paralelo ao
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longo de uma curva em torno da dobradiça h, isto é, o ângulo que o vetor após o transporte faria consigo
mesmo antes de realizá-lo.

Apartir disso, a ação de Regge é dada em forma ângulo-ação como

SM [Ls] :=
∑

h

Ah(Ls)δh(Ls), 3.2.3

onde a soma é sobre as dobradiças da variedade e Ah denota o (d− 2)-volume (comprimento em d = 3,
área em d = 4) da dobradiça em questão. A característica importante desta ação é que ela converge à
ação de Einstein-Hilbert SEH [g] quando a variedade de Regge (M,Ls) converge à variedade Riemanniana
(M, g) (Cuzinatto; Melo; Souza, 2019), ou seja, o cálculo de Regge é uma boa discretização da RG.

3.2.2 Discretização da RG em um 2-complexo

A discretização de Regge abordada acima possui dois problemas para a teoria quântica: o primeiro
é que ela é baseada em variáveis métricas, as quais não são adequadas pela existência de férmions, indicando
a necessidade de se trabalhar com vielbeins e conexão spin no nível fundamental. A segunda razão é pelo
fato de que os segmentos da triangulação de Regge obedecem a desigualdade triangular, portanto o espaço
de configuração será o espaço de comprimentos de segmentos sujeitos a ditas inequalidades, um espaço
de alta complexidade com borda, tornando a busca por uma teoria quântica muito mais difícil.

Utilizando a formulação de tetradas-conexão, podemos construir uma alternativa muito mais
semelhante à discretização de teorias Yang-Mills na rede, e ao mesmo tempo mantendo o caráter geral-
covariante da discretização de Regge em que nenhum parâmetro da ação precisa ser ajustado no limite
contínuo, apenas o número de passos da discretização. Esta discretização será dada em termos de um
2-complexo que é um meio termo entre a rede de Teorias de Yang-Mills na Rede e uma triangulação de
Regge, como definiremos a seguir, e será usada extensivamente daqui em diante.

A construção começa com uma triangulação ∆ do espaço-tempo M em termos de 4-símplices1

(tetraedros 4-dimensionais), e então construímos a triangulção dual ∆∗ da seguinte forma: no centro
geométrico de cada um destes colocamos um vértice v, então conectamos dois vértices adjacentes por
uma linha e dual ao tetraedro fronteiriço destas, estas por sua vez fecham uma face f dual a um triângulo
da triangulação original, que por sua vez formam poliedros duais aos segmentos de ∆, os quais por fim
formam as fronteiras de 4-símplices duais aos pontos da triangulação original ∆. A orientação de ∆∗

é herdada da orientação de ∆. O 2-complexo ∆∗ é definido como o conjunto destes vértices, linhas e
faces da triangulação dual, junto com suas relações de fronteira. O que define o 2-complexo é a estrutura
combinatória das relações de fronteira entre estes elementos.

3.2.2.1 Discretização da Fronteira

Considere uma região compacta R ⊂ M do espaço-tempo. A discretização do interior desta região
induz uma discretização da sua fronteira ∂R, a qual discutiremos pois a teoria quântica será baseada em
amplitudes de transição entre estados definidos na fronteira de uma dada região (apenas se considera
a "geometria inicial" e a "geometria final" da fronteira tipo-espaço), análogo a como no estudo de uma
partícula considera-se apenas a amplitude de transição do ponto inicial ao ponto final, e não a trajetória
inteira.

A fronteira ∂R é discretizada pelos tetraedros de fronteira da triangulação ∆, separados pelos
triângulos de fronteira de ∆. Os pontos duais aos tetraedros de ∂∆ são denominados nódulos ou vértices
de fronteira e denotados por n, enquanto as linhas ligando os nódulos são chamados de elos ou linhas
1 Visto que o espaço-tempo é Lorentziano, teremos arestas da triangulação com comprimentos nulos e até mesmo imaginá-

rios.
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de fronteira, denotadas por `. Juntos, os nódulos e os elos formam o grafo Γ da fronteira. O grafo é
simultaneamente a borda de um 2-complexo e também o dual da borda de uma triangulação,

Γ = ∂(∆∗) = (∂∆)∗. 3.2.4

Na verdade, o que é de fato importante é apenas o grafo, que é um conjunto de vértices ligados
por elos orientados imerso na fronteira de uma região do espaço-tempo, mas com as restrições que veremos
mais a frente, é possível sempre associar o grafo à fronteira de uma triangulação Γ = (∂∆)∗2. A notação
para cada elemento desta construção está sumarizada nas tabelas abaixo.

Triangulação do interior ∆ 2-complexo ∆∗

4-símplice (v) vértice (v)
tetraedro (τ) linha (e)
triângulo (t) face (f)
segmento (s)
ponto (p)

Tabela 1 – notação e denominação de elementos da discretização do interior de R

Triangulação da borda ∂∆ Grafo da borda Γ
tetraedro (τ) nódulo/vértice de borda (n)
triângulo (t) elo/linha de borda (`)

Tabela 2 – notação e denominação de elementos da discretização da borda ∂R

3.2.2.2 Discretização das Variáveis

A discretização das variáveis é feita da mesma maneira que a discutida nos apêndices B.3.2: a
cada linha e do 2-complexo associamos a holonomia da conexão de Ashtekar calculada ao longo de e,
enquanto às faces f associamos a integral do bivetor de momento B sobre a superfície do triângulo t = f∗

dual a f ∈ ∆∗,
A → Ue = Pe

∫
e

A ∈ SL(2,C) 3.2.5a

e → Bf =
∫

f ∗
B ∈ sl(2,C). 3.2.5b

Na realidade, a definição 3.2.5b é um tanto imprecisa: a definição acima é dada em um calibre onde a
conexão A é constante ao longo do polígono f∗ (ao custo de possivelmente ser distribucional na fronteira
∂f∗). A definição mais geral seria o fluxo de B arrastado por um escalar com valores na álgebra nIJ ,

Bf [n] = 1
2

∫
f ∗

dxµ ∧ dxνBIJ
µνnIJ , 3.2.6

porém como veremos mais a frente, fixar a conexão para ser constante nos polígonos f∗ e distribucional
em suas fronteiras será algo que acontecerá naturalmente, pois depois de quantizada a teoria prevê que o
espaço-tempo é de fato discreto, então variáveis contínuas se tornarão distribucionais, portanto seguiremos
com a definição dada em 3.2.5b.

No calibre descrito acima, Ue se transforma por transformações de Lorentz nos vértices como em
B.3.2. Esta truncagem se torna uma boa aproximação da teoria contínua quando a curvatura é pequena
na escala da triangulação e os segmentos se tornam retas.

Em suma, as variáveis da teoria discretizada são:
• um elemento do grupo Ue ∈ SL(2,C) para cada linha e do 2-complexo;

• um elemento da álgebra Bf ∈ sl(2,C) para cada face f do 2-complexo.
2 É importante ressaltar que "triangulação" não diz respeito apenas à símplices, uma tringulação pode ser formada

por outras formas geométricas, podendo inclusive utilizar múltiplas formas simultaneamente, e.g tesselar o plano com
triângulos e quadrados ao mesmo tempo.
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3.2.2.3 Ação Discretizada

Para construir a ação, primeiro precisamos de uma noção de curvatura para nosso modelo. A
ideia é simples: dada uma face f do 2-complexo delimitada por linhas e1, e2, ..., en, podemos associar um
elemento do grupo à essa face "dando a volta" ao redor do perímetro,

Uf = Ue1Ue2 ...Uen
, 3.2.7

e definimos a curvatura por este elemento: se Uf 6= 1, então há curvatura na face f . Intuitivamente, dado
um vetor V ∈ R3+1, podemos enxergar isso como o transporte paralelo de V ao redor do perímetro ∂f :
ao percorrer a linha ei, V será rotacionado por Uei , então ao fechar o perímetro, a rotação total será
dada por Uf , e assim como em geometria Riemanniana, se o vetor muda orientação após ser transportado
paralelamente em uma curva fechada, há curvatura na região delimitada pela curva.

Com isso, a ação discretizada no 2-complexo é dada por

S = 1
κ

∑
f

Tr(Bf Uf ). 3.2.8

Note que essa ação de fato se assemelha à ação de Holst: no limite contínuo, a soma sobre faces se torna
uma integral e temos o bivetor de momento B vezes a curvatura.

3.2.2.4 Variáveis de Fronteira

Como dito anteriormente, a teoria quântica considera apenas a transição entre estados na fronteira
de uma região ∂R (as geometrias iniciais e finais de uma superfície de t = cte), então vamos analisar as
variáveis discretizadas na borda. Escolhemos uma fronteira tipo espaço no calibre temporal e0 = dt e
ei = ei

adxa, de maneira que a simetria de Lorentz se reduz à simetria de rotações do referencial inercial
local da fronteira. Com isso, nossos elementos de grupo se tornam U` ∈ SU(2) associados aos elos de
fronteira, enquanto os elementos de álgebra que são associados a triângulos t da triangulação original
também acabam associados a elos da borda, que são os elos que fazem parte do contorno de uma face
f = t∗ do 2-complexo que encosta na fronteira, ` ⊂ ∂f .

Os bivetores de álgebra B` possuem interpretação geométrica clara: estes são elementos de plano
coplanares aos triângulos de fronteira duais aos elos ` ⊂ ∂f , e como fixamos o calibre temporal, podemos
definir um vetor normal a este plano cuja norma é sua área (lembre que no calibre temporal a restrição
do primeiro termo do bivetor de momento se anulava):

Li
` = 1

2ε
i
jk

∫
`∗
Bij =

= 1
2ε

i
jk

∫
`∗

(
∗(e ∧ e)jk + 1

γ
ej ∧ ek

)
=

= 1
2γ ε

i
jk

∫
`∗
ej ∧ ek, 3.2.9

|~L`| = 1
γ
A(`∗), 3.2.10

portanto temos que a área dos polígonos duais aos elos da fronteira é proporcional ao fluxo de tríade sobre
a superficie dual a este elo, com a constante de proporcionalidade sendo o parâmetro de Barbero-Immirzi
γ. Desta forma, na borda temos um par de variáveis

(~L`,U`) ∈ su(2) × SU(2) 3.2.11

para cada elo ` ∈ Γ. Como su(2) ' T1SU(2) ' T ∗
1 SU(2), podemos escrever su(2) × SU(2) ' T ∗SU(2),

portanto o espaço de fase clássico da fronteira é dado por T ∗SU(2)L, com L sendo o número de elos da
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fronteira, o qual é precisamente o mesmo espaço de fase da teoria de Yang-Mills na rede discutida no
apêndice B.3.2.

A menos de constante determinada pela ação, os parenteses de Poisson serão então os mesmos
discutidos nos apêndices:

{U`,U`′} = 0 3.2.12a{
U`, L

i
`′

}
= κδ``′U`τ

i 3.2.12b{
Li

`, L
j
`′

}
= κδ``′εij

kL
k
` , 3.2.12c

sem soma em `.

3.3 QUANTIZAÇÃO DA RG DISCRETIZADA

A estratégia de quantização do modelo é análogo à quantização de uma partícula: para esta,
sabe-se os estados inicial |q(ti)〉 e final |q(tf )〉, e nos é de interesse a amplitude de transição de um estado
ao outro

Wi−f = 〈q(tf )|q(ti)〉 ∼
∫ q(tf )

q(ti)
d[q]e i

~ S[q], 3.3.1

em que S[q] é a função de Hamilton-Jacobi da partícula entre os tempos ti e tf . A ideia do nosso modelo
é completamente análoga: dada uma região compacta do espaço-tempo, teremos um espaço de Hilbert de
fronteira dessa região (pense nas bordas tipo-espaço como "estado (geometria) inicial e final" da parte
espacial desta região) e queremos calcular a amplitude de transição de uma geometria inicial a uma final,
ou seja,

Wi−f = 〈e(f), ω(f)|e(i), ω(i)〉 ∼
∫
D[e]D[ω]e i

~ SEH [e,ω], 3.3.2

onde agora as medidas são denotadas com D maiúsculo para enfatizar a invariância de calibre.
Nós começamos construindo o espaço de Hilbert da fronteira: antes de fixar o calibre, temos como

variáveis um elemento de grupo U` ∈ SL(2,C) e um (bi)vetor de álgebra B` ∈ sl(2,C) para cada elo ` ∈ Γ.
A maneira mais "óbvia" de quantizar este modelo aparenta ser então estabelecer o espaço de Hilbert
como H = L2[SL(2,C)L], com o elemento de grupo sendo um operador multiplicativo Û`|ψ〉 = U`|ψ〉 e o
bivetor de álgebra B` sendo o campo (bi)vetorial invariante à esquerda, ou seja, o operador de Casimir
de SL(2,C),

B̂IJ
` ψ(U`) = −i~cκ d

dt

∣∣∣∣
t=0

ψ(U1, ..., etJIJ

U`, ...,UL), 3.3.3

com JIJ sendo os geradores do grupo de Lorentz SL(2,C). No entanto, precisamos também manter em
mente o vínculo de simplicidade linear ~K = γ~L. Para tal, precisamos introduzir o mapa Yγ , que é um
jeito de incluir o espaço de Hilbert Hj de SU(2) no espaço de Hilbert V p,k de SL(2,C).

3.3.1 Mapa Yγ

Baseado na teoria de representações unitárias de SL(2,C) encontrada no apêndice C, queremos
selecionar as representações que no limite clássico obedecem o vínculo de simplicidade linear ~K = γ~L,
isto é, os operadores de Casimir devem satisfazer

~K2 − ~L2 = (γ2 − 1)~L2 3.3.4a

~K · ~L = γ~L2. 3.3.4b

Em termos de números quânticos, temos

p2 − k2 + 1 = (γ2 − 1)j(j + 1) 3.3.5a
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pk = γj(j + 1). 3.3.5b

No limite assintótico de spins largos j � 1, j + 1 ≈ j, logo o sistema de equações acima se torna

p2 − k2 + 1 = (γ2 − 1)j2 3.3.6a

pk = γj2, 3.3.6b

o qual possui como solução
p = γk 3.3.7a

k = j. 3.3.7b

Note que a escolha de k = j anula o coeficiente α(j) em C.0.8a, fazendo com que os geradores de empurrões
também preservem a representação de SU(2). Esta é a condição para que o vínculo de simplicidade linear
seja satisfeito no limite clássico de spins largos, porém há também a possibilidade de escolher p = γ(j+ 1)
com k = j, de maneira que o coeficiente β(j) seja 1 e consequentemente os geradores Kz,K+ e K− tenham
apenas um sinal de diferença em relação aos L’s nos autovalores, e esta escolha também resolve o vínculo
fracamente de maneira exata para quaisquer spins, sendo assim possivelmente uma melhor escolha para
o mapa Yγ . Não há consenso ainda sobre qual escolha de p usar, porém o mais comum (e usado pela
referência principal) é o dado em 3.3.7a. Os estados que satisfazem as relações 3.3.7a-3.3.7b são da forma

|p, k; j,m〉 = |γj, j; j,m〉. 3.3.8

Há de se notar que estes estados estão em correspondência de um-para-um com os estados das represen-
tações de SU(2), então nós introduzimos o mapa Yγ como

Yγ : Hj → V (γj,j)

|j;m〉 7→ |γj, j; j,m〉, 3.3.9

e todos os estados no contra-domínio deste satisfazem fracamente o vínculo de simplicidade linear

〈Yγψ| ~̂K − γ~̂L|Yγφ〉 = 0 3.3.10

no limite assintótico de j → ∞. Espera-se portanto que os estados de gravitação quântica sejam construídos
apenas pelos estados |γj, j; j,m〉.

Este mapa cria uma correspondência um-para-um entre os estados de SU(2) e os de SL(2,C), e
pode ser extendido para os respectivos espaços de funções sobre os grupos

Yγ : L2[SU(2)] → F [SL(2,C)]

ψ(h) =
∑

j,m,n

CjmnD
(j)
mn(h) → ψ(g) =

∑
j,m,n

CjmnD
(γj,j)
jm jn(g), 3.3.11

em que D(j)
mn são os elementos das matrizes Wigner da representação de spin j de SU(2) (e Dp,k

mn são
elementos de matriz Wigner de SL(2,C)), as quais formam uma base ortogonal sob a medida de Haar
(Teorema de Peter-Weyl) ∫

SU(2)
dU(D(j)

mn(U))∗D
(j′)
m′n′(U) = 1

dj
δjj′

δmm′δnn′ , 3.3.12

onde dj = 2j + 1 é a dimensão da representação.
O espaço induzido por este mapa possui um produto escalar bem definido: este é dado pela medida

de Haar de SU(2) 3.3.12. O fato do produto escalar ser SU(2)-invariante e apenas SL(2,C)-covariante
reflete o fato deste produto escalar estar associado a uma fronteira, a qual fixa um referencial de Lorentz.

O fato do espaço de Hilbert físico do modelo físico 4d ser formado por funções de onda de SU(2)
não é nenhuma surpresa: isso é completamente consistente com a análise realizada em 2.4.2 onde vimos que
o espaço de fase da RG é completamente parametrizado pela 3-métrica qab, a qual pode ser reescrita em
termos de tríades com simetria interna local de rotações SO(3), culminando no par canônico de Ashtekar
(Ai

a, E
b
j ), o qual forma o exato mesmo espaço de fase cinemático de uma teoria de Yang-Mills SU(2).
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3.3.2 Operador de Área

Como visto anteriormente em 3.2.10, a restrição de borda do bivetor de álgebra Li
f é proporcional

a 1/γ vezes o fluxo do campo elétrico de Ashtekar, portanto ao considerar todas as constantes temos o
operador

~E` = ~cκγ~L` 3.3.13

associado a cada elo ` do grafo de fronteira como vetor normal a um triângulo (polígono) da fronteira,
normalizado tal que a área deste triângulo seja

A`∗ = ~cκγ|~L`| = 8πγl2P |~L`|. 3.3.14

Disso podemos tirar então o espectro do operador de área Âj de uma superfície perfurada por apenas um
elo ` do grafo Γ como sendo (este é proporcional ao Casimir de SU(2), o qual é um espaço compacto com
espectro conhecido: o espetro do operador de momento angular)

Âj`
|ψ〉 = 8πγl2P

√
j`(j` + 1)|ψ〉. 3.3.15

Para superfícies furadas por N elos com spins jn, temos

ÂjN
|ψ〉 = 8πγl2P

∑
n

√
jn(jn + 1)|ψ〉. 3.3.16

Com isso, podemos então definir a escala fundamental da LQG como sendo proporcional à escala de
Planck

l20 = 8πγl2P , 3.3.17

onde vemos uma dependência explícita no parâmetro de Barbero-Immirzi γ, o único parâmetro livre em
LQG pura, determinado pela ação de Holst da RG.

3.3.3 Redes de Spin

3.3.3.1 Fixação de Calibre

Nosso espaço de Hilbert ainda não está propriamente definido. A teoria deve ser invariante ante
transformações de calibre SU(2), e nós ainda não levamos essa simetria em consideração. Fixar o calibre
é importante pois por exemplo em eletrodinâmica, deixar de considerar a simetria de calibre nos levaria
a definir 3 possíveis polarizações para o fóton, invés de 2 como observado. Os estados físicos (invariantes
de calibre) devem satisfazzer, para cada elo `,

ψ(U`) = ψ(Λs`
U`Λ−1

t`
), Λn ∈ SU(2). 3.3.18

Uma forma mais frutífera de realizar esta análise é olhar para a versão infinitesimal de 3.3.18

~̂Cnψ = 0, 3.3.19

onde ~̂Cn é o gerador da transformação de calibre no nódulo n = s`,

ei ~̂Cnψ(U`) = ψ(Λs`
U`) 3.3.20a

~̂Cn = ~̂L`1 + ~̂L`2 + ~̂L`3 + ~̂L`4 , 3.3.20b

em que `i são os elos entrando/saindo do nódulo n. O vínculo 3.3.19 é chamado de vínculo de fechamento
(em inglês closure constraint), vínculo de calibre ou vínculo de Gauss. A razão desta análise ser mais
vantajosa é que, ao olharmos a versão clássica deste vínculo,

~Cn = ~L`1 + ~L`2 + ~L`3 + ~L`4 = 0, 3.3.21
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onde ao vermos os geradores ~L`i
como vetores normais aos triãngulos t da triangulação da fronteira ∂∆,

temos que 3.3.21 é a constatação de que o tetraedro formado pelos triângulos normais aos elos `1, `2, `3

e `4 é fechado, por isso o nome "fechamento".
Por SU(2) ser um espaço compacto, o subespaço de HΓ onde o vínculo 3.3.19 se verifica é um

subespaço próprio, denotado KΓ, ou seja,

KΓ := L2
[
SU(2)L/SU(2)N

]
Γ , 3.3.22

onde L é o número de elos do grafo Γ e N o número de nódulos deste.
Os operadores de área L̂` são invariantes de calibre (as componentes dos campos vetoriais invari-

antes à esquerda L̂i
` se transformam como vetores em espaço de grupo), portanto estes são bem definidos

no espaço de Hilbert físico KΓ. Além disso, é demonstrável que juntamente do operador de volume V̂n que
será introduzido mais a frente, (Â`, V̂n) formam um conjunto comutante maximal para a RG pura, logo
podemos achar a base que diagonaliza ambos e esta será uma base que descreve completamente nosso
espaço de Hilbert físico. Esta base é a rede de spin, denotada como |Γ, j`, vn〉, onde Γ denota o grafo de
fronteira, j` os spins (consequentemente as áreas) associados a cada elo ` do grafo e vn os volumes das
regiões englobando os nódulos n do grafo.

Geometricamente, a rede de spin é um grafo Γ (um conjunto de elos orientados se encontrando
em nódulos) com spins j` ∈ 1

2 N associados a cada elo ` ∈ Γ. A descrição algébrica da rede de spin será
dada na seguinte seção.

3.3.3.2 Base de Rede de Spin

No seguinte mostraremos, de maneira um tanto abstrata, que de fato os spins j` juntamente com
outra família de números quânticos são suficientes para rotular uma base de KΓ. O Teorema de Peter-Weyl
enuncia que os elementos das matrizes de Wigner Dj

mn(U) formam uma base ortogonal com respeito à
medida de Haar de SU(2), mais especificamente,∫

dU(Dj
mn(U))∗Dj′

m′n′(U) = 1
dj
δjj′

δmm′δnn′ . 3.3.23

Dito de outra forma, o espaço de Hilbert H = L2 [SU(2)] pode ser decomposto como soma direta de
representações de dimensão finita, rotulados por spins j. A dimensão de cada sub-espaço é (2j + 1)2, ou
seja, a quantidade de elementos na matriz de Wigner Dj(U). Estas por sua vez são vistas como mapas

Dj : Hj → Hj 3.3.24a

↓

Dj ∈ Hj ⊗ Hj , 3.3.24b

permitindo-nos reenunciar o Teorema de Peter-Weyl na forma

L2 [SU(2)] =
⊕

j

(Hj ⊗ Hj). 3.3.25

No nosso caso, temos L cópias disso no espaço de Hilbert HΓ = L2
[
SU(2)L

]
, nos dando

L2
[
SU(2)L

]
=
⊗

`

⊕
j

(Hj ⊗ Hj) =
⊕

j`

⊗
`

(Hj`
⊗ Hj`

). 3.3.26

Cada espaço de Hilbert Hj`
de cada elo ` pertencem, naturalmente, a uma das duas pontas s` e t` de

dito elo, cada um transformando de acordo com a transformação de calibre de sua respectiva ponta. Dito
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isso, reescrevemos então 3.3.26 agrupando os espaços de Hilbert entrando/saindo do mesmo nódulo, os
quais transformam sob a mesma transformação de calibre, resultando em

L2
[
SU(2)L

]
=
⊕

j`

⊗
n

(Hj`1
⊗ Hj`2

⊗ Hj`3
⊗ Hj`4

), 3.3.27

em que j`i são os spins dos elos que entram/saem do nódulo n. Nós fazemos este reagrupamento pois o que
estamos buscando é na verdade o espaço de funções invariantes de calibre nos nódulos, L2[SU(2)L/SU(2)N ],
portanto obtemos

L2
[
SU(2)L/SU(2)N

]
=
⊕

j`

⊗
n

InvSU(2)(Hj`1
⊗ Hj`2

⊗ Hj`3
⊗ Hj`4

), 3.3.28

com InvSU(2)(Hj`1
⊗ Hj`2

⊗ Hj`3
⊗ Hj`4

) denotando a parte SU(2)-invariante do quádruplo produto
tensorial Hj`1

⊗ Hj`2
⊗ Hj`3

⊗ Hj`4
. Tensores invariantes linearmente independentes neste espaço podem

ser construídos como

im1m2m3m4
k =

(
j1 j2 k

m1 m2 m

)
gmn

(
k j3 j4

n m3 m4

)
, 3.3.29

onde os objetos entre parênteses grandes são os símbolos 3j de Wigner, abordados brevemente nos
apêndices, e gmn é uma contração destes símbolos dada por

gmn =
√

2j + 1
(
j j 0
m n 0

)
= (−1)j−mδm,−n, 3.3.30

onde δm,−n possui simples interpretação como conservação do momento angular na direção de medição,
enquanto a fase é advinda de tensoramentos do objeto anti-simétrico invariante εAB. O valor de k em
3.3.29 deve satisfazer desigualdades triangulares com ambos pares de spins (j1, j2) e (j3, j4) ao mesmo
tempo, ou seja,

max[|j1 − j2|, |j3 − j4|] ≥ k ≤ min[j1 + j2, j3 + j4]. 3.3.31

Temos então o espaço
Kj1j2j3j4 = InvSU(2) (Hj1 ⊗ Hj2 ⊗ Hj3 ⊗ Hj4) 3.3.32

cuja dimensão é dada por

dim(Kj1j2j3j4) = min(j1 + j2, j3 + j4) − max(|j1 − j2|, |j3 − j4|) + 1, 3.3.33

que é um reflexo da liberdade geométrica residual de cada tetraedro quando as áreas de suas faces são
bem definidas.

Com isso, podemos escrever os estados invariantes de calibre do nosso espaço de Hilbert na base
de configuração (grupo) como

ψ(U`) =
∑
j`,kn

Cj`knψj`kn(U`), 3.3.34

onde a base de estados invariantes é dada por

ψj`kn(U`) = im1m2m3m4
k1

...i
mL−3mL−2mL−1mL

kN
D(j1)

m1n1
(U1)...D(jL)

mLnL
(UL). 3.3.35

Ou seja, nossos estados de rede de spin são especificados por dois números quânticos: um spin j` associado
aos elos ` e um número quântico dito "entrelaçado" (em inglês "intertwined") kn associado aos nódulos n,
e podemos escrever isto de maneira mais abstrata como

ψj`kn(U`) = 〈U`|j`, kn〉 =
⊗

n
ikn ·

⊗
`

D(j`)(U`), 3.3.36
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ou seja, a contração do tensoramento de N invariantes de calibre nos nódulos com o tensoramento de L
matrizes de Wigner. Estes são os estados de rede de spin descritos em termos dos números quânticos kn

na representação de grupo.
Classicamente, a liberdade geométrica residual em 3.3.33 é descrita pelo espaço de fase de um

tetraedro, em particular o espaço de possíveis formatos de um tetraedro cujas áreas das faces estão fixas, o
qual é um espaço 2-dimensional, podendo ser coordenado por exemplo por ângulos dihedrais opostos. Uma
maneira equivalente de enxergar este espaço é como o espaço de de quadruplas de vetores satisfazendo a
relação de fechamento 3.3.21, com normas definidas, a menos de rotações globais. Um observável notável
neste espaço é o volume (orientado) do tetraedro, o qual pode ser escrito como

V (τ) =
√

2
3

√
εijkEi

`1
Ej

`2
Ek

`3
, 3.3.37

onde Ei
` são os fluxos de tríade 3.1.19 nas faces do tetraedro (apenas 3 fluxos são necessários visto que o

quarto é especificado pelos outros 3 no vínculo de fechamento 3.3.21). O operador de volume

V̂n =
√

2
3

√
εijkÊi

`1
Êj

`2
Êk

`3
3.3.38

envolve a raiz de um operador, porém assim como nos apêndices D, podemos calcular seu espectro ao
considerar seu quadrado V̂ 2

n , pois este é auto-adjunto e diagonalizável, logo podemos calcular seu espectro
e usar o Teorema Espectral para extrair a raiz deste3. Com isso, podemos escrever a rede de spin em
termos de observáveis de área Â` e volume V̂n e seus respectivos números quânticos (j`, vn), e temos então
um estado de rede de spin (agora explicitaremos o grafo)

|ψ〉 =
∑

Γ,j`,vn

CΓ,j`,vn |Γ, j`, vn〉, 3.3.39

com produto interno entre dois estados de rede de spin dado pela medida de Ashtekar-Lewandowski
(Rodolfo Gambini, 2011; Bodendorfer, 2016)

〈Γ′, j`′ , vn′ |Γ, j`, vn〉 = δΓ′,Γ

∫
SU(2)L

dLU(ψj`′ vn′ (U`))∗ψj`vn(U`), 3.3.40

onde a δ é 1 se Γ′ ' Γ, ou seja, quando os grafos forem diffeomórficos, e 0 se Γ′ /'Γ, ou seja, quando os
grafos não forem diffeomórficos. Esta medida parece arbitrária, mas Ashtekar e Lewandowski mostraram
que não só ela é consistente, como é a única medida possível para este modelo (Ashtekar; Lewandowski,
1997). Essa δ também revela a natureza discreta do espaço-tempo: ela nos diz que pequenas deformações
do grafo irão manter o produto interno igual ou alterá-lo bruscamente, e como as variáveis no grafo são
dadas por holonomias ao longo das linhas deste, temos então que ao calcular a integral da conexão pela
linha γ e pela linha deformada γ + δγ, o resultado ou é o mesmo ou varia abruptamente, revelando que a
conexão não é uma função contínua do espaço-tempo mas na verdade possui caráter distribucional.

O fato de nosso produto interno envolver explicitamente uma δ de Kronecker é importantíssimo
para a teoria: isto faz o produto interno ser discreto, violando uma das hipóteses do Teorema de Stone-Von
Neumann, o qual garante que diferentes representações de uma teoria quântica devem ser unitariamente
equivalentes, em outras palavras, diferentes quantizações de um sistema devem ter resultados físicos
equivalentes, porém este teorema assume um produto interno contínuo. Como o produto interno no
espaço de redes de spin é discreto, este teorema não se aplica, então LQG pode produzir resultados físicos
diferentes de outras tentativas de quantização da RG. Isto é ao mesmo tempo um ponto a favor e um
ponto contra LQG: por um lado, isto permite que LQG possa fazer previsões em desacordo com outras
abordagens de gravitação quântica; por outro lado, como apontado por Helling e Policastro (Helling;
3 Não só seu espectro, mas é possível calcular explicitamente seus elementos de matriz na base descrita pelos invariantes

ik utilizando teoria de momento angular.
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Policastro, 2004), o esquema de quantização em laços aplicado a um sistema familiar como o oscilador
harmônico não resulta na física conhecida, embora Thiemann tenha rebatido este argumento (Thiemann,
T., 2007) mostrando que a quantização em laços pode aproximar arbitrariamente bem os resultados usuais
do oscilador harmônico, porém nunca reproduz exatamente a quantização usual.

3.3.3.3 Átomos de Geometria

Os estados de rede de spin |Γ, j`, vn〉 discutidos acima possuem uma interpretação física imediata
por diagonalizarem os operadores de área Â` e volume V̂n: estes são estados quânticos do campo gravita-
cional, e formam um espaço granular/discreto, no entanto é bom fazer algumas ressalvas quanto a esta
interpretação intuitiva.

• É importante distinguir a estrutura granular física prevista pela quantização da truncagem
clássica dos graus de liberdade advinda de trabalharmos num grafo. A segunda é uma trunca-
gem clássica dos graus de liberdade da teoria, análogo a expandir um campo confinado (em
uma caixa, por exemplo) em modos vibracionais discretos e truncar a solução considerando
apenas uma quantidade finitas de modos de vibração. Não há nada quântico nesta truncagem,
por exemplo no nosso modelo clássico, as áreas das faces da triangulação podem ser arbitrari-
amente pequenas, logo a geometria discretizada pode descrever uma geometria contínua com
precisão arbitrária. Em contrapartida, a estrutura granular da rede de spin é uma discritude
quântica devido ao espectro discreto de área e volume. Isto é análogo ao fato da energia de
um oscilador harmônico (como os modos individuais de um campo) ser discretizada, ou seja,
observáveis físicos vêm em pacotes discretos.

• Os estados de rede de spin não especificam completamente a geometria da fronteira: a geometria
de um tetraedro é especificada por 6 números (os comprimentos de suas arestas, por exemplo),
no entanto os autovalores de área e volume especificam apenas 5 números (as áreas das
4 faces e o volume). Isso é análogo à situação do momento angular em Mecânica Quântica
ordinária, onde para especificar completamente o momento angular ~L são necessários 3 números
(Lx, Ly, Lz), porém só é possível diagonalizar simultaneamente L̂2 e L̂z, fazendo com que o
momento angular não possa ser conhecido com precisão total. No nosso modelo ocorre o mesmo,
a geometria 3d da fronteira nunca pode ser conhecida perfeitamente, resultando portanto em
um "borrão" quântico perto da escala de Planck. Como consequência, a imagem pictórica de
"tetraedros" e "triângulos" faz sentido apenas em um limite clássico, não na escala quântica do
campo gravitacional, e pensar em tetraedros quânticos é como pensar no elétron como uma
esfera rígida rodando, ou seja, é uma analogia clássica que descreve apenas um dos estados
que constituem a base de autoestados descrevendo um estado físico, e estes descrevem uma
geometria Riemanniana no limite de números quânticos grandes j`, vn � 1.

• O quanta de espaço descrito pela rede de spin |Γ, j`, vn〉 não é um quanta que se move no
espaço. Não, estes estados são o espaço em si. Isso contrasta com outras teorias de calibre
como a Eletrodinâmica Quântica por exemplo, onde um estado pode ser caracterizado por
exemplo pelos momentos dos fótons |p1, ..., pn〉, que são transformadas de Fourier de variáveis
de posição, que são dadas em relação a um espaço de fundo onde os fótons existem e se movem.
Em LQG, os números quânticos não incluem relação à posição em relação a um espaço de
fundo: aqui, estes descrevem propriedades do próprio espaço como área e volume, e o grafo
Γ encoda a relação de adjacência entre estes, portanto os quanta de espaço (ou átomos de
geometria) estão localizados em relação uns aos outros, com essa relação dada pela natureza
combinatórica do grafo Γ. Isto é o análogo quântico em LQG da invariância de fundo (em inglês
"background independence") da RG, onde o campo gravitacional não existe no espaço-tempo:



Capítulo 3. VARIÁVEIS DE ASHTEKAR E QUANTIZAÇÃO EM LAÇOS 27

a gravidade é o próprio espaço-tempo.

3.3.4 Introduzindo Dinâmica: Amplitudes de Transição

As amplitudes de transição são, assim como para uma partícula, funções dos estados de fronteira.
Por exemplo, podemos considerar uma região compacta delimitada por uma fronteira espacial formada por
duas componentes disconexas, tomadas como "passado" e "futuro" da nossa geometria, porém é possível
generalizar isso para estados de fronteira mais gerais, possivelmente conexos, e considerar amplitudes de
transição entre quaisquer dois estados definidos nesta fronteira.

Considere uma dada triangulação ∆ do espaço-tempo, fixa. As amplitudes de transição são então
funções dos estados definidos na borda dual Γ = (∂∆)∗, o grafo de fronteira. Esta pode ser expressa como
função das "coordenadas" (U) ou dos "momentos" (~L). Mais explicitamente,

W∆(U`) = 〈U`|W∆〉 3.3.41

para variáveis de configuração e
W∆(Γ, j`, vn) = 〈Γ, j`, vn|W∆〉 3.3.42

para amplitudes na base de rede de spin. O subscrito ∆ serve apenas para ressaltar a discretização onde
as amplitudes são calculadas. Note que como ~L possui espectro discreto, as amplitudes são funções dos
números quânticos (j`, vn) invés dos momentos em si (assim como em Mecânica Quântica ordinária, onde
as amplitudes são dadas em termos dos spins ao invés dos operadores de momento angular). Podemos
trocar entre as representações conforme for conveniente, visto que a base de rede de spin nos dá a matriz
de mudança de base de |U`〉 para |Γ, j`, vn〉.

Vamos recobrar brevemente as propriedades essenciais que as amplitudes de transição devem
possuir:

• Princípio de superposição: uma propriedade básica de qualquer modelo quântico, as
amplitudes de transição são dadas como combinação linear de amplitudes fundamentais (no
contexto de Mecânica Quântica convencional, isto seria a "soma sobre trajetórias"

∫
d[q] de

Feymann)
〈ψ|W 〉 =

∑
σ

W (σ). 3.3.43

• Localidade: uma importante contribuição dos séculos XIX e XX de que interações físicas são
locais no espaço-tempo, ou seja, um ponto só pode influenciar sua vizinhança imediata, como
consequência as amplitudes elementares W (σ) podem ser expressas como um produtório de
amplitudes em cada vértice (no caso contínuo das Teorias Quânticas de Campos convencionais,
este seria um produtório sobre todos os pontos do espaço-tempo, traduzido como a exponencial
de uma integral sobre todo o espaço-tempo ei

∫
d4xL visto que a exponencial mapeia uma

soma em um produto)
W (σ) ∼

∏
v
Wv. 3.3.44

• Invariância de Lorentz local: uma teoria de calibre deve possuir amplitudes de transição
que são invariantes ante transformações locais de seu grupo de simetria (tradicionalmente
refletido no fato da ação ser invariante de calibre e a medida de integração ser uma derivada
(funcional) covariante exterior D[A] invés da medida funcional normal d[q]). Isso se traduz
nas amplitudes de vértices Wv serem dados pela projeção da componente SL(2,C)-invariante
de um estado de fronteira no vértice

Wv = (PSL(2,C) ◦ Yγψv)(1), 3.3.45
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onde PSL(2,C) é o operador que projeta a parte SL(2,C)-invariante do estado de fronteira ψ,
tomado na identidade do grupo 1.

Para calcular a amplitude de transição W∆(U`) no modelo discretizado, nós recorremos às integrais
de trajetória de Feynman. Neste formalismo, as amplitudes são dadas pela soma (integral) das contribuições
de todas as configurações clássicas (im)possíveis, com um fator de fase dado pela ação clássica, ou seja,

W∆(U`) = N
∫
D[Ue]D[Bf ]e

i
~κ

∑
f

Tr(Bf Uf ) = N
∫
D[Ue]D[Bf ]

∏
f

e i
~κ Tr(Bf Uf ), 3.3.46

em que N é um fator de normalização onde várias contribuições constantes serão absorvidas por simplici-
dade. A integral sobre D[Bf ] é "fácil" de se calcular: esta é a generalização da representação integral do
funcional δ(x) para o grupo SL(2,C), ou seja, o análogo de

δ(x) ∼
∫

dpeipx 3.3.47

de variáveis reais para variáveis SL(2,C), nos deixando com

W∆(U`) = N
∫
D[Ue]

∏
f

δ(Uf ) = N
∫
D[Ue]

∏
f

δ(Uef1
...Uefn

). 3.3.48

Nós reescrevemos esta expressão ao separar as variáveis Uefi
em um elemento de grupo gvfi

efi
associado

ao vértice fonte vfi
e a uma porção da linha efi

e da face f , transformando à esquerda, e um elemento
gvfi

efi
associado à outra porção da linha efi

e ao vértice alvo vfi+1 transformando à direita:

W∆(U`) = N
∫
D[gve]

∏
f

δ(gvf1 ef1
gef1 vf2

...gvfn efn
gefn vf1

). 3.3.49

A seguir, reagrupamos estes elementos de grupo por vértices ao invés de linhas, hvfi
≡ gefi

vfi
gvfi

efi+1
, e

introduzindo estrategicamente

1 =
∫
D[hvf ]

∏
vf

δ(gefi+1 vfi
gvfi

efi
hvfi

) 3.3.50

obtemos então

W∆(U`) = N
∫
D[hvf ]D[gve]

∏
f

δ(hvf1
...hvfn

)
∏
vf

δ(gefi+1 vfi
gvfi

efi
hvfi

). 3.3.51

Podemos então reorganizar esta integral como uma amplitude de vértice onde uma δ junta elementos de
grupo em cada face,

W∆(U`) =
∫
D[hvf ]

∏
f

δ(hf )
∏

v
Av(hvf ), 3.3.52

onde hf = hvf1
...hvfn

é o elemento de grupo que dá a volta no perímetro da face f , e caso a face seja
delimitada por um elo ` da fronteira, hf = (hvf1

...hvfn
)h`. As amplitudes de vértice são dadas então pelas

integrais sobre D[g],
Av(hvf ) = N

∫
D[gve]

∏
f

δ(gefi+1 vfi
gvfi

efi
hvfi

). 3.3.53

Como estamos trabalhando em um 2-complexo dual a uma triangulação de 4-simplices, a integral funcional
em 3.3.53 é na verdade 5 integrais no grupo, uma para cada linha e saindo do vértice v,∫

D[gve] =
∫

SL(2,C)5
Dgve1 ∧ ... ∧Dgve5 . 3.3.54

Como as 4-simplices são fechadas nesta triangulação e cada linha e é dual a um tetraedro de fronteira
de uma 4-simplice, integrar sobre as 5 linhas é redundante pelo vínculo de fechamento, então a integral
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acima é invariante à última variável integrada. Dito isso, podemos então descartar a última integral em
3.3.54 e denotamos isto colocando um apóstrofe ’ na medida∫

D[gve]′ =
∫

SL(2,C)4
Dgve1 ∧ ... ∧Dgve4 . 3.3.55

A remoção desta redundância é importante pois pela natureza não-compacta do grupo de Lorentz SL(2,C),
esta integral extra introduziria uma divergência na nossa amplitude de vértice. O próximo passo é reescrever
a δ em 3.3.53 como soma de representações, lembrando que nosso espaço de representação do grupo de
Lorentz é restrito pelo mapa Yγ mapeando SU(2) → SL(2,C),

Av(hvf ) = N
∫
D[uve]′

∏
f

∑
jf

(2jf + 1)Trjf (Y †
γ uefi+1 vfi

uvfi
efi
Yγhvf ), 3.3.56

com u, v ∈ SU(2). Esta expansão da δ é o análogo no grupo SL(2,C) da mais conhecida expressão

δ(θ) ∼
∑
n∈Z

einθ 3.3.57

de variáveis U(1). A notação Trj significa que o traço é tomado sobre as matrizes Wigner da representação
de spin j junto com suas imagens ante o mapa Yγ ,

Trj(Y †
γ uYγv) ≡ Tr(Y †

γ D
(j)(u)YγD

(j)(v)) =
∑
m,n

D
(γj,j)
jm,jn(u)D(j)

m,n(v). 3.3.58

A amplitude de vértice Av é então um funcional de variáveis SU(2), uma para cada face f
englobando um vértice v. Podemos realizar isso como um grafo: imagine uma 3-esfera que engloba apenas
o vértice v, então a interseção desta esfera com o 2-complexo ∆∗ será um grafo Γv, o grafo de fronteira do
vértice v. A amplitude de vértice será então um funcional dos estados no espaço de Hilbert deste grafo,

HΓv = L2[SU(2)10/SU(2)5]Γv 3.3.59

e este é um grafo completo com 5 nódulos (com todos os nódulos conectados). Em suma, temos nossa
amplitude de transição dada em termos de amplitudes de vértice

W∆(U`) =
∫
D[hvf ]

∏
f

δ(hf )
∏

v
Av(hvf ), 3.3.60a

Av(hvf ) = N
∑
jf

∫
SL(2,C)

D[uve]′
∏

f

(2jf + 1)Trjf (Y †
γ uefi+1 vfi

uvfi
efi
Yγhvf ), 3.3.60b

∫
SL(2,C)

D[gve]′ =
∫

SL(2,C)4
Dgve1 ∧ ... ∧Dgve4 . 3.3.60c

Como removemos a integral sobre a variável redundante, nós prevenimos uma divergência na nossa
amplitude de vértice, e é demonstrável que a amplitude resultante 3.3.60a é finita (Engle; Pereira, 2009;
Kaminski, 2011).

Isso conclui nossa análise da formulação covariante da LQG em um dado 2-complexo. Caracterís-
ticas notáveis do modelo incluem:

• o modelo é relacionado à RG no limite clássico;

• é UV-finito;

• com a deformação adequada do grupo que inclui a constante cosmológica também é IR-finito;

• resulta em funções de n-pontos da RG perturbativa (grávitons), nas equações de Friedmann
da cosmologia e também na entropia de Bekenstein-Hawking para buracos negros.
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3.3.5 Limite Contínuo (L → ∞)

O modelo descrito acima é definido no espaço de fase de um dado grafo Γ = ∂∆∗ com amplitudes
em um 2-complexo ∆∗. Este modelo possui um número finito de graus de liberdade, e corresponde a uma
truncagem da RG clássica, a qual possui infinitos graus de liberdade. A teoria completa é então obtida
pelo refinamento da discretização ∆∗ e Γ = ∂∆∗, porém há uma escala mínima onde o refinamento deve
cessar devido à quantização de área e volume vistas anteriormente.

O procedimento de truncagem dos graus de liberdade é prática comum em Teorias Quânticas de
Campo (TQC): cálculos físicos são sempre feitos em redes finitas em CDQ na Rede, leia-se com número
finito N de nódulos na rede, e em ordem finita de perturbação em Eletrodinâmica Quântica (EDQ),
ou seja para diagramas de Feymann de até N vértices. Em ambos os casos, formalmente é considerado
o limite N → ∞, mas na prática os cálculos são realizados com N finito e "suficientemente grande",
significando que pode-se argumentar que as contribuições de N + 1 em diante são desprezíveis para o
regime em consideração.

Nosso modelo de gravitação quântica é realizado da mesma maneira: considera-se estados e
amplitudes de uma teoria truncada, e escolhe-se um 2-complexo ∆∗ e grafo Γ = ∂∆∗ suficientemente
refinados para a precisão desejada, levando em conta que há um limite superior para o refinamento do
grafo. Isso é relevante pois, ao analisar o regime de validade da aproximação introduzida por um dado
grafo Γ, que vem do limite em que a teoria discreta aproxima a teoria contínua no regime clássico, sabe-se
que o limite em que uma discretização da RG é bom é quando a curvatura nas faces f é pequena, ou
na linguagem do cálculo de Regge 3.2.1, quando os déficites angulares nas dobradiças são pequenos,
portanto a expansão em grafos Γ é boa em torno da métrica plana. Isso pode parecer problemático, pois é
precisamente esta expansão em torno da métrica plana que gera problemas na quantização convencional
de teorias de campos da RG, que é dita não-renormalizável. No nosso caso nós evitamos encontrar as
mesmas dificuldades pois no formalismo aqui desenvolvido, nós levamos em conta a discritude do espaço-
tempo próximo à escala de Planck, e o fato do espaço-tempo não ser contínuo elimina as divergências UV
comumente advindas em teorias de campos que consideram um espaço-tempo infinitamente divisível.

3.3.6 Constante Cosmológica e Finitude IR

Para incluir constante cosmológica no nosso modelo, é necessário realizar uma "deformação
quântica" (ou q-deformação) do grupo de Lorentz SL(2,C) → SL(2,C)q, cuja definição precisa excede o
escopo deste trabalho, mas os detalhes relevantes desta deformação foram derivados por Buffenoir e Roche
(Buffenoir; Roche, Ph., 1999) e Noui e Roche (Noui; Roche, Ph, 2003), com a teoria sendo construída por
Fairbairn e Meusburger (Fairbairn; Meusburger, 2012) e Han (Han, 2011), caso quem venha a ler este
trabalho tenha interesse nos detalhes deste formalismo. Aqui iremos enunciar os resultados importantes
destes trabalhos:

• as amplitudes de transição do modelo q-deformado são UV e IR-finitos;

• o limite clássico da amplitude de vértice está ligada à ação de Regge com constante cosmológica
positiva.

A priori, a teoria com constante cosmológica depende de 2 parâmetros dimensionais: a escala
fundamental l20 = 8πγl2P e da constante cosmológica Λ. Podemos escolher nossas unidades tais que um
desses seja 1 (~ = c = 8πG = 1 por exemplo), portanto temos que a gravitação quântica depende de uma
constante adimensional muito pequena (pois é a razão da menor escala pela maior escala observável):

Λl20 ∼ 10−120. 3.3.61
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4 APLICAÇÕES TEÓRICAS

Neste capítulo, iremos tratar sobre as principais aplicações (de caráter teórico) do modelo de-
senvolvido anteriormente para situações de interesse físico. Resultados relevantes foram obtidos em três
ramos principais (Rovelli; Vidotto, 2015):

• termodinâmica de buracos negros;

• cosmologia do Big Bang;

• espalhamento de grávitons.
Aqui, iremos explorar os dois primeiros, pois a análise de espalhamento de grávitos está além do escopo
deste trabalho, porém leitores interessades podem consultar (Rovelli; Vidotto, 2015) para ver a análise
em detalhes.

4.1 ENTROPIA DE BEKENSTEIN-HAWKING

Por simplicidade, consideraremos um buraco negro sem rotação nem carga (BN de Schwarzchild).
Visto que o horizonte de eventos separa o espaço-tempo em duas regiões causalmente desconexas, um
observador externo ao buraco negro não tem acesso aos graus de liberdade dentro do buraco negro,
portanto enxergando-o como uma superfície 2-dimensional evoluindo no tempo. Como o interior não afeta
o exterior, o horizonte pode ser tratado como um sistema dinâmico independente interagindo com o lado
de fora.

No equilíbrio, tal sistema é formado por uma superfície esférica de área A. Termodinamicamente,
o sistema irá experenciar flutuações estatísticas, ou seja, o horizonte irá tremular termicamente devido
ao Princípio da Incerteza de Heisenberg.

Nós podemos abordar este problema por uma abordagem micro-canônica, ao calcular a entropia
contando os estados compatíveis com uma dada energia. A energia que nos interessa não é a energia
medida no infinito, pois esta inclui contribuições do espaço-tempo exterior ao buraco negro, então o que
é relevante para nós é a energia medida na vizinhança do horizonte.

A energia que um observador estacionário acima do horizonte com aceleração a = c2/d, em que
d é a distância até o horizonte medida no referencial do observador é dada por (Rovelli; Vidotto, 2015)

E = ac2A

8πG . 4.1.1

Com isso, temos então que computar a entropia de um buraco negro reduz a contar o número de estados
de uma superfície com área A.

Classicamente, esse número diverge assim como a radiação do corpo negro, mas em LQG este
é finito pois agora levamos em consideração a discritude da geometria. Considere um buraco negro em
equilíbrio térmico com temperatura T . O ansatz de Gibbs nos diz então que a probabilidade pn de um
sistema estar em um estado de energia En é proporcional ao fator de Boltzman

pn ∝ e−En/kBT . 4.1.2

Sabemos por 4.1.1 que a energia é proporcional à área, e como vimos em 3.3.2 a contribuição de área de
um elo do grafo de spin j cruzando a superfície é proporcional ao autovalor de spin

Aj = 8πl2P γ
√
j(j + 1). 4.1.3

Como esse elo carrega uma representação spin-j do grupo SU(2), temos dj = 2j + 1 estados ortogonais
que o sistema pode estar. Portanto, a probabilidade de o sistema possuir spin j a uma temperatura T é
dada por

pj(T ) = (2j + 1)
Z(T ) e− a~γ

ckB T

√
j(j+1)

, 4.1.4



Capítulo 4. Aplicações Teóricas 32

onde Z(T ) é a função de partição fixa pela condição
∑

j pj = 1

Z(T ) =
∑

j

(2j + 1)e− a~γ
ckB T

√
j(j+1)

. 4.1.5

Esta é a função de partição que descreve o estado de Gibbs de um único elo a uma temperatura T , quando
o sistema está em equilíbrio com respeito ao fluxo de partículas do observador acelerado. Por definição
(Rovelli; Vidotto, 2015), a entropia estatística do estado de Gibbs é

S = −
∑

j

pj ln(pj) 4.1.6

e esta satisfaz a relação termodinâmica esperada

E = TS + F, 4.1.7

em que F é a energia livre de Helmholtz dada por

F = −T ln(Z). 4.1.8

Como o observador precisa manter aceleração constante para se manter estacionário, este está
sujeito ao efeito Unruh (Unruh, 1976). Assumindo-se então que o sistema se encontra na temperatura de
Unruh T = a~/2πkBc (a qual é um dado independente), temos então que o fator de Boltzman se torna

e−2πγ
√

j(j+1) 4.1.9

e podemos isolar a entropia em 4.1.7 usando E dado por 4.1.1 para encontrar

S = E

T
+ ln(Z) = kBc

3A

4~G + ln

∑
j

(2j + 1)e−2πγ
√

j(j+1)

 . 4.1.10

Esta é a nossa entropia estatística para o buraco negro de Schwarzchild, e podemos ver que ela é
precisamente a entropia de Bekenstein-Hawking mais uma correção. Essa correção some para γ ≈ 0, 274,
e esse valor é denotado na literatura de LQG por γ0 (γ0 é o valor de γ que faz a função de partição ser
unidade Z = 1).

Como γ é o parâmetro livre do modelo, ao invés de fixar γ = γ0, podemos usar uma forma fechada
da função de partição sendo (Bianchi; Myers, 2012)

Z = e− c3A
8πG~

(
a~

ckB T −2π
γ0
γ

)
, 4.1.11

de maneira que a entropia se torna

S = γ0

γ

kBc
3A

4~G . 4.1.12

Este é o resultado geral encontrado na literatura de LQG (Rovelli; Vidotto, 2015).
Caso quem venha a ler este trabalho tenha interesse, a bibliografia principal (Rovelli; Vidotto,

2015) realiza também uma derivação dinâmica mais rigorosa da entropia de Bekenstein-Hawking a partir
do formalismo covariante de Espuma de Spin.

4.2 COSMOLOGIA QUÂNTICA DE LAÇOS

Cosmologia Quântica de Laços (abreviada LQC do inglês "Loop Quantum Cosmology") é a
aplicação dos métodos de quantização em laços como os desenvolvidos neste trabalho no contexto do
estudo de cosmologia. O tratamento canônico começa pela métrica de Friedmann-Lamaître

ds2 = −N(t)2c2dt2 + a(t)2δabdxadxb 4.2.1
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seguindo pela introdução das variáveis de Ashtekar que descrevem essa geometria

Ai
a = γȧδi

a ≡ qδi
a 4.2.2a

Ea
i = a2δa

i ≡ pδa
i , 4.2.2b

as quais satisfazem os parênteses de Poisson 3.1.16b

{q, p} = κγ

3V0
, 4.2.3

onde o fator 6V0 no denominador vem da contração das δ’s de Kronecker e da integração da δ de Dirac
sobre o volume da região em consideração, V0. Inserindo estas variáveis no vínculo Hamiltoniano 3.1.17a
resulta, a menos de uma constante, em

C = 2Λc2p3/2 −
6q2√

p

γ2 . 4.2.4

Retornando para a variável a(t) e impondo o vínculo C = 0 retorna a equação de Friedmann para universo
vazio (

ȧ

a

)2
= Λc2

3 . 4.2.5

Se invés de considerarmos um universo vazio considerarmos a presença de matéria (aqui na forma
de um campo escalar homogêneo), devido à homogeneidade o vínculo de diffeomorfismo é nulo, e a
contribuição ao vínculo Hamiltoniano H = C +Hφ é da forma

Hφ = κ
π2

φ

p3/2 . 4.2.6

Como φ não aparece na Hamiltoniana, temos imediatamente que πφ é uma constante do movimento. Se
escolhermos o lapso unitário N = 1 e escrevermos em termos da densidade de energia ρ = π2

φ/2p3, ao
impor o vínculo H = 0 obtemos

q2

γ2p
= Λc2

3 + κρ

3 . 4.2.7

A quantização segue a mesma ideia central da discutida em 3: os operadores elementares serão
a holonomia e o fluxo de tríade, visto que a conexão não é mais uma função contínua. Pela hipótese
de homogeneidade do espaço, podemos considerar este sendo formado for uma "célula elementar" que
se repete por todo o espaço, e podemos nos concentrar apenas na dinâmica desta única célula. Como a
conexão Ai

a = qδi
a é proporcional à identidade, esta é uma conexão Abeliana, portanto a holonomia será

apenas a exponencial usual de uma integral de linha. Novamente devido à homogeneidade, esta integral
da conexão q sobre a curva que engloba a célula elementar será apenas o comprimento desta, denotado λ,
vezes q ou seja1

hλ = eiλq. 4.2.8

Quem vier a ler este trabalho pode se perguntar se não seria plausível definir um operador q̂ ao derivar
em relção a λ. Isso não seria possível, pois em paralelo ao que acontece no modelo completo de LQG, em
LQC λ não é um parâmetro contínuo passível de ter uma derivada.

Agora iremos construir o espaço de Hilber cinemático. Na representação usual da quantização em
laços, o operador p̂ associado ao fluxo de tríade é multiplicativo e naturalmente auto-adjunto, e podemos
descrever um estado gravitacional em termos de autoestados de p̂ na forma

|Ψ〉 =
∑

i

ψi|pi〉, 4.2.9

1 Na literatura, alguns autores deixam explícito o volume da célula elementar pois este é tecnicamente um parâmetro livre,
mas aqui trabalhamos com as variáveis renormalizadas tal que este volume seja unitário e as expressões assumam suas
formas mais simples.
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com |pi〉 sendo uma base ortonormal
〈pi|pj〉 = δij . 4.2.10

O que difere essa representação de algo familiar, como o oscilador harmônico por exemplo, é o fato da
soma em 4.2.9 é discreta e não uma integral contínua e a δ em 4.2.10 é uma δ de Kronecker e não de
Dirac, portanto este espaço não possui o produto interno usual do espaço de funções quadrado integráveis.
A ação dos operadores elementares é dada por

p̂|p〉 = p|p〉 4.2.11a

ĥλ|p〉 = |p+ λ〉, 4.2.11b

assim como os operadores p̂ e eixp em Mecânica Quântica ordinária, porém com uma diferença chave:
esta ação não é contínua, pois |p+ λ〉 e |p+ λ′〉 são ortogonais para todos λ 6= λ′, portanto não é possível
diferenciar em relação a λ, que seria o que permitira definir um operador q̂.

Agora, precisamos definir um operador correspondendo ao vínculo Hamiltoniano (sem constante
cosmológica Λ)

H =
κπ2

φ

p3/2 − 6
γ2

√
pq2, 4.2.12

porém temos um problema: como dito anteriormente, não podemos definir um operador q̂. Precisamos
então de uma expressão equivalente, porém em termos de holonomias hλ. Uma maneira de obter isso
seria substituir q → sin(µ0q)/µ0, pois o seno pode ser expandido em termos de holonomias

sin(µ0q) = eiµ0q − e−iµ0q

2i , 4.2.13

e no limite µ0 → 0 temos a identidade

lim
µ0→0

sin(µ0q)
µ0

= q, 4.2.14

portanto a expressão

Heff =
κπ2

φ

p3/2 − 6
γ2

√
p

sin2(µ0q)
µ2

0
4.2.15

tende à Hamiltoniana clássica 4.2.12 quando µ0 → 0. O problema deste truque, no entanto, é que
no modelo quântico não podemos tomar o limite µ0 → 0 devido à discritude do espaço prevista pela
representação de laços. Para entender a raíz deste problema, vamos analisar com calma o que estamos
fazendo: a introdução do seno é a troca da conexão q pela sua holonomia hµ0 . O limite µ0 → 0 seria o
equivalente a contrair a curva sobre a qual a holonomia é calculada até um ponto. Isso não é possível
pois, ao chegar perto da escala de Planck, sabemos que temos átomos de geometria, portanto o mínimo
que o comprimento da curva poderia possuir é o perímetro do quanta de área mínimo A1/2 = 4

√
3πγl2P ,

o que nos daria µ0 = 4
√
A1/2 = 8lP

√√
3πγ.

Agora, iremos realizar uma análise semi-clássica baseada na Hamiltoniana efetiva Heff , que nos
dará uma ideia do que o modelo quântico completo prevê. Pessoas interessadas no tratamento quântico
completo podem verificar o artigo por Ashtekar, Pawlowski e Singh (Ashtekar; Pawlowski; Singh, 2006).
A equação de movimento para a tríade p se torna

ṗ = {p,Heff } = −∂Heff

∂q
= 12
γ2µ0

√
p sin(µ0q) cos(µ0q). 4.2.16

Podemos reorganizar isso como uma equação de Friedmann modificada

H2 = ȧ2

a2 = ṗ2

4p2 = κ

3 ρ
(

1 − ρ

ρcrit

)
, 4.2.17
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em que a densidade crítica ρcrit é dada por

ρcrit = 3
κγ2µ2

0p
. 4.2.18

Vemos então que o parâmetro de Hubble H2 não é sempre positivo: em particular, quando ρ = ρcrit

temos H2 = 0, e se continuarmos a rebobinar o relógio do universo este se torna negativo, logo o universo
temporalmente revertido passa a expandir, então o Big Bang é substituído por um "Big Bounce" (Grande
Rebote), assim eliminando a singularidade do Big Bang. Fisicamente isso pode ser interpretado como a
matéria colapsando rumo a um quanta de volume, atingindo então uma densidade crítica neste mínimo de
volume onde o espaço quântico em si se recusa a ceder, gerando um rebote enviando a matéria para longe
novamente, análogo ao que acontece em uma supernova. É claro que isso é uma interpretação de uma
análise semi-clássica fora do regime onde efeitos quânticos dominariam, mas a análise quântica completa
está de acordo com os resultados obtidos aqui.
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5 ALGUMAS RESSALVAS IMPORTANTES

Neste penúltimo capítulo discutiremos algumas ressalvas sobre o modelo trabalhado anteriormente,
em particular:

• a generalização do grafo como borda do 2-complexo para grafos gerais e consequentemente
nódulos com valência diferente de 4;

• a distinção entre limite clássico (j � 1) e limite contínuo (L → ∞).

5.1 GRAFOS GERAIS

Como ressaltado algumas vezes durante o desenvolvimento do modelo, o ingrediente importante
para construir o espaço de Hilbert da LQG é apenas o grafo Γ e não o 2-complexo ∆∗, portanto o grafo Γ
não precisa ser a fronteira de um 2-complexo, Γ 6= ∂∆∗. Em geral, um grafo Γ é apenas um conjunto de
elos orientados ` se encontrando em nódulos n, com a disposição específica entre estes dada de maneira
combinatória. Como consequência, teremos nódulos com variadas valências (apenas 1 elo, 2 elos, 3 elos...
n elos), de maneira que a decomposição do espaço de Hilbert físico ficará

L2[SU(2)L/SU(2)N ]Γ =
⊕

j`

⊗
n

InvSU(2)(Hn), 5.1.1

onde Hn é o tensoramento dos espaços de Hilbert dos elos que entram/saem do nódulo n

Hn =
ln⊗

k=1
Hj`k

, 5.1.2

com ln sendo a valência do nódulo n (a quantidade de elos que entram/saem deste).
Para ln = 1, 2, 3 o espaço InvSU(2)(Hn) é 1-dimensional, portanto estes nódulos não contribuem

nenhum número quântico. Isto pode ser interpretado geometricamente ao enxergar cada elo como dual
à face de um polígono, e para fechar um sólido é necessário pelo menos 4 faces (tetraedro), portanto
nódulos de valência inferior a 4 não possuem volume por não fecharem um polígono. Já para ln ≥ 4, é
sempre possível construir tensores invariantes usando os entrelaçadores (símbolos 3j de Wigner)

i
m1...mln
k =

(
j1 j2 k1

m1 m2 p1

)
gp1q1

(
k1 j3 k2

q1 m3 p2

)
gp2q2 ...gpln−3qln−3

(
kln−3 jln−1 jln

qln−3 mln−1 mln

)
, 5.1.3

com k = (k1, ..., kln−3), de modo que os estados de rede de spin são dados por

ψj`,kn(U`) = i
m1...ml1
k1

...i
mL−lN

...mL

kN
D(j1)

m1n1
(U1)...D(jL)

mLnL
(UL). 5.1.4

Pode-se então usar a base gerada por estes para calcular os elementos de matriz do operador de volume
pois com 4 ou mais faces é possível fechar um polígono, portanto sendo possível atribuir volume ao nódulo
n. Em resumo, apenas nódulos de valência 4 ou superior possuem autovalor de volume que depende dos
spins de todos os elos que se encontram no nódulo n, vn = vn(j1, ..., jln), enquanto os de valência 3 ou
inferior não o possuem.

5.2 LIMITE CLÁSSICO (j � 1) VS LIMITE CONTÍNUO (L → ∞)

Como discutido em 3.3.5, o limite contínuo trata-se do refinamento do grafo, no limite em que se
recupera uma variedade Riemanniana contínua (embora na prática isso não aconteça devido à discritude
do espaço prevista pelo modelo). O limite clássico em contrapartida diz respeito ao regime onde os números
quânticos são muito grandes j, v � 1, de maneira que efeitos quânticos se tornam irrelevantes.
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A diferença entre os dois limites é que partindo da LQG e tomando o limite clássico retorna-se ao
cálculo de Regge, enquanto se mantivermos os números quânticos pequenos e tomarmos o limite contínuo
(assumindo que fosse possível e não houvesse um limite superior para o refinamento do grafo) deveríamos
recobrar a RG quantizada tradicionalmente. Para voltar à RG clássica, é necessário tomar ambos os
limites clássico j � 1 e contínuo L → ∞.

LQG j, v � 1

j, v � 1 RG

L → ∞ L → ∞

Cálculo de Regge

Quantização usual da RG
Figura 1 – Diferenças entre limites clássico j, v >> 1 e contínuo L → ∞
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6 CONCLUSÃO

Chegamos enfim ao final deste trabalho, onde discutiremos os principais resultados, suas conse-
quências, a relevância do modelo aqui discutido e possíveis direções futuras de pesquisa na área.

Antes mesmo de quantizar o modelo, já foram obtidos resultados interessantes como o vínculo
de simplicidade linear 2.3.11, que nos diz que as partes elétrica e magnética da 2-forma de momento B
são na verdade proporcionais uma a outra, com a constante de proporcionalidade sendo o parâmetro de
Barbero-Immirzi γ, o que nos permitiu associar o gerador de um empurrão com a área normal à direção em
que o empurrão ocorre. Ainda na análise clássica, vimos que as variáveis de Ashtekar permitem reescrever
os vínculos da RG de maneira a se tornarem expressões polinomiais que remetem às teorias de Yang-Mills,
com um espaço de fase da teoria discretizada igual ao de ditas teorias na rede.

Ao quantizar o modelo, notamos que devido ao vínculo de simplicidade linear 2.3.11, o espaço de
Hilbert cinemático da RG seria descrito em termos de representações irredutíveis de SU(2) através do
mapa Yγ , em acordo com a análise clássica onde o espaço de fase era parametrizado completamente pela 3-
métrica, com as componentes temporais sendo "calibre puro". Com o espaço de fronteira definido, pudemos
então definir operadores de área Â` e volume V̂n, e vimos que estes possuem espectro discreto, portanto o
modelo conclui que o espaço em si é discreto e formado pelos ditos "átomos de geometria". Vimos também
como a decomposição do espaço de Hilbert físico naturalmente nos trazia a estrutura de tetraedros
quânticos no caso de grafos vindos de um 2-complexo, e como a medida de Ashtekar-Lewandowski viola o
Teorema de Stone-Von Neumann, permitindo que LQG produza resultados diferentes de outras tentativas
de quantização da RG. Também foi explorado que as amplitudes de transição deste modelo são UV-finitas
e podem ser IR-finitas com inclusão de constante cosmológica positiva Λ > 0, que é o sinal de dita
constante que é observada atualmente.

Também vimos que o modelo, quando aplicado à análise de termodinâmica de buracos negros
e à cosmologia do Big Bang trás correções para as conhecidas entropia de Bekenstein-Hawking 4.1.12 e
equações de Friedmann 4.2.17, resolvendo assim o problema da singularidade através da introdução de
uma densidade crítica onde o espaço em si se recusa a ceder, gerando um rebote.

Dito tudo isso, vemos que se trata de um modelo robusto, matematicamente consistente e que é
capaz de reproduzir (com correções) os resultados conhecidos de gravitação semi-clássica, sem depender
de métodos perturbativos como a expansão em diagramas de Feymann, que trazem obstáculos às outras
tentativas de quantização da RG, e também prevê resoluções para o problema de singularidades, portanto
sua relevância se dá no fato de ser o principal modelo atualmente com estas características, em contraste
à mais conhecida Teoria de Cordas que aposta na abordagem perturbativa, com o preço sendo que é
necessário repensar como pensamos sobre a gravidade (Zwiebach, 2009; Green; Schwarz; Witten, 2012).

Por fim, direções possíveis de pesquisa na área incluem tentar mostrar que o formalismo de Rede
de Spin é capaz de reproduzir as geometrias conhecidas como soluções das Equações de Einstein (Vaid;
Bilson-Thompson, 2014) no limite clássico; há trabalhos (Vaid; Sousa, 2024; Thiemann, Thomas, 2004)
tentando considerar LQG e Teoria de Cordas em conjunto num modelo unificado, visto que uma é capaz
de cobrir algumas falhas da outra (em particular, a emergência de cordas do esqueleto de geometria
quântica de LQG trás um mecanismo natural para adição de matéria ao modelo, enquanto considerar
uma corda se propagando em uma geometria discreta elimina as anomalias na álgebra de vínculos desta,
permitindo uma Teoria de Cordas consistente em 4 dimensões (Vaid; Sousa, 2024; Thiemann, Thomas,
2004)); e por fim trabalhos recentes como o de Altaisky (Altaisky, 2024) mostram que, ao expandir o
grupo de simetria de SL(2,C) para o grupo de Poincaré P = SL(2,C) n R3+1 é possível associar não só
momento angular mas também momento linear aos elos da Rede de Spin, e com isso reproduzir diagramas
de Feymann com estes.
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APÊNDICE A – Uma Breve Caminhada no Campo

Matematicamente falando, um campo é uma função definida sobre o espaço-tempo, ou seja, a
atribuição de certas propriedades (massa, carga, spin) a cada ponto do espaço-tempo de maneira contínua.
Fisicamente falando, um campo é um meio permeando todo o espaço-tempo através do qual energia e
momento podem se propagar em forma de pulsos (ondas).

Existem vários tipos de campos possíveis: escalares (spin 0: campo de Higgs, átomos de hélio-4),
vetoriais (spin 1: campos de calibre como o eletromagnético), tensoriais (spin 2: campo gravitacional)1,
e até mesmo campos mais exóticos como os espinoriais (spin 1/2: elétrons, quarks, neutrinos, átomos
de prata). Existem fortes argumentos matemáticos para a não existência de campos de spin ≥ 3 e para
a existência de apenas espinores de spin 1/2 a nível fundamental2, além de estes nunca terem sido
observados na natureza como partículas fundamentais (o gráviton, hipotética partícula de quanta de
campo gravitacional também não foi observado até o presente momento, porém sabemos que o campo
tensorial de ordem 2 clássico existe).

Note que todos os tipos de campos citados dizem respeito ao spin do mesmo, ou seja, como este
transforma ante transformações do espaço-tempo, então um campo escalar não é necessariamente descrito
por um número, podendo ser descrito por um "vetor de grupo" (é o caso do campo de Higgs, o qual é
um campo escalar com valores na álgebra su(2) da interação fraca) desde que ele se transforme como
um escalar de Lorentz (em outras palavras, o campo escalar não possui índices de espaço-tempo, mas
pode possuir índices de grupo, o campo vetorial possui exatamente 1 índice de espaço-tempo, etc), como
veremos mais adiante.

A.1 AÇÃO, DERIVADA FUNCIONAL

Em Mecânica Clássica, a ação funcional é definida como a integral da Lagrangeana L, uma função
dos graus de liberdade da partícula,

S =
∫

dtL[q, q̇, t], A.1.1

porém agora lidamos com campos que estão distribuídos por todo o espaço, φ = φ(t, ~x), então a Lagran-
geana será dada pela integral sobre um volume da densidade Lagrangeana L

L =
∫

d3xL [φ, ∂µφ], A.1.2

tal que a ação agora será uma integral sobre o espaço-tempo

S =
∫

dtL[φ, ∂µφ] =
∫

d4xL [φ, ∂µφ]. A.1.3

Visto que agora lidamos com graus de liberdade contínuos φ(t, x) (a partir daqui, iremos abandonar
a seta de vetor na variável espacial, a não ser que isso possa causar confusão) em diferentes pontos do
espaço, precisamos de uma derivada que reflita essa dependência. Este é o papel da derivada funcional,
definida formalmente como

δF [φ, ∂µφ](x)
δφ(y) := lim

ε→0

F [φ(x) + εδ3(x, y), ∂µφ+ ε∂µδ
3(x, y)] − F [φ(x), ∂µφ]

ε
. A.1.4

De maneira prática, isso se reduz à derivada parcial em relação ao campo vezes uma delta 3d, quando F
for um campo funcional

δF (x)
δφ(y) = ∂F

∂φ
δ3(x, y), A.1.5

1 Existem teoremas que garantem que todo e qualquer campo tensorial simétrico será necessariamente acoplado ao tensor
de energia-momento Tµν , logo só podendo descrever a gravidade.

2 Existem sistemas com ditos spins que podem ser modelados como campos de tal ordem, mas a nível de partículas
fundamentais temos indícios que não existem tais campos.
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ou de maneira mais formal, podemos definir a derivada parcial em relação a um campo como a integral
sobre um volume da derivada funcional,

∂F

∂φ
(x) :=

∫
d3y

δF (x)
δφ(y) . A.1.6

Para achar as equações de movimento do campo φ, nós procuramos por configurações do campo que
extremizem a ação funcional:

δS = δ

∫
d4xL =

=
∫

d4xδL =

=
∫

d4x

(
∂L

∂φ
δφ+ ∂L

∂(∂µφ)δ(∂µφ)
)

=

=
∫

d4x

((
∂L

∂φ
− ∂µ

∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)δφ
])

!= 0, A.1.7

em que o segundo termo se anula quando as condições de contorno são satisfeitas. Com isso, as equações
de Euler-Lagrange podem ser escritas como o sumiço da derivada funcional da ação ao "dividir por δφ(y)"
(como em cálculo 1, para extremizar uma função buscamos o sumiço da primeira derivada desta):

δS[φ, ∂µφ]
δφ

= 0 ⇐⇒ dL

dφ
:= ∂L

∂φ
− ∂µ

∂L

∂(∂µφ) = 0, A.1.8

onde denotaremos, quando conveniente, o operador de Euler-Lagrange por d/dφ. Portanto, vemos que a
derivada funcional aplicada a um funcional integral como a ação resulta nas equações de Euler-Lagrange
para o integrando.

A.1.1 Exemplos Básicos de Campos

A.1.1.1 Campo Escalar Real

Como primeiro exemplo de uma teoria de campos, trataremos de um campo escalar real φ(x),
que obedece a equação de Klein-Gordon(

~∇2 − 1
c2
∂2

∂t2

)
φ− µ2φ = 0, A.1.9

em que µ = mc/~ é a "massa reduzida" do campo. Esta equação é obtida ao tentar "quantizar" a relação de
dispersão relativística E2 = ~p2c2 +m2c4 com as regras básicas de quantização em que energia e momento
viram operadores Hermitianos

E → Ê = i~∂t A.1.10a

~p → ~̂p = −i~~∇ A.1.10b

atuando em alguma função de onda. Esta foi a primeira tentativa de Schrodinger de escrever uma equação
de onda quântica, porém ela foi abandonada por não servir como modelo de equação para a função de onda
|ψ〉, visto que as soluções desta permitem energias negativas por se tratar de uma equação de segunda
ordem nas derivadas temporais. Não, ao invés de achar a equação quântica, esta "primeira quantização"
levou à equação clássica de movimento do campo escalar φ(x). A verdadeira quantização relativística viria
a ser a "segunda quantização", onde o campo φ(x) em si seria promovido a operador φ̂(x), com a equação
que governa a dinâmica quântica ainda sendo a equação de Schrodinger, porém com a Hamiltoniana do
campo que será apresentda mais a frente em A.1.2.

A equação de Klein-Gordon A.1.9 pode ser obtida através da Lagrangeana de Klein-Gordon

LKG[φ, ∂µφ] = −~2c2

2 (ηµν∂µφ∂νφ+ µ2φ2). A.1.11
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Esta é a teoria do campo escalar "livre", ou seja, sem interações. Podemos modelar um campo escalar que
possui auto-interação através de uma modificação nesta Lagrangeana: adicionamos um termo λφ4/4!,

LKGI [φ, ∂µφ] = −~2c2

2

(
ηµν∂µφ∂νφ+ µ2φ2 + λ

4!φ
4
)
. A.1.12

Este modelo é chamado de "λφ4" (ou lambda-phi-4), e dizemos que é uma teoria com auto-interação pois
o termo quártico na Lagrangeana faz com que a equação de movimento possua um termo não linear no
campo, ou seja, o campo se reacopla consigo mesmo (como se um oscilador harmônico reacoplasse consigo
mesmo na forma de um termo x3 na equação de movimento, de maneira que uma oscilação provocasse
outra). Este modelo é de extrema relevância pois, além de ser um caso que pode ser resolvido através de
Teoria de Perturbação, o campo de Higgs do Modelo Padrão possui como Lagrageana uma generalização
deste modelo para campo complexo com valores na álgebra su(2) e sinal trocado no termo de massa, se
tratando de um campo taquiônico (um campo taquiônico mesmo possuindo massa quadrática negativa
ainda pode gerar partículas que viajam abaixo de c após quebra espontânea de simetria).

A.1.1.2 Campo de Dirac

Outro exemplo importante de uma teoria de campos é a do campo bi-espinorial de Dirac, o qual
obedece a equação de Dirac

(i~γµ∂µ −mc)ψ = 0, A.1.13

onde γµ são as matrizes γ de Dirac, as quais compõem uma representação matricial da álgebra de Clifford
C`(1, 3) através de suas relações de anti-comutação (γµ, γν) = 2ηµν . Esta veio da procura de uma equação
de onda que fosse de primeira ordem no tempo e no espaço ao tentar "tirar a raíz" (mais especificamente,
fatorar) da equação de Klein-Gordon A.1.9 escrita classicamente como a relação de quadrimomento-massa
pµpµ = m2c2:

pµpµ = m2c2

ηµνpµpν −m2c2 = 0

↓?

(γµpµ −mc)(γνpν +mc) = 0, A.1.14

onde Dirac chegou em um empasse na passagem final: os objetos γµ não poderiam ser números ordinários,
pois o requerimento que o produto retornasse à passagem anterior impunha que os γµ deveriam anti-
comutar resultando na métrica de Minkowski. Resolvido este problema, escolheu-se o fator da direita
para representar o elétron pois este possui massa positiva, aplicou-se as regras de quantização A.1.10a e
A.1.10b e obteve-se a equação de Dirac A.1.13, onde visto que os γ’s são matrizes, a função de onda em
que a equação opera deve ser um objeto complexo de 4 componentes, o bi-espinor.

A equação de Dirac A.1.13 pode ser obtida através de variação da Lagrangeana de Dirac

LD = ψ(i~γµ∂µ −mc)ψ, A.1.15

onde ψ = ψ†γ0 é o bi-espinor conjugado e equivale à anti-matéria, com o operador entre parenteses
entendido como atuando à esquerda e à direita. O acoplamento deste campo com campos de força será
tratado mais a frente no apêndice B.

A.1.2 Análise Hamiltoniana de Campos

Assim como a Lagrageana, a Hamiltoniana agora passa a ser uma densidade integrada no volume,

H =
∫

d3xH, A.1.16
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em que a densidade Hamiltoniana H é dada pela transformada de Legendre da densidade Lagrangeada L

H[φ, π] = π∂0φ− L , A.1.17

com π sendo o momento canônico conjugado ao campo φ em um dado referencial inercial

π = ∂L

∂(∂0φ) A.1.18

e a Hamiltoniana H gerando evolução temporal no referencial em questão através dos parenteses de
Poisson apresentados a seguir.

Dados dois funcionais do espaço de fase F [φ, π] e G[φ, π], seus parenteses de Poisson em tempos
iguais são dados pela soma (integral) sobre todos os pontos do espaço, isto é,

{F (x), G(y)} =
∫

d3z

(
δF (x)
δφ(z)

δG(y)
δπ(z) − δF (x)

δπ(z)
δG(y)
δφ(z)

)
, A.1.19

com os parenteses canônicos sendo um funcional δ,

{φ(x), π(y)} = δ3(x, y). A.1.20

Isto pode ser entendido ao enxergar o parenteses de Poisson como um braquete de Lie, que por sua vez
pode ser visto como uma derivação, uma vez que este obedece a regra de Leibniz em ambas entradas:

{F.G,H} = F {G,H} + {F,H}G A.1.21a

{F,G.H} = G {F,H} + {F,G}H, A.1.21b

logo o parenteses {φ, π} é como a "derivada (direcional) de φ ao longo de π", e como vimos em A.1.5, a
derivada de um campo em relação a outro resulta em distribuições δ.

Uma fórmula conveniente é a regra da cadeia para parenteses de Poisson: digamos que queremos
calcular {F (x), G(y)}, porém suas derivadas em relação às variáveis canônicas (φ, π) são muito complicadas
de se calcular, mas nós sabemos calcular suas derivadas em relação a outro par de variáveis (α, β) cujos
parenteses de Poisson {α(x), β(y)} são conhecidos, então vale a identidade

{F (x), G(y)} =
∫

d3x′d3y′ δF (x)
δα(x′) {α(x′), β(y′)} δG(y)

δβ(y′) . A.1.22

As equações de Hamilton para campos são dadas por

∂φ

∂t
= {φ,H} = δH

δπ
= ∂H
∂π

− ∂a
∂H

∂(∂aπ) A.1.23a

∂π

∂t
= {π,H} = −δH

δφ
= −

(
∂H
∂φ

− ∂a
∂H

∂(∂aφ)

)
. A.1.23b

Retornando ao exemplo do campo escalar livre tratado anteriormente em A.1.1.1, seu momento
e sua Hamiltoniana (e densidade) ficam então

π(x) = ∂LKG

∂(∂0φ) = ~2c2∂0φ(x) A.1.24

H =
∫

d3x(π∂0φ− LKG) =

= ~2c2

2

∫
d3x

(
(∂0φ)2 + (~∇φ)2 + µ2φ2

)
=

= ~2c2

2

∫
d3x

(
1

~4c4π
2 + (~∇φ)2 + µ2φ2

)
, A.1.25
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de modo que suas equações canônicas serão

∂φ

∂t
= δH

δπ
= 1

~2c2π A.1.26a

∂π

∂t
= −δH

δφ
= ~2c2

(
~∇2φ− µ2φ

)
. A.1.26b

Algo interessante de se analisar são os modos de vibração de um campo. Para isso, precisamos achar então
a solução da eq A.1.9. Por se tratar de uma equação de onda, a solução será uma combinação linear (neste
caso por se tratar de um espaço não-compacto, uma integral) de ondas planas de diferentes momentos
(transformada de Fourier)

φ(x) = 1
(2π~)2

∫
d4p e− i

~ pµxµ

φ̃(p), A.1.27

porém precisamos também impor a relação de dispersão relativística

(p0)2 = E2

c2 = ~p 2 +m2c2. A.1.28

Fazemos isso ao reescrever φ̃(p) = C(p)δ((p0)2 − E2/c2), com E = E(~p) =
√
~p2c2 +m2c4:

φ(x) = 1
(2π~)2

∫
d4p δ((p0)2 − E2/c2)e− i

~ pµxµ

C(p) =

= 1
(2π~)2

∫
d4p

c

2E (δ(p0 − E/c) + δ(p0 + E/c)) e− i
~ pµxµ

C(p) =

= 1
(2π~)3/2

∫
d3p

c

2E

(
A(p)e− i

~ (Et−~p·~x) +B(p)e i
~ (Et+~p·~x)

)
, A.1.29

onde os coeficientes A(p) e B(p) são dados por

A(p)e− i
~ (Et−~p·~x) = 1√

2π~

∫
dp0 e− i

~ pµxµ

C(p)δ(p0 − E/c) A.1.30a

B(p)e i
~ (Et+~p·~x) = 1√

2π~

∫
dp0 e− i

~ pµxµ

C(p)δ(p0 + E/c). A.1.30b

Podemos absorver um fator c/2
√
E nos coeficientes A e B, ficando com

a(p) = cA(p)
2
√
E(p)

A.1.31a

b(p) = cB(p)
2
√
E(p)

A.1.31b

↓

φ(x) = 1
(2π~)3/2

∫
d3p

1√
E(p)

(
a(p)e− i

~ (Et−~p·~x) + b(p)e i
~ (Et+~p·~x)

)
. A.1.32

Esta é a solução geral para a equação de Klein-Gordon A.1.9 (como podemos ver, possuindo um termo de
energia positiva e um de energia negativa), porém ainda temos uma coisa a fazer: como estamos lidando
com o campo escalar real, precisamos impor a condição de realidade φ(x) = φ∗(x) em nossa solução,

φ∗(x) = 1
(2π~)3/2

∫
d3p

1√
E(p)

(
a(p)e− i

~ (Et−~p·~x) + b(p)e i
~ (Et+~p·~x)

)∗
=

= 1
(2π~)3/2

∫
d3p

1√
E(p)

(
a∗(p)e i

~ (Et−~p·~x) + b∗(p)e− i
~ (Et+~p·~x)

)
!= φ(x) A.1.33

m

b(p) = a∗(−p), A.1.34
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e então ao substituir A.1.34 na solução geral A.1.32 e trocar ~p → −~p no segundo termo, obtemos então

φ(x) = 1
(2π~)3/2

∫
d3p

1√
E(p)

(
a(p)e− i

~ (Et−~p·~x) + a∗(p)e i
~ (Et−~p·~x)

)
. A.1.35

A partir de agora trabalharemos em unidades naturais c = ~ = 1. O momento canônico conjugado π(x) é
então

π(x) = ∂0φ(x) =

= 1
(2π)3/2

∫
d3p

(−iE(p))√
E(p)

(
a(p)e−i(Et−~p·~x) − a∗(p)ei(Et−~p·~x)

)
=

= − i

(2π)3/2

∫
d3p
√
E(p)

(
a(p)e−i(Et−~p·~x) − a∗(p)ei(Et−~p·~x)

)
. A.1.36

Podemos usar A.1.35 e A.1.36 para encontrar os modos de vibração a(p) e a∗(p) em função do par canônico
(φ, π):

a(p) =
∫

d3x

(√
E(p)φ(x)ei(Et−~p·~x) + i√

E(p)
π(x)ei(Et−~p·~x)

)
A.1.37a

a∗(p) =
∫

d3x

(√
E(p)φ(x)e−i(Et−~p·~x) − i√

E(p)
π(x)e−i(Et−~p·~x)

)
. A.1.37b

Isso nos permite então calcular os parenteses de Poisson entre os modos de vibração do campo:

{a(p), a(k)} = 0 A.1.38a

{a∗(p), a∗(k)} = 0 A.1.38b

{a(p), a∗(k)} =
∫

d3z

(
δa(p)
δφ(z)

δa∗(k)
δπ(z) − δa(p)

δπ(z)
δa∗(k)
δφ(z)

)
=

=
∫

d3z

(√
E(p)

∫
d3xδ(x, z)ei(Et−~p·~x) −i√

E(k)

∫
d3yδ(y, z)e−i(Et−~k·~y)−

− i√
E(p)

∫
d3xδ(x, z)ei(Et−~p·~x)

√
E(k)

∫
d3yδ(y, z)e−i(Et−~k·~y)

)∣∣∣∣∣
t=0

=

= −i

(√
E(p)√
E(k)

+
√
E(k)√
E(p)

)∫
d3ze−i(~p−~k)·~z =

= −iδ3(p, k). A.1.38c

Com isso, podemos ver então por quê os coeficiente a(p) e a∗(p) são chamados "modos de vibração
normais": estes são parenteses de Poisson de osciladores harmônicos simples infinitesimais em cada ponto
do espaço de fase! Vamos agora reescrever a Hamiltoniana em termos dos modos de vibração

H = 1
2

∫
d3x

(
π2 + (~∇φ)2 +m2φ2

)
=

= 1
2

∫
d3x

(
(∂tφ)2 + ~∇φ · ~∇φ+m2φ2

)
=

= 1
2

∫
d3pE(p)

(
a(p)a∗(p) + a∗(p)a(p)

)
, A.1.39

em que classicamente este seria igual à integral do módulo quadrado dos modos de vibração, porém
manteremos esta forma A.1.39 pois após quantizar há uma sutileza extra (em particular, os modos
de vibração deixarão de ser números que comutam e serão substituídos por operadores cujas relações
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de comutação são dadas pelos parenteses de Poisson clássicos). Com isto, podemos então calcular os
parenteses de Poisson entre a e a∗ com a Hamiltoniana H:

{a(p),H} =
∫

d3k {a(p), a∗(k)} δH

δa∗(k) =

= −i
∫

d3kδ(p, k)E(k)a(k) =

= −iE(p)a(p) A.1.40a

{a∗(p),H} =
∫

d3k {a∗(p), a(k)} δH

δa(k) =

= i

∫
d3kδ(p, k)E(k)a∗(k) =

= iE(p)a∗(p). A.1.40b

A.2 SEGUNDA QUANTIZAÇÃO

Como dito anteriormente, a primeira quantização onde energia e momento foram trocados por
operadores Hermitianos na relação de dispersão relativística não resultaram em uma equação quântica,
mas sim nas equações clássicas de movimento para campos escalares (ou espinoriais ao tentar-se fatorar a
relação de dispersão). A equação de movimento quântica continua sendo de fato a equação de Schrodinger

Ĥ|ψ〉 = i~∂t|ψ〉, A.2.1

onde o (operador) Hamiltoniano Ĥ é a quantização da Hamiltoniana H[φ, π] do campo φ(x), portanto o
campo em si deve ser promovido a operador atuando em estados |ψ〉 de algum espaço de Hilbert H

φ(x) → φ̂(x)|ψ〉. A.2.2

Voltando ao exemplo do campo escalar real, como os modos de vibração satisfazem parenteses
de Poisson de osciladores harmônicos, podemos usar estes para expressar nosso espaço de Hilbert H em
função de estados de oscilador harmônico

H 3 |ψ〉 =
∑

n

cn|n〉, A.2.3

onde os estados |n〉 são estados excitados

|n〉 =
n∏
â†(p)|0〉, A.2.4

em que o estado fundamental |0〉 é tal que

â(p)|0〉 = 0. A.2.5

Tecnicamente, na notação acima omitimos que o estado |n〉 é na verdade um tensoramento entre a base
de oscilador harmônico e a de momento, e na realidade temos

|ψ〉 =
∑

n

cn|n; p〉, |n; p〉 =
n∏
â†(p)|0; p〉. A.2.6

Podemos também analisar o espaço de Hilbert em representação de posição |n;x〉 através de transformada
de Fourier

|n;x〉 = 1
(2p~)3/2

∫
d3pe i

~ ~p·~x|n; p〉, A.2.7
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e nessa representação temos operadores â†(x) e â(x) dados também por transformada de Fourier

â†(x) = 1
(2π~)3/2

∫
d3pe i

~ ~p·~xâ†(p) A.2.8a

â(x) = 1
(2π~)3/2

∫
d3pe i

~ ~p·~xâ(p). A.2.8b

Vemos então que os operadores â† e â são operadores de criação e aniquilação, pois estes criam/aniquilam
uma partícula de momento p (em representação de momento) ou na posição x (em base de posição).
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APÊNDICE B – Teorias de Calibre e Fibrados

Aqui será feita uma breve introdução às teorias de calibre (do inglês "gauge theories") e sua
formulação em termos da geometria diferencial de Fibrados Principais.

Começaremos com a Eletrodinâmica de Maxwell: as equações de Maxwell regem a dinâmica dos
campos elétrico e magnético, e em termos apenas de campos microscópicos elas assumem a forma (em
unidades tais que ε0 = µ0 = 1)

~∇ · ~E = ρ B.0.1a

~∇ × ~E = −∂ ~B

∂t
B.0.1b

~∇ · ~B = 0 B.0.1c

~∇ × ~B = ~J + ∂ ~E

∂t
. B.0.1d

Os campos elétrico ~E e magnético ~B podem ser expressos em termos de um potencial escalar φ e vetorial
~A:

~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
B.0.2a

~B = ~∇ × ~A. B.0.2b

Das identidades acima, podemos enxergar uma redundância nos campos ~E e ~B: se no lugar de φ e ~A

usarmos novos potenciais relacionados aos originais através de

φ′ = φ− ∂ε

∂t
B.0.3a

~A′ = ~A+ ~∇ε, B.0.3b

onde ε = ε(t, ~r) é um campo escalar arbitrário chamado parâmetro de calibre (em inglês "gauge parameter"),
os campos físicos ~E e ~B se mantém invariantes

~E′ = −~∇φ′ − ∂ ~A′

∂t
=

= −~∇
(
φ− ∂ε

∂t

)
− ∂

∂t

(
~A+ ~∇ε

)
=

= −~∇φ− ∂ ~A

∂t
+ ~∇∂ε

∂t
− ∂~∇ε

∂t
=

= −~∇φ− ∂ ~A

∂t
≡ ~E B.0.4a

~B′ = ~∇ × ~A′ =

= ~∇ ×
(
~A+ ~∇ε

)
=

= ~∇ × ~A+ ~∇ × ~∇ε =

= ~∇ × ~A ≡ ~B. B.0.4b

Esta redundância é denominada simetria de calibre (do inglês "gauge symmetry") e é a base por trás do
nosso entendimento das forças que regem nosso universo.

Podemos utilizar notação relativística de índices para enxergar os campos elétrico e magnético
como facetas do mesmo objeto: se definirmos o quadri-potencial eletromagnético como

(Aµ) = (−cφ, ~A), B.0.5
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então a derivada anti-simétrica deste nos dá o tensor de força de campo, ou tensor de Faraday, isto é, o
campo eletromagnético:

[∂[µAν]] ≡ [∂µAν − ∂νAµ] =

= [Fµν ] =


0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 −Bz By

−Ey/c Bz 0 −Bx

−Ez/c −By Bx 0

 , B.0.6

onde agora a simetria de calibre assume a forma simplificada

A′
µ = Aµ + ∂µε, B.0.7

já que derivadas parciais comutam:

F ′
µν = ∂[µA

′
ν] =

= ∂[µ(Aν] + ∂ν]ε) =

= ∂[µAν] + ∂[µ∂ν]ε =

= ∂[µAν] ≡ Fµν . B.0.8

Agora uma última abstração em notação antes de prosseguirmos: utilizando o formalismo de
formas diferenciais da geometria diferencial (ver por exemplo (Nakahara, 2002)), podemos definir a
1-forma potencial

A = iAµdxµ, B.0.9

onde por ora podemos entender a constante imaginária i sendo inclusa por conveniência futura. Então
definimos a 2-forma de curvatura (ou força de campo) F como

F = dA, B.0.10

em que o operador d é a derivada exterior no contexto de formas diferenciais (a derivada anti-simétrica
em B.0.6 é a representação em componentes deste operador), e a simetria de calibre se torna então

A′ = A + dε, B.0.11

visto que a derivada exterior é nilpotente de ordem 2 (i.e d2 = 0)

F ′ = dA′ =

= d(A + dε) =

= dA + d2ε =

= dA ≡ F . B.0.12

B.1 ORIGENS DA SIMETRIA DE CALIBRE

As origens teóricas da simetria de calibre apresentada anteriormente vem da análise das simetrias
de campos de matéria: por exemplo, considere a equação de Dirac para o elétron livre

(i~γµ∂µ −mc)ψ = 0, B.1.1

onde γµ são as matrizes γ (gamma) de Dirac que compõem uma representação da álgebra de Clifford
do espaço de Minkowski através de suas relações de anti-comutação (γµ, γν) = 2ηµν e ψ é o bi-espinor
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de Dirac composto pela soma direta de um espinor de Weyl de quiralidade de mão direita e um de mão
esquerda

ψ =
[
φR

φL

]
, φi ∈ C2. B.1.2

A equação de Dirac B.1.1 é uma das equações de Euler-Lagrange da Lagrangeana de Dirac livre

LD = ψ(i~γµ∂µ −mc)ψ, B.1.3

em que ψ = ψ†γ0. Desta Lagrangeana podemos ver então uma simetria do sistema: se fizermos uma
mudança global na fase do espinor

ψ → ψ′ = ψe−iqθ B.1.4

ψ → ψ
′ = ψeiqθ, B.1.5

onde q é a carga do elétron, a Lagrangeana não irá mudar pela fase ser global (constante)

L ′
D = ψ

′(i~γµ∂µ −mc)ψ′ =

= ψeiqθ(i~γµ∂µ −mc)ψe−iqθ =

= ψ(i~γµ∂µ −mc)ψeiqθe−iqθ =

= ψ(i~γµ∂µ −mc)ψ ≡ LD. B.1.6

No entanto, o campo de Dirac ψ é uma função do espaço-tempo (campo), logo espera-se que quaisquer
transformações feitas neste possam ser locais, ou seja, mudar a fase por um valor diferente em cada ponto
do espaço-tempo,

ψ → ψ′ = ψe−iqε(x) B.1.7

ψ → ψ
′ = ψeiqε(x), B.1.8

mas se fizermos essa mudança local a Lagrangena irá mudar devido a um termo advindo da derivada
atuando no fator de fase local:

L ′
D = ψ

′(i~γµ∂µ −mc)ψ′ =

= ψeiqε(x)(i~γµ∂µ −mc)[ψe−iqε(x)] =

= ψeiqε(x)e−iqε(x)(i~γµ∂µ −mc)ψ + ψq~γµ∂µε(x)eiε(x)e−iε(x)ψ =

= ψ(i~γµ∂µ −mc)ψ + ψq~γµ∂µε(x)ψ. B.1.9

Mas há uma maneira de corrigir este problema, ao introduzirmos um campo "novo" Aµ acoplado à derivada
Dµ = ∂µ + iqAµ que se transforme de uma maneira específica

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µε, B.1.10

a simetria de fase da Lagrangeana de Dirac será estabelecida localmente: primeiro, veremos que o operador
Dµ = ∂µ + iqAµ transforma "covariantemente" ante a transformação de calibre, isto é, D′

µψ
′ = e−iqεDµψ

portanto será chamado de derivada covariante de calibre (ou apenas derivada covariante)

D′
µψ

′ = (∂µ + iqA′
µ)ψ′ =

= (∂µ + iq(Aµ + ∂µε))[ψe−iε] =

= ∂µψe−iqε − iq∂µεe−iqεψ + iqAµe−iqεψ + iq∂µεe−iqεψ =

= e−iqε(∂µψ + iqAµψ) =

= e−iqε(∂µ + iqAµ)ψ ≡ e−iεDµψ, B.1.11
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portanto vemos que, ao substituir ∂µ por Dµ na Lagrangeana de Dirac, mesmo com transformações de
fase locais a Lagrangeana permanecerá invariante

L ′
DA = ψ

′(i~γµD′
µ −mc)ψ′ =

= ψeiqε(x)(i~γµD′
µ −mc)ψe−iqε(x) =

= ψeiqε(x)e−iqε(x)(i~γµDµ −mc)ψ =

= ψ(i~γµDµ −mc)ψ ≡ LDA. B.1.12

A lei de transformação B.1.10 não é nada novo: ela é precisamente a mesma do campo eletromag-
nético discutida em B.0.7! Portanto, vemos que ao impor a simetria de fase local na Lagrangeana de Dirac,
nós "redescobrimos" o campo eletromagnético. Este é o exato procedimento que levou às formulações
das interações nucleares forte e fraca, impondo que certas simetrias que foram observadas fossem válidas
localmente.

De maneira geral, o procedimento é: dada uma Lagrangeana com uma simetria global de algum
grupo de Lie G (um grupo de Lie é, em poucas palavras, uma variedade diferenciável com estrutura de
grupo, ver (Nakahara, 2002)), isto é, onde o campo dinâmico ψ admite uma tranformação do tipo

ψ → ψ′ = Uψ, U ∈ G B.1.13

que não altera a Lagrangeana,
L [Uψ, ∂µ[Uψ]] = L [ψ, ∂µψ], B.1.14

será então imposto invariância para a transformação agora sendo local, U = U(x), e para tal serão
adicionados quaisquer campos necessários Aµ, os quais terão valores na álgebra de Lie g (a álgebra de Lie
g de um grupo de Lie G pode ser entendida como o espaço tangente na identidade do grupo, g = T1G,
com produto entre os vetores dado pela derivada/braquete de Lie), Aµ = AI

µTI , onde TI são os geradores
do grupo (base da álgebra) na representação adjunta. Neste sentido, o quadri-potencial eletrogmagnético é
o caso mais simples de tal construção: o grupo é o círculo U(1) com gerador sendo a constante imaginária
i (o mapa exponencial relaciona a álgebra g com o grupo G, U = enI TI , U ∈ G e TI ∈ g, no caso do
círculo U(1), TI = i e nI = θ). O campo com valores na álgebra Aµ é chamado de conexão de calibre, e
sua lei de transformação geral é

Aµ → A′
µ = Aµ +DµE = UAµU

−1 − 1
g
∂µU

−1U, B.1.15

em que U = U(E) = eE , E = εITI é o gerador da transformação de calibre e Dµ = ∂µ + gAµ é a derivada
covariante de calibre, com g sendo uma constante de acoplamento (a "carga" da interação em questão). A
ação deste operador em objetos na representação adjunta é dada por

DµE = ∂µE + g[Aµ, E ] = ∂µEITI + gcI
JKA

J
µEKTI , B.1.16

onde [., .] é o braquete/derivada de Lie (comutador) e cI
JK são as constantes de estrutura do grupo.

B.2 UMA BREVE INTRODUÇÃO AO FORMALISMO DE FIBRADOS

Iremos agora apresentar a formulação matematicamente rigorosa da construção discutida anteri-
ormente e clarificar que o termo "derivada covariante" é mais que apenas uma analogia com Geometria
Riemanniana, e na verdade é a derivada covariante desta que é um caso particular da formulação mais
geral de fibrados.
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Primeiramente, introduzimos o fibrado tangente de uma variedade diferenciável M , denotado
TM como a união disjunta de seus espaços tangentes

TM :=
⊔

p∈M

TpM =

=
⋃

p∈M

{p} × TpM =

=
⋃

p∈M

{(p, v|p) | v|p ∈ TpM} B.2.1

que dada uma carta local U de topologia trivial é diffeomórfico ao produto direto de M pelo espaço
tangente TpU ,

TU =
⋃

p∈U

{(p, v|p) | v|p ∈ TpU} '

' {(p, v|p) | p ∈ U, v|p ∈ TpU} = U × TpU, B.2.2

no entanto esta igualdade é apenas local, globalmente a estrutura será diferente de apenas um produto
direto. Diffeomorfismos de M em M (como mudanças de coordenadas) são traduzidos a transformações
do grupo geral linear nos espaços tangentes (as matrizes Jacobianas),

φ : M → M B.2.3

↓

GL(TpM) 3 dφ|p : TpM → TpM. B.2.4

A estrutura ponto-a-ponto do fibrado nos permite definir uma sobrejeção denominada projeção π : TM →
M que retorna apenas o ponto da variedade M ,

π : TM → M B.2.5

(p, v|p) 7→ p, B.2.6

cuja imagem inversa será o espaço tangente naquele ponto, π−1(p) = TpM . Uma construção completamente
análoga pode ser realizada para o espaço cotangente, gerando o fibrado cotangente

T ∗M :=
⊔

p∈M

T ∗
pM, B.2.7

e pode ser extendido para os espaços tensoriais também através de

T m
n (M) :=

⊔
p∈M

T m
n (TpM), B.2.8

onde T m
n (TpM) denota o espaço tensorial de ordem (m,n) do espaço tangente. Esta construção nos

permite definir campos (co)vetoriais (tensoriais) como seções do fibrado: a seção é um mapa s : M →
T m

n (M) satisfazendo π ◦ s = idM , o mapa identidade em M . Com isso, o requerimento que derivadas
de campos tensoriais sejam também campos tensoriais, ou equivalentemente que derivadas transformem
covariantemente ante diffeomorfismos,

∂µT
′α
β = ∂xα

∂xα′

∂xβ′

∂xβ
∂µT

α′

β′ B.2.9

leva à introdução da derivada covariante ∇µ = ∂µ + Γα
µβ∂α ⊗ dxβ , com a conexão afim tendo valores na

álgebra gl(TpM). O tensor de curvatura de Riemann é extraído deste operador diferencial pela sua falha
em ser comutativo: sejam V α(x) as componentes de um campo vetorial em M , temos então

[∇µ,∇ν ]V α = Rα
βµνV

β B.2.10



APÊNDICE B. Teorias de Calibre e Fibrados 54

↓

Rα
βµν = ∂µΓα

νβ − ∂νΓα
µβ + Γρ

µνΓα
ρβ − Γρ

βµΓα
ρν . B.2.11

Matematicamente, os formalismos apresentados anteriormente em B.1 e no parágrafo acima
são descritos pela Geometria Diferencial através de Fibrados Principais: um fibrado principal é uma
quíntupla (E, π,M,F,G) (por vezes denotado apenas como E ou pelo diagrama G → E

π→ M) consistindo
de

• uma variedade diferenciável E chamada de espaço total;

• uma variedade diferenciável M denominada espaço base;

• uma variedade diferenciável F referida por fibra (ou fibra típica);

• um grupo de Lie G dito grupo de estrutura, atuando em F pela esquerda;

• um mapa sobrejetor π : E → M definindo a projeção, cuja imagem inversa π−1(p) = Fp ' F

é a fibra em p.
Um campo pode ser definido sobre o espaço base como sendo uma seção do fibrado principal: um mapa
s : M → E tal que π ◦ s = idM . O grupo do estrutura induz uma 1-forma com valores na álgebra g, a
1-forma de conexão (ou potencial de calibre)

A = AI
µTI ⊗ dxµ ∈ g ⊗ T ∗M, B.2.12

que quando acoplado à derivada exterior da variedade define a derivada exterior covariante D = d + gA,
operador diferencial que transforma covariantemente quando o grupo de estrutura atua localmente na
fibra: seja s = ψ(x) = ψ : M → E e U(x) = U ∈ G tais que ψ′ = Uψ

D′ψ′ = UDψ. B.2.13

Por sua vez, a falha desta derivada exterior covariante em ser nilpotente dá origem à 2-forma de curvatura
(ou tensor de força de campo)

DDψ =: Fψ, F = F I
µνTI ⊗ dxµ ∧ dxν ∈ g ⊗ Ω2(M) B.2.14

↓

F = DA = dA + gA ∧ A = dA + g

2 [A ∧ A]. B.2.15

Como exemplo desta construção, temos como tratado anteriormente a própria geometria Riem-
maniana, onde o espaço base é a variedade em questão M , as fibras são os espaços tensoriais do espaço
tangente T m

n (TpM), o grupo de estrutura é o (tensoramento do) grupo geral linear GL(TpM)m+n e o
espaço total é o tensorial do fibrado tangente T m

n (M), (TM, π,M, TpM,GL(TpM)), e portanto vemos
que a derivada covariante da geometria Riemanniana é um caso particular das derivadas covariantes de
fibrados, e não são estas apenas analogias à derivada covariante Riemanniana.

Outro exemplo de fibrado principal são teorias de calibre de Yang-Mills como o eletromagnetismo
de Maxwell: o espaço base é o espaço-tempo M , a fibra é o espaço de espinores de Dirac S, o grupo de
estrutura é o círculo U(1), e o espaço total parece localmente com M × S, (E ' M × S, π,M, S,U(1)).
Note que, pelo fato desta construção para o eletromagnetismo adicionar um círculo U(1) a cada ponto
do espaço-tempo, ela é muito similar à visão da teoria de Kaluza-Klein: nesta, os autores verificaram que
ao trabalhar com a RG em D = 5 e separar o setor (3 + 1)-d da RG convencional, as equações restantes
reproduziam precisamente o eletromagnetismo de Maxwell, onde ao compactificar a dimensão nova em
um círculo, momento nesta dimensão se comportava como carga elétrica, e agora podemos ver o por quê
desta "coincidência", visto que pictoricamente eles estavam a um passo de formular a teoria de fibrados,
faltando enxergar a dimensão circular extra como um grupo de estrutura invés de um dimensão espacial
literal.
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B.3 A AÇÃO DE YANG-MILLS

A Lagrangeana de Dirac acoplada ao campo de calibre dada em B.1.12 está incompleta: esta
só reflete o termo potencial do campo de calibre Aµ, visto que possui apenas o termo de acoplamento
deste com a matéria descrita pelo campo de Dirac. Ainda falta o termo cinético do campo de calibre
Aµ. Este deve ser quadrático nas derivadas de Aµ. Como candidatos imediatos temos (Fµ

µ)2, FµνFµν

e εαβµνFαβFµν . O primeiro é idêntico a 0 pois Fµν é anti-simétrico, então sobram a segunda e terceira
possibilidades. A terceira representa um acoplamento das partes elétricas e magnéticas da curvatura da
forma ∼ ~E · ~B, e geralmente não contribui na ação, porém existem modelos de cromodinâmica em que este
termo também é considerado, mas em geral não é o caso e portanto ficamos com a segunda possibilidade,
pois esta é a generalização do termo de quadri-gradiente ao quadrado do campo escalar. No entanto,
em geral este termo é um elemento de uma álgebra g transformando de maneira covariante, e a ação
deve resultar em um número invariante de calibre. Isso é retificado ao tomarmos o traço (enxergando os
geradores do grupo como matrizes), devido à identidade

Tr(TITJ) = dGIJ , B.3.1

onde d é a dimensão da representação do grupo e GIJ é a métrica do grupo. Se a ação for construída
com F na representação fundamental, podemos redefinir os geradores como T̃I = TI/

√
d, de maneira que

Tr(FµνFµν) = Fµν
I F I

µν , e então temos a ação de Yang-Mills como

SY M = − 1
4q2

∫
d4x

√
−gFµν

I F I
µν , B.3.2

a qual pode ser reescrita em notação de formas diferenciais ao desfazer algumas identidades,

SY M = − 1
4q2

∫
d4x

√
−gFµν

I F I
µν =

= − 1
4q2

∫ 1
4!εαβγδdxα ∧ dxβ ∧ dxγ ∧ dxδ√

−gTr(FµνFµν) =

= − 1
4q2

∫ 1
4!Tr(

√
−gεαβγδη

µµ′
ηνν′

Fµ′ν′Fµνdxα ∧ dxβ ∧ dxγ ∧ dxδ) =

= − 1
4q2

∫ 1
2.4!Tr(

√
−gεαβγδε

µν
ρθε

µ′ν′ρθFµ′ν′Fµνdxα ∧ dxβ ∧ dxγ ∧ dxδ) =

= − 1
4q2

∫ 1
2.4!Tr(

√
−gεµν

ρθδ
µ′ν′ρθ
αβγδ Fµ′ν′Fµνdxα ∧ dxβ ∧ dxγ ∧ dxδ) =

= − 1
4q2

∫ 1
2Tr(Fαβ

√
−gεµν

γδFµνdxα ∧ dxβ ∧ dxγ ∧ dxδ) =

= − 1
4q2

∫
Tr((Fαβdxα ∧ dxβ) ∧ ?(Fγδdxγ ∧ dxδ)) =

= 1
4q2

∫
Tr(?F ∧ F), B.3.3

de maneira que a ação total do campo de calibre acoplado à matéria se torna

SY M−M = SM + 1
4q2

∫
Tr(?F ∧ F), B.3.4

com SM sendo a ação da matéria em questão (por exemplo, a ação do campo de Dirac).
A equação de movimento do campo de Yang-Mills é a equação de Procca covariante, generalizando

a equação de Procca do eletromagnetismo de Maxwell

DµFµν = −J ν , B.3.5

onde J ν é a densidade de corrente (com valores na álgebra g) advinda do acoplamento do campo de
Yang-Mills com a matéria. Esta equação contempla as duas equações de Maxwell com fontes (lei de
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Gauss-Ampère). Pela natureza associativa da álgebra g, temos que a identidade de Jacobi é válida para a
derivada covariante,

[Dµ, [Dν , Dλ]] + [Dλ, [Dµ, Dν ]] + [Dν , [Dλ, Dµ]] = 0, B.3.6

onde substituindo que a curvatura pode ser expressa como comutador de derivadas covariantes Fµν =
[Dµ, Dν ], isto resulta na identidade de Bianchi covariante

DµFνλ +DλFµν +DνFλµ = 0, B.3.7

a qual pode ser escrita mais sucintamente e de maneira mais similar à equação de Procca

Dµ(?Fµν) = 0, B.3.8

sendo esta a equação contemplando as equações de Maxwell sem cargas/correntes (lei de Gauss-Faraday).
Na maioria dos casos, trabalhamos com ações SM ditas minimamente acopladas ao campo de

calibre, significando que os termos de acoplamento entre a matéria e o campo de força são lineares em
Aµ, sem termos quadráticos e nem derivadas deste. Nestes casos, as derivadas parciais ∂µ nas equações
de Euler-Lagrange podem ser substituídas por derivadas covariantes Dµ (mas utilizar ambos resulta nas
mesmas equações): por construção, a derivada covariante segue a lei de Leibniz, ou seja,

Dµ[ψφ] = Dµψφ+ ψDµφ, B.3.9

portanto termos com derivada covariante podem ser integrados por partes, então ao extremizar uma ação
S = S[φ,Dµφ] = SM [φ, ∂µφ] + Sint[φ,Aµφ] temos

δS = δ

∫
d4xL =

=
∫

d4xδL =

=
∫

d4x

(
∂L

∂φ
δφ+ ∂L

∂(Dµφ)δ(Dµφ)
)

=

=
∫

d4x

((
∂L

∂φ
−Dµ

∂L

∂(Dµφ)

)
δφ+Dµ

[
∂L

∂(Dµφ)δφ
])

, B.3.10

onde agora as condições de contorno são com respeito à derivadas covariantes.
A ação de Yang-Mills resulta em uma expressão mais convencional: fixando um referencial de

Lorentz (tµ) = (1, 0, 0, 0), a 2-forma de curvatura pode ser decomposta em uma parte elétrica

EI
a = F I

0a B.3.11

e uma componente magnética
BI

a = 1
2ε

bc
a F I

bc, B.3.12

de maneira que a Lagrangeana de Yang-Mills se reduz a

LY M = − 1
4q2 (EI

aE
a
I −BI

aB
a
I ) = − 1

4q2 Tr(~E2 − ~B2). B.3.13

Esta forma é conveniente pois nela fica manifesto o fato de que o momento canônico conjugado à parte
espacial da conexão (o potencial vetor AI

a) é precisamente o campo elétrico: a parte magnética possui
apenas derivadas espaciais, e a derivada em relação à derivada temporal do potencial vetor retorna apenas
o campo elétrico

ΠI
a = ∂LY M

∂(∂0Aa
I ) = − 1

2q2E
I
a. B.3.14
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A densidade Hamiltoniana é então a (generalização da) familiar densidade de energia eletromagnética:

HY M = − 1
4q2 Tr(~E2 + ~B2). B.3.15

Como as componentes do potencial de calibre AI
µ são campos independentes, os parenteses de

Poisson canônicos refletem isso pela aparição da métrica:{
AI

µ(x), AJ
ν (y)

}
= 0 B.3.16a{

ΠI
µ(x),ΠJ

ν (y)
}

= 0 B.3.16b{
AI

µ(x),ΠJ
ν (y)

}
= ηµνG

IJδ3(x, y). B.3.16c

B.3.1 Ação BF

Existe uma extensão do modelo discutido acima, que é o modelo BF (um caso particular das mais
gerais teorias de campos topológicas), onde na ação de Yang-Mills há a substituição do dual da curvatura
?F por uma 2-forma com valores na álgebra B = BI

µνTI ⊗ dxµ ∧ dxν ,

SBF = 1
4q

∫
Tr(B ∧ F). B.3.17

Estas são chamadas de topológicas pois suas equações de Euler-Lagrange são

δB → F = 0 B.3.18

isto é, curvatura nula e
δF → DB = 0, B.3.19

de maneira que todos os graus de liberdade locais podem ser eliminados no modelo de "vácuo" (apenas a
ação descrita acima, sem acoplamento com outros campos) por uma transformação de calibre, por isso o
termo "topológico". Neste modelo, o momento canônico conjugado à conexão A é a 2-forma B,

Π = ∂LBF

∂(∂0A) = 1
4qB. B.3.20

Como tratado no texto principal deste trabalho, a RG descrita em termos de vierbein e conexão
spin em formulação de primeira ordem é um exemplo de modelo BF, com B dado pelo produto exterior
de duas tetradas B = e ∧ e, e = eI

µγIdxµ.

B.3.2 Teorias de Calibre na Rede

A seguir, será feita de maneira resumida uma introdução à análise de Teorias de Yang-Mills
discretizadas na rede, a qual servirá de base no texto principal para a discretização da RG em um
2-complexo.

Consideremos por conveniência uma teoria Yang-Mills do grupo SU(2) em um espaço-tempo
(3 + 1)-dimensional. A variável de configuração da teoria contínua é uma conexão

A(x) = Ai
µ(x)τi ⊗ dxµ, B.3.21

onde τi = i
2σi ∈ su(2) são os geradores do grupo.

A maneira como definimos a variável de configuração discretizada é relacionando a conexão A(x)
com uma família de elementos do grupo: fixemos uma rede cúbica de N vértices, conectados por E linhas
imersa no espaço-tempo. Então, associamos a uma linha orientada e da rede um elemento do grupo Ue

(e seu inverso U−1
e à mesma linha com a orientação oposta), definido formalmente como

Ue := Pe
∫

e
A
, B.3.22
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onde P denota a "exponencial ordenada por caminho"1. Na literatura de gravitação quântica esta expo-
nencial ordenada por caminho é denomidada holonomia. O conjunto de elementos do grupo {Ue} para
todas as linhas e da rede nos dá, então, uma discretização natural da variável contínua A(x). A ideia de
Wilson é que a teoria quântica é melhor definida em termos destas variáveis de grupo Ue do que através
da variável contínua de álgebra A(x). Grandezas físicas devem então ser estudadas no limite N → ∞ e
a → 0.

A holonomia definida acima é invariante a transformações de calibre locais A → A + Dλ, exceto
pelas realizadas nos vértices da fronteira de e. Portanto, ao truncar a teoria desta maneira, a simetria de
calibre local SU(2) é reduzida a uma simetria ante rotações SU(2) nos vértices da rede. Mais especifica-
mente, o grupo de calibre da teoria na rede é SU(2)V , com V sendo o número de vértices, e os elementos
de grupo se transformam de acordo com

Ue → U ′
e = λseUeλ

−1
te
, λv ∈ SU(2), B.3.23

onde se e te denotam, respectivamente, os vértices inicial e final da linha ("source" e "target" em inglês).
O produto dos elementos de grupo ao redor de uma "plaqueta" (uma célula da rede)

Uf = Ue1Ue2Ue3Ue4 B.3.24

nos dá a versão discreta da curvatura, e seu traço é um invariante de calibre. Wilson mostrou que a ação
discreta

S = β
∑

f

(Tr(Uf ) + Tr(U†
f )) B.3.25

é uma boa aproximação para a ação de Yang-Mills

S = 1
4g2

∫
Tr(?F ∧ F) B.3.26

no limite em que o parâmetro de rede tende a zero a → 0 e a constante de acoplamento (que depende de
a) também β → 0.

Consideremos agora a fronteira da rede, em que chamaremos uma linha nesta fronteira de "elo" e
denotaremos por l. Se fixarmos dois elos distintos e integrarmos a exponencial da ação sobre os elementos
de grupo do interior da rede de um elo a outro

W (Ul; Ul′) =
∫ Ul′

Ul

dUee i
~ S[U ] B.3.27

teremos então a amplitude de transição do elo l ao elo l′ da teoria truncada. Esta integral define comple-
tamente a teoria quântica, e sua versão em tempo imaginário pode ser computada numericamente pois o
integrando se torna positivo-definido. Para se obter as amplitues de transição da teoria contínua, deve-se
estudar o limite β → 0 N → ∞ da amplitude acima.

B.3.2.1 Teoria Hamiltoniana na Rede

Nos é de particular interesse a formulação Hamiltoniana do modelo descrito acima, explorada por
Kogut e Susskind (Kogut; Susskind, 1975). A formulação Hamiltoniana reside numa fronteira da rede, a
1 Resumidamente, devido ao grupo ser não-abeliano, precisa-se definir uma ordenação para os termos de ordem quadrática

e superiores, a qual é tomada por convenção como: seja λ ∈ [0, 1] a variável que parametriza a linha e, então no
termo de ordem n da expansão teremos n integrais, e convencionando-se que, de acordo com a orientação da linha,
λ1 > λ2 > ... > λn, a ordem do produto será escolhida de maneira que os termos que estiverem "avançados" no caminho
venham à esquerda, A(λ1)A(λ2)...A(λn),

Pe
∫

e
A = 1 +

∫ 1

0
dλAµ(λ)ẋµ +

∫ 1

0
dλ1

∫ λ1

0
dλ2Aµ1 (λ1)Aµ2 (λ2)ẋµ1 ẋµ2 + ...,

onde ẋµ = dxµ/dλ.
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qual assumimos ser tipo-espaço. As variáveis de configuração são os elementos de grupo Ul nos elos da
fronteira. Além de chamarmos as linhas da fronteira de elos denotados por l, também chamaremos os
vértices na fronteira de "nódulos" e os denotaremos por n. Estes elementos correspondem às componentes
espaciais da conexão na fronteira, ou seja (no calibre temporal) o campo magnético. Na formulação
Lagrangeana, a parte elétrica é codificada pelos elementos de grupo associados a linhas normais à fronteira,
enquanto na Hamiltoniana quem codifica o campo elétrico é o momento conjugado aos elementos de grupo
dos elos.

Temos então que a o espaço de configuração da teoria discretizada reduz do fibrado principal
SU(2) → E

π→ M com grupo de estrutura local SU(2) para L cópias do grupo de simetria SU(2)L, onde
L é o número de elos na fronteira, e as transformações de calibre reduzidas são dadas por transformações
de calibre nos nódulos. Logo, o espaço de fase do modelo será o fibrado cotangente T ∗SU(2)L. Há um
momento canônico Li

l na álgebra su(2) correspondente a cada elo, que é identificado com o campo elétrico.
Os parenteses de Poisson destas variáveis são portanto

{Ul,Ul′} = 0 B.3.28a{
Ul, L

i
l′

}
= δll′Ulτ

i B.3.28b{
Li

l, L
j
l′

}
= δll′εij

kL
k
l , B.3.28c

sem soma em l. O espaço de Hilbert da teoria discreta é portanto formado por funções quadrado-integráveis
de SU(2)L,

L2[SU(2)L] 3 ψ : SU(2)L −→ C

Ul 7−→ ψ(Ul) B.3.29

com o produto interno induzido naturalmente pela medida de Haar em SU(2),

〈φ|ψ〉 =
∫

SU(2)L

dLUφ∗(Ul)ψ(Ul). B.3.30

A transformação de calibre restrita à fronteira atua nos nódulos e transforma os estados em

ψ(Ul) → ψ(λsl
Ulλ

−1
tl

). B.3.31

Os estados invariantes a essa transformação formam o espaço de Hilbert dos estados invariantes de calibre
e possui a estrutura H ∼ L2[SU(2)L/SU(2)N ], onde L é o número de elos e N é o número de nódulos da
fronteira. Nesta base, o operador correspondente a Ul é diagonal e multiplicativo, enquanto o operador
correspondente a ~Ll é proporcional à derivada funcional em relação à variável de grupo Ul, ou seja, o
campo vetorial invariante à esquerda. Na teoria clássica a variável conjugada ao potencial vetor é o campo
elétrico, logo podemos identificar o campo vetorial invariatne à esquerda com o campo elétrico. Estes
operadores satisfazem as relações B.3.28a-B.3.28c. Todas estas variáveis aparecerão novamente no texto
principal.
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APÊNDICE C – Teoria de Representação do Grupo de Lorentz SL(2,C)

Aqui será feita uma breve revisão da teoria de representações de SL(2,C), em particular suas
representações unitárias. É importantíssimo frizar que nenhuma das representações "usuais" de dimensão
finita do grupo de Lorentz são unitárias (elas possuem um subgrupo unitário SU(2), mas não o são em
sua totalidade), as representações unitárias de SL(2,C) são todas de dimensão infinita. De particular
interesse para nós são as representações unitárias irredutíveis na série principal de SL(2,C).

O grupo de Lorentz é caracterizado pela sua álgebra de Lie sl(2,C)[
JIJ , JKL

]
= −ηIKJJL + ηILJJK + ηJKJIL − ηJLJIK , C.0.1

em que escolhendo-se um vetor tipo-tempo para fixar um referencial de Lorentz tI = (1, 0, 0, 0), podemos
separar SU(2) como o subgrupo que preserva tI e usar este vetor para separar os geradores JIJ em
geradores de rotações espaciais e temporais (empurrões):

LI = 1
2ε

I
JKLJ

JKtL = (0, ~L) C.0.2a

KI = JIJ tJ = (0, ~K) C.0.2b

satisfazendo as relações
[Li, Lj ] = εijkL

k C.0.3a

[Li,Kj ] = εijkK
k C.0.3b

[Ki,Kj ] = εijkL
k. C.0.3c

O grupo SL(2,C) é de rank 2, possuindo dois operadores de Casimir independentes. Podemos
tomar estes como sendo

C1 = 1
2J · J = 1

2J
IJJIJ = ~K2 − ~L2 C.0.4a

C2 = 1
8J · ∗J = 1

8εIJKLJ
IJJKL = ~K · ~L, C.0.4b

portanto estas representações unitárias são rotuladas por dois números quânticos: p ∈ R, associado aos
empurrões por estes formarem um espaço não-compacto e k ∈ 1

2 N, associado a rotações por formarem um
espaço compacto. O espaço de Hilbert da representação é V (p,k) e possui dimensão infinita, dim(V (p,k)) =
∞. É neste espaço que atuam os geradores Hermitianos JIJ = −JJI , com os operadores de Casimir C1 e
C2 relacionados aos números quânticos p e k através das identidades

( ~K2 − ~L2)|ψ〉 = (p2 − k2 + 1)|ψ〉 C.0.5a

~K · ~L|ψ〉 = pk|ψ〉. C.0.5b

V (p,k) é uma combinação de representações redutíveis de SU(2) da forma

V (p,k) =
∞⊕

j=k

Hj , C.0.6

onde Hj é o espaço de Hilbert (2j + 1)-dimensional da representação spin-j de SU(2). Os geradores de
rotações espaciais ~L preservam esta decomposição, enquanto os geradores de empurrões ~K "saem" dela
ao mapear Hj para Hj−1 ⊕ Hj ⊕ Hj+1.

Podemos definir uma base ortonormal |p, k; j,m〉 de V (p,k) (chamada de base canônica) ao diago-
nalizar simultaneamente os operadores C1, C2, ~L

2 e Lz. Os geradores nessa base são os conhecidos L+, L−

e Lz, junto dos seus equivalentes para empurrões K+,K− e Kz:

Lz|j,m〉 = m|j,m〉 C.0.7a
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L+|j,m〉 =
√

(j +m+ 1)(j −m)|j,m+ 1〉 C.0.7b

L−|j,m〉 =
√

(j +m)(j − (m− 1))|j,m− 1〉 C.0.7c

Kz|j,m〉 = −α(j)
√
j2 −m2|j − 1,m〉 − β(j)m|j,m〉 + α9j+1)

√
(j + 1)2 −m2|j + 1,m〉 C.0.7d

K+|j,m〉 = −α(j)
√

(j −m)(j − (m+ 1))|j − 1,m+ 1〉 − β(j)
√

(j −m)(j +m+ 1)|j,m+ 1〉−

− α(j+1)
√

(j +m+ 1)((j + 1) + (m+ 1))|j + 1,m+ 1〉 C.0.7e

K−|j,m〉 = α(j)
√

(j +m)(j +m− 1)|j − 1,m− 1〉 − β(j)
√

(j +m)(j − (m− 1))|j,m− 1〉+

+ α(j+1)
√

(j − (m− 1))((j + 1) − (m− 1))|j + 1,m− 1〉, C.0.7f

onde L± = Lx ± iLy (K± = Kx ± iKy) e os coeficientes α(j) e β(j) são dados por

α(j) = i

j

√
(j2 − k2)(j2 + p2)

4j2 − 1 C.0.8a

β(j) = kp

j(j + 1) . C.0.8b
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APÊNDICE D – Cálculo explícito do espectro de Área em termos das Variáveis de
Ashtekar

Se tentássemos quantizar a teoria contínua, teríamos como operador da variável de configuração
a conexão de Ashtekar

Âi
a(x)|ψ〉 = Ai

a(x)|ψ〉 D.0.1

e seu conjugado canônico sendo o campo elétrico de Ashtekar

Êa
i (x)|ψ〉 = i~κγ

δ

δAi
a(x) |ψ〉 D.0.2

visto que estes devem satisfazer as relações de comutação[
Âi

a(x), Êb
j (y)

]
= i~κγδi

jδ
b
aδ

3(x, y). D.0.3

Os estados |ψ〉 são funcionais da variável de configurção, |ψ[A]〉. Pelo Teorema de Giles, o qual constata
que ao considerar o traço da holonomia para todos os laços possíveis de uma variedade teremos então
toda a informação invariante de calibre da conexão, tais funcionais podem ser expandidos em termos dos
laços de Wilson1,

|ψ[A]〉 =
∑

Cj,ch
(j)
c [A] D.0.4

h(j)
c [A] = Tr(Pe

∫
c

A(j)
). D.0.5

Com isso, o operador de área seria dado ao substituir D.0.2 na fórmula da área em termos do campo
elétrico de Ashtekar 3.1.18:

Â` = i~κγ
∫

S=`∗

√
dSadSb

δ

δAi
a

δ

δAib
, D.0.6

o qual vemos ser extremamente não-trivial por envolver a raiz quadrada de um operador, por esta razão
iremos considerar a ação do quadrado deste operador

Â2
` = −~2κ2γ2

∫
S=`∗

dSadSb
δ

δAi
a

δ

δAib
D.0.7

e extrair seus autovalores através do Teorema Espestral. Na base dos laços de Wilson D.0.4, as derivadas
funcionais em D.0.6 apenas contribuem quando a curva c associada a uma representação de spin j

intersecta a superfície S = `∗, portanto temos (seja x′ = c∩ S e c1 a fração da curva que vai de 0 até x′ e
c2 a curva que vai de x′ de volta ao ponto 0)

Â2
`h

(j)
c [A] = −~2κ2γ2

∫
S

dSa(x)dSb(y) δ

δAi
a(x)

δ

δAib(y)Tr(Pe
∫

c
A(j)

) =

= −~2κ2γ2
∫

S

dSa(x)dSb(y) δ

δAi
a(x)Tr

(
Pe
∫

c1
A(j) δ

δAib(y)

∫
c

Ak
c τ

(j)
k dycPe

∫
c2

A(j)
)

=

= −~2κ2γ2
∫

S

dSa(x)dSb(y) δ

δAi
a(x)Tr

(
Pe
∫

c1
A(j)

∫
c

δikδb
cδ

3(x′, y)τ (j)
k dycPe

∫
c2

A(j)
)

=

= −~2κ2γ2
∫

S

dSa(x)dSb(y)Tr
(

Pe
∫

c1
A(j)

∫
c

δ3(x′, x)τ (j)
i dxa

∫
c

δ3(x′, y)τ (j)idybPe
∫

c2
A(j)
)

=

= −~2κ2γ2
∫

S×c

d3xd3yδ3(x′, x)δ3(x′, y)Tr(Pe
∫

c1
A(j)

τ
(j)
i τ (j)iPe

∫
c2

A(j)

) =

= ~2κ2γ2j(j + 1)Tr(Pe
∫

c
A(j)

). D.0.8

É possível mostrar que o operador Â` é diagonalizável e auto-adjunto, portanto pelo Teorema Espectral
podemos tirar a raiz na eq D.0.8 e obter

Â`h
(j)
c [A] = ~κγ

√
j(j + 1)h(j)

c [A] = 8πγl2P
√
j(j + 1)h(j)

c [A]. D.0.9

1 Esta expansão é chamada de "transformada de laços" e é a razão do nome "Gravitação Quântica de LAÇOS", pois
historicamente a construção do modelo foi feita nesta base, e depois generalizada para holonomias em elos abertos como
abordado no texto principal.



63

APÊNDICE E – Análise Harmônica no Grupo SU(2)

O Teorema de Peter-Weyl nos garante que os elementos das matrizes de Wigner D(j)
mn(U) formam

uma base ortogonal no espaço de funções sobre o grupo SU(2)∫
SU(2)

dU(D(j)
mn(U))∗D

(j′)
m′n′(U) = 1

dj
δjj′

δmm′δnn′ , E.0.1

análogo às ondas planas einθ para o círculo U(1), nos dando o equivalente a uma série de Fourier para
L2[SU(2)]

L2[SU(2)] 3 ψ(U) =
∑

j,m,n

CjmnD
(j)
mn(U). E.0.2

Para o caso abordado no texto principal, temos L cópias do grupo, logo

L2[SU(2)L] 3 ψ(U`) =
∑

j`,m`,n`

Cj1...jLm1...mLn1...nL
D(j1)

m1n1
(U1)...D(jL)

mLnL
(UL). E.0.3

E.1 SÍMBOLOS 3j DE WIGNER

Há um objeto importante invariante de três índices em três representações de SU(2): os chamados
símbolos 3j de Wigner denotados como

ιm1m2m3 =
(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
, E.1.1

os quais são como uma forma simétrica dos coeficientes de Clebsh-Gordon. Mais explicitamente, estes se
relacionam da seguinte forma:(

j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
≡ (−1)j1−j2−m3

√
2j3 + 1 〈j1,m1 ⊗ j2,m2|j3,−m3〉. E.1.2

A diferença entre ambos é que os coeficientes de Clebsh-Gordon aparecem ao descrever um estado de
momento angular como soma de outros dois

|j3,m3〉 =
∑

m1,m2

〈j1,m1 ⊗ j2,m2|j3,m3〉|j1,m1 ⊗ j2,m2〉, E.1.3

enquanto os símbolos 3j de Wigner servem para combinar três estados de momento angular em um estado
de j = m = 0 ∑

m1,m2,m3

ιm1m2m3 |j1,m1 ⊗ j2,m2 ⊗ j3,m3〉 = |0, 0〉. E.1.4

Dito de outro modo, qualquer estado SU(2)-invariante no produto das três representações será proporcional
ao estado normalizado

|i〉 =
∑

m1,m2,m3

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
|j1,m1 ⊗ j2,m2 ⊗ j3,m3〉. E.1.5

Na literatura de gravitação quântica, os símbolos 3j de Wigner são comumente chamados de "entrelaça-
dores" trivalentes.
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APÊNDICE F – Demonstrações das equações

F.1 CAP 3 SEC 3.1:

Eq 3.1.13: note que q =
√

1
6ε

abcεijkEi
aE

j
bE

k
c

δqab(x)
δEk

e (z) = δ

δEk
e (z) [q−1(x)Ei

a(x)Ej
b (x)δij ] =

= −q−2(x). 1
2q(x) .

1
2ε

eb′c′
εkj′k′Ej′

b′ (x)Ek′

c′ (x)δ3(x, z)Ei
a(x)Ej

b (x)δij+

+ q−1(x)δe
(aE

j
b)(x)δkjδ

3(x, z) =

= q−1(x)δ3(x, z)
(
δe

(aE|k|b)(x) − 1
2q

−1(x)Ee
k(x)Ei

a(x)Ej
b (x)δij

)
=

= 1
√
q
δ3(x, z)

(
ek(aδ

e
b) − 1

2e
e
kqab

)
F.1.1

δπcd(y)
δke

k(z) = δ

δke
k(z)

[
1

2κ
√
q(kc

k′ek′d − ke′

k′ek′

e′ qcd)
]

(y) =

= 1
2κ

√
q(ekcδd

e − ek
eq

cd) F.1.2

⇓

{qab[E](x), πcd[E, k](y)} =
∫

d3x′d3y′ δqab(x)
δEi′

a′(x′)

{
Ei′

a′(x′), kb′

j′ (y′)
} δπcd(y)
δkb′

j′ (y′)
=

=
∫

d3x′d3y′
(

1
√
q
δ3(x, x′)

(
ei′(aδ

a′

b) − 1
2e

a′

i′ qab

))(
2κδi′

j′δb′

a′δ3(x′, y′)
)

×

×
(

1
2κ

√
qδ3(y, y′)

(
ej′cδd

b′ − ej′

b′q
cd
))

=

= δ3(x, y)
(
δc

(aδ
d
b) − qabq

cd − 1
2qabq

cd + 3
2qabq

cd

)
=

= δc
(aδ

d
b)δ

3(x, y). F.1.3

Soma de conexão com covetor resulta em conexão: seja Aµ = AI
µTI uma conexão de um

grupo G com geradores TI

A′
µ = UAµU

−1 − 1
g
∂µUU

−1 F.1.4

e Vµ = V I
µ TI um covetor com valores em g transformando na representação adjunta

V ′
µ = UVµU

−1, F.1.5

então a soma dos dois Cµ = Aµ + Vµ se transforma como conexão também:

C′
µ = A′

µ + V ′
µ =

= UAµU
−1 − 1

g
∂µUU

−1 + UVµU
−1 =

= U(Aµ + Vµ)U−1 − 1
g
∂µUU

−1 = UCµU
−1 − 1

g
∂µUU

−1. F.1.6

Eq 3.1.14b:
δωi

a(x)
δei′

a′(x′)
= δ

δei′
a′(x′)

[
1
2ε

i
j′k′ej′b′

∇ae
k′

b′

]
=

= εi
j′k′δ

j′

i′ q
a′b′

∇ae
k′

b′ δ3(x, x′) =

= εi
i′k′∇ae

k′a′
δ3(x, x′) F.1.7
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Ea
i = 1

2ε
ab′c′

εij′k′ej′

b′e
k′

c′ F.1.8

↓

δEe
i = εab′c′

εij′k′ej′

b′δe
k′

c′ F.1.9

↓

δek
c =

(
δk

k′δc′

c − 1
4e

k
ce

c′

k′

)
eb′

j′εab′c′εij′k′
δEa

i F.1.10

↓

δei′

a′(x′)
δEb

j (y)
=
(
δi′

k′δc′

a′ − 1
4e

i′

a′ec′

k′

)
eb′

j′εbb′c′εjj′k′
δ3(x′, y) =

(
εbb′a′εjj′i′

eb′

j′ −
√
q

2 ei′

a′e
j
b

)
δ3(x′, y) F.1.11

⇓

{
ωi

a(x), kj
b(y)

}
=
∫

d3x′ δω
i
a(x)

δei′
a′(x′)

{
ei′

a′(x′), kj
b(y)

}
=

=
∫

d3x′d3y′ δω
i
a(x)

δei′
a′(x′)

δei′

a′(x′)
δEb′

j′ (y′)

{
Eb′

j′ (y′), kj
b(y)

}
=

= 2κ
∫

d3x′ δω
i
a(x)

δei′
a′(x′)

δei′

a′(x′)
δEb

j (y)
=

= 2κ
∫

d3x′
(
εi

i′k′∇ae
k′a′

δ3(x, x′)
)((

εbb′a′εjj′i′
eb′

j′ −
√
q

2 ei′

a′e
j
b

)
δ3(x′, y)

)
=

= 2κδ3(x, y)∇ae
ia′
ejb′

εba′b′ . F.1.12
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