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Resumo

E estudado neste trabalho multiplicidade de solugoes para certas classes de problemas
elipticos nao homogéneos e nao locais. O termo nao local no operador é de tipo Kirchhoff,
podendo ser degenerado ou nao degenerado, continuo ou descontinuo na origem. O
operador considerado inclui varios exemplos que surgem em aplicagoes como p-laplace,
p&g-laplace, p-curvatura média, entre outros. As fungoes nao lineares tratadas incluem
termos concavos-convexos, termos sublineares ou superlineares locais ou nao locais,
perturbacoes destes, e fungoes superlineares satisfazendo condicao de nao quadraticidade
no infinito. Os resultados obtidos sao existéncia de uma infinidade de solugoes com energia
negativa, uma infinidade de solugoes com energia positiva divergindo para +oo e, em
alguns casos, multiplicidade de solucoes positivas.



Abstract

This work concerns multiplicity of solutions to some nonhomogeneous and nonlocal
elliptic problems. The nonlocal term on the operator is of Kirchhoff type and it may
be degenerated or not, continuous or discontinouos at the origin. The operator herein
includes several examples appearing in the applications like p-laplace, p&g-Laplace,
generalized p-mean curvature among others. The source terms include concave-convex
terms, sublinear or superlinear term which can be local or nonlocal, pertubation of those,
and functions satisfying a nonquadraticity condition at infinity. The results proved in this
work assure the existence of infinitely many negative energy solutions, infinitely many
positive energy solutions whose energy divergs to +o0o and, in some cases, multiplicity of

positive solutions.



Introducao

Neste trabalho estudamos multiplicidade de solugoes para certas classes de problemas
nao homogéneos e nao locais. Mais precisamente, o enfoque principal reside na existéncia
de infnitas solucoes para tais problemas. No inicio da década de 1990, Garcia Azorero e

Peral Alonso [30] consideraram o problema

—Apu = Au|"2u+ |u|* 2u em Q, "
1
u =0 sobre 0.

Dentre os resultados provados foi estabelecido para 1 < ¢ < p a existéncia de infinitas
solugoes quando A > 0 é pequeno.

Mais tarde, no célebre trabalho de Ambrosetti, Brézis e Cerami [3] foi tratado o
problema

—Au = Nu|"?u+ |u[*?u  em Q, )
u=>0 sobre 0f2, @
sendo 1 < ¢ < 2 < s < 2*. Dentre os resultados obtidos em [3] foi estabelecido o que
se pode denominar estrutura concava-convexa: existéncia de infinitas solucoes de energia
negativa, existéncia de infinitas solugoes de energia positiva e existéncia de duas solugoes
positivas (em todos os casos para A > 0 pequeno em [3].)

Desde entao muitos trabalhos tém surgido nessa direcao e podemos citar: Bartsch-
Willem [5], Tang [53], Garcia-Peral [30, 31], De Figueiredo, Gossez e Ubilla [27], Komiya
e Kajikiya [37] e as referéncias 14 citadas.

Ao longo deste trabalho consideramos problemas envolvendo o operador nao-
homogéneo L(u) = —div(a(|Vul?)|Vul[P72Vu), sendo a fungio a : [0,00) — (0,00) de
classe O satisfazendo
(a1) Existem ko, k1, ko > 0, k3 > 0, ¢ > p tais que

l{?() + H(k’g)k’gt% S a(t) S k’l + k’gt%,

com H({)=1se&>0e H(E) =0, e £=0.
(az) (i) a(tP)tP~2 é nao decrescente para p > 2.
(77) a(t) é ndo decrescente para 1 < p < 2,

Deve-se enfatizar a ampla classe que tais operadores compreendem. Por exemplo,



(i) Se a(t) = 1 temos que as hipdteses (a1) e (az) s@o satisfeitas com kg = k; = 1,

ks > 0 e k3 = 0 sendo o operador obtido o p-Laplace com 1 < p < 400, isto é,

—Ayu = —div(|Vu|'"*Vu).

(ii) Se a(t) =1+¢"7 temos que sdo satisfeitas as hipGteses (a1) e (az) com ko = ky =

ko = k3 = 1 e o operador que resulta é o p & g-Laplace com 1 < p < g < +00, isto €,
— (A, + AYu = —div(|VulP?Vu + |[Vu|**Vu).

t
iii) Se a(t) =14+ ———, as hipoteses a cerca de a sao satisfeitas e o operador obtido
o) p P
+12)2

é o p-Laplace like com 1 < p < 400, isto é,

p
—div | [ 1+ L |Vul[P~2Vu | .
(14 |Vul??)2

p—2

=
(iv) Se a(t) = <1 + —2) temos que as hipdteses a cerca da fun¢ao a sao satisfeitas e
tr
o operador obtido é a generalizacao da p-curtatura média para 1 < p < 2, isto é,

| 1\ o
—div <(1 + ‘VUP) |VulP 2vu) .

(v) Sea(t) = 1—1—7 temos que as hip6teses (a;) e (az) sao satisfeitas com ko = 1,
1+t)»

ki =2, ko >0e ks =0paral < p < 400 o operador obtido ¢ uma pertubacao do

operador p-Laplace, isto é,

p—2
—div<|Vu|p_2Vu+ [VulP”Vu )

(14 [Vulp)

Operadores nao-homogéneos da forma L(u) = —div(a(|VulP)|Vu|P~2Vu) foram
estudados nos trabalhos de Barile e Figueiredo [8], Corréa, Corréa e Figueiredo [16],
Figueiredo [22, 24], Hurtado, Miyagaki e Rodrigues [34]. Também no contexto de operador
nao homogéneo podemos citar o trabalho de Filippakis, O’'Regan e Papageorgiou [28] que
inclui o caso p&q-Laplace para 2 < ¢ < p.

Mais especificamente, consideraremos ao longo deste trabalho problemas da forma

—M(A(u))L(u) = ga(z,u)  em €,
u=">0 sobre 02,

(3)



t
sendo o operador A definido por A(u) = 1/A(|Vu|‘”)dx7 com A(t) = / a(§)dg, e
D Ja 0

ga(z,u) uma nao linearidade apresentando termo local ou nao local.
O problema (3) é chamado nao local devido a presenga do termo M (A(u)), uma vez
que o mesmo implica que a equac¢ao nao ¢ mais uma identidade pontual. Problemas nao

locais foram motivados pela versao estacionaria da equacao de Kirchhoff, a saber,

uy — M (/ |Vu]2) Au = f(z,u) em Q x (0,7,
0

u=20 sobre 92 x (0,7T), (4)
u(z,0) = up(x), uz,0)=u(z)

em que M(t) = a+ bt com a,b > 0. Esta equagdo é uma versao mais geral do modelo

2d 282u
v or?’

sendo p, po, h, E e L constantes, o qual estende a classica equacao da onda de D’Alembert

proposto por Kirchhoff [35]
0%u ( o E [Flou

"o " \h Tan ), |ox

por considerar o efeito da mudanga no comprimento de uma corda duragao uma vibragao.

Os primeiros estudos envolvendo a equacao do tipo Kirchhoff dizem respeito a
Bernstein [9] e Pohozaev [46]. No entanto, o problema (4) teve mais destaque apés o
trabalho de J. L. Lions [41], na qual uma estrutura abstrata para o problema foi proposta.
Dentre os varios trabalhos envolvendo o termo de Kirchhoff podemos citar Alves, Corréa e
Ma [1], Corréa e dos Reis Costa [17, 18, 19], de Paiva [44], Figueiredo e Santos Junior [23],
Figueiredo, Bisce e Servadei [26] e Fiscella [29] (os dois ultimos trabalhos s@o referentes ao
problema de Kirchhoff fracionério), Ambrosetti e Arcoya [4], Figueiredo, Ikoma e Santos
Junior [25] e as referéncias 14 citadas.

Os problemas nao locais modelam varios sistemas fisicos e biologicos sendo u descrito
por processo que depende de sua média, por exemplo densidade populacional, como em
[12] e [13].

Os resultados que estudamos neste trabalho foram obtidos via método variacional
e como praxe alguma compacidade é necessaria como, por exemplo, a condicao de
Palais-Smale ou a condicao de Cerami. Com o objetivo de verificar tais condigoes foi
necessario e fundamental a utilizagdo do Lema 1.2 (Ver Capitulo 1), em que estimativas
de monotonicidade para o campo vetorial envolvido em L(u) foram estabelecidos. Estas,
além de recuperarem casos ja conhecidos na literatura com p,q > 2, trataram os casos
l<p<qg<2el <p<2 /g > 2 até entao nao abordados na generalidade aqui
considerada (para mais detalhes nessa dire¢ao consultar Observagao 1.2).

Vale ressaltar que em nosso contexto o problema pode ser degenerado. Na literatura,
um problema com termo tipo Kirchhoff é dito ser degenerado se M(0) = 0. Este caso

apresenta dificuldades adicionais e nao é muito abordado na literatura, podemos citar



[14] e [17] cujo o operador principal é o p-Laplace e p(x)-Laplace, respectivamente, e no
contexto de operador fraciondrio podemos citar [26] e as referéncias 14 indicadas. Outro
caso bastante interessante e ao mesmo tempo pouco abordado é o caso em que M pode
ser singular na origem. Uma tentativa nessa diregao é esbogada em [17]. Outro fato que
vale ressaltar é que nao impusemos a hipdtese da funcao M ser mondtona como é comum
em alguns trabalhos envolvendo o termo de Kirchhoff, como por exemplo, [11], [25] e [34].

Os resultados que trataremos neste trabalho sao validos para 1 < p < ¢ < N, em
constraste com varias outras referéncias em que se consideram ¢,p > 2, como em, [16] e
[22] cujo operador em questao é o mesmo que estamos tratando aqui, porém sem agao de
termo nao local.

No Capitulo 1 deste trabalho consideramos gy(z,u) = Af(z,u) + |u|*"2u em (3),

basicamente do tipo concava convexa. Dessa forma o problema (3) se torna

— M (A(w)div(a(|VulP)|[VulP2Vu) = A\ f(z,u) + [u]*2u  em Q,
u=20 sobre 02,

()

sendo © € RY com N > 3 dominio limitado, 1 < p < N, A > 0 um parametro e a
funcao f : Q x R — R fmpar na segunda varidvel e entre poténcias |u|"~!, com r € (1,7).
YN
N =~y
para N > v e v* = oo para N < . A fungao M : [0, +00) — [0, +00) do tipo Kirchhoff

Assumiremos também que 1 <r<p<qg< Nel<r<~vy<s<~* sendo v* =

pode ser degenerada, isto é, quando M (0) = 0, ou nao degenerada, sendo neste tltimo
caso podendo a fungao possuir descontinuidade na origem (para mais detalhes sobre tais
hipéteses consultar o Capitulo 1).

Quando M = 1 o problema (5) deixa de ser nao local e recupera o Teorema 2.5
(caso subcritico) do trabalho de Ambrosetti, Brezis e Cerami [3]. O resultado que
apresentaremos referente a sequéncia de solu¢oes com energia negativa é mais geral do que
o citado anteriormente, ja que é vélido para todo A > 0. Bartsch e Willem [5] removeram

a restricao sobre A > 0 pequeno e obtiveram infinitas solucoes para o caso Laplace quando

N+2
N-2

apresentaremos no presente trabalho sobre infinitas solugoes generalizam o Teorema 1

f(x,u) = plufP~lu com 1 < p < ep € Re > 0. Dessa forma, os resultados que

item b de [5] para o operador —div(a(|Vul?)|Vu[P"2Vu) considerando p = 1.
O resultado de infinitas solugoes que apresentaremos aqui também generaliza o

Teorema 1.2 de Figueiredo e Junior [23] (no caso subcritico)

- {M (/ |Vu|2dx>] Au = Mu|i?u+ [ulP~?u  em Q,
Q

u=20 sobre 012,

(6)

quando 1 < ¢ < 2 < p <2, 4 <p<6eQ C R bem como dé informacdes sobre

a existéncia de uma segunda sequéncia de solugbes nao triviais. Além disso, nossos



resultados sao vélidos para dominios 2 C RY com N > 3.
Em relacao a problemas com nao linearidades do tipo “concava-convexa”envolvendo
funcao peso, podemos citar [27], [33], [37]. Quando os pesos sdo iguais a um, em [33]

tem-se o seguinte problema

~M (lul}?) Apu = Ault2u + [ul2u em

(7)
u=">0 sobre 02,

com M(s) = a + bs* tais que a,b > 0,1 <g<p<r <p eplk+1) <reos autores
mostraram que o problema em questao possui uma sequéncia de solucoes de energia
positiva. Logo (7) é um caso particular do operador do problema (5), de modo que o
Teorema 1.2 aqui apresentado pode ser aplicado a (7).

Considerando a funcao peso constante igual a um o problema de Komiya e Kajikiya
[37] torna-se

—Apu— Agu = |u]"Pu+ ul*?u  em Q,

(8)
u=">0 sobre 052,

e quando s < g < p < r < p* foi provado, dentre outros resultados, a existéncia de duas
sequéncias de solugoes nao triviais para o problema (8). Dessa forma, tem-se um caso
particular dos Teoremas 1.1 e 1.2 aqui apresentados.

No Capitulo 2 estudamos infinitas solugdes para o problema (3) subcritico com a nao
linearidade sendo gy (z,u) = f(x,u) {/ F(x, u)] , isto é, a nao linearidade também possui
Q

termo nao local. Dessa forma, (3) torna-se

— M (A(w))div(a(|VulP)|[VulP2Vu) = f(z,u) {/Q F(a:,u)]r em (2,
u=20 sobre 0.

(9)

Para este problema consideramos a nao linearidade dividida em dois casos: sublinear
e superlinear. A funcdo M pode ser degenerada, nao degenerada ou nao degenerada
possuindo descontinuidade na origem (para ver detalhes sobre as hipéteses consultar
Capitulo 2). No caso sublinear em (9) o resultado obtido neste trabalho estabelece a
existéncia de uma infinidade de solugoes de energia negativa e que convergem para zero
na norma ambiente. Ele completa o resultado de Corréa e dos Reis Costa [14] quando
p(z) = p, ja que o operador tratado aqui é mais geral, bem como nos permite considerar
funcoes que sao singulares na origem, isto é, M possuindo descontinuidade na origem.
Além disso, é possivel tratar a classe de fungoes degeneradas para uma quantidade maior
de funcoes, uma vez que no artigo as poténcias tratadas sao maiores que um, enquanto no
presente trabalho as poténcias para o caso degenerado sao maiores que zero. Ja no caso
superlinear em (9) o resultado aqui obtido prova a existéncia de uma infinidade de solugoes

com energia positiva divergindo para +oco. Tal resultado, segundo nosso conhecimento,



é novo mesmo no contexto do operador p-Laplace, pois em [14] aborda-se apenas o caso
sublinear.

Quando M =1,a=1e p =2 o problema (9) torna-se

—Au = f(x,u) {/ F(x,u)} em (2,
Q
u=1>0 sobre 0f2,

(10)

que ocorre em dinamica populacional, problemas envolvendo transferéncia de calor em
certos meios, dentre outras aplicagoes. Ver Correa, Delgado e Sudrez [15] e Gomes e
Sanchez [32], bem como as referéncia 14 citadas para detalhes sobre esse tipo de problema.

O interesse em estudar problemas nao locais surge nao somente por propésitos matema-
ticos, mas também devido a suas significativas aplicagoes. Outra interessante aplicagao é o
chamado modelo de movimento de certos fluidos chamados “electrorheological fluids” que
sao caracterizados por sua capacidade de mudar de forma drastica suas propriedades
mecanicas quando influenciados por campo eletromagnético externo. Tais fluidos tém sido
usados em robdtica e tecnologia espacial. A pesquisa experimental tem sido realizada,
principalmente, nos EUA com a participacao da NASA. Para conhecer mais sobre o
assunto ver [42].

No Capitulo 3 consideramos também uma nao linearidade envolvendo termo nao-local
sob perturbagao, a saber, g\(x,u) = Af(z,u) {/ F(:c,u)} + |ul*7?u. Dessa forma, o
Q

problema (3) torna-se

—M(A(w))div(a(|Vul?)|[Vu|P72Vu) =\ f(x,u) [/Q F(x,u)} + [ul*"?u  em Q,

u=0 sobre 0f2,

(1)
e obtivemos para esse problema trés resultados: Existéncia de infinitas solugoes com
energia negativa convergindo para zero para todo A > 0, existéncia de infinitas solugoes
com energia positiva divergindo para 400 e existéncia de, pelo menos, duas solugoes
positivas para A > 0 pequeno. Este capitulo estende [19] para o caso subcritico e com
p(z) = p, uma vez que estamos com um operador mais geral. Os resultados para o
caso sublinear sao recuperados para todo A > 0, enquanto no citado artigo os resultados
sao validos para A > 0 pequeno. Além disso, obtemos resultados de existéncia de uma
infinidade de solucoes com energia positiva, bem como a existéncia de, pelo menos, duas
solugoes positivas para A > 0 pequeno.

No Capitulo 4 nosso objetivo foi estudar o problema (9) considerando uma nao
linearidade com crescimento superlinear sem que a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz
seja imposta. Estudamos nao linearidades superlineares satisfazendo a condigao de nao
quadraticidade no infinito introduzida por Costa-Magalhaes em [20]. O principal resultado

provado no Capitulo 4 garante a existéncia de infinitas solucoes com energia positiva



divergindo para +oo e inclui uma classe de fungées Kirchhoff degeneradas (M (0) = 0)
que podem ser continuas ou descontinuas na origem. A principal ferramenta utilizada é
o teorema do passo da montanha simétrico com a condigao de Cerami.

Ao final do trabalho incluimos Apéndice contendo alguns resultados que foram

utilizados ao longo do texto.
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