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Resumo

Seja F' um corpo de caracteristica diferente de 2. Denote por UTy(F) a F-dlgebra das
matrizes triangulares superiores 2 X 2. Se % é uma involugao do primeiro tipo de UT,(F),
denote por Id(UTy(F),*) e C(UT5(F),*) o conjunto das suas *-identidades polinomiais e
x-polinomios centrais, respectivamente. Neste trabalho, descrevemos:

a) Id(UTy(F),*) quando F' é finito.

b) C(UTy(F),*) quando F' é um corpo qualquer.



Abstract

Let F be a field of characteristic different from 2. Denote by UT(F') the 2x2 upper triangular
matrix F-algebra. If  is a involution of first kind of UT5(F'), denote by Id(UTy(F),*) and
C(UTy(F), *) the set of its *-polynomial identities and *-central polynomials, respectively.
In this work, we describe:

a) Id(UTy(F),*) when F is finite.

b) C(UTy(F),*) when F is any field.
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A que distancia ainda estamos de uma solu¢ao? Pode ser na semana que vem, ou daqui a
um século. Duvido que venha a ser algo muito fdcil, simplesmente porque muitos mestres
no assunto jd procuraram uma solucao por tanto tempo, e com tanto empenho. Contudo,

alguém poderia ter uma ideia brilhante na semana que vem. (Andrew Odlyzko).



Introducao

O assunto a ser tratado nesta tese estd inserido no contexto da Teoria das Pl-dlgebras, isto
é, algebras que satisfazem identidades polinomiais. Obteremos alguns resultados que dizem
respeito a dlgebra UT,(F') das matrizes triangulares superiores n x n com entradas num
corpo F.

Fixado tal corpo, sejam X = {z1,x9,...} um conjunto infinito enumerével e F' (X) a
algebra associativa livre com unidade, livremente gerada por X. Todas as algebras con-
sideradas nesta tese serdo associativas e com unidade. Denote por Id(A) o conjunto dos
polinomios de F' (X) que sao identidades polinomiais para uma algebra A.

Em 1971, Maltsev ([22]) descreveu Id(UT,(F')) quando F ¢é de caracteristica 0. Posteri-
ormente, em 1981, Siderov ([27]) descreveu tal conjunto quando F' é um corpo qualquer.

A descri¢ao de Id(A) para uma dada dlgebra A é uma das linhas de pesquisa na area.
Em 1950, Specht ([29]) propos o seguinte:

Problema: Id(A) é um T-ideal finitamente gerado 7

Em 1987, Kemer (]20]) respondeu “sim” para o problema, quando a caracteristica de F'
¢ 0. Em 1999, Belov ([4]), Grishin ([16]) e Shchigolev (][26]) responderam “nao”, para os
demais corpos.

Sabe-se que T-ideais sao casos particulares de T-espacos, isto é, subespacgos vetoriais
de F(X) fechados por endomorfismos de F(X). Um exemplo de T-espaco importante é o
conjunto dos polinomios centrais de uma &lgebra A, o qual denotaremos por C'(A). Nesta
tese, um polinomio f(xy,...,z,) € F(X) é chamado de polinémio central para A se

flay,...,a,) € Z(A) (Centro de A)
para todos aq,...,a, € A. Observamos que, pelo fato
C(A) D Id(A) + F,

alguns textos costumam omitir os polinémios em Id(A)+F' da defini¢ao de polinomio central.
Chamaremos os polinomios em Id(A) + F de polinoémios centrais “triviais” de A.

Denote por M, (F') a dlgebra das matrizes n X n com entradas em F. E conhecido que o
polinomio

(1, 22]?

é um polinémio central nao trivial para My(F). Aqui, [z1, zs] = 2129 — 2221 é 0 comutador
de comprimento 2. Em 1956, Kaplansky ([19]) formulou uma série de problemas. Tais pro-
blemas motivaram, de maneira significativa, atividades de pesquisa pelas décadas seguintes.
Um desses problemas é o seguinte:

Problema: Existem polindmios centrais nao triviais para M, (F') quando n > 3 7



A resposta para esse problema ¢é “sim” e foi dada em 1972-1973 por Formanck ([13]) e
Razmyslov ([24]). O leitor pode consultar os livros [14, 17, 25] para ver a importancia dos
polinémios centrais. Com respeito a UT,,(F) temos

C(UT,(F)) = Id(UT,(F)) + F. (1)

Para verificacdo desse fato, ver por exemplo [25, Exercicio 1.4.2], e comentédrio em [12,
Exemplo 3.2] quando F' é infinito. Ou ainda, veja [18, Exemplo 1.4.6].

De agora até o fim desta Introducao, o corpo F' sera de caracteristica diferente de 2 e as
involugoes consideradas serao do primeiro tipo. Sejam X = {xy,2o,...} e X* = {z},23,...}
dois conjuntos infinitos enumeraveis e disjuntos. Denote por F'(X UX*) a dlgebra associativa
livre com unidade, livremente gerada por X U X*. Tal algebra tem uma involucao natural,
a qual fixaremos. Dada uma &lgebra A com uma involucao *, denotamos por Id(A,x*) o
conjunto de todos elementos em F(X U X*) que sdo *-identidades polinomiais de A.

Note que o Problema de Specht pode ser formulado no formato “com involucao”:
Problema: Id(A,x) é um T(x)-ideal finitamente gerado ?

Em 2017, Aljadeff, Giambruno e Karasik ([1]) e também Sviridova ([30]) responderam
“sim” para o problema, quando a caracteristica de F' é 0.

Em 2006, Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala ([32]) descreveram as involugoes de UT,,(F).
Além disso, descreveram:

a) Id(UTy(F),*) quando F' é infinito.

b) Id(UT3(F), *) quando F' é de caracteristica 0.

Em 2018, Urure e Gongalves ([31]) descreveram Id(UT»(F'), *) quando F' é finito. Per-
manece em aberto a descri¢ao de Id(UT,(F),*) para os demais casos. Os resultados que
aparecem em ([31]) fazem parte desta Tese de Doutorado.

Dada uma algebra A com uma involucao *, denotamos por C'(A, *) o conjunto de todos
elementos em F'(X U X™*) que sdo *-polinomios centrais de A.

Nesta Tese apresentamos a descri¢ao de C(UT,(F'), *) para toda involugao * e todo corpo
F. Em particular, um conjunto finito de geradores para C(UTy(F), ), como T(x)-espagco, é
exibido. Salientamos que, diferente do caso (1), temos

C(UTy(F), ) £ Id(UTy(F), ) + F. (2)

Permanece em aberto a descri¢ao de C'(UT,(F'),*) para n > 3.
Esta Tese esta dividida da seguinte maneira:

Capitulo 1. Um capitulo com defini¢oes e alguns resultados necessarios para a compreensao
dos capitulos seguintes. Destaca-se definicao e resultados bésicos de x-identidades polinomi-
ais e a apresentacgao das involugoes de UT5(F) descritas em ([32]).

Capitulo 2. Descrigao de Id(UTy(F),*) quando F' é finito. Como UTy(F') possui apenas
duas involucoes, a menos de isomorfismos, reservamos uma secao para o estudo separado de
cada uma. Os resultados aqui apresentados sao originais e estao publicados em ([31]).



Capitulo 3. Descricao de C(UT(F'),*) quando F' é um corpo arbitrario (de caracteristica
diferente de 2, como ji comentado anteriormente). Os resultados aqui apresentados sao
originais e foram submetidos para publicacao.



Capitulo 1

Preliminares

Nesta tese, I’ denotard um corpo e |F| a sua cardinalidade. Todas as dlgebras consideradas
neste trabalho serao associativas com unidade sobre F. Assim, em algumas passagens,
escreveremos simplesmente dlgebra ao invés de dlgebra associativa com unidade sobre F.

Neste capitulo preliminar, daremos algumas definigoes e resultados basicos da Teoria das
PI-algebras. Sugerimos ao leitor as referéncias [10, 11, 12, 15, 25, 32] para o estudo e maior
aprofundamento do assunto.

1.1 Identidades polinomiais

Nesta secao enunciaremos alguns fatos conhecidos a respeito das identidades polinomiais da
algebra das matrizes triangulares superiores, algumas propriedades do corpo F' e fixaremos
algumas notagoes.

Seja X = {1, xq,...} um conjunto infinito enumerdvel e seja F' (X) a algebra associativa
livre com unidade, livremente gerada por X. Um elemento de F' (X)) que serd muito utilizado
nesta tese é o comutador

[$i17$i2] = Ly Ly — LigTiy -

De forma indutiva, um comutador de comprimento n > 2 sera um polinomio da forma

[Iilv s 7min] - Hxip s 7'I7;n71:|’ xin]’

Combinacoes lineares de produtos de comutadores tém um papel importante na descrigao
das identidades polinomiais de uma dada édlgebra. Veja [10, Proposigao 4.3.3] para detalhes.

Um polinémio f = f(z1,...,x,) € F(X) é uma identidade polinomial para uma algebra
A se
flai,...,a,) =0
para todos ay, ..., a, € A. Denotamos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polino-

miais de A. Se Id(A) # {0}, dizemos que A é uma Pl-dlgebra.

O conjunto Id(A) tem uma propriedade interessante: ele é um T-ideal. Um T-ideal é
um ideal de F(X) fechado por endomorfismos de F(X). Como a intersecao de T-ideais é
um T-ideal, dizemos que a intersecao de todos os T-ideais que contém um dado subconjunto
S de F(X) é o T-ideal gerado por S.

Uma &algebra importante para a Teoria das Pl-adlgebras e que serd objeto principal de
estudo nesta tese é a algebra das matrizes triangulares superiores n x n com entradas no
corpo F', a qual denotamos por UT,(F). Se aj,as € UT,(F), entdo [a1,as] é uma matriz
triangular superior com diagonal nula. Logo,

[ala az][CLS, G4] cee [a2n717 a2n} =0

4



CAPITULO 1. PRELIMINARES )

para todos ay, ..., as, € UT,(F). Isso mostra que

(1, xo][T3, 4] . . . [Ton—1, Tan] (1.1)

¢ uma identidade polinomial para UT,, (F'). Maltsev demonstrou a importancia do polinémio
(1.1) na descri¢ao das identidades polinomiais de UT,(F). Em [22] foi provado o seguinte:

Teorema 1.1.1 (Maltsev). Se F' € um corpo de caracteristica 0, entao Id(UT,(F)) € gerado,
como um T-ideal, pelo polinomio

[xb 552][1’3, $4} e [$2n717 332n]~

Chamamos a atencao do leitor para o seguinte fato: o teorema acima permanece valido
se F' é um corpo infinito. De um modo geral, Siderov provou em ([27]) que se F' é um corpo
qualquer (finito ou infinito), entao

Id(UT,(F)) = [Id(UTy(F))]".

Portanto, a descrigdo de Id(UT,(F")) depende da descricao de Id(UTi(F)) = Id(F). Tal
descrigao pode ser obtida em [10, Exercicio 2.3.6 e Exercicio 4.3.7] conforme abaixo:

Teorema 1.1.2. Se F' é um corpo infinito, entao Id(F) é gerado, como um T-ideal, pelo
comutador [xy,x5]. Se F' € um corpo finito com q elementos, entao Id(F) é gerado, como
um T-ideal, pelos polinomios

[z, 2] € af — 1.

Observe no teorema acima o surgimento do polinémio z{ — x; quando |F| = ¢. Como
F—{0} é um grupo, com respeito a multiplicagao, temos que a?~! = 1 para todo a € F —{0}
e portanto a? = a para todo a € F'. Logo, de fato,

(2] — xq1) € Id(F).

Usaremos com frequéncia essa informacao e os proximos lemas desta se¢ao no estudo das
«-identidades para UT(F') quando F' é finito.

Lema 1.1.3. Considere um polinomio f € F(X) dado por
flze, .o an) = Z e Z a(dl,...,dn)mtlh e,
=0  dn=0
onde aqq,,.. 4, € F. Se f € Id(F) e k <|F|, entao oqa,,..4,) = 0 para todo (di, ..., d,).
Demonstragio. Como deg, f < |F| para todo i, temos por [10, Proposition 4.2.3] que cada

_ d1 d
Sdirdn) = Qdy,.d)TT T

¢ uma identidade polinomial para F'. Em particular,
0= f(dl,...,dn)(la 1) = Q(dy,....dn)-

Concluimos a demonstracao. O]



CAPITULO 1. PRELIMINARES 6

Para o préximo lema, dado um polinomio

d
h(z) = Zaixi, a; € F,
i=0

denotamos por h/(z) a derivada de h(x). Assim,

d

h'(z) = Z joyrtt

i=1

Lema 1.1.4. Seja F um corpo finito com |F| = q. Considere um polinémio h(x) com grau
deg(h) < 2q—1. Denote por h'(x) a derivada de h(x). Se h(a) = h'(a) = 0 para todo a € F,
entao h(z) = 0.

Demonstragao. Denote F' = {as,...,a,} e considere o polinomio

q
u(z) = H(x —a;).
i=1
Como h(a) = 0 para todo a € F', temos pelo teorema do resto que

h(z) = u(z)v(x) (1.2)

para algum polinomio v(x). Note que deg(v) < ¢ — 1, pois deg(u) = g e deg(h) < 2q — 1.
Derivando h(x) obtemos

h'(x) = u'(z)v(z) + u(z)v'(x).
Fixado 1 < j < ¢, como u(a;) =0 e h'(a;) = 0, segue que
u'(a;)v(a;) = 0. (1.3)

Derivando u temos

Logo,
u'(a;) = [ [(a; —a:) #0
i#]
e, por (1.3), v(a;) = 0. Como j é arbitrario, v(z) € Id(F). Assim, pelo Lema 1.1.3, segue
que v(z) =0 e, por (1.2), h(x) = 0. O

1.2 Polinémios centrais

Nesta secao enunciaremos alguns fatos a respeito de polinémios centrais e fixaremos algumas
notacoes.
Dada uma algebra A, denotamos por Z(A) o seu centro. Assim,

Z(A)={z€ A : az = za, Ya € A}.

E fato conhecido que o centro de U T, (F) é formado por todas as matrizes escalares.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

Um polinémio f = f(x1,...,2,) € F (X) é um polinomio central para uma algebra A se
flay,...,a,) € Z(A)

para todos ay, ...,a, € A. Denotamos por C'(A) o conjunto de todos os polindémios centrais
de A. Note que
F + 1d(A) C C(A).

Aqui cabe uma observacao: alguns livros costumam excluir da definicao de polindomio central
os elementos em F'+ Id(A), pelo motivo ébvio acima. Mas nesta tese, assim como em outros
trabalhos, esses elementos serao incluidos, conforme definicao acima.

Como ja citado na Introdugao, para a algebra de matrizes M, (F') é conhecido que

F + 1d(M,(F)) # C(M,(F)).
Um problema em aberto consiste em descrever o grau minimo de um elemento em
C(Mn(F)) = (F + 1d(M(F))),

o qual denotaremos por 7(n), quando car(F) = 0. E conhecido que 7(1) = 1, 7(2) = 4 e
7(3) = 8 (Drensky e Kasparian). Formanek conjecturou

T(n) = %(n2 +3n — 2).

Sugerimos ao leitor a referéncia [10, Segao 7.3] para um melhor entendimento e histéria
do problema citado.
Para matrizes triangulares é bem conhecido o seguinte fato:

Proposicao 1.2.1. Para todo corpo F' (finito ou infinito) e todo n > 2 wvale
C(UT,(F)) = Id(UT,(F)) + F.

Demonstragao. Ver por exemplo [25, Exercicio 1.4.2], e comentério em [12, Exemplo 3.2]
quando F' é infinito. Ou ainda, veja [18, Exemplo 1.4.6]. O

Veremos no Capitulo 3 que a proposicao acima nao é valida se considerarmos polinomios
centrais com involucao.

1.3 Involucoes

Ao longo desta segao, F' denotard um corpo de caracteristica car(F) # 2. Enunciaremos
as definicoes e propriedades bésicas a respeito de algebras com involugoes. Além disso,
caracterizaremos as involugoes de UT,(F') do “primeiro tipo”.

Seja A uma algebra e seja * : A — A uma funcao. Dizemos que * é uma involugcao sobre
A se os trés itens abaixo sao satisfeitos:

a) (a+b)* =a*+ b* para todos a,b € A,
b) (ab)* = b*a* para todos a,b € A,

¢) (a*)* = a para todo a € A.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 8

Se a* = a para todo a € Z(A) (centro de A), entao * é chamado involugdo do primeiro tipo
sobre A. Caso contrario, * é chamado involucao do sequndo tipo sobre A. De agora em
diante, consideraremos apenas involugoes do primeiro tipo. Neste caso,

(Aa)* = A(a")

para todo A € F, a € A. Ou seja, se x é involucdo do primeiro tipo, entdo * é uma
transformacao linear também.

Por exemplo, em UT,(F') temos duas involugoes, denotadas por x e s, que sdo importantes
e serao objeto de estudo nesta tese:

a ¢\ b ¢ a c\’ b —c
(03) =) « i) =6 2) oo
para todos a,b,c € F.
Convencionaremos que a frase “ (A, *) é uma &lgebra com involugao” significa “A é uma
algebra com involugao *”.

Sejam (A, ) e (B,0) algebras com involugdo. A fungao ¢ : A — B é dita ser um
homomorfismo de dlgebras com involugao se ¢ for um homomorfismo de algebras e se

para todo a € A. Se, ainda mais, ¢ for bijetora, dizemos que ¢ é um isomorfismo de dlgebras
com involu¢do e denotamos (A, x) ~ (B, o).

Em [32], Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala descreveram todas as involugoes do primeiro
tipo de UT,,(F'). Em particular, provaram o seguinte:

Corolario 1.3.1. Sejam x e s as duas involugdes definidas em (1.4). Se * é uma involu¢do
do primeiro tipo sobre UTy(F'), entdo

(UTy(F),*) ~ (UTy(F),*) ou (UTx(F),x) ~ (UTx(F),s).
Ainda mais, (UTy(F),x) e (UTx(F),s) nao sao isomorfas como dlgebras com involug¢ao.
Demonstracao. Veja [32, Proposigoes 2.5 e 2.6]. O]

Finalizamos esta secao enunciando os conceitos de elementos simétrico e antissimétrico.
Seja A uma &algebra com involucao *. Dizemos que a € A é simélrico se a* = a; e an-
tissimétrico se a* = —a. Denote por AT e A~ os seguintes subespacos vetoriais de A:
At ={a€eA: a*=a}e A ={a€ A: a* = —a}. Sea € A entao

a = (1/2)(a+a*) + (1/2)(a — a*).
Observe que a + a* é simétrico, e a — a* é antissimétrico. Logo,
A=AT® A (1.5)

como espagos vetoriais. Na igualdade acima usamos o fato que existe o elemento 1/2 € F.
Isso de fato é verdade, pois car(F') # 2.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

1.4 x-identidades polinomiais

Ao longo desta secao, todas as involugoes consideradas serao do primeiro tipo. Além disso,
para falarmos em involugao assumimos car(F') # 2. Pretendemos aqui dar as definigoes e re-
sultados basicos que norteiam o assunto *-identidades polinomiais. Sugerimos as referéncias
[5, 9, 15, 21, 25, 33| para um melhor entendimento do assunto.

Sejam X = {z1,29,...} e X* = {a},x5,...} dois conjuntos infinitos enumeraveis e dis-
juntos. Denote por F(X U X*) a algebra associativa livre com unidade, livremente gerada
por X U X*. Definiremos uma involucao x sobre F(X U X*) da seguinte forma:

a) Nas letras (varidveis) a involugao é definida por

b) Nas palavras a involugao é definida por
(wrws ... wy)* = (wy)* ... (wa)* (wy)*,
onde wy,ws, ..., w, € X U X*.
¢) Se Pal é o conjunto das palavras de F(X U X*), definimos

(5 ) = 5 o

wePal

Por comodidade, denotamos x = *. Assim, por exemplo,

(x1@0my + 22 1y)" = 3252 + 22377.

s

Definicao 1.4.1. Seja (A, ®) uma dlgebra com involu¢iao. Um polinomio f € F(X UX*) é
chamado x-identidade polinomial (ou identidade polinomial com involugao) para (A, ®) se f
estd no nicleo de todo homomorfismo com involugio ¢ : F(X U X*) — A. Denotamos por

Td(A, ®)
o conjunto de todas x-identidades polinomiais de (A, ®).

Por comodidade escreveremos muitas vezes “x-identidade” ao invés de “x-identidade po-
linomial”. A definigao classica de x-identidade (equivalente a acima) faremos em breve, apés
alguns comentdrios. Seja (A, ®) uma algebra com involugao. O primeiro comentario con-
siste em que se ¢ : F(X U X*) - A é um homomorfismo de algebras com involucao e se
flzy, 2, ..z, 2t) € F(X UX™), entao

2 (f(!)ﬁl,l"{, Tt 7‘73717:15:1)) = f(gp(xl)a 90(I1)®7 R So(xn)v @(mn)@a)'

O segundo comentdario consiste em que se ag, as, ... € uma lista de elementos em A, entao
existe um unico homomorfismo de élgebras com involugao ¢ : F(X U X*) — A tal que

o(ri) = a,

para todo ¢ > 1. Com base nisso, uma maneira equivalente de definir *-identidade é a
seguinte:
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Lema 1.4.2. Um polinomio f(x1,27, ..., Ty, x)) € F(XUX™) € uma *-identidade polinomial
para uma dlgebra com involugdo (A, ®) se, e somente se,

flay,af,... an,a2) =0
para todos ay,...,a, € A.

Por comodidade, e quando nao houver confusao de notacao, denotaremos uma involucao
qualquer sobre uma algebra A por *. Neste caso, os homomorfismos de algebras com in-
volucao serao chamados de *-homomorfismos. Um ideal I da dlgebra A é chamado de x-ideal
se

a* el

para todo a € I.
No estudo das x-identidades é mais conveniente considerar a algebra associativa livre com
unidade, livremente gerada por Y U Z, onde

Y ={y1,y2,...}, Z={z1,22,...}, yi=x;+ 2] e z;=x; — ]

para todo i > 1. Note que F(X U X*) = F(Y U Z), y; ¢ simétrico e z; ¢ antissimétrico.
Veremos quando um polinémio f(y1, ..., Yn, 21, -+, 2m) € F(YUZ) é uma *-identidade para
uma algebra com involugao (A, x). Para isso, observe dois fatos:

Fato 1. Se ¢ é um *-homomorfismo, entao ¢ leva elemento simétrico em simétrico, e leva
elemento antissimétrico em antissimétrico.

Fato 2. Se aq,as,... sdo elementos simétricos de A, e by, by, ... sao elementos antissimétricos
de A, entao existe um tnico *-homomorfismo ¢ : F(Y U Z) — A tal que

(y) = a;i e p(z) =

para todo 7 > 1. Ele é dado por
Qp(f(yla"'7yn7217-"a2m)) = f(ala"'7an>b17"-abm)'

Com base nos dois fatos acima e na Defini¢ao 1.4.1, temos o seguinte lema:

Lema 1.4.3. Um polinomio f(yi,...,Yn,21,---,2m) € F(Y UZ) é uma x-identidade para
uma dlgebra com involugao (A, %) se, e somente se,

f(al,...,an,bl,...,bm) =0
para todos ay,...,a, € AT eby,..., b, € A™.

O préximo lema pode ser usado para achar algumas *x-identidades conhecendo algumas
identidades (ordindrias).

Lema 1.4.4. Seja f(x1,...,x,) € F(X) e seja (A, %) uma dlgebra com involugdo. Se
flzy,...,x,) € Id(A), entao
flwy, ... wy,) € Id(A, %)

para todos wy, ..., w, € Y UZ.
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Por exemplo, em (1.1) vimos que o polinémio [x1, Zo|[z3, 4] é uma identidade (ordindria)
para UTy(F'). Logo, os seguintes polinémios

(W1, yallys, vals (Y1, yellys, 21]s [y1, ve][21, 22],
(21, 22][23, 24], [21, 22] [y, 23], [21, 22) (W1, 92,

[y1, 21][y2s 22l [y, 21llyes wsl, [y 21][22, 23],

sao x-identidades para (UTy(F), %) para qualquer involugao * de UTy(F').
O conjunto Id(A,x*) das *-identidades de A tem uma propriedade similar ao caso or-
dindrio. Para descrevé-la, definiremos o conceito de T'(x)-ideal.

Definicao 1.4.5. Um T(x)-ideal de F(Y U Z) é um *-ideal de F(Y U Z) fechado por -
endomorfismos de F(Y U Z).

A defini¢ao acima estd dizendo que um #*-ideal I é um 7T'(x)-ideal se
p(I) 1

para todo *-homomorfismo ¢ : F(Y U Z) — F(Y U Z).
Olhando para a Defini¢ao 1.4.1 é facil ver que Id(A, ) é um T'(x)-ideal. Reciprocamente,
se [ é um T'(x)-ideal, entdao I = Id(A, *) para alguma algebra com involugao (A, x). De fato,

basta considerar

A F(Y]U Z)

com involucao

(f+D)=f"+1I

para todo f € F(Y U Z).
Pelos Fatos 1 e 2 da pagina anterior, note que um *-ideal I de F(Y U Z) é um T'(x)-ideal
se, e somente se,

f(gl7"'7gn7h17"-7hm)€I
para t0do f(yr, . Ya, 21, 2m) € L, g1 90 € FY UZ) e huyo hiy € F(Y U Z)™

Defini¢ao 1.4.6. Seja S um subconjunto de F(Y U Z). Definimos o T'(x)-ideal gerado por
S como sendo a interse¢ao de todos os T(x)-ideais que contém S. Denotamos ele por

( S>T(*).
Com base no paragrafo anterior a Definicao 1.4.6, temos o seguinte resultado:

Lema 1.4.7. Se S € um subconjunto de F(Y U Z), entdo (S)T®) ¢é gerado, como espago
vetorial, pelos elementos

9f(g1s- - gniha, .o hn)d

onde f(Y1y- s Yn, 2155 2m) € SUS*, g1,...,9n E FYUZ)", hy,...,hy, e FY UZ) e
9,9 € F(YUZ). Aqui S* denota o conjunto

S*={r1rest

Dada uma élgebra com involugao (A, %), um dos problemas da area de PI-dlgebra consiste
em descrever as suas *-identidades. Mais especificamente, procura-se obter um conjunto
gerador de Id(A,*) como T'(x)-ideal. Para isso, precisamos de um novo conceito:
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Defini¢ao 1.4.8. Um polinomio f(y1,...,Yn,21,---,2m) € F(Y UZ) é chamado Y -préprio
se f € combinacao linear de polinomios do tipo

Z;I...Z;’;mel...ft

ondet >0, r1,....,7 >0 e f1,..., [y € F{YUZ) siao comutadores de comprimento > 2.
Denotamos por B o conjunto de todos os polinomios Y -proprios.

Na definicao acima, se ¢ = 0, entao convencionamos f;---f; = 1. Usando o mesmo
argumento que [10, Proposicao 4.3.3], temos pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que

todo elemento g(y1, ..., Yn, 21,.--,2m) € F(Y U Z) é combinac¢ao linear de polinémios do
tipo

Ui Yn Gistrnsn) (1.6)
onde s1,...,5, > 0 e gs,..s,) € B. O leitor também pode consultar [11, Segao 2] para a

verificagao do fato.

Proposicao 1.4.9. Seja f € F(YUZ) ew € Y U Z. Escreva

duw
fF=_ 10
=0

onde f ¢ a componente homogénea de f referente a varidvel w com grau deg,, f® =i. Se
dy < |F| entdo

(PO = (fO, O fEnTe),
Demonstragao. Argumentos similares a demonstragao de [10, Proposigao 4.2.3]. O

Proposigao 1.4.10. Seja I um T'(x)-ideal de F(Y U Z).

a) Se F' € um corpo infinito, entao I € gerado, como T'(x)-ideal, por seus elementos multi-
homogéneos.

b) Se F' é um corpo de car(F) = 0, entao I € gerado, como um T (x)-ideal, por seus
elementos multilineares.

Demonstracao. Para a demonstracao, usamos a Proposi¢ao 1.4.9 e argumentos similares a
demonstracao de [10, Proposicao 4.2.3]. O

Proposigao 1.4.11. Seja I um T'(x)-ideal de F(Y U Z).

a) Se F' € um corpo infinito, entao I € gerado, como T (x)-ideal, por seus elementos Y -
proprios multi-homogéneos.

b) Se F' é um corpo de car(F) = 0, entao I é gerado, como um T (x)-ideal, por seus
elementos Y -proprios multilineares.

Demonstracao. Veja [11, Lema 2.1]. La consta uma demonstracao similar a [10, Proposigao
4.3.3]. O
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Proposicao 1.4.12. Seja F' um corpo infinito e seja I um T'(x)-ideal de F(YUZ). Considere
W C B tal que
{w+(BNI) : weW}

¢ uma base para o espago vetorial quociente B/(BNI). Entdo o conjunto de todos polinémios
yfl ... yflnw + I’
onde sy, ...,8, >0, n>1ew €W, éuma base para o espago vetorial quociente F(YUZ) /1.

Demonstra¢ao. Argumentos similares a demonstragao de [10, Proposigao 4.3.11]. O

Finalizamos a se¢@o com o seguinte: como ja foi comentado em (1.5), temos que
FYUZ)y=F(YUZ)"®aF(YUZ)".
Portanto:

Lema 1.4.13. Seja f = f(y1,. -, Yn, 21, - -5 2m) € F(Y U Z) e escreva
f=r+f
onde ft e F(YUZ)" e f~ € F(YUZ)~. Considere uma dlgebra com involugio (A, x). Se
F(Ye, .. Yo, Zh, . Z) € A”
para todos Yy,...,Y, € AT e Zy,..., Z, € A, entao f1 € Id(A,x).

Demonstragao. Sejam Yi,...,Y, € At e Zy,...,Z, € A~. Como f* e F(YUZ)*" temos
que ft(MWa,..., Yo, Z1,..., Z,,) € AT. Mas

f(Yl,...,Yn,Zl,...,Zm)—f_(Yl,..‘,Yn,Zl,...,Zm):f+(Y1,...,Yn,Zl,...,Zm)
pertence a A~. Logo, f*(Y1,...,Yn, Z1,...,Z,,) pertence a AT N A~ =0, isto é,
f+(Y1,...,Yn,Z1,...,Zm):0

como era o desejado. O



Capitulo 2

x-identidades polinomiais para UT5(F)

Ao longo deste capitulo, todas as involugoes consideradas serao do primeiro tipo, e F' sera
um corpo de car(F') # 2.

Em [32], Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala descreveram Id(UTy(F),*) quando F é
infinito. Neste capitulo descreveremos Id(UTy(F), %) quando F' ¢é finito. Os resultados aqui
obtidos estao publicados em [31] e fazem parte do trabalho realizado durante o doutorado.

2.1 x-identidades polinomiais para (UTy(F), *)

Seja F' um corpo de car(F') # 2. Nesta se¢ao descreveremos Id(UT(F), x) quando F é finito.
Relembramos a definigdo de x em (1.4):

(55)-(50) 21

para todos a,b,c € F'. Consideraremos apenas esta involugao. Assim, todos os resultados e
discussoes desta segao dizem respeito a essa involu¢do . A outra involugao de UT,(F) sera
analisada na préxima secao.

Denote por e;; a matriz com entrada (7, j) igual a 1 e demais entradas igual a 0.

Lema 2.1.1. Os conjuntos {e11 + €2, €12} e {e11 — ean} formam uma base para os espagos
vetoriais UTy(F)* e UTy(F)~ respectivamente.

Demonstragao. Note que (e11 +€3;) = (€11 +e2) € UTH(F)T, (e1a+eiy) = 2e10 € UTH(F)*T
e (e —eyy) = (e11 — ex) € UTy(F)~. Como as 3 matrizes sao linearmente independentes,
segue que elas formam uma base para UTy(F'). Assim, de

UTy(F) =UTy(F)" @ UTy(F)~

segue que {ej1 + eg2, €12} e {e11 — e} formam uma base para UTy(F)" e UTy(F)~ respec-
tivamente. ]

Lema 2.1.2. Sejam y € UTy(F)*, 2 € UTy(F)~. Considere a,b,c € F tais que

a b c 0
y—(oa) ez-(o_c). (2.2)
(2,y] = 0 2bc P A T
y Yl = O O e Yy = 0 ai )

14

Entao

para todo © > 1.
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Demonstracao. Temos

=5 ) (e ) - (e ) (6 2)-(0 %)

Para a outra igualdade, suponha que o resultado é verdadeiro para ¢+ — 1. Logo,

i i amt (i—1)a"?% a b\ [ a ia"'
y=v y= 0 at 0a) O a -

Completamos a demonstracao. O

Lema 2.1.3. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). Os polinémios

i, vels [z, 22)s [yn, zlye, 2], 21y122 — 22y120 (2.3)
pertencem a Id(UTy(F),*).
Demonstracao. A demonstracao é consequéncia direta do Lema 1.4.3 e Lema 2.1.1. O

Definigao 2.1.4. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). Denotaremos por I o T'(x)-
ideal gerado pelo conjunto (2.3).

O seguinte teorema esta provado em [32].

Teorema 2.1.5. Seja F' um corpo infinito. Considere a involug¢do x definida em (2.1).
Entao 1d(UTy(F),*) = 1. Além disso, o espago vetorial quociente F(Y U Z)/I tem uma
base formada por todos polinomios da forma

y‘lgl . y;”z;l .o Z:nm [Zmayk] + I e yil . y;"z{l . e Z;’Lm _|_ ] (24)
onden>1, m>1, s;,...,8,7,...,7m >0, k>1.

Demonstragao. A primeira parte do enunciado estd provada em [32, Teorema 3.1], isto é,
Id(UTy(F),*) = I. Para a segunda parte, estd provado em [32, Teorema 3.1] que o espago
vetorial quociente B/B N I tem uma base constituida pelos elementos da forma

Gyl + BAT e Zt-zm £ BN (2.5)

onde m > 1, ry,...,7, > 0, k> 1. Pela Proposicao 1.4.12 segue que o espago vetorial
quociente F(Y U Z)/I tem uma base formada por todos polinémios da forma (2.4). O

Lema 2.1.6. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). Os sequintes polinomios per-
tencem a I:

[=2lz,m] = 22[z, ), g = [2122,y1] € h = [21, Y122 + 2a[21, 1]
Demonstracao. Para f temos a igualdade:
[ = (1201 — 21n20) — (22191 — 22y121) = [21, 221 — (219122 — 220121).

Como [21, z9] € (214122 — 290121) pertencem a I, segue que f € I.
Para g temos a igualdade:

29 = [22122, 1] = 22120 + 2221 — 2221, Y1) = [z122 + 2221, Y1 + [[21, 22), v1 ).

Como [y1,y2] € I e (2122 + 2921) é simétrico, segue do Lema 1.4.7 que [z129 + 2021, 1] € 1.
Temos também que [[z1, 22|, 1] € I, pois [z1, 22] € I. Logo, 2g € I, isto é, g € I.
Como f,g € I temos

h+1=[zi,y]2 + zilze, ] + 1 = [z120,0n] +1 = 1.
Logo, h € 1. O]
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Para o préximo resultado, denotaremos por S,, o grupo simétrico de grau m.

Lema 2.1.7. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). Para todo o € Sp41 temos:

1) Zo(1) " Ro(m) [Zo(m+1)> yl] +1= Z1c Zm[zm-i-la yl] + 17

i) 21 Zm[Zma, 1] + L = (=) [zmt1, yi)z1 - 2m + 1.

Demonstragao. Para o item i) usamos que [z;, z;] € I (por definicao) e (2;[z;, y1] —2;[2i, 11]) €
I (por Lema 2.1.6). Assim,

zizj+1=zz+1 e zlzj,y) +1=z[z, 0]+ 1.

Combinando as duas igualdades temos a demonstracao de i) concluida.
Para o item ii) usamos que ([Zm+1,Y1]2j + 2j[2m+1,y1]) € I, veja Lema 2.1.6. Assim,

[2m+1, 1]z + 1 = —2j[2mi1, 1] + 1, (2.6)
e aplicando m vezes esta igualdade provamos o item ii). [

Definigao 2.1.8. Se f € F(Y UZ)", dizemos que f tem sinal positivo. Se f € F(Y UZ)~,
dizemos que f tem sinal negativo.

Lema 2.1.9. Sejam p1,p2 € F(Y U Z) e seja u = [wy,wy, ..., w,] um comutador de com-
primento n > 2 tal que wy,ws, ..., w, €Y UZ.

a) Se p1,p2 tém o mesmo sinal, entdo [p1, ps] tem sinal negativo.

b) Se p1,ps tém sinais opostos, entao [p1, pa] tem sinal positivo.

c) Se u tem sinal negativo, entao [wy,ws, ..., w,_1] € w, tém o mesmo sinal.
d) Se u tem sinal positivo, entdo [wy,ws, ..., Wy_1| € w, tém sinais opostos.

Demonstracao. Como

[p1, p2]" = (P1p2)" — (p2p1)™ = P5p] — PIP5 = [P3, P1] = —[P1, 3],

temos os itens a) e b) provados.
Por indugao em n e pelos itens a) e b) segue que

[wl,wg,...,wn_l] S F<YUZ>+ U F<YUZ>7

Agora aplicamos a) e b) novamente para obter c) e d). O

A prova da seguinte proposicao é similar a prova do [32, Teorema 3.1]. Uma pequena
adaptacao é necessaria, pois agora o corpo F' pode ser finito também.

Proposicao 2.1.10. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). O espago vetorial quo-
ciente F(Y U Z)/I € gerado pelos elementos

yfl---yZ"ZIl---zfnm[zm,yk]Jrf e yfl---yi"z?-“ZInerI (2'7)

onden>1, m>1, s;,...,8,,71,...,"m >0, k>1.
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Demonstragao. Por (1.6), o espago F(Y U Z)/I é gerado pelos elementos f + I com

f:y‘fl...yznzzl...zzlmfl...ft

onden > 1, m > 1, si,...,8,7,---,7m > 0, t >0, e cada f; é um comutador de
comprimento > 2 para todo .

Se t =0, entao f + I tem a forma dos elementos em (2.7).

Suponha t > 2. Pelo Lema 2.1.9 temos

fi,he FYUZ)" U FlYUZ) .

Dois casos podem ocorrer:
a) f1 ou fy é antissimétrico. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - ¢, temos que f; ou fy pertence

a
([y1, v2], [21, Z2]>T(*).
Logo,
f ey, [z1,2))7 C 1.
b) fi e fa sdo simétricos. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - d, temos que
fufz € {[yr, 21)ly2, 22))".
Logo,

f € [y, z1][yo, 2))T™ C I

Acabamos de mostrar que se t > 2, entao f+ 1 = 1.
Para finalizar, considere ¢ = 1. Denote

fl = [w17"'7wl+1]7

onde wy, ..., w1 € YUZ. Se f; € I, entao f € I. Suponha f; ¢ I. Peloitem a) acima temos

que fi é simétrico. Afirmamos que f; é um comutador do tipo [z, Yk, Ziy, Zigs - - - 5 2;,). Com
efeito, claramente wy; € Z e wy € Y (ou vice-versa). Logo, [wy,ws] = [2;,, yx] para alguns
i1, k. Suponha [wy,...,w] = [2iy, Yk, Zig, Zigy - - - Zi,_,).- Ent@o esse polindmio é simétrico

(veja Lema 2.1.9). Logo, w1 necessariamente é z;, para algum i;. Prosseguindo com este
argumento teremos

fl = [zi17 Yk Zigs Zigy -+ s zil]'
Agora, podemos escrever f; como soma de polinomios +u onde
u = Zjl . e zjt [Zh)yk:]sz_Q . Zjl'

Pelo Lema 2.1.7,
u+ I = 25 - ZjiZgere T Eh [Zil’ yk] +1

Provamos que f + I é combinacao linear de polinomios
S1 S T1 T
Yyt ynnzl e mezjl 25,2t EG) [Zi17yk] + 1. (28)

Agora usamos o Lema 2.1.7 para reordenar as variaveis z; em (2.8). Assim f + I é do tipo
(2.7), como queriamos provar. ]
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De agora até o fim desta secao, F' denotara um corpo finito com ¢ elementos. Denote
por J o T'(x)-ideal gerado pelos polinomios

[?/1; 92]7 [21, 22]7 [?Jl, Zl][?h; 22], 21Y1%22 — Z2Y1%1,
(Wi —y)lz vl (W] — v1) (Y3 — 32), (2.9)
A=z, U =Dlznw), @ —y)a — 27z, (2.10)

Como [ é gerado, como T'(x)-ideal, pelos elementos em (2.3), temos que I C J.
Lema 2.1.11. Seja F' um corpo finito com q elementos. Entao J C Id(UTy(F'),*).

Demonstragao. Pelo Lema 2.1.3, os polindmios em (2.3) pertencem a Id(UTy(F),*). Pelo
Teorema 1.1.2 segue que
[21, 2], (2] —x1) € Id(F).

Pelo pardgrafo anterior a tal teorema, comentamos que
Ld(UTy(F)) = (Id(F))*

Logo,
(2] — @1)[r2, 23], (2] — 21)(25 — 22) € Id(UTL(F)).

Como consequéncia do Lema 1.4.4 temos que os polindomios em (2.9) pertencem a
Id(UT(F), *).

Agora analisaremos os polindmios em (2.10). Sejam z € UTy(F)~ ey € UTy(F)*. Temos

=0 )ee=(50)

para alguns a,b,c € F' (veja Lema 2.1.1). Claramente

o < C(; (_0)9 ) (2.11)

e como ¢! = ¢, temos 2 = z. Provamos que (2] — z1) € Id(UT3(F), *).
Seja 1 = ej; + ez a matriz identidade. Se ¢ = 0 entao z = 0 e (277! — 1)[z,9] = 0. Se
c # 0 entdao ¢?~! = 1. Logo,

(" = Dlzyl = (1= 1)[z,y] = 0.

Acabamos de mostrar que (2! — 1)[zy,y1] € TId(UT,(F), %).
Pelo Lema 2.1.2 e pelo fato de que a car(F) divide a cardinalidade do corpo (¢ é uma
poténcia de car(F')) temos y? = al. Logo, a matriz (y? — y)z é igual a

a 0\ [(ab c 0\ (0 —b c 0\ (0 bc\ 21z, ]
0 a 0 a 0 —) \o o)\o ) \o o))" ¥
Para a tltima igualdade, veja Lema 2.1.2. Acabamos de mostrar que (yf —y;)z1 — 27 21, 41]

estd em Id(UTy(F),*).
Pela definigao de J concluimos que J C Id(UTy(F), *). O
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Do polinémio (yf — y;)(y? —

E y;) € J resultam as seguintes igualdades:

yiy +J =yl + vyl — vy + J, (2.12)

g2 J =2 2 4 (2.13)

()

Como [y;,y;] e [z, zj] pertencem a J, segue que varidveis com mesmo sinal comutam em
F(Y UZ)/J,isto é,
yiy; +J = yyi + J, (2.14)

ZiZj +J = 2% + J. (215)

Definicao 2.1.12. Seja F' um corpo finito com q elementos. Para cada n > 1 defina A,
como o conjunto dos elementos (s1,...,S,) € Z" tais que:

a) 0<sq,...,8, < 2q,
b) Se s; > q para algum i, entdo s; < q para todo j # i.

Proposicao 2.1.13. Seja F' um corpo finito com q elementos. O espaco vetorial quociente
F(Y UZ)/J é gerado pelos polinémios

yflyfln“_Ja (Slv"'aSN)EATH TLZl, :Tl
yilyinzi"lz:nm_‘_e]’ 0§£17"'78n7r17"‘7rm<Q7 Tmzl,
n>1 m2>1, : Ty
yfl"'nynZIl"'Z:nm_l[zmayk]—i_Ja 0<S1,0 ey STy T < ¢, T 2 1,
n>1 m>1, k>1. 1 T3

Demonstracao. Considere os conjuntos Wy, Wy, W3 definidos pelos elementos descritos abaixo:

yflyfzn‘i_ej; 517"'7‘9“207 nZl :‘Ijl
Yyt eyttt 2 4 S1yev s STy T >0, n>1, m>1,
Tm > 1. Wy
yit eyt 2t 2 2 Yk S, ST,y Sny Ty ey T >0, > 1, m >,
k>1. c W3

Denote por (¥;) e (Y;) os subespagos de F(Y U Z)/J gerados pelos conjuntos ¥; e T,
respectivamente. Entao (T;) C (;) e, em particular,

(Y1) + (T2) + (T3) C (1) + (Vo) + (¥3). (2.16)

Como I C J, temos pela Proposicao 2.1.10 que F(YUZ)/J = (¥1)+ (V2)+ (¥3). Assim,
para provar esta proposicao, devemos mostrar que vale a igualdade em (2.16).

Afirmacao 1: (V) C (1y).
Seja f = yi* -y com sp,...,8, > 0. Mostraremos que (f + J) € (T1). Suponha que
s; > 2q para algum i. Aplicando algumas vezes a igualdade (2.13) obtemos

2q—1

yi T =) at + (2.17)
k=1

/

para alguns o € F. Assim f 4 .J é combinacdo linear de elementos do tipo y;* - - -y,sél +J
onde 0 < s,...,s! < 2q. Portanto podemos supor, sem perda de generalidade,

0<s51,...,8, < 2q
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em f. Se s;,s; > q para alguns i, j, entdao por (2.14) obtemos

5j 9,4, 51 $i—q

Por (2.12),
yiys +J =yly + vy —viy; + J.
Logo, f+J =¢g1 + g2 — g3+ J, onde

g = y;]yjyigl e yisi_q e y';_jiq e ny”7
g2 = yzygyfl e y:i_q e yjjiq e ny"’
gs = vyl eyl

Como as varidveis y comutam no quociente F(Y U Z)/J (veja novamente (2.14)), podemos
ordenar as variaveis em gy, go, g3 € obter f+J = f1 + fo — f3 + J onde

o s1 S; sj—q+1 s
fl — yl .ylzy‘j ...yn”’
_ S1 s;i—q+1 S5 s
f2 — yl yzl ...yj ...yn"’
_ 5 si—q+1 sj—q+1 s
f3 — yl ...yi’ ...yj yn’”
Observe o que acontece com os graus das variaveis yi,...,y, em f, f1, fo, f3. Usando em

f1, f2, f3 0s mesmos argumentos como em f, apds alguns passos, teremos (f + J) € (Ty).
Provamos que (V) C (T).

Afirmacao 2: (V,) C (1) + (U3).

Seja f =yt - ysn2tt oo ztn onde s1,. .., 80, t1, ..yt >0, t, > 1, m > 1. Mostraremos
que (f +J) € (Ta) + (¥3).

Por (2.10) temos zf + J = z; + J. Entao existem inteiros r1,...,7,, tais que 0 < r; < q,
rm > le

fHd=yityprat g+

Pela Afirmacdo 1 podemos supor, sem perda de generalidade, que (sq,...,s,) € A,.
Se cada s; < ¢ temos que f+ J € (YT2). Suponha s; > ¢ para algum i. Entdo s; < ¢
para j # 1 e s; < 2q — 1. Por (2.10) temos

yg’zm +J= YiZm + 271[zm7 yz] + J.

Logo

Yz A+ J =y e 27 2, ] .

Entao, por (2.14) e (2.15) temos que f+ J = f; + 27! f, + J, onde

_ 81 s;i—q+1 Sp AT r
fl _yl yzl ...ynnzl ...me7

_ .81 Si—q S 1 rm—1
f2 _yl yzl yn"[zm’yl]zl me

Pelo Lema 2.1.7 temos que
fot T =Fyy -y ey 2 T g,y + T € ().

Caso a) Se s; < 2g — 1 temos que s; — ¢+ 1 < q. Logo, fi +J € Ts.
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Caso b) Se s; = 2¢ — 1, entao f; = yi* -+ -yf - ysrzi' - 2. Com raciocinio andlogo ao
acima, segue que
h+T=0+2"g+/

onde
g+ =yt Yyt + J €T,

g2+J:yfl..-@\i...yzn[zm,yi]zil..'Z:nmfl_i_{]

A demonstracao da afirmacao estd completa.

Afirmacao 3: (U3) C (T3).
Seja f =yt - yirzt - 20m [2m, Y. Pelo Lema 2.1.7 temos que

f+J: :l:yfl .yi"[zm’yk]2I1 Z:nm +J

Por (2.9) temos que
Vi [z ye] + T = yilzm, el + .

Por este fato, (2.14) e Lema 2.1.7 temos que

Fd =2y gy eyl =gyt 2 [ ] + T

com 0 < ¢,...,s, <q. Usando a igualdade z! + J = z; + J temos que

T,/

fAd =gyt ] + T
onde 0 <7i,...,7 <gq.Ser, <q—1 entao f+J € (Y3). Se r,, = ¢ — 1, usamos (2.10):
Zgn_l[zﬂ% yk] + J = [Zma yk] + J.

Logo

Frd =yt yma 2 ey + J € (T3).

Finalizamos a demonstracao da Afirmagao 3.

Pelas Afirmagoes 1,2 e 3 temos que o “contido” de (2.16) é uma “igualdade”. O]

Lema 2.1.14. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J = Id(UTy(F),*). O
congunto dos polinémios

rm—1

ypt eyt 2 k), 0 < S, Sy T e T <
Tm>1, n>1 m>1, k>1,

¢ linearmente independente em F(Y U Z)/J.

Demonstracao. Seja

S = (Sla 78n)7
f = Z a(n,m,k,s,r)yfl ce yZnZII T Z;zmil[zma yk]7 r= (Th cee 7rm)7
n,m.,k,s,r A (n,m,k,s,r) € r,

onde (n,m, k, s, r) satisfaz as condigoes do enunciado.
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Escolha matrizes arbitrarias

a; bl L C; 0
(i) en= (5 %)

onde a;, b;, ¢; € F. Temos que

o
0

*
s1 S 1 Tm—1 __ _ 81 Sm T1 Tm—1
Yere Yozt Z0 —( *) onde 0 =aj'---aycy' -t

Pelo Lema 2.1.2 temos que

s . 5§ x\ (0 2bycm 0 28bico,
YOl Yot 2y 1[Zm,Yk]=(o *> (0 0 )Z(o 0 )

Uma vez que 26byc,,, = 2aj" - - - asrcy' -+ - by, segue que

fYV, Yo, o 20, 2, .) = ( 8 g ) , onde 6= Z 20(n,m s,y 0 ant Y s et by

n,m,k,s,r
Suponha que f € J. Entdo 0 =0 para todos
al,CLQ,...7b1,b2,...701,62,... € F.

Como deg,. 0, deg;, 0, deg,. 0 < q para todo 7, temos pelo Lema 1.1.3 que o m k,s») = 0 para
todos n,m, k,s,r. [

Lema 2.1.15. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J = Id(UTy(F),*). O
congunto de todos 0s polinomios

yisl'”yfznz?"'z:nm_l[zmayk]+J7 Ogsla'--asnarla--->rm<q7 Tm217 (a)
n>1l, m>1, k>1;

Yty 2l 4 0<S1,ee ey Sy Tl ey Tin < @y T > 1, (b)
n>1 m>1,

€ linearmente independente em F(Y U Z)/J.

Demonstracao. Seja

S =1(S1,---,5n),

_ z : S1 Sn LT1 rm—1 _
fl - a(n,m,k,s,r)yl e yTLnZl e me [Zm’ yk]7 r= (7/.1, ttt ,Tm),
n,m,k,s,r A(n,m,k,s,r) € L

com (n,m, k, s, r) satisfazendo (a). E seja

s=1(81,-.-,8n),
f2 = Z 5(n,m,s,'r‘)yfl ZJZ"ZII "'zqrnmy r= (T17'-'7rm)7
n,m,s,r B(n,m,s,r) € F7

com (n,m,s,r) satisfazendo (b).
Suponhamos que f + J = J onde f = f; + f>. Devemos mostrar que

A(nm,k,s,r) = ﬁ(n,m,s,'r) =0
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para todo (n,m, k,s,r), (n,m,s,r). Sejam

a; bz o C; 0
Y;—(O ai) eZZ—(O —Ci>

onde a;, b;, ¢; € F. Temos
0
A

onde p, 0, A € F. Observe que f1(Y1,Ys,..., 21, Zs,...) é uma matriz triangular superior
com a diagonal nula. Logo,

f(YlaY%---aZl,Z%-'-):(

oD

p:fg(al,ag,...,cl,CQ,...).
Uma vez que f € J, obtemos p = folai,as,...,c1,c,...) =0 para todo
CLl,CLQ,...,Cl,CQ,...EF.

Como deg,, fa, deg,, f2 < ¢ para todo i, temos pelo Lema 1.1.3 que S, m, s = 0 para todos

n,m,s,r. Assim, f = fi e fi + J = Consequentemente, pelo Lema 2.1.14, obtemos
Q(n,m,k,sr) = 0 para todos n,m, k,s,r. [

Lema 2.1.16. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J = Id(UTy(F),*). O
conjunto de todos os polinomios

yflyzn"i_ja (81,...,8n)€An7 n217

¢ linearmente independente em F(Y U Z)/.J.

Demonstragao. Demonstraremos por indugao sobre n.
Para o cason =1, seja f + J = J onde

2q—1

f(yl) = Zasyi as € F.
s=0

. I gqi—1!
8 olt ) Pelo Lema 2.1.2 temos Y/ = ( @ I ) . Assim

0 a’
o= (10 10
onde f’ é a derivada de f. Uma vez que f € J, temos f(a) = f'(a) = 0 para todo a € F.

Pelo Lema 1.1.4 segue que o = 0 para todo s, como queriamos.
Suponha n > 1. Seja

FWi-um) = D Qs €. (2.18)

Tome a matriz Y] = <

O polinémio fy = f(0,y2,...,y,) estd também em J. Como fo tem n — 1 varidveis, por
indugao temos que oo,,.s,) = 0 para todo (0, sz, ...,s,) € A,. Agora podemos supor que
s;1 > 1 em (2.18). Podemos escrever f da seguinte forma

2q—1

F=> _uifs
i=1
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onde f; estd definido como abaixo:
a) Se 1 <i < ¢ entao

b) Se ¢ <i < 2q — 1 entao
q—1

fi - Z Qi s9,..., sn)yQ yn :

Considere as seguintes matrizes:

m:(‘g le) en:(‘gf 0) (i #1)

onde a; € F' para todo j. Entao

1

2q—1 . C il
[ V) = Z(% “ )fim,...,yn)

i=1 “
2q—1 .
_ Z at iatT! filag, ... ay) 0
— 0 a 0 filag, ..., ay,)
21 2—1
Zalflag,..., Zza Yilay, ... an)
_ i=1
- 2q 1
0 > alfilas, ..., ap)
i=1
Fixando as, ..., a, € I, defina o polindomio
2q—1

f( ..... Zylfl as, ..., )

Note que

..........

.....

para todo a; € F. Pelo Lema 1.1.4 temos f;(as,...,a,) = 0 para todo i. Uma vez que
as,...,a, € F podem ser tomados arbitrarios, segue que f; é uma identidade polinomial
para F'. Temos dois casos a considerar:

Caso 1. ¢ <i<2q—1.
Do item b) acima, Lema 1.1.3 e do fato que f; é uma identidade polinomial para F', temos
Q(i,s0,...,5n) = 0 para todo 0 < s5,...,8, < qg— 1.
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Caso 2. 1 <i<q.
Pelo Caso 1 segue que

q—1
f= Zyifz .
i=1

Observe que deg,, [ < g. Logo, pela Proposicao 1.4.9, temos yifi € jpara todo 1 <17 < q.

Como a matriz identidade é simétrica, segue que f; € J para todo 1 < ¢ < ¢. Uma vez
que cada f; tem n — 1 varidveis, por indugao temos ag;,,.. s,) = 0 para todo 1 <i < g e
(82, ey Sn) S An—l-

Finalizamos a demonstracao. O

Teorema 2.1.17. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote por J o T(x)-ideal
gerado pelos polinomios

[yl,yﬂ, [21, 22]7 [yl, 2’1][92, 22], Z1Y122 — 22121,
(i —y)lz 9], (Wi —w)(ys —v2), 21 — 2,
= Dlznwl, W — vz — 27z, )

Entao Id(UTy(F),*) = J. Além disso, o espago vetorial quociente F(Y U Z)/J tem uma
base formada por todos os polinomios da forma

yil---yi”z{l---Z:nmfl[zm,yk]—l—t]’ 0< 81,y STy e s T < G, T 2 1,
n>1, m>1, k>1;

yil...yznz?...zrnmﬁ_{]’ 0§81’...,8n,7”1,...,7’m<q, Tm21,
n>1m>1;

Yy 4 (S1,...,8,) €Ay, n> 1.

Demonstragdo. Denote J = Id(UTy(F),*). Seja U o subespaco de F(Y UZ)/J gerado pelos
elementos

yfl“'y'rsznzi‘l"'zgzmil[zmvyk]_I_l]a Ogsla"'vsnarlv"'arm<Q7 T’mzlv
n>1, m>1,k>1;

ypt eyt 2 0< 51,00y 8nyTly e ey T < @, Ty 2> 1,
n>1 m>1.

Seja V o subespaco de F(Y U Z)/.J gerado pelos elementos
Yyt (s, 8) €Ay, n> 1
Afirmacao 1: F(Y U 2V J=UaV.

Como J C J (veja Lema 2.1.11), temos pela Proposicao 2.1.13 que F(Y U Z)/J =U + V.
Seja f(Y1,- s Yny 21,5 2m) € F(Y UZ) tal que (f+J) e UNV. Como f+ J € U,

existe g(Y1, .-, Yn, 21, - - -, Zm) que é combinagao linear de
gty 2t k], 0K St Sy T T < Gy T > 1
n>1, m>1, k>1;
Yty e 2 0< 81,00y STy ey T <, Ty > 1,

n>1 m2>1,
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tal que B B

f+J=9g+J.
Como g(y1, .-, Yn,0,...,0) = 0 temos f(yl,...,yn,O,...,0)+j: J. Por sua vez f+JevV
implica que existe um polinémio A(yi, ..., y,) que é combinagao linear de

y‘flyi"7 (51,...,5n)€An7 TLZ]-,
tal que f+ J = h+ J. Assim,

f(yl,...,yn,zl,...,zm)—i—jzh(yl,...,yn)+J:f(y1,...,yn,0,...,0)+J:J

como queriamos.

Afirmacgio 2: O espaco vetorial quociente F(Y U Z)/J tem uma base formada pelos
polinomios da forma

. ~

yfl---yi"z?---Z:;L"_l[zm,yk]—i—J, Oésly-"78n7r17"'7rm<Q7 T’mzla
n>1, m>1, k>1;

yflyinzilzz;zm‘l‘z], 0§81,...,Sn,7"1,.--,7“m<q, Tmzlv :
nz>1 m2=1

\yfl"'ny"‘FJa (317,,_,371)61\7“ n>1.

De fato, isso é consequéncia direta da Afirmacao 1, Lema 2.1.15 e Lema 2.1.16.

Afirmagao 3: J = J.
J& sabemos que J C J. Provaremos a outra inclusao: Pela Proposicao 2.1.13 e a Afirmacao
2, existe um subconjunto 2 C F(Y U Z) tal que

1) Qr={w+J|weQ}gera FYUZ)/J;

i) Q5 = {w+ J| w € Q} é base para F(Y U Z)/J.
Seja f € J. Por i) temos que

f+J:Zaww+J, o, € F.

weS)

Uma vez que J C J temos

f+j:Zaww+j, a, € F.

we

Como f € j, por ii) temos que «a,, = 0 para todo w € €. Logo, f+.J = J e consequentemente
fed. O
2.2 x-identidades polinomiais para (UTy(F),s)

Seja F' um corpo de car(F') # 2. Nesta se¢ao descreveremos Id(UT(F'), s) quando F é finito.
Relembramos a defini¢do de s em (1.4):

(g g)s_(g —;) (2.19)

para todos a, b, c € F'. Consideraremos apenas esta involucao.
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Lema 2.2.1. Os conguntos {e11 + exn} e {e12, €11 — exn} formam uma base para os espagos
vetoriais UTy(F)* e UTy(F)™ respectivamente.

Demonstragao. Note que (e11+€5;) = (e11 +e2a) € UTH(F)T, (e12—€5y) = 2e10 € UTH(F)~
e (e;n —e€f)) = (e11 —ea) € UTy(F)~. Como as 3 matrizes sao linearmente independentes,
segue que elas formam uma base para UTy(F'). Assim, de

UTy(F) =UTy(F)" @ UTy(F)~

segue que {e11 + exn} e {e12, e11 — g2} formam uma base para UTy(F)' e UTy(F)~ respec-
tivamente. UJ

Lema 2.2.2. Seja z € UTy(F)~. Considere a,b € F tais que

Se i € par, entao

4= < % 2 ) . (2.20)

i a’ a7 tb
2t = (0 —ai> ) (2.21)

Se i é impar, entao

Demonstracao. Temos

Logo,

Se i é impar, entao

Finalizamos a demonstracao. O]

Lema 2.2.3. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). Os polinémios

i, vel, [zl 21, 2)[23, 24), 212223 — 232020 (2.22)
pertencem a Id(UTy(F), s).
Demonstracao. A demonstracao é consequéncia direta do Lema 1.4.3 e Lema 2.2.1. O

Denotaremos por I o T'(x)-ideal gerado pelo conjunto (2.22).
O seguinte teorema estd provado em [32].

Teorema 2.2.4. Seja F' um corpo infinito. Considere a involug¢io s definida em (2.19).
Entao Id(UTy(F),s) = I,. Além disso, o espago vetorial quociente F(Y U Z) /I, tem uma
base formada por todos polinomios da forma

Yty 2, zl]z:z:ff ceezim 4 Iyt eeeynnat ez (2.23)

onden>1, m>1, s;,...,8.,71,.-..,"m >0, 7 >1.
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Demonstragao. A primeira parte do enunciado estd provada em [32, Teorema 3.2], isto é,
Id(UTy(F),*) = I,. Para a segunda parte, estd provado em [32, Teorema 3.2] que o espago
vetorial quociente B/B N I, tem uma base constituida pelos elementos da forma

[zj, zi) 2] 2 ey 4+ Iy e 27z 4 (2.24)
onde m > 1, ry,...,r, > 0, 7 > 1. Pela Proposi¢ao 1.4.12 segue que o espago vetorial

quociente F(Y U Z) /I, tem uma base formada por todos polinomios da forma (2.23). [
Lema 2.2.5. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). Os polinomios
[ =23, 22]21 — [23, 21] 22 + [202, 21]23 € g = z1[22, 23] + [22, 23] 21
pertencem a I.
Demonstracao. Note que

[ = 232021 — 202321 — 232129 + 212320 + 202123 — 212223

= (232021 — 212023) + (212322 — 222321) + (222123 — 232122)

¢ soma de 3 polinomios em I;. Logo, f € I.

Agora,
g = 217223 — 212322 + 227321 — 232221
= (2112223 — 2’32221) + (ZQZng - 212322)
¢ soma de 2 polinomios em I,. Logo, g € . O]

Lema 2.2.6. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). Se m > 1, entdo
217 ZmlZmt1, Zma2] T Is = (1) [zmt1, 2mea]er -+ 2m + L
Demonstracao. Pelo Lema 2.2.5 temos que z;[zm+1, Zm+2] +1s = —[2m+1, Zm2)2zi +Is. Assim,

Rz Zm[zm-l—h Zm+2] + Is = —Z1 Zm—l[zm—i-la Zm+2]2m + [s

=4z Zm—2[zm+17 Zm+2]zm—lzm + Is

m
= (_]-) [Zm+1azm+2]zl"'zm+]s-
Finalizamos a demonstracao. O

Lema 2.2.7. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito) e seja m > 1. Para todo o € S,
temos que

[Zm41s Zm2)Ze(1) ** Zo(m) F Lo = [Zma1, Zmaa)2r - 2 + L.
Demonstragao. Uma vez que [z, 22|23, 24] € I temos
[Zm+1, Zmt2)2i2; + Is = [Zmt1, 2m12]2j2i + Is.
Assim, pelo Lema 2.2.6,
[t Zmyal2r - Zizigr - 2w+ Lo = (1) 7 21 (2, ZmgalZizign - 2m + L

= (=1)""21 [Zmt1s Zmanzisn 2 2+ L

= [Zerl’ Zm+2]21 T Zi1Rit Bm T Is .

Finalizamos a demonstracao. O
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A prova da seguinte proposi¢ao é similar a prova do [32, Teorema 3.2]. Uma pequena
adaptacao é necessaria, pois agora o corpo F' pode ser finito também.

Proposicao 2.2.8. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). O espago vetorial quoci-
ente F(Y U Z)/1; é gerado pelos elementos

R e ] A A R o A R A SRRl o (2.25)
onden>1, m>1, s;,...,8.,71,.-..,"m >0, 7 >1.

Demonstragao. Por (1.6), o espago vetorial F(Y UZ) /I é gerado pelos elementos f+ I com

f:y‘lgl...yZnZ;I...Z:nmfl...ft

onden>1, m>1, s;,...,8,7,...,"m >0, t >0, f;écomutador de comprimento > 2
para todo i.

Se t =0 entao f + I, é como em (2.25).

Suponha que t > 2. Pelo Lema 2.1.9 temos

fi,he FYUZ)T U FYUZ).

Dois casos podem ocorrer:
a) f1 ou fy é simétrico. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - d, temos que f; ou fo pertence a

([21, ?JlDT(*)-

Logo,
f e [z, ;)™ C I,

b) fi e fo sdo antissimétricos. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - ¢, temos que

fif2 € ([yr, val, [21,22][z3’z4]>T(*)‘
Logo,
f < <[y17y2]7 [21722”23,24]>T(*) C I,.

Acabamos de mostrar que se t > 2, entao f + I, = I,.

Suponhamos que t = 1 e f+ I, # I,. Como f + I, # I, segue que f; é formado por
variaveis que estao apenas em Z, pois [z1,y1], [y1, y2] € I5 (veja Lema 2.1.9). Logo, f; tem a
forma

fl = [Zi17zi27zi37 Ce 7Zil]

e o polindmio f = 2/ --. 2™ f; é combinacio linear de polinémios u do tipo
p 1 m J1 S p p

U= Zj * " Zj, [Ziu Ziz]zju-l T R

Pelo Lema 2.2.6,
u+ Iy = %[z, 2] 25, - 25, + L.

Entao f + I, é combinagao linear de polinomios do tipo
yfl o 'yfzn [ziwziz]zjl R + IS' (2'26)

Usando o Lema 2.2.7 podemos ordenar as variaveis z;, in (2.26). Assim podemos supor, sem
perda de generalidade, que j; < ... < j, e i3 > 9.



CAPITULO 2. *-IDENTIDADES POLINOMIAIS PARA U T5(F) 30

Por outro lado, pelo Lema 2.2.5, temos

[23,22]21 +Is = [23,2,’1}22 - [22,21]Z3+IS. (227)
Suponhamos que iy > j;. Por (2.27) temos
[Zi17 Ziz]zjl e qu + IS = [Zi17 Zjl]ZiQij Ce Z]‘q — [ZZ‘Q, Zj1]Zi1Zj2 Ce qu + Is. (228)

Usando o Lema 2.2.7 novamente é possivel reordenar, se necessario, as variaveis z’s dos
mMonomios 2, 2j, - - - Zj, € %, Zj, - - - %, em (2.28). Deste modo, podemos supor em (2.26) que
11 >3 < j1 < ... < j, como era o desejado. ]

De agora até o fim desta secao, F' denotarda um corpo finito com ¢ elementos. Denote

por Js o T'(x)-ideal gerado pelos polinomios

(Y1, 92], [z1,01], [21, 22)[23, 24), 212223 — 232921,

(21 = 21)(23 — 22),  [21, 22] (25 — 23), (2.29)

yl— gy, 20— 22 (20— 2z + (2 — 2). (2.30)
Como I é gerado como T'(x)-ideal pelos elementos em (2.22), temos que Iy C J;.
Lema 2.2.9. Seja F' um corpo finito com q elementos. Entao Js C Id(UT(F),s).

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.3, os polinomios em (2.22) pertencem a Id(UTy(F), s).
Pelo Teorema 1.1.2 segue que

(1, 5], (2 — 1) € Id(F).
Pelo paragrafo anterior a tal teorema, comentamos que
Ld(UTy(F)) = (Id(F))?.
Logo,
(21 = @1) (@] — @2),  [21, 22)(2§ — w3) € Id(UTL(F)).

Consequentemente, pelo Lema 1.4.4, os polinémios em (2.29) estao em Id(UTy(F),s).
Agora analisaremos os polindomios em (2.30). Sejam y € UTy(F)* e z € UT,5(F)~. Temos

-

para alguns a,b,c € F (veja Lema 2.2.1). Claramente,

i (0
=2)
Em particular, y? = y pois |F| = ¢q. Provamos que o polinémio y{ — 1, de (2.30), pertence
a Id(UTy(F), s).

Para o segundo polinémio em (2.30), foi comentado na introdugao deste capitulo que a
car(F) = p # 2. Neste caso, p é impar e consequentemente |F| = ¢ é uma poténcia de p,
isto ¢, ¢ é impar. Logo, ¢ + 1 é par e por (2.20) segue que 297! = q9™1 = a%l = a*1 = 2°.
Provamos que 2§ — 27 € Id(UTy(F), s).
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Para o terceiro polinémio em (2.30), usaremos a igualdade (2.21). Assim,

a? a?'p a a?™l'b
a_ _
z—(o —aq>_(0 4 ) (2.31)
). Entao,

g1y
Zi]—Zl _ <8 ai bé bl)

a; b

Sejam Z; = (0 L,

Logo, (Z] — Z1)Zy + Zo(Z] — Zy) é igual a

(0 (a? — 1)b1> (az b ) N (a2 b ) (o (a? — 1)61) 0

0 0 0 —ay 0 —ay/) \O 0

Provamos que (2] — 2z1)z2 + 20(2f — 21) € Id(UT,(F), ). O

Lema 2.2.10. Seja F' um corpo finito com q elementos e sejam > 1. Para todoi > 1 temos
2y 22— z) + Js = (=)™ (2 — z)z e 2+

Demonstragao. Por (2.30) temos que

zi(z] —z) +Js = — (2] — z1)z; + Js.

Assim,
222l —z) + Js = =21 21 (2] — 2)zm + s
=+z1 Zma(2! — 2)zm_12m + Js
= (D)™ =2z 2+ s
Finalizamos a demonstracao. O]

Lema 2.2.11. Seja F' um corpo finito com q elementos e seja u = z1 -+ 2y, onde m > 1.
Para todos 1,7 > 1 temos

q

q _ a, .9
ziuz; +Js = ziuzj + zjuzy — zuzg + Js.

Demonstracao. Por (2.29) e Lema 2.2.10 obtemos
Ty = (& = 228 — 2+ Ty = £ — zu(sd — 5)
= +(zfuz] — zuz — zluz; + ziuzy) + Jg,

0 que prova o lema. [

Lema 2.2.12. Seja F' um corpo finito com q elementos e seja m > 0. Para todos 1,7 > 1
temos
(25, 25)21 - 2mzi 1 + Js = [z, 2] 21 -+ 2 + s
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Demonstracao. Pelo Lema 2.2.6,

(26, 25]21 -+ 2 (s — Zmr1) + s = (1) 21+ 2wz, 2] (21 — Zimt1)

Como [z, 2] (2011 — Zm+1) € Js (veja (2.29)) temos o resultado demonstrado.

32

+ Js.

Lema 2.2.13. Seja F' um corpo finito com q elementos. Para todo o € S, vale

(Zmi1 = Zm41)20)  Zom) TS5 = (Zppn = Zmin)21e - 2m + s
Demonstra¢do. Como [2;, 2i41] (201 — Zm+1) € Js (veja (2.29)), temos
221 (21 — Zma1) + Js = Zzin12i(2h 1 — Zmgr) + I
Disso e do Lema 2.2.10 seguem as igualdades:
(ZF 1 = Zm1)21 e ZiZig1 o 2m + s =

= (=)™ 2 zizia (2l — Zmg1) o zm + s

)
= (=D)™z1 - zizi(gpgn = Zma) o 2w+ s

_ q
= (Zm+1 — Zm41)21 %1% 2 s

Usando este fato varias vezes concluiremos o resultado.

Lema 2.2.14. Seja F' um corpo finito com q elementos. Entao

(20, 21] 287 4+ T, = =2(28 — 21) 25 + [22, 21] + s
Demonstra¢io. Como [z1,11] + Js = J, temos que [z, 297 4+ J, = J,, pois 27~
Segue que
22, 2’1]2’(11_1 + Js = [22, 2’12’%_1] — z1]22, 2’(11_1} + Js
= [29, 27] + J;
= 292{ — 2120 + Js.
Por (2.30) temos
202] + Js = —2120 + 2120 + 2021 + Js.

Assim, substituindo (2.33) em (2.32) temos

[22, zl]zf_l + Js = (=220 + 2120 + 2221) — 2020 + J§

= —2z2720 + 2120 + 2221 + J;

1 o o -
é simetrico.

(2.32)

(2.33)

= 22020+ 22120 + [20, 2] + Js = —2(2] — z1) 22 + [22, 21| + Js-

Finalizamos a demonstracao.

O

Lema 2.2.15. Seja F' um corpo finito com q elementos. Dado m > 0, denote u = 2z - - 2zp,.

Eziste 0 # o € F tal que
25, 2j]uzd ™+ T, = azju(2d — ) + [z, 2]u + T

para cada 1,7 > 1.
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Demonstragao. Pelos Lemas 2.2.7, 2.2.14 e 2.2.10 (respectivamente) temos

-1 -1

u+ Js = —[z5, 2]z u+ Js
= (2(2] — z)z; — [75, 2] )u + Js
= £2zu(z! — 2;) + (2, z]u + Js.

(21, 2wzt + Ty = [, 25)2f

Finalizamos a demonstracao. O

Definigao 2.2.16. Seja F' um corpo finito com q elementos. Para cada m > 1, defina A,,
como o conjunto dos elementos (r1,...,rm,) € Z™ tais que:

CL) Ogrlw-'armgq;
b) Se r; =q para algum i, entio r; < q para todo j # 1.

Proposicao 2.2.17. Seja F' um corpo finito com q elementos. O espago vetorial quociente
F(Y UZ)/Js € gerado pelos elementos

Uity e e e i T, 0 < St Sn Ty T < G
Ty <q—1j7>1,n>1 m>1:7,
YLy g T 0<s1,..,8,.<q, (r1,...,7m) € A,
n>1, m>1 Yy

Demonstracdao. Sejam Wy, Uy dois conjuntos definidos pelos elementos abaixo:

51 Ti Tit1 C i~ )
yrt eyl et e s 0S8y, S, iy, Ty > n > 1m > 10y
S s

Yty 4 g, 0<81,0-,80,T1,---yTm; n2>1m>1 : Wy

Denote por (T1;) e (¥;) os subespagos de F(Y U Z)/Js gerados pelos conjuntos T; e ¥;,
respectivamente. Uma vez que [, C J,, pela Proposicao 2.2.8 temos que

Y UZ)J, = (W) + ().
Assim, devemos provar que
(1) + (To) = (Vy) + (Vy).

A inclusdao C é ébvia. Provaremos a outra inclusao.

Afirmagao 1: (V3) C (7y).
Seja f =yl -yl 2tm Mostraremos que f+.J, € (T3). Por (2.30) temos que y? 4 .J, =
y; + Js. Logo, existem 0 < sq,...,5, < q tais que

f—i—JS:yflyznzilzfr’Ln_'_Js

Também por (2.30) temos que zgﬂ + Js = ZJQ + Js. Logo, existem 0 < rq,...,7, < ¢ tais

que
f—{_JS:yfl'nynZIl'Z;Lm_l_Js

Procederemos por inducao sobre m.
O caso m =1 é ébvio.
Suponha m = 2. Por (2.29) temos

228+ Ty =2+ 2128 — 2120 + .
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Logo, yi" -+ -y 2123 + Js € (Ta).

Seja m > 3. Por hipdtese de inducao podemos supor, sem perda de generalidade, que
(ri, ... Tm—1) € Ap—1. Temos dois casos:
a) Sery, <qoury,...,Tmo1 < qtemos que (r1,...,7n) € A,,. Logo,

frds=ut -yt + Js € (Ta).

b) Suponha 7, = ¢ e r; = ¢ para algum 1 < j <m — 1. Entdo r; < ¢ para todo i # j e
i #m (pois (r1,...,7"m-1) € A,—1). Pelo Lema 2.2.11 temos

f+J,= uz?vzfn + Js = uzjvzl + uz?vzm — uzjVZy + Js € (T2),

Tj—1 Ti+1 Tm—1

onde u = yi' -+ ypr2yt - 20 e v =24 - 2,", 0 que prova a Afirmagao 1.

Afirmagao 2: (V) C (1) + (Vy).

. L . . S ~
Seja f = yit---yin [zj,zi]zflzijf coozlm i < j < m. Como j4 vimos na demonstracio da

Afirmacao 1, por (2.30) podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 < s1,...,s, < ¢
e0<1;....l0, <q.
Pelo Lema 2.2.12 existem inteiros 7, tais que 0 < r;,...,r, <qe

— 51 S ri JTi+1 T
fHJds=uyi" - ylzg, 2z 200 2 + Js.

Entao temos trés casos:
a) Ser;,r; < qg—1lentdo f+Js €Ty C (L) + (Vy).

b) Ser; <q—1er; =q—1, pelo Lema 2.2.15 existe um o € F' tal que

[+ Js = ulz, Zi]vzq_lw + J, = auzv(z! —

; 1= z)w + ulzg, zijow + g,

ri_q Titl
’]1 ew:z” .

ondeu=yi'---yr,v=2z"--2 i 2. Observe que

i
uziv(z] — zj)w + Js € (V)
e que

ulzj, zilow + J; € 1.
Logo, f € (T1) + (¥2).

¢) Se r; = ¢ — 1 entao pelo Lema 2.2.14

1

[+ Js=ulzj, zilzl v+ Js = =2u(z] — z)z0 + ulz;, zi]v + Jg

onde u =y’ - ysr e v =z} -+ zlm. Observe que pelo Lema 2.2.13

u(z! — z)zp0 + Jy = u(z! — z)z 0 - z;jﬂ ceezim 4 Jg € (Wy).

Uma vez que a poténcia de z; em u[z;, z;Jv é 1, pelos casos a) e b) temos que
ulzj, zijv + Js € (T1) + (Uy).

Pelas Afirmagoes 2 e 1 segue que (¥;) + (¥y) C (T1) + (¥y) C (Ty) + (1), como era o
desejado. [
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Lema 2.2.18. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J, = Id(UTy(F),s). O
subconjunto

{ZA+J,li=1,...,¢} SF(YUZ)/J,
¢ linearmente independente.

Demonstragao. Considere o polindmio f(z1) = aiz1 + ... + agz] € js, onde cada «; € F.
Considere o seguinte elemento de UTy(F):

a 1
Zl_(O_CL),

i at a7t
Zy = ( 0 (=1)id )

com §; = (1+ (—1)"1)/2 (veja (2.20) e (2.21)). Assim,

onde a € F. Entao

f(Z1) = Enenn + Erse1a + Egsean =0

onde
E11 =—oa—+...+ OéqCLq e E12 = Oé161 + 04252(1 + ...+ ozq5qaq_1.

Note que E1; = 0 e E15 = 0 para todo a € F. Pelo Lema 1.1.3, Ej5 = 0 implica que
a0, = oy = 0. Logo,
EFhn=oaa+...+ aq_laq_l =0

para todo a € F'. Novamente pelo Lema 1.1.3 temos que a; = 0 paratodoi =1,...,¢—1. [

Lema 2.2.19. Seja F um corpo finito com ¢ elementos. Denote J, = Id(UTy(F),s). O
congunto de todos polinomios

(25, zi] 21 z:_fl1~ Zrm —i—j;, 0<ry,....,rm<gq, m,1;<q—1, j>i, m>1,
Zyt ez 4 (riy..oym) € Ay, m > 1,

¢ linearmente independente em F(Y U Z)/js

Demonstracao. Seja 1 < k < m. Denote

Tl.-- Tm
Zl Zm _ZSI"'ZSm

212k 1 m
onde sy =r; —1,s,=r,—1les; =r;sej#1k.
Considere f = g+ h onde f € J,
N Ti41 Tm
g= E ajirl2s, )2 2

0<7ri...;tm<gq, m,7;<q—1, 7>4 m>1 r=(r,...,rn), aj., €F, e

— E 1 T
h_ /BT’ZI ...me7

r=(r,...,"m) €Ay, m>1, [, €F.
Se f = fo+ f1 onde
a) fo ¢ uma combinagao linear de monomios w com deg, w = 0,
b) fi é uma combinagao linear de monémios w com deg, w > 1,
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entao f(0,22,...,2m) = fo € J.. Em particular, f; € J, também. Portanto podemos supor,
sem perda de generalidade, que f = f(z1,...,2,) é uma combinacao linear de monémios w
com deg, w > 1 para todo i = 1,...,m. Neste caso, escrevemos g como

z’m
g - E § O{ zk‘; Zl e
- 212k

onde 1 <ry,...,rp<q, 7=(T1,...,"m), o) € F. Note que
1 Tm
Zl P Z
[Zk, Zl] i
Z1%k
é multi-homogéneo com multigrau r = (ry,..., 7).

O polinomio g pode ser escrito como

9=00+ Gizm + + gg128 ",

onde cada g; estd definido abaixo:

a) Para j =0,
71 Tm—1
Zl ."mel
alm [z, 2] —"=1
<1
rm=1
m,0 m
onde 1 <ry,...,rp1<q, 7= (1,...,"m-1,1), om0 = o™,
b) Para j =1,...,q — 2,
T‘ 71 Tm—1
2z
05 kazl + Zmazl]—7
Z1%k 21
k=2 rm=j rm=7+1
k,j k m,j m
onde 1 <rq,...,r, <gq, r:(rl,...,rm),a,(n )—ozfn), o) = o™,

c) Para j =q—1,

Tm
§ E : ,q—1) m—1
gq 1= Oé ka= Zk‘azl]
R1%k

k=2 rm=q—1

1), aFaD — o®

onde 1 <7y, rp1<q, 7=(r1,...,"m_1,q4 — v

O polinémio h pode ser escrito como
h=hizym+ -+ hezl,
onde cada h; estd definido abaixo:

a) Paraj=1,...,q—1,
hy= D0 B,

Tm=J]
onde 57@ =6, r=(r1, s Tm-1,7)s (T1yeoe Tm—1) € A1
b) Para j = g,
ho= D BO=p -2
rm=q

onde 1 <7y, rp1 <q,r=("1,...,"m-1,9), ﬁ = B,
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Para f =g+ h € :7; provaremos, por inducao em m > 1, que

para todos 7, k, 7.

a) Suponha m = 1.
Neste caso, f = h e usamos o Lema 2.2.18.

b) Suponha m > 1.
Se
Zi:(ai ; )7ai€F7i:17"'7m7
0 —a;

entdo f(Z1,....Zm) =9(Z1,..., Zn)+W(Zy, ..., Zy) = h(Z4, ..., Zy). Natltima igualdade
usamos o fato que
[Zk, Zl] — O

Continuando, como f € J, segue que 0 = f(Zy,...,Zy) = h(Z1,...,Zn). Note que
q .
hW(Zy, ..., Zn) = Z hi(Zy, ..., Zm-1)2Z3, = Eyen + Expegy =0
j=1
onde Fqq, Fy € F e

E11 = Ell(ab N ,am) = Z hj(al, ce ,am_l)afn = hj(al, N ,am_l)ainﬁ—

+ hl(al, Ce ,am_l) —+ hq(al, Ce ,am_l))am.

Observe que usamos o fato a? = a, na ultima igualdade. Como Ej; = 0, se fixarmos
ai,...,ay,_1 € F entao
En(al, ey 1, I’) € Id(F)

Pelo Lema 1.1.3 temos h;(ay, ..., am-1) =0e€ (hi(a1, ..., am-1)+hg(a1,...,an_1)) = 0 para
todo j=2,...,g—1. Como ay,...,a,_1 sao elementos arbitrarios de F' temos

(hl + hq>7 hay ..., hq_l € ]d(F) (234)

Defina Wy, ..., W,, € UTy(F)~ como segue:

—a; 0 . o a1
VVZ»—( 0 az) set=1,....,m—1, eWm—( 0 Cbm)

onde ay,...,a, € F. Note que
[Wk,Wl] - 0
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se k # m. Logo,

f(Wl,...,W ): (Wl,...,W )+h(W1,,Wm)

_Zgj (Wi, .., W) W3 +Zh (Wi, .., Wi )W
7j=1
Wit W
= Z Oz Wm,Wl] W1 +
Wi Wt
Z > AW, W LSS
Wi
7=1 r;m=7+1

q
> b (W, W)W,

Olhando para as entradas (1,1) e (2,2) de hj(W1,...,W,,_1) (no ultimo somatério), temos
por (2.34) que

Wh . Wrni—ll
Wi,..., W,,) = W, W ik
f( 1, ) ) TZZI Q. [ 1] Wl +
q—2 r Tm—1
, W .. W ,
D D0 oW, W W
: , Wi
7=1 rpyy=35+1
heWh, ..o, W) (WL — W)
= E12€12 (235)
onde Ei, € F' ¢é dado por
q—2
Ep = Z Z 2a{mNgrt -l lad
7=0 rm=j+1
+ hy(—ay, —lp_1)(alt — 1)

Como [ € J,, temos Ejp = 0. Note que 1 < 71, ... Pmet,"m < ¢ — 1 (por defini¢ao). Mais

ainda,
= > A0y
™m=¢q
onde 1 < 7y,...,7,—1 < ¢ — 1 (por definicdo de h,). Assim, pelo Lema 1.1.3, segue que
™) — 0 for all j =0,...,¢—2,r=(r,....,Tm-1,7+ 1), 1 <ry,...;rmq <qg—1;e
67@ =0 para todo r = (ry,...,"m-1,9), 1L <r1,...,rmo1 < qg— 1.
Em particular, h, =0, g0 =0¢

rl T1 Tm—1

Zl oo Zm—l
E E 04 zk,zl —|— g Zm721]—
2 Z1%k 21

rm=7+1

71 Tm—1

m—1
Z .o oe e mel
= E Oé Zk7Z1 —7
P 212k
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onde j=1,...,q—2,1<ry,....1<q, 7=(r1,...,7ry). Assim,

1
f=g+h= Zg]z” - Zh 2l = ‘IZ (g; + hj)zd
j=1
onde deme(gj:L h;) = 0 para todo j = 1,...,q¢ — 1. Pela Proposicao 1.4.9, segue que
(g; + hj)zl, € Js para todo j =1,...,q — 1. Assim,
(gj + h)zL = (g; + hy)2l 2277 € J,
paratodo j=1,...,q—1. Se Ay,..., A1 € UTL(F)~ e A, = €11 — €99, entao
0=((g;+hj)(A1, ..., A 1)AZ = (g; + b)) (A, .. Apy).

Portanto, (g; + h;) € js para todo 7 = 1,...,q — 1. Agora nds aplicamos a hipdtese de
indugao em cada (g; + h;) para completar a demonstragao. [

Lema 2.2.20. Seja F' um corpo finito com q elementos. Denote J, = Id(UTy(F),s). Seja
Q o conjunto formado por todos polinomios

S1 +1 r
Yty [z, 2l A szH cee im0 ST,y Sy Ty ey T <
i, <q—1,7>i, n>1 m2>1;
S1 S 1 T
Yp ynnzl "'me> OS£17"'78H<Q7

(ri,...,rm) € Apy,n>1, m > 1.

Entio {f +J, : f€Q} éum subconjunto de F(Y U Z)/J, linearmente independente.

Demonstracao. Seja f(y1,- .., Yn, 21, - - -, 2m) Uma combinacao linear dos polinomios em 2
tais que f + Js = J,. Podemos escrever

f Zy ’ ynfszla"'az)

onde 0 < s1,...,8, < ¢q, $ = (81,-..,5n) € fs(21,...,2n) combinagao linear de polinomios
em

[zj,zz]z ez 0<ry, e < g, Ty <q—1, j>1i, m>1;

2t zlm (T1,.. 0y Tm) € Ay, m > 1.

Pela Proposicao 1.4.9 temos

Z/ans(’zl’ .. .,Zm) e J,

para todo s. Substituindo y; = ... = y, = 1 obtemos que fy(21,...,2,) € js Agora pelo
Lema 2.2.19 temos o resultado desejado. O]

Teorema 2.2.21. Seja F' um corpo finito com q elementos. Denote por Js o T(x)-ideal
gerado pelos polinomios

[yl7y2], [2’1, y1]7 [217 22][23, 24] R1%22R%3 — Z3R2%1,
vl =y, (2] —21) (28 — 20), 20T =2,

(21 — 21)22 + 22(2] — 1), [21, 22] (25 — 23).
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Entao Id(UTy(F),s) = Js. Além disso, o espago vetorial quociente F(Y U Z)/Js tem uma
base formada por todos polinomios da forma

i ST m
yfl"'yzn[zﬁzi]zzrzi—:ll"'Z:n +Jo 0< s, 80,7, T <,
ri,r; <qg—1,7>1, n>1 m2>1,
yfl...y;nqunl...zfnm+Js’ 0§Sl,...,8n<q,

(riy,...,Tm) €EApyn>1, m> 1.

Demonstracio. Denote J, = Id(UTy(F),s). Uma vez que J; C J,, pela Proposicao 2.2.17 o
conjunto

i a7 m T
yflyzn[ZJ,ZZ]Z:ZZ+ﬁIZ:n +J57 OSSI;-"asnaria"'arm<Q7
riry <q—1,3>1, n=1m2=>1
yil...yznzil...zglm—f—JS? OSSl,...7Sn<q,

(ri,...,Tm) €EApyn>1, m > 1.

gera o espaco F(Y U Z)/J,, e pelo Lema 2.2.20 é uma base.
Considere o conjunto €2 do enunciado do Lema 2.2.20. Entao:
1) Qy, ={w+ Js| w € Q} gera F(Y U Z)/Jg;
i) Q7 ={w+ Jy| w e Q) é base de F(Y U Z)/J,.
Mostraremos que J, C J,. Seja f € J,. Por i) temos que

f+JS:Zaww+JS, o, € F.

we

Uma vez que J, C js temos

f_’_j:szzaww_’_j;a a, € F.

we

Como f € js, por ii) temos que «,, = 0 para todo w € Q. Logo, f € J,.
Finalizamos a demonstracao. 0

Conclusao final

Seja F' um corpo de caracteristica diferente de 2 e * uma involugao de primeiro tipo sobre
UT5(F). Pelo Corolério 1.3.1, temos

[d(UTy(F), %) = Id(UTs(F),%) ou Id(UTs(F),*) = Id(UTs(F),s).

Quando F' ¢ finito, o Teorema 2.1.17 e o Teorema 2.2.21 mostram que [d(UTy(F),*) é
finitamente gerado como T'(x)-ideal e geradores sdo obtidos explicitamente. Além disso,
obtemos uma base para o espago vetorial quociente F(Y U Z)/Id(UT»(F),*). Quando F é
infinito, como ja foi mencionado, a descri¢ao de Id(UT5(F'), *) ja era conhecida e, neste caso,
Id(UTy(F), *) é também finitamente gerado como 7'(x)-ideal (ver Teorema 2.1.5 e Teorema
2.2.4). Logo, Id(UTy(F),*) é finitamente gerado para toda involugao * de primeiro tipo e
todo corpo F' de caracteristica diferente de 2.



Capitulo 3

x-polinédmios centrais para UT)(F)

Ao longo deste capitulo, todas as involucoes consideradas serao do primeiro tipo, e F' sera um
corpo de car(F') # 2. Descreveremos o conjunto dos *-polinémios centrais de (UT(F'), ®)
para toda involugdo ® e todo corpo F' (finito ou infinito). Os resultados aqui obtidos sao
originais e fazem parte do trabalho realizado durante o doutorado.

3.1 x-polindmios centrais

Ao longo desta secao, todas as involucoes consideradas serao do primeiro tipo e o corpo
F serd de car(F') # 2. Pretendemos aqui dar as definigoes e resultados béasicos que nor-
teiam o assunto *-polindmios centrais. Sugerimos as referéncias [5, 25, 28] para um melhor
entendimento.

Sejam X = {z1,29,...} e X* = {a},2%,...} dois conjuntos infinitos enumeraveis e dis-
juntos. Denote por F(X U X*) a algebra associativa livre com unidade livremente gerada
por X U X™ e considere a involucao * adotada até agora.

s

Definicao 3.1.1. Seja (A, ®) uma dlgebra com involug¢ao. Um polinémio f € F(X UX*) é
chamado *-polinémio central (ou polinomio central com involugdo) para (A, ®) se

o(f) € Z(A) (centro de A)

para todo homomorfismo com involug¢io ¢ @ F(X U X*) — A. Denotamos por C(A,®) o
conjunto de todos x-polindmios centrais de (A, ®).

A demonstragao do Lema 1.4.2 pode ser facilmente adaptada para provar o seguinte:

Lema 3.1.2. Um polinémio f(xy,z7,...,xp,25) € F(X U X*) é um x-polindmio central

para uma dlgebra com involugdo (A, ®) se, e somente se,
flay,af, ... an,a2) € Z(A)
para todos ay,...,a, € A.

Por comodidade, e quando nao houver confusao de notacao, denotaremos uma involucao
qualquer sobre uma algebra A por .

Assim como no caso de x-identidades, no estudo de x-polinémios centrais é mais conve-
niente considerar a dlgebra associativa livre F(Y U Z), onde

Y:{y1,y2>---}> Z:{lezz,-"}, Z/i:%i‘f—ﬁ € Zi:l’i—ﬁ

para todo ¢ > 1.
A demonstragao do Lema 1.4.3 pode ser facilmente adaptada para provar o seguinte:

41
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Lema 3.1.3. Um polinémio f(y1,...,Yn,21,---,2m) € F(Y U Z) € um *-polinomio central
para uma dlgebra com involugdo (A, *) se, e somente se,

f(al,...,an,bl,...,bm) GZ(A)
para todos ay,...,a, € AT eby,..., b, € A”.

E facil ver que

1d(A, %) C C(A, %)

para toda élgebra com involugao (A, *).
O conjunto C(A, *) tem uma propriedade similar ao caso ordinario C'(A). Para descrevé-
la, definiremos o conceito de T'(x)-espago.

Definicao 3.1.4. Um T'(x)-espago de F(Y UZ) é um subespago vetorial de F(Y' UZ) fechado
por x-endomorfismos de F(Y U Z).

A defini¢ao acima estd dizendo que um subespago H de F(Y U Z) é um T'(x)-espaco se
p(H)C H

para todo s*-homomorfismo ¢ : F(Y U Z) — F(Y U Z). Olhando para a Defini¢ao 3.1.1 é
facil ver que C'(A,*) é um T'(x)-espago.
Note que um subespago H de F(Y U Z) é um T'(x)-espago se, e somente se,

f(gl7"‘7gn7h17”'7hm)€H
para todo Sy, Ynr 21, 2m) € H, gr gn € FYUZ) e hay iy € F(Y UZ).

Defini¢ao 3.1.5. Seja W um subconjunto de F(Y U Z). Definimos o T(x)-espaco gerado
por W como sendo a interse¢ao de todos os T (x)-espagos que contém W. Denotamos ele
por

<W>TS(*)
Com base no paragrafo anterior a Definicao 3.1.5, temos o seguinte resultado:

Lema 3.1.6. Se W ¢ um subconjunto de F(Y U Z), entdo (W)T5®) ¢ gerado, como espago
vetorial, pelos elementos

f(glw"vgnahl?"'ahm)
onde f(Y1, - Uny 21y -y 2m) EW, g1, ..., gn € FY UZ)T, hy,... hyy € FY UZ)™.

Dada uma algebra com involugao (A, *), um dos problemas da area de PI-dlgebra con-
siste em descrever os seus *x-polinomios centrais. Mais especificamente, procura-se obter um
conjunto gerador de C'(A, *) como T'(x)-espago.

Proposicao 3.1.7. Seja f € F(YUZ) ew € Y U Z. Escreva

dw
=30
i=0
onde f% ¢ a componente homogénea de f referente a varidvel w com grau deg,, f® =i. Se

dy < |F| entdo
(FYTS0) = (O, fO, . f@) T,
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Demonstragao. Argumentos similares a demonstragao de [10, Proposigao 4.2.3]. O]
Proposicao 3.1.8. Seja H um T'(x)-espago de F(Y U Z).

a) Se F' é um corpo infinito, entdo H € gerado, como T(x)-espago, por seus elementos
multi-homogéneos.

b) Se F' é um corpo de car(F) = 0, entao H €é gerado, como um T(x)-espago, por seus
elementos multilineares.

Demonstracao. Para a demonstracao, usamos a Proposi¢ao 3.1.7 e argumentos similares a
demonstracao de [10, Proposigao 4.2.3]. O

3.2 x-polindmios centrais para (UT:(F), )

Seja F' um corpo de car(F') # 2. Nesta secdo, descreveremos os *-polindmios centrais de

(UT,(F),*). Relembramos que
a ¢\ (b oc
0b) \0 a

para todo a,b,c € F. Usaremos os resultados da Secao 2.1 para este fim.

Lema 3.2.1. Seja
f(z1,. v 2m) = 2120+ Z;m

onde m > 0. Sem € par, entao f € C(UTy(F),*). Se m € impar, entao f ¢ C(UTs(F),x).

Demonstra¢ao. Suponha m = 2n para algum n > 0. Se Z; = \;(e;; — ex2), onde \; € F|
entao

f(Zh e Zgn) = ()\1 L )\gn)(eu -+ 622) € Z(UTQ(F))

Logo, f € C(UTy(F), *).
Suponha m = 2n + 1 para algum n > 0. Entao

flen — ea, 11 — €, ..., €11 — €22) = €11 — €aa.
Logo, f ¢ C(UTy(F),*). O
Proposicao 3.2.2. Seja
I WY1y Uns 21 s Zm) = W1y e oo Yny 215+ -5 Zm) Zm
onde f é um polindmio homogéneo na varidvel z,,. Se g € C(UTy(F),*) entao
g € (Id(UT3(F), ) + (z129)75) .

Demonstragao. Sejam Yy,...,Y, e UTo(F)" e Zy,...,Z,, € UT5(F)~. Entao

a c d 0
ﬂmwﬂﬂa%w~ﬂ%ﬁzg O eZm:(O-ﬂ)

para alguns a,b,c,d € F. Como f(y1,...,Yn, 21, -, 2m)2m € C(UTo(F),*) obtemos

ﬂmwwnzhuzm%;(?jjﬁezwnw»
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Assim e¢d = 0 e ad = —bd. Temos dois casos a analisar:

Caso 1. deg, f=0.
Neste caso, f(Y1,..., Y0, Z1,.. ., Zm) = f(Y1,... .Y, 20, ..., Zq). Se d = 1, entdo
a=—-bec=0. Assim, f(Y1,...,Y,, Z1,..., Zy) € ULL(F)".

Caso 2. deg, f > 1.
Neste caso, se d = 0 entao f(Y1,...,Y, Z1,...,Zy) = 0 € UTy(F)~. Se d # 0 entdo
a=—-bec=0. Assim, f(Y1,...,Y,, Z1,..., Zy) € ULL(F)".

Pelos dois casos temos f(Y1,...,Yn, Z1,...,Zy) € UTy(F)~ para todos Yi,...,Y, €
UTy(F)t e Zy,...,Zy € UTy(F)~. Pelo Lema 1.4.13 podemos escrever f = f* 4+ f~ onde
[T eldlUTy(F),*) e f~ € F{Y UZ)~. Portanto,

fom = fTzm+ [ 2m € (Id(UT(F), ) + (2122>TS(*)) .
A demonstracao esta completa. m
Lema 3.2.3. Sen > 1, entao
21 2on € (IA(UT3(F), %) + (z120)750)) .

Demonstracao. A demonstracao é consequéncia direta do Lema 3.2.1 e Lema 3.2.2. [

3.2.1 C(UTy(F),*) quando car(F) =0
Nesta subsec@o descreveremos os *-polinomios centrais de (UT2(F'), ) quando car(F) = 0.

Teorema 3.2.4. Seja F' um corpo de car(F) = 0. O conjunto de todos os *-polinomios
centrais de (UTy(F),*) €

CUT(F), %) = IA(UT(F), %) + (212)75) 4 F
Demonstragao. Denote I = Id(UT»(F),*) e C = C(UTy(F'), ). Pelo Lema 3.2.1 temos
C D (I+ {z12)™5" + F).

Seja f(y1,---sYn,21,---,2%m) € C um polindmio multilinear. Provaremos que f € (I +
(2129)T5™) 4+ F). Pelo Teorema 2.1.5 temos f + [ = f + I, onde

F=ayi-gnzr 2zt Y G Yn21 e Zmot [y Uil
k=1

para alguns o, o, € F. Assim, existe g € I tal que f = f+g¢. Em particular, f = (f—g) € C.

Caso 1. n =0em=0.
Neste caso, f = a e portanto f € (F + 1) C (I + (z12)75®) + F).

Caso2. n=0em > 0.
Neste caso,

f=az -z,
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Pelo Lema 3.2.1 temos que a = 0 ou m é par. Pelo Lema 3.2.3 obtemos f € (I +(z12,)75®) +

Caso 3. n>0em=0.
Neste caso,
7 =Qyr - Yn.
Se a # 0 entao
f(1,...,1,e19) = aeis.

Assim f ¢ C e temos uma contradicio. Portanto a = 0e f € I C (I + (2,20)75®) + F).

Caso4. n>0em=1.
Neste caso,

F=oy-ynr+ Y -G ynlzr, ).
k=1

Como f € C temos f(1,...,1,e11 — exn) = alel; — exn) € Z(UTy(F)). Assim a =0 e
F=> owyn i yalz, vl
k=1

Como f € C temos f(1,...,1,e19,1,...,1,e11 — €2) = 2ape1s € Z(UT(F)). Assim, ap = 0
para todo k = 1,...,n. Provamos que f € I C (I + (220)75®) + F).

Caso 5. n>0em > 2. B
Pelo Lema 2.1.7 temos f + I = f 4+ 1 = f 4 I, onde

f=oy - ynz- 2m— >y Gi e Yn21 - Zma[Zm—1, Uk 2.
k=1

Como I C C temos f € C. Pela Proposicio 3.2.2, obtemos f € (I + (2122)T9™)). Assim,
f € (] + <ZlZQ>TS(*)) C (I + <2122>TS(*) + F)
Pelos cinco casos e Proposicao 3.1.8, temos

c=1 + <2’122>TS(*) + F,
como era o desejado. O

Observagao. Na demonstragao do teorema, foi utilizado no Caso 5 o Lema 2.1.7. Cha-
mamos a atencao do leitor para o fato que em tal lema a notacao I denota o T'(x)-ideal

definido como em Defini¢ao 2.1.4. Como trata-se de um corpo F de car(F) = 0 temos que
I = Id(UT(F),*), conforme Teorema 2.1.5.

3.2.2 C(UTy(F),x) quando F é infinito de car(F') > 2

Nesta subsegao descreveremos os #-polinémios centrais de (UTy(F'),*) quando F' ¢ infinito
de car(F) > 2.

Comecgamos com a préxima proposi¢ao. Chamamos a atencao do leitor para o fato que:
resultado similar aparece em [2, Teorema 6 do Capitulo 4] quando consideramos T-ideais da
algebra de Lie livre. Resultado similar também aparece no estudo de T-espacos da algebra
associativa livre.
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Proposicao 3.2.5. Seja F' um corpo infinito de car(F) = p > 2. Se H é um T(x)-
espago, entao H € gerado, como um T(x)-espaco, por seus elementos multi-homogéneos
FW1, - Yns 215 - - 2m) € H com multigrau

(p17"'7pan’pb1""7p
onde ay,...,a,,by,... by, >0.

Demonstracao. Denote por Hjy; o conjunto de todos elementos multi-homogéneos de H, e
por Hpys o conjunto de todos elementos multi-homogéneos f(y1, ..., Yn, 21, - - -, 2m) € H com
multigrau (p, ..., p%, p", ..., p’") onde ay, ..., an, b1, .. by >0, n>0em > 0.

Pela Proposicao 3.1.8, segue que

H = (Hy)™%.
Provaremos que (Hy)7T5¢) = (Hpy )75 B 6bvio que (Hy)T5®) D (Hpy )T5®). Note que
(Hu)™® C (Hpar)™™ & Hyy C (Hpp)™5¢). (3.1)

Seja g(Yry -y Yny, 21y -5 2m) € Hy.
a) Se g c HPM; entao g c <HPM>TS(*).
b) Suponha que g ¢ Hpy;. Denote por

d:(dy17.. dynydzla"‘7d2m>

o multigrau de g. Sem perda de generalidade, podemos assumir que deg, g = d,, nao é¢ uma
poténcia de p. Seja deg, g = pFq, onde (p,q) = 1. Denote por

g(ylay% s Yns Ynt1s 21 - - 7Zm)

a componente multi-homogénea de

g(yl +yn+17y27'"ayna21>"'7zm)

com multigrau

d=(dy,dyy,....dy, dy, oy ds) = (dy,dyy, oo dy dy sy oy d)

Yn+1" Yn+1

onde B ~
degyl g = dy1 = pk (§] degyn+1 y = dyn+1 — pkq — pk

Como F é um corpo infinito, temos g € (¢)75®). E conhecido que

(];q)—q#o mod p.

Assim, como

pq

g(yl)y%"'7ynay17217"‘ﬂZWZ) (p )g(y17"'7yn7217"'7zm)7

temos g € (g)75®). Provamos que ()7 = ()79, Agora podemos usar o mesmo
argumento em g. Apds alguns passos, teremos (g)7*™*) = (R)TS™) para algum h € Hpyy.
Assim, g € (Hpy)T5®). Provamos que (Hy)"5®) C (Hp >TS(*), como era o desejado. [
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Lema 3.2.6. Seja F' um corpo infinito de car(F) =p > 2. Seja L o T'(x)-espago
L =Id(UTy(F), %) + {m22)"*) + ()"0,

a) Entao L C C(UTL(F), *).
b) Sejam ay,...,a, > 1. Se f(y1,...,Yn) € um polinémio multi-homogéneo com multigrau
(p™,...,p*), entio f € L.

a
0

i a’ ia'lh
=5 )

Portanto, Y} € Z(UTy(F)) e yy € C(UT(F),*). Pelo Lema 3.2.1 temos

Demonstragao. a) Seja Yy € UTy(F)*. Assim, V) = <

entao

Z) para alguns a,b € F. Se 1 > 1,

2129 € C(UTQ(F), ‘k).

Logo, L C C(UTy(F),*).
b) Denote I = Id(UT5(F'), ). Pelo Teorema 2.1.5,
frl=ay g™yl + 1
para algum o € F. Como [y;, y;] € I (veja Teorema 2.1.5), obtemos
fHI = o’ + 1= (y’fal_l x ~yfia"_1)p +1

a

a1 — n— an — al— p
= a<1/2(y5f11'--y2 Ly 1---y’f“)) +1

= ag"+1,
onde g = 1/2(y’fur1 o -yga”_l + yﬁan_l e yfarl). Como g é um polindomio simétrico, temos
agP € (y8)T5™) e portanto f € (I + (yF)79™)) C L. A demonstracio estd completa. O

Teorema 3.2.7. Seja F' um corpo infinito de car(F) = p > 2. O conjunto de todos x-
polinémios centrais de (UTy(F),*) é

C(UTy(F), %) = Id(UTy(F), %) 4 (212) 75 4 ()T,
Demonstracao. Denote I = Id(UTy(F),*) e C = C(UT»(F),*). Pelo Lema 3.2.6 temos
C 2 (I + (z120)750) 4 (yf)T5C)),

Seja f(y1, -+ Yn, 215+ - -, 2m) € C' um polinémio multi-homogéneo com multigrau

a1

<p 7"'7pan’pb17"’7pb7n)

onde ai,...,an,b1,..., by, > 0. Provaremos que f € (I + (z125) 750 1 (VTS Pelo
Teorema 2.1.5 obtemos f + I = f + I, onde

n
I pa‘l pak—l pan pbl pbmfl
f - E Ry, yk Y A1 R [Zm7yk]+
k=1

pal pan pbl pbm
Toyy Yy 2y,
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para alguns aq,...,q,, a € F.

Caso 1. n=0em=0.
Neste caso, f = a e entao

FEFC )™+ (zz)™0 + () ").

Caso2. n>1em=0.
Neste caso,

f=oyl™ -
Se a; = 0 para algum ¢, entao
f= Oé?llfal ---yi---yﬁa"
e f(1,...,Ly,1,....1)=ay; € C. Assima =0, f=0¢
feTC I+ (z12)™" + (y])T50).
Suponha aq,...,a, > 1. Pelo Lema 3.2.6,
f e+ (212)"5%) 4 (1))

e portanto f € (I + <2122>TS(*) i <yzlo>TS(*))_

Caso3. m=1eb, =0.
Neste caso,

7 _ Zakyi’al L ygakfl . y’gan [217 yk] + Oéy}fal . ygan21'
k=1
Como f € C temos f(1,...,1,2z)) =az € C. Assim,a=0¢
n
i a1 af — an
F= ot gl gl [
k=1

SeYl:...:Yk_l:Yk+1:...:Yn:611+622, Yk:€11+622+€12621:611—622,
entao

f(Yi, . ,Yn,Zl) = 2C¥k612 - Z(UTQ(F))

Assim, a; = 0 para todo k= 1,...,n e f =0. Portanto

felc(+ <2122>TS(*) + <y]f>TS(*))-

Caso4. m>2eb, =0.
Neste caso,
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Pelo Lema 2.1.7 temos

b

P m—1 b

P m—1_1 b,

P m—1_1

Zm—1 [Zm7yk] + I = Zm—1 Zm[szlayk] + I= —Rm—1 [mel,yk]zm + 1.
Assim, f+ 1 = me + I onde
~ n a Ape an bm—1_
Fo= =X o™ A ] +
k=1

+ay§)al [N yﬁan Zfbl cee
Como fz, € C, pela Proposicao 3.2.2 temos fzm, € (I 4 (2120)75®) + (yP)TS™). Portanto
fe I+ (z12)"50) 4+ (4)T°0).

Casob. m>1eb,, > 1.
Pelo Lema 2.1.7,

o] T =~ il + T
Assim, 7 4+ ] = fzm + [ onde

n
rs o pl prk—1 pan pbl pbm72
f - _E aRly yk Y A1 R, [ZTVL7yk]+
k=1

pel pan pbl pbmfl
Ty o Yn 21 A :

Como fzm € C, pela Proposicao 3.2.2 temos
Fom € (I + (2120)"50) 4 () 75))

Portanto f € (I + (2122>T5(*) + <y11)>TS(*)>‘
Pelos cinco casos, segue que

O C (I + (212)"° + () 150))

como era o desejado. A demonstracao esta completa. O

3.2.3 C(UTy(F),*) quando F' é um corpo finito

Nesta subsegao descreveremos os *-polinomios centrais de (UT3(F), ) quando F' é um corpo
finito com ¢ elementos e car(F') = p # 2. Fixaremos tal corpo ao longo de toda esta subsecao.

Pelo Lema 2.1.2, se
_f(a b
Y=\0 a

i (a" ia™t g (a? qa”'b\ (a0
y_(O ai)’y_(o al ~\0 a (3.2)

para todos a,b € Fei > 1.

entao
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Proposicao 3.2.8. Seja F' um corpo finito com q elementos. Entdo

Iy (a1 — o) + yivh

¢ um x-polinomio central de (UTy(F'),*) para todo inteiro [ > 0.

qt+i-1
Y -

Demonstragao. Denote f(y1,y2) = lyi( yb) + ylyl e considere

a; bz
onde a;,b; € F, i =1,2. Por (3.2) temos
1 -1 1 -1
1 [ Q9 la2 b2 q+l—-1 _ [ Qo (l— 1)&2 bg
Yy = (0 ab ) e ¥y N (O ab '

Logo,

_ 0 —as' _ 0 —laas '
Y’2‘1+l 1 }/21 _ (0 20 2) e l}/l(}/zq-‘rl 1 Yél) _ (O 102 2 .

Por (3.2) temos

el (a1 O ay lay b\ (aidy, lajal b
YlYZ_(O a1> (0 ab -\ 0 apay, )’
Portanto l
_faiay 0
f(Y1,Y3) = ( 0 alag) € Z(UTy(F))
como era o desejado. A demonstracao esta completa. O]

Denote por V' o T'(x)-espago gerado pelos elementos da tltima proposicao:

TS(%)
V= <ly1(y§+’_1 — ) Ty 1> 0> .
Pela Proposicao 3.2.8, obtemos
V 4+ Id(UTy(F),x) C C(UT(F),*).

No inicio desta subse¢ao usamos a notagao car(F') = p # 2 para denotar a caracteristica de

F. Assim, se | = kp e y; = 1 entao lyl(yg+l_1 —yh) + yiyh = y§p. Portanto

Yy ey (3.3)

Para todo k > 0.
De agora em diante escreveremos

f=ges f+ V4 IAUT(F), ) = g+ V + Id(UTy(F), ).

Lema 3.2.9. Seja F' um corpo finito com q elementos. Se l,n > 0 entao

- _
(lyl x 'yn(ygil b ?/iz+1) +yf - 'ygzyiz—i-l) = 0.



CAPITULO 3. %-POLINOMIOS CENTRAIS PARA UT,(F) 51

Demonstracao. O caso n = 0 é consequéncia da Proposicao 3.2.8. De fato, substituindo em

Ly (v — b)) + ylyh

a variavel y; por 1, teremos l(yg+l_1 —yb) + 95 =0.

Suponha n > 1. Denote u = (1/2)(yiy2 - Yn + Yn - - - y2y1) € J = [d(UT5(F'),*). Como
u é um polindmio simétrico, segue que

v=lu(y T = yh ) Futy L, €V (3.4)

Como [y;,y;] € J (veja Teorema 2.1.17), temos
viy; +J =Yy + J.

Assimu+J =y, -y, +Jeul +J=yi -yl + J. Portanto

l—
v+J =1y - 'yn(yg:-l L yiz—&-l) +yi - 'yglyﬁl-‘rl +J.

Agora usamos (3.4) para finalizar a demonstragao. ]

Corolario 3.2.10. Seja F' um corpo finito com q elementos e car(F) = p. Se f(y1,...,Yn) €
F{YUZ) eptl, entao existe g(y1,...,yn) € F{(Y UZ) tal que

-1 _
FYUni ' = 9Ynir-
Demonstracao. Pelo Lema 3.2.9 temos

v Yy T = e — Yy D)y

l*l z . ~ . . A .
Como fygil ¢ uma combinacao linear de polindmios

q+l-1
Yiio *  YimYnt1 >

finalizamos a demonstracao. m

Proposicao 3.2.11. Seja F' um corpo finito com q elementos e car(F) = p. Considere

2q—1

f - Z aiyi?
=0

onde a; € F para todo i. Se f € C(ULy(F),*) entdo f =0.

Demonstragao. Seja g dado por

2q—1 q q q
_ i q+i—1 _ q+i—1 qg+i—1
g = E Y = E Ogti—1Y1 = E Qgti—1Y1 + E Qgti—1Yq .
i=q i=1 i=1 i=1
pli pli

Pelo Corolario 3.2.10 temos

q q
i1 i
9= Z agriay!™ T+ Z Byt
i=1 i=1
pli pli



CAPITULO 3. %-POLINOMIOS CENTRAIS PARA UT,(F) 52

para alguns f3; € F. Assim, existem v; € F tais que

q q—1
_ 1—1 [
F=) oy
i=1 =0

pli
Por (3.3) obtemos
q q—1
i—1 i
F=) agiayi™ D (3.5)
s
Segue da Proposicao 3.2.8 que
C(UTy(F),*) 2V + Id(UTy(F), *). (3.6)

Como f € C(UTy(F),*), por (3.5) e (3.6) temos que h € C(UT,(F),*), onde

q q—1
h=> agiayi™ )yt
=1 i=1

pli Pli
a 1
Yl - (0 CL) )

q q—1
h(a Qi1 (—1)at + a1
wyy) — | M@ Z;ﬁ1<> Z@

pli pli

0 h(a)
Como h(Y)) € Z(UTy(F)), segue que

q q—1
Z Oéq_H'_l(—l)ai_l + Z’Yﬂ;ai_l =0
=1 =1

Seaec Fe

entao por (3.2),

p_li pli
para todo a € F. Pelo Lema 1.1.3 temos
{aq+i_1(—1)=0, 1<i<gq, pli;
~ii = 0, 1<i<qg-—1, pti.
Assim, h =0 e f = 0 como era o desejado. [

Lema 3.2.12. Seja F' um corpo finito com q elementos e car(F) = p. Entao y}" — ¢} €
Td(UT5(F),*).

Demonstragao. Se a,b € FeY, = (g 2) , entao por (3.2),

a? 0
= (o)

Assim, Y — Y} = 0 como era o desejado. O
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Lema 3.2.13. Seja F' um corpo finito com q elementos e car(F') = p. Se i > 0, entdo

(g1 (ya™ 1 — yh) + yivy) o5 = 0.

Demonstragao. Denote u = (1/2)(y1yh +vyhy1) e J = Id(UTo(F),*). Como u é um polinémio
simétrico, temos . A .
tulys ™ — yp) +ulyy € V. (3.7)

Como y,y; + J = y;y; + J, segue que
u+J=uyys + J (3.8)

Assim, pelo Lema 3.2.12,
u + J = oy +J =yiys + J. (3.9)

Agora usamos (3.8) e (3.9) para obter

iu(ys" Tt =) Futys + T =iy (s = ys) Fylysys + T
=iy (ys™ " — ya)uh +ylvanh + 7
= (iyi(ys"™" " — o) + yive) 5 + J. (3.10)
Por (3.7) e (3.10) segue que (iyi(ys™" " — yi) + yiys) v = 0, como era o desejado. O

Corolario 3.2.14. Seja F' um corpo finito com q elementos e car(F) = p. Se

Sy, ym) =0,

entao f(y1,- .. ,yn)yfﬁrl =0 para todo | > 0.
Demonstracao. Escreva f = fy + fr, onde fyy € Ve f; € Id(UTy(F),*). Como

Fuiter = fotiben + Friidn = Foyiln,
podemos supor f(yi,...,yn) € V. Neste caso, f é uma combinagao linear de polinémios

ig1(95""" — 9) + 9195,

onde g1,90 € F (Y U Z)Jr e 1> 0. Pelo Lema 3.2.13 temos

(i91(95™" " — 93) + 9195) Yna = 0.
Assim, f(y1,...,Yn)Yni1 =0. Como V + Id(UT(F), ) é um T'(*)-espago temos

Fs vy = i y) Wha)? = 0
para todo [ > 0. n
Proposicao 3.2.15. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F) = p. Se
fQyrs-- - un) € CUTL(F), %),

entdo f(y1,...,yn) =0.
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.1.17, podemos supor

f: Zasy‘fl---y;",

s€eAn,

onde s = (81,...,8,), as € F.
Provaremos a proposi¢ao usando inducao em n.
O caso n =1 é consequéncia da Proposicao 3.2.11.

Suponha n > 2. Escreva
2q—1

f= Z fz?/fz
=0

Note que:
a) Se 0 < i< q—1, entado

i = Y2 S g
fZ o Z a(s1,...,sn_1,z)y1 ynfl N
(51 ----- Sn—1)€EAn—1

b) Se ¢ <i <2g—1, entdo

q—1

fi= D0 OBl U (3.11)
81 4eeny Sn—1=0
Escreva
9= fih =D foriatd™ T =) faayl T D fayt
i=q i=1 i=1 i=1
pli pli
Pelo Corolario 3.2.10, existem polinémios g;(y1, - .., y,—1) tais que
9= Z fovioayd T+ Zgiy;-
i=1 i—1
pli pli
Assim, existem polinémios h;(yi, ..., y,—1) tais que
q 4 qg—1 ‘
f= Z Sorioyd™ T+ Z hiys, - (3.12)
i=1 =0
pli )
h
Denote

q q-1
h(yi,... yn) = Z Sorioyd T+ Z hit,-
il =0
Como f € C(UTx(F,x)) e V 4+ Id(UTy(F,*)) C C(UT>(F,*)), temos por (3.12) que h €
O(UTQ(F, *))

Considere as seguintes matrizes:
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onde a; € F' para todo j. Por (3.2) temos

Em particular, se p|i entao

Portanto ( ) _( )
_ hala' ) An hala -5 Qn
h(Yi,...,Y,) = ( 0 hay, -,an)> ;
onde
Mar,. . an) = Y ferici(an, . an1)(=Dait + Y hilas, ... @, )ial !
Zp:|zl =0
q . a1 .
= Z fq-i—i—l(alv s aan—l)(_l)az_l + Z hi(ab s aa'n—l)ia:’b_l‘
Zp=|11 Z;il

Como h(Yi,...,Y,) € Z(UTy(F)), obtemos h(ay,...,a,) = 0 para todos aj,...,a, € F.
Pelo Lema 1.1.3 segue que
fq+i,1(CL1, Ce ,an,l) =0 (313)

para todoi=1,...,q onde p|i ; e
hi(al,...,an,l) =0 (314)

para todot=1,...,g— 1 onde pti.
Por (3.11), (3.13) e Lema 1.1.3, temos fy+i—1(Y1,...,Yn—1) = 0 para todo i = 1,...,q
onde pli. Assim,

q—1
h(yr, .. yn) = Z hiy,. (3.15)
i=0

Como h € C(UTy(F), ), pela Proposicao 3.1.7 segue que h;y!, € C(UTy(F),*) para todo
i=0,...,q— 1. Substituindo em h;y’, a varidvel y, por 1, segue que

hi € C(UTQ(F),*)

para todo ¢ =0,...,q — 1. Temos dois casos:

[ Gk bk
Yk_(o ak)J

onde a,bp € Fek=1,...,n—1. Temos

hilay. .. ap_
hi(}/la-..,ynfl) :< (al O ! 1) hi(al 6 )

...,an_l)

a) Caso p 1.
Considere
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para algum 8 € F. Como h; € C(UTy(F,*)), segue que 3 = 0. Por (3.14) temos
hi(al, . ,an_l) = 0 também. Assim, hz(}/l; ce 7Yn—1) =0e hi(yla . 7yn—1) c ]d(UTQ(F)7*)
para todo ¢t =0,...,g — 1 onde p ti.

b) Caso pli.
Como hi(y1,...,yn—1) € C(UT(F),*) obtemos, por indugao, que h; = 0. Assim, pelo

Corolario 3.2.14, segue que h;y! = 0 para todo i =0,...,¢ — 1 onde pli.
Por (3.12), (3.15) e os dois casos acima, temos

f=h=0,
como era o desejado. [

Teorema 3.2.16. Seja F' um corpo finito com q elementos e car(F') = p. Entao
gH-1 1 .1 TS0 TS(x)
CUT(F), %) = <ly1(y2 — 1) +yfyp s 11 < p> + (2122) 77 4+ Id(UT(F), %).
Demonstracdo. Primeiro provaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 1. O conjunto C(UT,(F'),*) ¢ igual a

TS (*)

C(UTs(F),*) = <zy1(yg+l-1 —h) +ylyh s 1> 0> +(z2) " + TA(UTH(F),%).

Demonstracao da Afirmagdo 1. Denote J = Id(UTz(F),*) e
TS(x)
V= (ly(s™ ™ = o) Fylh s 1= 0)

Como 22, € C(UTy(F),*) temos C(UTy(F), %) D (z122)"°™). Portanto, pela Proposicio
3.2.8, obtemos
C(UTy(F), %) D (v + (2120) 750 J) . (3.16)

Considere f € C(UTy(F),*). Provaremos que f € <V + (21z2>TS(*) + J). Pelo Teorema
2.1.17, f = f; + fy onde f; € J e fy é uma combinacao linear de polinémios

yil"'yflnzi.l'..ZZ'nM71[Zm7yk:|’ 0§817...,8n,7"1,...,7"m<(], rmzla
n>1 m>1, k>1; (T1)
yigl"'y7817lz;l"'2:r;na 0<s1,..580,71, -, T < ¢, Tm =1,
n>1 m2>1; (T2)
Yty (S1,.+-y8n) €Ay, n > 1. (T3)

Como f; € J, temos
f S (V + <2122>TS(*) + J) ~ f’r S (V + <212’2>TS(*) =+ J> .

Assim, podemos supor f = fy. Como deg, [ < ¢, podemos supor f um polinomio ho-

mogéneo em cada varidvel z; para todo i = 1,...,m (veja Proposicao 3.1.7). Denote
deg,. f =
Ser;=...=r, =0, entao pela Proposicao 3.2.15

fe (V + (z20) 75 4 J) :
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Suponha r; # 0 para algum ¢. Reordenando os indices, se necessario, podemos assumir
que r; > 1 para todo¢ =1,...,m. Como f é uma combinacao linear de polindmios em T
e Ty temos f = f1 + fo, onde

fi=fsye, a2, = Z Andes)Y1  Yn 21 2z, Y]

n,k,s
com0<s1,...,8,<¢q, 1<r,....rm<gq, n>1 m>1 k>1 s=(s1,...,5),
An ) € I3 €
fo=Folyr, vz, 21,20, ) = > Byt -y
n,s
com0<sy,...,8,<¢q, 1<r,...;,rpy<q, n>1, m>1, s=(s1,...,5), Bin,s) € F.

Temos 3 casos:

Casol. m=1ler, =1
Neste caso, f = f1 + f, onde

fi= f1(y1>y2, ce :Zl) = Z Oé(n,k,s)yfl e 'Z/Z"[Zbyk]

n,k,s

fo=Folyr, vz 21) = Y Bttt -y a1,

Yi_(o ai) eZ"_(o —1)

> Bl - ay 6
n,s
0 =D Busai - ay

Seja
onde a; € F. Temos
f(Ylyi/Qw"le) =

onde § € F. Como f(Y1,Ya,...,Z1) € Z(UT(F)), segue que =0 e
Zﬁ(n,s)ail'“@fl" =0

para todos aq,...,a, € F. Como 0 < s1,...,8, < ¢ temos, pelo Lema 1.1.3, que Bn,s)y =0
para todos n,s. Assim, f = f;. Se Y1,Ys,... e UTx(F)" e Z; € UTy(F)~ entao

f(?b?% - 771) = f1(71,72, . ,71) = €3

para algum a € F. Como f(Y1,Ys,...,Z;) € Z(UTy(F)) obtemos o = 0, isto é, f € J.
Portanto, f € (V + (z212) 75 4 J).

Caso2. m>2er, =1.
Neste caso, f = f1 + f> onde

.fl = fl(yla Y2, 521,22, .- ) = Z Of(n,k,s)yf1 e yinzil e Z:nm—_ll [Zma ?sz]

n,k,s



CAPITULO 3. %-POLINOMIOS CENTRAIS PARA UT,(F) 58

f2 - f2(?/17y27 ce ey R1yR2y - ) — Zﬁ(n,s)yfl o 'nynZII o 'Z:nmfillzm'
n,s

Pelo Lema 2.1.7 temos

Z:nm—il1 [Zm7 yk] +J= Z;»Lm—ill_lzm [meh yk] +J= _Z:nm—ill_l[szl’ yk]zm +J.
Assim, f+ J = fvzm + J onde
== ampatit -yt o o ] +

n,k,s

s1 Sn oT1 Tm—1
Y Byt y
n,s

Como [z, € C(UTy(F),*) temos, pela Proposicio 3.2.2, que fzn € ((z122)75¢) 4 J).
Portanto
f € (V + <2122>TS(*) -+ J) .

Caso3. m>1ler, > 2.
Pelo Lema 2.1.7 temos

rm—1 _ Tm—2

2 2, Y] + I = =20 2, Yk 2m +

Assim, f+ J = fzm + J onde

f = - Z a(n,k,s)yfl U yfﬁz? ce Z;miQ[Zm, yk]

n,k,s

+ Z B(n,s)yfl T yianil T Z:nm_l'

Como fz,, € C(UTy(F),*) temos, pela Proposicao 3.2.2, que fzm € ((2120)T5) ).
Portanto
f S (V + <2122>TS(*) -+ J) .

Provamos que
C(UTy(F), %) C (v 4 (2120) ™50 J) .

Por (3.16) finalizamos a demonstracao da Afirmagao 1.

Afirmagao 2. Se [ > 0, entao

l— r— T T TS(*)
Wi(yd ™ — b +ylh € (rpn (i =) Fylys s 1< r <p)y T 4

Demonstracao da Afirmacao 2. Sel > 0, sejam k, r inteiros tais que [ = kp+r and 0 < r < p.

Temos

Ly (yd T — ) oyl = rnys (T — ) + iy, (3.17)
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Caso 1. r=0.
Neste caso, por (3.17), segue que
TS(x
(3™ = ) + vk = i € (i)™
Note que
yiys = pyi(ys " — ) + yiyk.

Este caso esta pronto.

Caso 2. 1 <r <p.
Denote u = (1/2) (195" + y5y1). Como

iy +J =y + J,
temos u + J = y1ya¥ 4+ J. Além disso, pelo Lema 3.2.12,
u? + J = yiys? + J = ylyt? + J.

Assim, por (3.17), obtemos

- T T kp, r
by —h) F oyl + T = s (W8T = uh) + ulsys + J
= ru(ys" T = yh) +ulys + .
Portanto 509
(s = gh) +ulvh € (ron (™ —un) +ulus)y T+ T
como era o desejado.
Pelas Afirmacoes 1 e 2, completamos a demonstracao do teorema. O]

3.3 *-polinémios centrais para (UT5(F), s)

Seja F' um corpo de car(F) # 2. Nesta secao descreveremos C(UTy(F'), s) quando F' é um
corpo qualquer. Relembramos a defini¢ao de s:

(65) (o)

Teorema 3.3.1. Seja F' um corpo qualquer (finito ou infinito). O conjunto de todos os
x-polinomios centrais de (UTy(F),s) é

para todos a,b,c € F.

C(UTy(F),s) = Id(UTs(F), s) + (y1)"™.
Demonstracio. Como (UTy(F))* = Z(UTy(F)) temos

C(UTy(F),s) D Td(UT5(F), s) + {y1)"".
Seja f = F(W1s-- -2 Yns 21, - s 2m) € C(UT3(F), s) e escreva

f=r+f
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onde f+ € F(YUZ)t e f~ € F(YUZ)". SeYi,....Yo € UTy(F)* e Z1, ..., Zn € UTy(F)",
entao f[~(Y1,.... Y, Z1,..., Zy) e UTR(F)” e

fYV, Y Zh, o Z) — [T, Y 2 Ty =
F (Y, ... Yo, Zo, ..., Zyp) € UTy(F)™.

Assim, f=(Y1,.... Y0, Z1,..., Zm) = 0 e f~ € Id(UTy(F),s). Como f* € {(y;)7™) segue
que f € Id(UTy(F), s) + (y1)75®). Provamos que

C(UTy(F),s) = Id(UT5(F), s) + (y1)"*"
como era o desejado. O
Conclusao Final

Seja F' um corpo de caracteristica diferente de 2 e * uma involugao do primeiro tipo em
UT5(F). Pelo Corolério 1.3.1 temos

C(UTy(F), *) = C(UTy(F),*) ou C(UTy(F),*) = C(UT(F),s).

Assim, pelo Teorema 3.2.4, Teorema 3.2.7, Teorema 3.2.16 e Teorema 3.3.1, temos a descri¢ao
completa de C'(UTy(F), *). Como Id(UTy(F),*) é finitamente gerado como T'(*)-ideal temos
que Id(UTy(F),*) é também finitamente gerado como T'(x)-espago. Logo, C(UTy(F'), ) é
finitamente gerado como T'(x)-espaco para toda involuc¢do * de primeiro tipo de UT,(F) e
todo corpo F' de caracteristica diferente de 2.
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