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Resumo

Usando uma classe de transformadas FBI generalizadas introduzida por S. Berhanu e J. Hounie,

em [16], nós completamente caracterizamos a regularidade e a micro regularidade nas classes de

Denjoy-Carleman (não quase anaĺıticas), incluindo as classes de Gevrey e a transformada definida por

M. Christ em [27]. Como aplicação apresentaremos um resultado para propagação de singularidades

(Teorema 2.4.5).

Para variedades com estruturas hipo-Denjoy-Carleman de coposto arbitrário (Definição 3.1.2)

apresentaremos uma definição de M�conjunto frente de onda e resultados similares aos obtidos em

[2], [7], [30] e [32].

No caso de equações não lineares, seguindo [1], [41], [53] e [56], introduziremos a noção de equação

não linear do tipo Mizohata e estudaremos a micro regularidade Denjoy Carleman para soluções u de

equações não lineares. Para os principais resultados de [1], [13, 14], [35] e [43] apresentaremos uma

versão nas classes DC.



Abstract

Using a more general class of FBI transforms, introduced by S. Berhanu and J. Hounie in [16],

we completely characterize regularity and microregularity in Denjoy-Carleman (non quasi analytic)

classes, which includes the Gevrey classes and M. Chist FBI transform defined in [27] as examples.

Using the classic FBI transform we completely describe the M�wave-front set of the boundary

values of solutions in wedges W of hypo Denjoy-Carleman structures pM,Vq (Definição 3.1.2) proving

similar results first obtained by [1], [5], [13, 14], [35] and [43].

Inspired by [53], [56], [41] and [1] we introduce the notion of nonlinear Mizohata type equations

and study microlocal Denjoy-Carleman regularity for solutions u of non linear equations, extending

the main results of [1], [5], [13, 14], [35] and [43].



Introdução

O principal objetivo deste trabalho é estudar a regularidade microlocal nas classes de Denjoy e

Carleman (DC) a partir das transformadas FBI (Teorema 2.3.5 e Teorema 2.3.6 ). Como consequência

apresentaremos uma caracterização para micro-regularidade DC de soluções de equações diferenciais

parciais (Teorema 2.4.5 e Teorema 4.2.5) e uma definição para o conjunto frente de onda de soluções

de estruturas hipo DC (Teorema 3.4.3).

Sabemos que o espaço das funções anaĺıticas é um subespaço das funções Gevrey que são subes-

paços das funções C8. Nesse trabalho nos concentraremos nas classes de Denjoy-Carleman, as quais

constituem classes intermediarias mais gerais que as Gevrey. Entre outros motivos a concepção das

funções DC se dá graças aos trabalhos [19] e [20] de E. Borel, nos quais são apresentados exemplos

de conjuntos E cujos elementos são funções f : U
abeto� R Ñ R de classe C8 que não são anaĺıticas e

satisfazem a seguinte propriedade

f pjqp0q � 0, j � 0, 1, . . . ùñ f � 0. (1)

Estes exemplos motivaram J. Hadamard (em 1912) propor a seguinte questão: “existe uma condição

em termos de crescimento da derivada que garanta a propriedade (1)?”. Separadamente A. Denjoy

([31]) e T. Carleman ([25]) apresentaram uma resposta para a questão de J. Hadamard. Para isso

eles consideraram funções f : U � R Ñ R tais que para todo K � R existe uma constante C ¡ 0 1

de modo que

sup
xPK

|f pjqpxq|   Cj�1Mj, j � 0, 1, . . . , (2)

em que M � pMjq representa uma sequência crescente. Tais funções são chamadas funções de

Denjoy-Carleman (DC) e denotadas por EM . Além disso é comum a definição de EMpUq para funções

f : U
aberto� Rm Ñ C, para tanto basta trocar os naturais j em (2) por multi-́ındices α P Nn

1Ao longo deste texto usaremos diversas desigualdades envolvendo potencias de constantes as quais poderão ser
aumentadas um número finito de vezes. Para simplificar a notação, quando não houver confusão, denotaremos as
constantes por C (ou seja, denotaremos por C o máximo das constantes previamente consideradas).
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e Mj por M|α| (veja por exemplo [42]). As funções em EMpUq que satisfazem a propriedade (1)

são chamadas funções quase anaĺıticas (caso contrário, não quase anaĺıticas). Denjoy e Carleman

apresentaram uma condição sobre a sequência M que é satisfeita se e somente se o espaço EMpUq
é quase anaĺıtico. As classe Gevrey (Mj � j!s) são exemplos de classes DC não quase anaĺıticas.

Em [6], T. Bang mostra que a interseção de todas as classes não quase anaĺıticas EM é igual a

classe das funções real-anaĺıticas. Todavia a interseção de todas classes Gevrey Gs contem a classe

quase anaĺıtica EM � Cω, com Mj � j!plog jqj. Quando trabalhamos com classes DC, dependendo

do objetivo do estudo, é comum assumir que a sequencia M satisfaça certas propriedades, as quais

implicam (ou são equivalentes) em propriedades da classe EM . Por exemplo, no importante trabalho

[45] S. Mandelbrojt exibiu condições sobre a sequência M que equivalem ao fechamento da classe EM
quanto à diferenciações. No primeiro caṕıtulo desta tese apresentamos uma rápida revisão de funções

DC. Para uma revisão mais detalhada recomendamos [51], [44] e [42].

Por volta de 1970, independentemente e por diferentes pontos de vista, vários matemáticos inici-

aram o estudo da classificação de singularidades de acordo com o espectro. Talvez o primeiro tenha

sido M. Sato o qual introduziu e estudou o espectro singular anaĺıtico de hiperfunções ([54]). Em [36]

L. Hörmander usando operadores pseudo diferenciais introduziu a notação WF puq (conjunto frente

de onda suave). Posteriormente, usando múltiplas funções corte (funções C8 com suporte compacto,

limitadas inferiormente por 0 e superiormente por 1 e identicamente 1 em uma vizinhança de um

certo ponto), L. Hörmander definiu o conjunto frente de onda anaĺıtico via transformada de Fourier

(veja [37] e [39, Proposition 8.4.2]). Também via transformada de Fourier em [38, 39] L. Hörmander

definiu o conjunto frente de onda com respeito a classes de Denjoy-Carleman. A definição de conjunto

frente de onda anaĺıtico apresentada por L. Hörmander pode ser de complicada aplicabilidade, com-

parando com o caso C8, já que necessita considerar um sequência de funções corte. Uma adaptação

da transformada de Fourier foi proposta por J. Bros e D. Iagolnitzer, com essa transformada eles

definiram e estudaram o espectro essencial (sem necessidade de considerar uma famı́lia de funções

corte) [22, 23]. Em 1976 J. M. Bony, [18] unificou as diferentes noções: i)espectro essencial de J.

Bros e D. Iagolnitzer; ii) o espectro singular anaĺıtico de Sato; e iii) o conjunto frente de onda de

Hörmander. Assim, é natural que a transformada de Fourier-Bros-Iagolnitzer (transformada FBI)

seja a ferramente escolhida para estudar o conjunto frente de onda hipo anaĺıtico para as estruturas

hipoanaĺıticas, as quais constituem uma generalização de estruturas anaĺıticas (veja [7])). A carac-

terização de micro-regularidade também foi estudada J. Sjöstrand em [54], o qual usou a seguinte
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generalização das transformadas FBI

Fupx, ξq �
»
Rm

eiξΦpx,x
1qapx, x1, ξqχpx1qupx1qdx1, x, ξ P Rm;

em que Φ é uma função holomorfa, a um śımbolo anaĺıtico e χ P C8
0 pRmq.

No caṕıtulo V do livro [15], vemos que as transformadas FBI também podem ser úteis para estudar

regularidade (e micro-regularidade) C8. O recente trabalho [16] S. Berhanu e J. Hounie mostraram

que a micro-regularidade (suave e anaĺıtica) de distribuições pode ser estudada a partir de transfor-

madas mais gerais (as quais denotaremos por FBI-BH) que as transformadas FBI . Além disso, S.

Berhanu e J. Hounie apresentam uma aplicação para as transformadas FBI generalizadas que dificil-

mente poderia ser demonstrada usando a transformada FBI clássica. Para o estudo de regularidade

(local) Gevrey, M. Christ em [27] apresentou uma classe de transformadas FBI 1s generalizadas (que

em certo sentido é um caso particular das classes de transformadas FBI-BH, veja Observação 2.1.2)

que podem ser usadas para caracterizar regularidade Gevrey. No segundo caṕıtulo deste trabalho

consideraremos as transformadas FBI-BH definidas para ultradistribuições no sentido mais geral.

Além disso apresentaremos uma subclasse de transformadas possuem uma fórmula de inversão (veja

Lema 2.1.5). Motivados pelas condições para existência de ultradistribuições a valores de fronteira

apresentadas por Z. Adwan e G. Hoepfner em [4] e a definição de micro-regularidade apresentada em

[15] apresentamos uma definição de micro-regularidade DC a partir de ultradistribuições a valores

de fronteira (Definição 2.3.3). No Exemplo 2.1.3 apresentamos uma classe de transformadas FBI-BH

(Fλ
p , a qual é mais geral que as transformadas consideradas em [16, Chapter 4] e [27]) as quais carac-

terizam regularidade e micro-regularidade DC (Teoremas 2.2.4, 2.3.5 e 2.3.6). Por fim, mostramos

que a definição de micro-regularidade DC aqui apresentada é equivalente a definição apresentada por

L. Hörmander (e L. Rodino [49], no caso Gevrey).

Em 1983 M. S. Baouendi, C. H. Chang e F. Treves, no importante trabalho [7], introduziram

as estruturas hipoanaĺıticas, funções hipoanaĺıticas, micro-regularidade hipoanaĺıtica, transformada

FBI em estruturas hipoanaĺıticas, caracterizam micro hipoanaliticidade pelo decaimento desta trans-

formada FBI (no caso de coposto zero) e para poder estabelecer a noção de conjunto frente de onda

nas estruturas hipoanaĺıticas provaram a invariância do conjunto frente de onda hipoanaĺıtico por

subvariedades maximalmente reais (é importante destacar que os autores usaram uma mudança de

variável que implica que a subvariedade é anaĺıtica real, mas uma mudança de variável apropriada
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para o caso geral foi introduzida por M. G. Eastwood e C. R. Graham em 2003 no artigo [32], possibi-

litando assim a validade dos resultados de [7] no caso de variedades arbitrárias). O caso de variedades

C8 com estruturas localmente integráveis foi estudado por Z. Adwan e G. Hoepfner em [2], neste

trabalho os autores provaram a invariância do conjunto frente de onda suave por variedades maximal-

mente reais. No terceiro caṕıtulo deste trabalho introduziremos as estruturas hipo Denjoy-Carleman

(Definição 3.1.2) e a partir de distribuições a valores de fronteira definiremos o conjunto frente de

onda nas classes DC (no caso de coposto zero). Assim como feito por M. S. Baouendi, C. H. Chang

and F. Treves em [7] (no caso de estruturas hipoanaĺıticas) apresentaremos uma condição suficiente

e necessária (via decaimento da transformada FBI) para um ponto no cotangente da variedade per-

tencer ao conjunto frente de onda de classe DC. Além disso, também provaremos a independência do

conjunto frente de onda DM por subvariedades maximalmente reais e deste modo poderemos definir

o conjunto frente de onda DC em estruturas hipo Denjoy-Carleman de coposto arbitrário.

Uma aplicação bem conhecida para transformadas FBI (demonstrada por N. Hanges e F. Treves

em [35]) é que o conjunto frente de onda anaĺıtico de uma solução de uma equação não linear

(Btu � fpx, t, u, uxq, em que f � fpx, t, ζ0, ζq é holomorfa em todas variáveis) está contido no conjunto

caracteŕıstico do operador linearizado (Lv � Bt �
°N
j�1 fζjpx, t, u, uxqBxj). Com hipóteses mais fracas

sobre a função f, supondo-a suave nas variáveis px, tq, J.Y. Chemin em [26] provou via métodos

de cálculo paradiferencial que o conjunto frente de onda suave de uma solução da equação Btu �
fpx, t, u, uxq está contido no conjunto caracteŕıstico do operador linearizado. Posteriormente, em

[5], via transformada FBI C. Asano apresentou uma demonstração alternativa para este o principal

resultado do artigo [26]. G. Petronilho e R. F. Barostichi mostraram em [11] que o conjunto frente

de onda Gevrey da solução de uma equação linear de classe Gevrey (coeficientes são funções Gevrey)

está contido no conjunto caracteŕıstico e em [12] eles demonstraram que no caso de sistemas este

resultado continua válido. Em [7] e [32, Theorem 3.1] encontramos a demonstração do importante

resultado:

TEOREMA 0.0.1 (Theorem 3.1, [32]). Seja M uma variedade hipoanaĺıtica, E � M uma sub-

variedade fortemente não caracteŕıstica (com respeito à um fibrado V) e W uma cunha em M

com aresta E. suponha que f P D1pEq é o valor de fronteira de uma solução de V em W . Então

WFEf � pΓT pWqq� (em que o polar se refere à dualidade entre TE e T �E).

No trabalho [43], N. Lerner, Y. Morimoto e C.-J. Xu estudam a analiticidade microlocal do
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problema de Cauchy quase linear do tipo$''&''%
Bu
Bt �

Ņ

j�1

ajpx, t, uq BuBxj � bpx, t, uq, 0   t   T x P Ω

upx, 0q � ωpxq, x P Ω

(3)

em que Ω � RN é aberto e T ¡ 0. As funções aj, b, j � 1, ..., N , são restrições em Ω� r0, T s � V3 de

funções holomorfas definidas em algum domı́nio V � V1 � V2 � V3 � CN�2. Considerando

L � B
Bt �

Ņ

j�1

ajpx, t, vq BBxj � bpx, t, vq BBv e

ν0 � pa1, . . . , aNq, ν1 � pLpa1q, . . . , LpaNqq � Lpν0q, . . . , νk � Lpνk�1q � Lkpν0q,

em [43] é encontrada a demonstração do seguinte resultado:

TEOREMA 0.0.2. Sejam k P N e u uma solução do problema de Cauchy (3), Ck�1 para t ¡ 0 em

uma vizinhança de px0, 0q. Se para cada x P Ω tivermos =νjpx, 0, ωpxqq � 0, =νkpx, 0, ωpx0qq � 0,

para todo 0 ¤ j   k, então @ξ0 P RN tais =νkpx0, 0, ωpx0qq � ξ0 ¡ 0, o ponto px0, ξ
0q R WFapωq.

Note que o Teorema 0.0.2 não considerar o caso k � 0, todavia o Teorema 0.0.1 é uma versão do

Teorema 0.0.2 para o caso k � 0. Nos trabalhos [13] e [14] S. Berhanu, prova que múltiplos colchetes

de Lie de L e seu conjugado também dão informações sobre regularidade microlocal do traço ω. O

análogo para equações não lineares foi estudado por Z. Adwan e S. Berhanu em [1], apresentando

um surpreendente trabalho no qual os autores apresentaram uma extensão para o Teorema 0.0.2;

para uma equação ut � fpx, t, u, uxq, em que f � fpx, t, ζ0, ζq é suave e holomorfa nas duas últimas

variáveis. Para ser mais espećıfico em [1] foi demonstrado o seguinte resultado:

TEOREMA 0.0.3. Seja k natural, Ω um subconjunto aberto de RN , T real, f � fpx, t, ζ0, ζq uma

função C8 em Ω � r0, T s � C � CN , holomorfa nas variáveis pζ0, ζq . Se a equação não linear de

primeira ordem

Btu � fpx, t, upx, tq, uxpx, tqq, 0   t   T, x P Ω

tem uma solução Ck�1, para t ¥ 0, em uma vizinhança de px0, 0q e

@x P Ω, 0 ¤ j   k, =pHjfζqvpx, 0q � 0, =pHkfζqvpx0, 0q � 0, (4)



12

então, para todo ξ0 P SN�1 tal que =pHkfζqvpx0, 0q � ξ0   0, temos que o ponto px0, ξ
0q não pertence

ao conjunto frente de onda do traço ω
.� upx, 0q (px0, ξ

0q R WF pωq).

Em [1] também foi demonstrada uma versão anaĺıtica do resultado acima, supondo f holomorfa

em todas variáveis. No quarto caṕıtulo deste trabalho, motivados pela definição de operadores do

tipo Mizohata generalizado - apresentada por F. Treves em [56], J. Sjöstrand em [53] e J. Kim e S.-O.

Kim em [41]- apresentaremos uma definição de DC-equações não lineares do tipo Mizohata. Para

essas equações apresentaremos uma versão DC do Teorema 0.0.3 (veja Teorema 4.2.5).



Caṕıtulo

1

Pré-requisitos

1.1 Espaços de Denjoy-Carleman

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados básicos (os quais podem ser encontrados

em [42] e [44]) sobre os espaços de Denjoy-Carleman. Além disso, também apresentaremos resultados

técnicos novos que serão importantes nas próximas seções.

Ao longo deste trabalho consideraremos uma sequência M � pMjq de números positivos.

DEFINIÇÃO 1.1.1. Dado um subconjunto aberto U � Rm dizemos que uma função f P C8pUq é uma

função de classe M�Denjoy-Carleman (ou simplesmente DC) em U se para todo compacto K � U

existe uma constante C ¡ 0 tal que:

sup
xPK

|Bαxfpxq| ¤ C |α|�1M|α|, @α P Zm� . (1.1)

Denotaremos o conjunto de todas as funções DC em U por EMpUq e o subespaço das funções em

EMpUq com suporte compacto será denotado por DMpUq.

Observe se Mj � j!s (s ¥ 1) a classe EMpUq coincide com a classe de Gevrey GspUq (para o leitor

interessado em informações sobre as classes de Gevrey recomendamos a leitura de [49]).

É importante destacar que certas propriedades sobre a sequência M são equivalentes a (ou im-

plicam em) propriedades sobre os espaços EMpUq. É comum considerar sequências M satisfazendo

certas propriedades para que EM satisfaça propriedades satisfeitas pelas classes de Gevrey, para mai-

ores informações recomendamos a leitura de [42], [45], [46] e [51]). É usual supor que a sequência M

satisfaça:

13
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C1. (Log convexidade)

M2
p ¤Mp�1Mp�1, p � 1, 2, . . . ; (1.2)

C2. (Estabilidade sobre ação de operadores diferenciais) Existem constantes A e H tais que:

Mp ¤ AHp min
0¤q¤p

MqMp�q, p � 0, 1, 2, 9;s (1.3)

C3. (Não quase analiticidade forte) Existe constante A tal que:

8̧

p�q

Mp

Mp�1

¤ Aq
Mq

Mq�1

, q � 1, 2, . . . . (1.4)

Observe que a sequencia Mj � pj!qs (com s ¡ 1) satisfaz as condições acima são satisfeitas.

Observe também que dados M uma sequência positiva arbitrária, C ¡ 0 e N uma sequência definida

por Nj � CMj (para todo j P N) segue que EM � EN . Assim, sem perda de generalidade podemos

supor:

C4. (Condições iniciais)

M0 �M1 � 1 (1.5)

Alguns resultados continuam válidos ao enfraquecermos as exigências (1.3) e (1.4). É comum

considerar as seguintes propriedades mais fracas:

C2’. (Estabilidade sobre operadores diferenciais) Existe A e H tais que

Mp ¤ AHpMp�1, p � 1, 2, . . . (1.6)

C3’. (Não quase analiticidade)
8̧

p�1

Mp�1

Mp

  8. (1.7)

Note que para q � 1 a propriedade (1.3) implica na propriedade (1.6) e a propriedade (1.4)

implica na propriedade (1.7)

O teorema de Denjoy-Carleman-Mandelbrojt (veja [42, Theorem 4.2]) garante que dada uma

sequencia de números positivos M satisfazendo a propriedade (1.3) a propriedade (1.7) é satis-

feita se e somente se DMpUq � H.
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TEOREMA 1.1.2. Seja M uma sequência satisfazendo (1.2) e (1.5). Para todo n natural temos

que

Mj �Mn�j ¤Mn, 0 ¤ j ¤ n. (1.8)

DEMONSTRAÇÃO. Provaremos esse resultado por finita sobre n. Para n � 0 e n � 1 a propriedade

(1.8) é trivialmente satisfeita. Suponhamos que existe n ¥ 1 que satisfaça (1.8), a seguir provaremos

que (1.8) vale para n � 1 (ou seja, provaremos que MjMn�1�j ¤ Mn�1,sempre que 0 ¤ j ¤ n � 1).

Como os casos j � 0 e j � n�1 são imediatos, consideraremos 1 ¤ j ¤ n (ou seja, 0 ¤ j�1 ¤ n�1).

Por (1.2) e pela hipótese de indução temos que

MjMn�1�j
(1.2)¤ Mj�1

Mj

Mj�1Mn�pj�1q ¤ Mj�1

Mj

Mn.

Observe que se j � n a demonstração está completa, caso contrário (aplicando (1.2) n � j vezes)

temos

MjMn�1�j
(1.2)¤ Mj�1

Mj

Mn�1

Mn

Mn�1

(1.2)¤ Mj�2

Mj�1

Mn�1

Mn

Mn�1

(1.2)¤ � � � ¤Mn�1.

Observação 1.1.3. Se M satisfaz (1.2), (1.3) e (1.5), então por (1.8) existe constante C ¡ 0 tal

que

Mk
j

(1.3)¤ pCjM1Mj�1qk
(1.5), (1.8)¤ CjkMkj�k. (1.9)

Observe também que se M satisfaz as propriedades (1.8) e (1.9) então, pelo Lema A.1.3, o espaço

EMpUq é fechado quando a composições.

Observação 1.1.4 ([50], Corollary 6.2, página 772). 1. Se a sequência M satisfaz a condição de

convexidade logaŕıtmica fraca, a saber,

�
Mj

j!


2

¤ Mj�1

pj � 1q!
Mj�1

pj � 1q! (1.10)

então �
Mj

j!


1{j
é crescente. (1.11)

2. Se M satisfaz (1.11) então a classe EMpUq é inversamente fechada, isto é, se f P EMpUq e

infxPU |fpxq| ¡ 0, então f�1 P EMpUq. Deste modo (1.10) garante a existência do teorema da

função inversa e impĺıcita para classes DM (veja [42]).
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3. Se a sequência satisfaz (1.11) então,

�
n

j



MjMn�j ¤Mn, 0 ¤ j ¤ n. (1.12)

Além disso, se a sequencia M satisfaz (1.12) segue que EMpUq � CωpUq, i.e.,

Mj ¥ j!, @j P N. (1.13)

Note que se f P EMpUq é tal que infxPUt|fpxq|u ¡ 0 então, por (1.13) e (A.1.3), segue que f�1 P EMpUq.
Como a propriedade (1.8) implica na propriedade (1.12), ao longo deste trabalho consideraremos

sequencias M satisfazendo a propriedade (1.8).

A seguir definiremos a topologia usual para os espaços de Denjoy-Carlemam. Dados um conjunto

K � Rm e uma função g : K ÝÑ C denotaremos }g}CpKq
.� supKt|g|u.

NOTAÇÃO: Sejam K um conjunto compacto em Rm, uma sequência positiva M e h ¡ 0. O espaço

de todas funções f P C8pKq satisfazendo: existe C ¡ 0 tal que

}Bαf}CpKq ¤ Ch|α|M|α|, α P Z�,

será denotado por EM,hpKq. Supondo que o interior de K seja não vazio o espaço das funções f P EM,h

com suporte compacto será denotado por DM,hpKq.
Os espaços EM,hpKq e DM,hpKq equipados da norma

}f}EM,hpKq � sup
α

}Bαfpxq}CpKq
h|α|M|α|

são espaços de Banach e DM,hpKq é um subespaço fechado de EM,hpKq (veja [42]). Dado um con-

junto compacto K � Rm e um aberto aberto Ω � Rm consideraremos EMpKq � limÝÑhÑ8EM,hpKq,
EMpΩq � limÐÝK�Ω

EMpKq, DMpKq � limÝÑhÑ8DM,hpKq e DMpΩq � limÐÝK�Ω
DMpKq; em que limÐÝ e limÝÑ

representam respectivamente os limites projetivo e indutivo de uma cadeia de espaços de Banach.

A seguir apresentaremos as definições de sequência convergente em EMpUq e DMpUq a partir

destas topologias.

DEFINIÇÃO 1.1.5. Dadas uma sequência fj P EMpUq e f P EMpUq. Dizemos que fj converge para f

em EMpUq se e somente se para todo compacto K � U existe uma constante h ¡ 0 (independente de
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j, podendo depender de K) tal que

sup
α
h�|α|M�1

|α| sup
xPK

|Bαfjpxq � Bαfpxq| Ñ 0, quando j Ñ �8. (1.14)

Se fj, f P DMpUq diremos que fj Ñ f em DMpUq se e somente se vale (1.14) e ainda existe K � U

tal que sup f � K e sup fj � K, para todo j.

Os espaços de ultradistribuições, E 1MpKq, E 1MpΩq, D1
MpKq e D1

MpΩq são os duais topológico fraco

de EMpKq, EMpΩq, DMpKq e DM respectivamente.

O conhecido teorema estrutural para distribuições (cuja demonstração pode ser vista em [55])

garante que uma distribuição pode ser escrita como soma finita de derivadas de medidas borelianas.

A seguir apresentamos o primeiro teorema estrutural, o qual escreve as ultradistribuições como soma

(infinita) de derivadas de medidas borelianas.

TEOREMA 1.1.6 ([42], Theorem 8.7). Seja U � Rm um conjunto aberto. u P D1
MpUq se e somente

se existem medidas uα sobre U tais que para todo compacto K � U e L ¡ 0 existe CL ¡ 0 de modo

que

|uαpKq| ¤ CLL
|α|

M|α|
, |α| � 0, 1, . . . , (1.15)

e ainda

xu, φy �
¸
α

p�1q|α|
»
Bαφpxqduαpxq, @φ P DMpKq. (1.16)

Observação 1.1.7. Observe que, pelo teorema anterior segue que dada uma ultradistribuição u para

todo L ¡ 0 existe CL ¡ 0 tal que

|xu, φy| ¤ CL
¸
αPZm�

"
L|α|M�1

|α| sup
xPK

|Bαφpxq|
*
, φ P DMpKq. (1.17)

Outro importante teorema estrutural foi apresentado por R. W. Braun ([21, Corollary 10])),

garantindo que se u P E 1MpRmq, então para toda sequência N   M (i.e, existe C ¡ 0 tal que

Nj ¤ CjMj, para todo j P N), existe uma famı́lia de constantes tbαuαPNm tal que para todo L ¡ 0

existe CL ¡ 0 de modo que

|bα| ¤ CLL
|α|

M|α|
, |α| � 0, 1, . . . .
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e uma função f P ENpUq em que

xu, φy �
¸
α

bα

»
Bαfpxq � φpxqdx, @φ P EMpV q.

A seguir apresentaremos outro modo de definir ultra funções, a parti de funções peso. Uma função

ω : R Ñ r0,�8r cont́ınua, par e crescente em r0,�8r é dita função peso se satisfaz as seguintes

propriedades,

1. ωp0q � 0.

2. ωp2tq � Opωptqq, tÑ �8.

3. log t � opωptqq, tÑ �8.

4. φ : t ÞÑ ωpetq é convexa em r0,�8r.

O conjugado de Young da função φ é definido por

φ�pxq .� sup
y¡0

txy � φpyqu, x ¥ 0.

Dado Ω � Rm um subconjunto aberto. O espaço das funções ω�ultradiferenciáveis de Roumieu

em Ω é definido por,

EtωupΩq .�
"
f P C8pΩq : @K �� Ω Dm P N tal que sup

xPK
sup
αPNm

|fαpxq| exp

�
� 1

m
φ�pm|α|q



  �8

*
.

Dada uma sequencia M como antes, podemos definir a seguinte função peso.

DEFINIÇÃO 1.1.8. Para cada sequência M definimos sua função associada Mptq por:

Mptq � sup
j

log
tj

Mj

, t P r0,8q. (1.18)

Para maiores detalhes sobre a função associada recomendamos a leitura de [17], [42] e [48]. Em

[17, Theorem 14] J. Bonet, R. Meise e S. Melikhov provaram que se a sequencia M satisfaz (1.3)

EMpΩq � EtMupΩq.

A seguir apresentaremos resultados técnicos que serão importantes para as próximas seções.
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LEMA 1.1.9. Seja M uma sequência de números positivos satisfazendo (1.5) e (1.13). Se Mptq é a

função associada à essa sequência as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Para todo t ¥ 0,

log t ¤Mptq ¤ t. (1.19)

2. Mptq é uma função crescente, convexa em log t com anulamento para t ¡ 0 suficientemente

pequeno e além disso Mptq cresce mais rápido que log t, quando tÑ �8.

3. Suponha que a sequência pMjq satisfaz a condição (1.6). Então para todo k ¡ 0 e para todo

t ¡ 0 temos:

Mpktq �Mptq ¥ logpt{Aq log k

logH
, (1.20)

onde A e H são os mesmos da condição (1.3).

4. A sequência M satisfaz a condição (1.3) se e somente se

M

�
t

H



¤ 1

2
Mptq � log

?
A. (1.21)

5. Supondo também que a sequência M satisfaça (1.6). Fixado k ¡ 0 existe c � cpkq tal que,

3

2
Mpktq �Mptq ¥ 0, (1.22)

para t ¡ c.

6. Se M satisfaz as condições (1.3) e (1.8), então para todo real θ ¡ 0 e naturais k ¥ r ¥ 0 segue

que

trMk�r ¤
?
A
Hr

θr
Mke

1
2
Mpθtq, t ¡ 0; (1.23)

em que A e H são os mesmos da condição (1.3).

7. Sendo c, γ ¡ 0 temos »
Rm

e�cMpγ|ξ|qdξ   �8. (1.24)

8. Seja M satisfazendo a propriedade (1.3). Dados c1, c2 ¡ 0 existe c1 ¡ 0 tal que

c1Mpc2tq ¥Mpc1tq, @t ¡ 0. (1.25)
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DEMONSTRAÇÃO.

1. Por (1.5), (1.13) e (1.18) temos que

log t
(1.5)� log

t1

M1

¤ sup
p

log
tp

Mp

(1.18)� Mptq (1.13)¤ sup
p

log
tp

p!
¤ t,

em que na última desigualdade usamos que et � °
j
tj

j!
.

2. Como, por (1.5) e (1.13), temos

�
Mp

M0


 1
p

¥
�
p!

1


 1
p

¥ 1.

Assim, prova segue de [42, p. 49].

3. [42, Proposition 3.4].

4. [42, Proposition 3.6].

5. Observe que como a função associada M é crescente o caso em que k ¥ 1 é trivialmente satisfeito

para c � 0. Deste modo a seguir assumiremos 0   k   1. Como M satisfaz a condição (1.6)

segue que a propriedade (1.20) é satisfeita e aplicando (1.20) obtemos,

3

2
Mpktq �Mptq ¥ 1

2
Mpktq � logpt{Aq log k

logH
.

Como M0 �M1 � 1, pela definição da função associada M, para cada número natural j temos;

1

2
Mpktq � logpt{Aq log k

logH
¥ 1

2
log

pktqj
Mj

� log k

logH
� logpt{Aq.

Sem perda de generalidade podemos assumir H ¡ 1 em (1.6). E, lembrando que 0   k   1,

temos p
.� � log k

logH
¡ 0. Já que M0 � 1 e a sequencia M é crescente temos que Mj ¥ 1. Assim,

3

2
Mpktq �Mptq ¥ log

!
tpj{2q�p kj{2M�1{2

j Ap
) Mj¥1

¥ log
!
pM�1

j ktq j�2p
2 ApM�p

j kp
)
,

para todo j P N e t ¥ 0. Assim, fixando algum j ¡ 2p temos
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3

2
Mpktq �Mptq ¥ log 1 � 0,

para t ¡ c
.� pk�jM j

jA
�2pq 1

j�2p , pois

M�1
j kt ¥ pM�j�2p

j kj�2pk�jM j
jA

�2pq 1
j�2p � �

M2p
j k

�2pA�2p
� 1
j�2p �

�
Mj

kA


 2p
j�2p

.

6. Sejam A ¡ 0 e H ¡ 0 como na condição (1.3). Dados θ ¡ 0 e números naturais k ¥ r ¥ 0,

aplicando (1.8), obtemos

trMk�r � Hrθr

Hrθr
trMk�r

Mr

Mr

(1.8)¤ Hr

θr
Mk

p θt
H
qr

Mr

(1.18)¤ Hr

θr
Mke

Mppθtq{Hq.

Já que a sequência M satisfaz (1.3) podemos aplicar a desigualdade (1.21) e concluir,

trMk�r ¤
?
A
Hr

θr
Mke

1
2
Mpθtq.

7. Dados γ, c ¡ 0, passando à coordenadas polares, existe uma constante C ¡ 0 tal que

»
Rm

e�cMpγ|ξ|qdξ � C

» 8

0

e�cMpγtqtm�1dt

� C

» γ�1

0

e�cMpγtqtm�1dt� C

» �8

γ�1

e�cMpγtqtm�1dt.

Pela definição da função associada M temos,

e�cMpγtq � exp

"
�c sup

k

�
log

pγtqk
Mk

�*
� exp

#
inf
k

�
log

�pγtqk
Mk


�c�+

Então, »
e�cMpγ|ξ|q ¤ C

» γ�1

0

�pγtqk
Mk

��c
tm�1dt� C

» 8

γ�1

�pγtqj
Mj

��c
tm�1dt,

para k e j naturais arbitrários. Primeiro assumiremos c ¤ 1. Logo, escolhendo k ¤ m�1 ¤ m�1
c



22

e j ¡ m�1
c

(assim, jc ¡ m� 1� 2), temos

»
e�cMpγ|ξ|qdξ ¤ C

» γ�1

0

pγtq�kc�m�1M c
kγ

�m�1dt� C

» 8

γ�1

pγtq�jc�m�1M c
j γ

�m�1dt

¤ C

» γ�1

0

Mkγ
�m�1dt� C

» 8

γ�1

1

pγtq2Mjγ
�m�1dt   �8.

No caso em que c ¡ 1 basta observar que

»
e�cMpγ|ξ|qdξ ¤

»
e�Mpγ|ξ|qdξ   �8,

em que a finitude da última integral vem do caso anterior (c � 1).

8. Note que é suficiente provar o caso em que c1   1. Considere k P Z� tal que 1
k
  c1. Assim,

c1Mpc2tq ¡ 1

k
sup
j

log
pc2tqj
Mj

� sup
j

log

�pc2tqj
Mj


1{k
¥ sup

j
log

�pc2tqkj
Mkj

�1{k

(1.3)¥ sup
j

log
pc2tqj

pAHkjMpk�1qjMjq1{k

¥ � � � ¥ sup
j

log
pc2tqj

rAHkj � AHpk�1qj � � �AH2jpMjqks1{k

� sup log
pc1tqj
Mj

�Mpc1tq, (1.26)

para c1 � c2

 
Apk�1q{kH rk�pk�1q�pk�2q�����2s{k(�1

.

Exemplo 1.1.10. Seja um número real s ¡ 1 e uma sequência Mj � j!s. Sendo M a função

associada a sequência pMjq temos,

Mptq � sup
j

log
tj

j!s
� s sup

j
log

tj{s

j!
¤ s log

�8̧

j�0

pt1{sqj
j!

� s log et
1{s � st1{s

e

t1{s � s

�
t

ss


1{s
� s log exp

��
t

ss


1{s�
� s log

�8̧

k�0

�
t

ss


k{s
1

k!

¤ s log

�
sup
k¥0

�
tk{s

k!



� 1

1� s�1

�
� log sup

k

tk

k!s
� s log

1

1� s�1
.
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Assim,

t1{s � s log
1

1� s�1
¤Mptq ¤ st1{s. (1.27)

Observe que quando Mj � j!s a propriedade (1.3) é satisfeita para A � 1 e H � 2s. Logo, por

(1.22), temos

3

2
Mpktq �Mptq ¥ 0,

para todo t ¥ cpkq � pk�jM j
j q1{pj�2pq em que p � � log k

log 2s
e j é um natural fixo maior que 2p.

Observação 1.1.11. Em [28] os autores afirmam que para toda constante k ¡ 0 temos

3

2
Mpktq �Mptq ¥ 0, quando t ¥ k�3. (1.28)

Mas para Mp � p!s, 0   k   1 e t � k�3, por (1.27), segue que

3

2
Mpktq �Mptq   3

2
spk�2q1{s � k�3{s � s log

1

1� s�1
�
�

3

2
sk1{s � 1



k�3{s � s log

1

1� s�1
.

Considerando k suficientemente pequeno, de modo que 3
2
sk1{s�1   �1

2
e k   �

2
�
1� s log 1

1�s�1

��s{3
,

temos
3

2
Mpktq �Mptq   �1

2
k�3{s � s log

1

1� s�1
  �1.

Disso, para 0   k   1, suficientemente pequeno, temos 3
2
Mpktq �Mptq   0, em uma vizinhança de

t � k�3. Deste modo vemos que nem sempre (1.28) é satisfeita.

1.2 Estruturas involutivas

Nessa seção, seguindo [15], lembramos de alguns conceitos básicos sobre estruturas de classe C8. Seja

M um espaço topológico de Hausdorff, com uma base topológica enumerável. Um atlas de classe

C8 e dimensão N sobre M é uma coleção de pares F � tpU, xqu em que U �M é um subconjunto

aberto não vazio, x : U ÝÑ RN é um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto xpUq � RN e as

seguintes propriedades são satisfeitas:
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1.
¤

pU,xqPF
U �M

2. xpU X U 1q x1�x�1ÝÑ x1pU X U 1q é de classe C8 para cada par pU, xq, pU 1, x1q P F com U X U 1 � H

3. F é maximal com respeito aos itens anteriores, isto é, se H � V �M é aberto e y : V ÝÑ ypV q
é um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto ypUq � RN , tal que, para todo pU, xq P F

com U X V � H, a composição xpU X V q y�x�1ÝÑ ypU X V q é de classe C8, então pV, yq P F .

DEFINIÇÃO 1.2.1. Uma variedade de classe C8 e dimensão N é um espaço topológico Hausdorff

M, com base enumerável, munido de um atlas de classe C8 e dimensão N.

Observação 1.2.2. Uma variedade de classe C8 tal que nas condições do item 2 segue que x1 � x é

de classe EM , é dita de classe EM .

Um elemento pU, xq P F será chamado de carta local ou de sistema local de coordenadas de M.

Escrevendo x � px1, . . . , xNq, para todo p P U as coordenadas locais (com respeito a carta local) são

dadas por px1ppq, . . . , xNppqq.
A partir de agora iremos fixar uma variedade M de classe C8, dimensão N e atlas F . Dizemos

que f : M ÝÑ C é de classe C8 em p PM se existe pU, xq P F tal que p P U e f � x�1 : xpUq ÝÑ C

é de classe C8 (de modo análogo podemos definir funções de classe EM em variedades de classe EM).

Dizemos que f : M ÝÑ C é de classe C8 quando f é de classe C8 em todo p P M. O conjunto de

todas as funções de classe C8 definidas em M será denotado por C8pMq (analogamente definimos

EMpMqq.

DEFINIÇÃO 1.2.3. Um campo vetorial complexo de classe C8 (respectivamente EM) sobre M é uma

aplicação C- linear L : C8pMq ÝÑ C8pMq (respectivamente acrescemos LpEMpMqq � EMpMq) tal

que e Lpfgq � fLpgq � gLpfq, para todo f, g P C8pMq. O conjunto de todos campos vetoriais de

classe C8 (EM) sobre M é representado por XpMq (respectivamente XMpMq).

DEFINIÇÃO 1.2.4. Um C8-sub fibrado (respectivamente EM -sub fibrado) vetorial complexo de CTM

de posto n (co-posto N � n) é um união disjunta

V �
¤
pPM

Vp

tal que:
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1. Para cada p PM, Vp é um subespaço vetorial de CTpM de dimensão n.

2. Dado p0 PM existe aberto U de p0 e campos L1, . . . , Ln P XMpUq, de tal forma que para cada

p P U temos que tL1p, . . . , Lnpu é uma base para Vp.

O subespaço Vp é chamado fibra de V em p. Dado um C8(respectivamente EM)-sub fibrado V ,

uma seção de V sobre um aberto W � M é um elemento L P XpMq tal que Lp P Vp, @p P W. A

seguir introduziremos um objeto de grande interesse:

DEFINIÇÃO 1.2.5. Uma estrutura formalmente integrável de classe C8 (respectivamente EM) sobre

M é um C8(respectivamente EM)-sub fibrado V � CTM que satisfaz a condição de involutividade

(ou condição de Frobenius):

 Se W � M é um aberto e L1, L2 P XMpW q (respec. XMpW q) são seções de V sobre W , então

rL1, L2s também é uma seção de V sobre W .

Dada uma estrutura V formalmente integrável (respec. formalmente integrável de classe EM) de

classe C8 (respec. DM) sobre M, o par pM,Vq é chamado estrutura involutiva.

DEFINIÇÃO 1.2.6. Uma estrutura involutiva pM,Vq é dita DM localmente integrável se o ortogonal

de V (VK) em CT �M é localmente gerado por formas exatas de classe C8.



Caṕıtulo

2

Uma classe de transformadas FBI generalizadas

O famoso teorema de Teorema de Paley-Wiener caracteriza analiticidade (local) de uma distribui-

ção pelo decaimento da transformada de Fourier, como pode ser visto em [40]. Além de caracterizar

analiticidade local a transformada de Fourier também pode ser usada para caracterização de regula-

ridade nas classes C8 e EM , tanto no sentido local quanto no micro local. Para essas caracterizações

há diversas aplicações, todavia há resultados cuja demonstração via transformada de Fourier é muito

dif́ıcil. Em [39, Proposition 8.4.2] Hörmander caracterizou o conjunto frente de onda anaĺıtico via

transfonada de Fourier, usando uma sequencia de funções teste para contornar a não existência de

funções teste não triviais com suporte compacto, todavia tal caracterização pode ser de dif́ıcil apli-

cabilidade. Uma alternativa para facilitar o estudo do conjunto frente de onda anaĺıtico é o uso

da transformada FBI, propostas por J. Bros e D. Iagolnitzer (para o leitor que desejar obter mais

informações sobre a transformada FBI sugerimos a leitura do caṕıtulo V do livro [15], [22] e [23]).

No recente trabalho [16] S. Berhanu e J. Hounie apresentaram uma classe de “transformadas FBI

generalizada”(as quais nos referiremos por FBI-BH) que podem ter fase com Hessiana degenerada

no ponto de interesse. Os autores utilizaram a classe de transformadas FBI-BH para caracterizar o

conjunto frente de onda C8 de uma distribuição com suporte compacto. Além disso, usando uma

subclasse das transformadas FBI-BH, os autores caracterizaram o conjunto frente de onda anaĺıtico

de uma distribuição de suporte compacto. Como aplicação, eles apresentaram uma caracterização do

conjunto frente de onda anaĺıtico de soluções de sistemas do tipo tubo, a qual dificilmente poderia

ser demonstrada via transformada FBI clássica.

Neste caṕıtulo apresentaremos um completo estudo de regularidade e micro-regularidade DC via

transformada FBI-BH. Na primeira seção deste caṕıtulo apresentaremos uma classe de transforma-

das FBI-BH para ultradistribuições e apresentaremos uma fórmula de inversão para essa classe de

26
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transformadas. Na segunda seção caracterizaremos a regularidade de uma ultradistribuição via a

transformada Fλ
p , que será apresentada no Exemplo 2.1.3. Na terceira seção apresentaremos uma

definição de conjunto frente de onda nas classes DC (denotado por WFM), e o caracterizaremos pelo

decaimento das transformadas Fλ
p . Na quarta seção apresentamos uma aplicação para transformada

Fλ
p que dificilmente poderia ser demonstrada via transformada FBI clássica.

2.1 As transformadas FBI-BH

Considere uma constante λ ¡ 0 e ψ P EMpRmq uma função não nula tal que
³
ψpxqdx � 1. Se-

guindo [16], definiremos a transformada FBI generalizada (FBI-BH), com função generalizadora ψ e

parâmetro λ, de uma ultradistribuição u P E 1MpRmq, por

Fψ,λupx, ξq �
A
upx1q, eiξpx�x1qψp|ξ|λpx� x1qq

E
. (2.1)

Observação 2.1.1. Se c �
�³
e�|x|

2
dx

	�1

e ψpxq � ce�|x|
2

então, a transformada Fψ, 1
2

representa

a transformada de Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI). Por este motivo, nos referiremos à transformada

Fψ, 1
2

por transformada FBI clássica e as demais transformadas dadas por (2.1) por transformadas

FBI-BH ou FBI generalizadas. Para maiores informações sobre transformada FBI clássica recomen-

damos a leitura de [15], [57] e [30].

Observação 2.1.2 (M. Christ). Seja 0 ¤ γ ¤ 1. Seguindo as notações usadas em [27]), considere

xξy1
.�
�

1�
m̧

j�1

ξ2
j

�1{2

,

para todo ξ � pξ1, . . . , ξmq P Rm. Dada a forma ω � dx1 ^ � � � ^ dxm ^ dpξ1 � ix1xξyγ1q ^ � � � ^ dpξm �
ixmxξyγ1q seja aγ uma função tal que ω � aγpx, ξqdx1 ^ . . . dxm ^ dξ1 ^ � � � ^ dξm. Em [27] M. Christ

caracterizou as classes Gevrey (Gs) a partir da seguinte transformada,

Fγupx, ξq �
A
ux1 ; e

iξ�px�x1q�xξyγ1 px�x1q2aγpx� x1, ξq
E
, (2.2)

com 1
s
¤ γ ¤ 1 (veja [27, Theorem 2.3]). Note que a função aγ é o determinante da matriz cujas
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colunas são as derivadas parciais Bx1 , . . . , Bxm , Bξ1 , . . . , Bξm da aplicação

px1 . . . , xm, ξ1, . . . ξmq ÞÑ px1, . . . , xm, ξ1 � ix1xξyλ1q,

ou seja,

aγpx, ξq �

������������������

1 � � � 0 0 � � � 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 � � � 1 0 � � � 0

xξyγ1 � � � 0 1� γx1ξ1xξyγ�2
1 � � � γx1ξmxξyγ�2

1

...
. . .

...
...

. . .
...

0 � � � xξyγ1 γxmξ1xξyγ�2
1 � � � 1� γxmξmxξyγ�2

1

������������������
.

�

������������

1� γx1ξ1xξyγ�2
1 γx1ξ2xξyγ�2

1 � � � γx1ξmxξyγ�2
1

γx2ξ1xξyγ�2
1 1� γx2ξ2xξyγ�2

1 � � � γx2ξmxξyγ�2
1

...
...

. . .
...

γxmξ1xξyγ�2
1 γxmξ2xξyγ�2

1 � � � 1� γxmξmxξyγ�2
1

������������
� 1� γx1ξ1xξyγ�2

1 � γx2ξ2xξyγ�2
1 � � � � � γxmξmxξyγ�2

1 . (2.3)

Além disso, como |ξ| ¤ xξy1, temos que

|aγpx, ξq| ¤ 1�mγ|x||ξ|xξyγ�2
1 ¤ 1�mγ|x|xξyγ�1

1 .

Logo, para x em um conjunto limitado, 0 ¤ γ ¤ 1, e ξ P Rm (1 ¤ xξy), temos que a função aγpx, ξq é

uniformemente limitada. Além disso, para ξ P Rm com |ξ| ¡ 1, temos |ξ| ¤ xξy1 ¤
?

2|ξ|. Neste caso,

para ψpxq � πm{2 � e�|x|2 , o decaimento da transformada FBI-BH Fψ, γ
2

é equivalente ao decaimento

da transformada Fγ, para x em conjuntos compactos.

Exemplo 2.1.3 (As transformadas Fλ
p ). Seja k P N e p um polinômio real homogêneo e eĺıptico de

grau 2k ou seja, ppxq � °
|α|�2k aαx

α para certas constantes reais aα e existem constantes C, c ¡ 0

tais que

c|x|2k ¤ ppxq ¤ C|x|2k. (2.4)
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Sendo cp �
�³
e�ppxqdx

��1
, temos que ψpxq � cpe

�ppxq P EMpRmq e
³
ψ � 1. Assim, podemos definir a

transformada FBI-BH, com função generalizadora ψ e parâmetro λ
2k

(λ ¡ 0):

Fλ
p upt, ξq .� Fψ,λ{p2kqupt, ξq � cp

»
Rm

eiξ�pt�x
1qe�|ξ|

λppt�x1qupx1qdx1, x, ξ P Rm.

Nas próximas seções utilizaremos as transformadas Fλ
p para caracterizar a regularidade e micro-

regularidade DC.

No próximo lema apresentaremos uma fórmula de inversão para transformada de Fourier (para

ultradistribuições) a qual será fundamental na demonstração da fórmula de inversão de transformadas

FBI mais gerais. Para isso a seguir consideraremos χ P DMpRmq, com
³
χpxqdx � 1, e definiremos

σpξq � pχpξq
p2πqm , em que pχ representa a transformada de Fourier de χ.

LEMA 2.1.4. Se u P E 1MpRmq então

»
eiξxσpεξqûpξqdξ ÝÑ u, em E 1MpRmq; (2.5)

quando εÑ 0�.

DEMONSTRAÇÃO. Seja u P E 1MpRmq, como u possui suporte compacto existe V � Rm aberto e

limitado tal que u P E 1MpV q. Segue do Teorema 1.1.6 que existem medidas borelianas uα satisfazendo

a propriedade (1.15), de modo que

»
eiξ�xσpεξqûpξqdξ �

»
eiξxσpεξqxux1 ; e�iξ�x1ydξ

�
»
eiξ�xσpεξq

¸
α

»
V

p�1q|α|Bαx1pe�iξ�x
1qduαpx1qdξ. (2.6)

Fixado ε ¡ 0 aplicaremos os teoremas de Fubini e da convergência dominada, para isso exibiremos

uma função gεpξ, αq ¥ 0 tal que

���eiξ�xσpεξq Bαx1 !e�iξ�x1)��� ¤ gεpx, αq

e » ¸
α

»
V

gεpξ, αqd|uαpx1q|dξ   �8,

em que |uα| representa a variação total de uα. Para construção das funções gε consideraremos sepa-
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radamente os casos (i) |ξ|   1 e (ii) |ξ| ¥ 1 :

Se |ξ|   1 e ε   1 então existe C ¡ 0 de modo que, |σpεξq|   C (pois σpξq � χ̂pξq
p2πqm e χ P DM).

Definindo

gεpξ, αq � C, @|ξ|   1 e α P Nm

segue que ���eiξ�xσpεξqpiξqαe�iξ�x1 ��� ¤ gεpξ, αq,

para |ξ|   1 e α P Nm arbitrários. Além disso, para L ¡ 0 suficientemente pequeno obtemos;

»
|ξ| 1

¸
α

»
V

gεpξ, αqd|uαpx1q|dξ �
»
|ξ| 1

¸
α

»
V

Cd|uαpx1q|dξ ¤ CL
¸
α

L|α|   �8.

Caso |ξ| ¥ 1. Para facilitar a notação, neste item denotaremos a transformada de Fourier por F.

Como F pBαχq pξq � piξqαF pχq pξq e σpξq � χ̂pξq
p2πqm temos

���eiξ�xσpεξq piξqαe�iξ�x1 ��� �
���� χ̂pεξqp2πqm � pεξqα pεξ1q2 . . . pεξmq2

ξ2
1 . . . ξ

2
m

ε�|α|�2m

����
�

���� 1

p2πqm F
 Bα�p2,...,2qχ( pεξq ε�|α|�2m

ξ2
1 . . . ξ

2
m

���� .
Por outro lado como χ P DM e Mj�k ¤ Cj�kMj �Mk, aumentando C ¡ 0 (se necessário) segue que

|F tBα�p2,...,2qχupξq| ¤
»
suppχ

|Bα�p2,...,2qχpxq|dx ¤ C |α|�1M|α

Então, para |ξ| ¥ 1 definiremos

gεpξ, αq � 1

p2πqmC
|α|�1M|α|

ε�|α|�2m

ξ2
1 . . . ξ

2
m

.

Assim, ���eiξ�xσpεξq Bαx1te�iξ�x1u��� ¤ gεpξ, αq,

Como as medidas uα satisfazem (1.15), considerando L ¡ 0 suficientemente pequeno (aumentando
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C, se necessário) segue que

»
|ξ|¥1

¸
α

»
V

gpξ, αqd|uαpx1q|dξ ¤
»

|ξ|¥1

¸
α

C |α|�1M|α|
ε�|α|�2m

ξ2
1 � � � ξ2

m

CLL
|α|

M|α|
dξ

ε 1¤ CL,ε
¸
α

C |α|�1

�
L

ε


|α| »
|ξ|¡1

1

ξ2
1 � � � ξ2

m

dξ   �8,

para alguma constante CL,ε dependente de L e ε.

Dos dois itens anteriores vemos que é posśıvel aplicar o Teorema de Fubini e derivar sob o sinal

de integração (pelo Teorema da convergência dominada) em (2.6), obtendo:

»
eiξ�xσpεξqûpξqdξ �

¸
α

»
V

»
eiξ�xσpεξqpiξqαe�iξ�x1dξduαpx1q

�
¸
α

»
V

»
eiξ�xσpεξqp�1q|α|Bαx1pe�iξ�x

1qdξduαpx1q

�
¸
α

»
V

p�1q|α|Bαx1
�»

eiξ�xσpεξqp�iξqαe�iξ�x1dξ


duαpx1q

�
¸
α

B
uαpx1q; p�1q|α|Bαx1

�»
eiξ�xσpεξqp�iξqαe�iξ�x1dξ


F
�

B
ux1 ;

»
χ̂pεξq
p2πqm e

iξ�px�x1qdξ
F
,

em que na última igualdade foi usado o fato que u � °
α Bαuα e a definição de σ. Como χ P

DMpRmq, fazendo uma mudança de variável (multiplicação por escalar), pela fórmula de inversão da

transformada de Fourier (para funções, ver [40]) temos

»
eiξ�xσpεξqûpξqdξ �

B
ux1 ;

1

p2πqmεm
»
χ̂pξqeipξ{εq�px�x1qdξ

F
�
B
u; ε�mχ

�
x� x1

ε


F
.

Pelo Teorema A.1.2 conclúımos que

»
eiξ�xσpεξqûpξqdξ � u � χεpxq Ñ u

em E 1M quando εÑ 0�.

Agora estamos prontos para apresentar a fórmula de inversão das transformadas FBI-BH.
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LEMA 2.1.5. Seja u P E 1MpRmq, ψ P EMpRmq e

uεpxq .�
» »

eiξ�px�tqσpεξqFψ,λupt, ξq|ξ|λmdtdξ.

Se existe C ¡ 0 tal que }Bαψ}L1 ¤ C |α|�1M|α| então uε Ñ u em E 1MpRmq, quando εÑ 0�.

DEMONSTRAÇÃO. Pela definição das transformadas FBI-BH vemos que uε pode ser reescrita como:

uεpxq �
» »

eiξ�px�tqσpεξqxux1 ; eiξ�pt�x1qψp|ξ|λpt� x1qqy|ξ|λmdtdξ.

Como u P E 1MpRmq existe um conjunto V � Rm aberto e limitado tal que supp tuu � V. Pelo Teorema

1.1.6 existem medidas borelianas uα satisfazendo (1.15), de modo que

xu, φy �
¸
α

p�1q|α|
»
V

pBαφq duα,

para todo φ P EMpRmq. Assim,

uεpxq �
» » ¸

α

p�1q|α|
»
V

σpεξqBαx1teiξ�px�x
1qψp|ξ|λpt� x1qquduαpx1qdt|ξ|λmdξ. (2.7)

Como σ P SpRmq, note que para ξ P Rm fixado, pelo Teorema de Tonelli, temos

» ¸
α

»
V

|σpεξqBαx1teiξ px�x
1qψp|ξ|λpt� x1qqu|d|uα|px1qdt

¤
» ¸

α

»
V

|σpεξq|
¸
β¤α

�
α

β



|ξα�β| |ξ|λ|β| |pBβx1ψqp|ξ|λpt� x1qq| d|uα|px1qdt

¤
¸
α

¸
β¤α

�
α

β



|σpεξq||ξ||α�β| |ξ|λ|β|

»
V

»
|pBβx1ψqp|ξ|λpt� x1qq|dtd|uα|px1q

�
¸
α

¸
β¤α

�
α

β



|σpεξq||ξ||α�β| |ξ|λ|β|�λm

»
V

»
|pBβx1ψqptq|dtd|uα|px1q

¤
¸
α

¸
β¤α

�
α

β



|σpεξq||ξ||α�β| |ξ|λ|β|�λmC |α|�1M|α| |uα|pV q

(1.15)¤ CL
¸
α

|ξ|�λmp|ξ| � |ξ|λq|α|C |α|�1M|α|
L|α|

M|α|
  �8, (2.8)

para |ξ| fixado e L ¡ 0 suficientemente pequeno, na última desigualdade foi usado que σ � χ̂
p2πqm é
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limitada (lembra-se que χ P DMpRmq). Logo, podemos aplicar o Teorema de Fubini, reescrevendo

(2.7) do seguinte modo,

uε �
» ¸

α

p�1q|α|
»
V

»
σpεξqBαx1teiξ�px�x

1qψp|ξ|λpt� x1qqudtduαpx1q|ξ|λmdξ.

Fixados α P Nm, ξ P Rm e x1 P Rm, como }Bαψ}L1 ¤ C |α|�1M|α|, após uma mudança de variável

(t1 � |ξ|λpt� x1q) segue que

|Bαx1teiξ�px�x
1qψp|ξ|λpt� x1qqu| ¤ 2|α|

¸
β¤α

|ξ||α�β||ξ|λ|β||pBβx1ψqp|ξ|λpt� x1qq| P L1pRmq,

na variável t. Deste modo, podemos derivar sob o sinal de integração (vide demonstração de [33,

Theorem 2.27], substituindo o Teorema da convergência dominada pelo Teorema da convergência

dominada generalizada, exerćıcio 20 da página 59 de [33]). Assim, lembrando que u � °
α Bαuα, uε

pode ser reescrito como,

uεpxq �
» ¸

|α|¤k
p�1q|α|

»
V

Bαx1
"»

σpεξqeiξ�px�x1qψp|ξ|λpt� x1qqdt
*
duαpx1q|ξ|λmdξ

�
» B

ux1 ;σpεξqeiξ�px�x1q
»
ψp|ξ|λpt� x1qq|ξ|λmdt

F
dξ.

Por outro lado, como
³
ψpxqdx � 1 segue que

»
ψp|ξ|λpt� x1qq|ξ|λmdt � 1, @x1, ξ P Rm

e então,

uεpxq �
» A

ux1 ;σpεξqeiξ�px�x1q
E
dξ �

»
eiξxσpεξqûpξqdξ.

Pelo lema anterior conclúımos que uε Ñ u em E 1M quando εÑ 0.

O próximo lema mostra que as transformadas Fλ
p satisfazem as hipóteses do Lema 2.1.5 e portanto

possuem uma fórmula de inversão (dada pelo Lema 2.1.5).

LEMA 2.1.6. Seja ψ como no Exemplo 2.1.3 (ψpxq � cpe
�ppxq, em que p é um polinômio real homogêneo

e eĺıptico de grau 2k). Existe C ¡ 0 tal que }Bαψ}L1 ¤ C |α|�1M|α|, para todo α P Nm.
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DEMONSTRAÇÃO. Observe que como ψ P EM segue que

}Bαψ}L1 �
»
|Bαψpxq|dx

�
»
|x|¤1

|Bαψpxq|dx�
»
|x|¡1

|Bαψpxq|dx

¤ C |α|�1M|α| �
»
|x|¡1

|Bαψpxq|dx

Assim, lembrando que j! ¤Mj (para todo j P N), é suficiente provar que existe C ¡ 0 tal que

|x|m�1 � |Bαxψpxq| ¤ C |α|�1|α|!, @α P Rm � Nm e |x| ¡ 1.

Já que ψpxq � cpe
�ppxq, segue do Teorema A.1.3 que

Bαxψpxq �
|α|̧

r�1

e�ppxq
¸

ppα,rq
α!

|α|¹
j�1

rBαjt�ppxquskj
kj!αj!kj

,

em que p é o conjunto admitido pelo Teorema A.1.3. Como p é polinômio de grau 2k existe C ¡ 0

tal que

|x|m�1 � |Bαψpxq| ¤ |x|m�1

|α|̧

r�1

e�c|x|
2k

¸
ppα,rq

α!

|α|¹
j�1

rC|x|2kskj
kj!αj!kj

(A.5), (A.13)¤ |x|2kpm�1q
|α|̧

r�1

e�c|x|
2k

C |α||x|2k|α|4
�|α|

|α|! |α|!
¸

ppα,rq

|α|¹
j�1

1

kj!

(A.9),(A.10)¤ C |α|
�

2

c


m�1�|α|
pm� 1� |α|q!e� c

2
|x|2kC |α| ¤ C |α|�1|α|!,

para |x| ¡ 1, pois
°α
r�1 1 ¤ 2|α| e pm� 1� |α|q! ¤ 2m�1�|α| pm� 1q! � |α|!.

2.2 Caracterização das classes de Denjoy-Carleman

Nessa seção caracterizaremos regularidade DC (local) pelo decaimento das transformações Fλ
p (apre-

sentadas no Exemplo 2.1.3). Para tanto apresentaremos dois lemas auxiliares.

LEMA 2.2.1. Se u P E 1MpRmq se anula em uma vizinhança aberta W de x0, então para todo θ ¡ 0
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existem constantes C, a ¡ 0 e uma vizinhança V de x0 (independente de C, p e λ) tais que

|Fλ
p upx, ξq| ¤ CeH{θ e

1
2
Mpθ|ξ|q�a|ξ|λ , (2.9)

para todo x P V e |ξ| ¡ 1.

DEMONSTRAÇÃO. Seja δ ¡ 0 suficientemente pequeno tal que u � 0 em Bpx0, 3δq � tx : |x � x0|  
3δu � W. Considere ψ1 P DMpBpx0, 3δqq tal que 0 ¤ ψ1 ¤ 1 e ψpxq � 1 para |x � x0|   2δ e defina

ψ � 1 � ψ1. Sendo K
.� supp u � RmzBpx0, 3δq, e r ¡ 0 tal que K � tx : 3δ   |x � x0|   ru; pelo

Teorema 1.1.6 segue que para todo L ¡ 0 existe C � CL ¡ 0 tais que

|upφq| � |upψφq � upψ1φq| � |upψφq| ¤ C
¸
α

Lα

M|α|
sup

2δ |x�x0| r
Bαpψφqpxq,

para todo φ P EMpRmq. Assim, considerando φpxq � φξ,tpxq � cpe
iξ�pt�xqe�|ξ|

λppt�xq, pela regra de

Leibniz temos

|Fλ
p upt, ξq| ¤ C

¸
α

L|α|

M|α|
sup

2δ |x�x0| r

¸
γ¤α

�
α

γ



|Bα�γx ψpxq|

���Bγx !eipt�xq�|ξ|λppt�xq)��� .
Como ψ P EMpRmq, pelo Lema A.1.4 existe C ¡ 0 (aumentando se necessário) tal que

��Fλ
p upt, ξq

�� ¤ C
¸
α

L|α|

M|α|
sup

2δ |x�x0| r

¸
γ¤α

�
α

γ



C |α�γ|�1M|α�γ| e�|ξ|

λppt�xqe
1
2
Mpθ|ξ|qeH{θC |γ|�1M|γ|,

para todo θ ¡ 0 e |ξ| ¡ 1. Por outro lado, aplicando a desigualdade (2.4) segue que,

�ppt� xq ¤ �c|t� x|2k ¤ �cp|x� x0| � |t� x0|q ¤ �cp2δ � δq � �cδ,

sempre que |x � x0| ¡ 2δ e |t � x0| ¤ δ. Portanto, aplicando a propriedade (1.8), considerando L

suficientemente pequeno, a
.� cδ e V

.� Bpx0, δq temos que

|Fλ
p upt, ξq| ¤ CeH{θe�a|ξ|

λ� 1
2
Mpθ|ξ|q,

para t P V e |ξ| ¡ 1.

Note que o teorema anterior continua válido com a hipótese mais fraca, p P EMpRmq tal que
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ppxq ¥ c|x|2k.

LEMA 2.2.2. Sejam u, v P E 1MpRmq e u � v em uma vizinhança de x0. Se u satisfaz (2.9) em uma

vizinhança V de x0 então existe uma vizinhança U de x0 tal que v também satisfaz (2.9).

DEMONSTRAÇÃO. Se definirmos w � v�u segue que w se anula em uma vizinhança de x0 e pelo Lema

anterior segue que existe uma vizinhança W de x0 tal que (2.9) é satisfeita. Definindo U � V XW,

pela linearidade da transformada FBI conclúımos a demonstração.

Observação 2.2.3 (λ admisśıvel). 1. Observe que se supusermos c1, c2 ¡ 0 tais que

tλ ¥Mpc1tq, t ¥ c2 (2.10)

então

a|ξ|λ ¥M
�
c1a1{λ|ξ|� ,

sempre que a1{λ|ξ| ¡ c2. Deste modo, escolhendo θ � c1a1{λ podemos substituir (2.9) por

|Fλ
p upx, ξq| ¤ Ce�

1
2
Mpθ|ξ|q, @ξ P Rm (2.11)

(observando que pelo Teorema 1.1.6 temos que para todo L ¡ 0,

|Fλ
p upt, ξq| ¤ C

¸
α

L|α|

M|α|
sup

xPsupp u

���Bγx !eipt�xq�|ξ|λppt�xq)��� ,
e assim temos que |Fλ

p upt, ξq| � ebMp|ξ|q é limitada em conjuntos compactos).

Os valores λ ¡ 0 tais que a propriedade (2.10) é satisfeita (para algum c1, c2 ¡ 0) são chamados

admisśıveis para a sequência M .

2. Em ([47, Corollary 1.4] encontramos uma condição equivalente à (2.10)).

3. Lembre-se que por [42, Lemma 3.10] temos que G1{λpΩq � EMpΩq é equivalente a existir

constantes positivas C1, C2 tais que Mptq ¤ C1
1
λ
tλ � logC2, para todo t ¡ 0. Deste modo,

G1{λpΩq � EMpΩq se e somente se λ é admisśıvel para a sequência M.

4. Por (1.19), a propriedade (2.10) sempre é satisfeita para λ � 1 e c1 � 1.
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5. É importante observar que M. Christ, em [27], caracterizou regularidade Gevrey (Gs) pelo

decaimento das transformadas Fγ (definidas em (2.2)) que satisfazem a condição

1

s
¤ γ ¤ 1. (2.12)

a qual, no caso Gerey, é equivalente a condição (2.10).

6. No caso anaĺıtico (Mj � j!) a propriedade (2.10) se valida apenas para λ ¥ 1. Isto mais os

Teoremas 2.2.4, 2.3.5 e 2.3.6 explicam o parâmetro das transformadas FBI-BH usado em [16]

(λ � 1) para caracterizar analiticidade. Deste modo relacionamos os resultados deste caṕıtulo

com os trabalhos [27] e [16].

A seguir apresentaremos uma caracterização de regularidade DC via transformadas Fλ
p em que o

parâmetro λ é admisśıvel para sequencia M .

TEOREMA 2.2.4. Sejam x0 P Rm e λ ¤ 1 satisfazendo a condição (2.10). Uma ultradistribuição

u P E 1MpRmq é de classe EM em uma vizinhança de x0 se e somente se existem constantes C, c1, c2 ¡ 0

e uma vizinhança U de x0 tais que

|Fλ
p upx, ξq| ¤ Ce�c1Mpc2|ξ|q, @x P U, ξ P Rm. (2.13)

DEMONSTRAÇÃO. Seja r ¡ 0 a definir e φ P DMpBpx0, rqq tal que φ � 1 em Bpx0,
r
2
q e 0 ¤ φ ¤ 1. Já

que φ � 1 em Bpx0,
r
2
q segue que u � φu em Bpx0,

r
2
q. Assim, pelo Lema 2.2.3 e o primeiro item da

Observação 2.2.2, é suficiente provar (2.13) para φu.

Considere r suficientemente pequeno, de modo que u seja de classe EM em Bpx0, rq. A seguir

provaremos que φu P DMpBpx0, rqq satisfaz a desigualdade (2.13), para |ξ| ¡ 1 (como Fλ
p u é limitada

em conjuntos compactos temos que é suficiente provar esse caso). Como φu P DMpBpx0, rqq, temos

que

ξαFλ
p φupt, ξq � cp

A
φu; ξαeiξpt��qe�|ξ|

λppt��q
E

� cp

»
Bpx0,rq

φpxqupxqe�|ξ|λppt�xqi|α|Bαx reiξpt�xqsdx

� cpp�iq|α|
»
Bpx0,rq

Bαx
�
φpxqupxqe�|ξ|λppt�xq

�
eiξpt�xqdx, @α P Zm� . (2.14)
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Como φu P DMpBpx0, rqq, pela regra de Leibniz, pelo Lema A.1.4 (considerando g � 0, ψ � p e

fpx, yq � x), por (1.8) e por (2.4) vemos que, existem constantes C, c ¡ 0 tais que para todo θ ¡ 0

(independente de C e c) obtemos

|Bαx tφpxqupxqe�|ξ|
λppt�xqu| ¤

¸
β¤α

�
α

β



|Bα�βx tφpxqupxqu| Bβxte�|ξ|

λppt�xqu

¤
¸
β¤α

�
α

β



C |α|�1M|α�β|M|β|eH{θe

1
2
Mpθ|ξ|qe�c|ξ|

λ|t�x|2k

¤ C |α|�1M|α|eH{θe
1
2
Mpθ|ξ|q, (2.15)

para |x�x0|   r, |t�x0|   δ (para algum δ ¡ 0, a determinar) e |ξ| ¡ 1, lembrando que
°
β¤α

�
α
β

� �
2|α|. Aplicando (2.15) em (2.14) temos;

|ξαFλ
p φupt, ξq| ¤ C |α|�1M|α| eH{θ e

1
2
Mpθ|ξ|q; |t� x0|   δ e |ξ| ¥ 1. (2.16)

Denotando ξ � pξ1, . . . , ξmq, vemos que para cada j P Z�

|ξ|j|Fλ
p φupx, ξq| ¤ ?

m
m

max
k�1

t|ξk|ju|Fλ
p φupx, ξq|

(2.16)¤ Cj�1eH{θMje
1
2
Mpθ|ξ|q ¤ C

1

cj2
eH{θMje

1
2
Mpθ|ξ|q, (2.17)

para c2 � 1
C
¡ 0. Escolhendo θ � c2, já que a desigualdade (2.17) vale para todo j natural,

|Fλ
p φupx, ξq| ¤ CeH{c2 inf

j

Mj

p|ξ|c2qj e
1
2
Mpc2|ξ|q ¤ Ce�Mpc2|ξ|qe

1
2
Mpc2|ξ|q � Ce�

1
2
Mpc2|ξ|q. (2.18)

Definindo c1 � 1
2

conclúımos que existem C, c1, c2 ¡ 0 tais que

|Fλ
p φupt, ξq| ¤ Ce�c1Mpc2|ξ|q,

para t em uma vizinhança limitada de x0 e ξ P Rm. (Observe que por (2.15) é posśıvel ver que essa

prova continua válida para o caso mais geral em que p não é um polinômio).

Reciprocamente, considerando u P E 1MpRmq satisfazendo a desigualdade (2.13) provaremos que u é

de classe EM em uma vizinhança de x0 (essa demonstração foi baseada na demonstração da rećıproca

de [15, Theorem V.2.4]). Assim como discutido no começo desta demonstração, é suficiente provar
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que φu (φ P DMpBpx0, rqq, com φ � 1 em Bpx0, r{2q e r suficientemente pequeno a definir) é classe

EM em uma vizinhança de x0. Todavia, para não carregar a notação consideraremos simplesmente

u P E 1MpBpx0, rqq com r suficientemente pequeno a definir. Pela fórmula de inversão das transformadas

FBI-BH (conforme Lema 2.1.5), consideraremos

uεpxq �
»
Rm�Rm

eiξ�px�tqσpεξqFλ
p upt, ξq|ξ|λm{2kdtdξ

� Iε1pxq � Iε2pxq � Iε3pxq � Iε4pxq,

em que Iε1pxq, Iε2pxq, Iε3pxq representam a integral de eiξ�px�tqσpεξqFλ
p upt, ξq|ξ|pλmq{p2kq nos respectivos

domı́nios de integração:

U1 � tpt, ξq : |t� x0|   A1, ξ P Rmu
U2 � tpt, ξq : |t� x0| ¡ A2, ξ P Rmu
U3 � tpt, ξq : A1 ¤ |t� x0| ¤ A2, |ξ| ¥ 1u,
U4 � tpt, ξq : A1 ¤ |t� x0| ¤ A2, |ξ|   1u

com A1, A2 ¡ 0 a definir e σpξq � χ̂pξq
p2πqm tal que χ P DtMupBp0, Rqq (R ¡ 0 suficientemente pequeno

a definir) e
³
χpxqdx � 1. Provaremos que existe uma vizinhança Ux0 de x0 em que cada Iεj converge

em E 1M para uma função de classe EMpUx0q.
Pela hipótese, podemos considerar A1 ¡ 0 tal que |Fλ

p upt, ξq| ¤ Ce�c1Mpc2|ξ|q, quando |t�x0|   A1

e ξ P Rm. Por (1.25) existe c1 ¡ 0 tal que |Fλ
p upt, ξq| ¤ Ce�Mpc1|ξ|q, para todo |t� x0|   A1 e ξ P Rm.

Como χ P DMpRmq � S0pRmq (em que S representa o espaço de Schwartz) temos pχ P SpRmq e

portanto σ � χ̂
p2πqm é limitada. Assim, por (1.23) e o item 7 do Lema 1.1.9 vemos que para todo

x P Rm, pt, ξq P U1 e |ξ| ¡ 1;

|Bαx
�
eiξpx�tqσpεξqFλ

p upt, ξq|ξ|λm{2k
� | ¤ |pχpεξq|

p2πqm Ce
�Mpc1|ξ|q|ξ||α|�λm{2k

¤ C|ξ||α|�λm{2ke�Mpc1|ξ|q

¤ C|ξ||α|�le�Mpc1|ξ|q

(1.23)¤ C
?
A
H |α|�l

c1|α|�l
M|α|�l e�

1
2
Mpc1|ξ|q P L1pRmq (2.19)
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em que l é um inteiro tal que λm
2k
¤ l   λm

2k
� 1. Como Fλ

p u é limitada em conjuntos limitados temos

uma desigualdade do tipo (2.19) satisfeita para o caso |ξ| ¤ 1. Assim podemos aplicar o teorema da

convergência dominada, obtendo

Iε1pxq ÝÑ I1pxq .�
»
U1

eiξ px�tqp2πqmFpupt, ξq|ξ|pλmq{p2kqdtdξ, quando εÑ 0�, (2.20)

uniformemente. Além disso, por (2.19) (considerando ε � 0), podemos derivar sobre o sinal de

integração obtendo:

|Bαx I1pxq| ¤ C l�1M|α|�l

»
e�

1
2
Mpc1|ξ|qdξ

(1.3),(1.24)¤ C |α|�l�1H |α|�l�1MlM|α|

¤ C |α|�1M|α|, (2.21)

já que l é um natural fixo. Portanto Iε1 converge para I1 em E 1MpRmq e além disso I1 P EMpRmq.
Para Iε2 considere A2 ¡ 0 suficientemente grande e r suficientemente pequeno de modo que

r   1   A2

2
(lembrando que u P E 1MpBpx0, rqq). Observe que |t�x1| ¡ A2

2
¥ 1, quando |t�x0| ¡ A2 e

|x1� x0|   r   A2

2
. Note que por (1.17), pela regra de Leibniz e pelo Teorema A.1.3 para todo L ¡ 0

existe CL ¡ 0 tal que

|Fλ
p upt, ξq| � cp

���xu; eiξpt�x
1q�|ξ|λppt�x1qy

��� (1.17)¤ cpCL
¸
α

L|α|M�1
|α| sup

|x1�x0| r
|Bαx1peiξ pt�x

1qe�c|ξ|
λppt�x1qq|

(A.4)¤ cpCL
¸
α

L|α|

M|α|
sup

|x1�x0| r

¸
β¤α

�
α

β



|ξ||α|�|β|

|β |̧

q�1

e�c|ξ|
λ|t�x1|2k ¸

p

β!

|β|¹
j�1

r|ξ|λBαjx1 ppt� x1qskj
kj!pαj!qkj

¤ cpCL
¸
α

L|α|

M|α|
sup

|x1�x0| r

¸
β¤α

�
α

β



|ξ||α|�|β|

|β |̧

q�1

e�c|ξ|
λ|t�x1|2k ¸

p

β!

|β|¹
j�1

r|ξ|λc|t� x1|2kskj
kj!pαj!qkj ,

para |t � x0| ¡ A2, em que na última estimativa existe tal c ¡ 0 pois p é um polinômio de grau 2k.

Como,
rpc{2q|ξ|λ|t�x1|2kskj

kj !
¤ epc{2q|ξ|

λ|t�x1|2k , segue que para todo θ ¡ 0 temos,

|Fλ
p upt, ξq| ¤ cpCL

¸
α

L|α|

M|α|
sup

|x1�x0| r

¸
β¤α

�
α

β



|ξ||α|�|β|

|β |̧

r�1

e�pc{2q|ξ|
λ|t�x1|2k ¸

p

β!

|β|¹
j�1

2kj

¤ cpCL
¸
α

pCLq|α| sup
|x�x0| r

e�pc{2q|ξ|
λ|t�x1|2ke

1
2
Mpθ|ξ|q

�
1� H

θ


|α|
,
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para |t � x0| ¡ A2 e ξ P Rm, em que na última inequação usamos (1.13), (1.23), (A.5), (A.10), que°
β¤α

�
α
β

�
t|α|�|β| � p1� tq|α| e que q ¥ kj. Por outro lado, observe que se |t� x0| ¡ A2 e |x� x0|   r

temos

|t� x1| ¥ |t� x0| � |x1 � x0| ¡ A2 � r ¡ A2

2
,

pois r   A2

2
. Além disso,

|t� x1| ¥ |t� x0| � A2

2
¡ |t� x0| � |t� x0|

2
� |t� x0|

2
,

sempre que |t � x0| ¡ A2 e |x � x0|   r   A2

2
. Deste modo, denotando a

.�
�
c
4

�
A2

2

�2k
�1{λ

, θ
.� ac1,

considerando L suficientemente pequeno, aumentando C (se necessário) e aplicando a propriedade

(2.10) segue que,

|Fλ
p upt, ξq| ¤ Ce�pc{4q|ξ|

λ|t�x1|2ke�pc{4q|ξ|
λ|t�x1|2ke

1
2
Mpθq|ξ|

¤ Ce�
c

22k�2 |ξ|λ|t�x0|2ke�pa|ξ|q
λ

e
1
2
Mpθq|ξ|

(2.10)¤ Ce
� c

22k�2

�
c2

a

	λ|t�x0|2ke�Mpc1a|ξ|q� 1
2
Mpθ|ξ|q

� Ce
� c

22k�2

�
c2

a

	λ|t�x0|2ke� 1
2
Mpθ|ξ|q (2.22)

para |ξ| ¡ c2

a
. Observe ainda que, como Fλ

p u é limitada em conjuntos limitados segue que (2.22) é

satisfeita para todo ξ P Rm. Já que (2.22) é satisfeita para todo ξ P Rm podemos proceder de modo

análogo ao caso anterior (veja (2.19), (2.20) e (2.21)) e concluir que

Iε2pxq Ñ I2pxq .�
»
U1

eiξ px�tqp2πqmFpupt, ξq|ξ|pλmq{p2kqdtdξ, quando εÑ 0�,

uniformemente e ainda I2 P EM . Concluindo assim que em uma vizinhança de x0 temos que Iε2

converge em E 1M para uma função de classe EM .

Agora estudaremos o limite de

Iε3pxq �
»
|ξ|¥1

»
A1¤|t�x0|¤A2

A
upx1q; eiξpx�tqσpεξqeiξpt�x1qe�|ξ|λppt�x1q|ξ|pλmq{p2kq

E
dtdξ

�
»
|ξ|¥1

»
tA1¤|t�x0|¤A2u

¸
β

»
Bpx0; rq

σpεξqBβx1teiξpx�x
1qe�|ξ|

λppt�x1qu|ξ|pλmq{p2kqduβpx1qdtdξ (2.23)

em que uβ são medidas borelianas obtitas aplicando o Teorema 1.1.6. A principal diferença desse caso
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para os demais é que, nesse caso não é posśıvel estimar diretamente a α� ésima derivada (em x) do

integrando por uma função integrável. Para podermos aplicar o teorema da convergência dominada

e derivar sob o sinal de integração se fará necessário um “contorno” do domı́nio de integração na

variável ξ.

A seguir, fixado ε ¡ 0, aplicaremos o teorema de Fubini. Para isso precisamos provar que o

integrando em (2.23) em módulo é integrável. Note que como σ � χ̂
p2πqm e χ P DM segue do Lema

A.1.5 que existe C, b ¡ 0 tais que |σpζq| ¤ Ce�Mpb|ζ|qeR|=ζ|, @ζ P Cm. Dado λm
2k

¤ l P N, pelo Lema

A.1.4 (com gpx1, xq � x � x1, fpx1, xq � x1, ψ � p e θ � cε), pela propriedade (2.4) e pelo Teorema

1.1.6, para arbitrário L ¡ 0 existem constantes CL ¡ 0, C e b (independente de L) tais que

»
t|ξ|¥1u

»
tA1¤|t�x0|¤A2u

¸
β

»
Bpx0,rq

���σpεξqBβx1teiξ�px�x1qe�|ξ|λppt�x1qu|ξ|pλmq{p2kq��� d|uβpx1q|dtdξ
¤ CL

»
|ξ|¥1

»
A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

pCLq|β|
M|β|

Ce�Mpbε|ξ|qe�c|ξ|
λ|t�x1|2ke

1
2
Mpbε|ξ|qC |β|�1M|β|dtdξ

¤ C

»
|ξ|¡1

e�
1
2
Mpbε|ξ|qdξ

(1.24)  �8,

para L suficientemente pequeno e ε ¡ 0 fixado (observe que nesse caso dominamos o integrando por

uma função dependente de ε, a grande dificuldade deste caso, que nos levará a contornar o domı́nio

de integração, é encontrar estimativas dependentes de ε). Deste modo podemos aplicar o teorema

Fubbini e escrever (2.23) do seguinte modo,

Iε3pxq �
»

A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

»
Bpx0;rq,

»
|ξ|¥1

eiξ�px�tqσpεξqBβx1teiξ�pt�x
1qe�|ξ|

λppt�x1qu|ξ|λm{p2kqdξduβpx1qdt.

Também pelo fato do integrando da integral acima ser integrável em valor absoluto temos que

Iε3pxq � lim
SÑ�8

Iε,S3 pxq (2.24)

em que (aplicando o Teorema A.1.3)

Iε,S3 pxq �
»

A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

»
Bpx0; rq,

»
1¤|ξ|¤S

eiξ�px�tqσpεξqBβx1teiξ�pt�x
1qe�|ξ|

λppt�x1qu|ξ|λm{2kdξduβpx1qdt
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Iε,S3 pxq �
»

A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

»
Bpx0; rq,

»
1¤|ξ|¤S

eiξ�px�tqσpεξq
¸
γ¤β

�
β

γ



p�iξqβ�γeiξ�pt�x1q

|γ |̧

q�1

e�|ξ|
λppt�x1q �

�
¸
p

pγq!
|γ|¹
j�1

�|ξ|kjλtBαjx1 ppt� x1qukj
k!pαjq!kj |ξ|λm{2kdξduβpx1qdt, @S ¡ 0

pois Rm � ��8
S�1tξ P Rm : |ξ| ¤ Su. Defina ζpξ, sq � ξ � is|ξ|λpx � x1q, com 0   s ¤ s1   1

2r
(s1 ¡ 0

fixo a escolher). Observe que o ramo da extensão holomorfa do módulo de ζpξ, sq (denotado por

xζpξ, sqy) está bem definido pois

|=ζpξ, sq| ¤ s|ξ|λp|x� x0| � |x0 � x1|q ¤ |ξ| � |Rζpξ, sq|, (2.25)

para |x1 � x0|, |x� x0|   r, |ξ| ¥ 1, λ ¤ 1 e s ¤ s1. Para DS
x1 � tζpξ, sq � ξ � is|ξ|λpx� x1q : 0 ¤ s ¤

s1, 1 ¤ |ξ| ¤ Su, pelo teorema de Stokes vemos que

Iε,S3 pxq �
»

A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

»
Bpx0,rq

$'&'%
»

1¤|ξ|¤S

Iε3px, x1, t, ζpξ, s1q, βq |ζξpξ, s1q|dξ

�
»

|ξ|�S, 0¤s¤s1
Iε3px, x1, t, ζpξ, sq, βq |ζpξ,sqpξ, sq| dpξ, sq

�
»

|ξ|�1, 0¤s¤s1
Iε3px, x1, t, ζpξ, sq, βq |ζpξ,sqpξ, sq| dpξ, sq

�
m̧

j�1

»
DS
x1

B
Bζj

rIε3px, x1, t, ζ, βqs dζ

,/./- duβdt (2.26)

em que

Iε3px, x1, t, ζ, βq � eiζ�px�x
1qσpεζq

¸
γ¤β

�
β

γ



p�iζqβ�γ �

�
|γ |̧

r�1

e�xζy
λppt�x1q¸

p

pγq!
|γ|¹
j�1

�xζykjλtBαjx1 ppt� x1qukj
k!pαjq!kj xζyλm{2k,

|ζpξ,sqpξ, sq| representa o determinante da jacobiana de ζpξ, sq (e para s1 fixo representaremos o de-

terminante da jacobiana de ζpξ, s1q por |ζξpξ, s1q| no caso da primeira integral a direita em (2.26));

observe que |ζξpξ, s1q| é limitado (procedendo de modo análogo à (2.3), pois |ξj| � |ξ|λ�2 ¤ |ξ|λ�1 ¤ 1,
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quando |ξ| ¥ 1 e 0   λ ¤ 1 ) e Jpξ, sq ¤ CSm. Nosso objetivo é provar que, independente de ε, cada

uma das integrais converge uniformemente em uma vizinhança Ux0 de x0 para uma função de classe

EMpUx0q, quando S Ñ �8 e εÑ 0.

Como a terceira integral à direita em (2.26) possui domı́nio de integração limitado (não dependente

de S) e ainda o integrando é uma função de classe EM na variável x segue que quando ε Ñ 0 esta

integral converge à uma função de classe EM na variável x (em uma vizinhança aberta, de modo

análogo ao que fizemos para Iε1 e Iε2).

A seguir provaremos que o integrando da quarta integral em (2.26) é zero. Observe que pelo

teorema de Paley-Wiener temos σ é holomorfa. Deste modo é suficiente provar que xζyρ é holomorfa

(na variável ζ) em DS
x1 para ρ P t λ

2k
, λu (logo, é suficiente provar para ρ � λ

2k
). Lembrando que

ζpξ, sq � ξ � is|ξ|λpx� x1q e considerando s ¤ s1   1, com s1 suficientemente pequeno, temos

Rtrζpξ, sqs2u ¥ |ξ|2 � s2|ξ|2λpr � rq2 ¥ |ξ|2p1� 4s2r2q, (2.27)

para |x1 � x0|   r e |x � x0|   r (com r suficientemente pequeno tal que 1 � 4s2r2 ¥ 1 � 4r2 ¡ 0).

Como =trζpξ, sqs2u ¤ 2s|ξ|λ�1|x� x1| ¤ 4s|ξ|2r (para |x� x0|   r, |x1 � x0|   r |ξ| ¥ 1 e 0   λ ¤ 1)

e Rtrζpξ, sqs2u ¤ |ξ|2 temos

costargprζpξ, sqs2qu � Rtrζpξ, sqs2u
rpRtrζpξ, sqs2uq2 � p=trζpξ, sqs2uq2s1{2 ¥

|ξ|2p1� s24r2q
r|ξ|4 � 16s2r2|ξ|4s1{2 �

p1� 4s2r2q?
1� 16s2r2

.

Como cos2 θ
2
� pcos θq�1

2
e 0   s   s1 temos

cos
arg rζpξ, sqs2

2
�

�
cos parg rζpξ, sqs2q � 1

2


1{2
¥
�

1�4s2r2?
1�16s2r2

� 1

2

�1{2

�
�

1� 4s2r2 �?
1� 16s2r2

2
?

1� 16s2r2


1{2
.

Por outro lado,

lim
sÑ0�

�
1� 4s2r2 �?

1� 16s2r2

2
?

1� 16s2r2


1{2
� 1.

e

cos
arg rζpξ, sqs2

2
¤ 1.
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Assim, do teorema do confronto segue que

lim
sÑ0�

cos
arg rζpξ, sqs2

2
� 1.

Então,

lim
sÑ0�

arg rζpξ, sqs2
2

� 0. (2.28)

Logo, para todo 0   ρ ¤ 1 existe s1 tal que

�ρπ
4
  arg rζpξ, sqs2

2
  ρπ

4
,

para s   s1. Sendo ρ � λ
2k

como xζyρ � e
ρ
2
tlog|ζ2|�i arg ζ2u e também �ρπ

2
  arg ζ2   ρπ

2
segue que

xζyρ é holomorfa em Dx1 . Além disso, xζyλ também define uma função holomorfa em Dx1 . Portanto

conclúımos que o integrando da quarta integral à direita de (2.26) é zero.

Antes de estudar a primeira e a segunda integral à direita em (2.26) mostraremos que existe a ¡ 0

tal que Rxζpξ, sqyλ ¥ a|ξ|λ. Observe que por (2.28) temos que costpλ{2q argrζpξ, sqs2u ¥ 1
4
, para s   s1

(diminuindo s1, se necessário) e de (2.27) obtemos |Rrζpξ, sqs2| ¥ |ξ|2
2

(diminuindo s1 de modo que

sr   1?
8

e a partir de agora s1 não será diminúıdo novamente). Como | rζpξ, sqs2 | ¥ |R rζpξ, sqs2 | ¥ |ξ|2
2

temos

Rtxζpξ, sqyλu � Rteλ2 plog |rζpξ,sqs2|�i arg ζ2qu � e
λ
2

log |rζpξ,sqs2| costpλ{2q argrζpξ, sqs2u
¥ 1

4
|rζpξ, sqs2|pλ{2q ¥ 1

4 � 2λ{2 |ξ|
λ ¥ |ξ|λ

8
. (2.29)

A seguir serão estimados os integrandos da primeira e da segunda integral a direita em (2.26). Já

que ζpξ, sq � ξ � is|ξ|λpx� x1q, segue que

|xζpξ, sqyρ| � |e ρ2 plog |ζpξ,sq|2�i argrζpξ,sqs2q| ¤ |ζpξ, sq|ρ ¤ p|ξ| � s

2
|ξ|qρ ¤ p2|ξ|qρ,

para todo ρ ¡ 0, |x�x0|   r, |x1�x0|   r e r   1
4
. Pelo Teorema A.1.5 (aplicado a χ P DMpBp0, Rqq),
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(2.4), (2.29), (A.9), (A.10) e (A.13),

|Iε3px, x1, t, ζpξ, sq, βq| ¤ e�s|ξ|
λ|x�x1|2Ce�Mpc1|εζpξ,sq|qeRs|ξ|

λ|x�x1| ¸
γ¤β

�
β

γ



|ζpξ, sq||β|�|γ| �

�
|γ |̧

r�1

e�cp|ξ|
λ{8q|t�x1|2k ¸

p

pγq!
|γ|¹
j�1

p2|ξ|qkjλCkj

k!pαjq!kj r2|ξ|sλm{p2kq

¤ e�Mpc1ε2|ξ|qr2|ξ|sλm{p2kqe�s|ξ|λ|x�x1|2eRs|ξ|λ|x�x1|
¸
γ¤β

�
β

γ



r2|ξ|s|β|�|γ| �

�
|γ |̧

r�1

e�pc{8q|ξ|
λ|t�x1|2k ¸

p

pγq!
|γ|¹
j�1

r2|ξ|s|γ|λC |γ|

k!
4�|γ|

1

|γ|!
¤ e�Mpc1ε2|ξ|qC |β|r2|ξ|sλm2k �|β|e�s|ξ|λ|x�x1|2eRs|ξ|λ|x�x1|e�pc{8q|ξ|λ|t�x1|2k ,

para |x1 � x0| ¤ r, x em uma vizinhança suficientemente pequena de x0 a escolher e s   s1   1,

lembrando que como p é um polinômio existe constante uma constante que (sobre compactos) domina

p e suas derivadas. A seguir dividiremos as estimativas em dois casos:

1. Se |x1 � x0|   A1

2
então

|t� x1| ¥ |t� x0| � |x1 � x0| ¥ A1

2
,

para A1 ¤ |t� x0| ¤ A2. Assim, lembrando que s   1 e assumindo R   c
2

�
A1

2

�2k
segue que

e�s|ξ|
λ|x�x1|2�Rs|ξ|λ�c|ξ|λ|t�x1|2k ¤ eR|ξ|

λ�cpA1
2 q2k|ξ|λ � e�γ1|ξ|

λ ¤ e�γ1s|ξ|
λ

,

para γ1 � c
2

�
A1

2

�2k
.

2. Se A1{2   |x0 � x1| ¤ r (observe que se r ¤ A1{2 não é preciso considerar esse caso) então

|x� x1| ¥ |x1 � x0| � |x� x0| ¡ A1

2
� A1

4
� A1

4
,

para |x� x0|   A1

4
.

Logo,

e�s|ξ|
λ|x�x1|2�Rs|ξ|λ�c|ξ|λ|t�x1|2k ¤ e�s|ξ|

λpA1
4
q2�Rs|ξ|λ ¤ e�γ2s|ξ|

λ

,

escolhendo R suficientemente pequeno de modo que γ2 � �R � pA1{4q2 ¡ 0.

Por esses dois itens vemos que podemos fixar uma vizinhança Ux0 de x0 de modo que diminuindo
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R, se necessário, existem C, γ ¡ 0 tais que

|Iε3px, x1, t, ζpξ, sq, βq| ¤ C |β|�1|ξ||β|�me�Mpc1ε2|ξ|qe�γs|ξ|
λ

(2.30)

para x P Ux0 e |ξ| ¥ 1 (lembrando que 0   λ ¤ 1). Para L ¡ 0 suficientemente pequeno, aplicando

(1.15), segue que a segunda integral a direita em (2.26) (lembrando que nesse caso |ζpξ,sqpξ, sq| ¤ Sm)

é estimada por

»
A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

»
B

»
t|ξ|�S, 0¤s¤s1u

|Iε3px, x1, t, ζpξ, sq, βq| � |ζpξ,sqpξ, sq| � dpξ, sqd|uβ|px1qdt

¤
»

A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

»
B

»
t|ξ|�S, 0¤s¤s1u

C |β|�1|ξ||β|�me�Mpc1ε2Aqe�γs|ξ|
λ � Smdpξ, sqd|uβ|px1qdt

¤
¸
β

CLL
|β|

M|β|

» s1

0

C |β|�1e�Mpc1ε2Sqe�γsS
λ � S|β|�3mds

¤
¸
β

CLpCLq|β|s1M3m

?
A
H |β|�3m

p2c1εq|β| e
� 1

2
Mpc1ε2Sq,

em que a última desigualdade segue de (1.23) e (1.3). Observe que para cada ε ¡ 0 fixado existe

L ¡ 0 suficientemente pequeno de modo que a soma acima é finita (se reduzindo a Ce�
1
2
Mpc1ε2Sq) e

deste modo, com ε ¡ 0 fixado, a segunda integral à direita em (2.26) converge para zero, quando

S Ñ �8. De fato, para ε ¡ 0 fixado, pela definição da função associada M(veja (1.18)) temos

e�
1
2
Mp2c1εSq ¤ e�

1
2

logtp2c1εSq2{M2u ¤ M
1{2
2

2c1εS
Ñ 0,

quando S Ñ �8. Portanto podemos concluir que a segunda integral à direita em (2.26) converge

para zero, quando AÑ �8.
Para primeira integral à direita em (2.26) observe que, por (2.30), lembrando que |ζξpξ, s1q| é

limitada e aplicando (2.10), temos

||Iε3px, x1, t, ζpξ, sq, βq| � |ζξpξ, s1q|| ¤ C |β|�1|ξ||β|�me�γs1|ξ|λ (2.10)¤ C |β|�1|ξ||β|�me�Mpc2|ξ|q

(1.23)¤ C |β|�1M|β|�me�
1
2
Mpc2|ξ|q (2.31)

para γ1{λs11{γ|ξ| ¥ c1. Além disso, como |ξ||β|�me 1
2
Mpc2|ξ|q é limitado em conjuntos compactos temos
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que (2.31) é válida para |ξ| ¡ 1. Por outro lado,

»
tA1¤|t�x0|¤A2u

¸
β

»
B

»
|ξ|¥1

C |β|�1M|β|e�Mpc2|ξ|qdξduβpx1qdt

¤ CL
¸
β

pCLqβ
M|β|

M|β|

»
|ξ|¥1

e�Mpc2|ξ|qdξ   �8.

Assim, segue do teorema da convergência dominada que Iε3pxq converge para

I3pxq .�
»

A1¤|t�x0|¤A2

¸
β

»
B

$'&'%
»

1¤|ξ|

eiζpξ,s
1q�px�x1qσp0q

¸
γ¤β

�
β

γ



piζpξ, s1qqβ�γ �

�
|γ |̧

r�1

e�xζpξ,s
1qyλppt�x1q¸

p

pγq!
|γ|¹
j�1

�xζpξ, s1qykjλtBαjx1 ppt� x1qukj
k!pαjq!kj xζpξ, s1qyλm{2k|ζξpξ, s1q|dξ

�
»

|ξ|�1 0¤s¤s1
eiζpξ,sq�px�x

1qσp0q
¸
γ¤β

�
β

γ



piζpξ, sqqβ�γ

|γ |̧

r�1

e�xζpξ,sqy
λppt�x1q �

�
¸
p

pγq!
|γ|¹
j�1

�xζpξ, sqykjλtBαjx1 ppt� x1qukj
k!pαjq!kj xζpξ, sqyλm{2k|ζpξ,s1qpξ, s1q|dpξ, sq

+
.

Para provar que I3 P EM em algum aberto basta ver que de modo análogo às estimativas feitas

anteriormente (para ε � 0) podemos dominar as derivadas parciais Bαx dos integrandos (na definição

de I3) por funções integráveis e derivando sobre o sinal de integração podemos concluir que I3 P EM .

Como o domı́nio de integração U4 é limitado segue que Iε4 P Cω � EM , para cada ε ¡ 0, e Iε4

converge uniformemente para uma função I4 P CωpCmq, quando εÑ 0�.

Portanto existe vizinhança Ux0 (interseção das vizinhanças de x0 dadas em cada caso) de x0 tal

que, limεÑ0� uεpxq � limεÑ0�
°4
j�1 I

ε
j �

°4
j�1 Ij P EM uniformemente.

2.3 Caracterização de micro-regularidade de classes de Denjoy-Carleman

O principal objetivo desta seção é definir e estudar a micro-regularidade DC de ultradistribuições.

Seguindo as definições e resultados de micro-regularidade suave (e anaĺıtica) apresentados em [15,

Chapter V] definiremos micro-regularidade DC via ultraditribuições a valores de fronteira bf (no

sentido de D1
M) e graças as condições necessárias e suficientes para existência de ultradistribuições a

valores de fronteira bf apresentadas em [4] mostraremos que a micro-regularidade DC é equivalente
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a um decaimento das transformadas Fλ
p .

Se M é a função associada a sequência pMjq, seu conjugado de Young w� : r0,�8q Ñ r0,�8s é

definido por w�prq � supt¥0tMptq � rtu. Em [48] encontramos a definição da seguinte função

M�psq � � log inf
pPN

"
spMp

p!

*
.

Além disso em [48] os autores provam que para todo H ¡ 1 existe uma constante C tal que

M�pHsq � C ¤ w�psq ¤M�psq, @s ¡ 0. (2.32)

Outra propriedade importante para M� é;

Mptq ¤ inf
s
tM�psq � stu, @t ¥ 0. (2.33)

De fato, observe que pela definição de M� e pela continuidade da função log temos

inf
s¥0
tM�psq � stu � inf

s¥0

"
� log inf

j

"
sjMj

j!

*
� logpestq

*
� inf

s¥0
tsup

j
tlog

�
j!

sjMj



� logpestquu

¥ inf
s¥0

"
sup
j

"
log

j!

sjMj

� log
pstqj
j!

**
� sup

j
log

tj

Mj

�Mptq,

para todo t ¥ 0.

A seguir será apresentada uma condição equivalente a existência de ultradistribuições à valores

de fronteira.

TEOREMA 2.3.1. ([4, Theorem 3.1]). Sejam, V � Rm um subconjunto aberto, Γ � Rm um cone

aberto com vertice na origem, Γδ � ΓX Bp0, δq, uma função f P C0pV � iΓδq e V uma estrutura de

posto n, de classe EM (localmente gerada por campos L1, . . . , Ln que possuem coeficientes de classe

EM) e localmente integrável, satisfazendo

1. Ljf P L8pV � iΓδq, 1 ¤ j ¤ n;

2. para todo η ¡ 0 temos

|fpx� itq|e�ηM�p|t|{ηq   8. (2.34)



50

Então existe a ultradistribuição a valor de fronteira bf
.� limΓQtÑ0 fp�, tq, em que o limite é

dado na topologia de D1
MpV q.

As funções que satisfazem (2.34) serão chamadas funções com crescimento M��exponencial.

Para definição de micro-regularidade DC se faz necessária a definição de extensão M�quase

anaĺıtica.

DEFINIÇÃO 2.3.2. Seja Ω � Rm aberto e f P EMpΩq. Uma função f̃ P EMpΩ�p�1, 1qmq é chamada

extensão M�quase anaĺıtica de f se:

1. f̃px, 0q � fpxq, para todo x P Ω; e

2. para todo z � x � iy P U � p�1, 1qm e N � 1, 2, . . . existe uma constante C ¡ 0 independente

de N tal que �����Bf̃Bz pzq
����� ¤ CN�1MN

N !
|y|N . (2.35)

Observe que a condição (2.35) é equivalente a�����Bf̃Bz pzq
����� ¤ Ce�M

�pC|y|q. (2.36)

Uma função f̃ P EMpΩ � V q satisfazendo a desigualdade (2.36) é chamada M�quase anaĺıtica. É

importante lembrar que em [3] os autores demonstraram que toda função de classe EM possui uma

extensão M�quase anaĺıtica.

Lembrando que podemos definir a micro-regularidade suave de uma distribuição a partir da soma

de distribuições a valores de fronteira bf , com f quase anaĺıtica e de crescimento temperado (veja

[15, Definition V.2.5, Definition V.2.11 e Theorem V.3.7], no caso de micro-regularidade anaĺıtica a

definição é análogo, considerando f anaĺıtica no lugar de quase anaĺıtica), somos motivados a definir

M�micro-regularidade do seguinte modo:

DEFINIÇÃO 2.3.3. Sejam u P D1
MpRmq, x0 P Rm, ξ0 P Rm. Dizemos que u é M�micro-regular em

px0, ξ
0q se existem vizinhança V de x0 e cones abertos e agudos Γ1, . . . ,Γk em Rmzt0u satisfazendo:

1. ξ0 � Γj   0
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2. para algum δ ¡ 0 existem funções fj as quais são M�quase anaĺıticas em V � pΓjqδ, com

crescimento M��exponencial (logo bfj existe em uma vizinhança de x0, para j � 1, 2, . . . , k )

e ainda u � °k
j�1 bfj em uma vizinhança de x0.

Tendo definido M�micro-regularidade é natural definir o conjunto frente de onda de classe EM :

DEFINIÇÃO 2.3.4. Seja u P E 1M . O M�conjunto frente de onda de u, denotado por WFMpuq,
é o conjunto dos pares px0, ξ0q P Rm � Rm em que u não é M�micro-regular. Nós denotaremos

WFMpuqp � WFMpuq X ptpu � Rmq.

A seguir serão apresentados dois teoremas que caracterizaram o conjunto frente de onda EM de

uma M�ultradistribuição via decaimento das transformadas FBI-BH Fλ
p (apresentadas no Exemplo

2.1.3).

TEOREMA 2.3.5. Sejam x0 P Rm, u P E 1MpRmq, 0   λ ¤ 1 admisśıvel para M (isto é, a propriedade

(2.10) é satisfeita) e ppxq �
¸

|α|�2k

aαy
α um polinômio satisfazendo (2.4). Se ξ0 R WFMpuq0 então

existe uma vizinhança W de 0 em Rm, um cone aberto C em Rmz0 contendo ξ0 e constantes c, C ¡ 0

tais que

|Fλ
p puqpt, ξq| ¤ Ce�Mpc|ξ|q, pt, ξq P W � C. (2.37)

DEMONSTRAÇÃO. Antes de demonstrar o caso geral demonstraremos o seguinte caso particular:

Seja ξ0 R WFMpuq|0 de modo que, existe δ ¡ 0, um cone Γ � Rmzt0u, tal que ξ0 � Γ   0,

uma vizinhança aberta V � Rm de 0 e uma função M�quase anaĺıtica f P EMpV �
iΓq, com crescimento M��exponencial e tal que u � bf em D1

MpV q, então existe uma

vizinhança W da origem e um cone aberto e conexo C com vértice na origem em que a

desigualdade (2.37) é satisfeita.

Como ξ0 � Γ   0, fixado v0 P Γ podemos considerar c1 ¡ 0 suficientemente pequeno a ser definido

de modo que
ξ0

|ξ0| �
v0

|v0| ¤ �c1.

Seja
°

|α|�2k aα � ρ e g P DMpBCp0, c1{p8 �22kρqqq 1 tal que 0 ¤ g ¤ 1 e g � 1 em BCp0, 3c1{p32 �22kρqq.
Já que u � gu em BCp0, 3c1{p32 � 22kρqq pelo Lema 2.2.2 é suficiente demonstrar a estimativa (2.37)

1Denotaremos BCp0, rq �

"
z � px1 � iy1, . . . , xm � iymq P Cm :

�°m
j�1 x

2
j �

°m
j�1 y

2
j

	1{2
  r

*
, para r ¡ 0.
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para Fλ
p pguq, no lugar de Fλ

p puq. Como u � bf em D1
MpV q, considerando c1 suficientemente pequeno

tal que Bp0, c1{p8 � 22kρqq � V e aplicando definição da transformada Fλ
p , segue que

Fλ
p pguqpt, ξq � cp

@pg � uqy, eQpt,y,ξqD � cp
@
uy, gpyqeQpt,y,ξq

D
� cp lim

ΓQvÑ0

»
fpy � ivqgpyqeQpt,y,ξqdy � cp lim

RQτÑ0�

»
f

�
y � iτ

v0

|v0|


gpyqeQpt,y,ξqdy,

em que Qpt, y, ξq � iξ � pt � yq � |ξ|λppt � yq. Considerando χ P DMpBp0, c1{p16 � 22kρqqq, tal que

0 ¤ χ ¤ 1 e χ � 1 em Bp0, c1{p32 � 22kρqq; e uma constante σ ¡ 0 a ser determinada, defina

z̃py, sq � y � isχpyq v0

|v0| .

Com o objetivo de contornar o domı́nio de integração, para cada τ ¡ 0 fixado aplicaremos o Teorema

de Stokes na variável y para variedade

D � ty � isχpyq v0

|v0| : |y| ¤ c1{p16 � 22kρq, 0 ¤ s ¤ σu.

Supondo 0   τ, σ ¤ 1 suficientemente pequenos de modo a z̃py, sq� iτ v0
|v0| P Bpx0, c

1{p16 �22kρqq� iΓδ,
para todo y P Bpx0, c

1{p16 � 22kρqq e 0   s   σ; aplicando o teorema de Stokes (para cada τ ¡ 0

suficientemente pequeno fixado) segue que

Fλ
p pguqpt, ξq � lim

τÑ0�

»
f

�
z̃py, σq � iτ

v0

|v0|


� gpz̃py, σqqeQpt,z̃py,σq, ξq|z̃ypy, σq|dy

�
m̧

j�1

»
D

B
Bzj

"
f

�
z � iτ

v0

|v0|


� gpzqeQpt,z,ξq

*
dwj ^ dz1 ^ � � � ^ dzm,

em que z̃ypy, σq representa o determinante da matriz jacobiana da função y ÞÑ z̃py, σq.
Como eQpt,z,ξq � eiξ�pt�zq�|ξ|

λppt�zq P OpCmq na variável z (com t e ξ como parâmetros) obtemos,

Fλ
p pguqpt, ξq � lim

τÑ0�

»
f

�
z̃py, σq � iτχpyq v0

|v0|


gpz̃py, σqqeQpt,z̃py,σq,ξq|z̃ypy, σq|dy

�
m̧

j�1

»
D

B
Bzj

"
f

�
z � iτ

v0

|v0|


gpzq

*
eQpt,z,ξqdzj ^ dz1 ^ � � � ^ dzm.

Além disso, se z P D temos que |z| ¤ c1

p16�22kρq � σ   3c1

32�22kρ (considerando σ   c1{p32 � 22kρq) e então
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gpzq � 1. Logo,

Fλ
p pguqpt, ξq � lim

τÑ0�

»
f

�
z̃py, σq � iτχpyq v0

|v0|


gpz̃py, σqqeQpt,z̃py,σq,ξq|z̃ypy, σq|dy (2.38)

�
m̧

j�1

»
D

B
Bzj

"
f

�
z � iτ

v0

|v0|

*

eQpt,z,ξqdzj ^ dz1 ^ � � � ^ dzm.

A seguir estimaremos a parte real de Q (RQ). Como o produto interno é uma função cont́ınua e

ξ0
|ξ0| � v0

|v0| ¤ �c1 existe uma vizinhança aberta W 1 � Sm�1 de ξ0
|ξ0| tal que

ξ � v0

|v0|   �c
1

2
, @ξ P W 1.

Definindo

C .� tξ P Rm :
ξ

|ξ| P W
1u,

temos

RtQpt, z̃py, sq, ξqu �R
$&%iξ �

�
t� y � isχpyq v0

|v0|


� |ξ|λ

¸
|α|�2k

aα

�
t� y � isχpyq v0

|v0|

α

,.-
¤� sχpyqc

1

2
|ξ| � |ξ|λ

¸
|α|�2k

aα
¸

0¤β¤α

�
α

β



pt� yqα�βR

#�
�isχpyq v0

|v0|

β

+

¤� sχpyqc
1

2
|ξ| � |ξ|λppt� yq

� |ξ|λ
¸

|α|�2k

aα
¸

0 β¤α

�
α

β



pt� yqα�βR

#�
�isχpyq v0

|v0|

β

+
(2.4)¤ � sχpyqc

1

2
|ξ| � |ξ|λc|t� y|2k � |ξ|λ

¸
|α|�2k

aα
¸
|β|�1

�
α

β



|t� y||α�β| sχpyq

� |ξ|λ
¸

|α|�2k

aα
¸

0 β¤α, |β|¡1

�
α

β



|t� y||α�β| psχpyqq2 (2.39)

para ξ P C, |y|   c{p8 � 22kρq, s ¤ σ   1 e t em uma vizinhança da origem à definir. Para obter uma

melhor estimativa consideraremos dois casos distintos:

1. Caso |y|   c1{p32 � 22kρq. Nesse caso |t � y| ¤ c1

32�22kρ � c1

32�22kρ � c1

16�22kρ   1, para |t|   c1

32�22kρ

e c1   16 � 22kρ. Além disso, pela definição de χ temos χpyq � 1. Então, lembrando que
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|α|�2k

aα � ρ ¡ 0 e λ ¤ 1 temos

RtQpt, z̃py, sq, ξqu ¤ �sc
1

2
|ξ| � |ξ|

¸
|α|�2k

aα
¸
|β|�1

�
α

β



|t� y||α�β| s

�|ξ|
¸

|α|�2k

aα
¸

0 β¤α, |β|¡1

�
α

β



|t� y||α�β|s2

¤ �s|ξ|
�
c1

2
� ρ22k

�
c1

16 � 22kρ



p1� sq

�
¤ �s|ξ|

�
c1

2
� c1

16
p1� σq

�
¤ �s|ξ|3c

1

8

para s ¤ σ ¤ 1, |y|   c1{p32 � 22kρq, |t|   c1{p32 � 22kρq e |ξ| ¡ 1.

2. Caso c1{p32 � 22kρq ¤ |y| ¤ c1{p8 � 22kρq. Nesse caso temos |t� y| ¤ 3c1

16�22kρ   1, para |t|   c1

16�22kρ

(e considerando c1 suficientemente pequeno de modo que c1   5 � 22kρ). Assim, escolhendo

c1   5 � 22kρ e σ   1
3
, temos que

�c
1

4
�

¸
|α|�2k

aα
¸
|β|�1

�
α

β



|t� y||α�β| �

¸
|α|�2k

aα
¸

0 β¤α, |β|¡1

�
α

β



|t� y||α�β|sχpyq

¤ �c
1

4
� 3c1

16
� 3c1

16
σ   0. (2.40)

Por outro lado, |t� y| ¥ c1

32�22kρ � c1

64�22kρ � c1

64�22kρ , sempre que c1{p32 � 22kρq ¤ |y| ¤ c1{p8 � 22kρq,
|t|   c1

64�22kρ . Colocando s|ξ|λχpyq em evidencia nos dois últimos termos de (2.39), por (2.40)

segue que

RtQpt, z̃py, sq, ξqu ¤ �sχpyqc
1

2
|ξ| � |ξ|λc|t� y|2k � sχpyqc

1

4
|ξ|λ

¤ �sχpyqc
1

4
|ξ| � s|ξ|λc

�
c1

64 � 22kρ


2k

,

para s ¤ σ ¤ 1, c1{p32 � 22kρq ¤ |y| ¤ c1{p8 � 22kρq, |t|   c1

64�22kρ , |ξ| ¡ 1 e λ ¤ 1.

Destes dois itens conclúımos que existe c1 ¡ 0 tal que

RQpt, z̃py, sq, ξq   �c1s|ξ|, |y|   c1{p32 � 22kρq; (2.41)

RQ̃pt, z̃py, sq, ξq   �sχpyqc1|ξ| � sc1|ξ|λ, c1{p32 � 22kρq ¤ |y| ¤ c1{p8 � 22kρq; (2.42)
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para s ¤ σ ¤ 1, |t|   c1

64�22kρ , ξ P C ( tal que |ξ| ¡ 1) e λ ¤ 1. Com intuito de estimar Fλ
p pguqpt, ξq

estimaremos as duas integrais à direita em (2.38). Observe que dado z P D existe y P Bp0, c1{p16 �
22kρqq e s P r0, σs tais que

fpzq � f

�
y � isχpyq v0

|v0| � iτ
v0

|v0|


.

Para estimar a segunda integral à direita em (2.38) observe que como f é uma função M�quase

anaĺıtica (ou seja, f satisfaz (2.36)) segue que�����Bzjf��y � isχpyq v0

|v0| � iτ
v0

|v0|


� eQpt,z̃py,sq,ξq

���� ¤ Ce�M
�pc2psχpyq�τqqeRQpt,z̃py,sq,ξq.

Novamente separaremos em dois casos:

1. Caso |y|   c1{p32 � 22kρq. Lembrando que nesse caso χpyq � 1 e aplicando (2.41) segue que

e�M
�pc2psχpyq�τqqeRQ̃py,t,ξ,sq

(2.41)¤ e�M
�pc2ps�τqqe�c1ps�τq|ξ|ec1τ |ξ| ¤ e� infθtM�pθq�θpc1{c2q|ξ|uec1τ |ξ|

(2.33)¤ e�Mpc3|ξ|qec1τ |ξ| τÑ0ÝÑ e�Mpc3|ξ|q

para c3 � c1{c2, s ¤ σ ¤ 1, |t|   c1

64�22kρ , ξ P C ( tal que |ξ| ¡ 1) e λ ¤ 1.

2. Caso c1{p32 � 22kρq ¤ |y| ¤ c1{p8 � 22kρq. Por (2.33) e (2.42) temos

e�M
�pc2psχpyq�τqqeRQ̃py,t,ξ,sq

(2.42)¤ e�M
�pc2psχpyq�τqqe�sχpyqc1|ξ|�sc1|ξ|

λ

¤ e�M
�pc2psχpyq�τqqe�c2psχpyq�τqpc1{c2q|ξ|eτc1|ξ|

(2.33)¤ e�Mpc3|ξ|qec1τ |ξ| τÑ0ÝÑ e�Mpc3|ξ|q.

Destes dois itens (observando que o determinante da matriz jacobiana da função py, sq ÞÑ z̃py, sq é

limitado) podemos concluir que

lim
τÑ0�

m̧

j�1

»
D

B
Bzj

"
f

�
z � iτ

v0

|v0|


gpzq

*
eiξ�pt�zq�|ξ|

λppt�zqdzj ^ dz1 ^ � � � ^ dzm ¤ Ce�Mpc3|ξ|q, (2.43)

para σ ¤ 1
3
, |t|   c1

64�22kρ , ξ P C ( tal que |ξ| ¡ 1) e λ ¤ 1.

Para estimar a primeira integral à direita em (2.38) observe que como u � bf em D1
MpΩq, pela

topologia estabelecida no espaço das M�ultradistribuições e pelo Teorema 1.1.6 podemos encontrar
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δ0 ¡ 0 tal que para todo 0   δ   δ0 e ε ¡ 0 existe Cε ¡ 0 tal que����Bf �z̃p�q � iτχp�q v0

|v0|


, φpt, �, ξq

F���� ¤ Cε
¸
α

ε|α|M�1
|α| ‖ Bαy φpt, y, ξq ‖L8y ,

para todo φpt, �, ξq P DMpΩq (em que t e ξ são encarados como parâmetros). Considerando

φpt, y, ζq � gpz̃py, σqqeQpt,z̃py,σqξqz̃ypy, σq,

e W � Bp0, c1

64�22kρq, por (2.38) e (2.43) temos

��Fλ
p pguqpz, ζq

�� ¤ Ce�Mpc3|ξ|q � Cε
¸
α

ε|α|M�1
|α| ‖ Bαy φpt, y, ξq ‖L8y . (2.44)

para σ ¤ 1
3
, t P W ξ P C ( tal que |ξ| ¡ 1) e λ ¤ 1. Observe que como g, z̃, z̃yp�, σq P EM , pela regra

de Leibnitz, temos

|Bαy φpt, y, ξq| �
¸
β¤α

�
α

β



C |α�β|M|α�β|

��Bβy eQpt,z̃py,σq,ξq�� . (2.45)

Pelo Lema A.1.4 (lembrando que Qpt, z̃py, σq, ξq � iξ � pt�y� iσ v0
|v0|q�|ξ|λppt�y� iσχpyq v0|v0|q) temos:

|Bαy φpt, y, ξq| �
¸
β¤α

�
α

β



C |α�β|M|α�β|eRQpt,z̃py,σq,ξqe

1
2
Mpθ|ξ|qeH{θC |β|�1M|β|,

em que t P W, |y|   c1

8�22kρ e |ξ| ¡ 1. Observe que de (1.19), (2.10) (2.41), (2.42) e diminuindo c3 (se

necessário) temos

RQpt, z̃py, σq, ξq   �Mpc3|ξ|q, ,

em que t P W, |y| ¤ c1{p8 �22kρq e ξ P CR � CzBp0, Rq com R ¡ 0 suficientemente grande (dependendo

apenas da sequencia M). Considerando θ � c3 temos

|Bαy φpt, y, ξq| ¤ C |α|�1M|α|e�
1
2
Mpc3|ξ|q, pt, y, ξq P W �Bp0, c1{p8 � 22kρqq � CR.

Assim, voltando em (2.44) e escolhendo ε suficientemente pequeno segue que,

|Fλ
p pguqpt, ξq| ¤ Ce�

3
2
Mpc3|ξ|q, (2.46)
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para pt, ξq P W � C (já que, Fλ
p pguqe�Mpc3|ξ|q é limitada em conjuntos limitados).

Deste modo completamos a demonstração do caso particular proposto no ińıcio. O caso geral

segue pela linearidade das transformadas FBI-BH.

A seguir apresentaremos a rećıproca do Teorema 2.3.5.

TEOREMA 2.3.6. Seja u P D1
MpRmq, p um polinômio real homogêneo e eĺıptico de grau 2k e

0   λ ¤ 1, tal que λ é admisśıvel para sequencia M (isto é, a propriedade (2.10) é satisfeita).

Se existe uma vizinhança aberta W � Rm de 0, uma vizinhança cônica aberta convexa centrada na

origem C � Rm de ξ0 P Rm, e constantes c, C ¡ 0 tais que

|Fλ
p puqpt, ξq| ¤ Ce�Mpc|ξ|q, @pz, ζq P W � C, (2.47)

então ξ0 R WFMpuq|0.

DEMONSTRAÇÃO. Seja r ¡ 0 um número real suficientemente pequeno (a definir) e φ P DMpBp0, rqq
tal que φ � 1 em Bp0, r{2q. O Lema 2.2.2 nos garante que para provar que ξ0 R WFMpuq0 é suficiente

provar que ξ0 R WFMpφuq0. Para simplificar a notação, no lugar de φu escreveremos simplesmente

u P E 1MpBp0, rqq. Pelo Lema 2.1.5, temos

upxq � lim
εÑ0�

»
Rm�Rm

eiξ�px�tqσpεξqFλ
p upt, ξq|ξ|m{2kdtdξ,

em E 1MpBp0, rqq. Assim como feito em [15, Theorem V.3.7] podemos considerar cones agudos (com

vértice na origem) C1, . . . , Cm tais que:

1.

RmzC �
K¤
j�1

Cj, (2.48)

2. Cj X Cl � H, para todo j � l; e

3. Γj � tv P Rm : ξ � v ¡ 0 para todo ξ P Cj e ξ0 � v   0u é um cone agudo aberto não vazio.

Diminuindo Γj, se necessário, podemos encontrar uma constante 0   c1   1 (suficientemente pequena

a definir) tal que

ξ � v ¥ c1|ξ||v|, pv, ξq P Γj � Cj. (2.49)
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Para r ¡ 0 suficientemente pequeno, de modo que Bp0, rq � W, considere

u � u1 � u2 � u3,

em que

u1 � lim
εÑ0�

»
C

»
Bp0,rq

eiξpx�tqσpεξqFλ
p puqpt, ξq|ξ|m{2kdtdξ,

u2 � lim
εÑ0�

»
RmzC

»
Bp0,rq

eiξpx�tqσpεξqFλ
p puqpt, ξq|ξ|m{2kdtdξ.

e

u3 � lim
εÑ0�

»
Rm

»
RmzBp0,rq

eiξpx�tqσpεξqFλ
p puqpt, ξq|ξ|m{2kdtdξ.

Observe que de modo análogo ao que fora feito à função I1 na demonstração da rećıproca do Teorema

2.2.4 vemos que u1 P EM . Além disso, observe também que a soma das funções I2, I3, I4 definidas

na demonstração da rećıproca do Teorema 2.2.4 coincidem com u3 e assim u3 P EM . Lembrando que

toda função de classe EM possui uma extensão M�quase anaĺıtica (veja [3, Lemma 17]) segue que

u1 � u3 é valor de fronteira de uma função M�quase anaĺıtica. Assim, a demonstração se resume

a mostrar que u2 pode ser representado como uma soma de ultradistribuições a valor de fronteira,

como na Definição 2.3.3. Para isso, consideraremos as funções

fjpx� iyq �
»
Cj

»
Bp0,rq

eiξpx�iy�tqFλ
p upt, ξq|ξ|m{2kdtdξ, j � 1, . . . , K

e

f εj pxq �
»
Cj

»
Bp0,rq

eiξpx�tqσpεξqFλ
p upt, ξq|ξ|m{2kdtdξ, j � 1, . . . , K

e a seguir provaremos que as funções fj satisfazem as condições da Definição 2.3.3 e bfj � limεÑ0� f
ε
j .

Observe que pela definição de Fλ
p temos

fjpx� iyq � cp

»
Cj

»
Bp0,rq

xupx1q; eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{2kydtdξ, (2.50)

com Q1px� iy, t, x1, ξq � iξpx� iy� x1q � |ξ|λppt� x1q. Pelo Teorema 1.1.6 (lembrando que suppu �
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Bp0, rq ) existem medidas borelianas uβ satisfazendo (1.15) tais que

fjpx� iyq � cp

»
Cj

»
Bp0,rq

¸
β

»
|x1| r

Bβx1
�
eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{p2kq

	
duβpx1qdtdξ. (2.51)

AFIRMAÇÃO: bfj existe em E 1M .

Usaremos o Teorema 2.3.1 (com V �
!

B
Bz1 , . . .

B
Bzm

)
) para provar a existência de bfj.

Primeiramente provaremos que para todo η ¡ 0 temos que |fpx � iyq|e�λM�p|y|{ηq   �8. Pelo

Lema A.1.4, para todo θ ¡ 0 segue que

���Bβx1 �eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{p2kq
	��� ¤ eRQ1px�iy,t,x1,ξqe

1
2
Mpθ|ξ|qeH{θC |β|�1M|β||ξ|m{p2kq

¤ e�ξ�ye
1
2
Mpθ|ξ|qeH{θC |β|�1M|β||ξ|m{p2kq

¤ e�c|ξ||y|e
1
2
Mpθ|ξ|qeH{θC |β|�1M|β||ξ|m{p2kq (2.52)

com px, y, x1, t, ξq P Rm�Γj�Bp0, 3rq�Bp0, rq�Cj. Se além de px, y, x1, t, ξq P Rm�Γj�Bp0, 3rq�
Bp0, rq � Cj supusermos |ξ| ¥ 1, considerando m

2k
¤ l P N, usando a definição da função M e que

e�a ¤ j!
aj

(para todo j P N e a ¡ 0), temos

���Bβx1 �eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{p2kq
	��� (1.23)¤ e�c|ξ||y|eMpθ|ξ|qeH{θC |β|�1M|β|Ml

?
A
H l

θl
.

Observe que no caso em que |ξ|   1 encontramos uma desigualdade semelhante a desigualdade acima,

considerando l P N tal que l ¤ m
2k
. Portanto, aumentando C ¡ 0 (se necessário) temos

���Bβx1 �eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{p2kq
	��� (1.23)¤ e�c|ξ||y|eMpθ|ξ|qeH{θC |β|�1M|β|,

sempre que px, y, x1, t, ξq P Rm�Γj �Bp0, 3rq�Bp0, rq�Cj. Por outro lado, observe que dado η ¡ 0

arbitrário, por (1.26) existe cη tal que

Mpθ|ξ|q � 2Mpθ|ξ|q �Mpθ|ξ|q ¤ ηM pcη θ|ξ|q �Mpθ|ξ|q.

Assim, escolhendo θ � θη � c
cη

(para cada η ¡ 0) temos

���Bβx1 �eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{p2kq
	��� ¤ esupr¡0tηMprq�r|y|ue�Mpθη |ξ|qeH{θηC |β|�1M|β|
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	��� ¤ eη ω

�p|y|{ηqe�Mpθη |ξ|qeH{θηC |β|�1M|β|
(2.32)¤ eηM

�p|y|{ηqeH{θηe�Mpθη |ξ|qC |β|�1M|β|, (2.53)

para px, y, x1, t, ξq P Rm � Γj � Bp0, 3rq � Bp0, rq � Cj. Deste modo, voltando em (2.51), para cada

η ¡ 0 temos Cη ¡ 0 tal que

|fjpx� iyq| ¤ cp

»
Cj

»
|t| r

¸
β

L|β|

M|β|
eηM

�p|y|{ηqe�Mpθη |ξ|qeH{θC |β|�1M|β|dtdξ

(1.24)¤ Cηe
ηM�p|y|{ηq, @px, yq P Rm � Γj, (2.54)

para L ¡ 0 suficientemente pequeno.

A seguir provaremos que fj P OpBp0, rq � iΓjq e deste modo poderemos concluir que bfj existe.

Como fj P OpBp0, rq � iΓjq é uma propriedade local é suficiente provar que dado qualquer yj P Γj

existe 0   rj   |yj| tal que fj é holomorfa em Bp0, rq�ipΓjXBpyj, rjqq. Fixado rj tal que 0   rj   |yj|,
definindo lj � |yj| � rj, temos |y| ¥ |yj| � |y� yj| ¡ |yj| � rj � lj, para todo y P Γj XBpyj, rjq. Como

M� é uma função decrescente em p0,�8q, por (2.53) temos que

j
���Bβx1 �eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{p2kq

	��� ¤ eηM
�plj{ηqeH{θηe�Mpθη |ξ|qC |β|�1M|β|,

@px, y, x1, t, ξq P Rm � Γj XBpyj, rjq �Bp0, 3rq �Bp0, rq � Cj; e além disso

»
Cj

»
Bp0,rq

¸
β

»
|x1| r

eηM
�plj{ηqeH{θηe�Mpθη |ξ|qC |β|�1M|β|duβpx1qdtdξ   �8.

Assim, podemos derivar sob o sinal de integração em (2.51) e como Bβx1
�
eQ1px�iy,t,x1,ξq|ξ|m{p2kq� é

holomorfa temos

Bfpx� iyq
Bzk � 0,

para |y � yj|   rj e k P N arbitrário e então fj P OpBp0, rq � iΓjq. Portanto, podemos aplicar o

Teorema 2.3.1 e concluir que bfj existe em D1
MpBp0, rqq. �

Para completar a prova (de que u2 se escreve como soma de ultradistribuições a valor de fronteira)

provaremos que bfj � limεÑ0 f
ε
j . Dada φ P DMpΩq, pelo Teorema 1.1.6 temos
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xf εj ;φy � cp

»
Rm

�»
Cj

»
Bp0,rq

σpεξq
¸
β

»
Ω

Bβx1
�
eiξpx�x

1q�|ξ|λppt�x1q|ξ|m{2k
	
duβpx1qdtdξ

�
φpxqdx.

Pelo Lema A.1.5, pelas propriedade (1.23) e (1.25) e pelo Lema A.1.4 (observando que Rtiξpx�x1q�
|ξ|λppt� x1qu   0), podemos aplicar o teorema de Fubini:

lim
εÑ0

@
f εj ;φ

D � cp lim
εÑ0

»
Cj

»
Bp0,rq

B
upx1q;

»
Rm

eiξpx�x
1q�|ξ|λppt�x1qσpεξq|ξ|m{2kφpxqdx

F
dtdξ

� cp lim
εÑ0

»
Cj

»
Bp0,rq

A
upx1q; φ̂p�ξqe�iξx1�|ξ|λppt�x1qσpεξq|ξ|m{2k

E
dtdξ

� cp lim
εÑ0

»
Cj

»
Bp0,rq

¸
β

»
Ω

Bβx1
�
φ̂p�ξqe�iξx1�|ξ|λppt�x1qσpεξq|ξ|m{2k

	
d|uβ|px1qdtdξ.

Como φ P DMpΩq, pelo Lema A.1.5 existem constantes C, c1 ¡ 0 tais que |φ̂pξq| ¤ Ce�Mpc1|ξ|q,

para todo ξ P Rm. Observe que, também pelo Lema A.1.5, σpε|ξ|q é limitada. Então, pelo fato de σ

ser limitada e pelo Lema A.1.4 temos

���Bβx1 �φ̂p�ξqe�iξx1�|ξ|λppt�x1qσpεξq|ξ|m{2k	��� (2.4)¤ Ce�c|t�x
1|2ke

1
2
Mpc1|ξ|qC |β|�1M|β|e�Mpc1|ξ|q|ξ|l

¤ e
1
2
Mpc1|ξ|qC |β|�1M|β|e�Mpc1|ξ|q pM4lq1{4

pc1ql e
1
4
Mpc1|ξ|q

¤ C |β|�1M|β|e�
1
4
Mpc1|ξ|q

para |ξ| ¡ 1 e m
2k
¤ l P N (lembrando que da definição da função M associada a sequência pMjq).

Além disso, das propriedades estabelecidas sobre as medidas borelianas uβ e por e�
1
4
Mpc1|ξ|q P L1pRmq,

segue que

»
Cj

»
Bp0,rq

¸
β

»
Ω

C |β|�1M|β|e�
1
4
Mpc1|ξ|qd|uβ|px1qdtdξ   �8.

Logo, pelo teorema da convergência dominada, temos

lim
εÑ0

@
f εj ;φ

D � cpσp0q
»
Cj

»
Bp0,rq

A
upx1q; φ̂p�ξqe�iξx1�|ξ|λppt�x1q|ξ|m{2k

E
dtdξ.
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Além disso, por (2.53) podemos aplicar o Teorema de Fubini obtendo;

xbfj, φy � lim
ΓjQyÑ0

» »
Cj

»
Bp0,rq

eiξpx�iy�tqcp
A
upx1q; eiξpt�x1q�|ξ|λppt�x1q

E
|ξ|m{2kdtdξφpxqdx

� cp lim
ΓjQyÑ0

»
Cj

»
Bp0,rq

B
upx1q;

»
eiξpx�iy�x

1q�|ξ|λppt�x1qφpxqdx
F
|ξ|m{2kdtdξ

� cp lim
ΓjQyÑ0

»
Cj

»
Bp0,rq

A
upx1q; φ̂p�ξqeξ�piy�x1q�|ξ|λppt�x1q

E
|ξ|m{2kdtdξ

� cp

»
Cj

»
Bp0,rq

A
upx1q; φ̂p�ξqe�iξx1�|ξ|λppt�x1q

E
|ξ|m{2kdtdξ

em que na última igualdade usamos o teorema da convergência dominada (observe que pelo Teorema

A.1.5 pela definição de M , de modo análogo à (2.52), temos |Bαφ̂p�ξqeξ�piy�x1q�|ξ|λppt�x1q |ξ|m{2k| ¤
Ce�

1
4
Mpc1|ξ|qC |β|�1M|β| ). Portanto, escolhendo χ de forma que σp0q � χ̂p0q{p2πqm � 1, temos que

u2 �
°K
j�1 bfj.

O próximo resultado garante que a definição de WFM apresentada nesta seção é equivalente a

definição apresentada em [40] e [49] (no caso Gevrey).

TEOREMA 2.3.7. Dada u P D1
MpRmq e p0, ξ0q P Rm�Rm temos que p0, ξ0q R WFMpuq se e somente

se existem vizinhança aberta U de 0, vizinhança cônica Γ de ξ0, φ P DMpUq, tal que φ � 1 em uma

vizinhança de 0 de modo que

|xuφpξq| ¤ Ce�Mpc|ξ|q, ξ P Γ, (2.55)

para certas constantes C, c ¡ 0.

DEMONSTRAÇÃO. Seja p0, ξ0q R WFMpuq, então pela demonstração do Teorema 2.3.6 vemos que

existem vizinhança aberta da origem V (podendo assumir V � Bp0, rq, para algum r ¡ 0), cones

agudos Γ1, . . . ,Γk � Rmzt0u (tais que ξ0 � Γj   0), δ ¡ 0, funções fj P OpV � pΓjqδq (j � 1, . . . , k),

cada bfj existe em DM
1pV q, e u �°k

j�1 bfj P EMpV q. Note que pela linearidade da transformada de

Fourier basta mostrar que φ � bfj satisfaz (2.55). Observe que

{φ � bfjpξq � @
bfjpxq, e�ixξφpxq

D � lim
ΓjQyÑ0

»
fjpx� iyqφpxqe�ixξdx

� lim
θÑ0�

»
fjpx� iθyjqφpxqe�ixξdx,

para qualquer yj P Γj fixado. Seja Φ a extensão quase anaĺıtica de φ (veja [3]), é importante lembrar

que pela construção de Φ podemos considerar Φpx, �q � 0 para x R V. Assim, aplicando o teorema de
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Stokes e lembrando que as funções e exponencial são holomorfas em V � pΓjqδ, segue que

{φ � bfjpξq � lim
θÑ0�

"»
fjpx� iyj � iθyjqΦpx� iyjqe�ipx�iyjqξdx

�
m̧

k�1

»
D

fpz � iθyjq BΦ

Bzk pzqe
�iz�ξdzk ^ dz1 ^ . . . dzm

+
, (2.56)

em que D � tx� isyj P Cm : x P V, 0 ¤ s ¤ 1u. Por outro lado, como ξ0 �Γj   0 podemos considerar

c ¡ 0 tal que ξ0 � yj � �2c|yj|   �c|yj|. Disso, existe uma vizinhança cônica aberta e convexa Γ de ξ0

tal que ξ � yj   �c|ξ|, para todo ξ P Γ. A seguir estimaremos as duas integrais de (2.56). Sem perda

de generalidade, pela demonstração do teorema anterior, podemos considerar que para todo λ ¡ 0

existe constante Dλ ¡ 0 tal que |fjpx� iyq| ¤ Cλe
λM�p|y|{λq. Aumentando C, se necessário, temos����» fjpx� iyj � iθyjqΦpx� iyjqe�ipx�iyjqξdx
���� ¤ CeλM

�p 1
λ
|yj�θyj |qe�c|ξ|

¤ CeλM
�p 1

λ
|yj |qe�Mpc|ξ|q � C 1e�Mpc|ξ|q, (2.57)

para ξ P Γ e C 1 � CeλM
�p 1

λ
|yj |q, já que M� é decrescente e θ ¡ 0. Para estimar a segunda integral

a direita em (2.56) observe que, como Φ é M�extensão quase anaĺıtica, pela definição de M� e w�,

por M� ser decrescente, usando a desigualdade (2.32) e ainda por (2.33), assumindo θ   1, existem

Dλ, C ¡ 1 (e λ � 1
C
  1) tais que

fpz � iθyjq BΦ

Bzk pzqe
�iz�ξ ¤ CλCe

λ
2
M�p2|syj�θyj |{λqe�M

�p|syj |qesyjξ

¤ CλCe
1
2
M�p2ps�θq|yj |{λqe�M

�p2ps�θq|yj |{λqe�cs|yj ||ξ|

¤ CλCe
� 1

2
M�p2ps�θq|yj |{λq�sc|yj ||ξ|

¤ CλCe
� 1

2
tM�p2ps�θq|yj |{λq�ps�θqc|yj ||ξ|u�cθ|yj ||ξ|

¤ CλCe
� 1

2
Mpλc|ξ|

2
q�cθ|yj ||ξ| θÑ0�ÝÑ CλCe

� 1
2
Mpλc|ξ|

2
q

z � x � isyj P B 0 ¤ s ¤ 1, θ   1 e ξ P Γ. Assim, aumentando C (se necessário), por (1.6) existe

d ¡ 0 tal que
m̧

k�1

»
D

fpz � iθyjq BΦ

Bzk pzqe
�iz�ξdzk ^ dz1 ^ . . . dzm ¤ De�Mpd|ξ|q, (2.58)
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para ξ P Γ. De (2.57) e (2.58), temos

{φ � bfjpξq ¤ Ce�Mpd|ξ|q, ξ P Γ. (2.59)

Portanto, diminuindo o cone Γ de modo que (2.59) seja satisfeita para cada j � 1, . . . , k podemos

concluir que exite φ P DMpRmq e constantes C, c ¡ 0 tais que

xφupξq ¤ Ce�Mpc|ξ|q, ξ P Γ.

Reciprocamente suponha que existam uma vizinhança aberta U de 0, uma vizinhança cônica convexa

Γ de ξ0, constantes c, C ¡ 0 e φ P DMpUq tais que φ � 1 em uma vizinhança da origem e |xuφpξq| ¤
Ce�Mpc|ξ|q, para todo ξ P Γ. Observe que, como φ � 1 em uma vizinhança da origem é suficiente

demonstrarmos o resultado para φu. Do Lema 2.1.4 segue que

uεpxq �
»
eiξxσpεξqxφupξqdξ Ñ u, εÑ 0�

em EMpRmq. Assim como na demonstração do teorema anterior considere

RmzΓ �
K¤
j�1

Cj,

de modo que cada Cj é um cone agudo aberto tal que:

1. Cj X Cl � H, para todo j � l; e

2. Γj � tvRm : ξ � v ¡ 0 para todo ξ P Cj e ξ0 � v   0u é um cone agudo aberto agudo não vazio.

Diminuindo Γj, se necessário, então podemos encontrar uma constante 0   c (tão pequena quanto

se queira) tal que

ξ � v ¥ c|ξ||v|, pv, ξq P Γj � Cj.

Defina

f εj px� iyq �
»
Cj
eiξpx�iyqσpεξqxφupξqdξ,
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fjpx� iyq �
»
Cj
eiξpx�iyqxφupξqdξ � »

Cj

»
eiξpx�iy�x

1qφpx1qupx1qdx1dξ

e

gε1pxq �
»

Γ

eiξxσpε|ξ|qxφupξqdξ.
Pelo decaimento de xφu em Γ, de modo análogo à função u1 da demonstração do teorema anterior,

temos que gε converge para uma função g P EMpRmq, quando εÑ 0�. A seguir provaremos que existe

bfj em DM 1pRmq e além disso limεÑ0 f
ε
j pxq � bfj. Observe que para py, ξq P Γj � Cj temos

Rtiξpx� iy � x1qu ¤ �c|ξ||y|.

Já que φu P E 1MpRmq, sendo K � supp tφu pelo Teorema 1.1.6 temos que para todo L ¡ 0 existe

CL ¡ 0 tal que

|eiξpx�iyqxφupξq| �
���Aupx1q, eiξpx�iy�x1qφpx1qE���

¤ CL
¸
α

L|α|

M|α|
sup
x1PK

���Bαx1eiξpx�iy�x1q���
¤ CL

¸
α

L|α|

M|α|
sup
x1PK

|ξ||α|e�c|ξ||y|, py, ξq P Γj � Cj.

A seguir provaremos que fj P OpV � iΓjq. Para isso fixaremos y0 P Γj arbitrário e como a propriedade

holomorfa é local será suficiente provar que fj é holomorfa em uma vizinhança de y0. Como

Rtiξpx� iy � x1qu ¤ �c|ξ||y|,

para py, ξq P Γj � Cj existe uma vizinhança W0 de y0 tal que

Rtiξpx� iy � x1qu ¤ �c|ξ|,

para py, ξq P W0 � Cj (redefinindo c, se necessário). Por (1.19) e (1.22), para L ¡ 0 suficientemente

pequeno existe D ¡ 0 tal que����» eiξpx�iy�x1qφpx1qupx1qdx1���� ¤ DeMp|ξ|q�c|ξ| ¤ De�
1
2
Mp c2 |ξ|q
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Pelo item 7 do Lema 1.1.9 e pelo fato de eξz ser holomorfa em z segue que fj P OpV � Γjq
Como ����» eiξpx�iy�x1qφpx1qupx1qdx1���� ¤ DeMp|ξ|q�pc{2q|ξ||y|,

em que sem perda de generalidade podemos considerar 0   c   1. De modo análogo ao teorema

anterior podemos provar que

|fpx� iyq|e�λw�p|y|{λq   �8,

para todo λ ¡ 0 e px, ξq P V � Γj. Pelo Teorema 2.3.1 segue que existe bfj. Para completar a

demonstração provaremos que bfjpxq � limεÑ0 f
ε
j pxq em DM 1pRmq. Para isso considere ψ P DMpRmq

e observe que como o suporte de φ e ψ são compactos e σpεξq P L1pRmq, pelo primeiro teorema

estrutural, podemos aplicar o teorema de Fubinni e obter

lim
εÑ0�

»
f εj pxqψpxqdx � lim

εÑ0�

» »
Cj

»
φpx1qupx1qeiξpx�x1qσpεξqdx1dξψpxqdx

� lim
εÑ0�

»
Cj

»
φpx1qupx1qe�iξx1σpεξq

»
eiξxψpxqdxdx1dξ

� lim
εÑ0�

»
Cj

»
φpx1qupx1qe�iξx1σpεξqψ̂p�ξqdx1dξ.

Já que ψ P DMpRmq, pelo Teorema 2.2.4 existem D, d ¡ 0 tais que |ψ̂p�ξq| ¤ De�Mpd|ξ|q P L1pRmq
(pelo item 7 do Lema 1.1.9). Além disso, como φ possui suporte compacto, pelo primeiro teo-

rema estrutural e pelo teorema da convergência dominada (considerando, sem perda de generalidade,

σp0q � 1) temos que

lim
εÑ0

»
f εj pxqψpxqdx �

»
Cj

»
φpx1qupx1qe�ξx1ψ̂p�ξqdx1dξ

Por outro lado, por
³
e�c|y||ξ|dξ � Cy   �8, pelo primeiro teorema estrutural, pelo fato de ψ e φ
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possúırem suporte compacto e pelo teorema de Fubinni, de modo análogo,

»
bfjpxqψpxqdx � lim

ΓjQyÑ0

» »
Cj

»
eiξpx�iy�x

1qφpx1qupx1qdx1dξψpxqdx

� lim
ΓjQyÑ0

»
Cj

»
eiξpiy�x

1qφpx1qupx1q
»
e�ip�ξqxψpxqdxdx1dξ

� lim
ΓjQyÑ0

»
Cj

»
eiξpiy�x

1qφpx1qupx1qψ̂p�ξqdx1dξ

�
»
Cj

»
e�iξx

1

φpx1qupx1qψ̂p�ξqdx1dξ,

a última igualdade segue do primeiro teorema estrutural e do teorema da convergência dominada

pois,

|e�ξy�iξx1ψ̂p�ξq| ¤ e�c|ξ||y|De�Mpd|ξ|q ¤ e�Mpd|ξ|q P L1pRmq,

para py, ξq P Γj � Cj. Concluindo que bfjpxq � limεÑ0 f
ε
j pxq, o que completa a prova.

2.4 Aplicação – Propagação de regularidade

Dado J � Rn uma vizinhança aberta da origem, considere uma estrutura do tipo tubo gerada pelos

operadores

Lj � B
Btj � i

m̧

k�1

Bφk
Btj ptq

B
Bxk , j � 1, . . . , n;

com φ
.� pφ1, . . . , φnq : J Ñ Rm lipschitziana (observe que Zpx, tq � x � iφptq é integral primeira

do sistema acima, ou seja, LjZk � 0, para todo k � 1, . . . ,m e j � 1, . . . , n). Em [9, Theorem 1.1]

Bauendi e Treves provaram o seguinte resultado para propagação de regularidade para solução de

uma estrutura do tipo tubo.

TEOREMA 2.4.1. Seja h uma solução cont́ınua e lipschitziana em Ω � Brp0q � J � Rm�n da

estrutura do tipo tubo descrita acima. Considere ξ0 P Rmzt0u, com |ξ0| � 1, γ � U uma curva

lipschitziana com pontos extremos 0 e t� satisfazendo,

1. �φpt�q � ξ0 ¡ 0,

2. suptPγ |φptq|   r,

3. |φpt�q|2 suptPγ φptq � ξ0   rr2 � suptPγ |φptq|2sr�φpt�q � ξ0s
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então p0, ξ0q R WFaph0q, h0pxq � hpx, 0q.

Usando a transformada FBI-BH S. Berhanu e J. Hounie, em [16, Theorem 5.2], removeram a

terceira hipótese do teorema anterior, demonstrando o seguinte resultado.

TEOREMA 2.4.2. Seja h uma solução cont́ınua e lipschitziana em Ω � Brp0q � J � Rm�n da

estrutura do tipo tubo descrita acima. Considere ξ0 P Rmzt0u, com |ξ0| � 1, γ � U uma curva

lipschitziana com pontos extremos 0 e t� satisfazendo, para algum ε ¡ 0 :

1. �φpt�q � ξ0 ¥ ε7,

2. |φptq| ¤ ε2, t P γ.

Existe ε0 ¡ 0 tal que se 0   ε ¤ ε0 então p0, ξ0q R WFaph0q, h0pxq � hpx, 0q.

Assim como fora observado em [16] é importante destacar que o Teorema 2.4.2 continua válido

se supusermos que a solução h é uma distribuição e φ P C8pJq. O principal objetivo desta seção

é estender o Teorema 2.4.2 em duas direções: i) para soluções h P E 1M (essa hipótese mais fraca

implicará em uma localização do conjunto frente de onda DC ao invés do conjunto frente de onda

anaĺıtico); e ii) para estruturas mais gerais do que as estruturas do tipo tubo. Para facilitar a notação

a seguir consideraremos apenas o caso n � 1.

Sejam, U � Rm uma vizinhança aberta da origem, I um intervalo aberto contendo a origem e

t� P I X p0,�8q. Nesta seção consideremos um operador diferencial de primeira ordem,

L � B
Bt �

m̧

k�1

akpy, tq BByk , k � 1, . . .m (2.60)

com ak P EMpU�Iq e integrais primeiras (diminuindo U, se necessário) Zkpy, tq P EMpU�Iq (LZk � 0)

tais que Zkpy, 0q � yk para todo k P t1, . . . ,mu.
Dada uma ultradistribuição u P E 1MpUq, por [21, Corollary 10], temos que existem constantes bα

(α P Nm) tais que, para todo L ¡ 0 existe CL ¡ 0 de modo que

|bα| ¤ CL L
|α|

M|α|
, @α P Nm. (2.61)

e uma função f P C8pUq de modo que,

xh, φy �
¸
αPNm

bα

»
U

Bαy fpyqφpyq dy, @φ P EMpUq. (2.62)
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Nesta seção suporemos que L possua uma solução h P E 1MpU � Iq2 (Lh � 0) suave na variável t,

tal que 3:

xh, φy �
¸
αPNm

»
U�I

bαptq � Bαy fpy, tq � φpy, tq dydt, @φ P EMpU � Iq, (2.63)

com f P C8
c pU � Iq e bα P C8

c pIq uma função tal que para todo L ¡ 0 existe CL ¡ 0 de modo que

|bαptq| ¤ CL L
|α|

M|α|
, @ pt, αq P I � Nm. (2.64)

AFIRMAÇÃO 2.4.3. Se h é definido como em (2.63) então h P E 1MpU � Iq.

DEMONSTRAÇÃO. De fato, para cada α � pα1, . . . , αm�1q P Nm�1 defina

uαpW q �
$&%

³
W
bα1ptqfpx, tqdxdt, αm�1 � 0 e α1 � pα1, . . . , αm, 0q

0, αm�1 � 0

para cada conjunto boreliano W � U � I. Como U � I é limitado, f P C8pU � Iq e bα P C8pIq segue

que uα define uma medida boreliana em U. Além disso, por (2.64), para todo compacto K � U � I

temos que, para todo L ¡ 0 existe C 1
L tal que |uαpKq| ¤ C1

L L
|α|

M|α|
.

Portanto, pelo Teorema 1.1.6 segue que h P E 1MpUq.
Fixado t0 P I definimos a ultradistribuição ht0 do seguinte modo,

xht0 , φy .�
¸
αPNm

bαpt0q
»
Bp0,rq�I

Bαy fpy, t0q � φpyqdy, @φ P EMpUq.

AFIRMAÇÃO 2.4.4. ht0 P D1
MpUq.

DEMONSTRAÇÃO. A demonstração desta afirmação segue de modo análogo à demonstração da afir-

mação anterior definindo

u0
αpW q � bαpt0q

»
W

fpx, t0qdx, @α P Nm,

para W � U boreliano arbitrário.

A seguir apresentaremos o principal resultado desta seção. Considerando h P E 1MpU � Iq uma

solução de L, dada como em (2.63) apresentaremos condições suficientes para que ξ0 R WFMph0q.
2Sem perda de generalidade podemos considerar U e I limitados.
3Em [15, Section II.2] vemos que uma distribuição h solução para L é uma função C8 na variável t com valores no

espaço das distribuições em u, ou seja h P C8pI,D1pUqq.
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TEOREMA 2.4.5. Sejam U � Rm uma vizinhança aberta da origem de Rm, I � R um intervalo

aberto contendo a origem de R, a � pa1, . . . , amq P EMpU � Iq, t� P I, L como em (2.60) com integral

primeira Z � pZ1, . . . , Zmq, tal que Zkpx, 0q � xk (para cada k P t1, . . . ,mu), e h P E 1MpU � Iq uma

solução de L, dada como em (2.63). Considere também ε ¡ 0, V � U uma vizinhança aberta de 0,

ψjpx, tq � Zjpx, tq � xj e ξ0 P Rmzt0u, com |ξ0| � 1, tais que:

=ψpy, t�q � ξ0 ¤ �ε7, (2.65)

|=ψpy, tq| ¤ ε2 (2.66)

|Rψpy, tq| ¤ |y| (2.67)

|Rψpy, tq| ¤ ε2�3{2 (2.68)

para py, tq P V � p0, t�s. Existe ε0 ¡ 0 tal que se 0   ε ¤ ε0 então p0, ξ0q R WFMph0q.

DEMONSTRAÇÃO.

Seja r ¡ 0, a ser definido, tal que Bp0, rq � U e considere g P DMpBp0, rqq de modo que g � 1

em Bp0, r
2
q. Sendo bα com em (2.64), defina:

F px, t, ξq .�
¸
αPNm

Fαpx, t, ξq, @px, t, ξq P Rm � R� Rm (2.69)

em que,

1. Fαpx, t, ξq .�
»
bαptq � Bαy fpy, tq � gpyqeQpx,y,t,ξqdy, @α P Nm;

2. Qpx, y, t, ξq � ipx� Zpy, tqq � ξ �K|ξ|px� Zpy, tqq4;

3. z4 .�
�°m

j�1 z
2
j

	2

, para todo z � pz1, . . . , zmq P Cm e

4. K uma constante positiva suficientemente grande a ser definida.

Considerando ppzq � Kz4 e lembrando que Zkpx, 0q � xk, temos que F px, 0, ξq � F1
p pg � h0qpx, ξq.

Por outro lado, aplicando o Teorema de Stokes, segue que

»
Bp0,rq�p0,t�s

d
�
bαptq � Bαy fpy, tq � gpyq � eQpx,y,t,ξqdZ1py, tq ^ � � � ^ dZmpy, tq

� � Fαpx, t�, ξq � Fαpx, 0, ξq
(2.70)

pois gpyq � 0 quando |y| � r.
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Já que tdt, dZ1, . . . , dZmu forma um conjunto linearmente independente (em uma vizinhança U 1

de p0, 0q em Rm�1, temos que tdt, dZ1, . . . , dZmu forma uma base para as formas definidas em U).

Seja tM1, . . . ,Mmu (Mj �
°m
k�1 ak,jBxk) um conjunto linearmente independente em uma vizinhança

de p0, 0q tal que

dZlpMjq �
$&% 0, j � l

1, j � l.

Dada uma função φ � φpy, tq de classe C1 segue que existem funções A,B1, ..., Bm tais que

dφ � Adt�
m̧

j�1

BjdZj. Por outro lado,

Mlpφq � dφpMlq � AdtpMlq �
m̧

j�1

BjdZjpMlq � Bl, para cada l � 1, . . . ,m;

e

dφpLq � AdtpLq �
m̧

j�1

Mjpφq � dZjpLq.

Deste modo temos que,

A � Lpφq �
m̧

j�1

MjpφqLpZjq.

Então,

dφ �
�
Lφ�

m̧

j�1

MjpφqLpZjq
�
dt�

m̧

j�1

MjpφqdZj.

Já que para cada j � 1, . . . ,m temos dZj ^ dZ1 ^ � � � ^ dZm � 0 e assim,

dpφdZ1 ^ � � � ^ dZmq � dφ^ dZ1 ^ � � � ^ dZm �
�
Lφ�

m̧

j�1

MjpφqLpZjq
�
dt^ dZ1 ^ � � � ^ dZm.

Deste modo, voltando em (2.70), segue que

Fαpx, 0, ξq � Fαpx, t�, ξq �
»
U�p0,t�q

�
Lφ�

m̧

j�1

MjpφqLpZjq
�
dt^ dZ1 ^ � � � ^ dZm,

em que φpx, y, t, ξq � bαptq � Bαy fpy, tq � gpyqeQpx,y,t,ξq. Já que LZj � 0, para j � 1, . . . ,m, pela regra



72

de Leibiniz temos

Fαpx, 0, ξq � Fαpx, t�, ξq �
»
U�p0,t�q

L
�
bαptq � Bαy fpy, tq � gpyq

�
eQpx,y,t,ξq|Zypy, tq|dtdy

� Fαpx, t�, ξq �
»
Bp0,rq

»
p0,t�q

L
�
bαptq � Bαy fpy, tq

� � gpyqeQpx,y,t,ξq|Zypy, tq|dtdy
�
»
r
2
 |y| r

»
p0,t�q

bαptq � Bαy fpy, tq � Lrgpyqs � eQpx,y,t,ξq|Zypy, tq|dtdy,

pois gpyq � 1, quando |y|   r
2
, em que |Zypy, tq| representa o determinante da matriz jacobiana de

y ÞÑ Zpy, tq, para cada t fixado. Da definição de F (vide (2.69)), temos que

F px, 0, ξq � F px, t�, ξq �
¸
α

�
»
Bp0,r{2q

»
p0,t�q

L
�
bαptq � Bαy fpy, tq

� � gpyqeQpx,y,t,ξq|Zypy, tq|dtdy
�
¸
α

�
»
r
2
 |y| r

»
p0,t�q

bαptq � Bαy fpy, tq � Lrgpyqs � eQpx,y,t,ξq|Zypy, tq|dtdy.

Por (2.63), vemos que

¸
α

�
»
Bp0,rq

»
p0,t�q

Lrbαptq � Bαy fpy, tqs � eQpx,y,t,ξq|Zypy, tq|dtdy � xLh, gpyqeQpx,y,t,ξq|Zypy, tq|y � 0.

Integrando por partes segue que,

F px, 0, ξq �
¸
αPNm

bα pt�qp�1q|α|
»
|y| r

fpy, t�q � �Bαy �gpyqeQpx,y,t,ξq��t�t� dy
�
¸
α

p�1q|α|
»
r
2
 |y| r

» t�

0

bαptq � fpy, tq � Bαy
 
eQpx,y,t,ξq � Lgpyq � |Zypy, tq|

(
dtdy.

Como f P C8pU �Iq (então f é limitada em Bp0, rq�p0, t�s), por (2.64), temos que para cada L ¡ 0

existe CL ¡ 0 tal que

|F px, 0, ξq| ¤
¸
αPNm

CLL
|α|

M|α|
sup
|y| r

��Bαy  gpyqeQpx,y,t,ξq(��t�t�
�
¸
α

CLL
|α|

M|α|
sup

r
2
 |y| r, 0 t¤t�

��Bαy  eQpx,y,t,ξq � Lgpyq � |Zypy, tq|(�� .
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Além disso, aplicando o Teorema de Leibniz e o Lema A.1.4 existe C ¡ 0 tal que,

|Bαy
 
gpyqeQpx,y,t,ξq( | ¤

�����¸
β¤α

�
α

β



Bα�βgpyq � BβteQpx,y,t,ξqu

�����
¤

¸
β¤α

�
α

β



C |α�β|�1M|α�β|eRQpx,y,t,ξqC |β|�1M|β|e

1
2
Mp|ξ|q

(1.8)¤ C |α|�1M|α|eRQpx,y,t,ξqe
1
2
Mp|ξ|q.

Deste modo (observando que Lg � |Zy| P EM), para L ¡ 0 suficientemente pequeno existe C ¡ 0

suficientemente grande de modo que

|F1
p pgh0qpx, ξq| � |F px, 0, ξq|

¤ C

�
sup
|y| r

eRQpx,y,t
�,ξq � sup

r
2
 |y| r, 0 t¤t�

eRQpx,y,t,ξq
�
e

1
2
Mp|ξ|q. (2.71)

Para completar a demonstração, precisamos estimar RQpx, y, t, ξq. Denotando R � pR1, . . . , Rmq �
RtZpy, tqu e I � pI1, . . . , Imq � =tZpy, tqu, observe que (analogamente a [16]),

RtpZpy, tqq4u � R

$&%
�

m̧

k�1

pZkpy, tqq2
�2
,.-

� R

#
m̧

k�1

pZkpy, tqq4 � 2
¸

1¤i j¤m
pZipy, tqq2pZjpy, tqq2

+

�
m̧

k�1

pR4
k � 6R2

kI
2
k � I4

kq � 2
¸

1¤i j¤m
tpR2

i � I2
i qpR2

j � I2
j q � 4RiIiRjIju

�
m̧

k�1

pR4
k � 6R2

kI
2
k � I4

kq � 2
¸

1¤i j¤m
pR2

iR
2
j � I2

i I
2
j q � 2

¸
i�j
pR2

i I
2
j � 2RiIiRjIjq

Como

|R|2|I|2 �
m̧

k�1

R2
kI

2
k �

¸
i�j

R2
jI

2
i ,
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para todo j � 1, . . . ,m, temos

RtpZpy, tqq4u � |R|4 � |I|4 � 6|R|2|I|2 � 4
¸
i�j

|Ri|2|Ij|2 � 4
¸
i�j

RiRjIiIj

� |R|4 � |I|4 � 6|R|2|I|2 � 2
¸
i�j
pRiIj �RjIiq2

¥ |R|4 � 6|R|2|I|2 � |I|4 (2.72)

Assim, lembrando que Zkpy, tq � yk � ψkpy, tq e |ξ0| � 1, temos

RQp0, y, t, ξ0q � Rt�iZpy, tq � ξ0 �K|ξ0|pZpy, tqq4u
¤ =tψpy, tqu � ξ0 �Kp|R|4 � |I|4 � 6|R|2|I|2q (2.73)

Por (2.65) e (2.66) (lembrando que I � =tψpy, tqu) obtemos

|RQp0, y, t�, ξ0q| ¤ �ε7 �Kp|R|4 � 6ε4|R|2q. (2.74)

Como o polinômio P psq � s2 � 6ε4s assume mı́nimo em s � 3ε4 (e assim, P psq ¥ �9ε8) segue que

|R|4 � 6ε4|R|2 ¥ �9ε8.

Portanto, se considerarmos ε   1
9K

temos

RQp0, y, t�, ξ0q ¤ �ε7 � 9Kε8
.� �a

com a ¡ 0 e pela continuidade de RQ e homogeneidade de grau um em |ξ| existem uma vizinhança

aberta W da origem e uma vizinhança cônica de ξ0 tais que (diminuindo a, se necessário)

RQpx, y, t�, ξ0q ¤ �a|ξ|, (2.75)

x P W e ξ P Γ.

Para o caso em que t P p0, t�q usando as notações Rψ � ψ1 e =ψ � ψ2, temos que |R| �
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|y � ψ1py, tq| e |I| � |ψ2py, tq|. Aplicando (2.66) e (2.67) em (2.73) segue que

RQp0, y, t, ξ0q ¤ ε2 �Kp|R|4 � |I|4 � 6|R|2|I|2q
¤ ε2 �K

�p|y| � |ψ1|q4 � |ψ2|4 � 6p|y| � |ψ1|q2|ψ2|2
�

� ε2 �K
�|y|4 � 4|y|3|ψ1| � 6|y|2|ψ1|2 � 4|y||ψ1|3 � |ψ1|4

�6p|y|2 � 2|y||ψ1| � |ψ1|2q|ψ2|2
�
.

Considerando r � ε1{2 e aplicando (2.66) (ou seja, |ψ2| ¤ ε2), segue que

RQp0, y, t, ξ0q ¤ ε2 �K
�pr{2q4 � 4r3|ψ1| � 6pr{2q2|ψ1|2 � 4r|ψ1|3 � |ψ1|4

�6pr2 � 2r|ψ1| � |ψ1|2qε4
�

¤ ε2 �K

�
r4

16
� 6r2ε4



�K

��
4r3 � 12rε4

� |ψ1| �
�

6 � r
2

4
� 6ε4



|ψ1|2 � 4r|ψ|3

�
¤ ε2 �K

�
ε2

16
� 6ε5



�K

��
4ε3{2 � 12ε9{2

� |ψ1| �
�

6 � ε
4
� 6ε4

	
|ψ1|2 � 4ε1{2|ψ|3

�
,

sempre que r
2
  |y|   r. Deste modo, considerando ε ¤ 1

41{3
¤ 1 (então pε{4q � ε4 ¥ 0), segue de

(2.68) (i.e., |ψ1| ¤ ε2�3{2) que

RQp0, y, t, ξ0q ¤ ε2 �K

�
ε2

16
� 6ε5



�K

�
4ε5 � 12ε8 � 4ε11

�
¤ ε2 �K

�
ε2

16
� 6ε5



� 20Kε3

¤ ε2 �K

�
ε2

16
� 26ε5



¤ ε2

�
1�K

�
1

16
� 26ε3


�

Fixado ε0   1
p26�32q1{3 , se ε   ε0 então,

RQp0, y, t, ξ0q   �ε2
�
K

32
� 1



.

Portanto, se K ¡ 32 e a ¤ ε2
�
K
32
� 1

� ¡ 0 segue que:

RQp0, y, t, ξ0q   �a,

para c ¡ 0, r
2
¤ |y| ¤ r e 0   t ¤ t�. Como RQpx, y, t, ξq é cont́ınua e homogênea de grau um em |ξ|
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segue que diminuindo W, Γ e a, se necessário, temos

RQpx, y, t, ξq ¤ �a|ξ|, (2.76)

sempre que x P W, r
2
¤ |y| ¤ r, 0   t ¤ t� e ξ P Γ. Voltando em (2.71), aplicando (2.75) e (2.76)

temos

|F1
p pgh0qpx, ξq| ¤ Ce�a|ξ|�

1
2
Mp|ξ|q,

para px, ξq P W � Γ. Por (1.19) e (1.22) existe c � cp|ξ|q tal que

�a|ξ| � 1

2
Mp|ξ|q ¤ �Mpa|ξ|q � 1

2
Mp|ξ|q ¤ �2

3
Mp|ξ|q � 1

2
Mp|ξ|q � �1

6
Mp|ξ|q,

para |ξ| ¡ c. Portanto, aplicando Teorema 2.3.6 completamos a prova.

Note que no Teorema 2.4.2 as hipóteses (2.65) e (2.66) também eram requisitadas. Além disso,

no caso de estruturas do tipo tubo as hipóteses (2.68) e (2.67) sempre são satisfeitas.

2.4.6 Não aplicabilidade da transformada FBI clássica

Nesta subsessão mostraremos a dificuldade de demonstrar o Teorema 2.4.5 via transformada FBI

clássica.

Sejam

z2 �
m̧

j�1

z2
j ,

e p2pzq � Kz2 (para z � pz1, . . . , zmq P Cm), com constante K ¡ 0 a determinar depois. Em vista

da demonstração do teorema anterior considere U � Bp0, rq (para algum r ¡ 0), I � R um intervalo

aberto contendo a origem, t� P I e denote

F 2px, t, ξq �
¸

αNm�1

bαptq
»
Bαpy,tqfpy, tq � gpyqeQ2px,y,t,ξqdy,

para Q2py, x, t, ξq � ipx � Zpy, tqq � ξ �K|ξ|rx � Zpy, tqs2. Podeŕıamos proceder de modo análogo a

demonstração do Teorema 2.4.5, trocando F por F 2, exceto pelas estimativas apresentadas para RQ.
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A dificuldade encontrada ao usar a FBI clássica, é que podem existir casos em que

RQ2px, x, t�, ξ0q   0

(para x em uma vizinhança da origem) implique RQ2px, y, t�, ξ0q ¡ 0 (para y em um aberto que não

contenha a origem) e deste modo não seria posśıvel aplicar o Teorema (2.3.6). De fato, note que

RQ2px, y, t, ξ0q � =ψpy, tq � ξ0 �K
�|x� y �Rψpy, tq|2 � |=ψpy, tq|2� .

Se nós supusermos |Rψpy, t�q| � 0, ψpy, t�q � ξ0 � �ε7 e |=ψpy, t�q| � ε2 (observe que tais suposições

não contradizem (2.65), (2.66),(2.67) nem (2.68)) então

RQ2px, x, t�, ξ0q � �ε7 �Kε4 � ε4p�ε3 �Kq.

Deste modo, RQpx, x, t�, ξ0q   0 se e somente se K   ε3.

Por outro lado podemos supor 0   t��   t� e y P Bp0, rqzBp0, r{2q tais que |y| � 2r{3,
=ψpy, t��q � ξ0 ¥ Cε3 (para 25r2

9
  C   1

ε
4 ) e Rψpy, t��q � 0. Nesse caso segue que;

RQ2px, y, t��, ξ0q ¥ Cε3 �K|x� y|2 K ε3¡ Cε3 � ε3p|x| � |y|q2 ¥ Cε3 � ε3
�
r � 2r

3


2

,

sempre que |x|   r. Portanto,

RQ2px, y, t��, ξ0q ¥ ε3
�
C � 25r2

9



¡ 0,

para |x|   r.

Deste modo não conseguiŕıamos ter RQ2px, y, t, ξq ¤ �a|ξ| para x em uma vizinhança da ori-

gem e ξ em uma vizinhança cônica de ξ0. Logo, seria muito dif́ıcil aplicar o Teorema (2.3.6) (para

transformada FBI clássica) para demonstrar o Teorema 2.4.5.

O Teorema 2.4.5, mostra que há resultados que dificilmente podeŕıamos provar usando a trans-

formada FBI clássica mas que conseguimos provar usando classes de transformadas FBI mais gerais.

4Lembre-se que |=ψpy, tq| ¤ ε2 e deste modo Cε3 ¤ =ψpy, t��q � ξ0 ¤ ε2. Por esse motivo pedimos C   1{ε.



Caṕıtulo

3

Conjunto frente de onda de classes de DM em

estruturas de classes de DM

No Caṕıtulo 2 estudamos o conjunto frente de onda DC de uma ultradistribuição EM definida

em um aberto de Rm (apresentando uma definição via ultradistribuições a valores de fronteira e

uma equivalência via transformada FBI). Com isso surgem duas questões naturais: (i)“existe uma

definição de conjunto frente de onda DC para ultra distribuições definidas em variedades?” (ii) “po-

demos caracterizar o conjunto frente de onda DC em termos da transformada FBI?”. É importante

destacar que por [40, Theorem 8.5.1] é posśıvel definir conjunto frente de onda EM em variedades

anaĺıticas. Deste modo, podemos trocar a questão (i) por: (iii) “podemos definir o conjunto frente

de onda para variedades não anaĺıticas?”. No importante trabalho [7] os autores responderam as

questões (ii) e (iii) para o caso anaĺıtico, eles introduziram o conceito de estruturas hipo anaĺıticas

e micro hipoanaliticidade de distribuições definidas nestas estruturas (para uma versão mais geral

veja também [32]). Em [2] os autores definiram o conjunto frente de onda suave para distribuições

definidas em variedades equipadas com um arbitrário subfibrado V � CTM localmente integrável.

O objetivo deste caṕıtulo é estabelecer uma versão DC dos trabalhos [7], [30] e [2] (detalhes que já

foram estudados nesses trabalhos e que serão necessários para nossa versão DC serão omitidos).

Na primeira seção deste caṕıtulo definiremos estruturas hipo DC (o substituto natural de es-

truturas hipoanaĺıticas, usadas em [7] para estudar o caso anaĺıtico) e relembraremos a importante

mudança de variáveis introduzida por M. G. Eastwood e C. R. Graahan em [32]. Na segunda seção

definiremos micro-regularidade hipo DC (via ultradistribuições a valores de fronteira) para ultra dis-

tribuições definidas em estruturas hipo DC de coposto zero e caracterizaremos a micro-regularidade

DC por um decaimento da transformada FBI para estruturas localmente integráveis (introduzida em

78
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[7]). Na terceira seção apresentaremos uma definição de micro-regularidade hipo DC para subvari-

edades maximalmente reais em estruturas de coposto 1 e provaremos que essa definição independe

da subvariedade maximal real escolhida. Na quarta seção relembraremos as mudanças de variáveis

apresentadas em [2] e apresentaremos uma boa definição de micro-regularidade hipo DC para uma

estrutura hipo DC de coposto arbitrário.

3.1 Estruturas hipo DC

Seja M uma variedade C8 de dimensão m � n e V � CTM um subfibrado involutivo (ou seja,

o colchete de Lie representa uma operação fechada em V) de posto n (e coposto m), a estrutura

involutiva pM,Vq é dita localmente integrável se o ortogonal de V (isto é, VK) em CT �M é localmente

gerado por formas exatas 1. A seguir apresentamos definições usuais de subvariedades maximalmente

reais e fortemente não caracteŕıstica (para o leitor interessado em mais informações sobre essas

subvariedades nós recomendamos a leitura de [15], [7], [32], [30] e [57])

DEFINIÇÃO 3.1.1. Dizemos que uma subvariedade X de M é:

i) maximalmente real se

CTpM � CTpX ` Vp, @p P X ; (3.1)

ii) fortemente não caracteristica se

CTpM � CTpX � Vp, @p P X . (3.2)

A seguir nós apresentaremos a definição de estrutura hipo DC.

DEFINIÇÃO 3.1.2. Seja J um conjunto de ı́ndices (não necessariamente enumerável). Uma estrutura

localmente integrável pM,Vq é dita hipo DC (de posto posto m e coposto dimM�m) se existe uma

cobertura de abertos tUjujPJ para M de modo que para cada j P J, existe uma solução Z1
j , . . . Z

m
j P

C8pUjq de V em Uj, tais que

1. dZ1
j , . . . , dZ

m
j são linearmente independente em cada ponto de Uj;

1Se Z é uma função tal que dZ P VK em um aberto U diremos que Z é uma solução de V em U.
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2. se Uj X Uk � H, existe vizinhança Vjk de ZjpUj X Ukq em Cm e uma aplicação F j
k P EM de Vjk

em Cm tal que Zk � F j
k � Zj em Uj X Uk.

Observação 3.1.3. É importante destacar que com diferentes propósitos, em [24] os autores P.

Caetano e P. Cordaro estudaram estruturas Gevrey localmente integráveis, isto é, pM,Vq é uma

estrutura hipo Gevrey tal que M e as soluções Z são de classe Gevrey. Provavelmente eles foram os

primeiros a estudar essas estruturas.

Exemplo 3.1.4. As estruturas hipoanaĺıticas (introduzidas em [7]) são estruturas hipo DC as quais

as aplicações F j
k do segundo item da Definição 3.1.2 são funções anaĺıticas reais.

DEFINIÇÃO 3.1.5. Seja pM,Vq uma estrutura hipo DC. Uma função f : M Ñ C é dita hipo DC

de classe M em um ponto p P M se existe um par pZj � pZ1
j , . . . , Z

m
j q, Uq como na Definição 3.1.2

tal que p P U e

f � h � Z,

para alguma função h de classe EM em uma vizinhança de Zppq � pZ1ppq; . . . ;Zmppqq P Cm. Dizemos

que f é de classe EM em um aberto U �M (f P EMpUq) se f é de classe Em em cada ponto p P U.

Exemplo 3.1.6. Toda função hipoanaĺıtica (veja [7]) é hipo DC pois toda função anaĺıtica real é de

classe EM .

A partir de agora fixaremos pM,Vq uma estrutura hipo DC e uma subvariedade maximalmente

real X �M. Em [32, Proposition II.2 ] M.G. Eastwood e C.R. Graham apresentaram a seguinte mu-

dança de variável (a qual foi fundamental para os resultados apresentados em [32] e será fundamental

para o desenvolvimento deste caṕıtulo):

PROPOSIÇÃO 3.1.7. Sejam p P X , d .� dimR T
0
p e r

.� m� d. Para todo inteiro K ¡ 0 existem:

i) uma vizinhança U de p em M;

ii) carta local tx1, . . . , xm, y1, . . . , ynu se anulando em p;

iii) soluções Zj, j � 1, . . . ,m para estrutura localmente integrável sobre U de modo que X X U �
ty � 0u e

Zjpx, yq � xj � iyj � iΨjpxq, 1 ¤ j ¤ r, (3.3)

Zjpx, yq � xj � iΦjpx, yq, r � 1 ¤ j ¤ m, (3.4)
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em que Ψjpxq e Φkpx, yq são funções hipo DC a valores reais satisfazendo

Φkp0q � 0, dxΦkp0, 0q � 0 and |Ψjpxq|, |Φkpx, 0q| � Op|x|Kq. (3.5)

Para simplificar nós consideraremos simplesmente

Zjpx, yq � xj � iΦjpx, yq, j � 1, . . . ,m;

em que Φkp0q � 0, dxΦkp0, 0q � 0 and |Φkpx, 0q| � Op|x|Kq. Nas próximas seções deste caṕıtulo,

por conveniência, nós usaremos a caracterização das integrais primeiras Zj apresentadas acima.

Observação 3.1.8. Observe que px, yq ÞÑ pZpx, yq, yq é um mergulho (para mais detalhes deste

mergulho recomendamos a leitura de [30, páginas 239 e 306]). Como os resultados apresentados

neste caṕıtulo são miro locais é suficiente considerar U 1 � tpz, yq P Cm � Rm : z,� Zpx, yq, x P V u
e a estrutura hipo DC em Cm � Rn definida por V � t B

Bz1 , . . . ,
B

Bzm ,
B
By1 , . . . ,

B
Byn u2 (para maiores

informações desta construção veja [57, p. 76 e 77] e [30, Chapter IV]).

3.2 Estruturas de coposto zero

Nesta seção nos concentraremos no caso de estruturas hipo DC pM,Vq de coposto zero (dim V � 0).

Nesse caso M é uma subvariedade maximalmente real de si mesma, ou seja M � X . Sendo pZ,Uq
uma carta como na Definição 3.1.2, pela Observação 3.1.8 (sem perda de generalidade, pois nossos

resultados são locais) nesta seção substituiremos a estrutura dada pela estrutura hipo DC pM,Vq tal

que M � Cm e V � tBzj : j � 1, . . . ,mu, além disso consideraremos a subvariedade maximalmente

real X � ZpUq. Sendo pZ,Uq como na Proposição 3.1.7 podemos assumir que 0 P X , que T0X � Rm,

além disso consideraremos Ω � tZpxq : x P Ωu. Assim, pz, ζq P RT �X se z P ZpUq e existe

px, ξq P U � Rm tal que

z � Zpxq e ζ � tdZpxqξ. (3.6)

DEFINIÇÃO 3.2.1. Uma subvariedade maximalmente real X � Cm é dita bem posicionada em um

ponto z0 P X se existe um número real τ , 0   τ   1 e uma vizinhança Ω de z0 em X de modo que,

2Observe que fixado y PW, temos que pZpV, yq, yq é uma subvariedade variedade maximalmente real de Cm.
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para todo z, z1 P Ω e ζ P pRT 1
X |zq Y pRT 1

X |z1q temos que

|=ζ|   τ |<ζ| (3.7)

=rζpz � z1q � ixζyxz � z1y2s ¥ p1� τq|ζ||z � z1|2, (3.8)

em que xζy � pζ � ζq 1
2 denota o ramo principal da raiz quadrada. Dizemos que X é muito bem

posicionada em z0 se para todo 0 ¤ τ   1 existe uma vizinhança aberta Ω de z0 em X tal que (3.7)

e (3.8) são satisfeitas.

TEOREMA 3.2.2. ([57, Proposition IX.2.2]) Dado qualquer subvariedade maximalmente real X de

Cm, e qualquer ponto z0 P X existe um biholomorfismo H de uma vizinhança aberta O de z0 em Cm

em uma vizinhança da origem, com Hpz0q � 0, tal que HpX XOq é muito bem posicionado em 0.

Em vista do teorema anterior, a partir de agora sempre consideraremos X muito bem posicionada.

A seguir apresentaremos a definição de M�micro-regularidade (lembre-se da Definição 2.3.3) para

o caso de estruturas hipo DC de coposto zero.

DEFINIÇÃO 3.2.3 (Microregularidade). Seja X � Cm uma subvariedade maximalmente real de Cm.

Dados p P X e ξ P T �
p X z0, dizemos que u é hipo DC em pp, ξq se existem cones agudos Γ1, . . . ,Γk

em TpX , satisfazendo:

1. xξ, vy   0 para todo v P Γj, j � 1, 2, . . . , k;

2. cunhas (wedges) W1, . . . ,Wk em Cm com aresta (edge) X tal que JΓj � ΓppWjq e para cada

j � 1, 2, . . . k, existem funções M�quase anaĺıticas fj em Wj de crescimento M��exponencial

(isto é, para todo λ ¡ 0, |fjpx, tq|e�λM�
s p|t{λ|q   �8) tal que bfj existe em D1

MpX q e u � °k
j�1 bfj

em uma vizinhança de p em X .

DEFINIÇÃO 3.2.4. Seja u uma M�ultradistribuição. O conjunto frente de onda hipo DC de u,

denotado por WFX
Mpuq, é o conjunto dos elementos de T �X em que u não é hipo DC. Nós denotaremos

WFX
Mpuqp � WFX

Mpuq X T �
p X .

Assim como fora feito no caṕıtulo anterior caracterizaremos o conjunto frente de onda hipo DC

pelo decaimento de uma transformada FBI. A seguir apresentamos a transformada FBI introduzida

em [30] (para maiores informações desta transformada recomendamos a leitura de [57] e [30]) a qual

será usada para caracterizar o conjunto frente de onda hipo DC.
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DEFINIÇÃO 3.2.5. Sejam Ω como acima, Cτ � tζ P Cm : |=ζ|   τ |<ζ|u e u P E 1MpΩq 3 uma

M�ultradistribuição de suporte compacto K � Ω. A transformada FBI de u é definida por:

Fpuqpz, ζq �
A
uz1 , e

iζpz�z1q�xζy xz�z1y2 4 pz � z1, ζq
E
, @pz, ζq P Cm � C1, (3.9)

em que 4pz, ζq representa o determinante da jacobiana da aplicação ζ Ñ ζ � ixζyz.

Observe que, de certo modo, essa transformada coincide com a transformada F1 dada por (2.2).

TEOREMA 3.2.6. Para toda u P E 1MpΩq temos que Fpuqpz, ζq é uma função holomorfa 4 .

DEMONSTRAÇÃO. Sendo suppu � K � Ω podemos escrever

Fpuqpz, ζq �
A
uz1 , e

iζpz�z1q�xζy xz�z1y2 4 pz � z1, ζq
E

(3.10)

Sejam tBz1ju, j � 1, 2, . . . ,m, campos vetoriais em X tais que Bz1jpz1j|X q � δi,j; então tBz11 , . . . , Bz1mu
forma uma base para CTX . Dada u P EMpX q, seguindo o Teorema 1.1.6, existem medidas borelianas

suportadas em em suppu tais que (1.15) é satisfeita e

u �
¸
α

Bαz1uα.

Assim,

Fpuqpz, ζq �
A
uz1 , e

iζpz�z1q�xζyxz�z1y2 4 pz, ζq
E

(3.11)

�
¸
α

p�1qα
»
X
Bαz1

!
eiζpz�z

1q�xζyxz�z1y2 �4pz, ζq
)
duα. (3.12)

Portanto, pela regra de Leibniz, pelo Lema A.1.4 e pelo bom posicionamento de X podemos devivar

sobre o sinal de integração em (3.12). Como o integrando em (3.12) define uma função holomorfa

nas variáveis ζ e z1 segue que Fpuq define fuma função holomorfa

A segui apresentamos uma fórmula de inversão para a transformada FBI.

3Pelo mergulho feito acima esta ultradistribuição pode ser vista como uma distribuição em um aberto de Rm (para
maiores detalhes da construção desta ultradistribuições recomendamos a leitura de [30])

4Isto é, dado um compacto existe C ¡ 0 tal que |Bαz B
β
ζj
Fpuqpz, ζq| ¤ C |α|�1M|α| sobre compactos
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TEOREMA 3.2.7. [30, Theorem II.2.4]. Seja X � Cm uma subvariedade maximalmente real bem

posicionada em z0 P X e Ω uma vizinhança aberta de z0 em X suficientemente pequena. Para todo

u P E 1MpΩq temos que

u � lim
εÑ0�

p2πq�m
»
Rm

e�εxζy
2Fupz, ζqdζ.

Os próximos resultados que apresentaremos (cujas demonstrações são análogas aos Teoremas 2.3.5

e 2.3.6) fornecem uma caracterização do conjunto frente de onda hipo DC de umaM�ultradistribuição

(definida em uma estrutura hipo DC de coposto zero) via transformada FBI.

TEOREMA 3.2.8. Seja u P E 1MpX q e assuma que ξ0 R WFX
Mpuq0. Então existe uma vizinhança

aberta V � X de 0, um cone aberto C � Rmzt0u contendo ξ0, e constantes δ, c, C ¡ 0 de modo que

|Fpguqpz, ζq| ¤ Ce�cMpδ|ζ|q, @pz, ζq P V � C (3.13)

para alguma função g P EMpUq, em que U � X é uma vizinhança aberta da origem e gp0q � 1.

DEMONSTRAÇÃO. Seja ξ0 R WFX
Mpuq|0, antes de fazer o caso geral consideraremos o caso em que:

1. existe um cone Γ em T0X p� Rmq, tal que ξ0 � Γ   0;

2. existe uma cunha W em Cm com aresta X tal que Γ � Γ0pWq (seguindo a Proposição 3.1.7 e

[8, p. 184-186] podemos considerar W � tpx� iΦpxq � ivq : x P U � Rm, v P Γδu );

3. existe uma função f, M� quase anaĺıtica W , tal que u � bf sobre D1
MpBCp0, rq X X q (para

r ¡ 0 suficientemente pequeno).

Como ξ0 � Γ   0, fixado v0 P Γ existe c ¡ 0 tal que:

ξ0

|ξ0| �
v0

|v0| ¤ �c   0.

Antes de continuar a demonstração é importante notar que se u se anula em uma vizinhança

da origem em X então a demonstração deste resultado é garantida por [30, Theorem II.2.5]. Deste

modo, é suficiente provar o resultado para gu, em que g P DMpBCp0, c{8qq é tal que 0 ¤ g ¤ 1

e gpzq � 1, para todo z P BCp0, 3c{32q. Além disso, diminuindo c (se necessário) consideraremos

BCp0, c{8q XX � Ω uma vizinhança bem posicionada na origem. Aplicando a transformada FBI em
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gu temos:

Fpguqpz, ζq �
A
gpz1quz1 , eiζpz�z1q�xζyxz�z1y2 4 pz � z1, ζq

E
.

Como u � bf sobre uma vizinhança da origem em X (diminuindo c, se necessário, consideraremos

que o limite exista em BCp0, c{8q X X ) segue que

Fpguqpz, ζq � lim
τÑ0

»
U

fpz1 � iτ
v0

|v0| qgpz
1qeQpz,z1,ζq 4 pz � z1, ζqdz1, (3.14)

em que Qpz, z1, ζq � iζpz � z1q � xζyxz � z1y2. Considere χ P DM

�
BCp0, c

16
q X X

�
tal que 0 ¤ χ ¤ 1

e χ � 1 em BCp0, c
32
q X X . Para σ ¡ 0, a ser determinado depois, defina

z̃pz1, sq � z1 � isχpz1q v0

|v0| , z1 P BCp0, c{16q X X e 0   s ¤ σ.

Para σ e τ suficientemente pequenos podemos considerar

z̃pz1, sq � iτ
v0

|v0| PW , @ pz1, sq P tBCp0, c{16q X X u � p0, σs.

Fixado τ ¡ 0 e σ   c{4 usaremos o teorema de Stokes para contornar o domı́nio de integração,

definindo D � tz � isχpzq v0|v0| : z P BCp0, c
16
q X Ω e 0 ¤ s ¤ σu, segue que

Fpguqpz, ζq �
»
X
gpz1qfpz1 � iδ

v0

|v0| qe
Qpz,z1,ζq 4 pz � z1, ζqdz1

� lim
τÑ0

#
m̧

j�1

»
D

B
Bwj

�
gpwqfpw � iτ

v0

|v0| qe
Qpz,w,ζq 4 pz � z1, ζq

�
dwj ^ dw

�
»
Ṽ

gpz̃pz1, σqqfpz̃pz1, σq � iτ
v0

|v0| qe
Qpz,z̃pz1,σq,ζq 4 pz � z̃, ζqdz̃pz1, σq

+
,

em que Ṽ � tz̃pz1, σq : z1 P BCp0, c
16
q X Ωu; pois gpwq � 0 para w P Cm com |w| � c{8. Como g � 1

em BCp0, 3c{32q, c
16
  3c

32
e

B
Bwj

�
eQpz,w,ζq 4 pz � z1, ζq� � 0

temos que
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Fpguqpz, ζq �
»

Ω

gpz1qfpz1 � iδ
v0

|v0| qe
Qpz,z1,ζq 4 pz � z1, ζqdz1

� lim
τÑ0

#
m̧

j�1

»
D

B
Bwj

�
fpw � iτ

v0

|v0| q
�
eQpz,w,ζq 4 pz � z1, ζqdwj ^ dw

�
»
Ṽ

gpz̃qfpz̃pz1, σq � iτ
v0

|v0| qe
Qpz,z̃pz1,σq,ζq 4 pz � z̃pz1, σq, ζqdz̃pz1, σq

+
, (3.15)

em que para σ fixado dz̃pσq � dz̃1pz1, σq ^ � � � ^ dz̃mpz1, σq.
Pelo bom posicionamento de Ω temos que:

RQpz, z̃pz1, sq, ξ0q
|ξ0| � R

#
i
ξ0

|ξ0|
�
z � z1 � isχpz1q v0

|v0|


�
B
z � z1 � isχpz1q v0

|v0|
F2

+

� R
"
i
ξ0

|ξ0| pz � z1q � i2 xz � z1y2

*
�R

"
�csχpz1q � 2pz � z1qsχpz1qi v0

|v0| � s2pχpz1qq2
*

¤ �p1� τq|z � z1|2 � sχpz1qrc� psχpz1q � 2|z � z1|qs,

z, z1 P Ω e ξ0 P RT �
0 X � Rm, para algum 0   τ   1. A seguir dividiremos em dois casos,

1. Caso |z1|   c
32

. Nesse caso temos χpz1q � 1 e assim, considerando s ¤ σ   3c
32
, temos

RtQpz, z̃pz1, sq, ξ0qu
|ξ0| ¤ �src� pσ � 2|z � z1|qs ¤ �s

�
c�

�
3c

32
� 11c

32
� c

16


�
� �sc c

2
,

para |z|   11c
64
.

2. Caso c
32
¤ |z1|   c

8
. Considerando s ¤ σ   3c

32
e |z|   c

64
temos sχpz1q�2|z�z1|   3c

32
� c

32
� c

4
  c.

Deste modo,

RtQpz, z̃pz1, sq, ξ0qu
|ξ0| ¤ �p1� τq|z � z1|2 ¤ �p1� τq

� c

32
� c

64

	2

� �p1� τq
� c

64

	2

.

Como Q é continua, RtQpz,z̃pz1,sq,ξqu
|ξ| � QRtQpz, z̃pz1, sq, ξ{|ξ|qu, 0   τ   1 e s   σ   1 existe c4 ¡ 0 e

uma vizinhnaça conica C de ξ0 tal que,

<tQpz, z̃psq, ξqu ¤ �c4s|ξ|, (3.16)
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para z P X , |z|   c
64

e ξ P C.

Assim, procedendo de modo análogo à (2.43) obtemos a seguinte estimativa para a segunda

integral à direita em (3.15),

m̧

j�1

»
D

B
Bwj

#
fpw � iδ

v0

|v0| qgpwq � �eQpz,w,ζq∆pz�w, ζq
+
dpwj, wq ¤ Cec4|ξ| (3.17)

for some c4 ¡ 0 and pz, ξq P �BCp0, c
64
q X X

�� C.

RtQpz, z̃pz1, sq, ξqu ¤ �c3|ξ|, para todo pz, x, ξq P V � U � C. (3.18)

Já que u � bf em DM
1pΩq, pela topologia estabelecida no espaço das M�ultradistribuições e pela

Observação 1.1.7 podemos encontrar δ0 ¡ 0 tal que para todo 0   δ   δ0 e ε ¡ 0 existe Cε ¡ 0 em

que ����Bf �z̃pz1, σq � iδ
v0

|v0|


, φp., z, ξq

F���� ¤ Cε
¸
β

ε|β|M�1
|β| ‖ Bβz1φpx, z, ξq ‖L8x , (3.19)

para todo φp., z, ξq P DMpΩq (em que z e ξ são encarados como parâmetros).

Feitas estas considerações, procedendo de modo análogo à demonstração de Teorema 2.3.5 (ob-

tendo desigualdades análogas à (2.43) e (2.44), todavia esta conclusão é mais fácil pois não precisamos

considerar dois casos distintos) podemos concluir a demonstração do caso mais simples. A demons-

tração do caso mais geral segue pela linearidade da transformada FBI.

A seguir será apresentada a rećıproca do Teorema 3.2.8.

TEOREMA 3.2.9. Seja X � Cm uma EM�subvariedade maximal real, bem posicionada em 0 e

u P E 1MpX q. Se existe uma vizinhança V de 0 em Cm, um cone aberto Γ � Rmzt0u contendo ξ0 P Rm,

e constantes δ, C ¡ 0 tais que

|Fpuqpz, ζq| ¤ Ce�cMpδ|ζ|q, @pz, ζq P V � Γ, (3.20)

então ξ0 R WFX
Mpuq|0.

Antes de propriamente demonstrar o Teorema 3.2.9 faremos algumas considerações e Lemas au-

xiliares.

Assim como na demonstração do Teorema 3.2.8 assumiremos Ω � X uma vizinhança aberta

de 0 bem posicionada (para algum τ, 0   τ   1), suficientemente pequena. Pelo Teorema 3.1.7,
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diminuindo Ω se necessário, podemos considerar que Ω é a imagem de uma vizinhança aberta U de

0 em Rm por uma aplicação xÑ Zpxq definida por

Zpxq � x� iΦpxq,

em que Φ : U Ñ Rm é tal que Φp0q � 0, Φxp0q � 0 e

|z � z1|   c

16
@z, z1 P Ω, e |Φxpxq|   c

4� c
@x P U,

para uma certa constante c ¡ 0 à ser escolhida. Assim como na demonstração do Teorema 2.3.6

consideraremos:

RmzΓ �
K¤
j�1

Cj, (3.21)

de modo que cada Cj é um cone agudo aberto tal que:

1. Cj X Cl � H, para todo j � l; e

2. Γj � tv P T0X : ξ � v ¡ 0 para todo ξ P Cj e ξ0 � v   0u é um cone agudo aberto e não vazio.

Diminuindo Γj, se necessário, podemos encontrar uma constante 0   c ¤ 1 tal que

ξ � v ¥ c|ξ||v|, pv, ξq P Γj � Cj.

Para j � 1, . . . , K e δ ¡ 0 (à definir) definiremos:

Wj � tZpxq � iv : x P U, v P pΓjqδu � tx� iΦpxq � iv : x P U, v P pΓjqδu,

observe que Wj é uma cunha em Cm com aresta X tal que JΓj � Γ0pWjq. E, para z � Zpxq�iv PWj,

ξ P Cj, y P U e ζ � ζpξq �t Zypyq�1ξ P RT 1X |Zpyq, defina

fjpzq � p2πq�m
»

Ω

upz1q
»
ζPKj

eQpz,z
1,ζq∆pz � z1, ζqdζdz1

em que Qpz, z1, ζq � iζ � pz � z1q � xζyxz � z1y2, Kj � ζpCjq e a primeira integral é entendida no

sentido de dualidade (já que u é uma ultradistribuição). A seguir apresentaremos alguns resultados

que garantem a existência de bfj.
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LEMA 3.2.10. fj P OpWjq.

DEMONSTRAÇÃO. Considerando x, y P U, ξ P Cj, v P Γδ e z � Zpxq � iv temos

Qpz, Zpyq, ζq � iζ � pZpxq � iv � Zpyqq � xζyxZpxq � iv � Zpyqy2

� tiζ � pZpxq � Zpyqq � xζyxZpxq � Zpyqy2u � ζ � v � xζyt2iv � pZpxq � Zpyqq � |v|2u.

Como X é bem posicionada na origem temos

RtiζpZpxq � Zpyqq � xζyxZpxq � Zpyqy2u ¤ �p1� τq|ζ||Zpxq � Zpyq|2 ¤ 0, (3.22)

para todo x, y P U e ξ P Cj. Lembrando de (3.6), observe que

�ζ � v � �ptZypyq�1ξq � v
� �ξ � pZypyq�1vq
� �ξ � �rI � iΦypyqs�1v

�
� �ξ �

� 8̧

k�0

p�iqkpΦypyqqkv
�

� �ξ � v � ξ �
� 8̧

k�1

p�iqkpΦypyqqkv
�
,

em que I representa a matiz identidade. Assim,

Rt�ζ � vu � �ξ � v �R

#
ξ �

� 8̧

k�1

p�iqkpΦypyqqkv
�+

¤ �c|ξ||v| �
�����ξ �

� 8̧

k�1

p�iqkpΦypyqqkv
������

¤ �c|ξ||v| � |ξ||v|
8̧

k�1

|Φypyq|k

¤ �c|ξ||v| � |ξ||v|
8̧

k�1

�
c

4� c


k

� �3

4
c|ξ||v|,

ξ P Cj e v P Γj. Portanto Rt�ζ � vu ¤ �3
4
c|ξ||v|, para todo ξ P Cj e v P Γj.
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Por outro lado podemos diminuir Ω de modo à obter |ζ| ¤ 2|ξ|, pois |tZyp0q| � I. Como |xζy| ¤ |ζ|,
sendo pΓjqδ � Γj XBδp0q e δ   c

8
, obtemos

Rt�xζyp2iv � pZpxq � Zpyqq � |v|2qu ¤ |xζy|p2|v||Zpxq � Zpyq| � |v|2q
¤ |ζ||v|p2|Zpxq � Zpyq| � |v|q
  2|ζ||v|

�
2c

16
� c

8



� c

2
|ξ||v|,

para todo x, y P U, ζ P Cj e v P pΓjqδ. Assim, combinando as desigualdades anteriores temos:

RtQpz, z1, ζqu ¤ �1

4
c|ξ||v|, para todo x, y P U, ξ P Cj e v P pΓjqδ. (3.23)

Como o fato de uma função ser holomorfa é uma propriedade local basta fixar um certo z0 �
Zpx0q � v0 P Wj (x0 P U e v P pΓjqδ, para um certo δ) e mostrar que para uma vizinhança de z0

temos fj holomorfa. Observe que podemos encontrar c2 ¡ 0 tal que

RtQpx, z1, ζ, vqu ¤ �c2|ξ|,

para todo v P pΓqδ, x, y P U, e ξ P Cj. Pelo Teorema 1.1.6 temos que para ε ¡ 0 arbitrário, existem

medidas borelianas uα tais que u � °
α Bαz1uα e

³
U
|duα|   Cεε

|α|pα!q�s. Deste modo,

fjpzq � p2πq�m
¸
α

»
U

Bαz1
�»

ξPCj
eQpz,z

1,ζq∆pz � z1, ζqdζpξq
�
duαpz1q. (3.24)

De modo análogo ao que foi feito na demonstração do Teorema 2.3.6 (veja (2.53)) para todo η ¡ 0

temos constantes θη, C ¡ 0 tais que

|Bβz1peQpz,z
1,ζq| ¤ eηM

�p|v|{ηqeH{θηe�Mpθη |ξ|qC |β|�1M|β|, (3.25)

para todo multi ı́ndice β, z � Zpxq � iv, z � Zpyq e px, v, y, ξq P U � Γj � U � Cj. Logo, podemos

derivar sob o sinal de integração e como o integrando a direita em (3.24) é uma função holomorfa

segue que fj P OpΩ� ipΓjqδq. Pela arbitrariedade de δ conclúımos que fj P OpΩ� iΓj.

LEMA 3.2.11. Existem constantes C, c ¡ 0 tais que |fjpzq| ¤ CecM
�p|v|{δq, para todo z � Zpxq�iv PWj.
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DEMONSTRAÇÃO. Análogo à demonstração da Afirmação (2.3) basta aplicar a desigualdade (3.25)

em (3.24)

As funções fj e suas propriedades nos permitem demonstrar o Teorema 3.2.9:

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3.2.9. Sendo Ω como descrito acima, como antes é suficiente

assumir u P E 1MpΩq com suporte compacto suficientemente pequeno (para não carregar a notação,

nessa demonstração omitiremos a função g usada na demonstração do Teorema 3.2.8). Pelo Teorema

3.2.7 temos

u � p2πq�m lim
εÑ0�

»
e�ε|ξ|

2Fpuqp�, ξqdξ,

em que o limite anterior é um limite ultradistribucional (na topologia de E 1MpΩq). Considere

u � u1 � u2, (3.26)

em que

u1 � p2πq�m lim
εÑ0�

»
Γ

e�ε|ξ|
2Fpuqp�, ξqdξ

e

u2 � p2πq�m lim
εÑ0�

»
RmzΓ

e�ε|ξ|
2Fpuqp�, ξqdξ.

Por (3.20) e pelo Teorema 3.2.6 temos que u1 P EpΩq (diminuindo Ω, se necessário). Além disso, por

[3, Lemma 17] existe f extensão M�quase anaĺıtica de u1. Pela construção feita em (3.21), considere

u2 � u2,1 � � � � � u2,K ,

em que

u2,j � p2πq�m lim
εÑ0�

»
ξPCj

e�ε|ξ|
2Fpuqp�, ξqdξ,

j � 1, . . . , K.

Observe também que pelos Lemas 3.2.10, 3.2.11 e por [4, Theorem 3.1] segue que bfj existe em

D1
MpΩq (diminuindo Ω se necessário). Observe que para concluir a demonstração é suficiente mostrar

que bfj � u2,j.

Sejam Q � Qpz, Zpyq, ξq como definido no Lema 3.2.10, ∆ � ∆pZpxq � iv � Zpyq, ζq e conside-

raremos φ P DMpΩq (com K � supp φ) arbitrária. Pelo teorema estrutural de D1
M , pelo teorema de
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Fubini e pelo teorema da convergência dominada temos

p2πqmxbfj, φy � p2πqm lim
ΓjQvÑ0

»
K

fjpZpxq � ivqφpZpxqqdZpxq

� lim
ΓjQvÑ0

»
K

»
Ω

»
Kj

eQupZpyqqφpZpxqq∆dζdZpyqdZpxq

� lim
ΓQvÑ0

»
Ω

»
Kj

»
K

eQφpZpxqq∆dZpxqupZpyqqdζdZpyq

� lim
ΓQvÑ0

»
Ω

»
Kj

rFpφqpZpyq � iv,�ζqsupZpyqqdζdZpyq

�
»

Ω

»
Kj

FpφqpZpyq,�ζqupZpyqqdζdZpyq.

Observe também que

xu2,j, φy � p2πq�m lim
εÑ0�

»
Cj

»
Ω

e�ε|ξ|
2FpuqpZpxq, ξqφpZpxqqdZpxqdξ.

E deformando o contorno na variável ξ, como feito no Teorema 3.2.8 obtemos

xu2,j, φy � p2πq�m lim
εÑ0�

»
Ω

»
Kj

»
K

eQe�εxζy
2

upZpyqq∆pz � Zpyq, ζqφpzqdzdζdZpyq.

Portanto,

p2πqmxu2,j, φy � lim
εÑ0�

»
Ω

»
Kj

»
K

eQe�εxζy
2

upZpyqqφpzq∆pz � Zpyq, ζqdzdζdZpyq

� lim
εÑ0�

»
Ω

»
Kj

»
K

eQe�εxζy
2

φpzq∆pz � Zpyq, ζqdze�εxζy2upZpyqqdζdZpyq

� lim
εÑ0�

»
Ω

»
Kj

rFpφqpZpyq,�ζqs e�εxζy2upZpyqqdζdZpyq

�
»

Ω

»
Kj

FpφqpZpyq,�ζqupZpyqqdζdZpyq.

Assim, u � °
j bfj em D1

MpΩq e portanto temos que ξ0 R WFX
Mpuq|0.

A seguir serão apresentadas algumas consequências dos Teoremas 3.2.8 e 3.2.9.

DEFINIÇÃO 3.2.12. Sejam V um espaço vetorial e Γ � V um cone. O polar Γ0 é um cone agudo e

fechado em V �z0 definido por:

Γ0 � tξ P V �z0 : ξpvq ¥ 0, para todo v P Γu.
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O próximo resultado é uma versão da Proposição II.5 de [32] para o caso DM .

COROLÁRIO 3.2.13. Sejam Γ1, . . . ,ΓN � TpX cones conexos abertos e não vazios e seja u P D1
pX q.

Os seguintes ı́tens são equivalentes:

1. WFMpuqp �
�N
j�1 Γ0

j

2. Sejam Γ̃1, . . . , Γ̃N � TpX cones agudos, abertos, conexos e não vazios cujos fechos estão res-

pectivamente contidos em Γ1, . . . ,ΓN (Γ̃j � Γj, para j � 1, . . . , N). Dadas as cunhas Wj em

Cm com aresta X tais que J Γ̃j � ΓppWjq e para todo j � 1, . . . , N existem funções M� quase

anaĺıticas fj em Wj, tais que u � °N
j�1 bfj, em D1

MpX q em uma vizinhança de p em X .

DEMONSTRAÇÃO. p1q ùñ p2q : A demonstração desse fato é muito parecida com a demonstração

do Teorema 3.2.9 e por isso omitiremos alguns detalhes. Para qualquer j P t1, . . . , Nu considere um

cone Γ̃j como descrito no enunciado deste Corolário. Seja Cj um cone agudo em T �
0 X z0 � Rmz0 tal

que

Γ0
j �� Cj � intpΓ̃0

jq � Γ̃0
j .

Observe que é posśıvel encontrar c ¡ 0 tal que,

ξ � v ¥ c|ξ||v|, para todo pv, ξq P Γ̃j � Cj.

Análogo à demonstração de Teorema 3.2.9, via fórmula de inversão da transformada FBI, pode-

mos escrever

u � u1 �
Ņ

j�1

u2,j,

para

u1 � p2πq�m lim
εÑ0�

»
RmzYNk�1Ck

e�ε|ξ|
2Fpuqp., ξqdξ

e

u2,j � p2πq�m lim
εÑ0�

»
CjzYj�1

k�1Ck

e�ε|ξ|
2Fpuqp., ξqdξ.

Como WFMpuqp � �N
j�1 Γ0

j � �N
j�1Cj, assim como na demonstração do Teorema 3.2.9, temos

u1 P EM e deste modo u1 possui uma extensão M�quase anaĺıtica. Também análogo à demonstração

do Teorema 3.2.9, para cada j P t1, . . . , Nu existe uma cunha Wj � Cm com aresta X de modo que
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J Γ̃j � Γ0pWjq e

uj � bfj em D1pΩq,

concluindo a demonstração.

p2q ùñ p1q : Seja ξ P pT �
p X z0qz

�N
j�1 Γ0

j , então ξ R Γ0
j , para cada j � 1, . . . , N. Assim, vj P Γj

tal que ξ � vj   0, para cada j � 1, . . . , N. Logo, para cada vj é posśıvel encontrar uma vizinhança

cônica Γ̃j �� Γj de vj tal que

ξ � Γ̃j   0, para cada j � 1, . . . N.

Por hipótese, para cada j P t1, . . . , Nu há uma cunha Wj � Cm com aresta X tal que J Γ̃j � ΓppWjq
e uma função fj M�quase anaĺıtica em Wj de tal modo que u � °N

j�1 bfj em D1
MpX q em uma

vizinhança Up de p P X . Pela Definição 3.2.4 segue que ξ R WFX
Mpuq|p. Como ξ é um elemento

arbitrário de pT �
p X z0qz

�N
j�1 Γ0

j conclúımos que WFX
Mpuq|p �

�N
j�1 Γ0

j .

A seguir apresentamos o chamado Teorema da aresta da cunha para o caso DC.

COROLÁRIO 3.2.14. Seja X � Cm uma subvariedade maximalmente real e p P X , considere também

W� e W� cujas em Cm com aresta X cujas direções são opostas, ΓppW�q � �ΓppW�q. Se u P
D1
MpX q é o valor de fronteira de uma função ultradiferenciável f� P EMpW�q e também de uma

função f� P EMpW�q, então WF puq|p � H.

DEMONSTRAÇÃO. Seja Γ � TpX um cone aberto agudo tal que JΓ � ΓppW�q. Então Jp�Γq � �JΓ �
�ΓppW�q � ΓppW�q. Pelo Corolário 3.2.13 temos que WFX

Mpuq|p � Γ0 e WFX
Mpuq|p � p�Γq0. Como

WFX
Mpuq|p � Γ0, dados ξ P WFX

Mpuqp e v P Γ não nulo, temos ξ � v ¥ 0 e assim ξ � p�vq ¤ 0. Por

outro lado, como WFX
Mpuq|p � p�Γq0 temos ξ � p�vq ¥ 0. Concluindo assim que ξ � 0. Lembrando

que WFX
Mpuq|p � T �

p X z0 conclúımos que WFX
Mu|p � H.

3.3 Coposto n � 1

Nesta seção nos concentraremos no caso de estruturas de coposto um. Como nossos resultados são

locais, podemos considerar M � U � V �J, em que V representa uma bola aberta centrada na origem

de Rm e J um intervalo real. Pela Observação 3.1.8 podemos nos concentraremos nas subvariedades

maximalmente reais tZpx, tq : x P V u (para cada t P J fixado) de Cm, com V � t B
Bz1 , . . . ,

B
Bzm ,

B
Btu.

Seguindo [2] consideraremos que as soluções (integrais primeiras) para V sejam escritas como,
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Zjpx, tq �
$&% xj �Ψjpx, tq � iΦjpx, tq, j � 1, . . . , r

xj � iΦjpx, tq j � 1� r, . . . ,m
(3.27)

com Φj e Ψj funções à valores reais tais que

Φjp0, tq � 0, j � 1, . . . ,m, Ψjpx, tq � Op|x|Nq, px, tq P V � J, j � 1, . . . r (3.28)

e

|Φ2px, tq| ¤ B|x|2, x P V, t P J. (3.29)

A seguir apresentamos a transformadas FBI usada para caracterizar micro regularidade sobre

estruturas de coposto um (veja [30, p. 317]).

DEFINIÇÃO 3.3.1. Seja h uma ultradistribuição solução em U 1 dependendo suavemente de t (veja

[30, Definition IV.3.1]). A transformada FBI de u é definida por

Fκphqpt; z, ζq �
A
hz1ptq; eQκpz,z1,ζq 4 pz � z1, ζq

E
em que

Qκpz, z1, ζq � iξ � pz � z1q � κ|ζ|xz � z1y2, (3.30)

z P Cm, ζ P tζ P Cm : |= ζ| ¤ |R ζ|u e t P J.

Seguindo os Teoremas 3.2.8 e 3.2.9 consideraremos a seguinte definição de micro regularidade DC

em X :

DEFINIÇÃO 3.3.2. Seja h uma ultradistribuição solução em U 1 dependendo suavemente de t, h0 �
hp�, 0q e χ P DMpU 1q tal que χ � 1 em uma vizinhança de 0. Dizemos que um vetor cotangente

ξ0 P T �
0 X não pertence a WFMph0q|0, se e somente se existe uma vizinhança O da origem em X ,

uma vizinhança cônica C de ξ0 em Rmzt0u e constantes κ, C, c, δ ¡ 0 tais que

|Fκpχhqp0; z, ζq| ¤ Ce�cMpδ|ζ|q, @pz, ζq P O � C, κ ¥ κ�.

Lembre-se que pela Proposição 3.1.7 a equação t � 0 define X em uma vizinhança aberta da

origem e considerando t � t0 para algum t0 P J fixado podemos definir as demais subvariedades
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maximais para estrutura (denotadas por Xt0 , observe que X0 � X 5). Além disso de modo análogo à

definição anterior podemos definir WFM sobre as subvariedades Xt0 , denotado WFMpht0q|0. A seguir

mostraremos que a definição de WFM apresentada acima independe da variedade maximalmente

real.

TEOREMA 3.3.3. Assumindo que as integrais primeiras Zj satisfazem (3.27), (3.28) e (3.29),

existem r ¡ 0 (tal que Brp0q � B2rp0q � V �J), uma vizinhança da origem O e constantes κ�, δ ¡ 0

tais que: se χ P DMpU 1q é tal que χpzq � 1, sempre que z � Zpx, tq com |x|   r, então dada h uma

ultradistribuição solução em U 1 dependendo suavemente de t existem constantes A1, A2 ¡ 0 tais que

|Fκpχhqpt; z, ξq � Fκpχhqp0; z, ξq| ¤ A1e
�A1MpA2|ξ|q,

para

|t| ¤ δ, z P O, ξ P Rmzt0u

e κ ¥ κ�.

DEMONSTRAÇÃO. Demonstraremos esse resultado seguindo a demonstração do Teorema 2.2 de [2].

Já que h é solução de V , pelo teorema fundamental do cálculo, Definição 3.3.1 e pela definição de χ

temos

Fκpχhqpt; z, ξq � Fκpχhqp0; z, ξq �
» 1

0

drFκpχhqpτt; z, ξqs
dτ

dτ

�
» 1

0

BFκpχhq
Bt pτt, z, ξqtdτ (3.31)

sendo Qκ como em (3.30). Por outro lado, pelo Lema A.1.4, existe C ¡ 0 tal que

|Bβz1eQ
κpz,z1,ξq| ¤ C |β|�1M|β|eRQκpz,z

1,ξqe
1
2
Mp|ζ|q.

Além disso, como z1 P Xτt existe x P V tal que z1 � Zpx, τtq. Em [2, p. 1005] vemos que em (3.27)

podemos considerar Ψpx, tq � Op|x|2 � |t|2q e Φpx, tq � Op|x|2 � |t|2q. Deste modo segue que:

RQκp0; z1; ξq ¤ Rtξ � Φpx, τtqu � κ|ξ| �|x� pΨpx, τtq, 0q|2 � |Φpx, τtq|2�
5Para maiores detalhes desta caracterização das subvariedades maximalmente reais recomendamos a leitura de [30]

e [57].
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RQκp0; z1; ξq ¤ |ξ||Φpx, τtq| � κ|ξ||x|2 � κ|ξ||pΨpx, τtq, 0q|2 � κ|ξ||Φpx, τtq|2

¤ C|ξ|p|τt|2 � |x|2q � κ|ξ||x|2 � Cκ|ξ|p|τt|4 � |x|4q
¤ C|ξ|p|t|2 � κ|t|4q � |ξ|pCκ|x|2 � κ|x|2 � Cκ|x|4q,

0 ¤ τ ¤ 1 (sem perder generalidade podemos considerar |x| ¤ 1). Deste modo, para r ¤ |x| ¤ 2r e

|t|   1 temos

RQκp0, z1, ξq ¤ C|ξ|p1� κq|t|2 � |ξ|r4Cκr2 � κr2 � 16Cκr4s.

Considerando r   1
8
?
C

e κ ¡ 16C temos

RQκp0, z1, ξq ¤ C|ξ|p1� κq|t|2 � 1

2
κr2|ξ|,

para |t|   δ, ξ P Rmzt0u, 0 ¤ τ ¤ 1, κ ¥ κ� � 8C e r ¤ |x| ¤ 2r. Podemos assumir δ suficientemente

pequeno tal que:

RQκp0, z1, ξq ¤ �1

4
κr2|ξ|.

Pela continuidade de Qκpz, z1, ξq na variável z existe uma vizinhança O da origem de Cm e uma

constante A ¡ 0 tais que

RQκpz, z1, ξq ¤ �A|ξ|, (3.32)

para |t|   δ, ξ P Rmzt0u, 0 ¤ τ ¤ 1, κ ¥ κ� � 8C, y P O e r ¤ |x| ¤ 2r. Observe também que por

[21, Corollary 10] existem funções bα P C8pJq e f P C8pU 1q tais que

Fκpχhqpt, z, ξq �
A
hz1ptqχ; eQκpz,z

1,ζq 4 pz � z1, ζq
E

�
¸
α

p�1q|α|bαptq
»
U 1

fpz, tqBαz1φpz, z1, ξqdz (3.33)

e para todo L ¡ 0 existe CL ¡ 0 tal que

|bαptq| ¤ CLL
|α|

M|α|
; (3.34)

com φpz, z1, ξq � eQκpz,z
1,ζqχpz1q4 pz � z1, ζq
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Pelo Lema A.1.4 temos

|BβxeQ
κpz,Zpx,tq,ξq| ¤ C |β|�1M|β|eRQκpx,t,y,ξqe

1
2
MpA|ξ|q ¤ C |β|�1M|β|e�

1
2
MpA|ξ|q.

para |t|   δ, ξ P Rmzt0u, 0 ¤ τ ¤ 1, κ ¥ κ� � 8C, z P O e r ¤ |x| ¤ 2r. Deste modo, como

BttχpZpx, tqqu � 0, para |x|   r; por (3.32), (3.33) e (3.34) podemos derivar (Bt) sobre o sinal de

integração em (3.33). Portanto, voltando em (3.31), lembrando que h é solução e escolhendo L

suficientemente pequeno temos:

|Fκpχhqpt; z, ξq � Fκpχhqp0; z, ξq| ¤
�����
» 1

0

¸
α

p�1q|α|
»
U 1

bαptqfpz, tq � BtBαz1φpz, z1, ξqdztdτ
�����

¤ Cε
¸
β

pCLq|β|
M|β|

¸
γ�δ�θ�β

Cγ,δ,θMδe
� 1

2
MpA|ξ|qMδMθ

¤ Cε
¸
β

pCLq|β|e� 1
2
MpA|ξ|q ¤ Ce�

1
2
MpA|ξ|q,

para todo z P O e ξ P Rm.

Como consequência apresentamos o seguinte Corolário.

COROLÁRIO 3.3.4. Seja h uma ultradistribuição solução em U 1 dependendo suavemente de t. Dados

t0, t1 P J arbitrários temos

ξ0 R WFMpht0q|0 ùñ ξ0 R WFMpht1q|0. (3.35)

DEMONSTRAÇÃO. Observe que para demonstrar o resultado é suficiente mostrar que para todo sub-

intervalo fechado K de J existe um real δ ¡ 0 tal que (3.35) é válida sempre que t0, t1 P K e

|t0 � t1|   δ. Defina

h̃ptq � hpt� t0q.

Então h̃p0q � hpt0q, h̃pt1 � t0q � hpx, t1q, WFMpht0q � WFMph̃0q e WFMpht1q � WFMph̃t1�t0q.
Deste modo, se ξ0 R WFMpht0q|0 � WFMph̃0q, pela Definição 3.3.2, segue que existe uma vizi-

nhança O � Rm da origem, uma vizinhança cônica C de ξ0 em Rmzt0u, constantes reais c1, c2 ¡ 0 e

κ� ¡ 0 tais que:

|Fκpχh̃qp0; y, ξq| ¤ Ce�c1Mpc2|ξ|q, @py, ξq P O � C, κ ¥ κ�.
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Por outro lado, observe que escolhendo δ definido pelo Teorema 3.3.3; se |t0 � t1|   δ, então existem

constantes C,A1, A2 ¡ 0 tais que

|Fκpχh̃qpt0 � t1; y, ξq � Fκpχh̃qp0; y, ξq| ¤ Ce�A1MpC2|ξ|q,

para y P B r
2
p0q � Rm, ξ P Rmzt0u, κ ¥ κ�. Portanto, diminuindo c1 e c2 (se necessário), temos

|Fκpχh̃qpt0 � t1; y, ξq| ¤ Ce�c1Mpc2|ξ|q.

Deste modo podemos concluir que ξ0 R WFMph̃t0�t1q � WFMpht1q.

3.4 Coposto Arbitrário

Nesta seção iremos considerar o caso em que pM,Vq é uma estrutura hipo DC de posto m e coposto

n (veja Definição 3.1.2). Dada uma subvariedade maximalmente real X de M e p P X , pelo Lema

3.1.7 podemos considerar uma vizinhança U de p em M com U � V � W , em que V e W são

abertos de Rm e Rn respectivamente, ambos contendo a origem. E, podemos escrever Zjpx, yq �
xj � iΦjpx, yq satisfazendo (3.3), (3.4) e (3.5). Seguindo [30] nossos resultados serão apresentados

sobre a subvariedade U 1 � tpZpx, tq, tq : px, tq P Uu (com U suficientemente pequeno).

Ao longo desta seção identificaremos T �M|U com U �Rm�n e as coordenadas de seus elementos

serão representadas por x1, . . . , xm, y1, . . . , yn, ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ηn. Ainda pelo Lema 3.1.7 X X U é

definida pela equação y � 0. Nesta seção usaremos a notação por Xy0 � tZpx, y0q : x P V u, com

esta notação é importante notar que X0 � X (observe que, pelo teorema do posto, para cada y a

aplicação x ÞÑ Zpx, yq define um mergulho e X � ty � 0u). Iremos identificar o fibrado cotangente

de cada Xy0 com Xy0 � Rm.

Sendo ν � d � m iremos denotar x1 � px1, . . . , xνq e x2 � pxν�1, . . . , xmq (respectivamente

y1 � py1, . . . , yνq, y2 � pyν�1, . . . , ynq, ξ1 � pξ1, . . . , ξνq, ξ2 � pξν�1, . . . , ξmq, η1 � pη1, . . . , ηνq e

η2 � pην�1, . . . , ηnq ). Podemos mostrar (veja [32]) que:

T 0
0 � tpξ, ηq P T �

0 M : ξ1 � 0, η � 0u e πX pT 0
0 q � tξ P T �

0 X : ξ1 � 0u.

Observe que para T 0
0 não ser nulo devemos ter ν   m. Deste modo sempre consideraremos o caso
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ν   m.

A seguir lembraremos lembraremos algumas mudanças de variáveis usadas em [7] e [2]

PROPOSIÇÃO 3.4.1. [7, Proposition 4.1]. Dada Y uma subvariedade maximalmente real de U ar-

bitrária, contendo a origem, existem uma matriz S quadrada complexa, inverśıvel e de ordem ν, e

uma função f7 � pf17, . . . , fn7q tais que fj7 P C8pV7q (j � 1, . . . , n) e V7 � V seja uma vizinhança

aberta da origem de Rm, com f7p0q � 0. Se fizermos a mudança de coordenadas

x17 � iy17 � Sz1, x27 � x2, y27 � y2, (3.36)

então Y é definido em uma vizinhança aberta U7 � U da origem pela equação

y7 � f7px7q. (3.37)

Reciprocamente, o sistema de equações composto por (3.36) e (3.37) define uma subvariedade maxi-

malmente real de classe DM em alguma vizinhança aberta da origem, passando por este ponto.

Para o caso de coposto n ¡ 1, seguindo [2] apresentaremos uma caracterização para integrais

primeiras de uma estrutura hipo DC de coposto arbitrário que tornará a invariância do conjunto

frente de onda DC por estruturas maximalmente reais uma consequência direta do caso de coposto

um.

Para a matriz S dada pela Proposição 3.4.1, consideremos a potência St (seguindo a expansão

em serie de potências de zt, z complexo e t real) e a aplicação

Λ : Rm � R ÞÝÑ Cν � Rpm�νq�pn�νq � Rm�n

definida por: Λpx̃, tq � pz1 � S�tx̃1, x2 � x̃2, 0q. Consideremos Ṽ uma bola centrada em 0 P Rm com

raio suficientemente pequeno, de modo que a imagem de Ṽ � p�2, 2q pela função Λ estará contida

em U e definamos Z̃j como sendo o pull-back de Zj p1 ¤ j ¤ mq por Λ. Assim,

Z̃jpx̃, tq � ZjpΛpx̃, tqq � Zjpx1 � iy1 � S�tx̃1, x̃2, 0q

�
$&% pS�tx̃1qj � iΨjpRpS�tx1q, x̃2q, j � 1, . . . , r

x̃j � Φ̃jpx̃, tq, j � r � 1, . . . ,m;
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em que Φ̃jpx̃, tq � ΦjpS�tx̃1, x̃2, 0q. A seguir denotaremos Φ̃2 � pΦ̃r�1, . . . , Φ̃mq. Por (3.5) e pela

definição de St, para cada N natural, que existe B ¡ 0 tal que

|Φ̃2px̃, tq| ¤ B|x̃|N , @x̃ P Ṽ , t P p�2, 2q.

Observe que Z̃j define uma estrutura hipo DC sobre Ṽ �p�2, 2q. Além disso, para qualquer t (|t|   2)

temos que X̃t � Ṽ � ttu define uma subvariedade maximalmente real nesta estrutura e Λ induz

um difeomorfismo de classe EM de X̃t em uma vizinhança aberta da origem de uma subvariedade

maximalmente real (contendo a origem) de U , Xt,

Xt � tpx, yq P U : =pStz1q � 0, y2 � 0u.

A seguir usaremos as coordenadas x7, y7 da Proposição 3.4.1 para definir outra aplicação de classe EM
de uma vizinhança aberta da origem de Rm�1 em U. Considere que a vizinhança V7 da Proposição

3.4.1 e uma bola aberta W7 em Rn sejam suficientemente pequenas tal que as seguintes propriedades

são satisfeitas:

(i) U7
.� V7 �W7 � U ;

(ii) para todo t P p�2, 2q, tf7pV7q � W7

Defina Γ : V7 � p�2, 2q � Rm�1 ÝÑ U7 � Rm�n, Γpx7, tq � px7, tf7px7qq, se nós definirmos

F : U ÝÑ U7

px, yq ÞÝÑ F px, yq � pSz1, x2, y2q,

então tZj � F�1u define uma estrutura localmente integrável em U7 isomorfa à uma estrutura local-

mente integrável definida por Zj sobre U (no sentido que F leva soluções da estrutura pU,Zq em

soluções de pU7, Z � F�1q e vice versa). Observe ainda que

Zj � F�1px7, y7q � ZjpS�1z17, x
2
7 , y

2
7 q

�
$&% pS�1z17qj � iΨjpRpS�1z17q, x27 q, j � 1, . . . , r,

x7j � iΦjpS�1z17, x
2
7 , y

2
7 q, j � 1, . . . ,m,

e

|ΨpRpS�1z17q, x27 , y27 q| � Op|px7, y17q|Nq.
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Trocando Z1 � F�1, . . . , Zr � F�1 por

Z� � S

�����
Z1 � F�1

...

Zr � F�1

����
encontramos integrais primeiras equivalentes, dadas por

Z�
j px7, y7q �

$&% z17j �Ψ�
j pRpS�1z17q, x27 q, j � 1, . . . , r

x7j � iΦjpS�1z17, x
2
7 , y

2
7 q, j � 1� r, . . . ,m,

para

Ψ�px7, y7q � S

�����
Ψ1pRpS�1z17q, x27 q

...

ΨrpRpS�1z17q, x27 q

����.
Então,

|Ψ�px7, y7q| � Op|px7, y17q|Nq.

Definindo Z7 como sendo o pull-back de Z� por Γ temos:

Z7px7, tq � Z�
j px7, tf7px7qq

�
$&% x7j � itf7jpx7q �Ψ7jpx7, tq, j � 1, . . . , r

x7j � iΦ7jpx7, tq, j � r � 1, . . . ,m,
(3.38)

para

Φ7px7, tq � ΦpS�1px17 � itf 17px7qq, x27 , tf27 px7qq

e

Ψ7px7, tq � Ψ�px7, tf7px7qq.

Como fp0q � 0 é posśıvel encontrar constantes C,B ¡ 0 tais que

|Φ7px7, tq| ¤ B|x7|N e |Ψ7px7, tq| ¤ C|x7|N , x7 P V7, |t|   2. (3.39)

As funções Z7j definem uma estrutura localmente integrável sobre V7 � p�2, 2q. A imagem da
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subvariedade maximalmente real Y7t � V7�ttu por Γ é uma vizinhança da origem de uma subvariedade

maximalmente real Yt de U7 definida pela equação y7 � tf7px7q.
Observe que como S é uma matriz constante, pSZ 1, Z2q define sobre U a mesma estrutura hipo

DC que Z. Assim, essas duas estruturas definidas sobre Ṽ � p�2, 2q e V7 � p�2, 2q são o pull-back

de uma mesma estrutura sobre U. Em particular o pull-back de qualquer solução ultradistribucional

em U é uma solução ultradistribucional em cada uma das estruturas localmente integráveis assim

definidas. Observe também que Λ e Γ preservam a variável x2 e portanto a forma ξ2dx2 é preservada:

o pull-back de ξ2dx2 por Λ é ξ2dx̃2 e via Γ é ξ2 P dx̃27 . Assim, se p0, ξ2, 0q P T �
0 M é um ponto

caracteŕıstico, o seu pull-back para subvariedade maximalmente real X̃τ real via Λ e à Y7t via Λ é

representado por p0, ξ2q em coordenadas x̃ e x̃7 respectivamente.

Feitas essas mudanças de variáveis podemos nos restringir, pelo Teorema 3.3.4, de modo análogo

a demonstração de [2, Theorem 1.3] podemos demonstrar:

TEOREMA 3.4.2. Seja h uma ultradistribuição solução em uma vizinhança aberta U de um ponto

p0, X e Y duas subvariedades maximalmente reais de U 1 passando por p0, e hX e hY o traço (restrição)

de h sobre X e Y respectivamente. Então πX pξ0q R WFMphX q se e somente se πYpξ0q R WFMphYq

A invariância do M�conjunto frente de onda por variedades maximalmente reais apresentada

no Teorema 3.4.2 nos possibilita apresentar a definição de M�conjunto frente de onda (para uma

ultradistribuição solução em U 1 dependendo suavemente de y).

DEFINIÇÃO 3.4.3. Dizemos que o par pp, ξq P T �M pertence ao M�conjunto frente de onda de

uma solução ultradistribuição solução em U 1 dependendo suavemente de y se sua projeção natural

no fibrado tangente de alguma (equivalentemente de toda) subvariedade maximalmente real X � M

passando por p pertence ao M�conjunto frente de onda do traço de h sobre X .



Caṕıtulo

4

Conjunto frente de onda DC de soluções de

equações não lineares do tipo Mizohata

Em 1980 F. Treves ([56]) e J. Sjöstrand ([53]) estudaram operadores

L � Bt � itgpx, tqBx, Rgp0, 0q � 0;

os autores deram condições para que após uma mudança de variável o operador L possa ser reduzido

a um operador

L̃ � Bt � itp1� ρpx, tqqBx,

em que ρ se anula de ordem infinita em t � 0. Uma generalização destes resultados foi proposta por

J. Kim e S.-O. Kim em [41], eles estudaram operadores diferenciais L do tipo Mizohata,

L � Bt � itkgpx, tqBx, (4.1)

em que Rgp0, 0q � 0, k � 2n � 1 (n P N) e g possui a seguinte expansão de Taylor

gpx, tq � a0pxq � ak�1pxqtk�1 � a2pk�1qpxq t2pk�1q � � � � .

Além disso, J. Kim e S.-O. Kim provaram que após uma mudança de variável os operadores do tipo

Mizohata podem ser reduzidos à uma constante não nula multiplicada à

L̃ � Bt � itkp1� ρpx, tqqBx, (4.2)

104
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em que ρ se anula de ordem infinita para t ¤ 0.

Considere Ω � Rm uma vizinhança aberta da origem e a equação não linear ut � fpx, t, u, uxq com

solução u P C2pΩq. Em [1], Z. Adwan e S. Berhanu estudaram a micro-regularidade (C8 e anaĺıtica)

de up�, 0q sobre condições no operador linearizado.

Motivados pelos trabalhos [41], [53] e [56] neste caṕıtulo introduziremos as DC-equações não

lineares do tipo Mizohata e para essas equações apresentaremos uma versão DC para os principais

resultados de [1].

4.1 O Linearizado e a parte principal do Hamiltoniano Holomorfo de uma

equação não linear de primeira ordem

Nesta seção recordaremos as definições do linearizado e da parte principal do operador hamiltoniano

holomorfo. Além disso apresentaremos, sem demonstração, alguns resultados técnicos que foram

demonstrados em [1] e que serão importantes na próxima seção.

Seja Ω � RN um subconjunto aberto, T P R�zt0u, fpx, t, ζ0, ζq de classe C8pΩ�r0, T q�C�CNq
e holomorfa em pζ0, ζq e u solução da EDP não linear

ut � fpx, t, u, uxq, (4.3)

em que ux representa o vetor gradiente de u. Considere

L � B
Bt �

Ņ

j�1

fζjpx, t, ζ0, ζq BBxj .

Dada ψ � ψpx, t, ζ0, ζq uma função suave e u uma solução da equação (4.3) denotaremos v �
pu, uxq e ψvpx, tq � ψpx, t, u, uxq. Com esta notação, o operador linearizado associado à (4.3) pode

ser escrito como,

Lv � B
Bt �

Ņ

j�1

f vζjpx, tq
B
Bxj .

Deste modo,

Lvu � f vpx, tq �
Ņ

j�1

f vζjpx, tquxjpx, tq. (4.4)
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Seja u P CkpΩ � r0, T sq (k ¥ 2) uma solução para equação (4.3), pelo teorema de Schwarz e pela

regra da cadeia temos

Lvuxkpx, tq �
� Bf
Bxk


v

px, tq �
� Bf
Bζ0


v

px, tquxkpx, tq.

Se g é uma função tal que

gvpx, tq � Lvv, g � pg0, g1, ..., gNq. (4.5)

então

g0px, t, ζ0, ζq � fpx, t, ζ0, ζq �
Ņ

j�1

ζjfζjpx, t, ζ0, ζq,

glpx, t, ζ0, ζq � fxlpx, t, ζ0, ζq � ζlfζ0px, t, ζ0, ζq p1 ¤ l ¤ Nq.

A seguir definimos um operador auxiliar, chamado parte principal do operador hamiltoniano holo-

morfo de (4.5) 1, que desempenhará papel fundamental na próxima seção:

H � L� g0Bζ0 �
Ņ

j�1

gjBζj . (4.6)

Terminamos essa seção apresentando alguns resultados básicos cujas demonstrações podem ser

encontradas em [1].

LEMA 4.1.1. Seja ψ � ψpx, t, ζ0, ζq P C8pΩ� r0, T q � C� CNq holomorfa em pζ0, ζq. Então:

(i) Para todo natural n, temos

pLvqnψv � pHnψqv.

(ii) Para todo natural n, temos

pLvqnψv � Bnt pψvq �
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�sBxjBn�1�l

t ψvq. (4.7)

COROLÁRIO 4.1.2. (i) =pHkfζqvpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n� 1; se e somente se

pLvqk=pfζqvpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n� 1.

1Observe que operador H representa a parte principal do operador hamiltoniano holomorfo de η � fpx, t, ζ0, ζq,
substituindo o coeficiente de Bη por zero.
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(ii) Se =pHkfζqvpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n� 1, então

pLvqnp=pfζjqvqpx0, 0q � =pHnfζjqvpx0, 0q, j � 1, ..., N.

LEMA 4.1.3. Fixado k natural, se

pBlt=f vζjqpx, 0q � 0, @x P Ω, 1 ¤ j ¤ N e 0 ¤ l ¤ k � 1 (4.8)

então

ppLvqk=f vζiqpx, 0q � Bkt p=f vζiqpx, 0q @x P Ω, 1 ¤ i ¤ N. (4.9)

4.2 Conjunto frente de onda da solução de uma equação não linear do

tipo Mizohata

A seguir consideraremos uma equação não linear cuja parte principal do operador Hamiltoniano

holomorfo de (4.5) é do tipo Mizohata. Para ser mais exato consideraremos uma equação não linear

ut � fpx, t, u, uxq (4.10)

de modo que fpx, t, ζ0, ζq � tkF px, t, ζ0, ζq, em que F possua a seguinte expansão de Taylor

F px, t, ζ0, ζq � a0px, ζ0, ζq � ak�1px, ζ0, ζqtk�1 � a2pk�1qpx, ζ0, ζq t2pk�1q � � � � . (4.11)

Se F satisfizer (4.11) diremos que a equação (4.10) é uma equação diferencial não linear do tipo

Mizohata.

Sejam Ω � Rm, N1 � C e N2 � Cm conjuntos abertos, T ¡ 0 e V � Ω� r0, T s �N1 �N2. Para

estudar a micro regularidade DC de soluções para equações não lineares do tipo Mizohata se fará

necessário o caso em que F px, t1{pk�1q, ζ0, ζq P EMpΩ � r0, T k�1s � C � CNq, holomorfa nas variáveis

pζ0, ζq.

Exemplo 4.2.1. Seja tbjpx, ζ0, ζqu8n�0 uma sequencia de funções de classe C8pΩ�N1�N2q de modo
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que para todo K � Ω�N1 �N2, existe B ¡ 0 tal que

|Bαpx,ζ0,ζqbnpx, ζ0, ζq| ¤ B|α|�n�1M|α|Mn, @x P K, n P N, α P Z3N�2
� .

Por [3, Lemma 14], existe G P EMpV q, holomorfa nas variáveis pζ0, ζq, satisfazendo:

Bnt Gpx, 0, ζ0, ζq � bnpx, ζ0, ζq.

Definindo F px, t, ζ0, ζq .� Gpx, tk�1, ζ0, ζq e anpx, ζ0, ζq � anpx,ζ0,ζq
n!

, j P N, pela fórmula de Taylor,

segue que

F px, t1{pk�1q, ζ0, ζq � Gpx, t, ζ0, ζq � a0px, ζ0, ζq � a1px, ζ0, ζqt� a2px, ζ0, ζqt2 � � � � .

Logo,

F px, t, ζ0, ζq � Gpx, tk�1, ζ0, ζq � a0px, ζ0, ζq � a1px, ζ0, ζqtk�1 � a2px, ζ0, ζqt2pk�1q � � � � .

Portanto a equação

ut � tk�1F px, t, ζ0, ζq

é uma equação não linear do tipo Mizohata com F px, t1{pk�1q, ζ0, ζq P EMpΩ � r0, T k�1s � C � CNq,
holomorfa nas variáveis pζ0, ζq.

Observação 4.2.2. Seja U � R aberto e f P EMpUq. Observe que se bnpxq � dnfpxq
dxn

, n P N, então

para todo compacto K � U existe C ¡ 0 tal que����dαfnpxqdxα

���� � ����dα�nfpxqdxα�n

���� ¤ Cα�n�1MαMn, @x P K, n P N, α P N.

De modo análogo ao exemplo anterior podemos encontrar um intervalo contendo a origem I e uma

função F : U � I tal que

F px, tq �
8̧

n�0

dnfpxq
dxn

� t
npk�1q

n!
, px, tq P U � I

e F px, t1{pk�1qq P EMpV � Iq,
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DEFINIÇÃO 4.2.3. Seja F P C8pV q uma função holomorfa em pζ0, ζq. Dizemos que a equação não

linear

ut � tkF px, t, u, uxq (4.12)

é uma DC-equação não linear do tipo Mizohata se F px, t1{pk�1q, ζ0, ζq P EMpΩ � r0, T s � C � CNq,
holomorfa nas variáveis pζ0, ζq.

A seguir apresentaremos condições para localizar o conjunto frente de onda DC do traço de

soluções para DC-equações não lineares do tipo Mizohata.

Observação 4.2.4. Seja F P C8pV q, holomorfa nas variáveis pζ0, ζq, e fpx, t, ζ0, ζq � tkF px, t, ζ0, ζq.
Observe que a condição (4) (proposta por Z. Adwan e S. Berhanu em [1]) é equivalente a

=tF v
ζ px0, 0qu � 0.

De fato, como fζ � tkFζ , pelo Lema 4.1.1 temos

pHjfζqv � rHjptkFζqsv � Bjt
�
tkF v

ζ

�� Ņ

j�1

j�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



pLvqsptkFζqv � pLvql�sBxjBj�1�l

t rptkFζqvs.

Para t � 0, pela regra de Leibnz, temos

pHjfζqv px, 0q � 0,

para j � 0, 1, . . . , k � 1. Além disso,

pHkfζqvpx, 0q � k! � F v
ζ px, 0q

e portanto =pHkfζqvpx, 0q � k! � =  
F v
ζ px, 0q

(
O próximo resultado representa uma versão DC do Teorema 0.0.3 no caso de DC-equações não

lineares do tipo Mizohata.

TEOREMA 4.2.5. Sejam k P N e funções f e F como na Definição 4.12. Se a DC-equação não

linear do tipo Mizohata (4.12) possui uma solução u P Ck�1 e =F v
ζ px0, 0q � 0 então, para todo

ξ0 P SN�1 tal que =tF v
ζ px0, 0qu � ξ0   0, temos que px0, ξ

0q não pertence ao conjunto frente de onda

DC do traço upx, 0q � u0pxq, isto é, px0, ξ
0q R WFMpu0q.
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DEMONSTRAÇÃO. Sejam L e H os operadores linearizado e parte principal do Hamiltoniano holomorfo

de (4.12) definidos em uma vizinhança V � V1 � V2 � V3 � V4 � RN
x � Rt � Cζ0 � CN

ζ do ponto

px0, 0, upx0, 0q, uxpx0, 0qq, com

V1 � tx P RN : |x� x0|   r0u,
V2 � tt P R : |t|   T u,
V3 � tζ0 P CN : |ζ0 � upx0, 0q|   ρ0u e

V4 � tζ P CN : |ζ � uxpx0, 0q|   ρu

para certas constantes r0, T, ρ0, ρ ¡ 0. Observe que

L � B
Bt �

Ņ

j�1

tkFζjpx, t, ζ0, ζq BBxj

H � L� g0Bζ0 �
Ņ

j�1

gj
B
Bζj ,

com

g0px, t, ζ0, ζq � fpx, t, ζ0, ζq �
Ņ

j�1

ζjt
kFζjpx, t, ζ0, ζq,

gjpx, t, ζ0, ζq � fxjpx, t, ζ0, ζq � ζjfζ0px, t, ζ0, ζq p1 ¤ j ¤ Nq.

A seguir construiremos soluções aproximadas adequadas para os nossos propósitos, para isso

consideraremos o operador auxiliar

H̃ � Bt �
Ņ

j�1

Fζjpx, t1{pk�1q, ζ0, ζq
pk � 1q

B
Bxj � g̃0px, t, ζ0, ζqBζ0 �

Ņ

j�1

g̃jpx, t, ζ0, ζq BBζj ,

com

g̃0px, t, ζ0, ζq � F px, t1{pk�1q, ζ0, ζq
k � 1

�
Ņ

j�1

ζj
Fζjpx, t1{pk�1q, ζ0, ζq

k � 1
,

g̃jpx, t, ζ0, ζq � Fxjpx, t1{pk�1q, ζ0, ζq
k � 1

� ζj
Fζ0px, t1{pk�1q, ζ0, ζq

k � 1
p1 ¤ j ¤ Nq.

Como F px, t1{pk�1q, ζ, ζ0q e as projeções x ÞÑ xj (j � 1, 2, . . . , N) e ζ ÞÑ ζj (j � 0, 1, . . . N) são de
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classe EM e holomorfas nas variáveis pζ0, ζq, segue da demonstração de [3, Lemma 18] que existem

funções Z̃jpx, t, ζ0, ζq (j � 1, 2, . . . , N) e Ξ̃lpx, t, ζ0, ζq (l � 0, 1, . . . , N) em EMpV q, holomorfa em

pζ0, ζq, tais que

|pH̃Z̃jqpx, t, ζ0, ζq| ¤ Cn�1Mn

n!
|t|n, n � 0, 1, 2, ... e Z̃jpx, 0, ζ0, ζq � xj pj � 1, . . . , Nq,

|pH̃Ξ̃lqpx, t, ζ0, ζq| ¤ Cn�1Mn

n!
|t|n, n � 0, 1, 2, ... e Ξ̃lpx, 0, ζ0, ζq � ζl pl � 0, . . . Nq; (4.13)

para alguma constante C ¡ 0. Definindo Z̃ � pZ̃1, . . . , Z̃Nq e

Zpx, t, ζ0, ζq � pZ1px, t, ζ0, ζq, . . . ZNpx, t, ζ0, ζqq � Z̃px, tk�1, ζ0, ζq

observe que

HZpx, t, ζ0, ζq � pk � 1qtkZ̃tpx, tk�1, ζ0, ζq �
Ņ

j�1

tkFζjpx, t, ζ0, ζq � Z̃xjpx, tk�1, ζ0, ζq

�g0px, t, ζ0, ζq � Z̃ζ0px, tk�1, ζ0, ζq �
Ņ

j�1

gjpx, t, ζ0, ζq � Z̃ζjpx, tk�1, ζ0, ζq

� pk � 1qtk
�
Z̃tpx, tk�1, ζ0, ζq �

Ņ

j�1

Fζjpx, ptk�1q1{pk�1q, ζ0, ζq
k � 1

� Z̃xjpx, tk�1, ζ0, ζq

� g̃px, tk�1, ζ0, ζq � Z̃ζ0px, tk�1, ζ0, ζq �
Ņ

j�1

g̃jpx, tk�1, ζ0, ζq � Z̃ζjpx, tk�1, ζ0, ζq
�

� pk � 1qtk � pH̃Z̃qpx, tk�1, ζ0, ζq.

Assim, para cada j � 1, . . . ,m (aumentando C ¡ 0, se necessário e considerando T   1), segue que

|HZjpx, t, ζ0, ζq| ¤ Cn�1Mn

n!
tnpk�1q, n � 0, 1, 2, . . . px, t, ζ0, ζq P Ω� r0, T s �N (4.14)

e Zjpx, 0, ζ0, ζq � xj, para j � 1, . . . ,m. De modo análogo, definindo Ξjpx, t, ζ0, ζq � Ξ̃jpx, tk�1, ζ0, ζq,
temos

|HΞjpx, t, ζ0, ζq| � |pk � 1qtk � pH̃Ξ̃jqpx, tk�1q| ¤ Cn�1Mn

n!
tnpk�1q (4.15)

e Ξjpx, 0, ζ0, ζq � ζj, para j � 0, 1, . . . ,m. Denotando u � ux0 , pelo Lema 4.1.1, (4.14) e (4.15), segue
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que

|LvZv
j px, tq| ¤

Cn�1Mn

n!
tnpk�1q, n P N; Zv

j px, 0q � xj, para j � 0, 1, . . . , N, (4.16)

|LvΞv
j px, tq| ¤

Cn�1Mn

n!
tnpk�1q, n P N; Ξv

j px, 0q � uxjpx, 0q, para j � 0, 1, . . . , N, (4.17)

para todo px, tq P Ω. Como u P Ck�1pΩq temos Zv P CkpΩq, assim podemos aplicar a fórmula de

Taylor de ordem k na variável t em torno de 0 obtendo:

Zvpx, tq � Zvpx, 0q �
ķ

j�1

Bjt pZvqpx, 0q
j!

tj � optkq � x�
ķ

j�1

pBjtZvqpx, 0q
j!

tj � optkq. (4.18)

Defina ψ � pψ1, . . . ψNq tal que

tψ
.�

ķ

j�1

BjtZvpx, 0q
j!

tj � optkq, ψ � pψ1, ..., ψNq.

Escrevendo Rψ � ψ1 e =ψ � ψ2 temos

Zvpx, tq � Zvpx, 0q � tψpx, tq � Zvpx, 0q � tψ1px, tq � itψ2px, tq. (4.19)

Para cada j � 1, . . . , N, por (4.16), temos

LvZv
j px, tq � tBtψjpx, tq � ψjpx, tq �

Ņ

l�1

f vζlpx, tqpδlj � tBxlψjpx, tqq � Optnq, n P N, (4.20)

em que δlj representa o delta de Kronecker.

AFIRMAÇÃO 4.2.6.

Bptψ2px, 0q � 0, para 0 ¤ p ¤ k � 1 (4.21)

e

pk � 1qBtkψ2px0, 0q � Bkt=f vζ px0, 0q � k!=F vpx0, 0q. (4.22)

De fato, para p � 0, fazendo t � 0 em (4.20) segue que, ψjpx, 0q�f vζjpx, 0q � 0 e assim =ψjpx, 0q �
0 (lembre-se que fpx, t, ζ0, ζq � tkF px, t, ζ0, ζq). Suponhamos que exista p   k�1 tal que Bltψ2px, 0q �
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0, para 0 ¤ l ¤ p. Ao derivarmos pp� 1q - vezes a função p4.20q em relação a variável t obtemos

Optnq �
p�1̧

l�0

�
p� 1

l



BltptqBp�1�l�1

t ψj � Bp�1
t ψj � Bp�1

t f vζj �
Ņ

l�1

p�1̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt f vζj � Bp�q�1

t ptBxlψjq

� tBp�2
t ψj � pp� 1qBp�1

t ψj � Bp�1
t ψj � Bp�1

t f vζj �
Ņ

l�1

Bp�1
t f vζj � t � Bxlψj

�
Ņ

l�1

p̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt f vζj � ptBp�q�1

t Bxlψj � pp� q � 1qBp�qt Bxlψjq,

para todo n natural. Fazendo t � 0, na expressão acima temos

pp� 2qBp�1
t ψpx, 0q � Bp�1

t f vζjpx, 0q �
Ņ

l�1

p̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt f vζjpx, 0q � pp� q � 1q � BxlBp�qt ψjpx, 0q.

Pela hipótese de indução e p� 1   k (lembrando que f vpx, tq � tk � F vpx, tq)

pp� 2qBp�1
t =pψjqpx, 0q � Bp�1

t =f vζjpx, 0q �
Ņ

l�1

p̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt=fζjpx, 0qppp� q � 1qBxlBp�qt <ψjpx, 0qq

�
Ņ

l�1

p̧

q�0

�
p� 1

q



Blt<fζjpx, 0qppp� q � 1qBxlBp�qt =ψjpx, 0qq � 0, (4.23)

em que o primeiro o segundo termo a direita pois p � 1   k e o terceiro se anula pela hipótese de

indução. Então, conclúımos que para p   k, temos Bptψ2
j px, 0q � Bpt=ψjpx, 0q � 0. Se derivarmos

(4.20) k - vezes, em t, encontramos (4.23), não nula e com p� 1 � k. Assim, podemos concluir que

Bjtψ2px, 0q � 0, para 0 ¤ j ¤ k � 1; pk � 1qBkt ψ2px0, 0q � Bkt=f vζ px0, 0q � k!=F v
ζ px0, 0q, (4.24)

concluindo a demonstração da afirmação.

A seguir consideraremos os campos vetoriais Mj �
°N
l�1 bjlpx, tqBxl , definidos por MjZ

v
l � δjl,

tLv,M1, ...,MNu forma (localmente) uma base para os campos vetoriais em R � RN (XpR � RNq).
Logo, tdt, dZv

1 , ..., dZ
v
Nu forma uma base para as 1-formas diferenciais. Dada uma função φ � φpx, tq

de classe C1 segue que existem funções A,B1, ..., BN tais que dφ � Adt�
Ņ

j�1

BjdZ
v
j . Por outro lado,

Mlpφq � dφpMlq � AdtpMlq �
Ņ

j�1

BjdZ
v
j pMlq � Bl, para l � 1, . . . , N ; (4.25)
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e

dφpLvq � AdtpLvq �
Ņ

j�1

Mjpφq � LvpZv
j q.

Isto é,

A � Lvpφq �
Ņ

j�1

MjpφqLvpZv
j q. (4.26)

Usando (4.25) e (4.26), podemos escrever dφ como combinação linear da base tdt, dZv
1 , ..., dZ

v
Nu,

dφ �
�
Lvφ�

Ņ

j�1

MjpφqLvpZjvq
�
dt�

Ņ

j�1

MjpφqdZv
j .

Assim,

dpφdZv
1 ^ � � � ^ dZv

Nq � dφ^ dZv
1 ^ � � � ^ dZv

N

�
�
Lvφ�

Ņ

j�1

MjpφqLvpZjvq
�
dt^ dZv

1 ^ � � � ^ dZv
n. (4.27)

A seguir denotaremos z2 � z2
1 � � � � � z2

n, para z � pz1, ..., zNq P CN . Usaremos o Teorema 2.3.6

(com polinômio ppzq � 1
2
z2), para tanto considere

Qpx, t, y, ξq � �iξZvpx, tq � 1

2
|ξ|py � Zvpx, tqq2,

para py, ξq P RN . Seja η P DMpRNq, de modo que ηpxq � 1, para |x � x0|   r0, ηpxq � 0, quando

|x� x0| ¡ 2r0 e |η| ¤ 1; com r0 e s1 a serem escolhidos. Seja

gpx, t, y, ξq � ηpxqΞv
0px, tqeQpx,t,y,ξq,

em que y e ξ são parâmetros (observe que gpx, 0, y, ξq é o integrando da transformada FBI clássica

de η � u0). Denotaremos dZv
1 ^ � � � ^ dZv

N por dZv e usando (4.27) temos,

dpgdZvq �
�
LvpηΞv

0q � ηΞv
0LvpQq �

Ņ

j�1

pMjpηΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZj
�
eQdt^ dZv.
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Pelo Teorema de Stokes, com T ¡ 0 pequeno, a ser escolhido, temos

» T

0

»
RN
dpgdZvq � �

»
RN
gpx, 0, y, ξqdx�

»
RN
gpx, T, y, ξqdZvpx, T q.

Assim, ����»
RN
gpx, 0, y, ξqdx

���� ¤ ����»
RN
gpx, T, y, ξqdZvpx, T q

����� ����» T

0

»
RN
dpgdZvq

���� . (4.28)

Como

Fηωpy, ξq �
»
RN
gpx, 0, y, ξqdx (4.29)

e desejamos utilizar o Teorema 2.3.6, nosso problema se resume à estimar as duas integrais do lado

direito da equação (4.28). Com esse propósito, iremos fazer algumas estimativas de RQ, que podem

ser encontradas em [1]. Como Zvpx, tq � x� tψ1px, tq � itψ2px, tq ,

RQpx, t, y, ξq � R
 
iξp�x� tpψ1px, tq � iψ2px, tqqq � 1

2
|ξ|py � x� tpψ1px, tq � iψ2px, tqqq2((4.30)

� tξψ2px, tq � 1
2
|ξ|p|y � x|2 � t2|ψ1px, tq|2 � t2|ψ2px, tq|2 � 2tpy � xqψ1px, tqq.

Observe que pela fórmula de Taylor e por (4.24) temos

ψ2px, tq �
k�1̧

j�0

Bjtψ2px, 0q
j!

tj � Bkt ψ2px, 0q
k!

tk �Optk�1q

� Bkt ψ2px, 0q
k!

tk �Optk�1q

� 1

k!

�Bkt ψ2px0, 0q �Op|x� x0|q
�
tk �Optk�1q

� =F v
ζ px0, 0q
k � 1

tk �Op|x� x0|tkq �Optk�1q. (4.31)

Considere r0 e T de modo que existam constantes C, D ¡ 0 tais que Op|x � x0|tkq ¤ C|x � x0|tk e

|Optk�1q| ¤ Dtk�1, quando |x� x0| ¤ 2r0 e |t| ¤ T . Com isso, para |x� x0| ¤ 2r0 e |t| ¤ T temos

tψ2px, tqξ0 �
�=F v

ζ px0, 0q
k � 1

tk�1 � tOp|x� x0|tkq � tOptk�1q


� ξ0

¤ =F v
ζ px0, 0q � ξ0

k � 1
tk�1 � |Op|x� x0|tkq||t||ξ0| � |t||Optk�1q||ξ0|

¤
�=F v

ζ px0, 0q � ξ0

k � 1
� 2Cr0|ξ0| � TD|ξ0|



|t|k�1. (4.32)
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Como =F v
ζ px0, 0q � ξ0   0, podemos diminuir r0 e T de modo a obter a ¡ 0 tal que

=F v
ζ px0, 0q � ξ0

k � 1
� 2Cr0T |ξ0| � TD|ξ0|   �2a.

Como Gpξq � =F vζ px0,0q�ξ
k�1

� 2Cr0T |ξ| � TD|ξ| é cont́ınua existe r ¡ 0 tal que

=F v
ζ px0, 0q � ξ0

k � 1
� 2Cr0T |ξ0| � TD|ξ0| ¤ �2a   �a,

para todo ξ P SN�1 XBpξ0, rq. Voltando para (4.32), definindo Γ �
!
ξ : ξ

|ξ| P V0

)
, temos

tψ2px, tqξ ¤ �|ξ|atk�1

quando ξ P Γ, |x� x0| ¤ 2r0 e 0 ¤ t ¤ T . Seja |x� x0| ¤ 2r0 e |t| ¤ T , por (4.31), temos

|ψ2px, tq| ¤
����=F v

ζ px0, 0q
k � 1

���� |t|k � 2Cr0|t|k �DT |t|k,

o que mostra que ψ2px, tq � Op|t|kq. Assim, existe constante D1 ¡ 0, tal que

tψ2px, tqξ � 1

2
|ξ|t2|ψ2px, tq|2 ¤ �a|ξ|tk�1 � |ξ|t2D1t

2k

¤ p�a� T 1�kD1qtk�1|ξ|,

ξ P Γ, |x � x0| ¤ 2r0 e 0 ¤ t ¤ T (diminuindo r0 e T , se necessário). Podemos diminuir T de

modo a obter �a � T 1�kD1   0. A partir de agora vamos denotar por �a o que denotávamos por

�a� T 1�kD1, com esta notação temos

tψ2px, tqξ � 1

2
|ξ|t2|ψ2px, tq|2 ¤ �atk�1|ξ|, |x� x0|   2r0, 0 ¤ t ¤ T, ξ P Γ. (4.33)

Temos também que 2tpy � xqψ1px, tq ¤ |y � x|2 � t2|ψ1px, tq|2. Logo, aplicando (4.33) em (4.30)

RQpx, t, y, ξq ¤ �a|ξ|tk�1, (4.34)

com px, ξq P B2r0px0q � Γ e 0 ¤ t ¤ T .

Por outro lado, se tomarmos |t| ¤ T , r0 ¤ |x � x0| ¤ 2r0 e |y � x0| ¤ r0
2

existe δ ¡ 0 tal que
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RQpx, t, y, ξq ¤ �δ|ξ|. De fato, se r0 ¤ |x � x0| ¤ 2r0 e |y � x0| ¤ r0
2

temos |y � x| ¥ r0
2
¡ 0. Pela

continuidade de ψ existe A ¡ 0 tal que |ψpx, tq| ¤ A, quando r0 ¤ |x�x0| ¤ 2r0 e 0 ¤ t ¤ T . Assim,

RQpx, t, y, ξq � tξψ2px, tq � 1

2
|ξ||y � x|2 � 1

2
|ξ|t2|ψ1px, tq|2 � 1

2
t2|ξ||ψ2px, tq|2 � t|ξ|py � xqψ1px, tq

¤ T |ξ||ψ2px, tq| � 1

2
|ξ|r

2
0

4
� 1

2
T 2A2|ξ| � T |ξ|p|y � x0| � |x� x0|q|ψ1px, tq|

¤ |ξ|
�
AT � r2

0

8
� T 2A2

2
� 5Tr0A

2



,

quando r0 ¤ |x� x0| ¤ 2r0, |y � x0| ¤ r0
2

e 0 ¤ t ¤ T . Se T ¤ 1 temos:

RQpx, t, y, ξq ¤ |ξ|
�
AT � TA2

2
� 5Tr0A

2
� r2

0

8



,

r0 ¤ |x� x0| ¤ 2r0, |y � x0| ¤ r0
2

e 0 ¤ t ¤ T . Assim existe δ ¡ 0 (diminuindo T , se necessário) tal

que

RQpx, t, y, ξq ¤ �δ|ξ|; r0 ¤ |x� x0| ¤ 2r0, |y � x0| ¤ r0

2
, 0 ¤ t ¤ T e ξ P RN . (4.35)

Por (4.34) a primeira integral à direita em (4.28) pode ser estimada do seguinte modo:����»
RN
gpx, T, y, ξqdZvpx, T q

���� ¤
»
RN
|gpx, T, y, ξq|| det tZv

xpx, T qu|dx

�
»
Bpx0,2r0q

|ηpxqΞv
0px, T qeQpx,T,y,ξq|| det tZv

xpx, T qu|dx

¤ c1e
�a|ξ|Tk�1

, (4.36)

quando |y � x0| ¤ r0
2

, ξ P Γ e 0 ¤ t ¤ T .

A seguir denotaremos Apx0,r0,2r0q � Bpx0, 2r0qzBpx0, r0q. Para segunda integral a direita em (4.28)

segue que����»r0,T s�RN
dpgdZvq

���� ¤ » T

0

»
Bpx0,r0q

hpx, t, y, ξqdxdt�
» T

0

»
Apx0,r0,2r0q

hpx, t, y, ξqdxdt, (4.37)

em que

h
.�
�����LvpηΞv

0q � pηΞv
0qLvpQq �

Ņ

j�1

pMjpηΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZv
j

�����eRQ|Zv
x |
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e |Zv
x | denota o determinante da matriz jacobiana de pZv

1 , . . . , Z
v
N , tq. Como Zv P Ck, usando (4.35),

existe C ¡ 0 tal que

hpx, t, y, ξq ¤ pC � C|ξ|qe�δ|ξ|,

para todo px, t, y, ξq P Apx0,r0,2r0q�r0, T s�Bpx0,
r0
2
q�Rm. Deste modo obtemos a seguinte estimativa,

» T

0

»
Apx0,r0,2r0q

hpx, t, y, ξqdxdt ¤ c1e
�c2|ξ|, (4.38)

para py, ξq P �Bpx0,
r0
2
q � Rm e certas constantes positivas c1, c2.

Agora estimaremos a primeira integral a direita em (4.37). Observe que pela definição de η temos,

h �
�����LvpΞv

0q � pΞv
0qLvpQq �

Ņ

j�1

pMjpΞv
0q � Ξv

0MjpQqqLvZv
j

����� eRQ|Zv
x |, (4.39)

em Bpx, r0q � r0, T s � Rm � Rm. Como LvZv P Ck, de (4.16) segue que existe C ¡ 0 tal que

|LvpQpx, t, y, ξqq| �
������ i

Ņ

j�1

ξjLvZv
j px, tq �

1

2
|ξ|

Ņ

j�1

2pyj � Zv
j px, tqqLvZv

j px, tq
�����

¤C|ξ|Cn�1Mn

n!
tnpk�1q; (4.40)

para todo n P N, px, tq P Bpx0, r0q � r0, T s, |y � x0|   r0
2

e ξ P Rm. Além disso, pela continuidade de

Ξv e Zv, aplicando (4.16) segue que existe C ¡ 0 tal que����� Ņ
j�1

pMjpΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZv
j

����� ¤ p1� |ξ|qCn�1Mn

n!
tnpk�1q, (4.41)

para todo n P N, px, tq P Bpx0, r0q � r0, T s, |y� x0|   r0
2

e ξ P Rm. Assim, por (4.17), (4.40), (4.41) e

(4.34) obtemos a seguinte estimativa para primeira integral a direita em (4.37)

» T

0

»
Bpx0,r0q

hpx, t, y, ξqdxdt ¤
» T

0

»
Bpx0,r0q

Cp1� |ξ|qCn�1Mn

n!
tnpk�1q � n!

an|ξ|ntnpk�1qdxdt, (4.42)

para todo n P N, |y � x0|   r0
2

and ξ P Γ. Pela arbitrariedade de n, definindo c2 � a
C

, obtemos

» T

0

»
Bpx0,r0q

hpx, t, y, ξqdxdt ¤ Cp1� |ξ|q inf
n
Cn Mn

an|ξ|n
(1.18)� Cp1� |ξ|qe�Mpc2|ξ|q
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0

»
Bpx0,r0q

hpx, t, y, ξqdxdt (1.23)¤ c1e
� 1

2
Mpc2|ξ|q, |y � x0|   r0

2
e ξ P Γ. (4.43)

Aplicando (4.38) e (4.43) in (4.37) temos����»r0,T s�RN
dpgdZvq

���� ¤ c1e
� 1

2
Mpc2|ξ|q, quando |y � x0|   r0

2
e ξ P Γ. (4.44)

Portanto, de (4.28), (4.29) (4.36) e (4.44) segue que

|Fηωpy, ξq| ¤ e�
1
2
Mpc2|ξ|q, sempre que |y � x0|   r0

2
e ξ P Γ.

Pelo Teorema 2.3.5 conclúımos a prova.

TEOREMA 4.2.7. Seja V como antes e f P GspV q, holomorfa nas variáveis pζ0, ζq. Se a equação

diferencial não linear Btu � fpx, t, u, uxq possui uma solução u P Ck�1 e a condição (4) é satisfeita

então, para todo ξ0 P SN�1 tal que =pHkfζqvpx0, 0q � ξ0   0, segue que px0, ξ
0q R WFspk�1q�kpu0q.

Observação 4.2.8. Observe que nesse caso

H̃ � Bt �
Ņ

j�1

fζjpx, t1{pk�1q, ζ0, ζq
tkpk � 1q

B
Bxj � g̃0px, t, ζ0, ζqBζ0 �

Ņ

j�1

g̃jpx, t, ζ0, ζq BBζj , (4.45)

com

g̃0px, t, ζ0, ζq � fpx, t1{pk�1q, ζ0, ζq
tkpk � 1q �

Ņ

j�1

ζj
Fζjpx, t1{pk�1q, ζ0, ζq

k � 1
,

g̃jpx, t, ζ0, ζq � fxjpx, t1{pk�1q, ζ0, ζq
tkpk � 1q � ζj

fζ0px, t1{pk�1q, ζ0, ζq
tkpk � 1q p1 ¤ j ¤ Nq.

O principal motivo de no Teorema 4.2.5 consideramos DC-equações não lineares do tipo Mizohata

é que nos casos de equações não lineares mais geral os coeficientes de H̃ não são necessariamente

de classe EMpV q (veja (4.45)) e deste modo o Lema 18 de [3] não garante a existência de soluções

M�aproximadas para H̃.

DEMONSTRAÇÃO. (do Teorema 4.2.7). Por [3, Lema 18] podemos encontrar Zj (j � 1, . . . , N) e Ξl

(l � 0, 1, . . . , N) M�soluções aproximadas para H tais que:

|pHZjqpx, t, ζ0, ζq| ¤ Cn�1n!s

n!
|t|n, n � 0, 1, 2, ... e Zjpx, 0, ζ0, ζq � xj pj � 1, . . . , Nq,
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|pHΞlqpx, t, ζ0, ζq| ¤ Cn�1n!s

n!
|t|n, n � 0, 1, 2, ... e Ξlpx, 0, ζ0, ζq � ζl pl � 0, . . . Nq.

A demonstração segue de modo análogo a demonstração do Teorema 4.2.5. Todavia, no lugar de

(4.42) obtemos a seguinte estimativa

» T

0

»
Bpx0,r0q

hpx, t, y, ξqdxdt ¤
» T

0

»
Bpx0,r0q

Cp1� |ξ|qCn�1 rnpk � 1qs!s
rnpk � 1qs! t

npk�1q � n!

an|ξ|ntnpk�1qdxdt

¤ p1� |ξ|qCn�1n!spk�1q�k

an|ξ|n

para todo n P N, |y � x0|   r0
2

and ξ P Γ. Pela arbitrariedade de n e por (1.27) temos que existem

c1, c2 ¡ 0 tais que » T

0

»
Bpx0,r0q

hpx, t, y, ξqdxdt ¤ c1e
�c2t1{rspk�1q�ks

para todo n P N, |y � x0|   r0
2

and ξ P Γ.

Observação 4.2.9. No caso em que k � 2 segue que spk�1q�k � 3s�2. Dados um aberto Ω � R2,

a P GspΩq e um operador de primeira ordem P � Bt�apx, tqBx, (uma função u é dita s�vetor Gevrey

para P se em (1.1) substituirmos as derivadas parciais pelo operador Gevrey, para Mj � j!s) sobre

certas condições no operador P (veja [10, Remark 5.2]) temos que todo s�vetor Gevrey para P é uma

função de classe G3s�2pΩq (deste modo a perda de regularidade do teorema anterior coincide com a

obtida em [10]). Além disso, fixado s ¡ 1, para todo 1   s2   s1 � 3s � 2 Baouendi e Métivier (em

[10, Remark 5.2]) exibem um operador M e um s�vetor Gevrey u para M de modo que u R Gs2pΩq.

Por fim gostaŕıamos de comentar que utilizando ferramentas análogas ao caṕıtulo anterior e aos

trabalhos [13], [14] e [32] obtemos uma versão do Teorema 4.2.5 para sistemas não lineares definidos

em variedades suaves.



Apêndice

A

Resultados técnicos

A.1 Resultados usados

Neste apêndice apresentaremos definições e resultados técnicos que foram utilizados ao longo do

texto.

DEFINIÇÃO A.1.1. Sejam Ω1 e Ω2 conjuntos abertos de Rm e Ω � Ω1�Ω2. Suponha que u P E 1MpΩ2q e

φ P EMpΩq ou que u P D1
MpΩq e φ P DMpΩ2q ou ainda que u P E 1Mp�Ω2q e φ P DMpΩ1q. Nós definimos

a convolução u � φ por:

u � φpxq �
»
φpx� yqupyqdy � xupyq, φpx� yqy.

Tendo em vista o [42, Theorem 6.10 e 6.12], apresentamos o seguinte resultado cuja demonstração

foi inspirada em [42, Theorem 7.1].

TEOREMA A.1.2. Sejam Ω uma vizinhança aberta de Rm, φ P DMpRmq com
³
φ � 1 e u P E 1MpΩq.

Se φεpxq � ε�mφpx
ε
q então u � φε Ñ u em E 1MpΩq, quando εÑ 0.

DEMONSTRAÇÃO. Como queremos demonstrar uma convergência em EM , consideraremos uma função

arbitrária ψ P EMpΩq. Se V é conjunto um aberto e limitado que contem o suporte de u, segue do

Teorema 1.1.6 que existem medidas borelianas uα tais que

xu � φε, ψy �
»
xuy, φεpx� yqyψpxqdx �

» ¸
α

p�1q|α|
»
V

Bαy φεpx� yqduαpyqψpxqdx,
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e para todo L ¡ 0 existe CL ¡ 0 de modo que uαpV q   CL
L|α|

M|α|
. Pela definição de φε segue que

» ¸
α

»
V

|Bαy φεpx� yqψpxq|duαpyqdx �
» ¸

α

»
V

���� 1

εm
Bαy

�
φ
�x� y

ε

	�
ψpxq

���� duαpyqdx
�

» ¸
α

»
V

���� 1

ε|α|�m
pBαy φq

�x� y

ε

	
ψpxq

���� duαpyqdx. (A.1)

Por outro lado, como V e suppφ são limitados existe r ¡ 0 tal que V, suppφ � Bp0, rq. Logo, se

y P V e x�y
ε
P suppφ temos

|x| � ε
|x|
ε
¤ ε

���x� y

ε

���� |y| ¤ rpε� 1q.

Deste modo, lembrando que φ P DMpRmq existe C ¡ 0 tal que

» ¸
α

»
V

|Bαy φεpx� yqψpxq|duαpyqdx �
»
Bp0,rpε�1qq

¸
α

»
V

���� 1

ε|α|�m
pBαy φq

�x� y

ε

	
ψpxq

���� duαpyqdx
¤ ε�m

¸
α

CLL
|α|

M|α|

C |α|�1M|α|
ε|α|

� ε�mCLC
¸
α

�
LC

ε


|α|
  �8

para L   ε
C
. Assim, podemos aplicar o Teorema de Fubini e derivar sob o sinal de integração;

xu � φε, ψy �
¸
α

»
V

»
Bp0,rpε�1qq

1

ε|α|�m
pBαy φq

�x� y

ε

	
ψpxqdxduαpyq

�
¸
α

»
V

p�1q|α|Bαy
�»

Bp0,rpε�1qq

1

εm
φ
�x� y

ε

	
ψpxqdx

�
duαpyq

�
B
uy;

»
φεpx� yqψpxqdx

F
�
B
uy; p�1qm

»
φεpy � xqψ̌pxqdx

F
� xuy; p�1qmφε � ψ̌pyqy

em que ψ̌pxq � ψp�xq. Já que ψ P EM se e somente se ψ̌ P EM , para completar a prova é suficiente

provar que para todo ψ P EMpΩq temos φε � ψ Ñ ψ em EMpΩq, quando εÑ 0. Como
³
φ � 1 temos

»
Rm

φεpxqdx �
»
Rm

φpxqdx � 1; (A.2)
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e pelo teorema da convergência dominada segue que

»
|x|¤λ

φεpxqdx �
»
|x|¤λ{ε

φpxqdxÑ 1, εÑ 0, @λ ¡ 0.

Por (A.2) e propriedades básicas de convolução1, para todo K � Ω obtém-se

sup
xPK

|Bαpφε � ψpxq � cψpxqq| � sup
xPK

����» φεpyqBαx pψpx� yq � ψpxqqdy
���� ,

¤ sup
xPK

»
supφ

|φpyq � rBαxψpx� εyq � Bαxψpxqs|dy, (A.3)

e ainda, pelo teorema da convergência dominada, o lado direito de (A.3) converge à zero, quando

ε Ñ 0. Como ψ P EMpΩq para todo compacto K � Rm existem C, h ¡ 0 (dependentes de K) tais

que supxPK |Bαψpxq| ¤ Ch|α|M|α|. Além disso se x P K e y P suppφ (lembrando que φ P DMpRmq)
temos x� εy pertencente a um compacto (considerando ε   1)2. Assim, da desigualdade (A.3) existe

h1, C 1 ¡ 0 independentes de ε tais que

sup
xPK

|Bαpφε � ψpxq � ψpxqq| ¤ C 1h1|α|M|α|.

Por outro lado sabemos que para todo δ ¡ 0 existe α0 ¡ 0 tal que 2�|α|   δC 1�1, se |α| ¡ α0. Logo,

sup
xPK

|Bαpφε � ψpxq � ψpxqq|
p2hq|α|M|α|

  δ,

para todo |α| ¡ α0. Além disso, por (A.3), para |α| ¤ α0 temos supxPK;
|Bαpφε�ψpxq�ψpxqq|

p2hq|α|M|α|
Ñ 0, quando

εÑ 0 independente de α (já que |α|   α0). Portanto,

sup
αPZm�

sup
xPK

|Bαpφε � ψpxq � ψpxqq|
p2hq|α|M|α|

Ñ 0.

Concluindo que φε � ψpxq Ñ ψpxq em EM .

A seguir apresentamos uma generalização da fórmula de Faa di Bruno cuja demonstração pode

ser encontrada em [29].

TEOREMA A.1.3. [29, Corollary 2.10] Seja γ um multi ı́ndice e hpx1, . . . , xdq � fpgpx1, . . . , xdqq
1Bxpf � gqpxq � f � pBxgqpxq, sempre que f P C8 e g P C8

0 .
2Se r ¡ 0 é tal que K, suppφ � Bp0, rq, então |x� εy| ¤ r � εr.
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com g P CγpUx0q e f P C |γ|pVy0q, em que y0 � gpx0q e ainda Ux0 � Rd e Vy0 � R são respectivamente

vizinhanças abertas de x0 e y0. Então,

Bγh �
|γ |̧

r�1

pBrfq
¸
p

pγ!q
|γ|¹
j�1

pBαjgqkj
pkj!pαj!qkjq , (A.4)

para

ppγ, rq �  pk1, . . . , k|γ|;α1, . . . , α|γ|q : para algum 1 ¤ s ¤ |γ|, ki � 0, e αi � 0 para

1 ¤ i ¤ |γ| � s; ki ¡ 0 para n� s� 1 ¤ i ¤ m; e 0   αn�s�1   � � �   αn tais que°|γ|
i�1 ki � r, (A.5)°|γ|
i�1 kiαi � γ (A.6)

u .

A seguir estabeleceremos alguns conceitos que serão fundamentais para a demonstração do pró-

ximo lema. Dados ν � pν1, νdq P Nd e λ � pλ1, . . . , λmq P Nm definimos

spν, λq � tpup1q1 , . . . , u
p1q
λ1

; . . . ;u
pmq
1 , . . . , u

pmq
λm
q : u

piq
j P Nd e

m̧

i�1

λi̧

j�1

u
piq
j � νu (A.7)

e

s�pν, λq � tpup1q1 , . . . , u
p1q
λ1

; . . . ;u
pmq
1 , . . . , u

pmq
λm
q : u

piq
j � 0u. (A.8)

Observe que no caso m � 1 temos s�pν, rq � s�pν1, rq � � � � � s�pνd, rq. Na página 515 de [29] vemos

que

|s�pν, λq| � λ!
¸

ppu,λq

|u|¹
j�1

1

pkjq! (A.9)

e no caso m � d � 1

|s�pn, rq| �
�
n� 1

r � 1



¤ 2n�1. (A.10)

LEMA A.1.4. Sejam V � Rm, Ω � Rm � Rm conjuntos limitadas, ξ P Rmzt0u arbitrário e uma



125

sequência M � pMjq satisfazendo (1.2), (1.3), (1.5) e (1.10). Sendo ψ P EMpRmq e gpx, yq, fpx, yq P
EMpΩq

Qpt, x, y, ξq � �iξ � gpx, yq � |ξ|λψpt� fpx, yqq

então existe C ¡ 0 (independente de t, x, y, ξ, θ e α) tal que para todo α P Nm, |ξ| ¡ 1 e pt, x, yq P V�Ω

temos

��Bαx  eQpt,x,y,ξq(�� ¤ eRtQpt,x,y,ξque
1
2
Mpθ|ξ|qepH{θqC |α|�1M|α|, (A.11)

para todo θ ¡ 0.

DEMONSTRAÇÃO. Pelo Teorema A.1.3, temos

Bαx
 
eQpt,x,y,ξq

( �
|α|̧

r�1

eQpt,x,y,ξq
¸

ppα,rq
α!

|α|¹
j�1

rBαjx Qpt, x, y, ξqskj
kj!pαj!qkj

em que p é como no Teorema A.1.3. Já que ψ e f são de classe EM e a composição de funções de

classe EM também é de classe EM ; existe C ¡ 1 tal que, por (A.5),

��Bαx  eQpt,x,y,ξq(�� ¤
|α|̧

r�1

eRtQpt,x,y,ξqu ¸
ppα,rq

|α|!
|α|¹
j�1

�|ξ| |Bαjx p�gpx, yqq| � |ξ|λ |Bαjx tψpt� fpx, yqqu |�kj
kj!pαj!qkj

¤
|α|̧

r�1

eRtQpt,x,y,ξqu ¸
ppα,rq

|α|!
|α|¹
j�1

|ξ|kjpCαj�1Mαjqkj
kj!pαj!qkj

para |ξ| ¥ 1 e λ   1. Por outro lado observe que por (1.8), (1.9) e da definição de ppα, rq temos

H ¡ 0 tal que

α¹
j�1

M
kj
|αj |

(1.9)¤
|α|¹
j�1

HαjkjM|αj |kj�kj
(1.8),(A.6)¤ H |α|M°|α|

j�1p|α|!kj�kjq
(A.5),(A.6)¤ H |α|M|α|�r. (A.12)

e como pa� bq! ¤ 2a�ba!b! para quaisquer a e b naturais temos

|α|¹
j�1

αj!
kj ¥

|α|¹
j�1

p2�|αj ||αj|!qkj
(A.6)¥ 4�|α||α|!. (A.13)
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Assim, aplicando a definição de p, para todo θ ¡ 0 temos:

��BαxeQpt,x,y,ξq�� ¤
|α|̧

r�1

eRtQpt,x,y,ξqu ¸
ppα,rq

|α|! |ξ|
rC2|α|HαM|α|�r4|α|

|α|!
|α|¹
j�1

1

kj!

(1.23)¤
|α|̧

r�1

eRtQpt,x,y,ξqu?AH
r

θr
1

r!
e

1
2
Mpθ|ξ|qM|α|C2|α|H |α|4|α|r!

¸
ppα,rq

|α|¹
j�1

1

kj!

(A.9), (A.10)¤ eRtQpt,x,y,ξque
1
2
Mpθ|ξ|qepH{θqC |α|�1M|α|,

aumentando C, se necessário.

A seguir apresentaremos uma versão DC para o teorema de Paley-Wiener para o caso de funções

em DtMu

LEMA A.1.5. Dado u P DtMupBp0, Rqq tal que existam contantes C, c1 ¡ 0 de modo que

|pupζq| ¤ Ce�Mpc1|ζ|qeR|=ζ|, @ζ P Cm. (A.14)

DEMONSTRAÇÃO. Dado ζ P Cm, observe que para todo natural j temos

|ζ|j|pupζq| ¤ p?mqj max
k
|ζk|j|pupζq| ¤ p?mqj

¸
|α|�j

|ζαpupζq|.
Lembrando que |ζαpupζq| � |zDαupζq| segue que

|pupζq| ¤ p?mqj
|ζ|j

¸
|α|�j

|zDαupζq| � p?mqj
|ζ|j

¸
|α|�j

����»
Bp0,Rq

e�iζxDα
xupxqdx

����
¤ p?mqj

|ζ|j
¸
|α|�j

»
Bp0,Rq

e=ζ�xC |α|�1M|α|dx,

já que u P DtMupBp0, Rqq. Da arbitrariedade de j segue que

|pupζq| ¤ C sup
j

CjMj

|ζ|j eR|=ζ| ¤ Ce�Mpc1|ζ|qeR|=tζu|. (A.15)
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[20] E. Borel. Sur les séries de polynômes et de fractions rationnelles. Acta Math 24 (1902), 309-387.

[21] R.W. Braun. An extension of Komatsu’s second structure theorem for ultradistributions. J. Fac.

Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 40 (1993), n. 2, 411–417.

[22] J. Bros and D. Iagolnitzer. Causality and local analyticity: mathematical study. Ann. Inst. H.
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