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Resumo

O objetivo desta dissertação é exibir uma demonstração de um teorema fundamental

de existência de imersões isométricas para hipersuperf́ıcies num espaço produto torcido

em que a base é um intervalo e a fibra é uma forma espacial, ambos com métricas semi-

riemannianas, e além disso, apresentar uma aplicação deste teorema para horizontes num

espaço-tempo de tipo Robertson-Walker de dimensão 4, ambas baseadas no trabalho de

Marie Amélie Lawn e Miguel Ortega em [J. Geom. Phys. 90 (2015) 55-70]. Tal resultado,

generaliza teoremas fundamentais para hipersuperf́ıcies obtidos, por B. Daniel em 2009

para produtos Riemannianos em [Trans. Amer. Math. Soc. 361 (2009) 6255-6282], por

Q. Chen e C.R. Xiang para produtos torcidos Riemannianos no caso que as fibras têm

curvatura seccional zero em [Acta Math. Sinica. 26 (2010) 2269-2282]; e por J. Roht no

caso de produtos Lorentzianos com fibras Riemannianas em [Int. J. Geom. Methods Mod.

Phys. 8 (2011) 1269-1290]. Também, baseados na demonstração da parte da unicidade

local do teorema fundamental de B. Daniel, provamos que a imersão isométrica obtida no

teorema de Lawn e Ortega, é única a menos de uma isometria global.

Palavras-chave: hipersuperf́ıcie, produto torcido, teorema fundamental,

espaço semi-riemanniano.





Abstract

The aim of this dissertation is to show a demonstration of a fundamental theorem for

existence of isometric immersions for hypersurfaces in a warped product space where the

base is a interval and the fiber is a spatial form, both with semi-Riemannian metrics, and

in addition to that, present an application of this theorem for horizons in a Robertson-

Walker space-time of dimension 4, both based on the work of Marie Amélie Lawn and

Miguel Ortega in [J. Geom. Phys. 90 (2015) 55-70]. Such a result, generalizes fundamen-

tal theorems for hypersurfaces obtained, by B. Daniel for Riemannian products in [Trans.

Amer. Math. Soc. 361 (2009) 6255-6282], by Q. Chen and C.R. Xiang for Riemannian

warped products in the case of fibers with zero sectional curvature in [Acta Math. Sinica.

26 (2010) 2269-2282]; and by J. Roht, in the case of Lorentzian products with Riemannian

fibers in [Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 8 (2011) 1269-1290]. Also, based on the

demonstration of local uniqueness of B. Daniel’s fundamental theorem, we prove that the

isometric immersion obtained in Lawn and Ortega’s theorem, is unique up to a global

isometry.

Keywords: hypersurface, warped product, fundamental theorem,

semi-Riemannian space.
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1.6 Referencial móvel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Introdução

Esta dissertação é baseada principalmente no trabalho de Marie Amélie Lawn e Miguel

Ortega, em [13].

As equações de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci desempenham um papel muito im-

portante na teoria de subvariedades. No caso de superf́ıcies em R3, elas foram dadas

em prinćıpio por Gauss em 1827, embora não explicitamente. Podemos encontrar essas

equações num trabalho de D. Codazzi de 1860 e em outro de 1868, mas elas já tinham sido

publicadas por G. Mainardi em 1856. A importância dessas equações foi reconhecida por

O. Bonnet em 1867 com a seguinte afirmação, escrita na linguagem atual: se duas formas

quadráticas definidas num aberto U ⊂ R2 satisfazem as equações de Gauss e Codazzi-

Mainardi, então existe, a menos de isometrias, uma única imersão f : U → R3, cujas

métrica induzida e segunda forma fundamental de f são as formas quadráticas dadas (ver

[3]).

As equações de Gauss e Codazzi-Mainardi para subvariedades em geral foram dadas

por A. Voss em 1880 e a equação de Ricci foi obtida por G. Ricci em 1888 (podemos

encontrar comentários históricos no trabalho de B.Y. Chen, Riemannian submanifolds: A

survey que é um caṕıtulo de [9], editado por F.J.E. Dillen e L.C.A. Verstraelen).

No problema de Bonnet é exibida uma questão fundamental da teoria de subvariedades:

Quando uma variedade (semi-)Riemanniana pode ser imersa isometricamente num

espaço ambiente dado?

No caso particular, em que o espaço ambiente é uma forma espacial, as equações de

Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci são condições necessárias e suficientes para a existência

de tal imersão (quando a codimensão é 1 a equação de Ricci é trivial), esse resultado

é conhecido como o teorema fundamental das subvariedades. De fato, a principal razão

para esse resultado funcionar, é que as equações de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci,

têm sentido e podem ser definidas usando simplesmente a primeira e a segunda forma

fundamental da imersão. Uma demonstração do teorema fundamental das subvariedades

em formas espaciais é dada por M. Spivak em [20].
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Em geral, as equações de Gauss e de Codazzi-Mainardi não são definidas intrinse-

camente numa subvariedade qualquer, porque elas envolvem o tensor de curvatura do

espaço ambiente. No entanto, em casos especiais é posśıvel obter uma expresão útil para

tais equações, por exemplo, quando o espaço ambiente é um produto Riemanniano de

um espaço forma usual Rn, Sn ou Hn, com um fator linear R, as equações de Gauss e

Codazzi-Mainardi para uma hipersuperf́ıcie, podem se expresar usando a primeira e a se-

gunda forma fundamental, a projeção T no fibrado tangente da hipersuperf́ıcie, do campo

unitário ∂t tangente ao fator R e a componente na direção normal à hipersuperf́ıcie de

∂t, ou seja, ϑ = 〈∂t, ν〉, em que ν é um campo vetorial unitário normal à hipersuperf́ıcie.

Em 2009, B. Daniel demonstrou que as equações de Gauss e de Codazzi-Mainardi, junto

com outras duas equações, que envolvem o campo T e a componente normal ϑ de ∂t, são

condições necessárias e suficientes para que uma hipersuperf́ıcie de dimensão n possa ser

imersa localmente e isometricamente num espaço produto Riemanniano Sn×R ou Hn×R
(ver [8]).

Um teorema fundamental para hipersuperf́ıcies no caso que o espaço ambiente é o

produto torcido Rn ×ρ R foi obtido por Q. Chen e C.R. Xiang, em 2010 (ver [6]). Em

2011, J. Roht obteve um resultado análogo ao trabalho de B. Daniel, só que para o caso

de hipersuperf́ıcies Riemannianas em produtos Lorentzianos Sn × R1 ou Hn × R1 (ver

[19]). Um teorema fundamental para subvariedades no caso quando o espaço ambiente é

um produto de formas espaciais, é dado no trabalho de J.H. Lira, R. Tojeiro e F. Vitorio

em 2010 (ver [15]).

O principal objetivo neste trabalho é provar um teorema fundamental para hipersu-

perf́ıcies não-degeneradas num produto torcido semi-riemanniano εI ×ρ Qn
k(c), em que

ε = ±1, ρ : I ⊂ R → R+ é uma função de torsão e Qn
k(c) é uma forma espacial semi-

riemanniana de ı́ndice k, curvatura constante c e métrica g0, obtido por M.A. Lawn e M.

Ortega em [13]. Os espaços εI ×ρ Qn
k(c) são uma grande famı́lia de variedades, incluindo

aos espaços formas usuais Rn, Sn e Hn, e aos espaços considerados por B. Daniel, por J.

Roht e por Q. Chen e C.R. Xiang.

Assim, no Caṕıtulo 1 dedicaremos aos pré-requisitos sobre produtos torcidos, a técnica

do referencial móvel e sobre distribuções integráveis. Ademais, deduziremos uma expresão

para o tensor curvatura do espaço εI ×ρ Qn
k(c).

No Caṕıtulo 2, consideramos uma variedade semi-riemanniana M com métrica 〈 , 〉,
conexão de Levi-Civita ∇ e tensor de curvatura R e adaptamos as equações de Gauss e

Codazzi-Mainardi para o espaço εI ×ρ Qn
k(c). Logo, enunciamos e provamos o teorema

principal deste trabalho:
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Teorema (Lawn-Ortega): Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana de di-

mensão n. Sejam ρ : I ⊂ R → R+, Tn+1 : M → R e π̂ : M → I funções dife-

renciáveis. Seja T ∈ X(M) dado por T = ε grad (π̂), e τ a 1-forma τ(X) = 〈X,T 〉,
para todo X ∈ X(M). Seja A um tensor de tipo (1,1) em M . Sejam ε, εn+1 ∈ {−1, 1} e

c ∈ {−1, 0, 1}.

Se (M, 〈, 〉) satisfaz as seguintes condições de estrutura:

(A) A é 〈, 〉-autoadjunto;

(B) ε = 〈T, T 〉+ εn+1T
2
n+1;

(C) ∇XT =
ρ′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

(X − ετ(X)T ) + εn+1Tn+1AX, para todo X ∈ X(M);

(D) X(Tn+1) = −〈AT,X〉 − ερ
′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

Tn+1τ(X), para todo X ∈ X(M);

(E) Para quaisquer X, Y ∈ X(M)

(∇XA)Y − (∇YA)X = Tn+1b(τ(Y )X − τ(X)Y ),

em que b =

(
ρ′′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

− (ρ′ ◦ π̂)2

(ρ ◦ π̂)2
+

εc

(ρ ◦ π̂)2

)
;

(F) para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M)

R(X, Y, Z,W ) =

(
−ε(ρ′ ◦ π̂)2

(ρ ◦ π̂)2
+

c

(ρ ◦ π̂)2

)
〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ b (〈X,Z〉τ(Y )τ(W )

−〈Y, Z〉τ(X)τ(W )− 〈X,W 〉τ(Y )τ(Z) + 〈Y,W 〉τ(X)τ(Z))

+ εn+1 (〈AY,Z〉〈AX,W 〉 − 〈AX,Z〉〈AY,W 〉) ,

em que (X ∧ Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y .

Então, para cada ponto p ∈ M , existem uma vizinhança aberta U de p em M , uma

imersão isométrica f : U → (M̃ = εI ×ρ Qn
k(c), 〈, 〉1 = εdt2 + ρ2g0) e um campo vetorial

normal unitário en+1 ao longo de f tal que:

1. εn+1 = 〈en+1, en+1〉1;

2. π ◦ f = π̂, em que π : εI ×ρ Qn
k(c)→ I é a projeção;

3. O operador de Weingarten na direção de en+1 é df ◦ A ◦ (df)−1;

4. (E) é a equação de Codazzi-Mainardi e (F) é a equação de Gauss de f ;

5. e ao longo de f , temos que ∂t = df(T ) + εn+1Tn+1en+1.
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Na demonstração do Teorema (Lawn-Ortega), dada no Caṕıtulo 2, consideramos

εI×ρQn
k(c) mergulhado no espaço εI×ρEn+1 em que En+1 e um espaço pseudo-euclidiano,

e usamos a técnica do referencial móvel e distribuções integráveis, desenvolvida por E.

Cartan, para construir uma aplicação que associe a cada ponto p da variedade M , um ele-

mento do grupo de Lie de matrizes das isometrias do espaço En+2, cujas colunas poderão

ser interpretadas como um referencial adaptado a M em εI ×ρ En+1.

Depois, demonstramos que a imersão local f obtida no Teorema (Lawn-Ortega), é

única a menos de isometrias e pode ser estendida a toda a variedade M , usando a hipótese

adicional que a variedade M seja simplesmente conexa. Isso é demonstrado seguindo os

mesmos passos que B. Daniel faz para provar a unicidade local e estender a imersão local

na demonstração do teorema fundamental para o caso Riemanniano com ρ = 1 e c = ±1,

dada em [8]. Assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema: Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana de dimensão n, simples-

mente conexa, que satisfaz as condições de estrutura definidas no Teorema (Lawn-Ortega).

Então, existe uma imersão isométrica f : M → (M̃ = εI ×ρ Qn
k(c), 〈, 〉1 = εdt2 + ρ2g0), e

um campo vetorial normal unitário en+1 ao longo de f , tais que:

1) εn+1 = 〈en+1, en+1〉1;

2) π ◦ f = π̂, em que π : εI ×ρ Qn
k(c)→ I é a projeção;

3) O operador de Weingarten na direção de en+1 é df ◦ A ◦ (df)−1;

4) (E) é a equação de Codazzi-Mainardi e (F) é a equação de Gauss de f ;

5) e ao longo de f , temos que ∂t = df(T ) + εn+1Tn+1en+1.

Alem disso, a imersão f é única a menos de uma isometria global de εI×ρQn
k(c), preser-

vando as orientações de Qn
k(c) e de I.

Logo, no Caṕıtulo 3 aplicaremos o resultado do Teorema (Lawn-Ortega) a hipersu-

perf́ıcies não-degeneradas num espaço-tempo Robertson-Walker de dimensão 4. Se ad-

mitimos que um horizonte num espaço-tempo de dimensão 4 é uma hipersuperf́ıcie que é

folheada por superf́ıcies cujo vetor de curvatura média ~H satisfaz a condição 〈 ~H, ~H〉 = 0.

Nesse sentido, estamos incluindo superf́ıcies com vetor de curvatura média zero, superf́ıcies

Marginally Outer Trapped ou uma mistura desses casos. Então no corolário seguinte,

demonstrado no Caṕıtulo 3, descrevemos uma condição para obter um horizonte não-

degenerado num espaço-tempo Robertson-Walker de dimensão 4.

xii



Corolário: As folhas de Ker(τ) satisfazem 〈 ~H, ~H〉 = 0 em −I ×ρQ3(c) se, e só se, a

imersão f : M → −I ×ρ Q3(c) satisfaz a igualdade seguinte:

Traço(A)− 〈AT, T 〉
〈T, T 〉

=
2ρ′T4
ρ
± 2

∣∣∣∣ρ′ρ
∣∣∣∣√|〈T, T 〉|,

em que Ker(τ) é o núcleo da 1-forma τ .

Finalmente, no Apêndice A apresentamos dois exemplos para ilustrar os resultados

teóricos e os objetos envolvidos no Teorema (Lawn-Ortega). O primeiro exemplo descreve

uma superf́ıcie que é um gráfico num espaço −I ×ρ S2(1) e o segundo exemplo é uma

superf́ıcie helicoidal num espaço I ×ρ H2(−1).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo fixamos as notações básicas e adaptamos as fórmulas que envolvem

conexões e curvaturas para o caso dos produtos torcidos, em particular para εI ×ρ Qn
k(c),

além disso apresentamos os objetos envolvidos no método do referencial móvel e o teorema

de Frobenius.

1.1 Hipersuperf́ıcies

Dizemos que f : M → M̃ é uma hipersuperf́ıcie não-degenerada de M̃, se f é uma

imersão isométrica, em que M e M̃ são variedades semi-riemannianas de dimensão n e

n+ 1, respectivamente.

Denotamos por X(M) e D(M), respectivamente, o conjunto dos campos vetoriais

diferenciáveis tangentes a M e o conjunto das funções reais diferenciáveis definidas em

M.

Sejam ∇M e ∇̃M, as conexões de Levi-Civita deM e M̃, respectivamente. Dado um

campo vetorial (local) unitário normal ν de M em M̃, com δ = 〈ν, ν〉 = ±1, em que 〈, 〉
é a métrica em M̃, e seja Aν o operador de Weingarten na direção de ν, definido pela

fórmula de Weingarten

∇̃MX ν = −AνX, para qualquer X ∈ X(M).

Seja σ a segunda forma fundamental de M em M̃, definida pela fórmula de Gauss

∇̃MX Y = ∇MX Y + σ(X, Y ),
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para quaisquer X, Y ∈ X(M). Podemos obter a segunda forma fundamental σ, como

σ(X, Y ) = δ〈AνX, Y 〉ν, para quaisquer X, Y ∈ X(M).

O vetor de curvatura média de M é definido por

~H =
1

dim M
Traço(σ).

Convencionemos que o operador curvatura R de uma variedade semi-riemanniana com

conexão de Levi-Civita D, é dado por

R(X, Y )Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z.

Sejam RM e R̃M, os tensores curvatura de M e de M̃, respectivamente. A equação

de Gauss é dada por

R̃M(X,Y, Z,W ) = RM(X,Y, Z,W )− 〈σ(X,W ), σ(Y,Z)〉+ 〈σ(X,Z), σ(Y,W )〉

= RM(X,Y, Z,W )− δ〈AνY, Z〉〈AνX,W 〉+ δ〈AνX,Z〉〈AνY,W 〉, (1.1)

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M).

A equação de Codazzi-Mainardi é dada por

(R̃M(X, Y )Z)⊥ = (∇̃MX σ)(Y, Z)− (∇̃MY σ)(X,Z),

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M), ou equivalentemente,

R̃M(X, Y, Z, ν) = 〈(∇MX Aν)Y − (∇MY Aν)X,Z〉, (1.2)

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M), em que R̃M(X, Y, Z, ν) = 〈R̃M(X, Y )Z, ν〉.

Definição 1.1.1. Seja f :M→ M̃ uma hipersuperf́ıcie, diremos que:

a) f é totalmente geodésica se a segunda forma fundamental σ é zero.

b) f é totalmente umb́ılica se existir λ : M → R, diferenciável, tal que Aν = λId, em

que Id é a identidade em X(M). Neste caso, σ(X, Y ) = δλ〈X, Y 〉ν, para quaisquer

X, Y ∈ X(M).

1.2 Variedades produto torcido

Sejam B e P duas variedades semi-riemannianas munidas com métricas gB e gP ,

respectivamente. Todas as variedades que consideraremos neste trabalho serão conexas
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e de classe C∞, salvo que se especifique o contrário. Consideremos a variedade produto

B × P com as naturais projeções π : B × P → B e η : B × P → P . Uma grande famı́lia

de métricas em B × P podem ser obtidas ao torcer homoteticamente a métrica produto

usual π∗(gB) + η∗(gP ), em que π∗ e η∗ são o pull-back de π e η, en cada fibra {b} × P ,

por uma função diferenciável ρ : B → R+.

Definição 1.2.1. O produto torcido P̃ = B ×ρ P é a variedade B × P munida com a

métrica semi-riemanniana

gB×ρP := π∗(gB) + (ρ ◦ π)2η∗(gP ).

Explicitamente, se x é tangente a B ×ρ P em (b, p), então

〈x, x〉 = 〈dπ(x), dπ(x)〉B + ρ2(b)〈dη(x), dη(x)〉P .

em que 〈, 〉 = gB×ρP , 〈, 〉B = gB e 〈, 〉P = gP .

A função ρ é chamada de função de torção do produto torcido.

Exemplo 1.2.1. Uma superf́ıcie de revolução é um produto torcido. Explicitamente, se

uma variedade P̃ é obtida rotacionando uma curva plana C : I ⊂ R → R3 ao redor de

um eixo em R3 e ρ : I → R+ é dada pela distância do ponto C(t) ao eixo de rotação, para

todo t ∈ I, então, podemos definir P̃ como o produto torcido I ×ρ S1(1). Ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Variedade P̃ = I ×ρ S1(1) obtida rotacionando a curva plana C : I ⊂ R→ R3

ao redor de um eixo em R3, em que ρ(t) é a distância do ponto C(t) ao eixo de rotação,
para todo t ∈ I.

Denotamos por X(P̃ ) e D(P̃ ), respectivamente, o conjunto dos campos vetoriais tan-

gentes a P̃ e o conjunto das funções reais diferenciáveis definidas em P̃ .
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Para o produto torcido B×ρP , B é chamado a base do produto torcido e P é a fibra. As

folhas B×{p} = η−1(p) e as fibras {b}×P = π−1(b) são subvariedades semi-riemannianas

de P̃ e a métrica de P̃ verifica:

1. Para cada p ∈ P , a função π|B×{p} é uma isometria sobre B.

2. Para cada b ∈ B, a função η|{b}×P é uma homotetia positiva sobre P , com fator
1

ρ(b)
.

3. Para cada (b, p) ∈ P̃ , a folha B × {p} e a fibra {b} × P são ortogonais em (b, p).

Vetores tangentes às folhas são chamados de horizontais e aqueles tangentes às fibras

são chamados de verticais. Denotamos por H a projeção ortogonal de T(b,p)P̃ no subes-

paço horizontal T(b,p)(B × {p}) e por V a projeção no subespaço vertical T(b,p)({b} × P ).

Escreveremos tan para a projeção V em T(b,p)(B × {p}) e nor para a projeção H em

(T(b,p)({b} × P ))⊥ = T(b,p)(B × {p}). Então, para campos vetoriais verticais V,W em P̃ ,

obtemos que σ(V,W ) = nor ∇̃VW é o tensor segunda forma fundamental em cada fibra,

em que ∇̃ é a conexão de Levi-Civita de P̃

Se x ∈ TbB, b ∈ B e p ∈ P , então o levantamento x̃ de x em (b, p) é o único vetor em

T(b,p)(B × {p}) tal que dπ(x̃) = x. Para um campo vetorial X ∈ X(B), o levantamento

horizontal de X em P̃ é o campo vetorial X̃ tal que em cada ponto (b, p), X̃(b,p) é o

levantamento de Xb ao ponto (b, p). O conjunto de todos os levantamentos horizontais

é denotado por L(B). Analogamente, denotemos por L(P ) ao conjunto de todos os

levantamentos verticais de campos vetoriais em P .

Proposição 1.2.2. Para X̃, Ỹ ∈ L(B) e Ṽ , W̃ ∈ L(P ), temos que

[X̃, Ỹ ] = [X, Y ]˜∈ L(B), (1.3)

[Ṽ , W̃ ] = [V,W ]˜∈ L(P ), (1.4)

[X̃, Ṽ ] = 0, (1.5)

em que [, ] denota o corchete de Lie de campos vetoriais e [X, Y ]˜ denota o levantamento

de [X, Y ].

Demonstração. Chamamos dois campos vetoriais X, Y de φ-relacionados se dφ(Xq) =

Yφ(q). As igualdades (1.3) e (1.4) seguem do fato que os campos X̃, Ỹ são π-relacionados

aos campos X, Y e que Ṽ , W̃ são η-relacionados com V,W , respectivamente. A igualdade

(1.5) é consequência da propriedade que o campo [X̃, Ṽ ] é π-relacionado com [X, 0] = 0

e é η-relacionado com [0, V ] = 0, logo, como T(b,p)P̃ é a suma direta dos subespaços

T(b,p)(B × {p}) e T(b,p)({b} × P ), obtemos [X̃, Ṽ ] = 0.
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Lema 1.2.3. Se λ ∈ D(B), então o gradiente do levantamento λ◦π de λ em P̃ = B×ρP
é o levantamento à P̃ do gradiente de λ em B.

Demonstração. Mostremos que grad (λ ◦ π) é horizontal e π-relacionado com grad λ em

B. Se v é um vetor vertical tangente a P̃ , então 〈grad λ ◦ π, v〉 = v(λ ◦ π) = dπ(v)λ = 0,

pois dπ(v) = 0. Assim, grad (λ ◦ π) é horizontal. Logo, se x é horizontal,

〈dπ(grad (λ ◦ π)), dπ(x)〉 = 〈grad λ ◦ π, x〉

= x(λ ◦ π)

= dπ(x)λ

= 〈grad λ, dπ(x)〉.

Então dπ(grad (λ ◦ π)) = grad λ.

Pelo resultado no Lema 1.2.3, podemos escrever simplesmente λ ao em vez de λ ◦ π e

grad λ ao en vez de grad (λ ◦ π).

Consideremos agora, o caso particular quando a variedade B é um intervalo I da reta

R e seja (P, 〈 , 〉P ) uma variedade semi-riemanniana de dimensão m. Seja ρ : I ⊂ R→ R+

uma função diferenciável e ε = ±1, temos o produto torcido

P̃ = εI ×ρ P, com a métrica 〈 , 〉 = εdt2 + ρ2(t)〈 , 〉P .

Seja o campo vetorial unitário horizontal ∂t ∈ X(εI×ρP ) o levantamento a εI×ρP do

campo vetorial d
dt

em εI, e para cada p ∈ P parametrizamos εI × {p} usando a curva γp

definida por γp(t) = (t, p), assim, ∂t(t, p) = γ′p(t, p). Observemos que 〈∂t, ∂t〉 = 〈∂t, ∂t〉εI =

ε. Como é usual, o levantamento λ(t, p) = λ(t) de uma função λ ∈ D(εI) é denotado por

λ e escrevemos λ′ para ∂tλ =
dλ

dt
.

A conexão Levi-Civita ∇̃P de P̃ = εI×ρP está relacionada com a conexão Levi-Civita

DP de P como segue.

Lema 1.2.4. Na variedade semi-riemanniana P̃ , para quaisquer levantamentos V,W de

campos vetoriais tangentes a P , temos que

1. ∇̃P
∂t
∂t = 0,

2. ∇̃P
V ∂t = ∇̃P

∂t
V =

ρ′

ρ
V ,

3. grad (ρ) = ερ′∂t,

4. ∇̃P
VW = ∗DP

VW −
ερ′

ρ
〈V,W 〉∂t, em que ∗DP

VW é o levantamento a P̃ de DP
VW .
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Demonstração. (1) Da fórmula de Koszul, obtemos

2〈∇̃P
∂t∂t, V 〉 = ∂t〈∂t, V 〉+ ∂t〈V, ∂t〉 − V 〈∂t, ∂t〉 − 〈∂t, [∂t, V ]〉+ 〈∂t, [V, ∂t]〉+ 〈V, [∂t, ∂t]〉.

Do fato que ∂t é um campo vetorial horizontal e V é vertical, segue que 〈∂t, V 〉 = 0.

Agora, pela Proposição 1.2.2, segue que [∂t, V ] = [V, ∂t] = 0 e [∂t, ∂t] é horizontal, logo

〈V, [∂t, ∂t]〉 = 0. Como ∂t é um campo vetorial unitário, 〈∂t, ∂t〉 é constante e V 〈∂t, ∂t〉 = 0.

Então, cada sumando do lado direito da fórmula de Koszul é zero, assim 〈∇̃P
∂t
∂t, V 〉 = 0

para todo V ∈ L(P ), mas 2〈∇̃P
∂t
∂t, ∂t〉 = ∂t〈∂t, ∂t〉 = 0, portanto ∇̃P

∂t
∂t = 0.

(2) Da propriedade de simetria da conexão de Levi-Civita, segue que ∇̃P
∂t
V − ∇̃P

V ∂t =

[∂t, V ] = 0, logo ∇̃P
∂t
V = ∇̃P

V ∂t. Já que, 〈∇̃P
∂t
V, ∂t〉 + 〈V, ∇̃P

∂t
∂t〉 = ∂t〈V, ∂t〉 = 0 e por (1),

temos que 〈∇̃P
∂t
V, ∂t〉 = −〈V, ∇̃P

∂t
∂t〉 = 0, assim ∇̃P

∂t
V = ∇̃P

V ∂t é um campo vetorial verti-

cal. Todos os sumandos na fórmula de Koszul de 2〈∇̃P
∂t
V,W 〉 são zero, exceto ∂t〈V,W 〉.

Por definição da métrica no espaço torcido, 〈V,W 〉(t, p) = ρ2(t)〈Vp,Wp〉P . Se escrevemos

ρ ao en vez de ρ ◦ π, temos que 〈V,W 〉 = ρ2(〈V,W 〉P ◦ η), em que a expresão dentro do

parêntesis é constante nas folhas, às quais ∂t é tangente, logo

∂t〈V,W 〉 = ∂t
[
ρ2(〈V,W 〉P ◦ η)

]
= [∂t(ρ

2)](〈V,W 〉P ◦ η) + ρ2∂t(〈V,W 〉P ◦ η)

= [2ρ∂tρ](〈V,W 〉P ◦ η) + 0

=
2∂tρ

ρ
〈V,W 〉

= 2〈∂tρ
ρ
V,W 〉

= 2〈ρ
′

ρ
V,W 〉.

Assim obtemos (2).

(3) Pelo Lema 1.2.3, segue que grad ρ em P̃ é o levantamento de grad ρ em εI. Assim,

grad ρ é horizontal e para todo X ∈ T P̃ , temos

〈grad ρ,X〉 = 〈grad ρ, ε〈X, ∂t〉∂t〉

= ε〈X, ∂t〉〈grad ρ, ∂t〉

= ε〈X, ∂t〉∂tρ

= ε〈X, ∂t〉ρ′

= 〈X, ερ′∂t〉.

Como ερ′∂t é horizontal, temos que grad ρ = ερ′∂t.
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(4) Como V e W são tangentes a todas as fibras, considerando cada fibra como subva-

riedade de P̃ , pela fórmula de Gauss ∇̃P
VW = ∇P

VW + σ(V,W ), em que ∇P é a conexão

de Levi-Civita da fibra, temos que tan ∇̃P
VW = ∇P

VW , em cada fibra. Então, tan ∇̃P
VW

e DP
VW são η-relacionados, pois homotetias preservam a conexão Levi-Civita, segue que

tan ∇̃P
VW é o levantamento ∗DP

VW de DP
VW .

Por outro lado, 0 = V 〈W,∂t〉 = 〈∇̃P
VW,∂t〉+ 〈W, ∇̃P

V ∂t〉. Logo, usando (1) obtemos

〈∇̃P
VW,∂t〉 = −〈W, ∇̃P

V ∂t〉 = −〈W, ρ
′

ρ
V 〉 = −ρ

′

ρ
〈V,W 〉.

Como ρ′ = 〈grad ρ, ∂t〉 em P̃ em εI,

〈∇̃P
VW,∂t〉 = −〈grad ρ, ∂t〉

ρ
〈V,W 〉 = 〈−〈V,W 〉

ρ
grad ρ, ∂t〉.

Dáı,

σ(V,W ) = nor ∇̃P
VW = −〈V,W 〉

ρ
grad ρ = −ερ

′

ρ
〈V,W 〉∂t.

Portanto, ∇̃P
VW = ∗DP

VW −
ερ′

ρ
〈V,W 〉∂t.

Corolário 1.2.5. As fibras {t} × P do produto torcido εI ×ρ P , são hipersuperf́ıcies

totalmente umb́ılicas.

Demonstração. A afirmação é imediata por (4) da Proposição 1.2.4.

Os operadores curvatura R̃P e RP de P̃ = εI ×ρ P e P , respectivamente, estão rela-

cionados pelo seguinte resultado:

Lema 1.2.6. Na variedade semi-riemanniana P̃ , sejam V,W,U levantamentos de campos

vetoriais tangentes a P , então

1. R̃P (V, ∂t)∂t = −ρ
′′

ρ
V ,

2. R̃P (∂t, V )W = −ερ
′′

ρ
〈V,W 〉∂t,

3. R̃P (V,W )∂t = 0,

4. R̃P (V,W )U = ∗RP (V,W )U − ε(ρ′)2

ρ2
(V ∧W )U ,

em que (V ∧W )U = 〈W,U〉V − 〈V, U〉W e ∗RP é o levantamento por η a P̃ do operador

curvatura RP em P , ou seja, ∗RP (V(p,q),W(p,q))U(p,q) é o vetor vertical em (p, q) que é

projetado por η em RP (dηV(p,q), dηW(p,q))dηU(p,q).
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Demonstração. (1) Usando o Lema 1.2.4 e o fato que [V, ∂t] = 0, obtemos

R̃P (V, ∂t)∂t = ∇̃P
V ∇̃P

∂t∂t − ∇̃
P
∂t∇̃

P
V ∂t − ∇̃P

[V,∂t]∂t

= −∇̃P
∂t

(
ρ′

ρ
V

)
= −∂t

(
ρ′

ρ

)
V − ρ′

ρ
∇̃P
∂tV

= −
[
(∂tρ

′)
1

ρ
+ ρ′

(
−∂tρ
ρ2

)]
V − ρ′

ρ

(
ρ′

ρ
V

)
= −(ρ′′)

1

ρ
V +

(ρ′)2

ρ2
V − (ρ′)2

ρ2
V

= −ρ
′′

ρ
V.

(2) Como [∂t, V ] = 0, temos que R̃P (∂t, V )W = ∇̃P
∂t
∇̃P
VW − ∇̃P

V ∇̃P
∂t
W .

Usando o Lema 1.2.4 e o fato que DP
VW é o levantamento vertical de DP

VW em P ,

obtemos

R̃P (∂t, V )W = ∇̃P
∂t

(
DP
VW − ε

ρ′

ρ
〈V,W 〉∂t

)
− ∇̃P

V

(
ρ′

ρ
W

)
=
ρ′

ρ
DP
VW − ε∂t

(
ρ′

ρ
〈V,W 〉

)
∂t − ε

ρ′

ρ
〈V,W 〉∇̃P

∂t∂t − V
(
ρ′

ρ

)
− ρ′

ρ
∇̃P
VW

=
ρ′

ρ
DP
VW − ε∂t

(
ρ′

ρ
〈V,W 〉

)
∂t − V

(
ρ′

ρ

)
− ρ′

ρ

(
DP
VW − ε

ρ′

ρ
〈V,W 〉∂t

)
= −ε∂t

(
ρ′

ρ
〈V,W 〉

)
∂t − V

(
ρ′

ρ

)
+ ε

(ρ′)2

ρ2
〈V,W 〉∂t.

Como
ρ′

ρ
é constante nas fibras, então V

(
ρ′

ρ

)
= 0.

Também,

∂t

(
ρ′

ρ
〈V,W 〉

)
= ∂t

(
ρ′

ρ

)
〈V,W 〉+

ρ′

ρ
∂t〈V,W 〉

=

[
(∂tρ

′)
1

ρ
+ ρ′

(
−∂tρ
ρ2

)]
〈V,W 〉+

ρ′

ρ
〈∇̃P

∂tV,W 〉+
ρ′

ρ
〈V, ∇̃P

∂tW 〉

=

[
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

]
〈V,W 〉+

ρ′

ρ
〈ρ
′

ρ
V,W 〉+

ρ′

ρ
〈V, ρ

′

ρ
W 〉

=
ρ′′

ρ
〈V,W 〉+

(ρ′)2

ρ2
〈V,W 〉.
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Logo,

R̃P (∂t, V )W = −ε∂t
(
ρ′

ρ
〈V,W 〉

)
∂t − V

(
ρ′

ρ

)
+ ε

(ρ′)2

ρ2
〈V,W 〉∂t

= −ε
(
ρ′′

ρ
〈V,W 〉+

(ρ′)2

ρ2
〈V,W 〉

)
∂t + ε

(ρ′)2

ρ2
〈V,W 〉∂t

= −ερ
′′

ρ
〈V,W 〉∂t.

(3) Para R̃P (V,W )∂t = ∇̃P
V ∇̃P

W∂t − ∇̃P
W ∇̃P

V ∂t − ∇̃P
[V,W ]∂t.

Como [V,W ] é vertical, temos que ∇̃P
[V,W ]∂t =

ρ′

ρ
[V,W ].

Por outro lado,

∇̃P
V ∇̃P

W∂t = ∇̃P
V

(
ρ′

ρ
W

)
= V

(
ρ′

ρ

)
W +

ρ′

ρ
∇̃P
VW,

em que
ρ′

ρ
é constante nas fibras, logo V

(
ρ′

ρ

)
= 0. Assim,

R̃P (V,W )∂t =
ρ′

ρ
(∇̃P

VW − ∇̃P
WV )− ∇̃P

[V,W ]∂t =
ρ′

ρ
[V,W ]− ρ′

ρ
[V,W ] = 0.

(4) R̃P (V,W )U é vertical, pois usando (3), temos

〈R̃P (V,W )U, ∂t〉 = −〈R̃P (V,W )∂t, U〉 = −〈0, U〉 = 0.

Como a projeção η é uma homotetia nas fibras, ∗R(V,W )U ∈ L(P ) é o resultado de

aplicar a V,W,U o tensor curvatura de cada fibra. Assim, ∗RP (V,W )U e R̃P (V,W )U

estão ligados pela equação de Gauss. Seja U ′ ∈ L(P ), pela demonstração do Lema 1.2.4

o operador de Weingarten de cada fibra é dado por σ(V,W ) = −ερ
′

ρ
〈V,W 〉∂t, assim

〈R̃P (V,W )U,U ′〉 = 〈 ∗RP (V,W )U,U ′〉 − 〈σ(V, U ′), σ(W,U)〉+ 〈σ(V, U), σ(W,U ′)〉

= 〈 ∗RP (V,W )U,U ′〉 − ε2 (ρ′)2

ρ2
〈V, U ′〉〈W,U〉〈∂t, ∂t〉

+ ε2
(ρ′)2

ρ2
〈V, U〉〈W,U ′〉〈∂t, ∂t〉

= 〈 ∗RP (V,W )U,U ′〉 − ε(ρ′)2

ρ2
(〈V, U ′〉〈W,U〉+ 〈V, U〉〈W,U ′〉)

= 〈 ∗RP (V,W )U − ε(ρ′)2

ρ2
(〈W,U〉V + 〈V, U〉W ) , U ′〉.

Como R̃P (V,W )U é vertical, obtemos

R̃P (V,W )U = ∗RP (V,W )U − ε(ρ′)2

ρ2
(〈W,U〉V + 〈V, U〉W ) .
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1.3 O espaço pseudo-euclidiano En+1
k

Denotamos o espaço Euclidiano semi-riemanniano de dimensão n + 1 ≥ 3 e ı́ndice k,

por En+1
k com a métrica semi-riemanniana

g0 =
n−k∑
i=0

dx2i −
n∑

i=n−k+1

dx2i .

Agora consideramos a variedade semi-riemanniana M
n+2

= εI ×ρ En+1
k . Seja R o

tensor curvatura de M
n+2

, temos o resultado seguinte

Proposição 1.3.1. Sejam X, Y, Z,W ∈ X(M
n+2

),

R(X,Y, Z,W ) =− ε(ρ′)2

ρ2
〈(X ∧ Y )Z,W 〉+

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

)
(〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉

−〈Y, Z〉〈X, ∂t〉〈W,∂t〉 − 〈X,W 〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉+ 〈Y,W 〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉) .
(1.6)

Demonstração. Seja X ∈ X(M
n+2

), é posśıvel escrever X = X̃ + x∂t, em que X̃ é um

campo vetorial tangente (vertical) a M̃n+2 e x = ε〈X, ∂t〉. Usaremos notações análogas

para outros campos vetoriais.

Em particular, como 〈∂t, ∂t〉 = ε, observemos que

〈X̃, Ỹ 〉 = 〈X − x∂t, Y − y∂t〉

= 〈X, Y 〉 − 〈X, y∂t〉 − 〈x∂t, Y 〉+ 〈x∂t, y∂t〉

= 〈X, Y 〉 − ε〈Y, ∂t〉〈X, ∂t〉 − ε〈X, ∂t〉〈∂t, Y 〉+ ε2〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈∂t, ∂t〉

= 〈X, Y 〉 − ε〈Y, ∂t〉〈X, ∂t〉 − ε〈X, ∂t〉〈∂t, Y 〉+ ε〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉

= 〈X, Y 〉 − ε〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉.

Agora, se X, Y, Z,W ∈ X(M
n+2

)

R(X, Y, Z,W ) = R(X̃ + x∂t, Ỹ + y∂t, Z̃ + z∂t, W̃ + w∂t).

Usando as propriedades de simetria do tensor curvatura, temos

R(x∂t, y∂t, Z,W ) = 0, R(x∂t, y∂t, z∂t,W ) = 0,

R(x∂t, y∂t, Z, w∂t) = 0, R(x∂t, y∂t, z∂t, w∂t) = 0,

R(X, Y, z∂t, w∂t) = 0, R(X, y∂t, z∂t, w∂t) = 0,

R(x∂t, Y, z∂t, w∂t) = 0.
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Logo,

R(X, Y, Z,W ) =R(X̃, Ỹ , Z̃, W̃ ) +R(X̃, Ỹ , Z̃, w∂t) +R(X̃, Ỹ , z∂t, W̃ ) +R(X̃, y∂t, Z̃, W̃ )

+R(X̃, y∂t, Z̃, w∂t) +R(X̃, y∂t, z∂t, W̃ ) +R(x∂t, Ỹ , Z̃, W̃ )

+R(x∂t, Ỹ , Z̃, w∂t) +R(x∂t, Ỹ , z∂t, W̃ ),

e como X̃, Ỹ , Z̃, W̃ são verticais, então pelo Lema 1.2.4, temos

R(X̃, Ỹ , z∂t, W̃ ) = 〈R(X̃, Ỹ )z∂t, W̃ 〉 = 0,

R(X̃, Ỹ , Z̃, w∂t) = −R(X̃, Ỹ , w∂t, Z̃) = 0,

R(x∂t, Ỹ , Z̃, W̃ ) = R(Z̃, W̃ , x∂t, Ỹ ) = 0,

R(X̃, y∂t, Z̃, W̃ ) = −R(Z̃, W̃ , y∂t, X̃) = 0.

Por outro lado, o tensor curvatura de En+1
k é zero, usando o Lema 1.2.6, temos que

R(X̃, Ỹ )Z̃ = −ε(ρ′)2

ρ2
(X̃ ∧ Ỹ )Z̃.

Logo

R(X̃, Ỹ , Z̃, W̃ ) = 〈R(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉

= 〈−ε(ρ′)2

ρ2
(X̃ ∧ Ỹ )Z̃, W̃ 〉.

Usando novamente o Lema 1.2.4, temos

R(X̃, y∂t, Z̃, w∂t) = −R(y∂t, X̃, Z̃, w∂t)

= −y〈−ερ
′′

ρ
〈X̃, Z̃〉∂t, w∂t〉

= ε
ρ′′

ρ
〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉〈X̃, Z̃〉〈∂t, ∂t〉

=
ρ′′

ρ
〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉〈X̃, Z̃〉.

Analogamente,

R(X̃, y∂t, z∂t, W̃ ) =
ρ′′

ρ
〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X̃, W̃ 〉,

R(x∂t, Ỹ , Z̃, w∂t) =
ρ′′

ρ
〈X, ∂t〉〈W,∂t〉〈Ỹ , Z̃〉,

R(x∂t, Ỹ , z∂t, W̃ ) =
ρ′′

ρ
〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Ỹ , W̃ 〉.



12 CAPÍTULO 1

Logo,

R(X, Y, Z,W ) =− ε(ρ′)2

ρ2
〈(X̃ ∧ Ỹ )Z̃, W̃ 〉+

ρ′′

ρ

(
〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉〈X̃, Z̃〉

−〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X̃, W̃ 〉 − 〈X, ∂t〉〈W,∂t〉〈Ỹ , Z̃〉

+〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Ỹ , W̃ 〉
)
.

(1.7)

Agora,

〈(X̃ ∧ Ỹ )Z̃, W̃ 〉 = 〈Ỹ , Z̃〉〈X̃, W̃ 〉 − 〈X̃, Z̃〉〈Ỹ , W̃ 〉

= (〈Y, Z〉 − ε〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉) (〈X,W 〉 − ε〈X, ∂t〉〈W,∂t〉)

− (〈X,Z〉 − ε〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉) (〈Y,W 〉 − ε〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉)

= 〈Y,Z〉〈X,W 〉 − ε〈Y,Z〉〈X, ∂t〉〈W,∂t〉 − ε〈X,W 〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉

+ 〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉+ ε〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉

+ ε〈Y,W 〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉 − 〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉

= 〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ ε (〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉 − 〈Y,Z〉〈X, ∂t〉〈W,∂t〉

−〈X,W 〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉+ 〈Y,W 〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉) .

(1.8)

Também,

〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉〈X̃, Z̃〉 = 〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉 (〈X,Z〉 − ε〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉)

= 〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉〈X,Z〉 − ε〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉.

Analogamente,

〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X̃, W̃ 〉 = 〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X,W 〉 − ε〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉,

〈X, ∂t〉〈W,∂t〉〈Ỹ , Z̃〉 = 〈X, ∂t〉〈W,∂t〉〈Y, Z〉 − ε〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉,

〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Ỹ , W̃ 〉 = 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Y,W 〉 − ε〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉.

Assim,

〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉〈X̃, Z̃〉 − 〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X̃, W̃ 〉 − 〈X, ∂t〉〈W,∂t〉〈Ỹ , Z̃〉

+ 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Ỹ , W̃ 〉 = 〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉〈X,Z〉 − 〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X,W 〉

− 〈X, ∂t〉〈W,∂t〉〈Y, Z〉+ 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Y,W 〉.

(1.9)

Substituindo (1.8) e (1.9) em (1.7), obtemos (1.6).
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1.4 Hiperquádricas em espaços pseudo-euclidianos

Seja c ∈ R− {0}, consideremos

En+1 =

Rn+1
k , se , c > 0,

Rn+1
k+1 , se , c < 0,

com a métrica usual semi-riemanniana g0 e conexão Levi-Civita ∇0. Consideremos a

função φ : En+1 → R definida por φ(P ) = g0(P, P ) e o subconjunto Q de En+1 definido

como Q = φ−1
(

c

|c|3

)
.

Seja P = (x0, . . . , xn) ∈ En+1, Y ∈ TPEn+1 e {E0, . . . , En} o referencial canônico de

En+1, escrevemos Y =
∑n

i=0 yiEi. Identificando TPEn+1 com En+1, podemos considerar o

campo I : En+1 → En+1 definido por IP = P =
∑n

j=0 xjEj. Logo

∇0
Y P = ∇0∑n

i=0 yiEi
P =

n∑
i=0

yi∇0
Ei

n∑
j=0

xjEj =
n∑
i=0

yi

n∑
j=0

Ei(xj)Ej =
n∑
i=0

yiEi = Y, (1.10)

Logo, g0(grad (φ), Y ) = Y (φ) = Y g0(P, P ) = 2g0(∇0
Y P, P ) = 2g0(Y, P ), para todo

Y ∈ TPEn+1, assim, grad (φ) = 2P .

Em particular, para P ∈ Q, obtemos

g0(grad (φ), grad (φ)) = go(2P, 2P ) = 4g0(P, P ) = 4φ(P ) =
4c

|c|3
.

Como dφ(grad (φ)) = g0(grad (φ), grad (φ)) =
4c

|c|3
6= 0 significa que c é um valor regular

de φ e portanto Q = φ−1(c) é uma hipersuperf́ıcie semi-riemanniana de En+1. Além disso,

como |grad (φ)| = |(g0(2P, 2P )|1/2 =
2

|c|
, temos que ξP =

c grad (φ)

|c grad (φ)|
= cP é um campo

vetorial unitário normal a Q. De fato, para qualquer Y ∈ TPQ, como φ é constante em

Q, temos

g0(grad (φ), Y ) = Y φ = Y (φ|Q) = 0.

A hipersuperf́ıcie Ξ̂ : Q → En+1 é chamada de hiperquádrica para c ∈ R − {0}. O

conjunto φ−1(0) consiste da origem e o cone de luz que não é semi-riemaniano, pois o

vetor posição P é tangente e também é normal ao cone. Em particular, consideremos Snk
como uma das componentes conexas de {p ∈ En+1 : g0(p, p) = 1} e Hn

k como uma das

componentes conexas de {p ∈ En+1 : g0(p, p) = −1}. De fato, só no caso de Hn
0 e de Snn

temos mais de uma componente conexa. Então, denotamos
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Qn
k(c) =

Snk , se , c = 1,

Hn
k , se , c = −1.

Proposição 1.4.1. Ξ : Qn
k(c) → En+1 é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica, com

operador de Weingarten Aξ = −1

c
I, na direção do campo vetorial unitário normal ξP =

1

c
P , para todo P ∈ Qn

k(c).

Demonstração. Seja Y ∈ X(Qn
k(c)). Então, usando (1.10), obtemos

Aξ(Y ) = −∇0
Y (ξP ) = −∇0

Y

(
1

c
P

)
= −1

c
∇0
Y P = −1

c
Y.

Como consequência da Proposição 1.4.1 e da equação de Gauss, temos que Qn
k(c) tem

curvatura seccional constante c.

1.5 Curvatura do espaço εI ×ρ Qn
k(c)

Seja Qn
k(c) o espaço forma semi-riemanniano de curvatura seccional constante c ∈

{0, 1,−1} e ı́ndice k, com métrica g0. Consideramos o espaço M̃ = εI ×ρ Qn
k(c), com

métrica 〈, 〉1 e denotamos por R̃ o operador curvatura de M̃ .

Considerando primeiro o caso c = ±1, do mergulho inclusão usual Ξ : Qn
k(c)→ En+1,

constrúımos o mergulho isométrico:

Ξ̃ : (εI ×ρ Qn
k(c), 〈, 〉1)→ (εI ×ρ En+1, 〈, 〉)

(t, p) 7→ (t, Ξ(p)) = (t, p).

No que segue, por simplicidade usaremos a notação 〈, 〉1 = 〈, 〉. Sejam ∇ e ∇̃ as conexões

Levi-Civita em εI ×ρ En+1 e εI ×ρ Qn
k(c), respectivamente. Pela Proposição 1.4.1, temos

que Qn
k(c) é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de En+1, e que ξ =

1

c
Ξ é um campo

vetorial unitário de Qn
k(c) que satisfaz ∇0

Xξ =
1

c
X para todo X ∈ TpQn

k(c). Assim, pode-

mos considerar o campo vetorial normal de Ξ̃ : εI ×ρ Qn
k(c) → εI ×ρ En+1 definido por

e0(t, p) =

(
0,
ξ(p)

ρ(t)

)
=

(
0,

p

cρ(t)

)
, para qualquer (t, p) ∈ εI ×ρ Qn

k(c). De fato, se X é

tangente a εI ×ρ Qn
k(c), então podemos escrever X = X̃ + x∂t, em que X̃ é o levanta-

mento pela projeção η de um vetor tangente a Qn
k(c), temos 〈e0, X〉 = ρ2g0

(
p

cρ
, dη(X̃)

)
=

ρ g0

(
ξ, dη(X̃)

)
= 0.
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Como Qn
k(c) está mergulhado naturalmente em En+1, o campo vetorial normal ξ satis-

faz g0(ξ, ξ) =
1

c2
g0(p, p) = c. Assim, o campo vetorial normal e0 é unitário, pois 〈e0, e0〉 =

〈(0, p
ρc

), (0,
p

ρc
)〉 = ρ2g0

(
ξ

ρ
,
ξ

ρ

)
= g0(ξ, ξ) = c = ±1. Definimos ε0 = 〈e0, e0〉 = ±1.

Para determinar o tensor curvatura de M̃ = εI ×ρ Qn
k(c) como hipersuperf́ıcie de

M = εI ×ρ En+1, usaremos a equação de Gauss, mas precisamos determinar primeiro a

segunda forma fundamental de M̃ . Seja Ae0 o operador de Weingarten de M̃ na direção

do campo vetorial normal e0. Para cada Y ∈ X(M̃) podemos escrever Y = Ỹ + ε〈Y, ∂t〉∂t,
com Ỹ o levantamento de um campo vetorial em Qn

k(c) ⊂ En+1. Logo,

Ae0Y = −∇Y e0

= −∇Ỹ+ε〈Y,∂t〉∂te0

= −∇Ỹ e0 − ε〈Y, ∂t〉∇∂te0.

Logo, pelo Lema 1.2.4, obtemos

∇∂te0 = ∇∂t

(
1

ρ
(0, ξ)

)
=
−ρ′

ρ2
(0, ξ) +

1

ρ
∇∂t(0, ξ)

=
−ρ′

ρ2
(0, ξ) +

1

ρ

(
ρ′

ρ

)
(0, ξ)

= 0.

Agora, notemos que Ỹ é um campo vetorial vertical e ortogonal a e0. Seja Z̃ =

(0, Z) ⊥ e0, como Z̃ é o levantamento vertical de Z e ρ é constante nas fibras, usando o

Lema 1.2.4 obtemos

∇Z̃e0 = ∇Z̃

(
1

ρ
(0, ξ)

)
=

[
Z̃

(
1

ρ

)]
(0, ξ) +

1

ρ
∇Z̃(0, ξ)

=
1

ρ
∇Z̃(0, ξ)

=
1

ρ

(
∗∇0

Zξ −
〈Z̃, (0, ξ)〉

ρ
grad ρ

)
=

1

ρ

(
∗∇0

Zξ − 〈Z̃, e0〉grad ρ
)

=
1

ρ
∗∇0

Zξ.
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Como Z̃ = (0, Z) ⊥ e0, segue que Z ⊥ ξ, pois

0 = 〈Z̃, e0〉 = 〈(0, Z), (0,
ξ

ρ
)〉 = ρ2g0(Z,

ξ

ρ
) = ρg0(Z, ξ),

ou seja, Z ∈ X (Qn
k(c)). Logo, ∇0

Zξ =
1

c
Z e

∇Z̃e0 =
1

ρ
∗∇0

Zξ =
1

ρc
Z̃.

Então, Ae0Y = −∇Ỹ e0 − ε〈Y, ∂t〉∇∂te0 = − 1

ρc
Ỹ . Portanto,

Ae0Y = − 1

ρc
(Y − ε〈Y, ∂t〉∂t), para qualquer Y ∈ X(M̃).

No caso c = 0, seja {E0, . . . , En} o referencial canônico de En+1 = En+1
k com g0(E0, E0) = 1

e consideremos o mergulho totalmente geodésico Ξ : Enk → En+1, definido por Ξ(p) =

(0, p), com campo vetorial unitário normal ξ = E0. Logo, fazemos o mergulho totalmente

geodésico Ξ̃ como no caso c = ±1, com o campo vetorial normal unitário tipo-espaço

e0 =

(
0,
ξ

ρ

)
. Assim, para todo Y ∈ X(M̃) temos que Ae0Y = −∇Ỹ e0−ε〈Y, ∂t〉∇∂te0 = 0,

pois neste caso ∇0
Zξ = 0 para todo Z ∈ X(Enk). De maneira que, podemos fazer c tomar

valores em {−1, 0, 1}, e escrever

Ae0Y = − c
ρ

(Y − ε〈Y, ∂t〉∂t), para qualquer Y ∈ X(M̃). (1.11)

Proposição 1.5.1. O tensor curvatura de M̃ = εI ×ρ Qn
k(c) é

R̃(X,Y, Z,W ) =

(
−ε(ρ′)2

ρ2
+

c

ρ2

)
〈(X ∧ Y )Z,W 〉

+

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉

−〈Y,Z〉〈X, ∂t〉〈W,∂t〉 − 〈X,W 〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉+ 〈Y,W 〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉) ,

(1.12)

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M̃).

Demonstração. Para c 6= 0, usando (1.1) e (1.11), temos

R̃(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ) + ε0〈Ae0Y, Z〉〈Ae0X,W 〉 − ε0〈Ae0X,Z〉〈Ae0Y,W 〉

= R(X, Y, Z,W ) + ε0

(
−c
ρ

)2

(〈Y − ε〈Y, ∂t〉∂t, Z〉〈X − ε〈X, ∂t〉∂t,W 〉

−〈X − ε〈X, ∂t〉∂t, Z〉〈Y − ε〈Y, ∂t〉∂t,W 〉)
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= R(X, Y, Z,W ) +
ε0
ρ2

(〈Y, Z〉〈X,W 〉 − ε〈Y, Z〉〈X, ∂t〉〈W,∂t〉

− ε〈X,W 〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉+ 〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉

− 〈X,Z〉〈Y,W 〉+ ε〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉+ ε〈Y,W 〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉

−〈Y, ∂t〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈W,∂t〉)

= R(X, Y, Z,W ) +
ε0
ρ2
〈(X ∧ Y )Z,W 〉+

εε0
ρ2

(〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉

−〈Y, Z〉〈X, ∂t〉〈W,∂t〉 − 〈X,W 〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉+ 〈Y,W 〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉) .

Logo, usando a Proposição 1.3.1 e como ε0 = c, temos o resultado. Para c = 0,

εI×ρQk
n(c) é totalmente geodésica em εI×ρEn+1, ou seja, R̃(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ),

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M̃). Assim, vale (1.12).

1.6 Referencial móvel

A técnica do referencial móvel foi desenvolvida por Élie Cartan. Podemos encontrar

definições, resultados básicos e outros detalhes em [11]. Usaremos a seguinte convenção

para os ı́ndices, salvo que se especifique o contrário.

1 ≤ i, j, k, l ≤ n; 1 ≤ u, v, w, · · · ≤ n+ 1; 0 ≤ α, β, γ, · · · ≤ n+ 1.

Seja f : M → M̃ = εI ×ρ Qn
k(c) uma hipersuperf́ıcie. Como Ξ̃ : M̃ → M = εI ×ρ En+1

é uma hipersuperf́ıcie, consideremos um referencial local ortonormal {e0, e1, . . . , en, en+1}
de campos vetoriais em M , definido num subconjunto aberto e conexo U de (Ξ̃ ◦ f)(M),

tal que e1, . . . , en são tangentes a (Ξ̃ ◦ f)(M) e en+1 é normal a (Ξ̃ ◦ f)(M), com

εα = 〈eα, eα〉 = ±1. Definimos a matriz G = (εαδαβ), em que δ é o delta de Kronecker.

Sejam ω0, . . . , ωn+1 as 1-formas duais de (e0, e1, . . . , en, en+1), ou seja, ωα(eβ) = δαβ.

Em particular, ωr|X(M) = 0, r ∈ {0, n + 1}. Também, para X ∈ X(M), temos que

ωα(X) = εα〈eα, X〉.

Seja {E0, . . . , En} o referencial ortonormal canônico de En+1, definimos o referencial

ortonormal {E0, . . . , En+1{=
{
E0

ρ
, . . . ,

En
ρ
, ∂t

}
de M = εI ×ρ En+1. Se precisar, pode-

mos reordenar o referencial {E0, . . . , En+1} para obter 〈Eα, Eα〉 = εα e sem perda de

generalidade, consideremos o caso em que En+1 = ∂t. Segue que ε = 〈∂t, ∂t〉 = εn+1.

Consideremos as funções Bαβ : U → R, em que Bαβ(x) é dada por 〈Eα, eβ〉 em x, para

cada ponto x ∈ U . Seja Mn+2(R) o espaço das matrizes de ordem (n+ 2)× (n+ 2) com

entradas em R, com a topologia que faz ele homeomorfo a R(n+2)2 , definamos a função
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B : U →Mn+2(R), tal que B(x) é a matriz (Bαβ) em x. Por simplicidade, denotaremos

também por B à matriz B(x). Observemos que∑
µ

εµBµαBµβ =
∑
µ

εµ〈Eµ, eα〉〈Eµ, eβ〉 = 〈
∑
µ

εµ〈Eµ, eα〉Eµ, eβ〉 = 〈eα, eβ〉 = εαδαβ,

ou equivalentemente BtGB = G, em que Bt é a matriz transposta de B. Seja q o ı́ndice

de En+2, consideremos o conjunto O(q, n+ 2− q) = {Z ∈Mn+2(R)|ZtGZ = G}.

De fato, O(q, n+ 2− q) é o conjunto das matrizes Z emMn+2(R), tais que preservam

o produto interno g0 de En+2, ou seja, para quaisquer u, v ∈ En+2, temos que

g0(Zu,Zv) = 〈GZu,Zv〉R = 〈(Z−1)tGu,Zv〉R = 〈Gu,Z−1Zv〉R = 〈Gu, v〉R = g0(u, v),

em que 〈, 〉R é o produto interno usual de Rn+2. Assim, O(q, n + 2 − q) corresponde

ao conjunto das isometrias lineares de En+2. Observamos que En+2 é isomorfo ao espaço

tangente em cada ponto de εI ×ρ En+1.

Proposição 1.6.1. O(q, n+ 2− q) = {Z ∈Mn+2(R)|ZtGZ = G} é um grupo de Lie. A

álgebra de Lie associada com O(q, n+ 2− q) é s = {H ∈Mn+2(R)|H tG+GH = 0}.

Demonstração. Observemos, que se Z ∈ O(q, n+ 2− q), então det (ZtGZ) = det (G)⇔
det (Zt)det (Z) = 1, mas, det (Zt) = det (Z), logo det (Z) = ±1. Portanto, O(q, n+2−q)
é um subconjunto de GLn+2(R), o conjunto de todas as matrizes invert́ıveis de ordem

(n+ 2)× (n+ 2), que é um grupo de Lie.

Se Z ∈ O(q, n+ 2− q), então ZtGZ = G⇔ G = (Z−1)tGZ−1, em que Z−1 é a matriz

inversa de Z, segue que Z−1 ∈ O(q, n + 2 − q). Também, se A,C ∈ O(q, n + 2 − q)

temos que (AC)tG(AC) = CtAtGAC = CtGC = G, logo AC ∈ O(q, n+ 2− q), portanto

O(q, n+ 2− q) é um subgrupo de GLn+2(R).

Agora, provemos que O(q, n + 2 − q) é uma variedade diferenciável. Consideremos

S = {Z ∈ Mn+2(R)|Zt = Z}, o conjunto das matrizes simétricas em Mn+2(R). Como

(AtGA)t = AtGtA = AtGA, podemos definir a função g :Mn+2(R) ≡ R(n+2)2 → S, dada

por g(A) = AtGA. Observemos que O(q, n+ 2− q) = g−1(G).

Como o produto de matrizes é diferenciável (as componentes do produto são polinômios

nas componentes das matrizes), segue que g é diferenciável. Calculemos a diferencial de g.

Seja A ∈Mn+2(R), se identificamos o espaço tangente a Mn+2(R) em A com Mn+2(R),
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temos que

dgA(C) = lim
h→0

(A+ hC)tG(A+ hC)− AtGA
h

= lim
h→0

AtGA+ AtGhC + hCtGA+ h2CtGC − AtGA
h

= lim
h→0

(AtGC + CtGA+ hCtGC)

= AtGC + CtGA.

Observemos que dgA é sobrejetora se A ∈ O(q, n + 2 − q). Como o conjunto das

matrizes simétricas S é um espaço vetorial, podemos identificar Tg(A)S com S. Seja

M ∈ Tg(A)S = S, procuramos C ∈ Mn+2(R) tal que AtGC + CtGA = M . Como M

é simétrica, podemos escrever AtGC + (AtGC)t =
M +M t

2
, e comparando os dois la-

dos da igualdade, conclúımos que AtGC =
1

2
M . Como A ∈ O(q, n + 2 − q), temos que

A é invert́ıvel. Logo, C =
1

2
G(At)−1M e portanto, dgA é sobrejetora se A ∈ O(q, n+2−q).

Como O(q, n+ 2− q) = g−1(G), segue que G é um valor regular de g e O(q, n+ 2− q)
é variedade diferenciável. Portanto O(q, n+ 2− q) é grupo de Lie, tal que

dim O(q, n+2−q) = dim Mn+2(R)−dim S = (n+2)2− (n+ 2)(n+ 3)

2
=

(n+ 2)(n+ 1)

2
.

Como é usual, identificaremos a álgebra de Lie s de O(q, n+2−q), com o espaço tangente

a O(q, n+ 2− q) na matriz identidade In+2. Portanto,

s = {H ∈Mn+2(R)|H tG+GH = 0}.

Especificamente, se q = 0 ou q = n + 2, então O(q, n + 2 − q) é simplesmente o con-

junto de matrizes ortogonais e possui duas componentes conexas, mas no caso em que

0 < q < n + 2, acontece que O(q, n + 2 − q) tem quatro componentes conexas (ver [17,

pag 237]). De fato, S é o conjunto das matrizes em O(q, n+ 2− q), tais que preservam a

orientação dos vetores tipo-espaço e tipo-tempo.

Observação 1.6.2. Como U é conexo e a matriz B = 〈Eα, eβ〉 satisfaz BtGB = G,

a imagem da função B : U → Mn+2(R), está contida numa componente conexa de

O(q, n+ 2− q).
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Denotamos por S a componente conexa de O(q, n+2−q) contendo a matriz identidade,

In+2 ∈ S ⊂ {Z ∈Mn+2(R)|ZtGZ = G, detZ = 1} ⊂ O(q, n+ 2− q).

Além disso, s = {H ∈Mn+2(R)|H tG+GH = 0} é a álgebra de Lie associada com S,

pois S é aberto em O(q, n+ 2− q).

Consideremos agora, a aplicação inclusão g : S →Mn+2(R), ou seja, g(Z) = Z para

todo Z ∈ S. Logo, dgZ : TZS → TZMn+2(R) é dada por dgZ(V ) = V . Definimos

a forma de Maurer-Cartan de S como ωZ = g(Z)−1dgZ . Para V ∈ TZS, temos que

ωZ(V ) = g(Z)−1dgZ(V ) = Z−1V pertence a s. Por simplicidade, denotamos a forma de

Maurer-Cartan por ωZ = Z−1dZ, assim,

ωZ(V ) = Z−1dZ(V ) = Z−1V,

para todo V ∈ TZS.

Podemos calcular a derivada exterior da forma de Maurer-Cartan ωZ , como segue:

Consideremos a matriz identidade In+2 como uma aplicação constante de S emMn+2(R).

Assim, usando que g(Z)(g(Z))−1 = ZZ−1 = In+2, para qualquer Z ∈ S, temos que

0 = d(In+2) = d(gg−1) = dg(g−1) + gd(g−1), e então d(g−1) = −g−1(dg)(g−1). Usando

isso, calculamos

dωZ = d(g−1) ∧ dg

= −g−1(dg)(g−1) ∧ dg

= −g−1dg ∧ g−1dg

= −ωZ ∧ ωZ ,

o qual denotamos por

d(Z−1dZ) = −Z−1dZ ∧ Z−1dZ. (1.13)

Dada uma variedade diferenciável M de dimensão n, Λ1(M) é o conjunto de todas as 1-

formas definidas em M. Definimos o conjunto s (Λ1(M)) de todas as matrizes Υ ∈ s, cujas

entradas são 1-formas definidas em M. Logo, faz sentido calcular ZΥ , para Z ∈Mn+2(R)

e Υ ∈ s (Λ1(M)).

Definamos agora a 1-forma de conexão Ω = (ωαβ), em que

ωαβ(X) = εα〈eα,∇Xeβ〉, para qualquer X ∈ X(U). (1.14)

Como 0 = X〈eα, eβ〉 = 〈∇Xeα, eβ〉+ 〈eα,∇Xeβ〉, temos que ωβα(X) = εβ〈eβ,∇Xeα〉 =



1.6. REFERENCIAL MÓVEL 21

−εβ(εα)2〈eα,∇Xeβ〉 = −εαεβωαβ(X), assim, a matriz Ω satisfaz ωβα = −εαεβωαβ, ou

equivalentemente, ΩtG+GΩ = 0, pois

ΩtG+GΩ = (ωαβ)t(εαδαβ)+(εαδβα)(ωαβ) = (εβωβα)+(εαωαβ) = (−εαωαβ)+(εαωαβ) = 0,

isso significa que Ω ∈ s (Λ1(M)). Em particular,

∇ei =
∑
k

ωkiek, ∇̃eu =
∑
v

ωvuev, ∇eα =
∑
γ

ωγαeγ. (1.15)

Seja T a projeção de ∂t no fibrado tangente de (Ξ̃ ◦ f)(M). Definimos a 1-forma τ(X) =

〈T,X〉, para qualquer X ∈ X(U), e as funções Tk = 〈ek, T 〉, Tn+1 = εn+1ϑ e T0 =

0. Observemos que
∑

k Tkωk = τ . Além disso, podemos recuperar os vetores eβ =∑
γ εγBγβEγ. Consequentemente, usando (1.15),

∇eαeβ =
∑
µ

ωµβ(eα)eµ

=
∑
µ

ωµβ(eα)

(∑
γ

εγBγµEγ

)

=
∑
γ

εγ

(∑
µ

ωµβ(eα)Bγµ

)
Eγ.

(1.16)

Também,

∇eαeβ = ∇eα

(∑
γ

εγBγβEγ

)
=
∑
γ

εγeα (Bγβ)Eγ +
∑
γ

εγBγβ∇eαEγ

=
∑
γ

εγdBγβ(eα)Eγ +
∑
γ

εγBγβ∇∑
µ εµBµαEµ

Eγ

=
∑
γ

εγdBγβ(eα)Eγ +
∑
µ,γ

εγεµBµαBγβ∇Eµ
Eγ.

(1.17)

Por agora, nos concentremos no último sumando de (1.17). Como Eµ =
Eµ
ρ

e En+1 = ∂t,

usando o Lema (1.2.4), para γ, µ 6= n+ 1, obtemos

∇En+1
En+1 = ∇∂t∂t = 0,

∇Eµ
En+1 =

1

ρ
∇Eµ∂t =

ρ′

ρ2
Eµ =

ρ′

ρ
Eµ,

∇En+1
Eγ = − ρ

′

ρ2
Eγ +

1

ρ
∇∂tEγ = − ρ

′

ρ2
Eγ +

ρ′

ρ2
Eγ = 0,
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∇Eµ
Eγ =

1

ρ
Eµ

(
1

ρ

)
Eγ +

1

ρ2
∇Eµeγ =

1

ρ2
∇Eµeγ

=
1

ρ2
∗∇0

EµEγ −
ερ′〈Eµ, Eγ〉

ρ
∂t = −εµδµγερ

′

ρ
∂t,

pois ∇0
Eµ
Eγ = 0 em En+1. Consequentemente, pelo fato que todos os sumandos em

(1.17), para µ = n+ 1 são zero, obtemos, com 0 ≤ γ, µ ≤ n+ 1,

∇eαeβ −
∑
γ

εγdBγβ(eα)Eγ

=
∑
µ,γ

εγεµBµαBγβ∇Eµ
Eγ

=
∑

µ,γ<n+1

εγεµBµαBγβ∇Eµ
Eγ +

∑
µ<n+1

εn+1εµBµαBn+1β∇Eµ
En+1

= −ερ
′

ρ

∑
γ<n+1

εγBγβ

(∑
µ

Bµαδµγ

)
∂t +

εn+1ρ
′

ρ

∑
µ<n+1

εµBµαBn+1βEµ

= −ερ
′

ρ

∑
γ<n+1

εγBγαBγβ∂t +
εn+1ρ

′

ρ

∑
µ<n+1

εµBµαBn+1βEµ.

(1.18)

Logo, comparando coordenadas em (1.16) e (1.18), para En+1 = ∂t, obtemos

∑
µ

ωµβ(eα)Bn+1µ = dBn+1β(eα)− ρ′

ρ

∑
γ<n+1

εγBγαBγβ (1.19)

e para Eγ, γ = 0, . . . , n, obtemos

∑
µ

ωµβ(eα)Bγµ = dBγβ(eα) +
εn+1ρ

′

ρ
BγαBn+1β. (1.20)

Como Bµα = 〈Eµ,
∑

γ ωγ(eα)eγ〉 =
∑

γ Bµγωγ(eα), pela equação (1.19), temos que

∑
µ

Bn+1µωµβ − dBn+1β = −ρ
′

ρ

∑
γ

∑
µ<n+1

εµBµβBµγωγ

= −ρ
′

ρ

∑
γ,µ

εµBµβBµγωγ +
ρ′

ρ

∑
γ

εn+1Bn+1βBn+1γωγ

= −ρ
′

ρ

∑
γ

εβδβγωγ +
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1β

∑
γ

Bn+1γωγ

= −ρ
′

ρ
εβωβ +

εn+1ρ
′

ρ
Bn+1β

∑
κ

Bn+1κωκ,

e pela equação (1.20), temos que
∑

µBγµωµβ = dBγβ +
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1β

∑
κBγκωκ, para
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qualquer γ = 0, . . . , n. Em resumo podemos escrever, fazendo γ = α,

∑
µ

Bαµωµβ = dBαβ +
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1β

∑
κ

Bακωκ −
ρ′

ρ
εβδαn+1ωβ.

Como BtGB = G implica B−1 = GBtG, em que B−1 = (Bαβ), segue que Bαβ = εαBβαεβ.

Logo,∑
γ

Bαγ
∑
µ

Bγµωµβ

=
∑
γ

BαγdBγβ +
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1β

∑
γ

Bαγ
∑
κ

Bγκωκ

− ρ′

ρ
εβωβ

∑
γ

Bαγδγn+1

=
∑
γ

BαγdBγβ +
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1β

∑
κ

(∑
γ

BαγBγκ

)
ωκ

− ρ′

ρ
εβωβB

αn+1

=
∑
γ

BαγdBγβ +
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1β

∑
κ

δακωκ −
ρ′

ρ
εβωβεαεn+1Bn+1α

=
∑
γ

BαγdBγβ +
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1βωα −

εn+1ρ
′

ρ
εβεαBn+1αωβ.

(1.21)

Como o lado esquerdo de (1.21) é

∑
γ

Bαγ
∑
µ

Bγµωµβ =
∑
µ

(∑
γ

BαγBγµ

)
ωµβ

=
∑
µ

δαµωµβ

= ωαβ,

substituindo em (1.21), obtemos finalmente que

ωαβ =
∑
µ

BαµdBµβ +
εn+1ρ

′

ρ
(Bn+1βωα − εβεαBn+1αωβ) ,

ou equivalentemente,

Ω−X = B−1dB, em que Xαβ =
εn+1ρ

′

ρ
(Bn+1βωα − εβεαBn+1αωβ) . (1.22)

Notemos que X ∈ s (Λ1(M)) e assim B−1dB ∈ s (Λ1(M)) (ver exemplos no Apêndice A).
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1.7 Distribuções integráveis e o teorema de Frobe-

nius

Seja N uma variedade de dimensão n + k, suponhamos que em cada ponto p ∈ N

é dado um subespaço ∆p de TpN , de dimensão n. Suponhamos que numa vizinhança

Up de cada p ∈ N existem n campos vetoriais diferenciáveis linearmente independentes

X1, . . . , Xn, que formam uma base para ∆q, para todo q ∈ Up.

Definição 1.7.1. Seja ∆ = ∪p∈N∆p. Dizemos que ∆ é uma distribução diferenciável de

dimensão n em N e que {X1, . . . , Xn} é um referencial local de ∆.

Agora definimos um tipo de distribução importante:

Definição 1.7.2. Uma distribução ∆ numa variedade N é involutiva, se existe um refe-

rencial local X1, . . . , Xn numa vizinhança de cada ponto, tal que

[Xi, Xj] =
n∑
k=1

ckijXk,

em que 1 ≤ i, j ≤ n e as ckij são funções diferenciáveis na vizinhança do ponto.

Para um exemplo de uma distribução involutiva, consideremos N = Rn+k e seja ∆

gerada por Xi =
∂

∂xi
, i = 1, . . . , n. Então, a distribução é o subespaço de dimensão n,

formado por todos os vetores paralelos a Rn em cada ponto q de N = Rn+k.

Definição 1.7.3. Seja ∆ uma distribução diferenciável numa variedade N de dimensão

n + k, seja n a dimensão de ∆. Dizemos que ∆ é completamente integrável, se cada

ponto p ∈ N tem uma vizinhança coordenada (Up, ϕ) tal que, se x1, . . . , xn+k denotam

as coordenadas locais, então os n vetores Ei = ϕ−1∗ (
∂

∂xi
), i = 1, . . . , n, são um referencial

local em Up para ∆.

Observemos que se ∆ é uma distribução completamente integrável em N , então, para

cada ponto q ∈ Up existe uma variedade N de dimensão n passando por q, tal que TqN =

∆q. Assim, dim N = n. De fato, se (a1, . . . , an+k) denota às coordenadas de q, então

uma variedade N passando por q é a n-fatia definida por xn+1 = an+1, . . . , xn+k = an+k,

ou seja, N = ϕ−1{x ∈ ϕ(Up)|xj = aj, j = n+ 1, . . . , n+ k}, que é uma fatia de Up. Neste

caso, a distribução é involutiva, pois

[Ei, Ej] = ϕ−1∗

[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0, 1 ≤ i, j ≤ n.

Assim, se uma distribução é completamente integrável, isso implica que é involutiva. O

teorema seguinte afirma que a rećıproca vale.



1.7. DISTRIBUÇÕES INTEGRÁVEIS E O TEOREMA DE FROBENIUS 25

Teorema 1.7.1. (Frobenius) Uma distribução ∆ numa variedade M é completamente

integrável se, e só se, é involutiva.

Uma demonstração deste resultado está em [4].
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Caṕıtulo 2

Teorema Fundamental

Neste caṕıtulo adaptamos as equações de Gauss e de Codazzi-Mainardi para o caso

de uma hipersuperf́ıcie M do produto torcido M̃ = εI ×ρ Qn
k(c) e deduzimos mais duas

equações, que têm a ver com as componentes tangente e normal a M de ∂t. Logo, enun-

ciamos e provamos o resultado principal que é um teorema fundamental para hipersu-

perf́ıcies não-degeneradas do espaço M̃ .

2.1 Hipersuperf́ıcies não-degeneradas de εI ×ρ Qn
k(c)

Seja f : Mn → M̃ = εI ×ρ Qn
k(c), em que n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie não-degenerada.

Seja∇ a conexão de Levi-Civita em M . Seja en+1 um (localmente definido) campo vetorial

unitário normal a M , com εn+1 = 〈εn+1, εn+1〉 = ±1. Ao longo de M , podemos decompor

o campo vetorial ∂t nas partes normal e tangente a M :

∂t = T + ϑen+1,

em que T é tangente a M e ϑ = εn+1〈∂t, en+1〉. Definimos a 1-forma em M dada por

τ(X) = 〈X,T 〉, para qualquer X ∈ X(M).

Também, dado um vetor X tangente a M , podemos decompor X na parte tangente

a {t} × Qn
k(c) e a componente na direção de ∂t, assim X = X̃ + x∂t, com x = ε〈X, ∂t〉.

Analogamente, en+1 = ẽn+1 + h∂t, com h = ε〈en+1, ∂t〉.

Lema 2.1.1. Com as condições prévias,

1. εh = 〈en+1, ∂t〉 = εn+1ϑ,

2. εx = 〈X, ∂t〉 = 〈X,T 〉,

3. 〈X̃, ẽn+1〉 = −εεn+1ϑ〈X,T 〉.
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Demonstração. Como h = ε〈en+1, ∂t〉 e ϑ = εn+1〈∂t, en+1〉, segue que

εh = 〈en+1, ∂t〉 = εn+1ϑ.

Também,

〈X, ∂t〉 = 〈X,T + ϑen+1〉 = 〈X,T 〉+ ϑ〈X, en+1〉 = 〈X,T 〉,

e por outro lado,

〈X, ∂t〉 = 〈X̃ + x∂t, ∂t〉 = 〈X̃, ∂t〉+ x〈∂t, ∂t〉 = εx.

Portanto, εx = 〈X, ∂t〉 = 〈X,T 〉.

Finalmente, usando (1) e (2), temos que

0 = 〈X, en+1〉 = 〈X̃, ẽn+1〉+ ε〈X, ∂t〉〈en+1, ∂t〉 = 〈X̃, ẽn+1〉+ εεn+1ϑ〈X,T 〉.

Assim, 〈X̃, ẽn+1〉 = −εεn+1ϑ〈X,T 〉.

Observemos que, se X ∈ X(M),

〈grad (π), X〉 = dπ(X)

= dπ(X̃ + x∂t)

= x

= ε〈X, ∂t〉

= ε〈X,T + ϑen+1〉

= ε〈X,T 〉,

assim, T = εgrad (π).

Seja Aen+1 o operador de Weingarten de M na direção de en+1, temos que

Proposição 2.1.2. O tensor curvatura R de M em M̃ = εI ×ρ Qn
k(c), é dado por

R(X, Y, Z,W ) =

(
−ε(ρ′)2

ρ2
+

c

ρ2

)
〈(X ∧ Y )Z,W 〉

+

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(〈X,Z〉〈Y, T 〉〈W,T 〉

−〈Y, Z〉〈X,T 〉〈W,T 〉 − 〈X,W 〉〈Y, T 〉〈Z, T 〉+ 〈Y,W 〉〈X,T 〉〈Z, T 〉)

+ εn+1

(
〈Aen+1Y, Z〉〈Aen+1X,W 〉 − 〈Aen+1X,Z〉〈Aen+1Y,W 〉

)
,

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M).
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Demonstração. Para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M), usando (1.1) e a Proposição 1.5.1,

obtemos

R(X, Y,Z,W )

= R̃(X, Y, Z,W ) + εn+1〈Aen+1Y, Z〉〈Aen+1X,W 〉 − εn+1〈Aen+1X,Z〉〈Aen+1Y,W 〉

=

(
−ε(ρ′)2

ρ2
+

c

ρ2

)
〈(X ∧ Y )Z,W 〉

+

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈W,∂t〉

−〈Y, Z〉〈X, ∂t〉〈W,∂t〉 − 〈X,W 〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉+ 〈Y,W 〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉)

+ εn+1

(
〈Aen+1Y, Z〉〈Aen+1X,W 〉 − 〈Aen+1X,Z〉〈Aen+1Y,W 〉

)
.

(2.1)

Pelo Lema 2.1.1, temos 〈X, ∂t〉 = 〈X,T 〉, 〈Y, ∂t〉 = 〈Y, T 〉, 〈Z, ∂t〉 = 〈Z, T 〉 e 〈W,∂t〉 =

〈W,T 〉. Substituindo em (2.1), obtemos o resultado.

Proposição 2.1.3. A equação de Codazzi-Mainardi de M em M̃ = εI ×ρ Qn
k(c), é dada

por

(∇XAen+1)Y − (∇YAen+1)X = εn+1ϑ

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(X ∧ Y )T, (2.2)

para quaisquer X, Y ∈ X(M).

Demonstração. Por (1.2), precisamos calcular R̃(X, Y, Z, en+1), para quaisquer campos

vetoriais X, Y, Z ∈ X(M). Pela Proposição 1.5.1, obtemos

R̃(X, Y, Z, en+1) =

(
−ε(ρ′)2

ρ2
+

c

ρ2

)
〈(X ∧ Y )Z, en+1〉

+

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈en+1, ∂t〉 − 〈Y, Z〉〈X, ∂t〉〈en+1, ∂t〉

−〈X, en+1〉〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉+ 〈Y, en+1〉〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉) .

Como 〈X, en+1〉 = 〈Y, en+1〉 = 0 e 〈(X ∧ Y )Z, en+1〉 = 〈X,Z〉〈Y, en+1〉 − 〈Y, Z〉〈X, en+1〉,
segue que

R̃(X, Y, Z, en+1) =

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(〈X,Z〉〈Y, ∂t〉〈en+1, ∂t〉 − 〈Y, Z〉〈X, ∂t〉〈en+1, ∂t〉) .
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Pelo Lema 2.1.1, 〈en+1, ∂t〉 = εn+1ϑ, 〈X, ∂t〉 = 〈X,T 〉 e 〈Y, ∂t〉 = 〈Y, T 〉, então

R̃(X, Y, Z, en+1) = εn+1ϑ

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉)

= εn+1ϑ

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
〈〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y, Z〉

= εn+1ϑ

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
〈(X ∧ Y )T, Z〉.

Por (1.2), obtemos (2.2).

Lema 2.1.4. As seguintes equações são válidas para qualquer X ∈ X(M).

1. ∇̃X∂t =
ρ′

ρ
(X − ε〈X,T 〉∂t),

2. ∇XT =
ρ′

ρ
(X − ε〈X,T 〉T ) + ϑAen+1X,

3. X(ϑ) = −εn+1〈Aen+1T,X〉 −
ρ′

ρ
εϑ〈X,T 〉.

Demonstração. Primeiro, lembremos que X = X̃ + ε〈X, ∂t〉∂t = X̃ + ε〈X,T 〉∂t. Então,

∇̃X∂t = ∇̃X̃∂t + ε〈X,T 〉∇̃∂t∂t

=
ρ′

ρ
X̃

=
ρ′

ρ
(X − ε〈X,T 〉∂t).

Logo, calculamos

∇̃XT = ∇̃X(∂t − ϑen+1)

= ∇̃X∂t −X(ϑ)en+1 − ϑ∇̃Xen+1

=
ρ′

ρ
(X − ε〈X,T 〉∂t)−X(ϑ)en+1 + ϑAen+1X

=
ρ′

ρ
(X − ε〈X,T 〉(T + ϑen+1))−X(ϑ)en+1 + ϑAen+1X

=
ρ′

ρ
(X − ε〈X,T 〉T ) + ϑAen+1X −

ρ′

ρ
εϑ〈X,T 〉en+1 −X(ϑ)en+1.

Pela fórmula de Gauss ∇̃XT = ∇XT + εn+1〈Aen+1X,T 〉en+1. Logo, comparando a parte

tangente e a parte normal de ∇̃XT , obtemos as equações

∇XT =
ρ′

ρ
(X − ε〈X,T 〉T ) + ϑAen+1X.

εn+1〈Aen+1X,T 〉en+1 = −ρ
′

ρ
εϑ〈X,T 〉en+1 −X(ϑ)en+1.
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Tomando só os coeficientes na última equação e como Aen+1 é autoadjunto, resulta

εn+1〈X,Aen+1T 〉 = −ρ
′

ρ
εϑ〈X,T 〉 −X(ϑ).

Finalmente, observemos que é posśıvel escrever o operador de Weingarten Ae0 de M̃

em M = εI ×ρ En+1, dado na equação (1.11), como

Ae0Y = − c
ρ

(Y − ε〈Y, ∂t〉∂t)

= − c
ρ

(Y − ε〈Y, T 〉(T + εn+1〈∂t, en+1〉en+1))

= − c
ρ

(Y − ετ(Y )T ) +
c

ρ
εεn+1τ(Y )〈∂t, en+1〉en+1,

(2.3)

para qualquer Y ∈ X(M̃).

2.2 Teorema fundamental para hipersuperf́ıcies não-

degeneradas de εI ×ρ Qn
k(c)

Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana com conexão de Levi-Civita ∇ e tensor

de curvatura R. Sejam ε, ε0, εn+1 ∈ {−1, 1} e c ∈ {−1, 0, 1} tais que, ou c = ε0 ou c = 0

e ε0 = 1. Sejam ρ : I ⊂ R → R+, Tn+1 : M → R e π̂ : M → I, funções diferenciáveis.

Definimos o campo vetorial T ∈ X(M) por T = ε grad (π̂), e a 1-forma τ(X) = 〈X,T 〉.
Seja A um tensor de tipo (1,1) em M .

Definição 2.2.1. Dizemos que M satisfaz as condições de estrutura, se verifica as

seguintes condições:

(A) A é 〈, 〉-autoadjunto;

(B) ε = 〈T, T 〉+ εn+1T
2
n+1;

(C) ∇XT =
ρ′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

(X − ετ(X)T ) + εn+1Tn+1AX, para todo X ∈ X(M);

(D) X(Tn+1) = −〈AT,X〉 − ερ
′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

Tn+1τ(X), para todo X ∈ X(M);

(E) Equação de Codazzi-Mainardi:

(∇XA)Y − (∇YA)X = Tn+1b(τ(Y )X − τ(X)Y ),

para quaisquer X, Y ∈ X(M), em que b =

(
ρ′′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

− (ρ′ ◦ π̂)2

(ρ ◦ π̂)2
+

εc

(ρ ◦ π̂)2

)
;



32 CAPÍTULO 2

(F) Equação de Gauss:

R(X, Y, Z,W ) =

(
−ε(ρ′ ◦ π̂)2

(ρ ◦ π̂)2
+

c

(ρ ◦ π̂)2

)
〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ b (〈X,Z〉τ(Y )τ(W )

−〈Y, Z〉τ(X)τ(W )− 〈X,W 〉τ(Y )τ(Z) + 〈Y,W 〉τ(X)τ(Z))

+ εn+1 (〈AY,Z〉〈AX,W 〉 − 〈AX,Z〉〈AY,W 〉) ,

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M), em que (X ∧ Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y .

Seja M̃ = εI ×ρ Qn
k(c) com métrica 〈, 〉1 = εdt2 + ρ2g0, em que g0 é a métrica em

Qn
k(c), enunciamos agora o resultado principal deste trabalho.

Teorema 2.2.1. Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana de dimensão n, que sa-

tisfaz as condições de estrutura. Então, para cada ponto p ∈M , existem uma vizinhança

aberta U de p em M , uma imersão isométrica f : U → (M̃, 〈, 〉1) e um campo vetorial

normal unitário en+1 ao longo de f , tais que:

1) εn+1 = 〈en+1, en+1〉1;

2) π ◦ f = π̂, em que π : εI ×ρ Qn
k(c)→ I é a projeção;

3) O operador de Weingarten na direção de en+1 é df ◦ A ◦ (df)−1;

4) (E) é a equação de Codazzi-Mainardi e (F) é a equação de Gauss de f ;

5) e ao longo de f , temos que ∂t = df(T ) + εn+1Tn+1en+1.

2.3 Demonstração do teorema fundamental

Sem perda de generalidade, trabalhamos o caso ε = εn+1. Primeiro, definamos al-

guns objetos. Dado um ponto x ∈ M , consideremos um referencial local ortonormal

{e1, . . . , en} numa vizinhança conexa U de x em M , com εi = 〈ei, ei〉 = ±1, e a corres-

pondente base dual de 1-formas {ω1, . . . , ωn}. Observemos que ωi(X) = εi〈ei, X〉, para

qualquer X ∈ X(M). Também, precisamos definir em M , as 1-formas ωn+1 = ω0 = 0.

Considerando a equação (2.3), definimos o tensor

SY = − c

ρ ◦ π̂
(Y − ετ(Y )T ),

para qualquer Y ∈ X(M), e usando (1.14), definimos as 1-formas de conexão:

ωij(X) = εi〈ei,∇Xej〉, ωi n+1(X) = −εi〈ei, AX〉,

ωi0(X) = −εi〈ei, SX〉, ωn+1,0(X) = −εεn+1c

ρ ◦ π̂
Tn+1τ(X), ωαβ = −εαεβωβα,

(2.4)
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para qualquer X ∈ X(M), e definimos a matriz Ω = (ωαβ) ∈ s(Λ1(M)). Como uma

consequência, temos que ∇Xei =
∑

k ωki(X)ek. Agora, definimos as funções T0 = 0,

Ti = τ(ei), i ∈ {1, . . . , n}. Pela condição (B) da Definição 2.2.1, temos que

ε = 〈T, T 〉+ εn+1T
2
n+1 = 〈

∑
i

εi〈ei, T 〉ei, T 〉+ εn+1T
2
n+1 =

∑
i

εiT
2
i + εn+1T

2
n+1 =

∑
γ

εγT
2
γ .

Logo, definimos as matrizes X = (Xαβ) e Υ , por

Xαβ =
ερ′

ρ
(Tβωα − εαεβTαωβ), Υ = Ω−X. (2.5)

Temos que

dΥ +Υ ∧Υ = d(Ω−X) + (Ω−X)∧ (Ω−X) = dΩ−dX+ Ω∧Ω−Ω∧X−X∧Ω +X∧X.

Para demonstrar o Teorema 2.2.1, dividiremos o trabalho em quatro partes.

Parte 1: Provar que dΥ + Υ ∧ Υ = 0. Equivalentemente, provaremos que dΩ −
dX + Ω∧Ω−Ω∧X−X∧Ω + X∧X é zero, usando as condições (C), (D), (E) e (F) da

Definição 2.2.1. Para isso, dividimos a prova nos Lemas 2.3.1 a 2.3.6.

Parte 2: Construir a função B. Usando que dΥ+Υ∧Υ = 0, no Lema 2.3.8, provare-

mos que para cada ponto de M , existem uma vizinhança U do ponto e uma aplicação

B : U → S, tal que B satisfaz B−1dB = Ω − X e B(x) ∈ Z(x) para todo X ∈ U , em

que Z(x) = {Z ∈ S|Zn+1β = Tβ(x)}. Na demonstração do Lema 2.3.8, será importante

considerar o conjunto F = {(x, Z) ∈ U ×S|Z ∈ Z(x)}, por isso previamente, provaremos

no Lema 2.3.7, que F é uma variedade diferenciável.

Parte 3: Definir a função f . Usando a aplicação B obtida no Lema 2.3.8, definire-

mos uma função f : U → εI ×ρ Qn
k(c), isso será feito no Lema 2.3.9 para o caso c = ±1 e

no Lema 2.3.10 para o caso c = 0.

Parte 4: Verificar que f é a função do Teorema 2.2.1. Concluiremos a demons-

tração verificando que a função f definida nos Lemas 2.3.10 e 2.3.9, é uma imersão

isométrica que satisfaz as condições do Teorema 2.2.1.

Comecemos com a Parte 1.

Lema 2.3.1. dτ = 0.

Demonstração. Como T = ε grad (π̂), temos que

τ(X) = 〈T,X〉 = ε〈 grad (π̂), X〉 = εdπ̂(X),
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para qualquer X ∈ X(M), ou seja, τ = εdπ̂. Logo dτ = εd2(π̂) = 0.

Agora definimos as matrizes $ = (ωα) e Γ = (Γαβ) = dΩ + Ω ∧ Ω.

Lema 2.3.2. d$ = −Ω ∧$, Γαβ = −εαεβΓβα,

Γij = εεj
(ρ′)2

ρ2
ωj ∧ ωi −

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

)
(Tjωi − εiεjTiωj) ∧ τ ,

Γi n+1 = Tn+1

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

)
τ ∧ ωi, Γu0 = 0.

Demonstração. Dado X, Y ∈ X(M), como ωn+1 = ω0 = 0, temos que

dωi(X, Y ) = X(ωi(Y ))− Y (ωi(X))− ωi([X, Y ])

= X(εi〈ei, Y 〉)− Y (εi〈ei, X〉)− εi〈ei, [X, Y ]〉

= εi〈∇Xei, Y 〉+ εi〈ei,∇XY 〉 − εi〈∇Y ei, X〉 − εi〈ei,∇YX〉

− εi〈ei,∇XY −∇YX〉

= εi〈
∑
k

ωki(X)ek, Y 〉 − εi〈
∑
k

ωki(Y ), X〉

= εi
∑
k

ωki(X)〈ek, Y 〉 − εi
∑
k

ωki(Y )〈ek, X〉

=
∑
k

εkεiωki(X)εk〈ek, Y 〉 −
∑
k

εkεiωki(Y )εk〈ek, X〉

=
∑
γ

εγεiωγi ∧ ωγ(X, Y )

= −
∑
γ

ωiγ ∧ ωγ(X, Y ).

Também, ωn+1 = 0, segue que −dωn+1(X, Y ) = 0. Por outro lado, usando (2.4) e como

A é autoadjunto, temos que∑
γ

ωn+1γ ∧ ωγ(X, Y ) =
∑
k

ωn+1k ∧ ωk(X, Y )

=
∑
k

(εn+1〈ek, AX〉εk〈ek, Y 〉 − εn+1〈ek, AY 〉εk〈ek, X〉)

= εn+1 (〈εk〈ek, Y 〉ek, AX〉 − 〈εk〈ek, X〉ek, AY 〉)

= εn+1(〈Y,AX〉 − 〈X,AY 〉)

= 0.

Como c 6= 0, temos c = ε0, logo
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∑
γ

ω0γ ∧ ωγ(X, Y )

=
∑
k

ω0k ∧ ωk(X, Y )

=
∑
k

(ε0〈ek, SX〉wk(Y )− ε0〈ek, SY 〉wk(X))

= ε0
∑
k

(
〈ek,−

c

a
(X − ετ(X)T )〉εk〈ek, Y 〉 − 〈ek,−

c

a
(Y − ετ(Y )T )〉εk〈ek, X〉

)
= −cε0

a

∑
k

(〈ek, X〉 − ετ(X)〈ek, T 〉)εk〈ek, Y 〉 − (〈ek, Y 〉 − ετ(Y )〈ek, T 〉)εk〈ek, X〉)

=
cε0
a

∑
k

(ετ(X)〈ek, T 〉εk〈ek, Y 〉 − ετ(Y )〈ek, T 〉εk〈ek, X〉)

= −cε0
a

(
ετ(X)〈

∑
k

εk〈ek, Y 〉ek, T 〉 − ετ(Y )〈
∑
k

εk〈ek, X〉ek, T 〉

)
=
cε0
a

(ετ(X)〈Y, T 〉 − ετ(Y )〈X,T 〉)

=
cε0
a

(ετ(X)τ(Y )− ετ(Y )τ(X))

= 0

= −dω0(X, Y ).

Assim, d$ = −Ω ∧$.

Também,

Γβα = dωβα +
∑
γ

ωβγ ∧ ωγα

= −εβεαdωαβ − εβεα
∑
γ

ωαγ ∧ ωγβ

= −εαεβΓαβ.

Logo, se X, Y ∈ X(M), temos

dωij(X, Y ) = X(ωij(Y ))− Y (ωij(X))− ωij([X, Y ])

= X(εi〈ei,∇Y ej〉)− Y (εi〈ei,∇Xej〉)− εi〈ei,∇[X,Y ]ej〉

= εi〈∇Xei,∇Y ej〉+ εi〈ei,∇X∇Y ej〉 − εi〈∇Y ei,∇Xej〉 − εi〈ei,∇Y∇Xej〉

− εi〈ei,∇[X,Y ]ej〉

= εi〈∇Xei,∇Y ej〉 − εi〈∇Y ei,∇Xej〉+ εiR(X, Y, ej, ei),

mas, pela equação (1.15), segue que
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〈∇Xei,∇Y ej〉 = 〈
∑
k

ωki(X)ek,
∑
k

ωkj(Y )ek〉

=
∑
k

εkωki(X)ωkj(Y )

= −εi
∑
k

ωik(X)ωkj(Y ).

Portanto, obtemos

dωij(X, Y ) = εi〈∇Xei,∇Y ej〉 − εi〈∇Y ei,∇Xej〉+ εiR(X, Y, ej, ei)

= −
∑
k

ωik ∧ ωkj(X, Y ) + εiR(X, Y, ej, ei),

o qual, usando (F) da Definição 2.2.1, implica

dωij(X, Y ) +
∑
γ

ωiγ ∧ ωγj(X, Y )

= ωi0 ∧ ω0j(X, Y ) + ωi n+1 ∧ ωn+1j(X, Y ) + εiR(X, Y, ej, ei)

= −εiε0〈ei, SX〉〈ej, SY 〉+ εiε0〈ei, SY 〉〈ej, SX〉 − εiεn+1〈ei, AX〉〈ej, AY 〉

+ εiεn+1〈ei, AY 〉〈ej, AX〉+ εi

(
−ε(ρ′)2

ρ2
+

c

ρ2

)
〈(X ∧ Y )ej, ei〉

+ εi

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(〈X, ej〉τ(Y )τ(ei)− 〈Y, ej〉τ(X)τ(ei)− 〈X, ei〉τ(Y )τ(ej)

+〈Y, ei〉τ(X)τ(ej)) + εiεn+1 (〈AY, ej〉〈AX, ei〉 − 〈AX, ej〉〈AY, ei〉) ,

em que,

〈ei, SX〉〈ej, SY 〉 =
c2

ρ2
〈ei, X − ετ(X)T 〉〈ej, Y − ετ(Y )T 〉

=
1

ρ2
(〈ei, X〉〈ej, Y 〉 − ετ(Y )〈ei, X〉τ(ej)− ετ(X)τ(ei)〈ej, Y 〉

+τ(X)τ(Y )〈T, T 〉) ,

〈ei, SY 〉〈ej, SX〉 =
1

ρ2
(〈ei, Y 〉〈ej, X〉 − ετ(X)〈ei, Y 〉τ(ej)− ετ(Y )τ(ei)〈ej, X〉

+τ(Y )τ(X)〈T, T 〉) .
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Portanto,

dωij(X, Y ) +
∑
γ

ωiγ ∧ ωγj(X, Y )

= −εiε
(ρ′)2

ρ2
〈(X ∧ Y )ej, ei〉+ εi

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

)
(〈X, ej〉τ(Y )τ(ei)

−〈Y, ej〉τ(X)τ(ei)− 〈X, ei〉τ(Y )τ(ej) + 〈Y, ei〉τ(X)τ(ej))

= εεj
(ρ′)2

ρ2
ωj ∧ ωi(X, Y )−

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

)
(Tjωi − εiεjTiωj) ∧ τ(X, Y ).

Logo, se X, Y ∈ X(M), usando (E) da Definição 2.2.1, calculamos

dωin+1(X, Y ) = X(ωin+1(Y ))− Y (ωin+1(X))− ωin+1([X, Y ])

= −εiX〈ei, AY 〉 − εiY 〈ei, AX〉+ εi〈ei, A[X, Y ]〉

= −εi〈∇Xei, AY 〉 − εi〈ei,∇XAY 〉+ εi〈∇Y ei, AX〉+ εi〈ei,∇YAX〉

+ εi〈ei, A(∇XY )− A(∇YX)〉

= −εi〈∇Xei, AY 〉+ εi〈∇Y ei, AX〉 − εi〈ei, (∇XA)Y − (∇YA)X〉

= −εi
∑
k

ωki(X)〈ek, AY 〉+ εi
∑
k

ωki(Y )〈ek, AX〉

− εiTn+1

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(τ(Y )〈ei, X〉 − τ(X)〈ei, Y 〉)

=
∑
γ

εiεγωγi ∧ ωγn+1(X, Y )− εiε0ω0i ∧ ω0n+1(X, Y )

− εiTn+1

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2
+
εc

ρ2

)
(τ(Y )〈ei, X〉 − τ(X)〈ei, Y 〉).

Como,

ω0i ∧ ω0n+1(X, Y ) =
εc

ρ
〈ei, SX〉Tn+1τ(Y )− εc

ρ
〈ei, SY 〉Tn+1τ(X)

= −εc
2

ρ2
〈ei, X − ετ(X)T 〉Tn+1τ(Y ) +

εc2

ρ2
〈ei, Y − ετ(Y )T 〉Tn+1τ(X)

= −Tn+1
ε

ρ2
(〈ei, X〉τ(Y )− ετ(X)〈ei, T 〉τ(Y )− 〈ei, Y 〉τ(X)

+ετ(Y )〈ei, T 〉τ(X))

= −Tn+1
ε

ρ2
(〈ei, X〉τ(Y )− 〈ei, Y 〉τ(X)) ,

temos que,

dωin+1(X, Y ) = −
∑
γ

ωiγ ∧ ωγn+1(X, Y )− Tn+1

(
ρ′′

ρ
+

(ρ′)2

ρ2

)
τ ∧ ωi(X, Y ).
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Também, calculamos

dωi0(X, Y ) = X(ωi0(Y ))− Y (ωi0(X))− ωi0([X, Y ])

= −εiX〈ei, SY 〉+ εiY 〈ei, SX〉+ εi〈ei, S[X, Y ]〉

= −εi〈∇Xei, SY 〉+ εi〈∇Y ei, SX〉 − εi〈ei, (∇XS)Y − (∇Y S)X〉.

(2.6)

Por outro lado, para qualquer U ∈ X(M), se verifica que

∇X

(
− 1

ρ ◦ π̂
U

)
= X(

−1

ρ ◦ π̂
)U − 1

ρ ◦ π̂
∇XU

=

[
d

(
−1

ρ ◦ π̂

)
X

]
U − 1

ρ ◦ π̂
∇XU

=

(
ρ′ ◦ π̂

(ρ ◦ π̂)2

)
〈grad (π̂), X〉U − 1

ρ ◦ π̂
∇XU

=

(
ρ′ ◦ π̂

(ρ ◦ π̂)2

)
〈εT,X〉U − 1

ρ ◦ π̂
∇XU

=

(
ερ′ ◦ π̂
(ρ ◦ π̂)2

)
τ(X)U − 1

ρ ◦ π̂
∇XU.

Logo,

(∇XS)Y − (∇Y S)X

= ∇XSY − S∇XY −∇Y SX + S∇YX

= ∇X

(
− c
ρ

(Y − ετ(Y )T )

)
+
c

ρ
(∇XY − ετ(∇XY )T )−∇Y

(
− c
ρ

(X − ετ(X)T )

)
− c

ρ
(∇YX − ετ(∇YX)T )

=
εcρ′

ρ2
τ(X)Y − c

ρ
∇XY +

εc

ρ
X〈Y, T 〉T − cρ′

ρ2
τ(X)τ(Y )T +

εc

ρ
τ(Y )∇XT

− εcρ′

ρ2
τ(Y )X +

c

ρ
∇YX −

εc

ρ
Y 〈X,T 〉T +

cρ′

ρ2
τ(Y )τ(X)T − εc

ρ
τ(X)∇Y T

+
c

ρ
(∇XY − ε〈∇XY, T 〉T )− c

ρ
(∇YX − ε〈∇YX,T 〉)T ),

e então,

(∇XS)Y − (∇Y S)X =
εcρ′

ρ2
(τ(X)Y − τ(Y )X)− εc

ρ
(τ(X)∇Y T − τ(Y )∇XT )

+
εc

ρ
(〈Y,∇XT 〉 − 〈X,∇Y T 〉)T.

(2.7)

Por (C) da definição 2.2.1, temos
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∇XT =
ρ′

ρ
(X − ετ(X)T ) + εn+1Tn+1AX,

∇Y T =
ρ′

ρ
(Y − ετ(Y )T ) + εn+1Tn+1AY,

segue que,

〈Y,∇XT 〉 − 〈X,∇Y T 〉

= 〈Y, ρ
′

ρ
(X − ετ(X)T ) + εn+1Tn+1AX〉 − 〈X,

ρ′

ρ
(Y − ετ(Y )T ) + εn+1Tn+1AY 〉

=
ρ′

ρ
〈Y,X〉 − ερ′

ρ
τ(X)〈Y, T 〉+ εn+1Tn+1〈Y,AX〉 −

ρ′

ρ
〈X, Y 〉+

ερ′

ρ
τ(Y )〈X,T 〉

− εn+1Tn+1〈X,AY 〉

= 0,

(2.8)

e também,

τ(X)∇Y T − τ(Y )∇XT =
ρ′

ρ
(τ(X)Y − τ(Y )X)

+ εn+1Tn+1 (τ(X)AY − τ(Y )AX) .

(2.9)

Então, substituindo (2.8) e (2.9) em (2.7), temos que

(∇XS)Y − (∇Y S)X =
εcρ′

ρ2
(τ(X)Y − τ(Y )X)− εc

ρ
(τ(X)∇Y T − τ(Y )∇XT )

= −εεn+1cTn+1

ρ
(τ(X)AY − τ(Y )AX).

(2.10)

Substituindo (2.10) em (2.6), obtemos

εidωi0(X, Y )

= −〈∇Xei, SY 〉+ 〈∇Y ei, SX〉+
εεn+1cTn+1

ρ
〈ei, (τ(X)AY − τ(Y )AX〉

= −
∑
k

(ωki(X)〈ek, SY 〉 − ωki(Y )〈ek, SX〉) +
εεn+1cTn+1

ρ
〈ei, (τ(X)AY − τ(Y )AX〉

= −εi
∑
γ

ωiγ ∧ ωγ0(X, Y ) + εiωi n+1 ∧ ωn+1,0(X, Y )− εiεεn+1cTn+1

ρ
τ ∧ ωi n+1(X, Y )

= −εi
∑
γ

ωiγ ∧ ωγ0(X, Y ) + εiωi n+1 ∧ ωn+1,0(X, Y ) + εiωn+1,0 ∧ ωi n+1(X, Y )

= −εi
∑
γ

ωiγ ∧ ωγ0(X, Y ).

Temos que dωn+1,0 = −εεn+1c

ρ
dTn+1 ∧ τ . Logo, usando (D) da Definição 2.2.1, obtemos
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dωn+1,0(X, Y )

= −εεn+1c

ρ
dTn+1 ∧ τ(X, Y )

= −εεn+1c

ρ
(X(Tn+1)τ(Y )− Y (Tn+1)τ(X))

= −εεn+1c

ρ

(
(−〈T,AX〉 − ερ′

ρ
Tn+1τ(X))τ(Y ) + (〈T,AY 〉+

ερ′

ρ
Tn+1τ(Y ))τ(X)

)
= −εεn+1c

ρ
(−〈T,AX〉τ(Y ) + 〈T,AY 〉τ(X))

= εn+1

(
〈cε
ρ
τ(Y )T,AX〉 − 〈cε

ρ
τ(X)T,AY 〉

)
= εn+1

(
〈SY +

c

ρ
Y,AX〉 − 〈SX +

c

ρ
X,AY 〉

)
= εn+1

(
〈SY,AX〉 − 〈SX,AY 〉+

c

ρ
〈Y,AX〉 − c

ρ
〈X,AY 〉

)
= εn+1

(
〈
∑
k

εk〈ek, SY 〉ek,
∑
k

εk〈ek, AX〉ek〉 − 〈
∑
k

εk〈ek, SX〉ek,
∑
k

εk〈ek, AY 〉ek〉

)
= εn+1

∑
k

εk (〈ek, AX〉〈ek, SY 〉 − 〈ek, AX〉〈ek, SY 〉)

= εn+1

∑
k

εkωk n+1 ∧ ωk0(X, Y )

= −
∑
γ

ωn+1γ ∧ ωγ0(X, Y ).

Lema 2.3.3. dXαβ = −εαεβdXβα, dXu0 = 0,

dXi,j =
ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
τ ∧ (Tjωi − εiεjTiωj) +

ερ′

ρ
(Tjdωi − εiεjTidωj)

+ 2εεj

(
ρ′

ρ

)2

ωj ∧ ωi +
ερ′

ρ

∑
u

Tu (ωuj ∧ ωi − εiεjωui ∧ ωj) ,

dXi n+1 =
ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
Tn+1τ ∧ ωi +

ερ′

ρ

(∑
k

Tkωk n+1 ∧ ωi + Tn+1dωi

)
.

Demonstração. Como Xαβ = −εαεβXβα, obtemos que dXαβ = −εαεβdXβα. Também,

d

(
ερ′

ρ

)
X = X

(
ερ′

ρ

)
=
∑

k ωk(X)ek

(
ερ′

ρ

)
, para qualquer X ∈ X(M), então

dXαβ = d

(
ερ′

ρ
(Tβωα − εαεβTαωβ)

)
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Logo,

dXαβ =
∑
k

ek

(
ερ′

ρ

)
ωk ∧ (Tβωα − εαεβTαωβ) +

ερ′

ρ
(dTβ ∧ ωα + Tβdωα

−εαεβdTα ∧ ωβ − εαεβTαdωβ)

= ε
ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
ετ(ek)ωk ∧ (Tβωα − εαεβTαωβ)

+
ερ′

ρ
(dTβ ∧ ωα + Tβdωα − εαεβdTα ∧ ωβ − εαεβTαdωβ)

=
ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
τ ∧ (Tβωα − εαεβTαωβ) +

ερ′

ρ
(dTβ ∧ ωα + Tβdωα

−εαεβdTα ∧ ωβ − εαεβTαdωβ) .

(2.11)

Para β = 0 e u > 0, como T0 = 0 e ω0 = 0, segue que dXu,0 = 0. Para β = n + 1 e

i < n+ 1, como ωn+1 = 0, temos

dXi n+1 =
ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
Tn+1τ ∧ ωi +

ερ′

ρ
(dTn+1 ∧ ωi + Tn+1dωi) . (2.12)

Pela condição (C), e como T =
∑

k εkTkek, segue que

dTn+1(X) = −〈AT,X〉 − ερ′

ρ
Tn+1τ(X) =

∑
k

εkTk〈ek, AX〉 −
ερ′

ρ
Tn+1τ(X),

e então,

dTn+1(X) =
∑
k

Tkωk n+1(X)− ερ′

ρ
Tn+1τ(X). (2.13)

Substituindo (2.13) em (2.12), obtemos

dXin+1 =
ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
Tn+1τ ∧ ωi +

ερ′

ρ

(∑
k

Tkωk n+1 ∧ ωi −
ερ′

ρ
Tn+1τ ∧ ωi + Tn+1dωi

)

=
ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
Tn+1τ ∧ ωi +

ερ′

ρ

(∑
k

Tkωk n+1 ∧ ωi + Tn+1dωi

)
.

Logo, se α = i e β = j em (2.11), temos

dXij =
ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
τ ∧ (Tjωi − εiεjTiωj)

+
ερ′

ρ
(dTj ∧ ωi + Tjdωi − εiεjdTi ∧ ωj − εiεjTidωj) .

(2.14)
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Usando que
∑

l ωl(X)el = X, para todo X ∈ X(M), obtemos

dTk =
∑
l

el(〈T, ek〉)ωl

=
∑
l

(〈∇elT, ek〉+ 〈T,∇elek〉)ωl

=
∑
l

(
〈ρ
′

ρ
(el − εTlT ) + εn+1Tn+1Ael, ek〉+

∑
j

ωjk(el)Tj

)
ωl

=
ρ′

ρ

∑
l

〈el, ek〉ωl − ε
ρ′

ρ

∑
l

Tl〈T, ek〉ωl + Tn+1εn+1

∑
l

〈Ael, ek〉ωl

+
∑
j

Tj
∑
l

ωjk(el)ωl

=
ρ′

ρ
〈ek, ek〉ωk − ε

ρ′

ρ
〈
∑
l

ωlel, T 〉Tk + Tn+1εn+1〈A(
∑
l

ωlel), ek〉

+
∑
j

Tj
∑
l

εj〈ej,∇elek〉ωl

=
ρ′

ρ
〈ek, ek〉ωk − ε

ρ′

ρ
Tkτ + Tn+1ωn+1k +

∑
j

Tjεj〈ej,∇∑
l ωlel

ek〉

=
ρ′

ρ
〈ek, ek〉ωk − ε

ρ′

ρ
Tkτ + Tn+1ωn+1k +

∑
j

Tjωjk.

Então,

dTk =
ρ′

ρ
εkωk − ε

ρ′

ρ
Tkτ +

∑
u

Tuωuk. (2.15)

Finalmente, usando (2.15) em (2.14), obtemos

dXi,j =
ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
τ ∧ (Tjωi − εiεjTiωj) +

ερ′

ρ
(Tjdωi − εiεjTidωj) + ε

(
ρ′

ρ

)2

εjωj ∧ ωi

−
(
ρ′

ρ

)2

Tjτ ∧ ωi +
ερ′

ρ

∑
u

Tuωuj ∧ ωi − εiεjε
(
ρ′

ρ

)2

εiωi ∧ ωj

+ εiεj

(
ρ′

ρ

)2

Tiτ ∧ ωj − εiεj
ερ′

ρ

∑
u

Tuωui ∧ ωj

=
ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
τ ∧ (Tjωi − εiεjTiωj) +

ερ′

ρ
(Tjdωi − εiεjTidωj)

+ 2εεj

(
ρ′

ρ

)2

ωj ∧ ωi +
ερ′

ρ

∑
u

Tu (ωuj ∧ ωi − εiεjωui ∧ ωj) .

Lema 2.3.4. (X ∧X)αβ =

(
ρ′

ρ

)2

((Tβωα − εαεβTαωβ) ∧ τ − εεβωα ∧ ωβ).

Demonstração. Pela condição (B) da definição 2.2.1, temos
∑

γ εγT
2
γ , e usando também



2.3. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA FUNDAMENTAL 43

que
∑

γ Tγωγ(X) =
∑

k Tkωk(X) = τ(X), para todo X ∈ X(M), obtemos

(X∧X)αβ

=
∑
γ

(
ερ′

ρ
(Tγωα − εαεγTαωγ) ∧

ερ′

ρ
(Tβωγ − εγεβTγωβ)

)

=

(
ερ′

ρ

)2∑
γ

(
TγTβωα ∧ ωγ − εβεγT 2

γωα ∧ ωβ − εαεγTαTβωγ ∧ ωγ

+εαεβTαTγωγ ∧ ωβ)

=

(
ερ′

ρ

)2
(
Tβωα ∧

∑
γ

Tγωγ − εβ

(∑
γ

εγT
2
γ

)
ωα ∧ ωβ + εαεβTα

∑
γ

Tγωγ ∧ ωβ

)

=

(
ερ′

ρ

)2

(Tβωα ∧ τ − εβεωα ∧ ωβ + εαεβTατ ∧ ωβ)

=

(
ρ′

ρ

)2

((Tβωα − εαεβTαωβ) ∧ τ − εεβωα ∧ ωβ) .

Agora, fazemos Φ = Ω ∧X + X ∧ Ω.

Lema 2.3.5. Φαβ = −εαεβΦβα, Φu0 = 0,

Φi n+1 =
ερ′

ρ

(
−Tn+1dωi +

∑
k

Tkωi ∧ ωk n+1

)
, (2.16)

Φij =
ερ′

ρ

(
εiεjTidωj − Tjdωi +

∑
u

Tu(ωi ∧ ωuj − εjεuωiu ∧ ωj)

)
. (2.17)

Demonstração. Por definição, Xαβ = −εαεβXβα, isso prova que Φαβ = −εαεβΦβα. Em

geral, temos

Φαβ =
∑
γ

ωαγ ∧
ερ′

ρ
(Tβωγ − εβεγTγωβ) +

∑
γ

ερ′

ρ
(Tγωα − εγεαTαωγ) ∧ ωγβ

=
ερ′

ρ

∑
γ

(Tβωαγ ∧ ωγ − εβεγTγωαγ ∧ ωβ + Tγωα ∧ ωγβ − εγεαTαωγ ∧ ωγβ)

=
ερ′

ρ

(
Tβ
∑
γ

ωαγ ∧ ωγ − εβεγTγωαγ ∧ ωβ + Tγωα ∧ ωγβ − εαεβTα
∑
γ

ωγ ∧ ωβγ

)
.

Pelo Lema 2.3.2, d$ = −Ω ∧$, logo

Φαβ =
ερ′

ρ

(
εαεβTαdωβ − Tβdωα +

∑
γ

(Tγωα ∧ ωγβ − εβεγTγωαγ ∧ ωβ)

)
.

Para o caso α = i, β = n+1, o resultado é imediato, pois ωn+1 = 0, e o caso α = i, β = j,
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segue do fato que T0 = 0. Para o caso α = i, β = 0, como ω0 = 0 e T0 = 0, temos que

Φi0 =
ερ′

ρ
ωi ∧

∑
γ

Tγωγ0. (2.18)

Porem, pela condição (B) da definição 2.2.1, temos∑
γ

Tγωγ0(X) =
∑
i

Tiωi0(X) + Tn+1ωn+1,0(X)

= −
∑
i

Tiεi〈ei, SX〉 −
εεn+1c

ρ
T 2
n+1τ(X)

=
∑
i

c

ρ
Ti(εi〈ei, X〉 − εεi〈ei, T 〉τ(X))− εεn+1c

ρ
T 2
n+1τ(X)

=
c

ρ

(
〈
∑
i

εi〈ei, X〉ei, T 〉 − ε

(∑
i

εiT
2
i

)
τ(X)− εεn+1T

2
n+1τ(X)

)

=
c

ρ

(
〈X,T 〉 − ε

(∑
γ

εγT
2
γ

)
τ(X)

)
=
c

ρ
(τ − ε2τ),

então, ∑
γ

Tγωγ0(X) = 0. (2.19)

Assim, substituindo (2.19) em (2.18), obtemos Φi0 = 0.

No caso α = n+ 1 e β = 0, Φn+1,0 é zero trivialmente, pois ωn+1 = ω0 = 0.

Lema 2.3.6. dΥ + Υ ∧ Υ = 0.

Demonstração. Isso equivale a provar que dΩ + Ω∧Ω−dX+X∧X−X∧Ω−Ω∧X = 0.

Para o caso α = u, β = 0, usando os Lemas 2.3.2, 2.3.3 e 2.3.5, obtemos que (dΩ +

Ω ∧ Ω)u0 = 0, dXu0 = 0 e (Ω ∧X + X ∧ Ω)u0 = 0. Também, pelo Lema 2.3.4, temos que

(X ∧ X)u0 =

(
ρ′

ρ

)2

((T0ωu − εuε0Tuω0) ∧ τ − εε0ωu ∧ ω0), mas T0 = 0 e ω0 = 0, segue

que (X ∧X)u0 = 0, assim

(dΩ + Ω ∧ Ω− dX + X ∧X−X ∧ Ω− Ω ∧X)u0 = 0.

Para α = i, β = n+ 1, usando os Lemas 2.3.2 a 2.3.5, e como ωn+1 = 0, segue que
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(dΩ + Ω ∧ Ω− dX + X ∧X−X ∧ Ω− Ω ∧X)i n+1

= Tn+1

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

)
τ ∧ ωi −

ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
Tn+1τ ∧ ωi

− ερ′

ρ

(∑
k

Tkωk n+1 ∧ ωi + Tn+1dωi

)

+

(
ρ′

ρ

)2

((Tn+1ωi − εiεn+1Tiωn+1) ∧ τ − εεn+1ωi ∧ ωn+1)

− ερ′

ρ

(
−Tn+1dωi +

∑
k

Tkωi ∧ ωk n+1

)

=
ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
Tn+1τ ∧ ωi −

ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
Tn+1τ ∧ ωi −

(
ρ′

ρ

)2

Tn+1τ ∧ ωi

− ερ′

ρ

(∑
k

Tkωk n+1 ∧ ωi + Tn+1dωi

)
− ερ′

ρ

(
−Tn+1dωi −

∑
k

Tkωk n+1 ∧ ωi

)
= 0.

Finalmente, para α = i, β = j, usando os Lemas 2.3.2 a 2.3.5, obtemos

(dΩ + Ω ∧ Ω− dX + X ∧X−X ∧ Ω− Ω ∧X)ij

= εεj
(ρ′)2

ρ2
ωj ∧ ωi −

(
ρ′′

ρ
− (ρ′)2

ρ2

)
(Tjωi − εiεjTiωj) ∧ τ

− ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
τ ∧ (Tjωi − εiεjTiωj)−

ερ′

ρ
(Tjdωi − εiεjTidωj)− 2εεj

(
ρ′

ρ

)2

ωj ∧ ωi

− ερ′

ρ

∑
u

Tu (ωuj ∧ ωi − εiεjωui ∧ ωj) +

(
ρ′

ρ

)2

((Tjωi − εiεjTiωj) ∧ τ − εεjωi ∧ ωj)

− ερ′

ρ
(εiεjTidωj − Tjdωi)−

ερ′

ρ

∑
u

Tu(ωi ∧ ωuj − εjεuωiu ∧ ωj)

= εεj
(ρ′)2

ρ2
ωj ∧ ωi −

ρ′′ρ− (ρ′)2

ρ2
(Tjωi − εiεjTiωj) ∧ τ +

ρ′′ρ− 2(ρ′)2

ρ2
(Tjωi − εiεjTiωj) ∧ τ

− 2εεj

(
ρ′

ρ

)2

ωj ∧ ωi +

(
ρ′

ρ

)2

(Tjωi − εiεjTiωj) ∧ τ + εεj

(
ρ′

ρ

)2

ωj ∧ ωi

= 0.

Parte 2: Primeiro provamos que uma função s : S→ {X ∈ En+2|g0(X,X) = εn+1} é

uma submersão e que um subconjunto F de U × S é uma variedade diferenciável, logo,

construimos uma função B : U → S, sendo um gráfico contido em F .
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Consideremos a função g : Mn+2(R) → En+2, que leva a matriz Z = (Zαβ) ao ponto

(Zn+1,0, . . . , Zn+1n+1). Lembremos que se Z ∈ S ⊂ Mn+2(R), então ZGZt = G, ou equi-

valentemente,
∑

γ εγZαγZβγ = εαδαγ. Fazendo α = β = n+ 1 temos que g0(g(Z), g(Z)) =∑
γ εγZn+1γZn+1γ = εn+1, em que g0 é a métrica semi-riemanniana usual de En+2, por-

tanto, podemos definir a aplicação s : S→ S(En+2) = {X ∈ En+2|g0(X,X) = εn+1}, dada

por s = g|S = g ◦ i, em que i : S→Mn+2(R) é a aplicação inclusão.

A aplicação s é uma submersão. De fato, como g é uma aplicação lineal, identificando

cada espaço vetorial Mn+2(R) e En+2, com o respectivo espaço tangente, temos que dg = g,

logo

ds = d(g ◦ i) = dg ◦ di = g ◦ i = s.

Assim, (ds)Z : TZS→ Ts(Z)S(En+2) fica definida por

(ds)Z(V ) = (Vn+1,0, . . . , Vn+1n+1).

Lembremos que o espaço tangente a S na matriz identidade In+2, coincide com a álgebra

de Lie s = {H ∈Mn+2(R)|H tG+GH = 0}, ou seja, as matrizes H em Mn+2(R), tais que

Hβα = −εαεβHαβ. Por outro lado, o espaço tangente a S(En+2) num ponto X, é o espaço

formado por todos os vetores ortogonais a X, ou seja,

TXS(En+2) = {Y ∈ En+2|g0(X, Y ) = 0}.

Se X = In+2, temos que s(In+2) = (0, . . . , 0, 1). Logo, para Y = (Y0, . . . , Yn+1) ∈
Ts(In+2)S(En+2), segue que g0(s(In+2), Y ) = 0 se e só se, Yn+1 = 0, assim Ts(In+2)S(En+2) =

{Y ∈ En+2|Yn+1 = 0}. Então, para Y ∈ Ts(In+2)S(En+2), definimos a matriz H = (Hαβ)

com Hαβ = 0 se α, β < n + 1, Hn+1β = Yβ e Hβn+1 = −εβεn+1Hn+1β, segue que H ∈ s e

que (ds)In+2(H) = Y , assim, (ds)In+2 : s→ Ts(In+2)S(En+2) é sobrejetora.

Por outro lado, como S é um grupo de Lie, o espaço tangente em Z ∈ S, está for-

mado pelas matrizes HZ, em que H ∈ s. Se Y ∈ Ts(Z)S(En+2), segue que g0(s(Z), Y ) =∑
γ εγZn+1γYγ = 0. Como Z ∈ S, temos (Zαβ) = Z−1 = GZtG, ou seja, Zαβ = εαεβZβα.

Calculando (Y Z−1)β =
∑

γ YγεγεβZβγ, observamos que (Y Z−1)n+1 = g0(s(Z), Y ) = 0,

assim, Y Z−1 ∈ Ts(In+2)S(En+2), então, definimos H ∈ s para Y Z−1, por H = (Hαβ) com

Hαβ = 0 se α, β < n+ 1, Hn+1β = (Y Z−1)β e Hβn+1 = −εβεn+1Hn+1β, logo, (HZ)n+1β =∑
µHn+1µZµβ =

∑
µ(Y Z−1)µZµβ =

∑
µ

∑
γ YγZ

γµZµβ =
∑

γ Yγ
∑

µ Z
γµZµβ =

∑
γ Yγδγβ =

Yβ, ou seja, (ds)Z(HZ−1) = Y , e assim, (ds)Z é sobrejetora. Portanto s é uma submersão.

Agora, dado um ponto x ∈M , definimos o conjunto

Z(x) = {Z ∈ S|Zn+1β = Tβ(x)}.
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Como
∑

γ εγT
2
γ (x) = ε = εn+1, para todo x ∈M , então Z(x) = s−1(T0(x), . . . , Tn+1(x)).

Lema 2.3.7. Seja U uma vizinhança aberta de x0 ∈M , então o conjunto F = {(x, Z) ∈
U × S|Z ∈ Z(x)} é uma subvariedade de U × S, tal que

T(x,Z)F = {(U, V ) ∈ TxU ⊕ TZS|(dTβ)xU = Vn+1β, β = 0, . . . , n+ 1}.

Demonstração. Consideremos a função ϕ : U × S→ S(En+2)× S(En+2), definida por

ϕ(x, Z) = (h(x), s(Z)), em que h(x) = (T0(x), . . . , Tn+1(x)).

Observemos que F = ϕ−1(G), em que G = {(P, P ) ∈ S(En+2)×S(En+2)}, é a diagonal do

espaço produto S(En+2)× S(En+2).

Como s, T0, . . . , Tn+1 são diferenciáveis, segue que ϕ é diferenciável e que

dϕ(x,Z)(U, V ) = ((dh)xU, (ds)ZV ) = ((dT0)xU, . . . , (dTn+1)xU, (ds)ZV ).

O espaço tangente a G ⊂ S(En+2) × S(En+2) num ponto (P, P ) é C1 = {(X,X)|X ∈
TqS(En+2)} e como s é uma submersão, temos que para todo elemento do conjunto C2 =

{(0, Y ) ∈ T(h(x),s(Z))S(En+2)×S(En+2)} existe (0, V ) ∈ T(x,Z)U×S tal que (dϕ)(x,Z)(0, V ) =

(0, Y ), significa que

(dϕ)(x,Z)(T(x,Z)U × S)⊕ T(h(x),s(Z))G = T(h(x),s(Z))S(En+2)× S(En+2),

para todo (x, Z) ∈ ϕ−1(G), ou seja, ϕ é transversal a G (ver [14, pag. 144]), portanto

F = ϕ−1(G) é uma subvariedade de U × S, com

dim (U × S)− dim F = dim (S(En+2)× S(En+2))− dim G,

logo,

dim F = n+
(n+ 1)(n+ 2)

2
− (n+ 1) = n+

n(n+ 1)

2
.

Além disso, dado (x, Z) ∈ F , obtemos

T(x,Z)F = (dϕ)−1(x,Z)

(
T(h(x),s(Z))G

)
= {(U, V ) ∈ T(x,Z)U × S|(dh)xU = (ds)ZV }

= {(U, V ) ∈ TxU ⊕ TZS|(dTβ)xU = Vn+1β, β = 0, . . . , n+ 1}.

Agora, construiremos a aplicação B.
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Lema 2.3.8. Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana que satisfaz as condições

de estrutura. Para cada x0 ∈ M e B0 ∈ Z(x0), existe uma vizinhança U de x0 em M e

uma única aplicação B : U → S, tal que B−1dB = Ω −X, B0 = B(x0) e B(x) ∈ Z(x)

para todo x ∈ U . No caso c = 0, podemos supor B0α = δ0α.

Demonstração. Consideremos o conjunto F do Lema 2.3.7, e definamos em F a 1-forma

Θ dada por Θ(U, V ) = Υ (U)− Z−1dZ(V ) = ΩU −XU − Z−1V , para qualquer (U, V ) ∈
T(x,Z)F ⊂ T(x,Z)U × S.

Então, para obter a aplicação B do Lema 2.3.8, primeiro provaremos que a distribução

∆ = ker Θ verifica:

Afirmação 1: ∆ =Ker Θ é de dimensão n.

Afirmação 2: ∆ =Ker Θ é completamente integrável.

Isso significa que existe uma subvariedade L ⊂ F de dimensão n, passando por

(x0, B0), tal que o espaço tangente a L é dado por Ker Θ. Logo, provaremos que lo-

calmente L é o gráfico de uma função B : U1 ⊂ U → S, que satisfaz as condições do Lema

2.3.8.

Provemos a Afirmação 1 usando o Teorema da dimensão, para isso precisamos cal-

cular a dimensão de Im (Θ). Como Ω,X ∈ s(Λ1(U)) e Z−1V ∈ s, se Z ∈ S e V ∈ TZS,

temos que Θ(U, V ) ∈ s, para (U, V ) ∈ T(x,Z)F .

Agora, lembremos que TZS = {ZH|H ∈ s}, para Z ∈ S, e dado (x, Z) ∈ F , conside-

remos o espaço H = {H ∈ s|(ZH)n+1β = 0, β = 0, . . . , n+ 1}, ou seja,

H = {H ∈ s|ZH ∈ ker (ds)Z},

tal que dim (H) =
n(n+ 1)

2
e H = Im (Θ). De fato, como s é uma submersão, temos

dim (ker (ds)Z) = dim S− dim (Im s)

= dim S− dim (S(En+2))

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
− (n+ 1)

=
n(n+ 1)

2
.

Por ser S um grupo de Lie, segue que ZH = (dLZ)In+2(H), em que LZ é a traslação

à izquerda por Z em S. Como LZ é um isomorfismo entre TIn+2S e TZS, temos que

H = (dLZ)−1In+2
(ker (ds)Z), e portanto, dim (H) =

n(n+ 1)

2
.
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Agora provemos queH = Im (Θ). Seja (U, V ) ∈ T(x,Z)F , temos que (ds)Z(ZΘ(U, V )) =

0. De fato,

(ZΘ)n+1β(U, V ) = (ZΩ)n+1β(U)− (ZX)n+1β(U)− (dZ)n+1β(V )

= (ZΩ)n+1β(U)− (ZX)n+1β(U)− (V )n+1β

= (ZΩ)n+1β(U)− (ZX)n+1β(U)− (dTβ)x(U).

Logo, pela equação (2.15), e usando que T0 = 0,
∑

γ Tγωγ = τ e Z ∈ Z(x), obtemos

(ZΘ)n+1k =
∑
γ

Zn+1γωγk −
∑
γ

Zn+1γXγk −
ρ′

ρ
εkωk − ε

ρ′

ρ
Tkτ −

∑
u

Tuωuk

=
∑
γ

Tγωγk −
∑
γ

Tγ
ερ′

ρ
(Tkωγ − εγεkTγωk)−

ρ′

ρ
εkωk − ε

ρ′

ρ
Tkτ −

∑
u

Tuωuk

= T0ω0k −
ερ′

ρ

(
Tkτ −

∑
γ

εγεkTγTγωk

)
− ρ′

ρ
εkωk − ε

ρ′

ρ
Tkτ

=
ερ′

ρ
εkωk

∑
γ

εγT
2
γ −

ρ′

ρ
εkωk

= 0,

pois ε =
∑

γ εγT
2
γ . Analogamente, como ωn+1 = 0

(ZΘ)n+1n+1 =
∑
γ

Tγωγn+1 −
∑
γ

Tγ
ερ′

ρ
(Tn+1ωγ − εγεn+1Tγωn+1)−

ρ′

ρ
εn+1ωn+1

− ερ
′

ρ
Tn+1τ −

∑
u

Tuωun+1

=
∑
γ

Tγωγn+1 −
ερ′

ρ
Tn+1τ + ε

ρ′

ρ
Tn+1τ −

∑
u

Tuωun+1

= 0.

Também, como T0 = 0 e ω0 = 0

(ZΘ)n+1,0 =
∑
γ

Tγωγ0 −
∑
γ

Tγ
ερ′

ρ
(T0ωγ − εγε0Tγω0)− dT0

=
∑
γ

Tγωγ0 −
ρ′

ρ
ε0ω0 − ε

ρ′

ρ
T0τ −

∑
u

Tuωu0

= 0.

Então, ZΘ(U, V ) ∈ ker (ds)Z , ou seja, Im (Θ) ⊂ H.
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Por outro lado, se (x, Z) ∈ F e H ∈ H ⊂ s, temos que (0, ZH) ∈ T(x,Z)F , pois

(ZH)n+1β = 0 = (dTβ)x0, para todo β = 0, . . . , n + 1. Logo, Θ(0, ZH) = Ω(0)−X(0)−
Z−1(ZH) = −H, e assim, H ⊂ Im (Θ). Portanto, Im (Θ) = H.

Assim, conclúımos que

dim ∆(x, Z) = dim (ker Θ(x,Z))

= dim T(x,Z)F − dim H

=

(
n+

n(n+ 1)

2

)
− n(n+ 1)

2

= n.

Agora, provemos a Afirmação 2. Pelo teorema de Frobenius, é equivalente provar

que ∆ é involutiva.

Como Θ = Υ − (Z−1) ∧ dZ, usando a equação (1.13), segue que

dΘ = dΥ + Z−1dZ ∧ Z−1dZ = dΥ + (Υ −Θ) ∧ (Υ −Θ),

e usando o Lema 2.3.6, obtemos

dΘ = −Υ ∧Θ −Θ ∧ Υ +Θ ∧Θ.

Logo, se (U1, V1), (U2, V2) ∈ ∆ = ker Θ, temos que

dΘ((U1, V1), (U2, V2)) = (U1, V1)(Θ(U2, V2))− (U2, V2)(Θ(U1, V1))−Θ([(U1, V1), (U2, V2)])

= −Θ([(U1, V1), (U2, V2)]),

e por outro lado,

dΘ((U1, V1), (U2, V2)) = (−Υ ∧Θ −Θ ∧ Υ +Θ ∧Θ)((U1, V1), (U2, V2))

= 0,

portanto, [(U1, V1), (U2, V2)] ∈ ker Θ = ∆, ou seja, ∆ é uma distribução involutiva, e

obtemos a Afirmação 2.

Usando as Afirmações (1) e (2), conclúımos que existe uma variedade L ⊂ F de di-

mensão n, passando por (x0, B0), tal que o espaço tangente a L é dado por ker Θ.

Logo, para cada (0, V ) ∈ ∆(x0,B0) = T(x0,B0)L, temos que 0 = Θ(x0,B0)(0, V ) = B−10 V ,

multiplicando por B0 obtemos V = 0. Isso implica que ∆(x0,B0) ∩ ({0} × TB0S) = {0},
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ou seja, L intercepta transversalmente {x0} × S em (x0, B0). Portanto, usando a ca-

racterização local de gráficos (ver [14, pag. 145]), concluimos que existe uma vizinhança

U1 ⊂ U de x0, tal que, perto de x0, L é o gráfico de uma única aplicação B : U1 →
Z(x) ⊂ S. Então, perto de (x0, B0) podemos escrever L = {(x,B(x)) ∈ U1 × S} e

T(x,B(x))L = {(U, (dB)xU)|U ∈ TxU1} ⊂ T(x,B(x))F . Notemos que B(x0) = B0, pois

(x0, B0) ∈ L, e como L ⊂ F , segue que B(x) ∈ Z(x), para cada x ∈ U1. Como Θ ≡ 0 em

L, para U ∈ TxU1, obtemos

0 = Θ(x,B(x))(U, (dB)xU) = (Υx)(U)− [(B(x))−1d(B(x))]((dB)xU)

= (Υx)(U)− (B(x))−1(dB)xU,

pois d(B(x)) : TB(x)S→ TB(x)S é a identidade. Então, a função B satisfaz

(B(x))−1(dB)x = Ωx −Xx, (2.20)

em que (dB)x : TxU1 → TB(x)S. Denotando U1 por U , obtemos o resultado do Lema 2.3.8.

Para c = 0, temos que ωα0 = Xα0 = 0 e da igualdade (dB)x = B(x)(Ωx−Xx) obtemos

((dB)x)α0 = 0. Então, escolhendo B0 com (B0)α0 = δ0α podemos assumir B(x)α0 = δ0α

e como B(x) ∈ S, as colunas de B(x) são ortogonais, logo, para β 6= 0, segue que

0 =
∑

α εαB(x)α0B(x)αβ =
∑

α δ0αB(x)αβ = B(x)0β. Assim, B(x)0α = δ0α.

No que segue, usaremos a notação B−1dB = Ω−X para (2.20).

Até agora, para cada ponto x ∈ U conseguimos associar uma matriz B(x) em Z(x) ⊂ S

de forma única.

Parte 4: Definiremos uma função f : U → εI ×ρ Qn
k(c).

Agora, pensemos na matriz B(x) como a matriz de mudança de uma base ortonor-

mal {e0(x), v1(x), . . . , vn(x), en+1(x)} para a base {E0(f(x)), . . . En(f(x)), ∂t(f(x))}, no

espaço tangente num ponto f(x) de εI ×ρ En+1, em que o conjunto de campos vetoriais

{e0, v1, . . . , vn, en+1} assim definido, é um referencial adaptado a f(U), para uma função

f : M → εI ×ρ En+1.

No caso que c = ±1, com e0(x) ortogonal a εI ×ρ Qn
k(c) em f(x) = (t(x), p(x)), em

que e0(x) = (0,
ξ

ρ
(x)) e g0(ξ(x), ξ(x)) = 〈e0(x), e0(x)〉 = ε0 = c, logo, (t(x), cξ(x)) ∈

{t(x)} ×Qn
k(c) e podemos fazer p(x) = ξ(x). Também, para que a f verifique π ◦ f = π̂,

deveriamos fazer t(x) = π̂(x). Com essa ideia, procedemos como segue:
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Definamos a função f : U → Rn+2, dada por

f0(x) = cε0B(x)00, fi(x) = cεiB(x)i0, fn+1(x) = π̂(x).

Como B(x) ∈ Z(x) ⊂ S, segue que B(x)n+1,0 = T0(x) = 0, logo ε0f
2
0 +

∑n
i=1 εif

2
i =∑n+1

α=0 εαB
2
α0 = ε0 = c, e obtemos f(x) ∈ εI ×ρ Qn

k(c), para todo x ∈ U . Também, pela

definição da f , temos (π ◦ f)(x) = fn+1(x) = π̂(x), para todo x ∈ U .

Agora, lembremos que {e1(x), . . . , en(x)} é uma base de TxU , então calculemos a

imagen dos ei pela diferencial da f = (f0, . . . , fn+1), para isso, calculemos a diferencial

das funções cordenadas de f na base canônica de Rn+2. Usando que dB = BΩ − BX,

temos

dfi(ek) = cεidBi0(ek)

=
∑
α

cεi(Biαωα0(ek)−BiαXα0(ek))

= cεi
∑
α

Biαωα0(ek)− cεi
∑
α

Biα
ερ′

ρ
(T0ωα(ek)− ε0εαTαω0(ek))

= cεi

n∑
j=1

Bijωj0(ek)− cεiBin+1ωn+1,0(ek)

= cεi

n∑
j=1

Bijεj
c

ρ
〈ej, ek − ετ(ek)T 〉 − cεiBin+1

εεn+1c

ρ
Tn+1τ(ek)

=
εi
ρ

n∑
j=1

Bijεj〈ej, ek〉 −
εεiτ(ek)

ρ

n∑
j=1

BijεjTj −
εεiτ(ek)

ρ
Bin+1εn+1Tn+1

=
εi
ρ
Bik −

εεiτ(ek)

ρ

∑
α

BiαεαBn+1α

=
εi
ρ
Bik −

εεiτ(ek)

ρ
(BGBt)in+1

=
εi
ρ
Bik −

εεiτ(ek)

ρ
Gin+1

=
εi
ρ
Bik.

Analogamente, obtemos df0(ek) =
ε0
ρ
B0,k e como grad π̂ = εT , segue que

dfn+1(ek) = dπ̂(ek) = 〈εT, ek〉 = εTk = εBn+1k.

Então, se consideramos a matriz diagonal C = Diag

(
ε0
ρ ◦ π̂

, . . . ,
εn
ρ ◦ π̂

, ε

)
, observemos que

ela permite mudar as coordenadas de um campo vetorial no referencial {Eα} de εI×ρEn+1
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para o referencial

{
∂

∂xα

}
de Rn+2 em que o produto interno é o usual. Então, se verifica

que (df(ek))α = (CB)αk = (CB$(ek))α, com$ = (0, ω1, . . . , ωn, 0)t, ou equivalentemente,

df = CB$, em que C é a matriz de mudança de uma base em εI ×ρ En+1 para a base em

Rn+2. Isto prova o resultado seguinte:

Lema 2.3.9. Para c = ±1, dado um ponto x ∈ U e seja C a matriz

C = Diag

(
ε0
ρ ◦ π̂

, . . . ,
εn
ρ ◦ π̂

, ε

)
,

existe uma função f : U → εI ×ρ Qn
k(c) , tal que df = CB$, π ◦ f = π̂.

Agora, no caso c = 0, o vetor e0 =
∑

γ εγBγ0Eγ não determina um ponto de εI ×ρ En

como no caso c = ±1, pois e0 = (0,
ξ

ρ
), em que ξ é um campo unitário normal a En em

En+1 e portanto ξ /∈ En. Então construiremos a função f de maneira diferente ao caso

c = ±1.

Lema 2.3.10. Para c = 0, dados x0 ∈ U , p ∈ Enk e a matriz

C = Diag

(
ε0
ρ ◦ π̂

, . . . ,
εn
ρ ◦ π̂

, ε

)
,

existe uma única função f : U → εI ×ρ En+1, tal que df = CB$, f0 = 0, fn+1 = π̂ e

f(x0) = (π̂(x0), 0, p).

Demonstração. Dado um ponto ((x, (t, p)) ∈ U × (I × En), consideremos o mergulho

Ξ̃ : I × En → Rn+2, dado por Ξ̃(t, p) = (t, 0, p), e definimos a aplicação

Ψ(x,(t,p)) : TxU ⊕ T(t,p)(I × En)→ Rn+2

Ψ(x,(t,p))(Y,W ) = CxBx$x(Y )− dΞ̃(t,p)(W ).

Ou seja, temos a 1-forma Ψ = CB$ − dΞ̃ ∈ Λ1(U × (I × En),Rn+2).

Para construir a função f , faremos um processo análogo à demonstração do Lema

2.3.8. Provaremos que ∆̂ = ker Ψ é uma distribução completamente integrável de di-

mensão n, que determina localmente o gráfico de uma função f : U → εI ×ρ Enk , numa

vizinhança U do ponto x0. Para isso, dividimos a prova em quatro partes:

i) ∆̂ = ker Ψ é de dimensão n. De fato, observemos que (CB$)α =
∑

γβ CαγBγβωβ,

logo, (CB$)0 =
ε0
ρ

∑
β B0βωβ = 0, pois ω0 = 0 e pelo Lema 2.3.8, no caso c = 0 temos

B0β = δ0β. Como também (dΞ̃)0β = 0, segue que Im Ψ ⊂ {0} × Rn+1. Mas ainda, seja
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X = (0, X1, . . . , Xn+1) ∈ {0} × Rn+1, para Y = 0 e W = (X1, . . . , Xn+1), temos que

Ψ(0,W ) = −dΞ̃(W ) = −(0,W ) = −X, logo, Im Ψ = {0} × Rn+1. Assim,

dim (ker Ψ) = dim (TxU ⊕ T(t,p)(I × En))− dim Rn+1 = (n+ n+ 1)− (n+ 1) = n.

ii) Logo, provemos que dΨ = 0. Usando que dB = BΩ−BX e o Lema 2.3.2, obtemos

dΨ = dC ∧B$ + CdB ∧$ + CBd$ = dC ∧B$ − CBX ∧$.

Como

d

(
1

ρ ◦ π̂

)
x

V = d

[(
1

ρ

)
◦ π̂
]
x

V

= − ρ′(π̂(x))

(ρ(π̂(x))2
◦ d(π̂)xV

= − ρ′(π̂(x))

(ρ(π̂(x))2
〈grad (π̂), V 〉

= − ρ′(π̂(x))

(ρ(π̂(x))2
〈εT, V 〉

= − ερ
′(π̂(x))

(ρ(π̂(x))2
τ(V ),

segue que, dC = −ερ
′

ρ2
Diag(ε0, . . . , εn, 0)τ .

Para i ∈ {1, . . . , n}, usando que Ci0 = Cin+1 = 0, calculamos

(dΨ)i = (dC ∧Bϕ− CBX ∧ ϕ)i =
∑
αβ

dCiα ∧Bαβωβ −
∑
α,β,γ

CiγBγαXαβ ∧ ωβ

=
∑
jβ

−εεiρ′

ρ2
δijτ ∧Bjβωβ −

∑
α,β,γ

εi
ρ
δijBjαXαβ ∧ ωβ

= −εεiρ
′

ρ2

∑
β

τ ∧Biβωβ −
εi
ρ

∑
αβ

Biα
ερ′

ρ
(Tβωα − εαεβTαωβ) ∧ ωβ

= −εεiρ
′

ρ2

∑
β

τ ∧Biβωβ −
εεiρ

′

ρ2

∑
αβ

BiαTβωα ∧ ωβ

= −εεiρ
′

ρ2

(∑
β

τ ∧Biβωβ +
∑
α

Biαωα ∧
∑
β

Tβωβ

)

= −εεiρ
′

ρ2

(
−
∑
β

Biβωβ ∧ τ +
∑
α

Biαωα ∧ τ

)
= 0.
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Como ε0 = 1, pois c = 0, obtemos

(dΨ)0 = (dC ∧Bϕ− CBX ∧ ϕ)0

=
∑
αβ

dC0α ∧Bαβωβ −
∑
α,β,γ

C0γBγαXαβ ∧ ωβ

= −ερ
′

ρ2

∑
β

τ ∧B0βωβ −
1

ρ

∑
αβ

B0α
ερ′

ρ
(Tβωα − εαεβTαωβ) ∧ ωβ

= −ερ
′

ρ2

∑
β

τ ∧B0βωβ −
ερ′

ρ2

∑
αβ

B0αTβωα ∧ ωβ

= −ερ
′

ρ2

(∑
β

τ ∧B0βωβ +
∑
α

B0αωα ∧
∑
β

Tβωβ

)

= −ερ
′

ρ2

(
−
∑
β

B0βωβ ∧ τ +
∑
α

B0αωα ∧ τ

)
= 0.

Como dCn+1α = 0 e Bn+1α = Tα, segue que

(dΨ)n+1 = (dC ∧Bϕ− CBX ∧ ϕ)n+1

=
∑
αβ

dCn+1α ∧Bαβωβ −
∑
α,β,γ

Cn+1γBγαXαβ ∧ ωβ

= −1

ρ

∑
αβ

Bn+1α
ερ′

ρ
(Tβωα − εαεβTαωβ) ∧ ωβ

= −ερ
′

ρ2

∑
αβ

TαTβωα ∧ ωβ

= −ερ
′

ρ2

∑
α

Tαωα ∧
∑
β

Tβωβ

= −ερ
′

ρ2
τ ∧ τ

= 0.

Assim, dΨ(Y,W ) = 0.

iii) Agora, provemos que a distribução ∆̂ = ker Ψ é completamente integrável. Dados

(Y1,W1), (Y2,W2) ∈ ker Ψ , temos

0 = dΨ((Y1,W1), (Y2,W2))

= (Y1,W1)(Ψ((Y2,W2)))− (Y2,W2)(Ψ((Y1,W1))− Ψ([(Y1,W1), (Y2,W2)])

= −Ψ([(Y1,W1), (Y2,W2)]),



56 CAPÍTULO 2

então Ψ é involutiva e portanto completamente integrável.

iv) Consideremos o ponto (x0, (π̂(x0), p)) ∈ U×(I×ρEn). Para (0,W ) ∈ ∆̂(x0,(π̂(x0),p)) =

T(x0,(π̂(x0),p))(εI ×ρ En) ∩ ker Ψ , temos que 0 = Ψ(0,W ) = −dΞ̃(t,p)(W ), logo W = 0, ou

seja, ∆̂(x0,(π̂(x0),p))∩({0}×TpEn) = {0}. Assim, podemos repetir a última parte da demon-

stração do Lema 2.3.8, para obter uma vizinhança de x0, que denotamos também por U ,

e uma única função f̃ : U → εI ×ρ En, com f̃(x0) = (π̂(x0), p), tal que T(x,f̃(x))Graf (f̃) =

{(Y, (df̃)xY )|Y ∈ TxM} ⊂ ker Ψ . Portanto, dΞ̃(π̂(x0),p)((df̃)x(Y )) = CxBx$x(Y ), para

todo x ∈ U .

Então, definamos f = Ξ̃ ◦ f̃ , assim, f0 = 0 e f(x0) = (π̂(x0), 0, p). Observemos

que dfn+1 = (CB$)n+1 = ε
∑

β Bn+1βωβ = ε
∑

β Tβωβ = ετ. Como ετ = dπ̂, e de

f(x0) = (π̂(x0), p) temos fn+1(x0) = π̂(x0), conclúımos que fn+1(x) = π̂(x) para todo

x ∈ U .

Parte 5: Completemos a demonstração do Teorema 2.2.1 verificando que a função f

satisfaz as condições do Teorema 2.2.1.

Dos Lemas 2.3.9 e 2.3.10, temos que (df(ek))α = (CB)αk, significa que no referencial{
∂

∂xα

}
, o vetor df(ek) é dado pela k-ésima coluna da matriz CB e no referencial {Eα}

é dado pela k-ésima coluna da matriz B, ou seja, df(ek) =
∑

α εαBαkEα. Como C e B

são invert́ıveis, df tem posto máximo n e assim, f é uma imersão. Além disso, para i, j

quaisquer, como B ∈ S, temos

〈df(ei), df(ej)〉 = 〈
∑
α

εαBαiEα,
∑
γ

εγBγjEγ〉 =
∑
α

εαBαiBαj = εiδij.

Portanto, f é uma isometria.

Se definimos e0 =
∑

α εαBα0Eα, observemos que 〈e0, ∂t〉 = 0, pois Bn+1,0 = T0 = 0, e

no caso c = ±1, temos que (ε0B00, . . . , εnBn0) ∈ Qn
k(c), pois 〈e0, e0〉 =

∑
α εαB

2
α0 = ε0 = c,

assim e0 é ortogonal a εI ×ρ Qn
k(c). Por outro lado, no caso c = 0, como Bα0 = δα0

temos que e0 = E0 é ortogonal a εI ×ρ En. Também definimos en+1 =
∑

α εαBαn+1Eα.

Logo, {e0, df(e1), . . . , df(en), en+1} é um referencial adaptado a εI ×ρ Qn
k(c), em que

{df(e1), . . . , df(en)} gera Tf(U) e portanto, en+1 é normal a f(U), pois as colunas de

B são ortogonais.

Agora, provemos que o operador forma da imersão f é exatamente df ◦A ◦ (df)−1. De

fato,



2.3. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA FUNDAMENTAL 57

〈σ(df(ei), df(ej)), en+1〉

= 〈∇̃df(ei)df(ej), en+1〉

= 〈∇̃df(ei)
∑
β

εβBβjEβ, en+1〉

=
∑
β

εβdBβj(ei)Bβn+1 +
∑
β

εβBβj〈∇̃∑
α εαBαiEα

Eβ, en+1〉

=
∑
β

εβdBβj(ei)Bβn+1 +
∑
αβ

εαεβBαiBβj〈∇̃EαEβ,
∑
γ

εγBγn+1Eγ〉

=
∑
β

εβdBβj(ei)Bβn+1 +
∑
α,β,γ

[
εuεvεγBuiBvjBγn+1〈−

εuδuvερ
′

ρ
∂t, Eγ〉

+εuεn+1εγBuiBn+1jBγn+1〈
ρ′

ρ
Eu, Eγ〉

]
= εn+1

∑
β

εn+1εβBn+1βdBβj(ei)−
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1n+1

∑
u

εuBuiBuj

+
εn+1ρ

′

ρ
Bn+1j

∑
u

εuBuiBun+1

= εn+1(B
−1dB)n+1j(ei)−

εn+1ρ
′

ρ
Bn+1n+1εjδij +

εn+1ρ
′

ρ
Bn+1jεn+1δin+1

= εn+1

[
(B−1dB)n+1j(ei)−

εn+1ρ
′

ρ
(εn+1εjTn+1ωj(ei)− Tjωn+1(ei))

]
= εn+1[(B

−1dB)n+1j(ei) + Xn+1j(ei)]

= εn+1ωn+1j(ei)

= 〈ej , Aei〉

= 〈df(ej), (df ◦A ◦ (df)−1)df(ei)〉.

Também, ao longo de f(U), como B ∈ Z(x) e En+1 = ∂t, temos

∂t =
n∑
i=1

εiBn+1idf(ei) + εn+1Bn+1n+1en+1

=
n∑
i=1

εiTidf(ei) + εn+1Tn+1en+1

= df(
n∑
i=1

εiTiei) + εn+1Tn+1en+1

= df(T ) + εn+1Tn+1en+1.

Logo, τ(X) = 〈X, ∂t〉, para todo X ∈ X(U), e εn+1ϑ = 〈en+1, ∂t〉 = Tn+1, portanto (E) e

(F) são a equação de Codazzi e de Gauss de f . Isso completa a demonstração do Teorema

2.2.1.
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2.4 Unicidade local e imersão global

Na demonstração do teorema fundamental para hipersuperf́ıcies em R × Qn(c), com

c = ±1, feita por B. Daniel em [8], a unicidade local da imersão isométrica, a menos de

isometŕıas de R×Qn(c), obtida nesse teorema, é consequência da Proposição 3.7 em [8].

Nas demonstrações dos teoremas fundamentais obtidos por Q. Chen e C.R. Xiang em [6] e

por J. Roht em [19], podemos encontrar resultados análogos à Proposição 3.7 de B. Daniel,

especificamente, a Proposição 4.1 em [6] e a Proposição 3.5 em [19], e as demonstrações

da parte da unicidade local no teorema de Q. Chen e C.R. Xiang e no teorema de J.

Roht, são feitas replicando a demonstração de B. Daniel. Agora, observemos que o Lema

2.3.8 é também análogo à Proposição 3.7 de B. Daniel, logo, podemos pensar em obter

um resultado de unicidade para a imersão local f definida no Teorema 2.2.1, no caso de

hipersuperf́ıcies em εI ×ρ Qn
k(c), repetindo os passos na demonstração de B. Daniel. De

fato, tudo funciona corretamente. Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.4.1. Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana de dimensão n, sim-

plesmente conexa. A imersão f : U ⊂ M → εI ×ρ Qn
k(c), obtida no Teorema 2.2.1, é

única a menos de uma isometŕıa global de εI ×ρQn
k(c), a qual preserva a orientação de I

e de Qn
k(c)

Demonstração. Seja f̂ : U → εI ×ρ Qn
k(c) outra imersão que satisfaz as conclusões do

Teorema 2.2.1, em que U é uma vizinhança simplesmente conexa de p ∈ M . Seja

{ê0, . . . , ên+1} o referencial associado a f̂ , ou seja, êi = df̂(ei), ên+1 é o campo vetorial

unitário normal a f̂(U) em εI×ρQn
k(c) e ê0 é o campo vetorial unitário normal a εI×ρQn

k(c)

em εI×ρEn+1. Seja B̂ a matriz de coordenadas do referencial {ê0, . . . , ên+1} no referencial

{E0, . . . , En+1}. Por 2 do Teorema 2.2.1, temos que f̂n+1(p) = π̂(p) = fn+1(p), logo, a

menos de uma isometria de εI×ρQn
k(c), podemos asumir que f(p) = f̂(p) e que os referen-

ciais {ê0, . . . , ên+1} e {e0, df(e1), . . . , df(en), en+1} coincidem em p, ou seja, B(p) = B̂(p).

Notemos que esta isometria deixa ∂t invariante, pois os Tα coincidem para f e f̂ .

Provemos que B̂(x) ∈ Z(x) para todo x ∈ U . De fato, se x ∈ U , temos que

T (x) =
∑
i

εi〈T (x), ei(x)〉ei(x) =
∑
i

εiTi(x)ei(x),

assim,

df̂x(T (x)) =
∑
i

εiTi(x)df̂x(ei(x)) =
∑
i

εiTi(x)êi(x).

Logo, Ti(x) = 〈df̂x(T (x)), êi(x)〉 = 〈df̂x(T (x)) + εn+1Tn+1(x)ên+1(x), êi(x)〉, e usando (5)
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do Teorema 2.2.1, segue que

Ti(x) = 〈∂t(f̂(x)), êi(x)〉

= 〈En+1(f̂(x)), êi(x)〉

= B̂n+1i(x).

Além disso,

B̂n+1n+1(x) = 〈∂t(f̂(x)), ên+1(x)〉 = 〈df̂x(T (x))+εn+1Tn+1(x)ên+1(x), ên+1(x)〉 = Tn+1(x),

B̂n+10(x) = 〈∂t(f̂(x)), ê0(x)〉 = 〈df̂x(T (x)) + εn+1Tn+1(x)ên+1(x), ê0(x)〉 = 0 = T0(x),

Portanto, B̂(x) ∈ Z(x) para todo x ∈ U .

Assim, as matrizes B e B̂ satisfazem B−1dB = Ω − X e B̂−1dB̂ = Ω − X, com

B(p) = B̂(p) e B(x), B̂(x) ∈ Z(x), para qualquer x ∈ U , logo, considerando a unicidade

da aplicação B no Lema 2.3.8, temos que B(x) = B̂(x), para todo x ∈ U .

Então, no caso c = ±1, considerando a primeira coluna dessas matrizes, temos que

f0 = f̂0 e que fi = f̂i, além disso, por 2 do Teorema 2.2.1, temos que fn+1 = π̂ = f̂n+1,

portanto, f = f̂ em U . No caso c = 0, a imersão local f constrúıda no Lema 2.3.10 coincide

com f̂ , pois f(p) = f̂(p), df = CB$ = CB̂$ = df̂ , f0 = 0 = f̂0 e fn+1 = π̂ = f̂n+1.

Agora, extenderemos a imersão f : U → εI ×ρ Qn
k(c), para obter uma imersão

isométrica global de M .

Teorema 2.4.2. Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana de dimensão n, simples-

mente conexa, que satisfaz as condições de estrutura da Definição 2.2.1. Então, existe

uma imersão isométrica f : M → (M̃ = εI ×ρ Qn
k(c), 〈, 〉1 = εdt2 + ρ2g0), e um campo

vetorial normal unitário en+1 ao longo de f , tais que:

1) εn+1 = 〈en+1, en+1〉1;

2) π ◦ f = π̂, em que π : εI ×ρ Qn
k(c)→ I é a projeção;

3) O operador de Weingarten na direção de en+1 é df ◦ A ◦ (df)−1;

4) (E) é a equação de Codazzi-Mainardi e (F) é a equação de Gauss de f ;

5) e ao longo de f , temos que ∂t = df(T ) + εn+1Tn+1en+1.

Alem disso, a imersão f é única a menos de uma isometria global de εI×ρQn
k(c), preser-

vando as orientações de Qn
k(c) e de I.
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Demonstração. Sejam p, U e f como no Teorema 2.2.1. Se x1 ∈ M , existe um caminho

h : [0, 1]→M tal que h(0) = p e h(1) = x1. Pelos teoremas 2.2.1 e 2.4.1, para cada ponto

h(s), com s ∈ [0, 1], existem uma vizinhança Us de h(s), e uma única imersão isométrica

fs : Us → εI ×ρ Qn
k(c), a menos de uma isometria de εI×ρQn

k(c) preservando a orientação

de I e de Qn
k(c), satisfazendo as propriedades do Teorema 2.2.1. Assim, as vizinhanças

Us formam uma cobertura A do gráfico de h, o qual é compacto, e portanto, podemos

escolher uma famı́lia finita {W1, . . . ,Wr} ⊂ A cubriendo o gráfico de h, com W1 = U .

Então, pela unicidade local, podemos extender sucessivamente a imersão f aos Wk de

forma única. Em particular, f(x1) fica definido, e como M é simplesmente conexa, segue

que f(x1) não depende da escolha da curva h que liga p com x1.

Agora, como consequência do Teorema 2.4.2, temos o seguinte resultado.

Corolário 2.4.3. Nas condições do Teorema 2.4.2,

1. Se a hipersuperf́ıcie f : M → εI×ρQn
k(c) satisfaz τ = 0 em todo ponto, então f(M)

está sobre uma fibra de εI ×ρ Qn
k(c).

2. Se τ 6= 0 em todo ponto, então a hipersuperf́ıcie f : M → εI ×ρ Qn
k(c) admite uma

folhação de codimensão 1, e cada folha de f(M) está sobre uma fibra π−1(t) com

t ∈ R.

Demonstração. (1) Pelo item (5) do Teorema 2.4.2, temos que ∂t = df(T ) + εn+1Tn+1en+1

ao longo de f . Logo, se τ = 0 então 〈X, ∂t〉 = 0, para todo X ∈ Tf(M). Portanto, f(M)

está sobre uma fibra de εI ×ρ Qn
k(c).

(2) Pelo Lema 2.3.1 sabemos que dτ = 0, isso implica que Ker τ é completamente

integrável. De fato, sejam X, Y ∈ Ker τ , temos que 0 = dτ(X, Y ) = X(τ(Y ))−Y (τ(X))−
τ([X, Y ]) = −τ([X, Y ]), assim [X, Y ] ∈ Ker τ . Por outro lado, dim (Im τ) só pode ser 0

ou 1, pois Im τ ⊂ R. Como τ 6= 0 em todo ponto, segue que dim (Ker τ) = n − 1, ou

seja, M admite uma folhação de codimensão 1, em que o espaço tangente às folhas de M

é dado por Ker τ , assim, T é um campo vetorial normal as folhas de M e pelo item (5)

do Teorema 2.4.2, também ∂t é normal às folhas de f(M), ou seja, cada folha de f(M)

está sobre uma fibra π−1(t) com t ∈ I.



Caṕıtulo 3

Uma aplicação a horizontes num

espaço-tempo Robertson-Walker

Neste caṕıtulo, definimos as superf́ıcies Marginally Outer Trapped, as quais satisfazem

a propriedade mais geral, que seu vetor de curvatura média é tipo-luz. Então, aplicamos

o Teorema 2.2.1 e o Corolário 2.4.3, demonstrados no Caṕıtulo 2, e obtemos condições

para que uma hipersuperf́ıcie num espaço-tempo Robertson-Walker de dimensão 4, seja

folheada por superf́ıcies com a propriedade que seu vetor de curvatura média é tipo-luz

ou zero. Nesse sentido, estamos incluindo superf́ıcies que podem ser Marginally Outer

Trapped, ter vetor de curvatura média zero ou uma mistura desses casos. Chamamos

uma tal hipersuperf́ıcie de horizonte.

3.1 Superf́ıcies Marginally Outer Trapped

A gravidade é uma das quatro interações fundamentais, junto ao electromagnetismo

e as interações nucleares forte e fraca. A gravidade desempenha um papel fundamental

dando forma ao universo em grande escala, isso porque ela é sempre atraente, assim, os

campos gravitacionais de todas as part́ıculas de um corpo se somam para produzir, se o

corpo é suficientemente grande, um campo gravitacional que domina sobre todas as outras

forças.

A gravidade afeta da mesma maneira todas as part́ıculas, por isso quaisquer dois cor-

pos caem com a mesma velocidade. Ademais, tem sido observado que a luz é curvada por

efeto dos campos gravitacionais. De fato, se uma quantidade muito grande de matéria for

concentrada numa região, a gravidade poderia dobrar a luz que está saindo da região, de

tal forma que, a luz seria atráıda de novo para dentro. Esse fato pode ser expresado mais

precisamente, usando o conceito introduzido por R. Penrose em 1965, de uma superf́ıcie

Trapped fechada (ver [18]).
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Por exemplo, consideremos uma esfera N . Se em algum instante essa esfera N emite

uma luz, depois de um certo tempo t, as ondas de luz ao entrar e ao sair da esfera N

formarão duas esferas N1 e N2, respectivamente. Numa situação normal, o raio da esfera

N2 seria maior do que o raio da esfera N , pois representa raios de luz saindo da esfera,

ver Figura 3.1. No entanto, se uma quantidade de matéria consideravelmente grande está

dentro da esfera N , o raio de N2 também seria menor que o raio de N , devido que a

luz teria sido atráıda pela gravidade. Nesse caso, a esfera N seria um exemplo de uma

superf́ıcie Trapped fechada num espaço-tempo (ver [10]).

Figura 3.1: Os raios de luz saindo de um ponto p da esfera N num tempo t, geram uma
esfera L ao redor de p e as ondas de luz entrando e saindo de N formam as esferas N1 e
N2.

Definição 3.1.1. Um espaço-tempo M̃ é uma variedade semi-riemanniana de dimensão

4 e tempo-orientada, de ı́ndice 1, ou seja, com uma métrica Lorentziana.

Uma curva em M̃ é tipo-espaço, tipo-luz o tipo-tempo, se todos os vetores de velocidade

da curva são tipo-espaço, tipo-luz o tipo-tempo, respectivamente.

Continuando com o exemplo da esfera N , como a matéria não pode viajar mais rápido

que a luz, então fica presa dentro de uma região cuja fronteira vai para zero num tempo

finito, isso sugere que deve aparecer uma singularidade no espaço-tempo. De fato, pe-

los teoremas de singularidades de S. Hawking e R. Penrose, se um espaço-tempo satisfaz

condições adequadas de energia e causalidade, e também contém uma superf́ıcie Trapped

fechada, então deve conter um buraco negro (ver [10]). A fronteira de um buraco negro é

conhecida como o evento horizonte, e é uma hipersuperf́ıcie do espaço-tempo, tal que os

eventos num lado dela não podem afetar a um observador que está no outro lado.

Como em grande escala a distribução das galáxias não mostra muita asimetria, o

universo visto desde nossa galáxia parece ser quase igual em todas as direções. Baseados

nessa observação, resulta válido construir modelos cosmológicos cujas propriedades têm
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possibilidades de ser fisicamente realistas. Uns desses modelos são os espaços-tempo de

tipo Robertson-Walker.

Definição 3.1.2. Seja Q3(c) uma variedade Riemanniana conexa de dimensão 3, de

curvatura constante c ∈ {−1, 0, 1} e métrica g0. Seja ρ : I ⊂ R → R+, então o produto

torcido (M̃4 = I × Q3(c), 〈, 〉 = −dt2 + ρ2g0) é chamado de espaço-tempo Robertson-

Walker.

Observemos que M̃ é tempo-orientado se pedimos que o campo vetorial unitário ∂t,

tangente ao fator I, aponte para o futuro.

Seja N2 uma superf́ıcie orientada tipo-espaço e de dimensão 2 num espaço-tempo

Robertson-Walker. O espaço normal num ponto p de N2 é tipo-tempo e de dimensão 2.

Logo, N2 admite duas direções normais tipo-luz em p (ver Figura 3.3). Escolhemos uma

dessas direções e dizemos que ela aponta para o interior e a outra para o exterior de N2.

Então, com condições adequadas de orientabilidade, por exemplo, se o fibrado normal

é trivial, é posśıvel definir em N2 um referencial normal {N−,N+}, apontando para o

futuro, satisfazendo 〈N−,N+〉 = −1, em que N− é a direção interior e N+ é a direção

exterior.

Figura 3.2: Vetores ortogonais a uma esfera N em R3.

Agora, podemos decompor a segunda forma fundamental σ da superf́ıcie N2, usando

o referencial {N−,N+}. Se X, Y ∈ X(N), podemos escrever σ(X, Y ) = (∇XY )⊥ =

αN− + βN+. Como N− é tipo-luz e 〈N+,N−〉 = −1, obtemos

〈σ(X, Y ),N−〉 = 〈αN− + βN+,N−〉

= 〈αN−,N−〉+ 〈βN+,N−〉

= 〈βN+,N−〉

= −β.
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Figura 3.3: Vetores N− e N+, tangentes às duas geodésicas tipo-luz ortogonais, no ponto
P , a uma esfera N tipo-espaço de dimensão 2 em −I ×ρ R3. As duas part́ıculas de luz
emitidas pelo ponto P nas direções ortogonais à esfera N da Figura 3.2, propagam-se
nessas duas geodésicas tipo-luz em −I ×ρ R3.

Analogamente, α = −〈σ(X, Y ),N+〉. Portanto,

σ(X, Y ) = −〈∇XY,N+〉N− − 〈∇XY,N−〉N+.

Logo, consideremos um referencial {e1, e2} de X(N2). Seja ~H o vetor de curvatura

média de N2 e sejam A− e A+ os operadores de Weingarten de N2 na direção de N− e

de N+, respectivamente, temos

~H =
1

2
Traço(σ)

=
1

2

2∑
i=1

σ(e1, e2)

=
1

2

2∑
i=1

(−〈∇e1e1,N+〉N− − 〈∇e1e1,N−〉N+)

=
1

2

2∑
i=1

(−〈A+e1, e1〉N− − 〈A−e1, e1〉N+)

=
1

2
(−Traço(A+)N− − Traço(A−)N+) .

Fazendo θ− =
1

2
Traço(A−) e θ+ =

1

2
Traço(A+), podemos escrever

~H = −θ+N− − θ−N+.

Os traços θ− e θ+ dos operadores forma A− e A+, são chamados de expansão interior e

expansão exterior de N2, respectivamente. Agora, podemos definir as superf́ıcies Trapped
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usando θ− e θ+ (ver [10]).

Definição 3.1.3. Uma superf́ıcie N2 tipo-espaço de dimensão 2, num espaço-tempo de

dimensão 4, é uma superf́ıcie Trapped se os dois sistemas de geodésicas tipo-luz que passam

por N2 ortogonalmente, convergem localmente em direções futuras em N2, ou seja, se a

expansão interior θ− e a expansão exterior θ+ são negativas, segue que ~H é tipo-tempo e

futuro-dirigido, pois 〈N−,N+〉 = −1.

Se N2 é fechada (i.e. compacta e sem bordo), dizemos que N2 é uma superf́ıcie Trapped

fechada.

A Definição 3.1.3 foi dada por R. Penrose em [18] e podemos encontrar maiores deta-

lhes em [10].

Num momento espećıfico de tempo, a fronteira da região do espaço-tempo, contendo

superf́ıcies Trapped, é conhecida como uma superf́ıcie Marginally Trapped. Nesse caso,

uma das expansões é zero, a qual usualmente é escolhida para ser a expansão exterior

e então se fala de uma superf́ıcie Marginally Outer Trapped, que às vezes é chamada de

horizonte aparente, então consideramos a seguinte definição:

Definição 3.1.4. Dizemos que a superf́ıcie tipo-espaço N2 é uma superf́ıcie Marginally

Outer Trapped, se a expansão exterior θ+ é identicamente zero e a expansão interior θ− é

menor a zero.

Nesse caso, o vetor de curvatura média ~H de N2 no espaço-tempo de dimensão 4, satisfaz

a condição 〈 ~H, ~H〉 = 0, com ~H 6= 0.

3.2 A condição 〈 ~H, ~H〉 = 0

Consideremos o espaço-tempo Robertson-Walker M̃4 = I ×ρ Q3(c), com a métrica

〈, 〉 = −dt2 + ρ2g0. Usando o Teorema 2.2.1 e a parte (2) do Corolário 2.4.3, obtemos

imediatamente o seguinte resultado.

Corolário 3.2.1. Seja (M, 〈, 〉) uma variedade semi-riemanniana de dimensão 3. Sejam

ε4 = ±1, ε = −1 e seja ε0 = c = ±1 ou ε0 = 1 e c = 0. Também, consideremos funções

diferenciáveis ρ : I ⊂ R → R+, T4 : M → R e π̂ : M → I. Definimos o campo vetorial

T ∈ X(M) como T = −grad (π̂), e a 1-forma τ(X) = 〈X,T 〉, para todo X ∈ X(M). Seja

A um tensor de tipo (1, 1) em M .

Se M satisfaz as condições de estrutura da Definição 2.2.1, então, para cada ponto p ∈M ,

existem uma vizinhança U de p em M , uma imersão isométrica f : (U , 〈, 〉)→ (M̃4, 〈, 〉) e

um campo vetorial normal unitário e4 ao longo de f , tal que ε4 = 〈e4, e4〉, A é o operador

de Weingarten da imersão f na direção de e4, T é a projeção de ∂t em TM e π ◦ f = π̂,
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em que π : I ×Q3(c)→ I é a projeção.

Se τ 6= 0 em todo ponto, a famı́lia {f(U)∩ π−1{t} : t ∈ R} fornece uma folhação de f(U)

por superf́ıcies tipo-espaço de dimensão 2.

Logo, seja N uma das folhas de U . Seja σ a segunda forma fundamental de N em M̃4.

Como e4 é ortogonal a f(M), então é ortogonal a T e às folhas de U . Também, temos que T

é ortogonal às folhas de U , logo T⊥N = Span {T, e4}, em que T =
T√
|〈T, T 〉|

. Tomamos

εT = sign (〈T, T 〉). Como M̃4 tem ı́ndice 1 e as folhas de U são tipo-espaço, só um de ε4 ou

εT pode ser −1, logo, como 〈e4, e4〉 = ε4 = ±1 é constante, εT = ±1 também é constante,

com ε4εT = −1. Para quaisquer X, Y ∈ X(N), temos que 〈∇̃XY, T 〉 = −〈Y, ∇̃XT 〉, pois

X〈Y, T 〉 = 0. Assim,

σ(X, Y ) = εT 〈∇̃XY,T〉T + ε4〈∇̃XY, e4〉e4

=
εT

|〈T, T 〉|
〈∇̃XY, T 〉T + ε4〈Y,AX〉e4

= − εT
|〈T, T 〉|

〈Y, ∇̃XT 〉T + ε4〈Y,AX〉e4

=
−1

〈T, T 〉
〈Y, ∇̃XT 〉T + ε4〈Y,AX〉e4.

Seja {u1, u2} um referencial local ortonormal de N , temos que 〈ui, ui〉 = 1, pois N é

tipo-espaço. Seja ~H o vetor de curvatura média de N . Usando (C) da definição 2.2.1 e

como τ(ui) = 0, temos

2 ~H =
∑
i

σ(ui, ui)

=
∑
i

(
−1

〈T, T 〉
〈ui, ∇̃uiT 〉T + ε4〈ui, Aui〉e4

)
=
−1

〈T, T 〉
∑
i

〈ui,
ρ′

ρ
(ui − ετ(ui)T ) + ε4T4Aui〉T +

∑
i

ε4〈ui, Aui〉e4

=
−1

〈T, T 〉
∑
i

〈ui,
ρ′

ρ
ui + ε4T4Aui〉T + ε4

(
Traço(A)− 〈AT, T 〉

〈T, T 〉

)
e4

=
−1

〈T, T 〉

(
2
ρ′

ρ
+ ε4T4

(
Traço(A)− 〈AT, T 〉

〈T, T 〉

))
T + ε4

(
Traço(A)− 〈AT, T 〉

〈T, T 〉

)
e4.

Fazemos h = Traço(A)− 〈AT, T 〉
〈T, T 〉

. Como resultado, obtemos

4〈 ~H, ~H〉 =

(
2
ρ′

ρ
+ ε4T4h

)2

〈T, T 〉
+ ε4h

2.
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Então, 〈 ~H, ~H〉 = 0 se, e só se,

−ε4〈T, T 〉h2 =

(
2
ρ′

ρ
+ ε4T4h

)2

= 4
(ρ′)2

ρ2
+ T 2

4 h
2 + 4ε4T4h

ρ′

ρ
.

Usando que 〈T, T 〉+ ε4T
2
4 = ε = −1, obtemos a igualdade equivalente

h2 − 4T4
ρ′

ρ
h− 4ε4

(ρ′)2

ρ2
= 0. (3.1)

Notemos que a igualdade (3.1) é uma equação do segundo grau em h e calculemos o

discriminante.

∆h =

(
−4T4

ρ′

ρ

)2

− 4

(
−4ε4

(ρ′)2

ρ2

)
= 16T 2

4

(ρ′)2

ρ2
+ 16ε4

(ρ′)2

ρ2

= 16
(ρ′)2

ρ2
(
T 2
4 + ε4

)
= 16

(ρ′)2

ρ2
(−ε4)〈T, T 〉.

Como εT ε4 = −1, temos que 16
(ρ′)2

ρ2
(−ε4)〈T, T 〉 = 16

(ρ′)2

ρ2
εT 〈T, T 〉 com εT 〈T, T 〉 =

|〈T, T 〉| > 0, e assim, ∆h > 0. Resolvendo a equação (3.1) para h, obtemos o resultado

seguinte:

Corolário 3.2.2. As folhas de Ker τ satisfazem 〈 ~H, ~H〉 = 0 em −I ×ρQ3(c) se, e só se,

a imersão f : M → −I ×ρ Q3(c) satisfaz a igualdade seguinte:

Traço(A)− 〈AT, T 〉
〈T, T 〉

=
2ρ′T4
ρ
± 2

∣∣∣∣ρ′ρ
∣∣∣∣√|〈T, T 〉|. (3.2)

Portanto, se f satisfaz a igualdade (3.2), f(U) seria um horizonte em −I ×ρQ3(c), ou

seja, uma hipersuperf́ıcie folhada por superf́ıcies que satisfazem 〈 ~H, ~H〉 = 0.
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Apêndice A

Exemplos de hipersuperf́ıcies em

produtos torcidos de dimensão 3

Apresentamos dois exemplos que ilustram os resultados teóricos e os objetos envolvidos

no Teorema 2.2.1 e que aparecem num preprint do artigo de M.A. Lawn e M. Ortega.

O primeiro exemplo descreve uma superf́ıcie que é um gráfico no espaço −I ×ρ S2(1) e o

segundo exemplo é uma superf́ıcie helicoidal num espaço I ×ρ H2.

A.1 Um gráfico em −R+ ×ρ S2(1)

Consideremos a função de torção ρ : R+ → R+, definida por ρ(t) = t, e o produto

torcido −R+×ρ S2(1) ⊂ −R+×ρR3, com métrica 〈, 〉. Dada h : (0, π)→ R+, uma função

diferenciável tal que h(u) > |h′(u)| para qualquer u ∈ R+, definamos a função

f : M = (0, π)×
(
−π

2
,
π

2

)
→ −R+ ×ρ S2(1),

f(u, v) = (h(u), cos(u), sin(u) cos(v), sin(u) sin(v)),

Notemos que podemos definir π̂(u, v) = h(u). Consideremos o seguinte referencial ao

longo de f , com algumas identificações naturais:

e0 =
1

h(u)
(cos(u), cos(v) sin(u), sin(u) sin(v), 0) ,

e1 ≡ df(e1) =
1

r
(− sin(u), cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), h′(u)) ,

e2 ≡ df(e2) =
1

h(u)
(0,− sin(v), cos(v), 0),

e3 =
1

h(u)r

(
− sin(u)h′(u), cos(u) cos(v)h′(u), cos(u) sin(v)h′(u), h(u)2

)
,

em que e1, e2 são as normalizações de df(∂u) e df(∂v), respectivamente, e3 é um campo

vetorial unitário ao longo de f em −R+×ρS2(1) e r =
√
h(u)2 − (h′(u))2. Temos a matriz
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G = (〈eα, eβ〉) = Diag(1, 1, 1,−1). As 1-formas duais são

ω0 = 0, ω1 = rdu, ω2 = h(u) sin(u)dv, ω3 = 0.

Como R+ × S2 ⊂ R+ × R3, consideremos o referencial ortonormal

E0 =
1

h(u)
(1, 0, 0, 0), E1 =

1

h(u)
(0, 1, 0, 0), E2 =

1

h(u)
(0, 0, 1, 0), E3 = ∂t.

Agora, calculemos a função B : M → S, B = (〈Eα, eβ〉),

B =



cos(u) −1

r
h(u) sin(u) 0 −1

r
sin(u)h′(u)

cos(v) sin(u)
1

r
cos(u) cos(v)h(u) − sin(v)

1

r
cos(u) cos(v)h′(u)

sin(u) sin(v)
1

r
cos(u) sin(v)h(u) cos(v)

1

r
cos(u) sin(v)h′(u)

0 −1

r
h′(u) 0 −1

r
h(u)


Dáı, calculamos a 1-forma Υ = B−1dB = (Υαβ), com imagem em s, e temos que

Υαα = 0,

Υ01 = −Υ10 = −1

r
h(u)du,

Υ02 = −Υ20 = − sin(u)dv,

Υ03 = Υ30 = −1

r
h′(u)du,

Υ12 = −Υ21 =
1

r
h(u) cos(u)dv,

Υ13 = Υ31 =
1

r2
(
h(u)h′′(u)− (h′(u)2

)
du,

Υ23 = Υ32 =
1

r
h′(u) cos(u)dv,

em que Υ verifica dΥ + Υ ∧Υ = 0. Logo, o campo vetorial tangente T é

T ≡ df(T ) = 〈∂t, e1〉e1 + 〈∂t, e2〉e2

= −1

r
h′(u)e1

Assim, a 1-forma dual τ e as funções Tα são

τ = −h′(u)du, T0 = 0, T1 = −1

r
h′(u), T2 = 0, T3 = −1

r
h(u).
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Segue que dτ = 0. Também, notemos que Tα = B3α. Lembremos que Ω = (ωαβ) =

B−1dB + X, em que X = (Xαβ), com Xαβ = ε
ρ′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

(Bn+1βωα − εαεβBn+1αωα), assim

Xαα = Xα0 = X0α = 0,

X13 = X31 = du,

X12 = −X21 = −1

r
sin(u)h′(u)dv,

X23 = X32 =
1

r
sin(u)h(u)dv.

Logo, para Ω = (ωαβ) = B−1dB + X temos que

ωαα = 0,

ω01 = −ω10 = −1

r
h(u)du,

ω02 = −ω20 = − sin(u)dv,

ω03 = ω30 = −1

r
h′(u)du,

ω12 = −ω21 = −1

r
(cos(u)h(u) + sin(u)h′(u)) dv,

ω13 = ω31 =
1

r2
(
h(u)2 − 2(h′(u))2 + h(u)h′′(u)

)
du,

ω23 = ω32 =
1

r
(cos(u)h′(u) + sin(u)h′′(u)) dv.

Agora, calculemos o operador forma A. Como ωi3(X) = −εi〈ei, AX〉 = −ωi(AX), então

AX =
∑
i

ωi(AX)ei

= −
∑
i

ωi3(X)ei

=
h(u)2 − 2(h′(u))2 + h(u)h′′(u)

r2
du(X)e1 +

cos(u)h′(u) + sin(u)h′′(u)

r
dv(X)e2.

A.2 Uma superf́ıcie helicoidal em R+ ×ρ H2(−1)

Consideremos H2(−1) como a superf́ıcie H2(−1) = {(x, y, z) ∈ L3|x2 + y2− z2 = −1},
em que L3 é o espaço de Lorentz-Minkowski com a métrica g0 = dx2 + dy2 − dz2. Dada

uma constante a ∈ R e uma função diferenciável h : R→ R com h′ > 0, definimos

f : M = R+ × R→ R+ ×ρ H2, f(u, v) = (h(v), u cos(av), u sin(av),
√

1 + u2).

Observemos que podemos definir π̂(u, v) = h(v). Consideremos o seguinte referencial ao

longo de f , com algumas identificações naturais:
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e0 =
1

ρ(h(v))
(u cos(av), u sin(av),

√
1 + u2, 0),

e1 ≡ df(e1) =
1

ρ(h(v))
(cos(av)

√
1 + u2, sin(av)

√
1 + u2, u, 0),

e2 ≡ df(e2) =
1

r
(−au sin(av), au cos(av), 0, h′(v)),

e3 =
1

ρ(h(v))r
(sin(av)h′(v),− cos(av)h′(v), 0, auρ(h(v))2),

em que e1, e2 são as normalizações de df(∂u) e df(∂v), respectivamente, com ∂u = (1, 0),

∂v = (0, 1), e3 é um campo vetorial unitário normal ao longo de f em R+ ×ρ H2(−1) e

r =
√
a2u2ρ(h(v))2 − h′(v)2. As 1-formas duais em M são

ω0 = 0, ω1 =
ρ(h(v))√

1 + u2
du, ω2 = rdv, ω3 = 0.

Consideramos o referencial ortonormal

E0 =
1

ρ(h(v))
(0, 0, 1, 0), E1 =

1

ρ(h(v))
(0, 1, 0, 0), E2 =

1

ρ(h(v))
(1, 0, 0, 0), E3 = ∂t.

Agora, calculamos a função B : M → S, B = (〈Eα, eβ〉), com det B = 1,

B =



−
√

1 + u2 −u 0 0

u sin(av)
√

1 + u2 sin(av)
auρ(h(v)) cos(av)

r
−cos(av)h′(v)

r

u cos(av)
√

1 + u2 cos(av) −auρ(h(v)) sin(av)

r

sin(av)h′(v)

r

0 0
h′(v)

r

auρ(h(v))

r


Agora calculamos a 1-forma Υ = B−1dB = (Υαβ), com imagem em s. Temos que

Υαα = 0,

Υ01 = Υ10 =
du√

1 + u2
,

Υ02 = Υ20 =
1

r
a2u2ρ(h(v))dv,

Υ03 = Υ30 =
1

r
auh′(v)du,
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Υ12 = −Υ21 = −1

r
a2u
√

1 + u2ρ(h(v))dv

Υ13 = −Υ31 =
1

r
a
√

1 + u2h′(v)dv,

Υ23 = −Υ32 = −a 1

r2
[
ρ(h(v))h′(v)du+ u

(
ρ′(h(v))h′(v)2 − ρ(h(v))h′′(v)

)
dv
]
.

Υ verifica que dΥ + Υ ∧Υ = 0. Logo, o campo vetorial tangente T é

T ≡ df(T ) = 〈∂t, e1〉e1 + 〈∂t, e2〉e2 =
1

r
h′(v)e2.

A 1-forma dual τ e as funções Tα são

τ = h′(v)dv, T0 = T1 = 0, T2 =
1

r
h′(v), T3 =

1

r
auρ(h(v)).

Segue que dτ = 0. Também, notemos que Tα = B3α. Lembremos que Ω = (ωαβ) =

B−1dB + X, em que X = (Xαβ), com Xαβ = ε
ρ′ ◦ π̂
ρ ◦ π̂

(Bn+1βωα − εαεβBn+1αωα),

Xαα = Xα0 = X0α = 0,

X13 = −X31 =
auρ(h(v))ρ′(h(v))du

r
√

1 + u2
,

X12 = −X21 =
ρ′(h(v))h′(v)du

r
√

1 + u2
,

X23 = −X32 = auρ′(h(v))dv.

Logo, para Ω = (ωαβ) temos que

ωαα = 0,

ω01 = ω10 =
du√

1 + u2
,

ω02 = ω20 =
1

r
a2u3ρ(h(v))dv,

ω03 = ω30 = −1

r
auh′(v)dv,

ω12 = −ω21 =
ρ′(h(v))h′(v)du− a2(u+ u3)ρ(h(v))dv

r
√

1 + u2
,

ω13 = −ω31 = a
uρ(h(v))ρ′(h(v))du+ (1 + u2)h′(v)dv

r
√

1 + u2
,

ω23 = −ω32 =
1

r2
[
aρ(h(v))h′(v)du+ au

[
ρ′(h(v))

(
r2 + h′(v)2

)
− ρ(h(v))h′′(v)

]
dv
]
.

Agora, calculemos o operador forma A. Como ωi3(X) = −εi〈ei, AX〉 = −ωi(AX),
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então

AX =
∑
i

ωi(AX)ei

= −
∑
i

ωi3(X)ei

= −auρ(h(v))ρ′(h(v))du(X) + (1 + u2)h′(v)dv(X)

r
√

1 + u2
e1

− aρ(h(v))h′(v)du(X) + au [ρ′(h(v)) (r2 + h′(v)2)− ρ(h(v))h′′(v)] dv(X)

r2
e2.
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