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Resumo

Em superficies compactas com bordo, sob certas condigoes em uma classe conforme
de métricas, estudamos o problema de encontrar uma métrica de curvatura Gaussiana
constante com bordo de curvatura geodésica constante que maximiza o determinante re-
gularizado do Laplaciano. A partir disto, obtemos aplicagoes relacionadas ao problema
de determinar uma variedade Riemanniana compacta a partir do seu espectro. Por fim,
usamos o determinante regularizado do Laplaciano e os invariantes do nicleo do calor
para estudar compacidade de conjuntos isoespectrais de dominios planares simplesmente

conexos em uma topologia natural C'*°.

Palavras-chave: Expansao assintética do nicleo do calor, métricas conformes, con-

juntos isoespectrais, determinante regularizado do Laplaciano, formula de Polyakov.






Abstract

On compact surfaces with boundary, with some conditions in a conformal class, we
study the problem about to find a metric with constant Gaussian curvature with boun-
dary of constant geodesic curvature for which the regularized determinant of Laplacian
has a maximum. From this, we present applications to the problem to obtain a compact
Riemannian manifold from its spectrum. Finally, we use the regularized determinant of
Laplacian and the invariants of the heat kernel to study the compactness for isospectral

sets of simply connected planar domains in a natural C*® topology.

Keywords: Asymptotic expansion of the heat kernel, conformal metrics, isospectral

sets, regularized determinant of Laplacian and Polyakov formula.
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XIII

Introducao

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada com bordo e considere o
operador Laplaciano A, = div, 0V, agindo no espago C*(M). Associado a este operador

existe o problema de autovalor de Dirichlet, isto é,

Ayd+ A =0
Glom =0

(1)

onde A e ¢ sao chamados autovalor e autofuncao de —A,, respectivamente. O espectro
de (M, g) é o conjunto de todos os autovalores de —A,, cuja existéncia é dada no Teo-
rema[[.14] e dizemos que duas variedades Riemannianas sdo isoespectrais se os espectros,
contados com multiplicidade, coincidem. Uma questao cléssica relacionada é: Duas vari-
edades Riemanninas isoespectrais sao isométricas? Existem muitos artigos que mostram
que esta questao é falsa em geral, em particular, Milnor [16] apresentou um par de toros
de dimensao 16 que sao isoespectrais porém nao sao isométricos. Esta questao foi pri-
meiramente posta em 1966 por Mark Kac [I1] em dominios planares com bordo munidos
da métrica euclidiana sob a forma: “Can one hear the shape of a drum?” O que levou
Kac a formular esta questao com este titulo foi o seu pensamento de um dominio planar
como a membrana de um tambor e os autovalores do problema de Dirichlet COmo 08
tons musicais. Em 1992, Gordon, Webb e Wolpert [10] construiram dois dominios plana-
res simplesmente conexos isoespectrais que nao sao isométricos. Portanto a resposta da
questao de Kac é nao.

Embora nao seja possivel determinar um dominio planar €2 a partir do seu espectro,
podemos determinar a sua area ou na linguagem de Kac, podemos escutar a area do
tambor. Em particular, em outubro de 1910, Lorentz apresentou esta conjectura em uma
palestra em Gottingen. Na época este resultado despertou grande interesse e foi tido por
Hilbert como insolivel durante a sua vida. Porém quatro meses mais tarde Weyl [32],
provou que Hilbert estava errado, e mostrou que se 0 < A\; < Ay < ... sao os autovalores
de Dirichlet de —Aq entao

N =) 1~ drea(Q) | (2)

2m
A <A
para A — +o00, onde N(A) é a fungao contagem dos autovalores menores do que A (con-
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N(A area(§2
tados com multiplicidade) e ~ significa que /\lim /(\ ) = 2( )
—00 v
resultado que fez Kac e muitos outros matematicos a indagar se é possivel determinar um

Talvez este seja o

dominio a partir do seu espectro. Mais tarde este importante resultado foi estendido para

uma variedade Riemanniana compacta (M™, g) sob a forma
N(X) ~ w,V(M)X2/(2m)", (3)
para A — +00, onde w, ¢ o volume da bola unitaria no R™, V(M) é o volume de (M", g)

e 0 <)\ <X <...éo0 espectro de Dirichlet de (M, g).

Em 1966, Mark Kac [II] obteve outras informagoes do dominio Q2 a partir do seu
espectro. Ele provou, usando o nicleo do calor (veja Secao , a expansao assintotica

para dominios planares

> irea(Q) 1 1
Tr(etho) .= e, Breal()) imento(9Q) + =x(Q) + O(V1), (4
r(e=?) ;e Tt gUgcomprimen 0(09) + x(@) +O(V1),  (4)

para t — 0. Em particular, o conhecimento do espectro de Aq fornece o comprimento
do bordo e a caracteristica de Euler de Q. Em 1967, McKean e Singer [15] provaram uma
expansdo assintética de Tr(e'®7) no contexto de variedades Riemannianas compactas com
bordo. A expansao assintética no caso de variedades Riemanninas compactas sem bordo

jé era conhecida antes da questao de Kac, pois em 1953 Minakshisundaram provou que

1 t

) ~ s (V0D + £ [ sy(a)diy(a) + 02 )

em um curto espago de tempo ¢, onde s,(x) denota a curvatura escalar de (M, g). A

discussao destes resultados sao apresentados com mais detalhes no Capitulo [T}

Relacionado a esta discussao, formalmente o determinante de A, é definido como
oo
det A, = H Ak
k=1

Porém para que esta expressao faca sentido, em 1971 Ray e Singer [23] usaram uma fungao

zeta

((s,8g) =D N\ seC
k=1

associada ao espectro de (M, g), que possui uma extensdo meromorfa em C que é regular

em s = (, para definir o determinante regularizado do Laplaciano como

det A, := exp (—%C(s, Ag)> |s=0- (6)

Os detalhes desta definicao fazem parte do Capitulo [2| desta dissertacao.



Em 1987, Osgood, Phillips e Sarnak [19] estudaram propriedades extremais do deter-
minante regularizado do Laplaciano em superficies compactas com ou sem bordo dentro

de uma classe conforme [o¢] := {€*¢0( : ¢ € C°(M)}, mais precisamente:

Teorema 0.1. a) Se M € fechada entdo mantendo a drea em [oy] constante, existe uma
unica métrica de curvatura Gaussiana constante, a menos de isometria na classe,

que maximiza o determinante reqularizado do Laplaciano.

b) Se OM # @ entio mantendo a drea A, constante e [,, K,dA, < 2nx(M) para
toda métrica e*?oy, existe uma Unica métrica de curvatura Gaussiana constante e
curvatura geodésica do bordo nula, a menos de isometria na classe, que maximiza o

determinante reqularizado do Laplaciano.

c) SedM # & entiao mantendo o comprimento do bordo l,(OM) constante e [, K,dA, <
0 para toda métrica e*¢oy, existe uma tinica métrica de curvatura Gaussiana nula e
curvatura geodésica do bordo constante, a menos de isometria na classe, que maxi-
miza o determinante reqularizado do Laplaciano.

Aqui Ky, Ay = [, dA, el ,(0M) == [, ds, denotam a curvatura Gaussiana, a drea

€ o compm'mento do bordo associado a métrica €*?oy.

Este teorema é um dos principais resultados apresentados nesta dissertacao. A chave
em estudar este teorema de maximizagao do determinante regularizado do Laplaciano em
uma classe conforme [oy] sao as Férmulas de Polyakov [22] no caso de M fechada, e de
Alvarez [I] no caso de M compacta com bordo para a variacao do logdet A, na classe
conforme de 0y. As demonstragoes destas férmulas estao nas Segoes e32 A férmula
variacional do logdet A, permite definir em cada caso do teorema de maximizacao um
funcional F' estritamente relacionado, que sob as hipdteses do teorema permite concluir
que maximizar o determinante regularizado do Laplaciano é equivalente a minimizar o
funcional F', veja isso com mais detalhes nas se¢oes e[3.4 Sob as hipdteses do
Teorema o Teorema de Classificacao de Superficies Compactas com ou sem bordo e

orientadas, permite dividir os casos da prova do Teorema no seguinte esquema:

/

compacta com bordo
M \

fechada




onde U é o disco unitdrio em R?, S? é a esfera e H? é o hemisfério superior munidos da
métrica usual og. O caso M fechada é feito nas Se¢oes 2.4 ¢ 2.6] O caso M compacta com
bordo ¢ feito nas Subsegoes , para o caso x(M) < 0, e nas Subsegdes
para o caso de U e H?, respectivamente. Este teorema ¢ conhecido como um teorema
de uniformizacdo, e chamamos a atengao que no caso de M fechada com x(M) < 0,
apresentamos no Capitulo [2l um novo método de uniformizacao feito por Osgood, Phillips
e Sarnak [19] de obter a métrica uniforme (curvatura Gaussiana constante) que maximiza
o determinante regularizado do Laplaciano na classe conforme [op] de métricas de drea

constante. Tal método consiste em estudar a equacao de evolugao

Sl t) = ~VF(p), ©
onde VF(p) é definido em ([2.24)) na Segao . Mostramos que dada uma condigao inicial
¢o com uma certa regularidade de Sobolev, isto é, ¢y € W?(M)', entao existe tnica
solugao ¢(+,t) € W2(M)' da equagao (7)) definida para todo ¢t > 0 com p(x,0) = po(z) e
limy e (2, 1) = Yoo(x) na norma ||.|[wz(ary, onde e#>0y é a métrica uniforme obtida no
Teorema a). A solugdo da equacdo ([7)) é chamada fluxo gradiente.

O Teorema |0.1] possibilita o estudo de alguns problemas isoespectrais. Primeiramente
chamamos a atencao para o seguinte problema isoespectral relacionado a questao can one

hear the shape of a drum?

Corolério 0.1. Seja (D, poldz|*) um disco unitdrio planar com py constante. Entdo
(D, poldz|?) € audivel (veja Definigdo na classe de todos os dominios planares 0 de

densidade uniforme p satisfazendo

/ Aglog pdx dy > 0, (8)
Q

onde |dz|* é a métrica euclidiana, Ny é o Laplaciano euclidiano, dx dy é a medida Rie-

manniana associada a |dz|* e a densidade p € o fator conforme da métrica pldz|?.

A prova deste corolario é dada no Capitulo {4 e constitui uma boa aplicacao do Teorema
c). Outras aplicagoes interessantes do Teorema sao dadas no Capitulo .

Relacionado ao trabalho de Osgood, Phillips e Sarnak [20], no Capitulo |5 usamos a
expansao assintotica do nicleo do calor e o determinante regularizado do Laplaciano
para provar compacidade de conjuntos isoespectrais em dominios planares simplesmente

conexo em uma topologia natural C'*°.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais resultados da Teoria Espectral
a serem usados nesta dissertagao, cujas referéncias gerais sao [25], [§] e [4]. Em todo
este trabalho consideraremos variedades Riemannianas orientadas e conexas. Admiti-
mos conhecimentos bésicos de variedades diferencidveis e métricas Riemannianas. Uma

variedade Riemanniana de dimensao 2 sera chamada de superficie.

1.1 Fundamentos de Geometria Riemanniana

Apresentaremos nesta sec¢ao a definigdo do Laplaciano no espago de fungoes C°(M),
a féormula de Green e a férmula relacionando as curvaturas Gaussianas de métricas con-

formes.

1.1.1 Gradiente

Dado uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensao n e f € C*°(M), define-se a

diferencial de f em z como o funcional linear df (z) : T, M — R dado por

df (x) X = X(f),

para todo X € T, M.

Notamos que df (z) é um elemento do espago dual TFM, que possui dimensao n. A
base {8%1-} de T, M associada a uma carta coordenada (U, y) com xz € U C M aberto,
possui base dual {dz;}, pois %[Ei = (5; Logo df () pode ser representado na base {dx;}

como

df (z) = ——dux;. (1.1)
Definicao 1.1. O gradiente é o operador

V,: C=(M) — T(TM)

1



2 1. Preliminares

tal que
(Vof, X)g = df (X)), (1.2)

para todo X € T'(TM), onde I'(T'M) € o conjunto dos campos de vetores de classe C™
em M.

Agora, obteremos a expressao do campo vetorial gradiente nas coordenadas locais
(z1,...,2,) de uma carta (U, ). Sejam V,f => ", aia%i e {B%i} a base coordenada de
TU, onde a; € C*(U) . Como df (C%) = 6%’ obtemos da expressao (1.2)) do gradiente

que

Z A Grmi = E (1.3)

m=1

0 0

8$m’8_£1)i

Logo a; = > 1, g”aa—ji onde (¢*) é a inversa da matriz (g;;), e portanto,

onde g, = ( )¢ 880 os coeficientes da métrica g nas coordenadas locais (1, . .., Zy,).

Z” Of 0
;; pu— Z] R —

ij=1
O gradiente satisfaz as seguintes propriedades:
Proposicao 1.1. Se f,h € C*(M) entao
1. Vy(f+h)=Vy4f +V4h.
2. Vy(fh) = fVsh+hV,f.
Demonstragao. Use que d(f + h) =d(f)+d(h) e d(fh) = fd(h) + hd(f). O

1.1.2 Divergente

Dado uma n-forma diferenciavel w e qualquer campo vetorial X em M, definimos a

(n — 1)-forma diferencidvel ixw em M como
in(Xl,...,Xn_1> ZW(X,Xl,...,Xn_l), (15)

onde X, ..., X, 1 sdo campos vetoriais em M. Como a derivada exterior d(ixw) é uma

n-forma diferenciavel, existe uma funcao div,X satisfazendo
d(ixw) = (div,X)w. (1.6)

Se w, = v/det gdxy A ... Adx, é a forma volume Riemanniana de (), g) em uma carta
(U, ¢), entao a funcao div,X := div,,, X é o divergente de X.

Definicao 1.2. O divergente € o operador
div, : (T M) — C*(M) (1.7)

2



1.1. Fundamentos de Geometria Riemanniana 3

tal que d(ixw,) = (divyX)w,, para todo X € I'(T'M).

Agora, obteremos a expressao de div, nas coordenadas locais (z1,...,z,) da carta

(U,p). Para X = Zbi € I'(T'M) obtemos

Ixw i /(:)\ i = w Xi /8\ i
XWg axi,-..,axi,---,axn - g ’81‘17.”761'1',”'763;”

= (—]_) wg(a—ml,...,X,...,a—%)

= (=1)"'\detgdr, A... ANdx, (i, X, ... i)
0xy T Oy,

= bi(=1)"/detg.

Portanto,

d(ixwy) = d (Z bi(—1)""1/det gdxy A ... A cia?z A oA da:n>

i=1
n

— Z(_U"—l%(bi\/detg)dxi Adzy A Adrg A A day,

i=1

= Z%(bﬂ/detg)dml/\.../\daﬁn
i=1

= L Xn:i(b-\/det ) | w

— \Wdetyg — Ow; ' g g

Logo

1 <« 0
divy X Tors ;:1 B (bin/det g) (1.8)

n
Em particular, se M = R" com a métrica euclidiana g obtemos div,X = Z a—;, pois
. 1 1

1=

detg = 1.

Obviamente, se X,Y € I'(T'M) entao ix ywy; = ixwy +iyw,. Segue da linearidade da
derivada exterior que
divy(X +Y) = div, X + div,Y.

Da expressao em coordenadas (|1.8]) obtemos:

Proposicao 1.2. Dada f € C®(M) e X € (T M), divy(fX) = fdivy X +(V,f, X),.

3



4 1. Preliminares

1.1.3 Laplaciano

Definig¢ao 1.3. O Laplaciano em (M, g) € o operador A, : C*(M) — C>(M) definido
por
A, :=div, 0 V,. (1.9)

Usando as Proposigoes [I.1] e [I.2} segue que Ay é um operador linear.
Proposicao 1.3. Para quaisquer fungoes f,h € C°(M),
Ag(fh) = fAGh+hAgf +2(Vyf, Vgh)g. (1.10)

Demonstracao. Da Proposicao , div,(hV,f) = hA,f + (V,h,V,f),. Entao da Pro-
posigao [I.1]

A (fh) = div,V,(fh)
= div,(fV,h) + div,(hV,f)
= RAGf + AL+ 2(V,h, Vo f),.

Isto finaliza a prova. O

Nas coordenadas locais (x1,...,z,) de uma carta (U, ), obtemos das expressoes em
coordenadas do gradiente e do divergente em ((1.4)) e ([1.8)), respectivamente, que

1 & 0 (. 9
A, = —— — | g”/det g— 1.11
= 7 o o (st ). (111)

No R™ com a métrica euclidiana g, obtemos da expressao em coordenadas que

g — 27
— or;

A

pois g;;(z) = 0;; paratodoz € R" e i,j =1,...,n.
Exemplo 1.1. Se considerarmos o semi-plano superior
R** = {(z,y) € R*y > 0} (1.12)
2 92

oy . 1 o ~ _ -2 92
com a métrica dada por g1 = Goo = €12 = 0, entio Ay =y > 25 +y o

Exemplo 1.2. Seja g a métrica usual na esfera S?. Considerando a carta local T :
(0,7) x (0,27) — S? dada por

T(0,¢) = (senf cos ¢, senf seng, cos ),

4



1.1. Fundamentos de Geometria Riemanniana 5

0 sen?d

1
obtemos g(0, ¢) = ( 0 ) Logo

1 0 0 1 0?
As2 = —Sene% (Senﬁ%) Sen2987¢2. (113)

1.1.4 Formula de Green

Durante o desenvolvimento do trabalho usamos a Formula de Green em diversos mo-

mentos. Portanto, nesta secao relembramos esta féormula.

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia). Seja (M, g) variedade Riemanniana com bordo.

Para qualquer campo vetorial suave de suporte compacto X em M,

/ div, X wg:/ (X,N), oy, (1.14)
M oM

onde N € um campo normal unitdrio ao longo do OM que aponta para fora e o4 € a forma

volume da métrica induzida de g em OM.
Demonstragao. Veja [13, pag. 424]. ]

Corolario 1.1. Se (M,g) é uma variedade Riemanniana compacta e orientada entdo
para quaisquer f € C°(M) e X € I'(T'M) temos

/ (Vof, X)g wg = / f(X,N), / fdiv, X w, (1.15)
M
Demonstracao. Basta aplicar a Proposicao e o Teorema da Divergéncia. O

Teorema 1.2 (Férmula de Green). Seja (M, g) variedade Riemanniana compacta com
bordo OM , entdo para quaisquer f,h € C®(M),

0
/ hAgf wg = _/ (Voh, Vgf)g wy +/ h_f Og, (1.16)
M M o ON
of , . "
onde N = = (Vy,f,N), € a derivada normal de f em relagao ao OM.
Demonstracao. Basta aplicar o corolario anterior. O

Coroléario 1.2. Se (M, g) € uma variedade Riemanniana compacta sem bordo entdo para

quaisquer f,h € C*(M),

/MhAgf = —/M<vgh,vgf>g o, = /Mngh . (1.17)

>



6 1. Preliminares

1.1.5 Meétricas conformes
Outro conceito importante para este trabalho é o de métricas conformes.

Definicao 1.4. Dizemos que duas métricas o e o em uma variedade Riemanniana M

sao conformes, se existe p € C°(M), p > 0, tal que 0 = poy.

Defini¢ao 1.5. Um difeomorfismo f : (M,g) — (N,g) € uma aplicagio conforme, se
existe p € C°(M), ¢ > 0, tal que o pullback f*(g) seja conforme a g em M, isto é,

g(df (p)u, df (p)v) = ¢(p)g(u,v),

para todo u,v € T,M.

Proposicao 1.4. Uma aplicacao f : (M,g) — (N,g) € conforme se, e somente se,
preserva angulos, isto €, para quaisquer curvas vy, : I — M diferencidveis com v1(0) =

72(0) = p vale
9(1(0),%(0)) _g((f o1)'(0), (f ©72)'(0))
173 Ol 75Oy 11(f o 7) (O)lall(f 0 72) ()]s

A seguinte proposicao é de suma importancia, pois fornece a relagao conforme entre

(1.18)

os principais elementos a serem tratados nesta dissertacao.
Proposigao 1.5. Se 0 = €20y em uma superficie entio
1. dA = e*dA,.
2. A =e A,
3. K =e?(=Agp + Ky),

onde dA, A e K correspondem a métrica o e dAy, Ag e Kq correspondem a og. Aqui K e
Ky sdo curvaturas Gaussianas e, dA e dAy sao os elementos drea relacionados a medida

Riemanniana das respectivas métricas.

Demonstra¢ao. Em um sistema de coordenadas locais (x1,x2), temos que
dA = Vdet o dridry = \/e*% det og dridrs = e*$dA,,

onde dridrs denota a medida de Lebesgue. Como a medida Riemanniana coincide na
intersecao de cartas, segue o afirmado em M.

Usando a expressao do Laplaciano em coordenadas locais (x1, z3), isto é,

At

R (makjai)
\/detakalaxk ox;)’

e que 0! = e Foy ! (relacdo entre matrizes das métricas em coordenadas), segue que

Ap = e 22 Agtp para b € C(M).
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Para provar a tltima relacdo conforme, usamos que (M, 0g) é localmente conforme
a uma métrica plana, isto é, oqjx = €*"dj;, para v € C°(U). Assim o( é expresso em
coordenadas ortogonais, isto é, og = Edajf + de% com E = 0y11 e G = 022 Logo vale

a conhecida formula

1 oG O F
2VEG VEG VE
Segue que Ky = —e 2YAsv, pois £ = G = €2, onde Asv = % + % é o laplaciano plano.
1 2
Entao, oj; = 62(‘””)5]%. Repetindo o mesmo raciocinio para K, ao invés de Ky, temos

K =—e2MA5(p+v) = [—e Ao — e Agv] €7 = e (Ko — Aoyp)

pois Agp = e 2 Asip. O

1.2 Espacos de Sobolev em dominios euclidianos

Apresentamos a definicao de espacos de Sobolev em dominios euclidianos através da
transformada de Fourier. Os detalhes das demonstracoes podem ser encontrados na secao
1.3.1 de [25]. Usaremos o espago L*(2) (veja da préxima segao).

Comecamos relembrando a definicao de espacos de Sobolev de funcoes avaliadas em C
e definidas em € C R" aberto com ) compacto. Para ¢ € C°(Q) e s € N defina a norma

[¢llw= = { D 110°0I[72(0) (1.19)
|a|<s
onde a = (a1,...,qp), 0% = (=)l ... 92 e |a| = >_; @ para a; inteiros nao-

negativos. Portanto, definimos:

Defini¢ao 1.6. O espago de Sobolev W*(2) € o completamento de C§°(2) com respeito

a norma (|1.19)).

Observacao 1.1. O completamento de C§°(§2) com repeito a norma (1.19) significa que
W#(Q) consiste das classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy na norma ||.||ws,
onde duas sequéncias de Cauchy sao equivalentes se possuem o mesmo limite em W*(2).

Disto concluimos que C§°(Q2) € denso em W*(S).

Observagao 1.2. Quando s = 0, temos que W°(Q) = L*(Q). Podemos definir espaco de

Sobolev para fungées ¢ : Q — R omitindo o termo (—i)l*l em 0°.

Agora estendemos esta definicao de espagos de Sobolev de s € N para s € R, através

da transformada de Fourier de uma fungao.
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Definigao 1.7. Dada ¢ € L'(R"™) definimos a transformada de Fourier de ¢ como

~

¢(&) = . ¢(x)e 4 dw (1.20)

onde dx = Wd% ...dxy, dry...dx, € a medida de Lebesque do R™ e x.£ = x1& +
coe €.

O proximo resultado sobre a transformada de Fourier é bem conhecido e pode ser

encontrado no capitulo 1 de [28, pag.14].

Proposicao 1.6. 1. A transformada de Fourier é uma isometria em C3°(R™) na norma

L?(R"), e estende-se para uma isometria em L*(R™).

2. u(x) = [p. etU(E)dE.

—_

3. 0%u(&) = £*u(€) onde £ = &M ... % para & = (&, ..., &n)-
4o zou(€) = 0°u(é).
Definicao 1.8. Dado duas normas || - |1 e || - ||2 em um espaco vetorial E, escrevemos

-1~ [ - 2,

se existem constantes positivas Cy, Cy tais que

Crllfll < 1fll2 < Gl £,

para toda f € E. Dizemos que || - ||1 € equivalente a || - ||2.

Proposicao 1.7. Para s inteiro nao-negativo e ¢ € C3°(2)

6]l ~ ( / BOPA+|¢2) de)”, (1.21)
Rn
onde ¢ =0 em Q°.

Demonstracao.

161R- = D N0l = D 110°6I13

|af<s laf<s

= 3 [ edora

lal<s

= Rﬁ(é)\z >l | de.

laf<s
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Como Z|a|<s €212 e (1 + |£]?)*® sdo polinomiais em & de mesmo grau, existem constantes

positivas C, Cy tais que

Y P <A+ < Y e,

laf<s lal<s

do qual
Cillolfy- < [ 8P+ 16)dg < ol
Portanto,
e thwe ~ ([ 17RO+ 1€R) a0
O
Como as normas || - [[ws e (fpn | 7 [2(1 + [€]?)°d€)? sdo equivalentes em C5°(Q) para

s € N, e a segunda é definida para s € R, definimos

Defini¢ao 1.9. Para qualquer s € R, o espago de Sobolev W*(2) € o completamento de

Ce(Q2) com respeito a norma

Iolle s= (| 9P+ &) dg)'” (1.22)

Esta definicao estende a Defini¢ao para qualquer s € R.
Observacao 1.3. Para qualquer s € R, C3°(Q2) é denso em W*(2).

Como (1 + |€[%)* > (1 + |£]*)! para s > t, segue que se s >t > 0 > r, entao temos o0s
mergulhos continuos

W s Wheas W0 =L — W". (1.23)

Em particular, obtemos que W*(Q) ¢ um subespago de L?*(2) para todo s > 0.

Agora, apresentamos as principais propriedades de espagos de Sobolev.

Teorema 1.3 (Teorema de Mergulho Sobolev).

d € WHQ) = ¢ € C5(Q)
para todo s <k — 3.
Coroldrio 1.3. Se ¢ € (g WH(QY) = ¢ € C=(Q).

Definicao 1.10. Um operador entre espagos de Banach é compacto se a imagem de toda

sequencia limitada contém uma subsequencia convergente.

Teorema 1.4 (Teorema de Compacidade de Rellich-Kondarachov). Se t > s entdo a

inclusio WH(Q) — W*(Q) € compacta, onde Q C R™ é aberto e Q é compacto.

9
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1.3 Distribuicoes e espacos de Sobolev em variedades

compactas

Nesta segao, apresentamos a defini¢cao de espagos de Sobolev em variedades Riemanni-
anas compactas e alguns conceitos sobre a teoria das distribuicoes que serao usados neste
trabalho. Os detalhes podem ser encontrados no Capitulo 4 de [8, pag.97-104].

Comecamos definindo o importante espaco de Hilbert
L*(M):={f: M — C mensuravel : ||f||z> < oo}

onde ”
9 1= 2 d h)r2 = hdw.. .24
111l ( [ wg) o (b= [ s, (1.24)

Defini¢ao 1.11 (Espagos de Sobolev em variedades compactas). Sejam (M, g) uma
variedade Riemanniana compacta de dimensao n e {(U; C M, p;)} um atlas coordenado
localmente finito de M. Considere uma parti¢ao da unidade {p; : M — [0,1]} subordinada
a cobertura {U;}. Para qualquer s € R, defina o espago de Sobolev W*(M) como o

completamento de C*°(M) com respeito a norma

2

\’¢HWS(M) = (Z [(pig) o @i_lH%/vs(%(Ui))>

Observagao 1.4. Esta defini¢ao nao depende da escolha do atlas coordenado localmente
finito de M, isto €, se {(V;,1;)} € outro atlas localmente finito de M com parti¢do da
unidade {p;} entdo

Uipipi Vit

we R [ f s

in

Observacao 1.5. Todos os resultados da secao anterior se estende para espacos de So-

bolev em variedades Riemannianas compactas.
No que segue, falaremos sobre distribuicoes em variedades Riemannianas compactas.

Definicao 1.12. Defina o espago das fungées testes D(M) como C°(M). Dizemos que
uma sequencia {@g} converge a p em D(M), se para qualquer dominio coordenado U C M

e para qualquer multi-indice o, 0%pr — 0%p uniformemente em U.

Denote por D'(M) o espaco dual de D(M), isto é, o espago de todos os funcionais

lineares continuos em D(M). Os elementos de D'(M) sdo chamados distribui¢oes em M.

Notagao 1.1. Denotaremos a agao de uma distribui¢cao w por uma funcao teste ¢ como

(u, ).

Definigao 1.13. Dizemos que uy converge a u em D'(M), se (ug, p) — (u, ) para todo
p e D(M).

10
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Podemos associar qualquer v € L?(M) com uma distribuigao pela seguinte regra:

(u, ) :/ up dwg
M

para qualquer ¢ € D(M). Isto é um mergulho
L*(M) — D'(M). (1.25)

Agora faremos o andlogo das distribuigoes do espago de fun¢ao C'*°(M) para campos
vetoriais suaves ['(T'M). Denotemos ['(T'M) por D(M).

Defini¢ao 1.14. v, — v em D(M), se para cada dominio coordenado U em M e cada
multi-indice o, as componentes dos campos na carta satisfazem 0%vy,; — 0%v; uniforme-

mente em U quando k — oo, para cada 1 =1...n.

Novamente consideramos o espaco dual [IV(M), e chamamos v € D'(M) de campo

vetorial distribucional.
Definicao 1.15. u, — u em D'(M), se (uy,v) — (u,v) para qualquer v € D(M).

Definicao 1.16. Um campo vetorial v em M ¢é mensurdvel, se todas as suas componentes

em qualquer carta sao fungoes mensurdveis de Lebesgque. Defina EP(M) como o conjunto

dos campos vetoriais mensurdveis v tais que |v| = <U,U>£1,/2 € LP(M), parap > 1.

Com a norma ||v||z, == || |v]||», LP(M) é um espaco de Banach completo. Para p = 2,

L2(M) ¢é um espaco de Hilbert com o produto interno
(v, W), = / (v, W)y dw,. (1.26)
M

Por fim, observamos que podemos associar & um campo vetorial v € L?(M) um campo

vetorial distribucional por

(0,9) = /M (0, )y, (1.27)

para toda 1) € D(M). Isto é um mergulho L2(M) — D'(M).

Agora estendemos a definicao do Laplaciano para distribuigoes:

Definicao 1.17. Dadaw € D'(M), seu Laplaciano distribucional Ayu € D'(M) € definido

por
(Agu, ) = (u, Agp) (1.28)

para toda ¢ € D(M).

Notamos que o lado direito de (1.28) é uma distribuicao, pois Ayp € D(M) e se
or — @ em D(M) entdao Agpr — Ay em D(M), donde (u, Agpr) = (u, Ayp).

11
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Se u é qualquer funcao suave entao seu Laplaciano classico Aju satisfaz a relacao

(1.28]), pois pela férmula de Green (Corolério e o mergulho (1.25))
(Agu, p) = / (Agu)p dwy = / ulgp dwy = (u, Agp). (1.29)
M M
Logo o Laplaciano cléssico coincide com o Laplaciano distribucional.

Definicao 1.18. Dado u € D'(M), definimos o gradiente distribucional Vu € D'(M) por

(Vau, ) = —(u,div, ) (1.30)
para qualquer 1 € ﬁ(M)

Do Corolario [1.1] segue que o gradiente cléssico de uma funcao suave coincide com o
distribucional.
Agora estamos pronto para definir outras caracterizacoes de importantes espagos de

Sobolev e apresentar uma extensao da Férmula de Green em funcgoes.

Definicao 1.19. Defina o espago 1-Sobolev
WYM) := {u e L2(M) : Vyu e L*(M)} (1.31)

Teorema 1.5 ([8], Lema 4.3, pdg.100). W(M) com o produto interno

(u, V) = (u,v) 2 + (Vgu, Vgu) g2 = / Y Wy +/ (Vu, Vau), w, (1.32)
M M
e norma associada
e = el + 1Vyudfys = [+ [ 190, (1.33)
¢ um espaco de Hilbert.
Definicao 1.20. Defina o espago 2k-Sobolev
W(M) :={ue L*(M): Agu,...,Abu e L*(M)} (1.34)

para k inteiro nao-negativo.

Com a norma

k
lullfae = D 1|1 AGul[Z,
=0

temos que W2 (M) é um espaco de Hilbert.

12
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Teorema 1.6 (Férmula de Green). Se uw € WY(M) e v € W?(M) entao

/ UA v wy = —/ (Vgu, Vyv) 4w, (1.35)
M M

Observagao 1.6. Neste trabalho, A, : L*(M) — L*(M) € um operador negativo, pois

(Ag, P) 12 = /M¢Ag¢wg = /M<vg¢a Vyp)gwy < 0.

1.4 O ntcleo do calor em variedades compactas

Seja (M, g) variedade Riemanniana compacta sem bordo com o operador Laplaciano

A, associado. O operador
L= Ag - at

estd definido no espaco C°(M x (0,00)). A equagao do calor é dada por
Lu(z,t) = —F(x,t) (z,t) € M x (0,00) (1.36)

Se F' = 0 entao a equacao ¢é dita homogénea, e caso contrario, é dita nao homogénea.

Proposigao 1.8. Seja u(x,t) uma solugdo da equagio do calor homogénea (1.36)). Entdo

a aplicagao t € (0,00) — ||u(-,t)||%2(M) € uma fungdo decrescente.

Demonstracao. De fato, derivando sob o sinal da integral
Oil|u(-,1)| |32 :at/ u(z,t)?dw(z) = / 2u(x, t)Oyu(x,t) dw(z)
M M
= 2/ u(z, t)Au(z, t) dw(x)
M

_ /M (Vu(z,t), Vu(z, 1)y do(z)
= —2[|Vu(z,t)]|7. < 0.

Portanto, t — |[|u(-,t)[|7, é decrescente. O

Corolario 1.4. Dado fungoes continuas f : M — R e F : M x (0,00) — R, existe no
mdzimo uma fun¢ao u € C(M x [0,00)) satisfazendo a equagao (1.36) com dado inicial

u(z,0) = f(z) x € M. (1.37)

Demonstragao. Sejam u; e ugp solugdes do problema (1.36) e (1.37)), entdo v = u; — us
satisfaz
Lu(z,t) =0 (z,t) € M x (0,00)

uw(xz,0) =0 =z € M.

(1.38)

13
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Pela Proposicao obtemos que |[|u(-,t)||3. ¢ uma fungdo decrescente de t. Como
u(z,0) = 0 para todo x € M, obtemos que

u(z,t) =0

em M x [0, 00). O

Proposicao 1.9 (Principio de Duhamel). Sejam u,v € C*°(M x (0,t)). Entao para todo
la, B] C (0,t) temos

/M{u(z, t—B)v(z,B) —u(z,t — a)v(z,a) bdw(z)
B
= / /M{(Lu)(z,t —1)v(z,7) —u(z,t — 7)(Lv)(z,7)} dw(z) dT.

Demonstracao. Temos que

(Lu)(z,t — T)v(z,7) —u(z,t — 7)(Lv)(z,T)
= (Au(z,t —71))v(z,7) —u(z,t — 7)Av(z,7) + O (u(z,t — T)v(z,7)).

Agora, aplicando a Férmula de Green no segundo membro da igualdade e depois inte-
grando com respeito a 7 obtemos o afirmado. O
Definicao 1.21. Uma solug¢ao fundamental da equacdo do calor ou nicleo do calor
em M € uma fungao e(z,y,t) € C®(M x M x (0,00)) que satisfaz

(A, — Ope(z,y,t) =0

(1.39)
liInt—>0 fM 6(1’, Y, t)f(x)dw(x) = f(y)7
para toda funcao f € L*(M).

A existéncia do nicleo do calor em M pode ser vista no Teorema 3.22 [25, pag. 100]
ou em [4, pdg. 151]. A partir deste ponto admitimos a existéncia do niicleo do calor em
M.

Proposicao 1.10. O nicleo do calor em M € unico e simétrico no espaco M x M, isto

é e(x,y,t) =e(y,z,t).

Demonstracdo. Suponhamos que e; e e; sejam solugoes de . Fixe z,y € M e defina
u(z,t) = e(z,z,t) v(z,t) =exz,y,t).
Aplicando o Principio de Duhamel para u e v obtemos
/M{el(z, z,t — Bea(z,y, ) —e1(z,x,t — a)ea(z,y, ) pdw(z2),

14
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pois L,e; = L,es = 0. Fazendo a — 0 e f — t, obtemos ey(z,y,t) = e1(y,x,t). Em
particular, escolhendo e; = es obtemos que a solugao fundamental é simétrica.
Como o nucleo do calor em M é simétrico obtemos que es(x,y,t) = ei(y,z,t) =

e1(x,y,t), que prova a unicidade. ]

Proposicao 1.11. Dada f: M - R e F: M x (0,00) — R continuas, entdo

t
e t) = [ ettt @iotn) + [ [ elogt— )P doty) ds
M 0o Jm
¢ a solugao do problema de valor inicial ((1.36) e ((1.37)).

Demonstra¢ao. Suponhamos que damos o nicleo do calor e(z,y,t) em M e que exista
solugdo u(z,t) do problema de valor inicial (1.36) e (1.37). Tome v(z,t) = e(z,2,t), e

substitua u e v no Principio de Duhamel. Entao
/{uzt Ble(z, z, B)—u(z, t—a)e(x, z,a) } dw(z) / / F(z,t—s)e(x, z,s) dw(z) ds.
Fazendo f — t e @« — 0, obtemos

u(z,t) = /Me(:z:,z,t)f(z) dw(z) —|—/0 /MF(z,t —s)e(z, z,8) dw(z)ds. (1.40)
[

Observacao 1.7. A Proposicao [1.11] ¢é uma outra prova da unicidade de solucdo do

problema de valor inicial (1.36) e (1.37)).

Observacao 1.8. Para todo (z,t) € M x (0,00),

/Me(:v,y,t) dw(y) =1, (1.41)

pois u(x,t) = 1 resolve o problema de valor inicial

Lu=20
u(z,0) = 1.

Observacao 1.9. Para qualquer s,t > 0

e(x,z,t+s)—Ae(w,y,t)e(y,z,s)dw(y), (1.42)

pois para y € M fixo, u(z,t) = e(z,y, s + t) resolve o problema

15
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Com a existéncia e unicidade do nicleo do calor e(z,y,t), podemos definir um ope-
rador integral que desempenhara um papel importante na decomposicao espectral do

Laplaciano:

Definigao 1.22. Para cada t > 0, o Operador do Calor ¢'®s : L*(M) — L*(M) ¢é
dado por

(% f)(x) = / (. y, ) (y) do(y). (1.43)

M

Observagao 1.10. Como e(xz,y,t) é suave em x, entao para f € L*(M) obtemos que
ethaf € CF(M) para todo t, k. Como C*¥(M) é denso em W¥ (M), obtemos que e'®s f €
W= (M) para todo t,s.

Proposigao 1.12. Se f € L?(M), entdo (' f)(z) resolve a equagdo do calor

(As = 0) (e f)(x) = 0
lim (e = .
lim (S )@) = (@)
Demonstracao. Basta usar a Definicao do nticleo do calor em M, a diferenciagao
de (€29 f)(x) sob o sinal da integral (Veja Teorema 2.27 de [7, p4g.56]) e o Teorema da

convergéncia dominada. O

A seguir enunciamos algumas propriedades deste operador integral. Dentre elas, cha-
mamos atencao para o item [l que consiste da importante propriedade de semigrupo de

operadores. Para uma discussao da Teoria de Semigupos de Operadores veja [9).

Proposicao 1.13 (Propriedades). Para cada t,s >0

1 tA A

PLZAVINPC (t+s)Ag.

9 = e

2. B9 ¢ um operador auto-adjunto e positivo em L*(M).

3. e'®s ¢ um operador compacto e limitado em L*(M).

4. Parat >0,

etAg — ( Ag)t.

Demonstragao. 1. Isto segue do fato que e(x,z,t +s) = [, e(z,y,t)e(y, z, s) dw(y),

16
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conforme visto na Observacao (|1.9)), pois
@8 h@) = [ ezt 9f@)dofe)

= [ ([ vtz dot)) 1) o)

_ /M(/Me(y,z,s)ﬂz)dw(z)) e(r,y,t) dw(y)
= [ @ Nwet vt dat

<

2. Para f,h € L*(M),
(€55 f Ry = /M (%9 f)()h(x) du(z)

= [ cwpnswa o)

-/ { /[ e<x,y,t>h<x>dw<x>}f(y)dw<y>

- [ cwmon s} i) 0
= [ @) s) doty)

= (f,e%h) e,

onde foi usado em ([1.44) que e(z,y,t) é simétrico em M x M. Isto mostra que €'

é auto-adjunto em L*(M). Do item [1 obtemos que

(ex9¢3% f, f)
(€359 f €389 f)

0,

<etAgf7 f>L2

v

isto ¢, e é um operador positivo.

3. Da Observacdo[L.10temos que e'®s é um operador de L*(M) em W*'(M). Admitindo
que e'?s : L[2(M) — WY(M) é continuo e usando o Teorema [1.4] que garante que a
inclusio i : WY(M) — L*(M) é um mergulho compacto, segue que i o /29 = et .

L*(M) — L*(M) é compacto (e limitado). Pois, a composicao de um operador

continuo com um operador compacto é compacto.

Para ver que e'®s : L?(M) — W'(M) é continuo, basta notar que se f; — 0 em
L*(M), entdo |[e" 29 fj||z2 — 0 e ||0n, e f;]|z2 — 0 para todo i = 1,...,n, que é

equivalente a afirmar que e*®v f; = 0 em W!(M). De fato, notemos que para ¢ > 0

17
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fixo, e(z,y,t) é suave em Q x , onde Q C R™ é um dominio coordenado de M.
Entao f; — 0 em L?*() implica

D, / e(z, . ) f;(y) dw(y / O,y ) f () dw(y) >0 (1.45)

: A tA tA
uniformemente em Q. Logo, segue que ||0,,€"29 f;||12 — 0 ¢ ||e"29 f;]|r2 — 0 em cada
dominio coordenado de M. Pela definigao da norma Sobolev em M, e considerando

a parti¢do da unidade {p;} subordinada a cobertura {{;}, obtemos que e'®¢ f; — 0
em W*(M).

4. Para k € N, isso segue imediatamente da propriedade de semigrupo. Para ¢ € N,

segue da propriedade de semigrupo que

(eéAg)q — eAg .

1 1
Logo e = (¢®9)a. Como Q é denso em R, usamos a continuidade de e®s com
respeito a t para obter e/®s = (¢29)! para todo t > 0.

]

Uma das utilidades destas propriedades do operador do calor e**

9 é que possibilita a
solugao do seguinte problema:
PROBLEMA DE AUTOVALOR FECHADO: Quais sao todos os niimeros reais A para os

quais existe uma solu¢do nao trivial ¢ € C°°(M) do problema
Agp+ Ao =07 (1.46)

Observacao 1.11. Os A\’s e 0s ¢ s que resolvem este problema sao chamados autovalores e
autofungoes do operador —A,, respectivamente. O auto-espaco associado a X é denotado
por Aut(A). O conjunto de autovalores {\} serd chamado o espectro de (M,g) ou o

espectro do operador —A,.
A solugao deste problema é dada no proximo teorema.

Teorema 1.7 (Decomposicao de Sturm-Liouville para o problema de autovalor
fechado:). Seja (M, g) variedade Riemanniana compacta de dimensao n. Entao existe
uma base ortonormal {¢;} de L*(M) consistindo de autofungies de L := —A, com res-

pectivos autovalores {\;} satisfazendo
0:/\0<)\1 S/\2—>—|—OO

Além disso, cada autovalor possui multiplicidade finita e ¢; € C(M).

Demonstracdo. Da Proposicao [1.13] ¢ é um operador auto-adjunto e compacto no
espaco de Hilbert L?(M) para cadat > 0, donde do Teorema Espectral (veja [29, pag.497])

18
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existe base ortonormal {;(t)} de L*(M) consistindo de autofuncoes de e2 com respec-

tivos autovalores reais {7;(¢)} satisfazendo

Yo(t) =) > ... > w(t) =0, (1.47)

quando k — oo.

A

Como €29 é um operador positivo, segue que 7;(t) > 0 para todo i, pois

(e90i(t), s(t)) = 7(t){i(t), @i(t)).

Se algum 7;(t) = 0 entdo existe f # 0 tal que e'®sf = 0. Usando as Propriedades de

semigrupo e auto-adjuntividade de e*®s obtemos

0= (e f, f) = (3% 0 39, f) = (289 f, e320 f), (1.48)

do qual e289 f = 0. Usando um argumento indutivo, obtemos que e f = 0 para todo
n € N. Logo f = lim,_,ge'®s f = 0, que é uma contradicdo. Portanto, v;(t) > 0 para todo
1.

Usando o item [] da Proposigao [I.13], obtemos que para todo ¢,k > 0,

Yi(tk) = (vi(t)*,  @iltk) = i(t).

Em particular, v;(t) = (v;(1))f = et %MW) e o, (t) = (1) paratodo t > 0. Como f(x,t) =
(e'®9¢pg)(z) é solucao da equacdo do calor homogénea com dado inicial f(-,0) = ¢g(-),

segue da Proposigao [1.8 que a funcao

10z

é uma funcao decrescente em ¢. Logo 7y(1) < 1 e consequentemente In;(1) < 0. Defina

Aji=—Invy;(1),  @; = p;(1). (1.49)

Entao e®p; = e V', para todo j € N. Como e'?9¢; é solugao da equagio do calor

homogeénea, obtemos
0= L(e"®rp;) = e M Agips — 0;0he ™" = eV A o) + Xjp;}-

Logo ¢; é uma autofuncdo de £ com autovalor A;. Como v;(1) é decrescente com respeito
a j e (1) = 0 quando j — oo, segue que \; é crescente com respeito a j e A; — 00
quando j — 00, respectivamente.

Em particular, como Afp; = (—1)*Afp; € L?(M) para todo k € N, segue da Definicao
m que p; € W2 (M) para todo k € N. Da relagao da pagina |§|, segue que

19
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©; € ﬂ W¥(M), donde do Teorema de Mergulho Sobolev (1.3 p; € C>=(M).

keR
Usando a Formula de Green, obtemos que

| @i Vaots == [ oitern =2 [ o, (150
M M M

Portanto, A\; > 0 para todo j.
Agora, se Ayf = 0 entao da Férmula de Green, segue que fM |ng|§ wy = 0. Logo
V,f =0, e assim df = 0. Como M ¢é conexa, obtemos que f é constante. Portanto, 0

¢ um autovalor de multiplicidade 1 de £ e ker(£) = Aut(0) = {f € C®(M) : f = cte}.

Como et& et

9 é compacto, segue que a multiplicidade dos seus autovalores é finita, e
portanto a multiplicidade dos autovalores de £ é finita também. Desta forma podemos
listar os autovalores de £ (repetidos de acordo com a multiplicidade de cada autovalor)
como

0:)\0<>\1§/\2§...—>+OO.
Isto finaliza a prova. O

Observacao 1.12. Para autofuncoes p;, p; de L correspondendo a autovalores distintos

iy Aj, seque que
0= / {0ilgj = 0iBgpitwy = (A — Aj)/ i Wo- (1.51)
M M
Logo ¢; € ortogonal a p; em L*(M).
Portanto, L*(M) é a soma direta dos auto-espagos associados aos autovalores de L.

Corolario 1.5. O nicleo do calor e(x,y,t) possui o sequinte desenvolvimento em série:

o0

e(z,y,t) = > _ e Noi(x)p;(y), (1.52)

J=0

onde {p;} € a base ortonormal de L*(M) e {\;} € o espectro de (M, g) fornecido pela
Decomposicao de Sturm-Liouville. Além disso, a série (1.52)) converge uniformemente
para cada t > 0.

oo

Demonstragdo. Para x € M et € (0,00) fixos, e(z,y,t) = > " (e(z, -, 1), p;) r29;(y) e

(e(w, 1), @) e = (e"0p) (2) = e Mgp;(a).

Entéo e(z,y,t) = 372, e Nipi(x)p;(y) em L*(M) na varidvel y e x,t fixos. Em particu-

lar, existe uma sequéncia j; — oo tal que

Jk
Z eiAjtgpj (x)30]<y> — €($, Y, t)a
=0

20
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pontualmente em qualquer z,t e para quase todo y. Como pela Observagao [1.9]
le(x, - t/2),e(x, - t/2)) 2 = e(z, 2/, 1),

a série Z;io e Nty (x)p;(x') converge pontualmente com limite continuo em ¢, x, z’. Por-
tanto, » 77, e Nl (r)p;(y) — e(z,y,t) pontualmente em todo lugar. Assim, pelo Te-
orema da Convergéncia Dominada, vale a expansao em L*(M x M) para cada
t > 0.

Agora, a continuidade e a simetria do ntcleo do calor e(x,y,t), com a positividade do
operador e'®s, implica, via Teorema de Mercer ([24, pag.245]) que a expansdo é

uniformemente convergente para cada t > 0. O]

Corolério 1.6. / e(z,z,t)dwy(x) = Z e~ Mt = Tr (e!?9),
M :

Jj=0

Demonstracao. Pelo Corolario anterior,

| cwanids@ =Y [ M@t = 3
Como e®s é um operador limitado,
Tr(e0) = (€00, 002 = Y (e M) =Y ™,
=0 =0 =0
onde {\;} é o espectro de L obtido na decomposicao de Sturm-Liouville. O

Observacao 1.13. A defini¢ao de operadores da classe de trago pode ser vista em [17,
pdg.330]. Um operador T : H — H € da classe de trago, se é compacto e

+oo

Z s;(T) < 400,

J=1

onde {s;(T)} sdo os autovalores de (T* o T)Y/?, sendo T* o adjunto de T.

Em particular, obtemos da auto-adjuntividade, positividade e compacidade em L*(M)

de €9 e do Coroldrio que €9 é um operador da classe de trago.

1.5 A expansao assintética do niicleo do calor em M

Definigao 1.23. Escrevemos A(t) ~ Y2 bt/ se para todo N > jo

lim th:jO = 0. (1.53)
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Chamamos y >~ . bit! de expansdo assintdtica de A(t), onde A(t) ¢ uma funcdo que de-

pende de t.

Teorema 1.8. e(x,z,t) tem a expansdo assintdtica

e(x,x,t) ~ (4nt)~"/? Z ug(z, 2)t*, (1.54)
k=0

onde ui(z,r) = Pi(R,) e up(x,7) = Po(Ry, VRy, V2R,,...,.V*™1R,) para k > 2 sdo
polinomios universais no tensor curvatura e nas suas derivadas covariantes.

Demonstrac¢ao. Veja Proposigao 3.23 de [25, pag. 101]. ]

Observacao 1.14. Conforme pode ser visto em [25, pdg. 103], uo(x,z) =1 e uy(z,x) =

£s(x), onde s(x) denota a curvatura escalar.

Agora, apresentamos a importante expansao assintotica do trago do ntcleo do calor:

Teorema 1.9. Seja {\;} o espectro de (M, g) obtido na Decomposi¢cao de Sturm-Liouville.
Entao

Tr(e!®9) = Z et~ (4t) /2 Z at”,
i=0 k=0
onde ar = [, ur(x, x)dwy(z).
Demonstragcao. Consequéncia imediata do Corolario [1.6[e do Teorema [1.8 O

Definicao 1.24. Os ay’s sao chamados invariantes do calor.

Observacao 1.15. Usando a Observagao obtemos que

;em ~ W {V(M) + é /Ms(x) dw() + O(t2)} : (1.55)

onde V(M) = [,,dwy(x). Logo o conhecimento do espectro do Laplaciano em (M, g)
determina o volume de M e o valor da curvatura escalar de M.
Em particular no caso de dimensao 2, isto €, superficies, obtemos pelo Teorema de

Gauss-Bonnet e o fato que a curvatura escalar é duas vezes a curvatura Gaussiana que

iem ~ Vﬁf) + X(éw) +0(t). (1.56)

Portanto, o conhecimento do espectro do Laplaciano em superficies determina também a

caracteristica de Euler.

Definigao 1.25. Duas variedades Riemannianas (M, g) e (N, h) sao isoespectrais, se o0s

espectros dos Laplacianos —A, e —Ay, contados com multiplicidade, coincidem.
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1.6. Curvatura geodésica sob deformacao conforme em superficies 23

Com o que é discutido na Observacao [1.15] segue o proximo corolario e teorema.

Corolario 1.7. Se M e N sao variedades Riemannianas compactas isoespectrais, entao

M e N possuem o mesmo volume e a mesma dimensao.

Teorema 1.10. Sejam (M, g) e (N, h) superficies compactas isoespectrais. Entao M e

N sao difeomortfas.

Demonstracao. Superficies compactas e orientaveis com a mesma caracteristica de Euler

sao difeomorfas. ]

Em particular, o Teorema fornece uma condigao necessaria para superficies serem
isoespectrais, isto €, elas devem ter a mesma caracteristica de Euler.
O préximo teorema fornece outra forma de ver que o conhecimento do espectro de

uma variedade Riemanniana compacta determina o seu volume.

Teorema 1.11 (Férmula Assintética de Weyl). Sejam {0 = Ao < Ay < Ay...} 0 espec-
tro de (M, g) obtido na Decomposi¢io de Sturm-Liouville e N(X) a fun¢ao contagem do

numero de autovalores, contados com multiplicidade, < \. Entao
N(A) ~ w,V(M)NY?/(2m)" (1.57)

para A — 400, onde w, € o volume da bola unitdria no R™, V(M) € o volume de M en

¢ a dimensao de M. Isto implica que

A2 k(2)" fwn V (M), (1.58)

2
n

para k — +00, isto €, limy_,e Ak~ 7 = C(n){V (M)} "%, onde C(n) = {(Tjn} .

Demonstracao. Veja [4]. O

1.6 Curvatura geodésica sob deformacao conforme

em superficies

Para tratar da expansao assintética do traco do operador do calor em superficies com
bordo, precisamos da nocao de curvatura geodésica.

Dada uma curva 7 : [ — S parametrizada pelo comprimento de arco (p.p.c.a), onde
S é uma superficie regular de R3, a projecao da derivada segunda de v sobre o espaco
normal NV, permite medir a velocidade que a curva ~ se afasta do espago tangente através
da curvatura normal k, = (N,v”). Poderfamos nos perguntar que propriedade de =y
obtemos se projetarmos a derivada segunda de 7y sobre o espago tangente.

Lembremos que no caso de uma imersio isométrica f : M — M entre variedades

Riemannianas, obtemos que a conexao de Levi-Civita de M relativa a métrica induzida

23



24 1. Preliminares

por f é dada por (@)T = V, onde V é a conexao de Levi-Civita de M e T denota a
projecao no espaco tangente. Assim, podemos usar a derivada covariante da superficie

para a projecao da derivada segunda de . Veja a Figura (1.1}

T g I

j"

Figura 1.1: Construcao da curvatura geodésica kg

Definiremos a curvatura geodésica como segue:

Definicao 1.26 ( [6], Definicao 4, pag. 94). Seja (M, g) uma superficie orientada e V
a sua conexdo de Levi-Ciita. Seja v : I — M wuma curva reqular p.p.c.a. Tome um
referencial ortonormal local {e1,es} na orientagio de M tal que, restrita a 7y, ei(s) =

7' (s). Defina a curvatura geodésica k, em y(s) como o nimero
kg = g(Vy(s)er, e2). (1.59)

Em seguida, obtemos uma interpretacao geométrica da curvatura geodésica. Para

realizar isso, lembramos algumas defini¢oes satisfeitas em superficies.

Definigao 1.27 ([0], Defini¢ao 2, padg.94). Uma campo vetorial Y ao longo de uma curva
v I — M ¢ dito paralelo, se a deriwada covariante V.Y =0 para todo s € I.

Defini¢ao 1.28 ([6], Definigao 3, pdg.94). Uma curva v : I — M é uma geodésica, se

v (s) € uma campo paralelo ao longo de 7.

Como ¢é mostrado em [5], dado uma curva diferenciavel v : I — M e vy € Ty M,
existe um tinico campo de vetores paralelo V' ao longo de ~y tal que V (tg) = vy. A curvatura
geodésica mede a variagao do angulo entre o vetor tangente da curva e seu campo paralelo,
que permite dizer que a curvatura geodésica mede o quao longe a curva esta de ser uma

geodésica:
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Teorema 1.12 ([5], Proposi¢ao 4. pag.95). Sejam (M,g) uma superficie orientada e
v : I — M uma curva regular p.p.c.a. Seja V' o campo paralelo ao longo de v e ¢(s) =
Ang(V(s),~'(s)). Entao
do
k = —. 1.60
Jls)) = % (1.60)
Corolario 1.8. Uma curva v : I — M p.p.c.a € uma geodésica se, e somente se, sua

curvatura geodésica anula-se em todo lugar.
Demonstracao. Basta usar o teorema anterior com a definicao de curvatura geodésica. [
Préximos exemplos serao uteis nesta dissertagao.

Exemplo 1.3. No caso do hemisfério superior, seque que o equador € uma geodésica, e
portanto a curvatura geodésica do bordo é nula. No caso de um disco unitdrio no plano,
a derivada sequnda jd esta plano tangente (ndo sendo mecessdrio proje¢ao), e portanto
ky(St) serd o produto interno usual do R? da derivada sequnda da S* com o vetor normal

da derivada de S*, que resulta em 1.

Agora, estamos prontos para fornecer uma relacao conforme entre a curvatura geodésica
de uma curva v em M na métrica g com a métrica § = €2*¢g, onde p € C*°(M). Para

realizar isso, antes faremos algumas defini¢oes e observagoes.

Definicao 1.29 ([13], pdg.118). Se M ¢ uma variedade suave com bordo, uma fun¢ao
definidora do bordo para M €é uma aplicagio suave f: M — [0,00) tal que f~1(0) = OM
e df (p) # 0 para todo p € OM.

Proxima proposicao garante a existéncia desta funcao especial:

Proposicao 1.14 ([13], Proposi¢ao 5.43, pag.118). Toda variedade suave M com bordo

possui uma funcgao definidora do bordo.

Defini¢ao 1.30 ([13], pag.119). Seja M wvariedade suave com bordo, f uma funcao defi-
nidora do bordo e p € OM. Dizemos que v € T,M aponta para fora se vf < 0, aponta
para dentro se vf > 0 e € tangente ao bordo OM se vf = 0.

Proposicao 1.15 ([13], Proposicao 15.33, pdg.391). Suponha que (M, g) seja uma vari-
edade Riemanniana com bordo. FEntao existe um unico campo suave normal unitdario N

ao longo de OM apontando para fora.

onde f :

Demonstracao. N seré a restricao a M do campo vetorial unitéario —ﬁ,
g
M — [0, 00) é uma fungao definidora do bordo. ]

Corolario 1.9 (Férmula conforme). Sejam (M, g) uma superficie orientada e {v} C

OM uma curva p.p.c.a. Em uma vizinhanga de ~y(s), considere o referencial ortonormal
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{e1,e2} na orientagdo de M, tal que restrita a 7, e1(s) = 7'(s) e ea(s) = N(y(s)), onde

N € o campo normal unitdrio ao longo de OM apontando para dentro. Entao
ki = e % (ky + Onp) (1.61)

em 7(s), onde Opp = g—f/ =g(Vp,—N) e g=e*g com p € C®(M).

Demonstracao. Notemos que

GePN,ePN) = (e PN, e *N) = g(N,N) = 1,
gle ?N,v) = e*g(e™¥N,v) =e?g(N,v) =0, YveT,0M.

Claramente, e"?N é suave e aponta para dentro, pois e ?N(f) > 0. Pela unicidade da
Proposicao |1.15, obtemos que e ?N é o tinico campo suave unitdrio normal ao longo de

OM apontando para dentro com respeito a métrica g.

Seja y curva p.p.c.a em M, isto é, g(%,7) = 1, donde
= %g(3,4) = gle?,¢7%).
Logo
ks(v(s)) = §(Vsd,e #N)
= (V57 +29 (Ve, %) 5 — g(3.4)Ve,e N)
= %9 (Vi) — eV, e ¥N)

= e“’g(V{'y, N) - eiipg<v§07 N)
= egog (e_mpv@“”"Y(e(p;Y) - e—cpg(;y, vecp),% N) - e—cpg(v% N) (162)

= %G (Vers(€74), N) — %G (T, N) (1.63)

— e Fhy(y(5)) + %9 (Vip, —N) (1.64)
_ _, 0y

= € “Dk’g—i-e @ﬁ

= ¢ 7 (ky+ Onp)

Em , como os vetores e?¥ e 4 tem a mesma direcao e sentido, onde o primeiro é
unitario e o segundo nao, na métrica g, segue que a curvatura geodésica na direcao de e¥+
no ponto y(s) é dada por ky(7(s)) = g (Vees(e97), N), conforme a defini¢ao de curvatura
geodésica.

Em , temos —N(f) < 0, ou seja, o campo —N aponta para fora, onde é exata-

mente o campo para o qual definimos a derivada normal.

Em ((1.62) foi usado a seguinte conta provinda das propriedades de conexao, isto é,
Vees (€7) = €2V (€7) = € (e?V37 + g(7, Ve?)y). O
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1.7 Expansao assintética do operador do calor em

superficies com bordo

Todos os resultados da Secao podem ser provados para o caso de variedades Rie-
mannianas compactas com bordo, via a condi¢ao do bordo de Dirichlet, isto é, ¢|sy = 0.
As demonstracoes decorrem de uma adaptacdao do Principio de Duhamel discutido na
Secao [L.4] a saber, equagao abaixo. Os detalhes das demonstracoes podem ser
encontradas no Capitulo VII de [4]. Nesta segao, expomos as extensoes dos principais
resultados da Secao [1.4] a decomposigao espectral do operador Laplaciano e o trago do
operador do calor em variedades compactas com bordo. Também apresentamos a ex-
pansao assintética do operador do calor de Dirichlet no Teorema |1.15| abaixo cuja prova

pode ser encontrada em [15].

Defini¢ao 1.31. Seja (M, g) variedade Riemanniana compacta com bordo de dimensao
n > 2. Definimos o nicleo do calor de Dirichlet em M como sendo o nicleo do calor
e(x,y,t) € C°(M x M x (0,00)) definido na Defini¢ao tal que

6(‘, Y, t)|(9M = 07

para todo (y,t) € M x (0,00).

A existéncia do nicleo do calor e(x,y,t) é dada na se¢ao 2 do Capitulo VII de [4].
Uma adaptagao do Principio de Duhamel (Proposicao dada por

B
/ /M ((Lu) (.t — 7)o(z,7) — u(z, t — 7)(Lo) (2, 7)}dw(2) dr
B u v
= /a /6M {S—N(w,t —1)v(w,7) — u(w,t — T)aa—N(w, 7')} dw(w)dr  (1.65)
+ /M{u(z,t = B)(z B) — ulzt— a)u(z, ) }dew(z)

para u,v € C°(M x (0,t)) e [a, ] C (0,t), permite mostrar que:

Teorema 1.13 ([4], Teorema 4, pag. 167). O nicleo do calor de Dirichlet e(x,y,t) é

simétrico em M x M e é unico.
Assim definimos o operador do calor:
Defini¢ao 1.32 ([4], Defini¢ao 3, pég.168). Para cada t > 0, defina o Operador do

Calor de Dirichlet ¢'®s : L2(M) — L?*(M) por

(%5 f)() := / (., £)f (5)der(y).

M

Pela definicao do ntucleo do calor de Dirichlet em M obtemos:
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Proposicao 1.16 ([4], Proposicio 2, pdg.168 ). Para cada f € L*(M), u(x,t) = (e f)(z)

¢ uma solugao da equacao do calor
Ayu(z,t) — Owu(z,t) =0 (1.66)

em M x (0,00).

Observacgao 1.16. As propriedades da Proposicao [1.15 se aplicam para o operador do

calor de Dirichlet.

PROBLEMA DE AUTOVALOR DE DIRICHLET: Seja (M, g) compacta com bordo. Quais

sao todos os nuimeros reais A para os quais existe uma solu¢ao nao-trivial ¢ € C*>°(M) de

A+ Ap =0

i . (1.67)
oM —

Observagao 1.17. Os \’s e ¢’s que satisfazem este problema sdo chamados autovalores
e autofungoes de Dirichlet de —A,, respectivamente. O conjunto de autovalores {\} serd

chamado o espectro de (M, g) ou o espectro do operador —A,.

Da mesma forma que na prova da Decomposicao de Sturm-Liouville (Teorema [1.7)

obtemos que a resposta deste problema é:

Teorema 1.14 (Decomposigao de Sturm-Liouville para o problema de autovalor
de Dirichlet:). Eziste uma base ortonormal {¢;} de L*(M) consistindo de autofungies

de Dirichlet de L := —A, com autovalores {\;} satisfazendo
O< << .= o (1.68)

Além disso, cada autovalor possui multiplicidade finita e ¢; € C*°(M).

Exemplo 1.4. Se parametrizarmos um cilindro euclidiano como S' x [0,a], entao para

¢ € C2(S") e p € C([0,a]),

d*¢ d*p

Aslgb = W e A[O,a]‘p = W (169)

Para St € fdcil calcular que {€™ : 0 € [0,27) } ez € uma base ortonormal de autofungoes
de —Agr em L*(S') com autovalores {m?* : m € Z}. F para [0,a], com as condi¢oes

de bordo p(0) = ¢(a) = 0, temos que {sen(

nmwr )
a

:x € [0,a]}nen constitui uma base de

autofungoes de —Apq em L*([0,a]) com autovalores {(*X)*},en. Como o Laplaciano no

im6 nmwx

i1 , 2 2 . .
cilindro € A = dd? + j?, seque que {e™ sen("7%) bnenmez constitui uma base ortonormal

de autofuncoes de A em L*(S* x [0,a]) com autovalores {(*£)* + m?}nenmez.-

Novamente os Coroldrios [1.5] e [L.6] se aplicam:
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1.8. Principio do Mini-Max 29

Corolario 1.10. e(z,y,t) = Z;’il e it (2)pi(y) com convergéncia uniforme e absoluta

para cada t > 0.
Coroldrio 1.11. [, e(z,x,t)dw,(x) = Y2, e " = Tr(e').

Observagao 1.18. A formula assintética de Weyl (Teorema continua valida no

caso com bordo.
Se M é uma superficie compacta com bordo entao em lugar do Teorema temos:

Teorema 1.15.
I
tAg\ o © /2
Tr(e) ; JE:O a;t!’”, (1.70)

onde

A L X(M)
_ - __— AN 1.71
ap = A’ ai 8\/7_T’ a2 6 ( )

sendo L := faM ds e A .= fM dA o comprimento de OM e a drea de M, respectivamente.

No caso que M é um dominio planar com a métrica euclidiana os seguintes termos da
expansao ([1.70) foram calculados explicitamente em [27] e entao

1

= — k2d
“ 28V Joumr ’
1 )
= — k*d 1.72
“T 35r Loy (1.72)
as = 1 k:4ds—; (K')*ds
25T Joum 212/ Joum 7

onde k é a curvatura geodésica da métrica euclidiana e k' é a derivada com respeito ao

comprimento de arco OM.

1.8 Principio do Mini-Max

Expusemos nas secoes anteriores a solugao do problema de autovalores
Ap+ =0 (1.73)

para variedades Riemannianas compactas com ou sem bordo. No caso com bordo acrescen-
tamos a condi¢ao ¢lgonr = 0 a (1.73). Chamamos a atengao que existem varios problemas
de autovalores, e um que sera de interesse nesta dissertacao sera o problema de autovalor

de Neumann.
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30 1. Preliminares

PROBLEMA DE AUTOVALOR DE NEUMANN: Quais sao todos os niimeros reais A\ para

0s quais existe uma solugao nao trivial ¢ € C>*°(M) de

Ap+XAp=0
a(b ? (1.74)
a—maM =0

Novamente, a resposta deste problema serd uma sequencia {)\;} de autovalores de
L= —A tal que

com autofungoes suaves {¢;} constituindo uma base ortonormal de L?(M).

Agora defina o espaco H como segue:

Definicao 1.33. 1. Para o problema de autovalor fechado,
H e {fewl(M);/ fdwgzo}. (1.76)
M

2. Para o problema de autovalor de Dirichlet

H =W (M). (1.77)
3. Para o problema de autovalor de Neumann

H:= {fer(M):/Mfdwg:O}. (1.78)

Uma ferramenta fundamental na teoria de autovalores é:

Teorema 1.16 (Principio do Mini-Max). Em cada um dos problemas de autovalores
(1.46), (1.67) e (1.74), seja {¢;} a base ortonormal suave de L*(M) constituindo auto-

fungoes de L com espectro {\;}i>1. Entdo

A = inf{% fe H}, (1.79)
(Ve S
A = mf{w.feH,/quﬁj—o,j—l...,z—l} (1.80)

Em particular, obtemos a desigualdade de Poincaré, que serd muito usada neste tra-
balho:

Corolario 1.12 (Desigualdade de Poincaré).

Jwsezaf 1

VfeH.
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Capitulo 2

O determinante do Laplaciano e seus

extremais em superficies

Neste capitulo, o principal problema discutido é: Fixada uma métrica oy em uma
superficie fechada M, considere a classe de todas as métricas conformes a oq que possuem
a mesma area, entao o determinante regularizado do Laplaciano associado as métricas
dessa classe atinge o valor maximo na métrica uniforme. Isto constitui o Teorema
a), dado na Introdugao. Dividiremos a prova em dois casos: x(M) < 0 e M = S%
Também mostraremos, no caso x(M) < 0, que esta métrica uniforme é o limite do fluxo
gradiente em W?(M)' dado pela equagdo de evolugao (2.25)), sob uma condigao inicial

@(z,0) = po(z). Veja Secao[2.5

2.1 Definicao do determinante regularizado

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo de dimensao n > 1, e
A, o Laplaciano associado a métrica g. Pela Decomposicao de Sturm-Liouville para o
problema de autovalor fechado (Teoremal[l.7), existe uma base ortonormal {;} de L?(M)
consistindo de autofuncoes de £ := —A, com autovalores \; satisfazendo 0 = Ay < Ay <

Ay < ... — 4o00. Além disso, cada p; € C*(M), por regularidade eliptica.

+00
Defina a fungao zeta associada a Ay por ((s,A,) == Z A; °, onde s € C.
i=1

Proposicao 2.1. ((s,A,) converge absolutamente e uniformemente em

n
{s € C: Re(s) > §+5},
para qualquer € > 0. Em particular, ((s,Ay) € analitica em {s € C: Re(s) > §}.
Demonstracao. Pela Férmula Assintética de Weyl, existe uma constante B > 0 tal que

I\:°| < Blk™n%| = B(k~n Rel),
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32 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

para todo k € N. Se Re(s) > 2 + ¢, entdao —2 Re(s) < —1 — 2¢. Consequentemente,

oINS BY kTt < BY k0, (21)
k=1 k=1 k=1

para todo € > 0. Como a série do lado direito da desigualdade ([2.1)) é convergente, segue
que ((s, Ay) converge absolutamente e uniformemente em {s € C: Re(s) > § +¢}. Em
particular, ((s,A,) é analitica em {s € C: Re(s) > 3}. O
Proposicao 2.2. ((s,A,) possui uma extensio meromorfa em C, tal que ((s,A,) €

analitica em s = 0.

Demonstracao. Usando a mudanca de variavel ¢ — ax para a > 0 obtemos

“+oo +00 “+o0o
/ t* e tdt = / ot e g dr = as/ ¥ e .
0 0 0

o0 1 +oo
Como I'(s) = [ ¢*~Te~tdt para Re(s) > 0, temos a~* = I )/ ¥ e dx. Por-
5)Jo
1 teo
tanto, A;° = m/o t*le N'dt. Para Re(s) > 2 +e,

1 [t LN
C(s,A,) = / 51 e~ — 1] dt, (2.2)
! I'(s) Jo ZZ;
onde Y F% e~ = Tr(eth).

Dado qualquer inteiro nao negativo N, usando que a expansao assintotica do trago do
operador do calor para t — 0% é Tr(e!2s) ~ t723 "1 q,t* (Veja Teorema , temos
para Re(s) > § + ¢,

1 1 1 N
/ ts—1<Tr(6tAg) o 1) dt = — = +/ Z aktk—l—s—l—n/Q + O(ts-l—N—n/Q) dt
0 5 Jo k=0
1 N a
k
S o
S + kZ:O k+s—1% +0(1)

Agora,

/ h 51 (i e‘“i) dt (2.3)

i=1
converge uniformemente e absolutamente em subconjuntos compactos de C, donde sera

uma fungao inteira. Logo a equagao (2.2) torna-se

(.80 = F {—%Qj%w(s)}, (2.4
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2.2. Férmula de Polyakov 33

onde f(s) é analitica em Re(s) > n/241— N. Da equagdo (2.4), temos que I'(s)((s, Ay)
possui uma extensao meromorfa em C, com polos simples em s = 0 e s = § — k para
k=0,1,2,...,N.
Agora, o polo em s =0 de I'(s)((s,A,) cancela-se com o zero simples de ﬁ, pois
1

- = O(s?
) s+ O(s%)
préximo de s = 0. Desta forma, obtemos uma extensao meromorfa de ((s,A,) em C que

¢é analitica em s = 0. O

Definicao 2.1. O determinante reqularizado do Laplaciano € definido como

d
det Ag = exp (_EC(S’ Ag)|s=0) .

2.2 Férmula de Polyakov

Seja M uma superficie fechada. Para provar o Teorema a), nos concentramos nesta
segdo em provar uma férmula para logdet A, em [og] := {€**0y : p € C°(M)}. Esta
férmula é conhecida como a férmula de variagdo conforme de Polyakov [22].

Defina a variagao de ((s, Ay) com respeito a ¢ € C*°(M) na diregao de ¢ € C*°(M)

por

6 a Au - ,A
%C(S,Ah) = %C(& Au)|u:0 _ }}L% C(3> ) - C(S h)’

onde h = e*?0¢, hy, = 2t Wy = 2Wh, A, := A, = e A, e u € R.

Um passo importante na obten¢ao da Férmula de Polyakov é que podemos comutar o

traco com a derivada do operador do calor, isto é,

0 tAy _ 2 tAy
5 TH(E ) o = Tr(e o).

Isto serd feito no Lema [2.2] Mas antes, provamos o seguinte lema que serd necessdrio no
Lema

Lema 2.1. A,et2 ¢ limitado em L*(M) para cada t > 0.

Demonstracao. Pela Decomposicao de Sturm-Liouville, existem autovalores 0 = \g <

A <X < ... — +oo de —A, com autofungoes associadas {¢;}; em L?*(M). Lembremos

D bit.2) — Auf(tiz) =0

que para f € L*(M), f(t,x) = e'® f(x) satisfaz dt . Logo
f(0,2) = f(z)
+oo
f(ta l’) = Z<f(tv .T), (Pj>L280j
=0
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34 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

para todo ¢t > 0. Denote f;(t,x) = (f(t,x),¥;), e notemos que usando a Férmula de

Green

d d

+o0

Portanto, f;(t,z) = e 'f;(0,z) para todo j. Assim, f(t,z) = Ze"\jtfj(o,x)goj(x) e
=0
+00 +oo
Auf(tx) = (Auf(tx), o) 205(r) = =) Nfilt,)p;()
j=0 j=0

—+o00

“+o0o
= =) N e M0, 2) (e )
j=0  1=0

= =) e N0, 2)p;.
=0

Logo,

d R o 1
Haf(t,x)H%FHAuf(t,:v>H%2 = ) At ”ﬂtt—2<f(a:>,soj(x)>%2
§=0

—+00

Sup (Ve ) 5 ST (f (1), )

Jj=0

IN

Notemos que C? = supjvt()\?tze_”ﬂ) < 400, pois aplicando a regra de L.” Hospital mostra-

2x

se que lim z2%e7%* = 0. Assim,

Tr——+00

d 1
1=/ (@, Ol < C* 511 ()72

Dal,
d C
| Aue® f(@)]] = [[Auf (8, 2)][ 2 = 15 FE D)l < —[1f(@)]ze,
ou seja,
A < &
t
para todo t > 0. ]

ou

Demonstracao. Primeiro, notemos que

Lema 2.2. 2T1r(«'3'5A")|u:0 =tTr 2Au\uzo et®r ) | onde 2Au|u:0 = 20y,
ou ou

O aany e (9 A
8uTr(e )—Tr<8ue >

De fato, como o funcional linear Tr sobre os operadores da classe de traco é continuo, pois
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2.2. Férmula de Polyakov 35

|'Te(T)| < ||T||4 (veja Teorema 4 de [14], pag. 333]), segue

o tAy _ tAy o
—Tr(e")]y=y, = lim Tr (i) ="Tr ( tA“) [P

—e
ou u—uy U — Uy ou

Sejam u; > ugy > 0, entao

Dividindo por u; — us,

tAu, _ otAy t _
Tr (w) :/ Tr (esAu1 (Aul Auz) e(t—s)Auz) dS,
Uy — U2 0 U] — Uy
e fazendo uy — u; na expressao anterior, segue
tAu, _ tAu t d
lim Tr (_> _ / Tr (es% (_ Au\u:m> e<t5>Aul> ds
uz—u1 U — Us 0 du
: d tA
= T _Au u=u R 2.5
fo (st ) ) o 2
d
=tTr ((@Aulu:ul) etAu1> ’

onde a igualdade em (2.5 segue da propriedade de semigrupo (Proposicao [1.13), e da

observagao que
d
_Au u=u e(t_S)Aul
(s )

su ¢ da classe de trago (veja Teorema 4 de [14, pag.334]). Portanto,

¢é limitado e e

d d
—Tr(e") =tTr | ( —A, | e ) = tTr (=2¢e P Ape®) = tTr(—2¢pAe").
du du
Assim,
d
%Tr (em“) lumo = —tTr(2Azet™0).

d
Finalizamos a prova mostrando que <d—Au) etPu = —2p A, et é limitado. Defina
u
M, : L*(M) — L*(M) por
Myf = fi.
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36 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Logo
IMy[| = sup || f]]z2 < +o0,

[1fllL2<1

pois como ¢ € C°(M) e M é compacta existe C' tal que |¢(x)| < C para todo x. Pelo
Lema [2.1] temos que ¢A,e! = My, o A, et é limitado. O

Para o que segue introduzimos a projecao ortogonal sobre o niicleo do Laplaciano:

Definigao 2.2. Seja (M, g) superficie fechada. Chamamos projecao ortogonal sobre
ker A,, o operador P : L*(M) — L*(M) tal que

g’

P(f) = Ai /M fdA,, (2.6)

onde A, € a drea de (M, g).

Observacgao 2.1. Seja {\;} o espectro de (M, g) associado as autofuncioes {¢;} que cons-
tituem base de L*(M). Como observado na prova do Teorema ker A, = Aut(Ag = 0)
e dimker A, = 1. Agora, se f € ortogonal a wma fungao constante em L?*(M) entdo
P(f) =0, e se f = c entio P(f) = c. Como a autofungio py € ker A, € constante,

obtemos que

1

P(po) = (A_/ dAg) wo = Lo
g JM

P(g;) = 0.p; se 1#£0,

pois como mostrado na Observagao[1.13, L*(M) ¢ a soma direta dos auto-espagos Aut()\;)

para todo i > 0. Assim Tr(P) = 1. Logo, podemos re-escrever a expressao de ((s,A)

dada em (2.2) como

1 (o9}
C(S, Ag) = m/o ts_lTI'(etAg - P)dt (27)
Desta forma para Re(s) > 1,
0 0 0 1 oo
—((5,An) = —C(5, Au)fumo = 7 | =— STy (e — B _
8¢C(S’ h) a’U,C(S’ u)'u—O u (F(S) /0 t r (6 kerAu) dt) ‘u_O
1 e s—1 8 tAy

= m ; t %TI (6 - PkerAu) |u:0dt

- /+Oot5T (=20 Ape')dt

= F(s) ; r h€ .

Como o funcional Tr é continuo sobre operadores da classe de traco e o operador do calor

e!Ar satisfaz a equacio do calor dyu(t, r) — Ayu(t, r) = 0, segue

%Tr(wemh) = Tr(¢0,e'™) = Tr(Y(Ape™")) = Tr(pApet™).
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2.2. Férmula de Polyakov 37

Portanto,
0 2 oo 9 A, 2 teo 0

- — s - _ s T tAy, )
575 A0) =~ /O 1Tt = /0 ST — P, )i
Usando integragao por partes,

8 28 e s—1 tAp

@C(S, Ah) = m/o t Tr (¢(€ — PkerAh)) dt

2s

' -1 tA
= m/o‘ t Tr (1/1(6 h — PkerAh)) dt

28 oo s—1 tAp
+ m ) t Tr (w<€ - PkerAh)) dt

= iCl(s, Ay) +

a¢ igg(S,Ah).

o

( tAp

Lema 2.3. O trago do operador (e'>h — Peern,) tem a sequinte expansao assintotica:

T (0 ~ Furs)) = [ 006 (g7 + ot = 1) ) + 000

quando t — 0.

Demonstragdo. Como e e )P, A, 580 operadores limitados, temos

—+00

Tr(y ("™ = Peers,)) = Z<¢emh%~ — Y Pern,$is Pi) 12 < +00,
i=0
onde {p;} é a base ortonormal de L?(M) de autofuncoes de —A;, e {\;} é o espectro de
+o0
(M, h). Pelo CorolamoI / e(x,z,t)dr = Z/ () dx.

Assim,
T ~ Pra,) = Z / 0(2) (62 0(2)01(2) — Prans, £:(2)i(2)) dA(2)

_ / () S (e i(2)pi(2) — Peerns, 0i(2)0i(2)) dAn(2)

_ / B()e(z, 2 1)dA (2) / $(2) Prer 5, 00(2)00(2) dAn(2)
_ /w (2. 1)dAn(2) /w Ah/m o(=) dAn(z) dAn(2)

= [ w0 d) — [ )4 d),

Usando o Teorema com a Observacao [1.14], e que a curvatura escalar é duas vezes a

1 K
curvatura Gaussiana, obtemos e(z, z,t) ~ — + ——— Kal2) + O(t) para t — 0. O

4dnt 127
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38 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Tomando-se a correspondente extensao meromorfa

vatsan = [ f [ o (H+ B Y aa, o fa
_F2(8){47r5—1 /¢ Jddn + 3 /¢(>(%?_Aih)dAh}
2s

+ m/Ollts—lo(t) dt
_ 2 {1/]\/11/1(2) <Kh( . > dA, + analitica em s € B(0, 5)}

['(s) |s 12r A,
: : 0 :
onde 0 < 0 < 1. Consideremos a derivada de @Q(s, Ay) com respeito a s em s =0, e
como proximo de s = 0,
1
—— =s+0(s 2.8
F(S) S + (8 )7 ( )

¢C1( ey = jsr(ss) {1 / 2)(2) <K1h?(7r) 141h> dA;, + analitica em s} ls=0

Zsr(ls) (/ 2¢y(2) (Klg(;) _ Ah) dAy, +s§ 8 ) oo

n=0

_da 1 Ki(2) 1 d 1 ,
= &5T(s) = /MZ) (—m _A_h) A+ gy 05 s g

400
Pela relagao (2.8) e como F(s) = / Ty (¢(e"*" — Pera,)) dt pode ser estendida
1

para uma funcao analitica em C, obtemos

d%%gz(s, Aoy = ((%ﬁ(z)) F(s) + FQ(Z) (s>) om0 = 0.

Portanto, usando a férmula conforme entre curvaturas Gaussianas e elementos area da
Proposigao [L.5]

K 0 d
%bg det Ay, = aw%((& Ap)|s=o
- Ki(2)
= /Mw(z) ( 127 Ah) a4
6_2<‘0(—A0§0 + KO) 1 2
— /M 21 (2) ( o - A_h> e**dAg (2.9)

__i 1 2¢p
= 67T/M¢( Aoso+Ko)dAo+Ah 2h(2)e??d Ay

1 0
o /M V(2)(—Aop + Ko)dAy + % log Ay,
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2.3. Funcional relacionado a férmula de Polyakov 39

0

.9 ) 1 ) 1
pois %log A, = alog Aplu=o = {A_m/M %62 wez“’dAo}uzo = A—h/MQ¢(z)62“"dAO.

Usando a Férmula de Green e a diferenciacao sob o sinal da integral, obtemos

10

10 )
5%/}\/[‘V0(9@+U¢>|0d140|u:0— T3 0u M<90+u¢)A0(<P+U¢>dAO‘u:0

1 0
=5 /M %(go + u)) Ao + uh)dAg|u=o

1

0
—3 /M(SO + Wﬂ)%Ao(ﬁp + utp)dAo|u=o

1
=—3 {/szAogodAo+/MgpAo¢dAo}

__ / N
M

0
e além disso, 8_/ Ko(p + uh)dAglu=o = / KodAy. Integrando (2.9) em u e depois
U )y M

fazendo u = 0, obtemos

1 (1
logdet Ay = —— {—/ |VopladAg —|—/ KogpdAg} +log Ay + C, (2.10)
6m |2/ M

onde C' é uma constante independente de ¢. Tomando-se ¢ = 0, entao C' = log det Ay —
log Ap. A Férmula (2.10) é conhecida como a férmula de variacao conforme dada por

Polyakov para superficies fechadas.

2.3 Funcional relacionado a féormula de Polyakov

Considere o seguinte funcional definido no espago de funcoes tal que faca sentido a

expressao a direita,

1
F(p) = —/ |Vop|2dAg +/ KopdAy — mx (M) log </ 62‘pdA0> ) (2.11)
2 M M M

Usando o Teorema de Gauss-Bonnet, segue que F' é invariante por fungoes constantes,

isto é, F'(¢ + a) = F(y). Usando a Férmula de Polyakov,
F(p) = —6mlogdet A, 4+ m(6 — x(M))log A, (2.12)

para toda ¢ € C*(M), onde det A, e A, := [,, dA, séo o determinante regularizado do
Laplaciano e a drea de M com respeito a métrica e*?oy.
Supondo que A, = 1, segue que F(p) = —6mwlogdet A,,. Assim se conclui que maxi-

mizar o logdet A, é o mesmo que minimizar F'.

Proposigao 2.3. A, =1 se, e somente se, fM wdAy =0 para todo p € C*(M).
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40 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Demonstragao. Suponhamos que A, = 1 para toda ¢ € C*(M). Para u € R, usando a

diferenciacao sob o sinal da integral, obtemos

1=A, = / 62u<pdA0 = 0= i/ 62u<pdA0 (2.13)
M du Jp
= 0:/ 29062u80d140|u:0:/ gOdAO (214)
M M

Se [,,¢dAy = 0 para toda ¢ € C*(M), em particular para ¢ — $log ([,, €*?dA,) €

C*(M) obtemos
0:/ pdAy = l/ log (/ e2<PdA0) dA, (2.15)
M 2 Ju M

= l1og (/ 62“"dA0)/ dA,. (2.16)
2 M M

Como M ¢é compacta, segue da defini¢ao da medida Riemanniana em (M, 0¢) que | A Ao

é finita e ndo nula. Logo 1 =€ = [, e*?dA, = A,. O

2.4 Teorema de uniformizacao para M fechada: caso
x(M) < 0.

Dizemos que uma métrica ¢ em M é uniforme, se M tem curvatura Gaussiana cons-

tante. Enunciaremos novamente o Teorema [0.1}a) como:

Teorema 2.1. Se (M, 0q) € uma superficie fechada, entio dentre todas as métricas con-
formes a og de mesma drea, a métrica uniforme possui determinante mdximo. Além disso,

a métrica uniforme € unica, a menos de isometria na classe conforme.

Nesta secao provaremos este teorema para o caso que x(M) < 0. Esta prova é uma
consequéncia direta da convexidade estrita de F', que sera provada agora.
Normalizamos Ag = 1, e entao consideramos todas as métricas conformes a oy de area

1. Como vimos no final da se¢ao anterior, podemos trocar A, =1 por [ A P dAg = 0.

Notacao 2.1. Se ¢ satisfaz fM wdAg =0, entdo dizemos que @ possui valor médio nulo.

Se ¢ pertence a um espaco de funcoes H e possui valor médio nulo, escreveremos p € H'.

Para provar o préximo lema necessitaremos de uma estimativa para | o e?? dA, sob
toda ¢ € C*°(M) de valor médio nulo. Para fazer isso enunciaremos a Desigualdade de

Jensen que pode ser encontrada em [7].

Proposicao 2.4 (Desigualdade de Jensen). Se (X, M, u) é um espago de medida com
w(X)=1,g:X = (a,b) € L'(M) e S ¢ conveza em (a,b), entio S ([ gdp) < [ Sogdpu.
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2.4. Teorema de uniformizagao para M fechada: caso y(M) < 0. 41

Como Ay = 1, isto é, u(M) = [, xmdA; = 1, exp : R — RT é convexa e ¢ €
C=(M) C L*(M), segue que 1 = €® = exp ([, 20 dAo) < [,, €% dA,.

Lema 2.4. F ¢ estritamente convera em funcgoes f que satisfazem fM fdAy = 0.

Demonstragdo. Defina G(p) = 1 [, |Vop|* dAy, para fungdes de valor médio nulo. Mos-
tremos que G é estritamente convexa, para fazer isso tomemos ¢ # 1 e a € (0, 1). Temos

que G(ap + (1 — a)y) é dada por

% (042 /M |V0S0|2d140 +2a(1 — ) /M (Vow, Vo) dAg + (1 — 04)2 /M |V0¢|2d140) .

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

1
/M (Vow, Vorb) dAg < |[Vool| 22| Vod|[ 2 < 5 (IVoel|Z> + [ Vot [72) -

Portanto, G(ap+ (1 —a)) < 3 (o||[Vopl|22 + (1 — @)||Vot]|22). Usando a Desigualdade

de Holder,
) a ) -«
/ P tI-a)v g, < (/ (e‘w)adAo) (/ (e(la)d’)ladAo) )
M M M

Logo, log ( [, €**¢21=9%dAq) < alog ([, €2°dA) + (1 — ) log ([, €*¥dAy). Notemos
a importancia de x(M) < 0 e as fungdes possuirem valor médio nulo, pois assim, a
desigualdade anterior é preservada quando multiplicada por —mx(M). Segue de tudo que

foi feito, que F' ¢é estritamente convexa para funcoes de valor médio nulo. O

Para provar o Teorema no caso x(M) < 0, conforme foi visto na segao anterior,
basta mostrar a existéncia de uma func¢ao minimizante suave ¢ para o funcional F' no
espaco das funcoes de valor médio nulo, e que €* o ¢ uma métrica uniforme. A unicidade
da métrica e*¥o, decorre da convexidade estrita de F, pois toda funcao convexa possui
um unico minimo global.

Na prova do Teorema [2.1] a seguir usaremos o conceito de convergéncia fraca, que

definimos agora.

Defini¢ao 2.3. Uma sequencia {u,} em um espago de Hilbert H converge fraco a u, se

(U, v) = (u,v) para cada v € H. Denotamos a convergéncia fraca por u, — u.

Prova do Teorema (caso x(M) < 0): Escolha sequéncia minimizante {¢, } € C*(M)’
para F, isto é,
lim F(p,) =a= inf F(p). (2.17)

n—0o peW(M)

Vejamos que o infimo do conjunto {F () : ¢ € W (M)'} existe. Usando a Desigual-
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42 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

dade de Holder e a Desigualdade de Poincaré (veja Corolario [1.12)),

1 1 1
1\2 2 2
‘/ KopdAy| < (—) (/ KgdAo> (/ ]Vog0]2dA0) :
M /\1 M M

onde A1 é o primeiro autovalor nao-nulo de A,.

1

Seja ¢ > 0, com € = 6C, onde C' = (A—ll>§ Usando a desigualdade ab < 3(a® + b?),

1

com a = \/Lg (fM KgdAo)%, b=+0 (fM |V0gp|2dA0)2 eC) = %2 o KZ2dA, entao

‘ / KopdAs
M

Usando a Desigualdade de Jensen e que y(M) < 0, segue que —my (M) log ( [,, €*¢dAg) >

0. Assim usando a limitagao anterior para € = 1, segue que

C
< E/ Vool dAy + — (2.18)
2 Ju €

1 1
F(p) > 5/ [Vogl|*dAg — 5/ Vopl?dAg — Cy = =C) > —o0
M M

para toda ¢ € W'(M)'. Portanto o € R.
Mostremos que a sequencia minimizante satisfazendo (2.17) existe. Da defini¢ao de
infimo e que C(M)" é denso em W (M), existe ¢, € C*(M)’ tal que

1
a< Flp,) <a+—, (2.19)
n

para cada n € N. Passando-se o limite na desigualdade (2.19) tem-se o desejado.

Usando a limitacdo (2.18) com ¢ = 1 e a convergéncia da sequéncia minimizante,

concluimos que {¢,} é limitada em W*'(M)". De fato,
1 2
Flen) 2 | [VopnldAo - 20,
M

e como existe ng € N tal que n > ng implica F(p,) < a + 1, segue que [, [Vop,[*dAg
é limitada. Usando a Desigualdade de Poincaré, conclui-se que ¢, é limitada em L*(M).
Assim, {pn} e {Vog,} sdo limitadas em L2(M) e L2(M), que pela definicdo da norma
no Teorema [1.5|é equivalente a dizer que {®,} é limitada em W!(M)’. Pela compacidade
fraca de bolas em L?, existe subsequencia {¢, } que converge fracamente em L?, e também

Vo, converge fracamente em [_:2, isto é,
on =¥ e Vop, = . (2.20)

Agora, usaremos alguns resultados sobre distribuigoes da Secao Como L*(M) —
D'(M), segue que (¢n,u) = [y, pnudAo = (pp,u)rz = (Y, u)r2 = (¥,u), para toda
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2.4. Teorema de uniformizagao para M fechada: caso y(M) < 0. 43

u€ D(M)=C>(M),isto é, ¢, — 1 em D'(M). Logo

(Voen,v) = —(@n, dive) = —(¢, dive) = (Vob, v)

para toda v € D(M) = D(TM), do qual Vop, — Voo em D”(M) Da mesma forma,
usando que L% < D', se conclui que Vopn = @ em l_j’(M) Portanto Vg = ¢. Agora,
usando (|2.20))

(on, w2 + (Vopn, Vou) ro = (U, u) 12 + (Vorb, Vou) 2,

para toda u € W(M). Portanto, ¢, — ¥ em W1
Usando o Teorema de Rellich-Kondarachov (Teorema , segue que passando a sub-

sequéncia ¢, — 1 em L?*(M), e em particular segue que passando a subsequencia, se
necessario, ¢, converge a ¢ em quase todo ponto (veja Teorema de [8, pag.441]). Vale
a pena notar que ¢ € WH(M)', pois [,, pndAy = [, ¥dAg e [,; pndAy = 0 para todo
n € N.

Usando a Desigualdade de Holder,

[ Volon = wlass < (/MK(%Y(/M(%_W%MOY
_ ( / KgdAo)2 lim = Gllz200n
M

Como ||pn, — Y|z — 0, segue || Kopn — Kot||pr — 0 se n — oo, isto é,

lim K0<pndA0 / K0¢dA0
M

n—o0

Entretanto, usando o Lema de Fatou (Veja [7]),

/ e?dAy < lim [ €*ndA, e / IVoth|%dAg < lim / Vopn|*dAg.

n—oo M

Logo F(¢) < lim F(p,) = a. Por defini¢ao de infimo F () = a, isto é, ¢» é um minimo
global de F': W'(M)" — R. Sendo assim, para ¢ € C*(M)’, g(t) = F(¢ + tp) para todo

t € R, admite minimo em ¢ = 0, donde

0=g(0)= / (Yo, VorbhdAo + / KopdAq - me)

24
wdAD/ 20e“YdAy.  (2.21)

Agora, para todo ¢ € C*°(M) temos [,, ¢dAy = a,. Logo ¢ — a, possui valor médio

nulo. Aplicando ¢ — a,, na equacao (2.21)) e usando a Férmula de Gauss-Bonnet, segue

mx (M) / 2
= dA KopdAy — ———— 2 dA 2.22
0 /M<V0907V0¢> o+ /M 0 dAg T A, Jy pe 05 (2.22)
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44 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

para toda ¢ € C*°(M).
Para toda p € C°(M) C W?(M) e v» € W(M), segue da Férmula de Green que a
equacao (2.22) torna-se

wx (M) / 9
0 = — AdA—i—/K dAg — ———"— 20e? dA
/J\/lw 0wt M 0wt fMezwdAo M v "
2mx (M),
= —(A K A 2.23
(Aoth, ) + ( 0,90)+( T, F) (2.23)
. e : 2mx (M)
tido distrib 1 —A Ky — —5——e% =0.
no sentido distribucional, ou seja, o + Ko fM ewdAoe

Como €?¥ € L?(M), segue da equagao anterior que ¢p € W?2(M)'. Notando que as
derivadas fracas de e¥ sio 0,e¥ = e¥0,) e aﬁjew = ew(aiajw + 0;90;¢), concluimos
que e¥ € W2 ou seja, A2 € L*(M). Logo v € W4M)'. Usando um argumento
indutivo, conclui-se que ¢ € W2*(M)’ para todo k > 1. Por da pagina |§|, segue que
¥ € Nyer W(M). Pelo Teorema de Mergulho Sobolev (Teoremall.3), segue ¢ € C>(M)".

Anteriormente, em da pagina vimos que para fungoes suaves o Laplaciano

distribucional coincide com o Laplaciano cléssico, entao

2mx (M)

29 _ 0
fM 62¢dA06

—Ao + Ky —

no sentido classico.

Usando a férmula conforme entre curvaturas Gaussianas (Corolério , segue que
g _ 2mx(M) 2mx (M)
¥ fM BdeAO fM €2wdA0

associada a métrica e?¥oy é constante negativa.

e?¥ =0, ou seja, Ky = . Portanto, a curvatura Gaussiana

Agora 1 minimizar F' é equivalente a 1 maximizar logdet A, sob a condigao A, =1
(veja Segao , e como F' possui um tnico ponto de minimo global, entao logdet A,
considerado como uma fungao sobre as métricas conformes a oy sob a condicao A, = 1
para toda ¢ € C°°(M), possui um tnico méximo global na métrica de curvatura constante
e?Yoy.

Além disso, se 0 = €?#0y é uma métrica uniforme, isto é, K, = cte, entao da Férmula
de Gauss Bonnet, 27y (M) = K,A,. Para § € WH(M)', %F(gp +t0)|i1=0 = 0, isto é, ¢ é
um ponto critico de F'. Como F' é estritamente convexa, ¢ = . Portanto, isso mostra que
a existéncia da métrica uniforme na classe conforme [oy] sob a condigao drea constante é

unica. Isso finaliza a prova do Teorema [2.1} O

2.5 Fluxo Gradiente

Esta secdo consiste em mostrar que o limite em W?(M)" do fluxo gradiente (2.25))

associado a F' é a funcao minimizante ¥ de F' tal que e*¥ oy é a métrica uniforme na classe
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2.5. Fluxo Gradiente 45

conforme de métricas de drea unitaria.

Definigao 2.4. O gradiente do funcional F em ¢ € WY(M) é definido como a aplica¢io
VF € L*(M,dAy) tal que satisfaz

d
(VF,h)r2(m,d40) = EF(QD + th)|i=o,

para todo h em W*(M).

No caso de ¢, h € C*(M), segue da Férmula de Green que

fM €2¢h dAO

(VF,h) :_/M(AOQO)hdAo+/MK0hdA0—27TX(M)W'

Logo, como C*°(M) é denso em L?(M),

e2?
VF =-A Ko —2nx(M)——7F—. 2.24
0¥ + 0 7TX< )fM eQ@dAO ( )
Assim, o fluxo gradiente é definido pela equacao de evolucao
%gp(m,t) = —VF(z). (2.25)

Se fixamos o dado inicial go(z) = ¢(x,0) com valor médio nulo, entdo qualquer solucao
da equacao de evolucao ([2.25) também possui valor médio nulo para cada ¢t > 0. De fato,

usando a mudanga conforme entre curvaturas Gaussianas e elementos drea (Corolario|l.5)),

d d
%/Mgo(x,t)dAo = /M%go(x,t)d/lo

27 x (M) / 5
= Agpo — Ky)dA _—l PdA
/]\/[( " o)ddo ¥ Jar €29 Aq Me "

= —/ Ke**dAg + 2mx (M) = 0.
M

Logo,
/ o(x,t)dAy =0
M

para cada t > 0, por causa do dado inicial ¢y.

O principal objetivo desta secao é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Dado py € W?(M)', existe uma tinica solugio ¢(-,t) € W2(M)' da

equacdo (2.25) definida para todo t > 0 com o(x,0) = po(z), e tal que (-, t) = Yool*)
em W2(M)' quando t — oo, onde €*$~0y é a métrica uniforme na classe de métricas

conformes a oy de drea constante.
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46 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

2.5.1 Solugao da Equacgao do Calor em W*(M)'

Esta secao se resume a resolver o problema de Cauchy

d
Sl t) = Aplat) t>0
(x,0) = po(x) € W (MY
onde A := Ay : WHM) C W3(M) — W?*(M)'.
Para resolver isso, usaremos a teria de semigrupos de operadores que pode ser vista
em [9]. Para construir a solugao do problema de Cauchy, usaremos o Teorema de Hille
e Yosida que fornece a existéncia de gerador infinitesimal. Por questoes de referéncia,

enunciamos este teorema que pode ser encontrado em [9, pag.413].

Teorema 2.3 (Hille-Yosida). Se B ¢ um operador densamente definido e fechado em X,

com Ry C p(B) (conjunto resolvente de B) e
(@l = B)|lx <o

para cada o« > 0, entdo B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores

{S(t)}t>0 fortemente continuos de contragoes em X.

Vejamos que A satisfaz as hipoteses deste teorema. Antes, lembramos as seguin-
tes caracterizagoes dos espagos de Sobolev W2(M) = {u € L*(M) : Aou € L*(M)} e
WHM) = {u € L*(M) : Aou,A’u € L*(M)}, da Segao Em W?(M)' usamos a

seguinte norma
lullfy2ary = 1|1 Boul |22, (2.26)

associada ao produto interno (u,v)w2mry = (Aou, Agv)r2, que pela Desigualdade de
Poincaré (Coroldrio [1.12)) é equivalente a norma usual de W?(M) definida em cartas por

> lovullie.

o <2

Quando estiver claro o uso da norma em W?(M)’, representaremos a sua norma por || - ||

ao invés de || - ||w2(ary-
Lema 2.5. A € fechado e densamente definido.

Demonstragdo. Seja {¢,} uma sequencia em W*(M)" tal que ¢, — ¢ em W*(M) e
Ao, — P em W2(M)'. Logo, Agpn — Ao em L*(M). Como ¢ : W? — L? é um
mergulho, segue da limitagao || - ||z < || - [lw2, que Agp, — ¢ em L?(M)'. Logo
Aoy =1 € W2(M)', e portanto ¢ € W*(M)'.

Como C*(M) c W4(M) C W?(M)', segue que tomando o fecho em W?2(M)', temos
que W4(M)' ¢é denso em W?2(M)'. O
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2.5. Fluxo Gradiente 47

Observacao 2.2. Seque do Teorema do Grdfico Fechado que A é um operador continuo.
Lema 2.6. A: W4(M) Cc W*(M) — W?2(M)" é simétrico em W?(M)'.

Demonstragdo. Segue da Férmula de Green [1.6] m
Lema 2.7. A € auto-adjunto em W2(M)'.

Demonstragdo. Seja ¢ € D(A*), isto é, existe tnico f € W?(M)' tal que

(Ap, ¥) = (¢, f),

para todo p € W*(M)', e denotamos A*) = f. Como W*(M)' é denso em W?2(M)', e
1 € W2(M)', existe uma sequéncia {t, }, € W*(M)' tal que v, — 1 em W?(M)'.

Para ¢ € WHM)', (Ap,,) = (o, Ab,), pois A é simétrico em W?(M)'. Fazendo
n — 400, (¢, A1) = (Ap, ) = (p,lim Ae,), para toda o € W4(M)'. Como W*(M)" é
denso em W?2(M)', segue que lim Aw,, = A*1). Mas sendo A fechado, entao ¢ € W4(M)'
e A*) = Ap. Como A é simétrico em W?(M)' entao W*(M)" C D(A*).

Portanto, D(A*) = W4(M)' e A* = A. O

Teorema 2.4. Para todo a > 0, o resolvente R, = (—A + aI)™! do operador A existe
em W?2(M)'.

Demonstragdo. Mostremos que para f € W?(M)', existe tnico u € W*(M)' tal que
(—A¢ + al)u = f, isto é, —Agu + au = f. Isto mostrard que o resolvente R, existe e
R.f = u.

Podemos supor u € W?(M)', pois Agu = au— f implica Adu = aAgu—Af € L*(M),
ou seja, u € WA(M)'.

Além disso, podemos supor ainda, u € W!(M)', pois Agu = au— f € L*(M), ou seja,
ue W*(M).

Segue disto que basta resolver a equacio —Agu + au = f para u € WL(M)'.

Usando a defini¢ao do Laplaciano e do gradiente, ambos no sentido distribucional (veja
Definigao e [L.18), obtemos (Vou, Vop) + a(u, @) = (f,¢) para todo p € C>*(M)".
Como u € W(M)', podemos olhar essa tiltima equacao em L*(M), pois L?*(M) < D'(M).

Como C°°(M)’ é denso em W'(M)', para qualquer ¢ € W!(M)" existe uma sequencia
{on} € C(MY tal que @, — @ em WL(M)', ou seja, Vo, — Vop em L2(M) e o, — ¢
em L*(M)'. Logo

(Vou, V0¢n>L2 + 04(% 90n>L2 = <f7 90n>L2 — <VOU7VOS0>L2 + 04(% 90>L2 = (f, 90>L2-

Para ver essa convergéncia, basta fazer a diferenca entre os respectivos produtos internos
e aplicar a desigualdade de Holder.

Portanto, basta encontrar tinico u € W' (M)’ tal que

(Vou, Vo) 2 + alu, )2 = (f, @) 2 (2.27)
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48 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

para todo p € W(M)'.
Denote por [u, ¢ls := (Vou, Vo) 2 + au, )2 e note que isso é um produto interno

em W!(M)'. Se a =1 temos o produto interno usual de W*'(M)'. Agora, para qualquer
a>0euecWHM),

min(a, 1)|[ul |3 < [u, ula < max(a, 1)][ul[3.

Portanto, (W!(M)',[-,]o) é um espago de Hilbert.

Retomando, (2.27) ¢ equivalente & [u, 9|, = (f, ¥)r2 para toda ¢ € W (M)'. Defina
lo : WHM)" — R por

Mostremos que [, ¢ limitada. De fato, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[(Foo) el < | fllellellze, e que [, ¢la > min(a, 1)||¢|[5: > min(a, 1)||¢|[7., segue que

la(9)] < a3 |Iflleloreld o [la()] < |I1f]]2le, 912, (2.28)

se min(«, 1) = o ou min(a, 1) = 1, respectivamente, que justifica que [, é limitada. Pelo

Teorema da Representagao de Riez, existe tinico v € W*(M)' tal que

/

para qualquer ¢ € W (M)'. Isto finaliza a existéncia do resolvente R, tal que R,[f =

U. O

Como (Ap, o)w2ary = — [1,{Volop, Volop) dAg = [[VolAopl]%, < 0 para toda ¢ €
W4(M)', segue que se a > 0 entao

((al = A)p, p)wz = afp, ) — (Ap, @) > alp, )

para todo ¢ € W*(M)'. Dal,

< [lal = A)p, o) < |[[(ad = A)pl]l]l]

= allpl| < [(al = A)g|| Y € WH(M)

= |l(al = A) gl < a7l VY € WH(M)

= |l(al —A)7Y| <at (2.29)

alell®

para todo a > 0.
Como i : WH(M) — W?(M)'" é compacto e R, : W3(M) — WHM) C W*(M) é
continuo entdao R, = i 0 R, : W*(M) — W?(M)" é compacto. Além disso, o resolvente

R, serd auto-adjunto e nao-negativo, pois —A é. Logo existe base ortonormal {¢;} de
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2.5. Fluxo Gradiente 49

W2(M)' por autofungoes de —A com respectivos autovalores {);} satisfazendo

Logo R* estd contido no resolvente de A. Assim da desigualdade e do Lema ,
segue do Teorema de Hille-Yosida (Teorema [2.3) que A = Ay : WHM)' ¢ W*(M) —
W?2(M)' é o gerador infinitesimal do semigrupo de operadores {S(t) }+>o fortemente continuos
de contragoes em W?2(M)'.

Em particular, usando a caracterizacao de semigrupo analitico (ver [20, péag.413]),
segue que {S(t)};>o ¢ um semigrupo analitico. Logo satisfaz S(t)W?(M)" c W4(M)
para todo t > 0.

Teorema 2.5. Fizando ¢y € W?(M)', u(t) = S(t)po € uma solugdo continuamente

diferencidvel de

a7 . (2.31)

Demonstragao. A continuidade de u(t) = S(t)go para t > 0 decorre da definigdo de
semigrupo. Para h > 0,

e+ 1)~ u(t) = (S(t+ g — S(t)eo)

d™* 1
Fazendo h — 0%, — w(t) = lim —(u(t+h) —u(t)) = AS(t)po = Au(t), para todo t > 0.
dt h—0+ h D
d
Pela Observagcao Au(t) é continua em R, donde u(t) = ¢ +/ 7 u(s)ds. Logo u
0

¢ uma solugao continuamente diferenciavel do problema de Cauchy. O

Em vista da solucao do problema de Cauchy, podemos construir uma estimativa para
AS(t) para cada t > 0.

C
Coroldrio 2.1. Eziste uma constante Cy tal que ||AS(t)]| < 70, para todo t > 0.

Demonstragdo. A partir da base {1;} de W?(M)’ constituindo autofungoes — A, a solugao

+oo
do problema (2.31)) é escrita na forma u(t) = S(t)po = Z(u(t), Y;));. Chamando w;(t) =
i=0

d
(u(t), vi)w2(my, segue da Férmula de Green, que %ul(t) = —\u;(t).
Portanto, tomando o produto interno do problema (2.31)) com cada 1; em W?(M),

obtemos

L) = Au(t) . Gt = M, 10
u(0) = o u;(0) = (w0, ¥i) = ¥
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50 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

+oo
Logo u;(t) = e iy}, para todo i > 0. Assim, u(t) = Z it Como (Au(t), ;) =
i=0
pr u;(t), segue que Au(t Z —\je Mgl Entio,
[ (0)]1* = [[Au(®)]]* = ZVtQ (A (2.32)
Como lim,_,o 2% = 0, segue que Cf = sup;,(A3t?e~>4") < co. Logo
Co
1AS@)poll = [[Au@)]] = [[u' @) < —=llol - (2.33)
Portanto,
Co
IAS@)]] < —
para cada t > 0. O

2.5.2 Solugao para o fluxo gradiente

A prova do Teorema 2.2] se divide essencialmente em trés partes. Primeiro provamos
a existéncia do fluxo gradiente em um intervalo limitado, apds isso, usamos a teoria de
semigrupos para estender a solucao para todo ¢t > 0, e por final mostramos a convergéncia
do fluxo gradiente para a métrica uniforme em W?2(M)'.

Os proximos Lemas e constituem as ferramentas bésicas para se provar o
Teorema [2.2] Dados I intervalo aberto de R e X espaco de Banach, é possivel definir
integral de uma funcao vetorial continua v : I — X da mesma forma que no caso real ou
complexo, trocando a norma de R ou C pela norma de X. Logo as propriedades usuais

de integrais reais sao validas em v, em particular,

5/ £ dt — v(c) (2.34)

quando 0 — 0. Usaremos a propriedade para v = S(t)p : [0,00) — W?(M)', onde
o € W2M)'.

Lema 2.8. Seja f : R, U {0} — W?(M)' continua em t = 0 e Lipschitz continua em
t >0, entdo u(t) = S(t)g00+f()t S(t—s)f(s)ds é uma solugcao continuamente diferencidvel

para t > 0 do problema de Cauchy

d

au(t) = Au(t)+ f(t) t>0

u(0) = o € W2(MY
Em particular, u(t) € D(A) = W4(M)' para todo t > 0.
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2.5. Fluxo Gradiente 51

Demonstragao. Decorre da defini¢ao de semigrupo que u(t) = S(t)po + fot S(t—s)f(s)ds

é continuo para todo t > 0. Agora, escreva

M) SO (e [ st i)

%/M S(t+6 — 5)f(s)ds.

Fazendo 0 — 0T, segue

% u(t) = AS(t)po + A (/0 S(t— 3)f(s)ds> + f(t) = Au(t) + (1), (2.35)

desde que fot S(t —s)f(s)ds € D(A). De fato, tome 0 < b < t e entao usando o Teorema

de mudanca de variavel temos

5(525—1/05(t_8)f(3)d8 _ /OS(t+5—s(5 S =5) 5 o1ds

>_
B /bS(t+5—s)—S(t—s)

5 f(s)ds

+ /th(t—s)f(S+5()s_f(S)ds

1

- g/tH S(t+0—s)f(s)ds

b+
+ %/bJr S(t+0—s)f(s)ds.

Fazendo § — 0%,

_ t b
lim % /0 S(t— 8)f(s)ds — /O AS(t — 5) f(s)ds

5—0t

+ /bS(t—s)diSf(s)ds
— ft)+ St —="0)f(b), (2.36)

onde usamos o fato que como W?(M )’ é um espaco de Hilbert, entao toda funcao Lipschitz

continua implica diferenciabilidade forte em quase todo ponto.

Como o limite anterior existe, segue que f(f S(t—s)f(s)ds € D(A) para cada t > 0, e
+

entao pr u(t) existe e é continua para cada t > 0. Em particular, u(t) € D(A) para cada
t>0.
+

t
Logo u(t) = @o+ / 7 u(s)ds é uma solugao continuamente diferenciavel do problema
0

de Cauchy nao-homogéneo. O]
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52 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Lema 2.9. Sejam a > 2 e f: W*(M) — W?(M)' tal que ||f(0)|lw2ry < Co e

I|f() = FWD)lwany < Calle = ¥llwzian

para |||, ||Y]| < a, onde C, € uma constante que depende de a. Entao para ||po|| <

N

o problema
@' (t) = Ap(t) + fle(t)) t>0

(2.37)
©(0) = o

a
possui uma unica solugdo continuamente diferencidvel parat € (0,T,], onde T, = C, ' log >

que converge para @y quando t — 0. Além disso, o(t) € WA(M)' para todo t € (0,T,].

Demonstragao. Defina o(t) = S(t)po e, indutivamente,

t
oult) = SO0+ [ St 9)f(puna(5)ds,
0
para n > 1. Entao, usando que o semigrupo S(¢) é uma contragao,

oI < 1S @0l < llspol| <

N

Para n =1, |[p1(t) — o(t)]| < [ 1 (00(s))||ds < C, [y ds = Cut. Logo, indutivamente

n(t) — st |<c/||son1 — ona(s)|lds,

desde que ||pr(t)|| < a para k <n —1.
Vejamos para quais valores de ¢ devemos ter ||¢r(t)|| < a. Note que, por indugao,
|| (t) = pn-1(t)|| < CIE, para todo n > 1. Logo,

lea®Il < D~ el = ea @Il + o (B)l] < e + 3.

1
Assim ||¢n(t)|| < a paran > 1, se et < g, ou seja, t < Flogg. Dai t € [0,7,], onde
a
1 a
T, = —log —.
C, °2

Portanto, [[¢n(t) = ¢n-1(1)|| < 2% paran > 1 e t € [0,7,]. Como L=l — 0,

pois é o termo geral da serie exponen(nal, existe ny € N (dependendo apenas de 5) tal que

on(t) — pna(t)]] < e

se n,n — 1 > ng, para todo t € [0,T,], isto é, ||on(t) — om(t)|] < € se n > m > ny,
para todo ¢ € [0,7,]. Logo {®,(t)} é uma sequéncia de Cauchy em W?(M)’ para todo
€ [0,T,]. Assim, existe po(t) € W2(M)' tal que ¢,(t) = ¢oo(t) para cada t € [0,T,].
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2.5. Fluxo Gradiente 53

Fazendo n — 400 e mantendo m > ng e t € [0,7,] fixos, segue que

[lom () = Pl < &

se m > ng, para todo t € [0,7,], isto é, ¢,(t) converge uniformemente para () em
[0,T,]. Logo

oult) = S(0hen + [ St — 5) Flpn(s))ds, (2.38)
para todo t € [0,T,].

Pelo Lema [2.8] cada ¢, ¢ continua em [0, T,] e continuamente diferencidvel em (0, T,).
Tomando b = £ na relagao (2.36) e usando a relacio ([2.35) do Lema , obtemos

)= 45050+ [ 5(0-9)  Fleusis

/ AS(t — 8)f(ons(s))ds
+ S(t/2)f(pn-1(t/2)).
Usando o Coroldrio T
ool = [IAS(®)ol| S%H%H.
o1 () = o)l < /||— Pols |d3+/ [AS(t = ) f(po(s))llds + [|S(t/2) f (po(t/2))]]

< /HSOO ||d8+/ 1AS(£)(S(5)) ™" f(wo(s)llds + [IS(/2) f (wo(t/2))I|

CoCa +0,=C.

< CaCollpol[log 2 +

Indutivamente, ||¢,,(t) — ¢, ,(1)]] < C" oy | > para todo t € [0,7,]. Logo, como antes,
¢, (t) converge uniformemente em [0, T, ] Em particular, ¢..(t) é continuamente dife-
rencidvel em (0, 7,], pois ¢, 0 é. Do Lema [2.8 v (t) é solugao do problema ([2.37)).

Agora provaremos a unicidade. Suponha que ¢; e 5 sao duas solugoes continuamente

diferencidveis do problema (2.37), tais que ||¢1]|, ||p2]| < a para 0 < ¢ < T,. Entao ambas

satisfazem a expressao (2.38) e

o1(t) — alt) = / S(t — 5)(f(er(s)) — f(a(5)) ds.

Em particular,
t
le1(t) — a2(t)]] < Ca/ |lp1(s) — pa(s)l|ds
0

do qual ¢; = ,. O]
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54 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Lema 2.10. Para ¢ € W?*(M)',

e%?

flp) = —Ko+ 2%X(M)m,
M

satisfaz as hipdteses do Lema[2.9.

Demonstragao. Notemos que f é uma fungao de W?(M) em W?(M)'. De fato, usando a
Férmula de Gauss Bonnet, [, f(¢)dAg = 0, ou seja, f(p) possui valor médio nulo. Além
disso, como as derivadas fracas 0;e¥ = e¥0,p e 0,0;e¥ = €¥(0;0;¢ + 0;0;p) estao em
L*(M), segue que f(p) € W*(M)'.

Pela desigualdade de Jensen, [, e*?dA, > 1 para toda ¢ € W?(M)', e como K, nio
depende de ¢, segue que para obtermos || f(p)|| < C, em W?(M)' ¢é suficiente limitar e*?
em W?2(M)' para toda ||p|| < a com a > 2.

De fato, de [12, pag. 21-22], temos a seguinte estimativa Sobolev,

Sup lo(x)] < allell (2.39)

onde ¢; depende de 0y. Assim, para ||¢|| < a, segue que

e? < e,

1071 = [ (e0updAy < ljoigl s < e
M
Como

10:0;€7 |2 < [e®0:0;0l[ 2 + ||€0i005¢0]| 2
< e0:0;0|2 + €[000;0] |2

< eMa+ 00,0\ L2,

basta limitar ||0;p0;¢||r2 por uma constante dependendo de a, para obtermos uma li-
mitagao de ||0;0;€?||L2 por uma constante dependendo de a. Note que pela desigualdade
de Holder

lowoselzs < [ <aisa>4dAo)é ([ @eraas)

Pela Desigualdade Sobolev de [12, p. 21-22],
lellze < cap™2(loll 22 + [ Vopllz2), (2.40)
onde ¢y depende de o, obtemos ||0;¢||s < Cllp|| < Ca. Logo
10:00;¢17> < C*a’.
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2.5. Fluxo Gradiente 55

Portanto,

1] =D l[0°e*|[32 < Ca,

o] <2
onde C, é uma constante que depende de a.

Para verificar a condi¢do Lipschitz para f do Lema [2.9] defina
b =1 +t(p—v) € W(MY

para todo t € [0, 1] com ||¢||, |||| < a. Notemos que ||6;|| < a para todo t € [0, 1], donde
usando a estimativa Sobolev (2.39)) concluimos que

sup et < eare, (2.41)
t€(0,1]
xeM

Como

d 629t

@) = fW) = 2mx(M) / AT

_ Ve —p) e [l e (o —1h)dAg
- 47TX(M>/0 (IM edAy ([, e2dA)? ) o

Da desigualdade (2.41)) as normas L? das derivadas de f(yp) — f(2) de ordem menor ou

igual que 2 sao limitadas por C,||p — ||, onde C, é diferente em cada derivada. Portanto,
1f(0) = f@)]] < Cla)ll¢ — || para toda ¢, ¢ em W*(M)', com |[¢|], |[]| < a. O

Segue do Lema que existe uma tnica solu¢ao continuamente diferenciavel p(z,t) €
W2(M) para t € (0,T,] de

%8 — Mgl 1) + flpla, 1) = ~VF

p(x,0) = @o(x) € W (M)

, (2.42)

onde f é dada no Lema|2.10[e ||¢o|| < % para algum a > 2. Além disso, ¢(z,t) € W4(M)',
para t € (0,7,].

Lema 2.11. A solugdo do problema (2.42)) estende-se para uma unica solu¢io continua-

mente diferencidavel para todo t > 0.

Demonstracao. Basta mostrar que ||p(z,t)|| < b em [0,7,], onde b é uma constante
dependendo apenas de ¢y e 0y, pois assim o Lema [2.9 garante que a solugao estende-se
para [0,T, +Ty], T, > 0. Repetindo este argumento, a solugao estende-se para todo ¢t > 0.

Para fazer isso, defina N(t) = [|Agp(t)|]32 e suponha por contradi¢ao que N (¢) nao é
limitada em [0, T].
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56 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Primeiramente, mostramos que ||Vop(t)||z2 ¢ limitada em [0, 7,]. De fato,

d

ZFe®) = VF, w'(t)m

)
)2d Ay < 0.

—~

I
g\g

Portanto, F(¢(t)) é decrescente em ¢. Como x(M) <0e [, e*dA; > 1 para 0 <t < T,

F(po) > F(ep( / Vo] dAg +/ KopdAo.
Usando as desigualdades de Poincaré e Cauchy-Schwarz,

Vot < 2F(p(t) — 2 /M Ko(t)dAg

< 2F(g0)| +2 / Ko (t)|dAs
M

042 (/M \KO\QdA())é (/M ]<p(t)|2dA0)%

a+¢f|[Vop(t)][ 2.

IN

N

Portanto, ||Vop(t)||zz é limitado em [0, T,].

Agora, vamos concluir que N'(¢) < 0 em [0,7,]. Como A, : W4(M) c W?(M) —
d d
W?2(M)'" é continuo, segue que EAogp(t) = /Ay (Ego(t)) . Logo, usando a Férmula de
Green e notando a importancia de ¢(t) € W4(M)' para t € (0,T,],

N'(t) = 2{Aop(t), Doy (1))
= 2(A%p(t), ¢ (1)) 12

2(t)
_ 2 _ -
= 2 <A0‘P(t)7 Nop(t) — Ko + 2mx (M) [ 20 dA, >L2 (2.43)

e2p(t)
= —2[|[Volop(t)]]72 — 2(A%(t), Koy 12 + 4mx (M) <A390(t), M>

Agora estimamos cada parcela de (2.43]). Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Poincaré novamente

[{(AGe(t), Ko)ra| = [{(t), AjKo) 2] (2.44)
< o)l |AG Kol 2
< bl Vop(t)|] 2

Logo, como ||Vop(t)||z2 ¢ limitado em [0,7,], segue que (2.44]) é limitado em [0, 7,].
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2.5. Fluxo Gradiente 57

Partimos agora para a limitagdo do tltimo termo de (2.43]). De fato, usando a regra da
cadeia para Vo em W' na relagao ([2.45]) abaixo (Veja Lema 5.1 de [8, p.123] ) obtemos

(830t ) | < 183010, 00s

= [(Ao(Qpp(t)), D) s

= [(Volop(?), V062“‘)(t)>L2|

= (Volop(t), e IV62p(t)) 1] (2.45)

< QI\VOAos@(t)HLQHfo“” "Vop (1)1

Para prosseguir com a estimativa necessitamos da Desigualdade de Trudinger, isto é, se
[y e(t)dAg = 0 entao

/ P 0dAy < aexp(b][Vop(t)]2,) (2.46)
M
(veja [31]). Além disso,

10s0]|1s < cllep]| = e[ Aop(t)]]12, (2.47)

como pode ser vista por substitui¢ao de 0;¢ na relacao (2.40) do Lema[2.10l Sendo assim,

utilizando a Desigualdade de Trundiger para [|e**®)||;4, a limitacdo de ||[Vop(t)||z2 € a
desigualdade ([2.47) para ||[Vop(t)||14, segue que

IN

119D )| 24 ][ Vo2 ()] 24| Vo ()] 72
< d||Aop(t)]] 2
< (|VoDop(t)||f2- (243)

12V (t)]172

Combinando ([2.45]) com (12.48)), obtemos

< 2¢"7|VoAgp (1|7 (2.49)

N e2¢(t)
t -
< op(t), fM 62¢(t)dAO>L2

Substituindo (2.44) e (2.49) em (2.43)) obtemos

N'(t) < —2/|Volop(t)|2, + a+ d||Volop(t)|[]

= Voo (®)lIF (=2IIVolop(t)lI +d) +a.
Como estamos supondo N (t) nao limitada em [0, T,], segue da Desigualdade de Poincaré

que |[VoAop(t)||» nao é limitado em [0,7,]. Logo N'(t) < 0 em [0,7,]. Contradigao,

pois desta forma N (t) sera decrescente e limitada por N(0).
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58 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Portanto, N(t) é limitada por uma constante dependendo apenas de ¢y = ©(0) e
aggp- ]

d
J4 mostramos que existe uma tnica solugao ¢(z,t) € W2(M)' de L vJ 3 para

todo t > 0 com ¢(z,0) = ¢y € W?(M)'. Resta mostrar que ¢(+,t) — @oo(-) em W2(M)’
quando t — +oo, onde e??*0, é a métrica uniforme que maximiza o determinante re-
gularizado do Laplaciano nas métricas conformes a oy de area unitaria (veja Teorema
21).

O préximo lema é um fato essencial para se provar essa convergencia.

Lema 2.12. F(p) = 1 [,, [Vop|*dAy + [, KopdAo — mx(M)log ( [,, €*¢dAy) € continua

na topologia de W (M)'.

Demonstragio. E facil ver que H(p) = 2 [y IVopPdAg e T(p) = [, KopdAg sio continuas
na topologia de W!(M)', pois se ¢, — ¢ em W (M)’ entao, por definigio da norma
WY M), H(p,) = H(p) e pela Desigualdade de Holder T(p,) — T().

Vejamos que [, e*"dAy — [, e*?dAy. Para .90 € W'(M) e s € [0,1], escreva
0, =+ s(¢ — 1) e entdo e¥ —e¥ = fol 4 elsds = fol % (¢ — )ds.

Usando a Desigualdade de Trudinger ([2.46)) obtemos

1
e =l < [l = )lunds
0

1
/ €% 22l — ] adt
0
< aexpb(lIVogllze + Vot llz)lle — ¥z (2.50)

IN

Portanto, ¢, — ¢ em WY(M)', isto é, ¢, — ¢ em L2(M) e Voo, — Vop em L2(M),
implica

lle?™ — e?||L2 — 0,
que era o que querfamos mostrar. O

Teorema 2.6. A solucio p(z,t) € W*(M)' parat > 0 de Ccli—f = —VF com dado inicial

w0 € W2A(M)' converge para oo em W2(M)', onde e*$~0y é a métrica uniforme que
mazimiza o determinante reqularizado do Laplaciano na classe conforme de métricas de
drea unitaria.

d ,
Demonstragao. Notamos que aF(gp(t)) = —|l¢ (t)|[72. Logo,

+oo s
[0l = g [l
=~ lim (F(o(s) ~ Flgo)

= Flpo) = lim F(p(s)).
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2.5. Fluxo Gradiente 59

Como o fluxo ¢(z, t) existe para todo t > 0 e F' é continua em W?(M)', entao ligrn F(p(s))
S—r+00

existe. Assim, existe uma sequencia t, — +oo tal que ||¢ (¢,)||z2 — 0, pois se qualquer
sequencia t, — +00, ||¢ (t,)||z2 = 0, entdo para cada n € N, || (t,)||z2 > n. Entdo

. tn / 2 . 2 , .~
> =
F(po) > tnl_l)r_r}_loo Jo" e (0)]]32dt > tnl—lg-loon t, = +00, que é uma contradigao.

Como vimos na prova do Lema [2.11} ||¢(t,)|lw2 = |[|[Ao¢(ts)]|L2 é limitado para ¢, —
+00, donde da compacidade fraca da bola fechada em L?(M), passando a subsequencia,
Aop(t,) — v em L?*(M). Por outro lado, como i : W?*(M) — W'(M) é um mergulho

compacto, passando a subsequencia, ¢(t,) — ¢* em W(M), ou seja,
o(ty) = ¢ e Vop(tn) = Vop* em L*(M). (2.51)

Agora, da convergéncia fraca de Agp(t,), obtemos Agp(t,) — ¢ em D'(M). Mas como
L*(M) < D'(M) entdo

(Aop(tn), 1) = ((ta), Agu) = /

M

o(t,)AgudAy — /Mgp*AOu dAp = (¢*, Aogu) = (Agp™, u),
para toda u € D(M) = C*(M), isto é,

Agp(ty) = Aoy, (2.52)
em D'(M). Por unicidade, Agp* = 1, e entdo Agp(t,) — Agp* em L?*(M). Portanto,
e(tn) = ¢, (2.53)

em W?2(M)'.

/ d
Como ¢ (t,) — 0 em L?(M) e ¢ satisfaz a equagao de evolugao d—f = —VF para todo

t > 0, segue
€2<P(tn)

M)———F——0
( )fM GZW(t")dAO -

Agp(tn) — Ko+ 2mx

em L?(M), quando t, — +oo. Das relacdes ([2.50) e (2.51), segue que e?(») — ¢#" em
L*(M), donde do mergulho 4 : L>(M) — D' (M), segue que

e?lin) s o#” (2.54)

em D'(M).

Das relagoes (2.52)) e (2.54)) segue que

62@0") 62‘10*

Nop(ty) — Ko + QWX(M)—IM Fn ~ doe" — Ko+ 2mx(M) T ovdd, 0
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em D/(M), isto é, ¢* é solugao fraca de

e2u

Aou — K() + 27X(M)m =
M

0,
que é a equacao variacional de F' provinda do fato que sua solucao é ponto critico de F
(veja equagao ) De fato, por regularidade eliptica, ¢* € C*°(M), e entdo usando
a férmula conforme envolvendo a curvatura Gaussiana, segue que e?¢ oy é uma métrica
uniforme de M. Logo, usando a Formula de Gauss-Bonnet, ¢* é um ponto critico de F.
Porém como F' é estritamente convexa, F' possui um unico ponto critico. Logo ¢* = ¢,
onde ¢, é 0 inico minimo global de F', que ¢ equivalente a dizer que e€**~o( é a métrica
uniforme que maximiza o determinante regularizado do Laplaciano nas métricas conformes
a 0g de drea unitaria (esta argumentacao ja foi feita no final da Secao .

Como F((t)) é mondtona decrescente em ¢, segue da continuidade de F' em W(M)'
e da convergéncia p(t,) — Yo em WL(M)" que tliglo F(¢(t)) = F(¢)- Disto e da con-
vergéncia fraca obtemos que p(t,) — poo em W?2(M)' para toda sequéncia t,, — oo.
Agora, para todo m,n € N, fixando t, e fazendo t,, — oo, obtemos (¢(t,), p(tm)) —
(p(tn), Poo)- Depois fazendo t,, — oo obtemos ||p(t,)|| = ||¢sol||, que implica que

©(t) = Voo,

fortemente em W?2(M)" quando t — co. A prova do teorema esta completa. ]

2.6 Teorema de uniformizacao na esfera.

Pelo Teorema de Classificacao de Superficies Compactas orientadas, para finalizar a
prova do Teorema , falta provar o caso M = S?. Lembramos que a caracteristica de
Euler da esfera ¢ dois. Seja o0y a métrica induzida de R? pela inclusao, isto é, oq é a
restricao do produto interno em R3 aos vetores do espaco tangente a esfera. Para esta
métrica, a curvatura Gaussiana é 1.

Neste caso, o teorema de uniformizacao diz que considerando métricas o = e*¢0y
com area A, = Ay = 4, existe uma unica métrica uniforme (a menos de isometria na
classe) que maximiza o determinante regularizado do Laplaciano. Como oy é uma métrica
uniforme, para provar este teorema é suficiente mostrar que para métricas conformes a o
sob a limitagao A, = 4, temos que logdet A, é maximo se, e somente se, (52, e??0y) é
isométrica a (S, a¢).

Analisaremos o comportamento extremal do funcional F'(p), definido em (2.11)). Para
ser mais preciso, observamos que substituindo u = 2 em F', obtemos que ¢ = 0 é minimo

de F' se, e somente se,

1
—/ \Vou|2d,u+/ udp — log </ e“du) >0 (2.55)
4 Jge 52 52
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dA
para todo u, onde du = iy
47

Logo, sob a condigao
/ udp =0, (2.56)
52

a relagao ([2.55) é equivalente a

G(u) = i/sz |Voul*dy — log (/52 e“d,u) > 0. (2.57)

Para provar (2.57), basta mostrar a Proposi¢ao Mas antes, precisamos da De-
sigualdade de Moser, que afirma que sujeito a condicao ([2.56) existe C' € R tal que
G(u) > C. (veja Teorema 2 em [I7, pag.1078]).

Proposicao 2.5. Para cada € > 0,

1
Ge(u) = 1_8 /52 IVoul*du — log (/52 e“du) >0, (2.58)

para toda u € W'(S?).

Demonstragdo. Escolha uma sequencia minimizante {u, } € C°°(S?)’ tal que

G (un inf G.(u) = a.
() 2 atisy Gl =

Notamos que a € R, pois pela Desigualdade de Moser
G.(u) > Z/ Voul2dp + G(u) > C.
S2

Por densidade de C*°(S?) em W!(S5?) e definicaio de infimo, o limite existe. Logo
{Ge(uy)}y, é limitada em R, isto é, existe A € R tal que G.(u,) < A paratodon € N. Pela
Desigualdade de Moser, ZISQ |Voun|?du + C < Ge(u,) < A para todo n € N. Portanto,

[P < B,

Pela Desigualdade de Poincaré (Coroldrio [1.12), {u,} é limitada em L?(S?). Portanto,
{u,} é limitada em W*'(S?)". Como na prova do Teorema 2.1} usando o argumento de
compacidade, concluimos que passando a subsequencia u,, — ¢ em W?(S?), u,, — 1) em

L*(S?) e em quase todo ponto. Logo pelo Lema de Fatou (veja [7])

n—o0

lim |v0un| d,u>/ Vo |*dp. (2.59)
S2

Pela Desigualdade de Moser novamente, ||e%"||;1 < B. Logo |¢**(®)| < D em quase

todo ponto, pois se [e*®)| > n em quase todo ponto, entdo ||| L1 (s2) = 400. Como
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62 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

lim e"®) = ¢¥@ em quase todo ponto, segue do Teorema da Convergéncia Dominada
n—oo

(veja [7])
/ lim e**dpy = lim e dy. (2.60)
S2 n—oo n—oo S2

Combinado as relagoes (3.8)) e (2.60) obtemos que G.(¢) < a. Por defini¢ao de infimo,
a = G.(¢v), ou seja, ¥ é minimo global de G, : W'(S?) — R.

Como ¢ é minimo de G,

L6+ )y =0 (2.61)

para toda u € C*(S?). Logo a relacao (2.61)) ¢ equivalente a

14+¢ 1
dy — ——— Ydu = 0. 2.62
5 /52<Vou, Vo)dp T ¥dn /52 ue¥dp (2.62)

Usando a Férmula de Green

ew

1+4+¢
S2 fgz ed)d/”’

5 /52 (Agu)tpdp —

udp = 0. (2.63)
Seja. u € C*(S5?) e considere [y, udp = a,. Dai aplicando a relagao (2.63) a u — a, €
C>(S?), obtemos

1+e¢ 1
— = [ (Agw)dy — — | ePud du =0 2.64
5 L(WWM bﬁwéfuuﬁ@uu (2.64)

para toda u € C*(S5?). Pela defini¢ao do Laplaciano distribucional,

( 1+e¢ e?

Agtp — — +1 =0 2.65
2 0¢ fs2 €¢d,u+ 7“) ( )

para todo u € C*°(S?%). Por regularidade eliptica ¢ € C*°(S?).

Agora usamos o processo de simetrizacao de dominios euclidianos para obter pro-
priedades de 1. Para isso, seja gs2 a métrica usual em S? e considere a carta local
T:(0,7) % (0,27) — S?,

T(0,¢) = (send cos ¢, senf seng, cos ). (2.66)

Nesta carta a métrica usual é dada por

952<07¢> = [ ! ! ] :

0 sen?d

Logo o elemento area é dado por du = v sen?0dfd¢ = senfdfde.

Como [, |Vot|*dp = 0% Jo (5 + (send)~2¢7) senfdfd¢, segue que os resultados de
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simetriza¢do em dominios (veja [I7, pag. 1079]) se aplicam na esfera, e assim
[ Vatban = [ 190
52 52

/ evdy = / eV dy (2.67)
s2 s2
Ydp = Yrdp,
52 52

onde 9* é o rearranjamento decrescente simétrico de v, isto é, ¥* = (¢ o T)* o T~1. Logo

simetrizacao na esfera se reduz a simetrizacao em dominios. Assim
e t* é radial com respeito a N = (0,0, 1), isto é,

¥ (@) = ((lz = NI,

pois por definigdo de rearranjamento simétrico no dominio [0, 7) x [0, 27), (¢ o T)*
é radial com respeito a (0,0) e 7°(0,0) = N.

e ¢* é monétona, pois por definicdo em dominios, (1) o T')* é decrescente no dominio
(0,7) x (0,2m).

e Pelas estimativas (2.67)), obtemos que ¥* é um minimo global de G. : W*1(S?) — R,

e além disso, 1* é mondtona e axialmente simétrica no eixo N — S.

e Portanto, podemos supor que v é axialmente simétrica no eixo N — S e mondtona

no angulo azimutal 6.

Defina ¢ = ¢y + a com a = log (fSQ 6wdu). Como 1 é mondtona em 6 e axialmente

simétrica no eixo N — S entao 1, também é. Aplicando o Laplaciano em coordenadas

1
esféricas (na carta (2.66))) a 1, obtemos Ay = @% (sen@%@/)l) para 6 € (0,7),

pois 11 nao depende do angulo longitudinal ¢ (veja equagao ([1.13)). Logo segue disto e
(2.65) que

2 senf 00
para 6 € (0, 7). Como 2= # 2, segue da relagao (2.68)) e do Lema seguinte que 1 é

1+¢
constante. Dai v é constante, e como fs2 wdp = 0 segue que ¢ = 0. Portanto, G(u) > 0

para toda u € W1(S?). O

e 0 (sen@gwl) =e¥r -1, (2.68)

Lema 2.13. Seja u uma solugdo mondtona em [0, 7| de

1 d du u
py—— (SGH@@) =C(e" —1). (2.69)

Se C' # 2 entao u é constante.
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64 2. O determinante do Laplaciano e seus extremais em superficies

Demonstragao. Diferenciando ambos os lados da equagcao (2.69)) obtemos

d 1 d du LAdu
— @ ( Sen@@ (SGHQ@)> =Ce @ (270)
Substituindo a equagao (2.69) em ([2.70) obtemos
d 1 d du 1 d du du
- @ ( Sen@@ (SQHQ@)) = (— Sen&@ (SGH&@) + O) E (271)

du
Seja v = senG@. Entao v(0) = v(w) = 0 e podemos supor que v > 0 pois u é monétona.

De ([2.71)) obtemos

d 1 dv v dv Cv
_ ) == — } 2.72
do <sen9 d9) sen?6 df * senfl (2.72)
Logo
d 1 dv dv
— 2 R _ — ) —
sen ng (sen@ d@) v + Cvsend. (2.73)
Agora integrando a equagao (2.73)) de 0 a m obtemos
T d 1 dv T
- 20— — | df = / 0deo. 2.74
/0 sen”6— (sen0d0> C i vsen (2.74)

Integrando o lado esquerdo por partes duas vezes obtemos

2/ vsenfdl = C/ v senfdf
0 0

ou

(C-2) / vsenfdf = 0.
0

Se C' # 2 entao como v > 0, segue que vsend = 0 em (0,7). Logo, v = 0 em [0, 7], e

consequentemente, u é constante. ]

Como provamos , obtemos que ¢ = 0 é minimo de F', ou equivalentemente, sob
a limitacao das métricas de area constante 47 obtemos que oy maximiza o determinante
regularizado do Laplaciano. Agora devemos verificar quando a igualdade é satisfeita em
(2.57), pois desta forma obteremos a unicidade do Teorema de uniformizacao na esfera.
Notemos que u = 0 e a familia de métricas isométricas obtidas pela acao do grupo
de Mobius em S? sob 0y, isto é, métricas da forma o = e“oy, onde u = 2log|7/| —
2 g2 10g |7'|dp, nos fornecem a igualdade em . De fato, como uma transformacao
de Mobius 7 : 82 — S? ¢ um difeomorfismo, segue que o pullback de 7 por oy fornece
uma métrica isométrica a og. Vale a pena lembrar que o pullback de 7 por oy é definido
como 7*(0g) = |7'|*0¢, onde |7’| é o Jacobiano de 7. Do Coroldrio e como det A, é

dado puramente em funcao do espectro de (M, o), temos que logdet A, e a Area(a) S20
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invariantes espectrais. Logo pela expressao , u=2log|r'|-2 [, 52 log |7'| dp minimiza
F, pois "oy é isométrica a oy via 7, e assim u = 2log|7’| — 2 [, log |7’|dp dé igualdade
em (2.57).

Devemos verificar que u = 0 e u = 2log |7'| — 2 [y, log |7'|dp sdo as tinicas fungdes que
nos fornecem igualdade em (2.57). De fato, se G(¢)) = 0 entao ¢ € W*'(S5?%)’ é minimo de

G. Dai ¢ satisfaz a equagao variacional

A(ﬂ/) 61’[)
—— 41— —=——7=0. 2.75
2 Jq2 €¥dp (2.75)
Fazendo ¢ = %, entao
2¢
—-A l— ————=0.
o + T 2dps

Daf por regularidade eliptica p € C°°(S?)’ e usando a férmula conforme entre curvaturas,
obtemos K, = constante. Portanto, o = ey é uma métrica uniforme. Mas como g
é a unica métrica de curvatura Gaussiana constante em S? a menos de isometria (veja
Teorema 4.1 de [5, pdg.181]), segue que ¢ = log|7'| + 3, pois (S?,|7'|?00) é isométrica a
(5%, 09). Além disso, como o valor médio de ¢ é zero, segue que 3 = — [, log |7'|dp. Isto

finaliza a prova do Teorema de uniformizacao na esfera.

2.6.1 Aplicacao do Teorema de uniformizagao na esfera

Corolario 2.2. Para todas as métricas o conformes a oo em S? de drea 4,
1 /
det A, < exp 5~ ACR(=1) ). (2.76)

A igualdade vale se, e somente se, 0 = 0, a métrica usual em S?, e onde Cr é a Funcdo

Zeta de Riemann.

Demonstragao. Pelo Teorema de uniformizagao na esfera obtemos
det A, < det A,,, (2.77)

para toda métrica o conforme a oy. Portanto, basta mostrar que
1 !
det A,, = exp 5= ACR(—1) . (2.78)

E conhecido que os autovalores de A, sdo os numeros n(n+ 1) com multiplicidade 2n+ 1
para n € NU{0}. Logo para calcular o determinante de A,, é suficiente derivar a fungao

zeta espectral em s = 0,

(5, Ay) =S —2 L (2.79)
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d
Como ((s,A,,) ¢ analitica para Re(s) > 1, obtemos que d—((s, Ag,) €
s

= — Z (2n+ 1)n"*(logn)(n+1)~° Z(?n + 1)n"*(n+1)"°log(n+1)

n>1 n>1
= — Z(Qn + 1)n~* lognz (_8> =i 2(2(71 — 1)+ 1)(n—1)"n""logn
n>1 >0 n>2
= — Z (—js) (2n~ >t logn +n"*"7logn) — Z (—js) (2n — 1)n~ 277 (—1)’logn
= 2
= > (T) (20725 +5 — 1) + Cr(2s +5)) + D (T) (—1)(2Cr(2s +j — 1) — CR(2s + 7))
=0 5>0

>0

Como a Funcao Zeta de Riemann é uma fungao meromorfa em C com polo simples em

s = 1, obtemos que
e para j =2 em (R(2s 4+ j — 1) obtemos um pdlo simples em s = 0.
e para j = 1 em (i(2s + j) obtemos um pélo simples em s = 0.

Logo, temos que estudar estes casos a parte.

s
Primeiramente, expandimos ( , > em torno de s = 0 para 57 > 0. De fato, fazendo a

J

r .
expansao em série de Taylor de M em torno de s = 0, obtemos
['(G+1)
I'(s +) I'(j) I"(5) oy _ L () 2
. = = + = s+ 0(s%) = -4+ —=s+ 0(s%), 2.80
FG+1) TG+ TG+ &) o (&) (2:80)
onde (j) := 1;(] Como = = Y oo cps® = s+ 75> + O(s?) (veja equagao 5.7.1 de [21]
pég.139]), onde v é a constante de Euler, obtemos
L(s +7) (ww()) 3
== = —|——S+OS. 2.81
FG+DI(s)  J j (&) (281)
Logo
(_fs) — (_1)3‘M
j I'(j+1)I(s)
S (POTG) + F(j)v) 2 3
= —19—,—1——17( , s+ 0(s?).
s (P (5"
Agora,
1
(r(2s +1) = =75 + a0+ O(s).
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Dai para j =2

) +0(s). (2.82)

(5)chizs+ v =5~ 5+ 00 (289
Para j =1,
Nt e [y (POPO TR 5 s
(T)ewtzs i) = |en (M) 24 006 s
1 1
(g a0+ 0(s)) = -+ 0(s). (2:85)
Dai

—S

) = 2 )t 042G ) eches+ 1)
+ Y (_js) (2 [Cr(2s +J — 1) + (=1)CR(2s + 5 — 1)]
+ Cr(2s +7) + (1) CR(25 + 7))
= 2 (4% +O(s)) +4 <—§ - é +O(s))
+ ) (_js) (2 [CR(2s 47 = 1) + (=1)Cr(2s + 5 — 1)]

§=0
7>2

+ Cr(2s +7) + (=1) "R (2s + ).
Para s = 0= j = 0. Assim,

1

d /
7005 8y om0 = —5 + 4CR(-1). (2.86)

Portanto, det A, = exp(3 — 4¢k(—1)). O
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Capitulo 3

Extremais do determinante do

Laplaciano em supertficies com bordo

Neste capitulo estudaremos as propriedades extremais do determinante regularizado
do Laplaciano para superficies compactas com bordo. Demonstraremos o Teorema b)

e ¢) da Introdugao.

3.1 Extremais do determinante do Laplaciano

Tornemos mais precisa esta discussao. Fixemos uma métrica oy em uma superficie
compacta M com bordo OM # &.

Definicao 3.1. Dizemos que o é uma métrica uniforme de M, se satisfaz um dos sequintes

itens:
I) (M, o) possui curvatura Gaussiana constante e a curvatura geodésica do OM € nula.
II) (M, o) possui curvatura Gaussiana nula e a curvatura geodésica do OM €é constante.
Dizemos que a métrica uniforme é do tipo I ou II, conforme qual caso seja satisfeito.

Além disso, consideramos duas condigoes na classe conforme [o], a saber

/ ky,ds >0 ou /K@dASQWx(M) (CI)
oM M

/ k,ds > 2mx(M) ou /KpdAgo, (CII)
oM M

onde k,, é a curvatura geodésica, K, é a curvatura Gaussiana, ds ¢ a medida Riemanniana
do OM e dA é a medida Riemanniana de M associado a métrica e*?cy. A equivaléncia
entre as desigualdades envolvendo curvatura geodésica e Gaussiana segue da Férmula de

Gauss-Bonnet.
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70 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

Finamente, sob essas condigoes reescrevemos os Teoremas [0.1}b) e ¢) como:

Teorema 3.1. Em uma classe conforme de métricas [0], sob a condigao drea constante
e (CI), o mdzimo do determinante reqularizado do Laplaciano € atingido em uma métrica

uniforme do tipo 1. Além disso, essa métrica € unica, a menos de isometria na classe.

Teorema 3.2. Em uma classe conforme de métricas [0], sob a condigao comprimento do
bordo constante e (CII), o mdzimo do determinante regularizado do Laplaciano é atingido
em uma métrica uniforme do tipo II. Além disso, essa métrica € unica, a menos de

isometria na classe.

As condigoes drea constante e comprimento do bordo constante significam, | ydA =

cte e faM ds = cte, para toda métrica e*?oy.

3.2 Foérmula para logdet A, em superficies com bordo

Pela Decomposic¢ao de Sturm-Liouville para o problema de autovalor de Dirichlet (Te-
orema [1.14)), o espectro de Dirichlet de (M, g) é

0<)\1<)\2§/\3§...—>—|—OO.

Entao da mesma forma que na Se¢ao [2.1] definimos a fungao zeta espectral por
+00
C(‘g?Ag) = Z)‘ZS
i=1

para Re(s) > W. Como a expansao assintotica do trago do operador do calor para
superficies com bordo tem expressao similar ao caso sem bordo (veja Teoremas|1.9|e :
segue da mesma forma que na Secao , que ((s,A,) serd uma funcdo meromorfa em C

que ¢é analitica em s = 0. Logo o determinante regularizado do Laplaciano é definido por

d
det A, = exp <—£C(s, Ag)> |s=0-

Realizando um argumento similar ao da Secao (veja [1]), segue que obtemos a
equacao analoga a equagao (12.10)), a saber

1 /1
10gd6tA¢,: - = (—/ |V0Q0|2d140—|—/ KogOdAo—f—/ k’()QDdS[))
67 \2 Ju M oM

1
- — kd 1
) s+ C, (3.1)

para toda métrica e*#0y, onde C' é uma constante independente de ¢, k é a curvatura

geodésica associada a métrica e*?oy e Ky, ko sao as curvaturas Gaussianas e geodésicas
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3.3. Funcional relacionado a logdet A,: area constante 71

da métrica oy, respectivamente. Fazendo ¢ = 0 na equacao (3.1)), obtemos

1
C = lOg det AO + 4— kodSO. (32)

™ JoMm

Como ds = e®dsy, obtemos da férmula conforme do Corolario 1.9 que

/ k ds = / 8n90 dSO +/ ko dSO. (33)
oM oM oM
Substituindo (3.3) em (3.1]) obtemos

1 /1
logdet A, = — — (—/ [Voo|? dA0+/ KogpdA0+/ kogods())
6m \2 Ju M OM

1
- — Onp dsg + log det Ay, (3.4)

A Jom

para toda métrica e?¢o,.

3.3 Funcional relacionado a logdet A,: area constante

O objetivo desta secao é definir um funcional F| que sob a condigao area fixada em
uma classe conforme [0p], maximiza o logdet A, em [0y] é equivalente a minimizar F.

No caso de érea fixada em [op], admitimos que
ko = 0. (3.5)
De fato, se ky nao é nula, qualquer solugao ¢ € C*(M) de
Onp =—ko em OM, (3.6)

fornece uma métrica e*?o, de curvatura geodésica k, = 0, em vista da férmula conforme
envolvendo as curvaturas geodésicas (veja Corolario . Logo, trocamos o por e*¢oy,
que ainda esta na classe conforme de oy. Usando uma particao da unidade, vemos que é su-
ficiente resolver a equacao localmente em OM. Tomando uma carta coordenada pre-
servando a diregao normal, segue que representamos ¢ como ¢ (z,y) = ¢(x,0) — ko(z, 0)y,

que é uma solugao localmente suave da equagao (3.6)).

Observacao 3.1. f onr Ko ds € desprezivel durante o processo de mazimizagao de logdet A,

em [og], pois admitimos que

/ kyds = constante (3.7)
oM

em toda métrica e*oy.
Demonstragio. Tomemos U := {z € R? : |z] < 1} com a métrica euclidiana oy. Aqui

71



72 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

usaremos a representacao do nimero complexo z em coordenadas polares, isto é, z = re®,

onde r = |z] e § € [0,27). Considere a funcao radial

@(r,0) = —logr,

onde 0 < r < 1. No que segue dAy denota a férmula volume nas coordenadas 7 e 6,

enquanto dsy denota a forma volume em OU = S* na coordenada 6.

1
Notemos que 0,0 = ——. Portanto,
T

1 L[ 1
Oppdsg = —— dsy = —— dsy = — =21 — —00 (3.8)
oU r Jou ™ Jo r

quando r — 0%.

Por outro lado,

/kogodso = / —logrdsoz—logr/ dsy = —2mlogr
oU oU oU

/!VowIQdAo = —/SOAOSOdAo-i‘/ © O dsg
U U oU

I
— | poupds=2mE",
oU r

pois da expressao do Laplaciano em coordenadas polares,

1/0 0% 1 02 1 1
Aowz;(—+r—+;—>g0:——+—:0.

or or? rz = p2

Fazendo r — 0,

logdet A, = —— (—27r

—— Onp dso + log det A
4 5104

1 1
= —— <27rlogr (— — 1))
67 2r

- Onp dsg + logdet Ay
47 U

1 1
= — (271 ——+1
67T<7rogr< 2r+ )>

1
- Onp dsg + logdet Ay — +00,
47T 5108

pois cada termo da ltima expressao converge para +oo. Além disso, para r — 0T

/ ky,ds = / ko dsg + Oppdsy =21 + Oppdsy — —o0,
U U U U
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pois ds = e?dsy e k, = €™ (ko + Op ).
Portanto, logdet A, nao serd limitado superiormente e |, ou ke ds nao serd constante

na classe conforme [oy] . O

Substituindo as condigoes (3.5) e (3.7) na férmula (3.1), naturalmente o funcional

adequado a ser definido é

1
Fi(p) = 5 /M |V090|2d140 + /MKOSOCZAO —mx(M)log </M % dAo) ;

que é idéntico ao funcional (2.11)). A condigao drea unitéria em [og] pode ser vista como

Il 1 P dAg = 0, conforme a Proposigao .
Da equacao (3.1)) obtemos que

Fi(p) = —6mlogdet A, — mx(M)log A, (3.9)

donde concluimos que minimizar Fi (@) é equivalente a maximizar log det A, para métricas

e*? 0y de drea constante A, = 1.

3.3.1 Prova do Teorema para o caso x(M) <0

Lembramos que sujeito a condigao [ A P dAg = 0, segue da mesma forma que na Segao
m, que usando a Desigualdade de Jensen (Proposicao , obtemos [ o e??dAy > 1. Do
Lema [2.4] obtemos que F} ¢é estritamente convexa para fungoes de valor médio nulo.

Para provar o Teorema no caso x(M) < 0, sob as hipéteses impostas, é suficiente
mostrar a existéncia de uma fun¢ao minimizante suave 1 para F; no espago H das fungoes
de valor médio nulo sob a condi¢do do bordo de Neumann, 0,¢|sy = 0, e mostrar que
e?¥ oy ¢ uma métrica uniforme do tipo I. Pois neste espaco H, obtemos da férmula conforme
do Corolario , que k, = 0 em OM, e portanto, logdet A, é maximo na classe conforme
[00] de métricas de drea unitdria sob a condigao (CI). A unicidade da fun¢ao minimizante
1, decorre da convexidade estrita de F} no espaco H, pois se uma funcao estritamente

convexa possui minimo entao esse minimo é uUnico e global.

Prova do Teorema [3.1: Da mesma forma que na prova do Teoremal[2.], considere uma

sequéncia minimizante {¢,} € C*°(M)" sob a condigao do bordo de Neumann, tal que
F1(90n) - i%fFl((P)v

onde H = {p € WY M)": 0,0 =0} e WL(M)' é 0 espago de Sobolev das fungoes de valor
médio nulo.

Como a desigualdade de Poincaré é valida em H (veja Corolario [1.12)), segue por
repetindo a argumentagao da prova do Teorema [2.1] que existe ¢ € H, minimo de F; :

H — R. Além disso, é tnico pela convexidade estrita de Fj.
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74 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

Logo, definindo g(t) = Fi(¢ + tp), com ¢ € C®(M)" sob a condi¢cdo de Neumann,
segue que t = 0 é minimo global de g. Usando a Formula de Green no caso com bordo,

temos que

21 x (M) / )
0= — A dA KypdAy — —~—2 Y odA,. 3.10
fueomrvass [ Kopasn— g0 [ ean o0

Dada ¢ € C*°(M) com condi¢ao do bordo de Neumann (9,¢ = 0), sob a normalizagao
©* = ¢ — a,, onde a, = f 1 PdAg, Tecuperamos uma fungao de valor médio nulo, isto ¢,
/ o P dAg = 0, sob a condicao de bordo de Neumann. Aplicando ¢* em , segue que
é valida para ¢ € C*°(M) sob a condi¢ao de Neumann.

Usando a definicao do Laplaciano distribucional, segue que

—2mx(M)e*” ) 7

0= (=Ag®,p) + (Ko, ) + ( [y €3 dAg ¥

2mx (M)
fM 62w dAg
sentido distribucional. Usando o mesmo argumento de regularidade eliptica da prova do

Teorema , segue que 1) € C®(M)" com 0,1) = 0.
Logo

para qualquer ¢ € C*(M) com 0, = 0. Logo —Agy) + Ky — e =0, no

K, = 2mx (M)

= ————=cte <0 ky =20
fMewdAo cte < e ” ,

pelas férmulas conformes entre curvaturas Gaussianas e geodésicas (veja Proposi¢ao
e Corolario , respectivamente), isto é, €Yo é uma métrica uniforme do tipo I.

Além disso, para ¢ € C™(M), segue que logdet A, sujeito a condicdo A, = 1 e
Jonr Ko ds = 0, admite inico méximo global na métrica uniforme do tipo I, e** oy, pois
F' sujeito a condi¢ao [,, pdAy = 0 e ¢ = 0, admite tinico minimo global em . Isto
finaliza 0 Teorema [3.1] no caso x(M) < 0. O

3.4 Funcional relacionado a logdet A,: comprimento

do bordo constante

Primeiramente, fixamos o comprimento do bordo em [op]. Entao podemos assumir que
09 é plana, isto é, Ky = 0. Pois caso contrario, qualquer solucao suave ¢ de —Agp+Ky =0
(tal solugao existe, veja Proposi¢ao 1.7 de [30, p.112]) fornece, em vista da Proposi¢ao
, uma métrica e?*¢o cuja curvatura K, = 0. Assim, trocamos oy por e??0y, que ainda
estd na classe conforme [oy).

Pela Observagao [3.1] e assumindo Ky = 0, definimos o funcional

1
Fy(p) = 5 /M |Vop|?dAg + /BM kopdsy — 2mx (M) log (/BM ewdso) : (3.11)
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donde usando a Férmula de Gauss-Bonnet no caso de superficies compactas com bordo,

/ KdA+/ kds =2mx(M), (3.12)
M oM

segue que F' é invariante por translagoes, isto é,

F(p+a) = F(p),

onde a é uma funcao constante.

Agu =0
Proposicao 3.1 (Principio de Dirichlet). ‘ & u € WHM) mini-
u=¢ em OM

miza a integral de Dirichlet, E(v) = [, |Vov[*dAo, para todo v € W(M), tal que v = ¢
em OM.

Demonstragdao. Se Agu = 0 e u € WH(M), entao [,,(u — v)AgudA; = 0 para todo
v € WHM) com v = ¢ em M. Utilizando a Férmula de Green no caso com bordo, segue
do fato que u —v =0 em OM, que 0 = [, (u—v)AgudAy = [,,(Vo(u — v), Vou)o dA,.

Portanto, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz %||V0u|]%2(M) < %HVOUH%Q(M), ou
seja, E(u) < E(v), para todo v € W (M) com v = ¢ em OM.

Reciprocamente, seja u € W!(M) tal que u = ¢ em OM e u minimiza E. Para
qualquer v € C*(M), tal que v|gpr = 0, defina g(t) = E(u+ tv) em R. Logo t =0 é

d
minimo de g, donde pr (t)|t=0 = 0. Como

g(t) = / ‘V0U|2d140 + 2t/ <VOU, V()U)O dAO + tz/ ’VO’U‘ZdAo,
M M M

0 = g'(0) = [,,{Vou,Vov)odAy = — [, vAoudAy + [,,,v0hudsy = — [}, vAqudAy.
Como a medida Riemanniana p(0M) = 0, segue que Agu = 0. O

Segue do Principio de Dirichlet, que sob a condi¢ao do bordo de Dirichlet, ou seja,
©loar = f para toda ¢ € WH(M), F, é minimizada por fungoes harmonicas.

Usando o mesmo raciocinio da Proposigao[2.3] segue que podemos considerar a condigao
comprimento do bordo unitario, isto é, [,(OM) := [, ds = 1 para toda métrica = e*?ay,
como sendo |, o P dso = 0, onde ds e dsg sao os elementos de comprimento de arco em

OM associado as métricas e*?oy e 0.

Notagao 3.1. Se ¢ satisfaz faMgpdso = 0, dizemos que ¢ possui valor médio nulo no
bordo. Se @ pertence a um espaco de funcoes H e possui valor médio nulo no bordo,

escrevemos p € H'.

Agora se ¢ é harmonica, da Proposicao temos e??0y plana. Segue da Férmula de
Gauss-Bonnet que

/ kyds = 2mx(M).
oM

75



76 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

Consequentemente da equagao (3.1)),
Fy(¢) = —6mlogdet A, — 2mx (M) logl,(OM), (3.13)

e portanto, minimizar F,(p) sob as harmonicas de valor médio nulo no bordo, é equivalente
a maximizar log det A, nas métricas €0y que possuem comprimento do bordo unitario
e satisfazem (CII).

3.4.1 Prova do Teorema para o caso x(M) <0

Nesta secao, trabalharemos com algumas normas de espacos de Sobolev em M e em
OM. Aqui | -|; denota a t-norma do espago de Sobolev W#(OM) e || -||; denota a t-norma
do espago de Sobolev W*(M), para t > 0. Denotaremos os subespacos das fungoes de
valor médio nulo destes espagos de Sobolev por W (OM)" e W!(M)', como anteriormente.

Resolvemos este teorema sob a limitacao do comprimento do bordo normalizado por
1. Da mesma forma que na Secao [2.4] usando a desigualdade de Jensen, segue que
/. o €7 dso > 1 para todo fator conforme e¥. Além disso, para fungoes ¢ no dominio de
F5 com valor médio nulo no bordo, F; serd estritamente convexa (A prova deste fato é o
Lema .

Como vimos na secao anterior, mantendo as funcoes fixadas no bordo, obtemos que
F5 é minimizada por fungoes harmonicas. Isto sugere que procuremos o minimo de F5 no
conjunto das fungoes harmonicas. Logo, usando a Férmula de Green, podemos escrever

F,5 em funcao apenas de OM, para ¢ harmonica como

1
F(p) = 5 /8M(8ng0)g0 dsg + /az\/[ kop dsg — 2mx (M) log </8M e? ds()) : (3.14)

Seja T' o operador linear nas fungoes do dM definido por Tp = 0,p, que é obtido
estendendo ¢ de forma tnica em M como uma funcao harmoénica e tomando a derivada
normal da funcao estendida. O primeiro objetivo é definir 7' em um espago de funcgoes de
modo que seja auto-adjunto.

Da teoria de espagos de Sobolev é conhecido que a fungao traco natural 7¢ = p|ap é

um operador linear, continuo e sobrejetivo
T WHM) — WY2(0M),
veja [28, p. 27]. Como o problema de Dirichlet

A(]QO:O

(3.15)
ploar = f € W2(0M)

possui uma tnica solucao, segue que restringindo o dominio de 7 para funcoes em W*(M)
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3.4. Funcional relacionado a logdet A,: comprimento do bordo constante 77

e harmonicas, e denotando este conjunto por W1(M)" = {p € Wl(M) : Agp = 0},
obtemos que

T WHM)" — WY2(0M) (3.16)
¢ uma bijecao continua.

1

Lema 3.1. 7' € continua.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema do Grafico Fechado que basta provar que
771 6 fechada. De fato, seja {¢,} € W¥2(OM) uma sequencia tal que ¢, — ¢ em
Wl/Q(aM) e 7, = 1 em WHM)”. Como 7 é continua, segue que @, — T¢ em
WY2(OM). Assim, 79 = ¢, ou seja, 7~ (p) = 1. O

Portanto, 7 é um homeomorfismo linear, isto é, existem constantes c¢,d > 0 tais que

lolie <cllelli e el < dlpliye

para qualquer ¢ € W!'(M)”. Desta forma, D(p,v) = [,,(Vop, Vo)) dAy é uma forma
quadrética positiva definida em W'2(9M)’, pois a integral a direita ¢ bem definida pelo
fato de ¢ e 1 serem tnicas extensdes harmonicas em W1(M)" de ¢ e 1.

No que segue usaremos a Extensao de Friedrichs para obter o espaco no qual T sera
auto-adjunto. De fato, defina L : W3/2(OM) c L*(OM)" — L*(OM)’ por meio de D, isto
€,

(Lo, ¥)o = D(p,v),
para toda ¢, € W32(OM)'. Segue da definicio de D que L é um operador simétrico
densamente definido e positivo, e além disso, pela desigualdade de Poincaré (veja Corolario

1.12)) e pelo fato de 7 ser um homeomorfismo, (Ly, p)o = ||Vop||3 > c|<,0|%/2 > c|p|? para

alguma constante ¢ e todo ¢ € W32(9M)'. Redefinindo L por %L, podemos supor que
c=1.

Definimos em W3/2(9M)’ um novo produto escalar por (¢, ), = (¢, L)), com norma
lol = (o, gp)i/Q. Em particular,

ol > [#lo- (3.17)

Denote por Wg/ ? 0 completamento de W3/ 2(OM)" com respeito a norma L, isto é,
Wg/ ? consiste das classes de equivaléncia de sequencias de Cauchy na norma L, onde duas
sequencias de Cauchy sao equivalentes se possuem o mesmo limite na norma L.

Sendo assim, pela relacao (3.17]) uma sequencia de Cauchy na norma L é também uma
sequéncia de Cauchy na norma de L*(9M)'. Como L?*(OM)’ é completo, tal sequencia de
Cauchy possui limite em L*(OM)’. Portanto, temos uma aplicacio natural de Wg/ > em
L*(OM)'.

Lema 3.2. A aplicagio natural de WS/Q em L*(OM)' é injetora.
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78 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

Demonstracdo. Seja {,} uma sequencia de Cauchy na norma L de vetores em W3/2(9M )’
que tende a ol em Wg/ %, Como visto acima, {¢,} é uma sequencia de Cauchy na norma
L*(OM)’, e denotamos seu limite em L?(OM)" por ¢. Pela defini¢io do produto escalar
na norma L, para cada ¢ € W3/2(OM),

(QOn, 77Z})L = (Qom L¢)0

Fazendo n — 400,

(@Lv ¢)L = (QO, L¢)U

Isto mostra que o produto escalar em Wz’/ % de ©" com qualquer 1) € W3/2(9M)' é unica-
mente determinado por ¢. Como W3/2(9M)' é denso em Wg/ 2, segue que @” é unicamente

determinado por ¢. O]

Portanto a funcao natural ij/ > 5 L[2(OM)’ é um mergulho, e entdo visualizamos WS/ 2
como um subespaco de L2(OM)'. Assim, temos W32(dM) c W'* c L2 (M.
Agora definiremos a extensao de Friedrichs de L, que denotaremos por 7. Tome qual-

quer ¢ € L?(OM)’, e para todo ¢ € L*(OM)' defina

l() = (&, 9)o,

que ¢ um funcional linear limitado em L?(9M)’, pois |I(¢)| < |¢lolt)]o-

Pela relagao (3.17)), para qualquer ¢ € WS/Q temos |I(©)] < |¢|L|¥]o, isto é, I é um
funcional linear limitado em Wz’/ ?. Pelo Teorema da Representagao de Riez, existe tnico
Wy € WS/Q, tal que I(¢) = (¢, wy)r para qualquer ¢ € WS/Q.

Logo temos um operador linear invertivel bem definido Tw = v, onde
T:D(T) C L*(OM) — L*(OM)'.

Além disso,
(p,w)r =1Up) = (p,¥)o = (p, Tw)o, (3.18)

para todo w € D(T) e todo ¢ € WE/Q.

Teorema 3.3. W3/2(OM)" ¢ um subespaco de D(T), e T é uma extensdo auto-adjunta e
positiva de L em L*(OM)'.

Demonstragio. Tome 1) = Lo € L*(OM)', para algum o € W3/2(9M)'. Entao para todo
u € W32(OMY, l(u) = (u,v)o = (u, L)y = (u,p)r. Como vimos acima pelo Teorema
da Representagao de Riez, l[(u) = (u,w)r, donde ¢ = w € D(T) e além disso Tw = L,
ou seja, L = T|W3/2(8M)/. Claramente, T é positivo pela relagao .

Finalizamos com a prova que T' é auto-adjunto em L?(0M)’. Primeiramente, notamos
que T é simétrico. Restringindo a relagao para ¢ € D(T) e intercalando ¢ e w,

segue que (w,Ty)y = (w, )L, donde segue da simetria do produto interno e da relagao
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3.4. Funcional relacionado a logdet A,: comprimento do bordo constante 79

que T é simétrico. Denotemos por S : L2(OM) — D(T) C L*(OM)’ a inversa de
T. Logo S é simétrica em L?(OM)’.

Afirmamos que S é limitada, para isto é suficiente usar o Teorema do Gréfico Fechado,
isto ¢, mostrar que S é fechada. De fato, seja {¢,} sequencia em L*(OM)’, tal que
on — @ e Sp, = . Logo (Sen,y)o = (¥n,SY)o, € tomando n — +o0, segue que
(¥, 9)o = (p,Sy)o para todo y € L*(OM). Como S é simétrico, (¥, y)o = (Sp,y)o, ou
seja, Sy = 1.

Como S ¢ simétrico e limitado em L?(OM)’, segue que o espectro de S é real (veja
Teorema 2 de [14, pdg.356]). Logo todo niimero complexo nao real z pertence ao conjunto
resolvente de S. A férmula 27! — S~1 = S71(S — 2I)2~! mostra que 2! pertence ao

conjunto resolvente de S™!. Pelo Teorema 2 de [14], pdg.396], S~! = T' é auto-adjunto em
L*(OM)'. O

Usando a relagao (3.18)), segue que w € D(T) se, e somente se, (¢, Tw)o = (p,w)r =
D(p,w) para qualquer ¢ € W32(OM). Em [19, pig.200] é mostrado que D(T)
WYOM)', donde usando a férmula de Green e o fato que toda fun¢ao em D(T) C

W1Y2(OM) se estende de maneira tinica para uma funcdo harménica em W'(M)’,

(()07 Tw)O = (907 anw)m

para todo ¢ € W3/2(OM)'. Como W3/2(OM)" é denso em L?*(OM ), segue que Tw = J,w.

Como T : WYHOM)' C L*(OM) — L*(OM)" é auto-adjunto, em particular, fechado,
e WHOM)'" é denso em WY2(OM)', segue que T se estende para WY2(OM)', isto é,
f € WY2(OM)', entdao existe uma sequencia f, € WY(OM)' tal que Tf = lim Tf,.

n——+0o

Portanto ¢ € D(T) se, e somente se, D(p,v) = (T'p,v) para todo ¢ € WY2(OMY), e

além disso,
D(p,¢) = T?¢l§ = (T, 0)o (3.19)

para todo ¢ € WY2(OM)'.
Formalizado a defini¢cao de T'¢ = 9, ¢, mostraremos que podemos construir uma norma

em funcao de T equivalente a norma usual em W'/2(9M)'.
Lema 3.3. Para p harmonica em W*(M)', |g0|%/2 ~ D(p,p) = |TY?p|2.

Demonstra¢io. Como vimos acima 7 : WY(M)" — WY2(OM) é um homeomorfismo

linear. Agora para ¢ harmonica em W'(M)', usando a estimativa,
s < all[Voplls + l¢lo),
temos que [of3 5 < c(|[Voel[§ + [lll3) < d(l[Vopll§ + [¢l5)- Logo

[eli/2 = [[Voells + 1els = Dlw, @) + 125 (3.20)

79



80 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

Pelo Critério de Compacidade de Rellich, a inclusdo natural i : W/2(9M) — L?(OM)
é compacta, entao como S =T~ ! : L*(OM)" — WY (OM) C L*(OM)" é continua, segue
que 7' =405 : L*OM) — L*(OM)" é compacto. Como T : WH(OM)" C L*(OM) —
L*(OM)' é auto-adjunto e positivo em L*(OM)" com T~ compacta, segue que existe base
ortonormal {p;} de L*(OM)" constituindo autofungoes de T com respectivos autovalores
satisfazendo \g < A\ < Ay <— +o00.

Como {;} s@o harmonicas, segue da Férmula de Green que

IVoeill :/ [Vowil?dAg :/ (Onpi)idso = Aililg,
M oM

donde \; > 0 para todo 7. Agora se ¢ é harmonica e Ty = 0, segue da Férmula de
Green que ||Vop||2 = 0, donde dp = 0. Como M é conexa, segue que ¢ é constante
em M. Portanto, \y = 0 é um autovalor simples de 7. Logo A\; > 0 e, além disso,

!/

D(pi,0i) = Ni|gild > Mpil2. Escrevendo ¢ harmonica em W' (M)' na base {¢;} de

L*(OM)', D(p, ) > Mipl3. Dai, segue da relagao (3.20) que
ol3 2 = D(p, ¢).

Isto finaliza a prova. O

Prova do Teorema [3.2: Escolha uma sequencia minimizante {¢,} € C*(OM)’ tal
que

Fy(pn) — inf  Fy(p). (3.21)
PpEWL/2(0M)!

Neste caso pela relagao (3.19)), podemos escrever o funcional F» em (3.14) como

1
(o) = SITV2gf2 + /

kopdsy — 2mx (M) log(/ e?ds). (3.22)
2 oM

oM

Assim, pelo Lema (3.3

1/2 1/2
/ kfo(,DdSo S (/ |k’o|2d$0> </ ‘30|2d80>
oM oM oM
1/2
([ hofas)  tols
oM

1/2
S C (/ |l€0|2d80) |T1/2g0|0.
oM

Para € > 0, escolha ¢ tal que ¢d = . Assim usando a desigualdade ab < %(a2 + %),

IN

onde a = V§|T?p|y e b= \/LS (Sour |k0|2d80)1/2, temos
€ m1/2, 12 1c 2
kogpdSO < —‘T 80‘0 + —-— ‘ko‘ dSQ. (323)
oM 2 2¢ Jom
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Logo para e =1,

2 2
Fy(p) > —C—/ |ko|dsg — 27 (M) log (/ e‘pdso) > e |ko|?dsy > —o0,
2 Joum oM 2 Joum

isto é, existe inf  Fy(p) = a. Como C=(OM)’ é denso em W2(OM)', a sequencia
PEWL/2(0M)!

minimizante existe e consequentemente o limite (3.21)) é bem definido. Dai, existe no € N
tal que n > ng, Fy(¢,) < a+ 1. Tomando € = % em (3.23)), segue

1
Falon) 2 170+ ¢ [ Jhafdse
oM

Assim, |T"%p,|2 < C, se n > ny. Pelo Lema[3.3) {¢,} é limitada em W'/2(9M)'.

Como a fungao trago 7 em (3.16) é um homeomorfismo, segue {p,} é limitada em
W1(M)". Seguindo os mesmos passos da prova do Teorema pela compacidade fraca

de bolas em W (M), passando a subsequencia,
On =Y

em W'(M)', e do Critério de Compacidade de Rellich (Teorema ©n — 1 em L*(M)
e em quase todo ponto. Assim, segue do Lema de Fatou e do Teorema da Convergeéncia

Dominada que

lim [T, = lim / Vogal?dAg > / Vot Pdde = [TV20 (3.24)

n—oo
lim e*rdsy > / e*ds (3.25)
e Jom oM
lim ko@ndSO = / kowdb‘o. (326)
n—ee Jom oM

Portanto, de (3.24)), (3.25) e (3.26), a desigualdade de Jensen e x(M) < 0, temos que
Y € WY2(OM)' é o minimo de Fy : W'/2(0M)" — R.

Assim, seja p € C®°(OM)" e defina g(t) = Fy(¢ + tp) para todo t € R. Dai usando a

Formula de Green com bordo e o fato que ¢ é harmonica obtemos

2 M
0=g(0)= / (On)p dsg —I—/ ko dsg — Lw)/ e ds, (3.27)
oM oM faM eV dso Jour

para todo ¢ € C*(dM)'. Para ¢ € C*(0M), defina ¢ = p—a, onde a, = [,,, wdso. As-
sim, pela Formula de Gauss-Bonnet obtemos a equagao vélida para ¢. Segue da densidade
C>(OM) em L*(OM), segue que

2mx(M)
Jons €dso
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Logo usando a férmula conforme entre curvaturas geodésicas (veja Corolério [1.9) que

2mx (M)
Jonr €%dso

Como K, = 0, pois estamos supondo Ky = 0 (veja secao [3.4) e ¢ é harmonica, entao

ky =

€Yo é uma métrica uniforme do tipo II, e além disso, [, kyds = 2mx(M). Como F
é estritamente convexa, segue que possui um unico ponto critico. Portanto, e*¥o, é a
unica métrica uniforme que maximiza logdet A, em [o¢] sob as condi¢bes comprimento
do bordo unitéario e (CII). Isto finaliza a prova do Teorema para o caso comprimento
do bordo constante em [o¢] e x(M) < 0. O

3.5 Casos do teorema de uniformizacgao para superficies

com bordo

Nas préoximas duas subsegoes finalizaremos as provas dos Teoremas e no caso
restante de uma superficie simplesmente conexa com uma unica curva bordante. No
caso do Teorema veremos que a prova ¢ uma consequéncia direta da desigualdade
. No caso do Teorema , a prova sera similar ao caso da esfera, onde usaremos a
Desigualdade Beurling e o Lema no lugar da Desigualdade de Moser e do Lema [2.13]
respectivamente. No Lema , usaremos um pouco da teoria de séries de Fourier em S*,

cujos resultados podem ser encontrados no Capitulo 3 de [29, pag.177].

3.5.1 M simplesmente conexa com comprimento do bordo cons-

tante

O caso restante da prova do Teorema [3.2, consiste em maximizar logdet A, para
uma superficie compacta simplesmente conexa com uma tunica curva bordante sob as
condigbes comprimento do bordo constante, (CII) e [, k, ds constante em [0g]. Sob estas
condigoes pelo Teorema de Classificacao de Superficies Compactas com Bordo, podemos
tomar M como sendo o disco unitdrio U com U = S' e considerar a classe de métricas
planas, isto é, curvatura Gaussiana nula, em U conformes a métrica euclidiana oy. Pela
férmula conforme entre curvaturas (veja Proposigao , obtemos que estas métricas
planas fornecem fung¢oes harmoénicas em U.

Como explicado na Secao [3.4] é suficiente minimizar o funcional F; sobre as fungoes
harmonicas ¢ em U que possuem valor médio nulo no bordo. J& notamos que oy é uma

métrica uniforme do tipo II, pois Ky = 0 e kg = 1. Como ¢ = 0 é minimo de F; se, e

/ Vop \2— +/ odu — log (/ e“"du) >0 (3.28)
oU ouU
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do
para todas as harmonicas, onde dy = o e x(U) =1, segue que a estratégia em estudar
T

o comportamento extremal de F5 sob a condigao

/ wdp =0, (3.29)
ouU

é verificar (3.28]), e apds isso verificar que as fungées que fornecem igualdade em (3.28])

produzem métricas isométricas a oqg. Defina

Glo) =1 [ VueP ™22 ~tog ( / e”du>. (3:30)
U ™ U

Como no caso da esfera, mostrar que G(¢) > 0 sobre as harmonicas com valor médio nulo

¢ equivalente a mostrar que

1 dA
Ge(p) = 1_8 /U |Vocp|270 — log (/aU e“"du) >0 (3.31)

para todo € > 0.

Lema 3.4 (Desigualdade de Beurling). Se f(z) ¢ analitica em U com f(0) = 0 e
Jo 1f'(2)]PdAg < 7 entdo

medida({0; | f(¢)] > s}) < 2me! =" (3.32)
Demonstracao. Veja [2, pag. 34]. O]

Para aplicarmos o lema anterior usaremos o conceito de conjugada harmonica de uma

funcao harmonica e portanto definimos:

Definicao 3.2 (pag.40, [3]). Sejam G um dominio em C e u : G — R harménica. Se
existe uma funcao harmonica v : G — R tal que u + iv € analitica em G, dizemos que v

€ uma conjugada harmonica de u.

Além disso, no Teorema 2.30 de [3] é mostrado que se G é o disco aberto entao existe

uma conjugada harmonica v de u tal que v(0) = 0.

Agora aplicando o lema anterior para a fungao f = —(¢ + i), onde ¢ é harmonica

com valor médio nulo, ¥ : U — R é uma conjugada harmonica de ¢ com 9(0) =0 e

1
a2:—/ |V0§0|2dA0,
T Ju

obtemos de (3.32)) que

1
2 1
/ efdu < 2me + e (/ ]VO@IQdA(J) - exXp <—/ ]V()cp]QdAo) : (3.33)
U U Am Juy
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Lema 3.5. Se G.(p) < A entio [, |Vop|’dAy < B, para toda ¢ harménica de valor

médio nulo.

dA
Demonstragcao. Observe que definindo a?o = / |V090|2—0 e usando (]3.33]), obtemos
U s

1 a’ 1
G.(p) = + Sai — log2me —log a, — f —log - + \/7% . (3.34)
aset
Portanto, G.(p) = {a’, ( 41°g%) —log ( 1a2 + \/TE) — log 2me. Por contradicao, se
aweT
a, — 400 entao G.(¢) — 400, e o resultado segue. O

Proposicao 3.2. G.(¢) > 0 sob as harménicas de valor médio nulo, para todo € > 0.

Demonstracao. Escolha uma sequencia minimizante de fung¢oes harmonicas {p,} € C>*(U)’
tal que G.(p,) — infa G.(p), onde A = {p € WH(U)’; Agp = 0}. Como antes, segue do
fato que C*°(U)’ é denso em W(U)', que a sequencia minimizante existe, e além disso, o
infimo existe em vista da prova do lema anterior.

Portanto, como {G.(y,)} é limitada, existe A tal que G.(¢,) < A para todo n € N.
Pelo lema anterior, existe B tal que fU |Vopn|?dAg < B, e consequentemente, pela Desi-
gualdade de Poincaré {¢,} é limitada em L?(U). Usando o argumento de compacidade
da prova do Teorema 2.1 obtemos que ¢, — 1 em WH(U)', v, — ¢ em L*(U) e em

quase todo ponto.
dA dA
Pelo Lema de Fatou lim / |Voapn|2 0 /|Vm/)|2 . Como a funcao traco
n—oo U

natural 7 : A — WY2(QU)" é um homeomorﬁsmo (veja Lema , obtemos que ¢ €
WY2(0U) c L*(0U). Logo p,(x) — 1 (z) em quase todo ponto de QU. Além disso, pela
estimativa obtemos que {e¥"} é limitado por uma constante em quase todo ponto.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que [, oU e @ dy — /. oU e?@dpu. Logo,
segue da defini¢gao de infimo sobre o conjunto A que ¥ é minimo global de G. em A.

Assim, se ¢ € A, segue que 0 é minimo global de g(t) = G.(¢ + tp). Portanto,

, l1+e dAy  [oy €Ppdu
0=4g(0) = Q/Vw,Vgo — 3.35
O = 02 [ e Ve T - (3.35)
Yood
= (I+¢) / (&zw)sodu—MJr / pdy. (3.36)
oU faUe¢du ou

Dada fung¢@o harmonica ¢ € WH(U), aplique p —a, € A & (3.35), onde a, = fU wdu, para
obter

Jou € edp
0= 1+5/ Oab)od —U—+/ du. 3.37
( )aU( Jpdp Ty oy £ (3.37)

Como a fungao trago natural 7 é um homeomorfismo das harmonicas em W*'(U) sobre
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W2(9U), segue que ¢ € W2(9U). Sendo W'/2(QU) denso em L?(OU), obtemos

P
e
0= (14e)dp+1— —— 3.38
(1+2) — (3.9
Definindo ¢ = u + a onde e* = [, e“dpu, entao u satisfaz
Optt = ! (e —1) (3.39)
" 14 '

com [y edp=1.
Agora provaremos que v € W'(9U)'. Pelo Teorema sabemos que T : W1(9U) C
L*(0U) — L*(0U)" dada por
T(p) = Onp

é auto-adjunta. Como T’ é densamente definido em L?(OU)" e continuo, segue que T se
estende para W1/ 2(9U)'. Na construcao do operador auto-adjunto 7', foi mostrado que
existe a inversa T~ ' : L?(0U) — WY(QU)' c L*(OU)’, e como T € L*(AU)', entao existe
w e WHoU) tal que w =T (T(¢)). Logo

<¢—W7Tf>L2 = <Tw_Tw>f>L2 = <T¢—T¢7f>L2 =0

para toda f € W1(QU). Assim ¢ — w = 0, pois ImT = L?(QU)’. Portanto, ) = w €
wiouy.
1

Dai como 1~ ¢ 7 para todo € > 0, segue do lema seguinte que u é constante. Em

particular ¥ é constante, mas como faU Ydp = 0, segue que Y = 0.
Portanto,

Gs(‘ﬁ) > Gg(@/)) =0

para toda ¢ harmonica de valor médio nulo no bordo e todo € > 0. O

Lema 3.6. Se u pertence a W(S') e satisfaz a equacio
Opu = C(e" — 1) (3.40)

onde C' ¢ Z, entao u € constante.

Demonstracao. Escrevemos a fungao d,u em termos da série de Fourier de u. A série de
Fourier de u é
u(f) = E a(n)e™,
neZ

e a soma de Abel é

Jou(0) =Y " a(n)rem?, (3.41)

neL
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86 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

com r € [0,1) e § € S'. Como a soma de Abel converge absolutamente, obtemos

d ~ n|—1_ind
EJTU(Q) :Zu(n)|n|r‘ [=Leind

nez

Considere a série de Fourier, Nu(f) = Y, _, 4(n)|n|e™’. Como a série de Fourier de u é

absolutamente convergente,

LY(SY) 3 %(9) = Zﬁ(n)inema (3.42)
= Y a(n)ine™ +> " a(—n)i(—n)e "’ (3.43)

Logo

/ 1> i(n)ine™|df < / > " la(n)n|do < / > Ja(n)||n|do < oc. (3.44)
St n=0 st n=0 st

n=—oo

Mesmo raciocinio implica que Y oo, 4(—n)i(—n)e~" € L'(S*). Portanto,

Nu(0) = a(n)|nle™ = a(n)ne™ + Y " a(—n)(—n)e " (3.45)

estd em L'(S') e assim J,.(Nu) estd bem definida. Logo

1

;&Jru(ﬁ) = J.(Nu) = Nu (3.46)
em L?(S') para r — 1. Como 0, J,u(f) — O,u(f) em L?(S'), pois Ju(f) — u(f) em

L%(SY), segue da unicidade que
Nu(f) = 0,u(6). (3.47)

Defina a transformada de Hilbert,

para toda u € L?(S1), e note que esta série é absolutamente convergente, pois Z a(n)e™

o é. Notemos que de (3.42)) temos

H (2—;) = i(n)nle™” = D,u(6).

Portanto, da equagcao (3.40) obtemos
du
H|l—)=C("—1). 3.48
(%) =cte - (3.48)
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Primeiramente, notamos que H : L?(S') — L*(S%), pois

/51 |Hu(9)?d6 = /51 | — izsgn(n)ﬁ(n)emwd@
< /S (Z |a(n)!)2de = (Z |ﬂ(n)|)227r < .

Além disso, fazendo uso do Teorema de Plancherel, que garante que a transformada de

Fourier

F:L*(SY) — 1*(z) (veja [29, pag.183])

é uma isometria unitdria, mostraremos que H : L?(S') — L?(S') é invertivel. Pelo

Teorema de Plancherel, Fu = @ € [*(Z) (espacos das fungoes de quadrado somdvel).

Novamente pelo Teorema de Plancherel, existe tinico v € L*(S!) tal que 9(n) = —%.
Logo
Hv(0) = —i » _sgn(n) z';gl;((tz)) e = "i(n)e™ = u(0), (3.49)
donde H é bijetora. Agora, mostraremos que u € C*(S'). De fato, como u € W*(S?)
obtemos 4 p 4
u u
- L2 1 el v _ 1) = u_ L2 1 ) ]
7 € (S = deC(e )="Ce 7 € (S) (3.50)

E um cdleulo simples mostrar que $H~'(v) = H~! (%), para v € L*(S"). Portanto,

du  d*u d 4 "
== s = @H (Ce*—1))

~ q <di9(0(e“— 1))) € I2(SY).

H™H(C(e" = 1))

Consequentemente, u € W?(S!). Novamente,

2 (%) = o (d%(C(eu - 1))) - n (d% (w%)) (351

Logo % € L?*(S') e indutivamente % € L?(S') para qualquer n € N. Portanto,
u € W"(S') para qualquer n € N. Como existe o mergulho W" — W" parar € R e
n > r, segue que u € W7(S') para todo r € R. Pelo Teorema de Mergulho Sobolev ,
u € C*(S'). Em particular podemos diferenciar no sentido cldssico a equagao para

obter

d*u du du du
H(EY) e (g (& a 52
<d92) Ce i ( (de) J“C) a0 (3:52)
Defina v = %7 entao
dv
H )= vHv 4 Cv, . v dp = 0. (3.53)
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Afirmamos que v(n) = 0 para todo n € N. Sejam

v = Z d(n)e™, Hv=—i Z sgn(n)o(n)e™. (3.54)

neL nel

Logo
vHv = —i Z < Z sgn(m)ﬁ(m)@(k)) e,

Se n = 0 entdo

vHU(0) = —i Y sgn(m)i(m)o(k) = 0. (3.55)
Como
dv ol e in dv o
i Zv(n)me b = @(n) = inov(n) N
= H (%) = —'ngn(n)%(n)eme
= H (%) (0) = —isgn(())%(()) = 0. (3.56)

Portanto combinando (3.55)) e (3.56]) em (3.53) obtemos v(0) = 0.

Suponha que 9(m) = 0 para todo m com |m| < n. Entao

vHu(r) = —i Y sgn(m)o(m)i(k). (3.57)
Kl misn
Se r = £n entao
vHu(n) = —i Y sgn(m)i(m)o(k) = 0. (3.58)
k+m=+n
K], lm|=n

Portanto, segue de (3.53) que para r = £n

Co(r)=H (%) (r) = —isgn(r)iro(r) = |r|o(r). (3.59)

Logo |r|o(r) = Co(r) para r = £n. Como C' ¢ Z, (|r| — C)o(r) = 0 implica o(£n) = 0.
Por indugao, 0(r) = 0 para todo r € Z.

du
Portanto, segue de (3.54) que i v =0 e em particular u é constante. n

Para finalizar a prova do Teorema [3.2], falta encontrar as fungoes ¢’s harmonicas de
valor médio nulo tal que G(¢) = 0. J& mostramos que ¢ = 0 é minimo global de G. Logo,

como na equagao (3.38)), a equagao variacional para ¢ em JU é

2me?¥
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Pela férmula conforme k, = e~%(1 4 0,,¢) do Coroldrio obtemos

2

ki = J1 e#db

= constante, (3.61)

isto é, €*?0 é uniforme. Seja f = ¢ + 1), onde v é a conjugada harmonica de ¢. Se
H(z) = / e’ ©d¢ (3.62)
v

onde v é o caminho retilineo ligando 0 a 2, entao do Teorema Fundamental do Célculo
obtemos |H'(2)|?> = ¢***) em U. Em particular, H é uma aplicacdo conforme de (U, e*#0y)
sobre um dominio (D, 0y) de C. Como H preserva angulo, obtemos que H(OU) é um

circulo.
Lema 3.7. As dnicas func¢oes meromorfas em C = C U {oco} sdo as racionais.

Demonstracao. Obviamente, se f é racional entao f é meromorfa. Reciprocamente, se
f é meromorfa em C, entdo como C ¢ compacto e o conjunto dos polos de f é discreto,
obtemos que o conjunto de polos é finito.

Se 21,...,2, € Csao polos de f de graus dy, . ..,d, entdo p = f[](z — 2;)% nio possui
polos em C, e tem no maximo um polo no infinito. Logo, p é uma funcao polinomial e

consequentemente

CEDE

¢é racional. O

Lema 3.8. Se f ¢ analitica e conforme em U = {z € C: |z| < 1}, com |f(2)| = 1 para

todo |z| =1 entdo f ¢é racional.

z—1
Demonstragao. Defina a Transformada de Cayley, T'(z) = e
z41
Mostraremos que T' mapeia bijetivamente o semi-plano superior fechado sob o disco

1
).

Se z € R entao |T(z,0)| = 1. Se z = a+ib com b > 0, entao T'(a,b) € D((0,0),1)—S*.

Portanto 7" mapeia o eixo real sob a S! e o interior do semi-plano superior sob o interior

unitdrio fechado menos z = 1 com inversa T—!(z) = i(

do disco unitério.

Agora, seja z = a +ib € D((0,0),1) — {1}, entdo T *(z) = %v donde
Im7~!(z) > 0. Em particular, se 2 = a 4+ ib € S* — {1} entdao ImT'(z) = 0. Portanto,
T~! mapeia S* — {1} no eixo real e o interior do disco unitdrio menos z = 1 no semi-plano
superior aberto.

Vejamos onde faz sentido definir a composicao

o=t o (1 (50) - (EAtiss)
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T—1
T+

o valor 1 e entao a fun¢ao g nao estard definida em todo semi-plano superior fechado.

pois se # € R entao T'(x) € S', que por sua vez, ‘f( )‘ = 1. Logo f(i—jrj) pode assumir

Se f nao é constante entdo f assumird o valor 1 em finitos pontos de S!, pois como
f : U — U é conforme, é impossivel que f assuma o valor 1 em infinitos pontos de
S, Logo g terd finitos polos em R. Em cada intervalo entre dois polos aplicamos o

Principio da Reflexao de Scharwz. Logo g se estenderd para uma funcao meromorfa em

C=Cu {o0}, que pelo Lema seré racional.

Como T e T~! sao transformacoes de Mobius de grau 1, entdao f = T o g o T~! serd

racional de grau 1 e em particular um transformagao de Mobius de U em U. O

Como |H(OU)| = a entao ‘@’ = 1 para todo z € S'. Tome 7 = £ que pelo Lema

3.8 obtemos que 7 é um transformagao de Mobius de U em U. Portanto
laT'(2)]? = €** = ¢ = log |7'(2)| + log |al (3.63)

para a € R.
Logo ¢ = 0 e ¢ = log|7’'| + [ s@o as tunicas fungdes que minimizam G. Como
(U, |7']20¢) é isométrico & (U, o) via T, segue que o ¢ a inica métrica uniforme do tipo I1

que maximiza log det A, em [0], sob as condi¢des comprimento do bordo fixado e (CII).

3.5.2 M simplesmente conexa com area constante

O 1ltimo caso da prova do Teorema consiste em maximizar logdet A, para M
simplesmente conexa com uma tnica curva bordante sujeita as condigoes A, = constante,
(CI) e equagao (3.7) em [og]. Pelo Teorema de Classificagdo de Superficies Compactas
com Bordo podemos considerar M como o hemisfério superior H? e considerar a classe
de métricas conformes a métrica euclidiana oy sob a condicao A, = 27. J4 notamos que
0o ¢ uma métrica uniforme do tipo I, pois Ky = 1 em H? e ky = 0 em S*. Mostraremos
que esta métrica é a Unica (a menos de isometria na classe) que maximiza det A, em [o]

sob as condig¢oes mencionadas.

Definindo u = 2¢ e notando que y(H?) = 1 vemos que F}(¢) possui minimo em ¢ = 0

se, e somente se,

1 dA dA dA
—/ A f— +/ u—2 — log / =2 > 0. (3.64)
4 H2 21 H2 2T H?2 2

Como foi feito na Proposicao , temos que A, = 27 ¢ equivalente a

/ udAg = 0. (3.65)
H2
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Logo sob a condigao (3.65)), a desigualdade (3.64) é equivalente a

| A A
0 < Glu) = 4/ |v0u|2ﬂ o (/ e %) (3.66)
H2

para toda u € W1 (H?)".

Usando a carta local T de ([2.66)), estendemos u em H? para uma funcao par no angulo
azimutal 0, isto é,

B u(@,w) se0<6<m/2
u(f,w) = . (3.67)
u(r —0,w) sef <O

Entao usando a carta local T', verificamos que @ € W*'(S?)". De fato,

2 T
/ W2dA, = / / 42 senfdfdw
52 0 0
2 pmw/2 2w
= / / % senfdfdw + / / % senfdfdw
0 w/2
27
= / / u? senfdfdw

= / 2dA0 < +o00.
H2

Portanto, @ € L?(S?). Analogamente

/|V0a\2dA0 _ 2/ IVou[2dAy < +00
S2 H?2

S2 H?

Assim, a desigualdade (3.66|) é equivalente a

0<G(a) = 1 |V0u| d—AO — log (/ dA“) (3.68)

que ja foi provado no caso da esfera na Proposigao [2.5]

Portanto, @ € W1(S?)'.

Agora, devemos determinar quando a igualdade é satisfeita na equagao . Nota-
mos que u = 0 e u = 2log 7| —2 [}, log |7‘l|%, para toda 7 € SU(1,1) (grupo de mobius
fixando o disco unitdrio) fornece a igualdade na equagao (3.66)). De fato, da defini¢cao do
Laplaciano e do Corolario temos que det A, e A, sao invariantes espectrais. Entao
da expressao (3.9), u = 2log|7'| — 2 [ log || d2—fr° também minimiza F;, pois a funcao
/|2

identicamente nula também minimiza F; e |7/|*0¢ é isométrica a oq via 7. Consequente-

mente,
dA
u = 2log || — 2/ log | -2 (3.69)
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92 3. Extremais do determinante do Laplaciano em superficies com bordo

fornece a igualdade em (|3.66|).

Devemos verificar que estas u's sdo as unicas funcoes que fornecem a igualdade na
equagao (3.66)). De fato, dado 7 € SU(1,1) podemos construir, como em , 7:5% =
S? transformacao de Mobius par. Mas na prova do Teorema de uniformizacao da esfera,
obtemos que 2log 7| — 2 [, log |7’ |% ¢ a tnica funcao que da igualdade na equacao
(3-:68). Portanto, u = 2log || — 2 [, log |7'|% para toda T € SU(1,1) sdo as tnicas
fungoes que dao igualdade na equacao . Isto finaliza a prova do Teorema neste

caso.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Este capitulo se resume a aplicacoes dos Teoremas e Comegamos as
aplica¢oes com um problema espectral (veja Coroldrio relacionado ao Teorema .
Trabalharemos com dominios em R? e métricas conformes a euclidiana. Relacionado
a questao “Hearing the shape of a drum”, veja Kac [I1], podemos pensar nisso como
definindo um tambor D (dominio planar) de densidade varidvel, onde a fungao densidade
é o fator conforme p > 0 da métrica p|dz|? e |dz|* denota a métrica euclidiana. Se o fator

conforme p for constante, chamamos p de densidade uniforme.

Definicao 4.1. Um dominio planar é audivel em uma classe conforme, se o espectro do
Laplaciano determina o dominio a menos de isometria na classe, isto €, D € audivel se

todo dominio ) que pertence a classe conforme de D e € isoespectral a D € isométrico a
D.

Corolario 4.1. Um dominio circular de densidade uniforme € audivel na classe de todos

0s dominios de densidade varidvel ) satisfazendo

/ Aglog p dxdy > 0, (4.1)
Q

s

onde p € a densidade, dzdy é a medida Riemanniana da métrica euclidiana |dz|? e Ay é

o Laplaciano euclidiano.

Demonstragao. Sejam €2 um dominio com uma func¢ao densidade p > 0, e D um dominio
circular de densidade uniforme py e raio R. Em vista da Defini¢ao [4.1} para provar o
corolario, basta mostrar que se (€, p|dz|?) é isoespectral a (D, poldz|?) entao (2, p|dz|?) é
isométrico a (D, po|dz|?).

O problema de autovalor para o dominio (2, p|dz|?) é

Aju+Au=0 em ()
u=0 em N

(4.2)
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A solucao deste problema de Dirichlet fornece o espectro {);}52, de (€, p|dz|*) que com-
pletamente determina Tr(e4¢). Usando a expansdo assintética do traco do operador do
calor (Teorema e a definicao do determinante do Laplaciano, segue do fato que
(2, p|dz|?) ¢ isoespectral a (D, po|dz|*) que

comprimento(df2) = 2R, x(Q) =1, detA,=detA,. (4.3)

Como x(2) = 1 e 00 # @, segue que 2 é simplesmente conexo. Assim, pelo Teorema
da Aplicagao de Riemann existe f : (2, p) — (D, py) conforme, isto é, (2, p) é conforme
a (D, po). Agora, pela desigualdade (4.1)) e para 6 = 2%, segue das Férmulas Conformes

(veja Proposicao que
0< / AglogOdxdy = 2/ Agp dxdy
Q Q
= —2/62“’K¢dxdy
Q

- -2 / K, dA,, (4.4)
Q

onde dA, é a medida Riemanniana da métrica e?*?|dz|?. Assim a condigao (CII) do
Teorema 3.2 é satisfeita.

Fixando o comprimento do bordo igual a 2R em todas as métricas e?#|dz|? em Q que
satisfazem , segue de det A, = det A, que

(Q,p) ¢éisométrico a (D, po),

pois da unicidade do Teorema [3.2| 0 méximo de det A em [|dz|?] é assumido em po|dz|?,

que possui K, = 0 e kp, = . ]

Corolario 4.2. Para todas as métricas em um anel M tal que fM KdA <0, o cilindro eu-

clidiano cuja relagao do comprimento com o raio dos circulos bordantes € 6.0008833511233 . . .

possui determinante mdrimo.

Demonstragao. Seja M um anel satisfazendo as condigoes do corolario. Como x(M) = 0,
segue da Férmula de Gauss-Bonnet e da formula conforme entre curvaturas geodésicas
que a equacgao para logdet A, é um invariante translacional em ¢, isto é, se a € R,
entao logdet A4, = logdet A,. Em particular, logdet A, é um invariante escalar para a
métrica, isto é, p e ap possuem o mesmo determinante. Assim, para o cilindro euclidiano,
o det A, depende apenas da relacao do comprimento com o raio dos circulos bordantes.
Agora, maximizar det A, sob uma classe conforme com &area constante e satisfazendo
(CI), ou comprimento do bordo constante e satisfazendo (CII), conduz, em ambos os
casos, a um cilindro euclidiano. De fato, pelos Teoremas e 3.2 obtemos k = 0 e
K = constante ou K = 0 e k = constante, para uma métrica €?¢|dz|* que maximiza o

determinante regularizado do Laplaciano na classe de métricas conformes a |dz|>. Pela
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Férmula de Gauss-Bonnet e que x(M) = 0, obtemos £k = 0 = K. Usando o mesmo
argumento da Proposi¢ao [4.1 obtemos que o anel maximal é isométrico a um cilindro
euclidiano. Pois fixando a métrica definida na Proposicao em M, que é do
tipo I e II, obtemos por unicidade que a métrica maximal é isométrica a da Proposicao

M1 Consequentemente a maximal é isométrica ao cilindro euclidiano C' mencionado na

Proposigao [.1]

Portanto, maximizemos det A sob todos os cilindros euclidianos com raio fixado. Tome
r = 1 e parametrize um cilindro de comprimento a por 0 < r < ae 0 < 6 < 27w. O

Laplaciano nesse caso é dado por

d? d?

A= T

Como no Exemplo ([1.4)), as autofungoes para um tal cilindro séo
sen(nrx/a)e™ n>0em€Z, (4.5)

com respectivos autovalores
T\ 2 9 9 i
— ) +m*=|m+2zn|?, z=—. (4.6)
a a

A correspondente fungao zeta associada ao respectivo cilindro para Re(s) > 1 ¢

G(s) = Z Z |m+zn|25

n=1 m=—o0
00

1 1
B §Z|m+zn|25_ggﬁ
1 1 1
= =Y a2
22 ’m+zn|2s QCR( S)?

onde (g é a funcao zeta de Riemann.

Defina 1
)= Z |m + zn|?s
Entao G(s) é a fungao G(s,1) para v = 1 na notagao de Weil (veja [33] pdg.73]). Agora
pela Férmula Limite de Kronecker (veja [33], pag.75]), obtemos que a expansao de G(s)

em torno de s =0 ¢
S _
G(s) = =1 = 75 log((2m)* (1)) + O(s”), (4.7)
onde 7(z) ¢ a funcdo eta de Dedekind. Do qual, G'(0) = — log ((27)**(n7)*).
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96 4. Aplicagoes

Logo

logdet A = —¢'(0) = log(2nln(2)]?) + Cal0)
= log(2rln(:)) — 3 log2n = log (VErln(2)?) . (48)

Como n(i/y) = y/2e ™/12 T[>, (1 — e~#™™), obtemos que maximizar 7(mi/a) é equi-
valente a maximizar I(a) = a'/2e=*/12 > (1 —e~2"). Como []°2,(1 —e~2") é préximo
de 1, 0 méximo de I(a) é principalmente determinado pelo méximo de f(a) = a'/2e~%/12,
que é em a = 6. Disto, podemos calcular o valor méximo de I(a) de forma iterada. De

fato,
(4.9)

entao a solucao desta equacao pode ser calculada iterando a expressao

ne*Qnamfl

m = 6+ 24a,, 1 i

n=1

1— 6—2nam,1 )

com dado inicial ag = 6. Depois de cinco iteragoes obtemos a; = 6.0008833511233 .. ..

Isto prova o corolario. O

Proposicao 4.1. Para todos os anéis planares sob a condi¢ao fM KdA <0, o unico anel

com modulo p = 3.078733161882 . .. possui determinante mdaximo na métrica euclidiana.

Demonstragao. Considere o anel M, r| < |z| < ry com a métrica
o =|z|73dz|?, (4.10)

onde |dz|? = 0y é a métrica euclidiana. Afirmamos que o é uma métrica do tipo II com
ambas as curvas do bordo possuindo curvatura geodésica nula. Como k, = e~%(ko + 0,¢)

onde ¢ = log|z|~!, obtemos

_ 1 1
ki =|z| (ko 4+ Onlog|z|™") = (_r_ — Oy log 7’_)
1 1
1 1
= T —_— =T — =
1 r 1 T’%
1
= 1+7ri5 =0,
172

para o circulo S(0,71). Analogamente, respeitando a dire¢do do campo normal, ky =
T <% + 79 (—riz)) = 0 para o circulo S(0,7,). Portanto k, = ki + ks = 0.
2

Como aa_; log /2?2 +y? = —88—;2 log /2% + y? onde z = = + iy, obtemos que o Laplaci-
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4. Aplicagoes 97

ano euclidiano

Aglog|z|™' =

Segue da férmula conforme entre curvaturas (veja Proposigao [1.5)) que
K = 67290(—A0g0 + K()) = —672<PA0§0 = 0.

Portanto o é uma métrica uniforme do tipo II. Em particular, esta métrica é do Tipo I

também.

Notamos que em (M, r~20y), o comprimento

1(S(0,r1)) = / " 1(6)]d6 = 2.

pois |7 (0)] = /112007 (0),7'(0)) = /r;°r? = 1 onde v(#) = re?. Analogamente
1(S(0, 7"2)) = 27. Além dlsso, o comprimento do segmento ligando r; a ry é dado por

f |7/ (r)|dr, onde v é um segmento p.p.c.a ligando r; a 9. Assim,

) = VTG =l =
Portanto, f:f |7/ (r)|dr = log(rs/11),

Seja (C, ap) o cilindro euclidiano, C' = {(cos 8, send,r) : 0 € [0,27) e r € [0,log(rs/11)]}.
Defina f : (C,09) — (M,r20y) por f(r,0) = (rie" cosf,rie”" senf). Logo f ¢ um difeo-

morfismo de C' em M. Como

df(r.0) = rie" cosd —rie” send |

rie"senf  rie’ cosf

obtemos que
r_200(df(ei),df(ej)) =7 2T%€2r00(61,63)

para i,j = 1,2, isto é, f é uma aplicacao conforme. Assim, fixando a area ou o compri-
mento do bordo sob a condicéo [,, KdA < 0 em [o0], segue do fato que (C,09) e (M,0)
sao do tipo I e II, e da unicidade dos Teoremas [3.1| e |3.2{ que (C, o) é isométrico a (M, o).

Agora, para ¢ = log |2|~!, um simples célculo usando a equacao ([3.4) implica
1
logdet A, = 5 + log det Ay,
onde a = log(ry/r1). Assim da relacdo (4.8]) do Corolario obtemos
1
logdet Ay = —5% + log(V2r|n(im/a)|?) = log(v2r|e~*?n(ir /a)[?). (4.11)
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98 4. Aplicagoes

Portanto, maximizar log det Ag é equivalente a maximizar |e~%'?5(in /a)|. Como na prova
do Corolério , isto é equivalente a maximizar J(a) = a'/2e=*ST[(1 — e~?"%). Como
[T(1 —e=2") ¢ préximo de 1, segue que o maximo de J(a) é principalmente determinado
pelo maximo de f(a) = a'/?e=%/%. Fazendo f'(a) = 0 obtemos a = 3.

Agora, derivando

d d (1 R 1 X e e ]
0=—logJ(a) =— | zloga — = + log(l —e ") | = — + —_——
da 8 (a) da<2 & 6 nZ:; 8 )> 2a ;1—6_27“1 6
obtemos a solucao desta equacao através do processo indutivo
+oo —2NGm—1
ne
Ay = 3+ 12a,,—1 Z pp—Tr—
n=1
com ag = 3. Depois de 15 iteracoes, obtemos o valor afirmado p na proposicao. O

Continuando com as aplicagoes, mostraremos que entre a familia de dominios planares
duplamente conexo (dominio que possui um tnico furo) em uma dada classe conforme,

um anel possui o determinante maximo.

Proposigao 4.2. Se ) ¢ um dominio planar duplamente conexo com a métrica euclidiana,
que € conforme a A = {z : 1 < |z| < R}, entao det Aq < det Ay. Além disso, a igualdade

¢ vdlida se, e somente se, 2 € uma composicao de movimentos rigidos de A.

Demonstracao. Seja F'(z) uma aplicacdo conforme de A em €2, e defina u(z) = log | F'(z)|.
Afirmamos que f7 Onu|dz| = 0 para qualquer circulo v de raio 1 < r < R, onde d,u é a
derivada normal ao longo de ~.

Fazendo o pullback da métrica euclidiana |dz|?> por F, obtemos que F' é uma isometria
de (A, e*|dz|?) em (£, |dz|?).
Para e*"|dz|?, segue que k, = e (ko + O,u). Logo

/kuds = /koe“ds—i-/(anu)e“ds
Y 0l v
- /ko|dz| +/8nu\dz\ (4.12)
Y v

1
_ /—|dz|+/0nu|dz|
Y r v

= 27r+/8nu|dz|
gl

onde ds = e*|dz|.

Como F : A — ) é conforme, segue que F(7) := I terd curvatura geodésica constante

: ) ) 1 1
no plano, e em particular sera um circulo, donde k = aiol Logo fr kds = TaioT fr ds =
1

Taior 27 (raiol') = 27. Como F é um difeomorfismo, segue do Teorema de Mudancga de
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Variaveis que

27r:/kds:/(k;oF)|F'||dz|:/k:uds. (4.13)
r v v

Substituindo (4.13)) em (4.12]) obtemos que

/8nu|dz\ = 0. (4.14)
.

Portanto, para provar o lema basta procurar o maximo do determinante do Laplaciano
nas métricas da forma e?“|dz|* em A, onde u ¢ harmonica e satisfaz f7 Onuldz| = 0 para
qualquer circulo v com raio 1 <r < R.

Usando a equagao (3.1) e que Ky = 0 = K, para tais métricas, obtemos

1 /1
logdet A, = —— —/ \V0u|2dxdy+/ kou|dz| | + C. (4.15)
6m 2 A 9A

Afirmamos que [, , kou |dz| = 0. De fato, usando ([4.14)

0 = /(Aou) logrdxdy—/qu log r dzdy
A A

= /(0nu)logr|dz|—/ u Oy log T |dz|
2A 0A

1
= 0—/ u—|dz|
oa T

= / uko |dz].
2A

Assim, de concluimos que —logdet A, é minimizado por funcées constantes wu.
Portanto, det Ag < det A, onde u é constante. Além disso, a igualdade é satisfeita, se
a aplicagdo conforme F' de A em € possui derivada constante. Entao F'(z) = az + b
(a # 0), e portanto 2 serda nada mais do que uma homotetia ou rotagao seguida por uma

translagao. O

Corolario 4.3. O anel com maodulo p = 3.078733161882 . .. possui determinante mdximo

entre todos os dominios planares duplamente conexo munidos da métrica euclidiana.

Demonstracao. Como todo dominio planar duplamente conexo munido da métrica eucli-
diana é conforme a um anel, segue das Proposicoes e o afirmado.

De fato, pela Proposicao 4.1, o anel com médulo p = 3.078 ... possui determinante
maximo na meétrica euclidiana entre todos os anéis planares. Pela Proposicao [4.2, entre
todos os dominios planares duplamente conexo munidos da métrica euclidiana, o anel com

moédulo p = 3.078. .. maximiza det A. n

Corolario 4.4. Um dominio anelar planar de modulo p = 3.078 ... é audivel na classe

de todos os dominios planares.
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100 4. Aplicagoes

O corolario anterior fornece um exemplo de um dominio planar que nao é simplesmente

conexo, mas € audivel na classe de todos os dominios planares.

100



101

Capitulo 5

Compacidade de conjuntos

isoespectrais

Estudamos compacidade de conjuntos isoespectrais de dominios planares simplesmente
conexos com bordo suave munidos da métrica euclidiana em uma topologia natural C'*°,
todos com condi¢ao do bordo de Dirichlet. A seguir tornaremos mais preciso o que
seria essa compacidade nesta topologia suave. A prova da compacidade desta familia
isoespectral de dominios seguird dos invariantes do calor (veja Teorema e os outros
invariantes (1.72))) e do determinante regularizado do Laplaciano.

5.1 Dominios Planares Simplesmente Conexos

Seja D um dominio planar simplesmente conexo com bordo suave. Pelo Teorema
da Aplicagdo de Riemann, existe F' : U — D uma aplicacdo conforme, onde U é o
disco unitério. Logo obtemos que (U, e*?|dz|*) é isométrico a (D, |dz|*) via F, onde
©(z) = log|F'(2)| e |dz|* é a métrica euclidiana. Portanto, usamos o disco unitério
como superficie modelo e parametrizamos os dominios planares simplesmente conexos
por métricas planas (curvatura Gaussiana nula) em U conformes a métrica euclidiana.

Seja F o espaco de todas as métricas planas em U conformes a métrica euclidiana.
Usando a féormula conforme entre curvaturas Gaussianas da Proposicao 1.5, obtemos que
F pode ser identificado como o conjunto de todas as func¢oes harmonicas ¢ em U, onde a

correspondente métrica no OU = S! é
ds = e?|dz|.

Em todo este capitulo usaremos o espago de Sobolev W¥(QU) com a norma caracte-

rizada pela transformada de Fourier de ¢

lelle = D 1B P(L + ), (5.1)

ne”Z
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102 5. Compacidade de conjuntos isoespectrais

para k > % (veja [28, pag. 25]).

Proposicao 5.1. O conjunto de métricas em F correspondendo a dominios planares
simplesmente conexos € fechado em W*(OU) para k > % Além disso, sempre recuperamos

a funcao conforme de Riemann correspondendo a um dominio planar simplesmente conezxo
em F.

Demonstragao. Se ¢ corresponde a um dominio planar simplesmente conexo em F entao

considerando a conjugada harmonica 1 de ¢ obtemos que

F(z) = /02 elPr) Qe (5.2)

é uma aplicacao conforme do disco U sobre o respectivo dominio planar simplesmente
conexo D, pois |F'(z)| = e¥. Portanto, recuperamos a funcao conforme de Riemann
F:U — D, onde D é o dominio correspondendo a métrica e??|dz|? em U.

Agora, seja {¢,} uma sequencia em F correspondendo a dominios planares simples-
mente conexo convergindo a ¢ em W¥(9U). Tomando a extensdo harménica de ¢ em U,
que denotamos por ¢, e considerando a conjugada harmonica ¥ de ¢, obtemos da relagao
(5.2) que ¢ corresponde a um dominio planar simplesmente conexo em F. Isto prova a

proposicao. ]

Considere o grupo de Mobius SU(1, 1) fixando o disco unitario. Este grupo age natu-
ralmente em F por pullback, produzindo classes de métricas isométricas. Em termos do

fator conforme e?, a agdo em |0U por V € SU(1,1) é dado por
(V-9)(e”) = p(Ve) +log [V'(e)], (5.3)
ou mais geralmente para A > 0 em C*(9U) por
(V- 2)(e?) = AVe)[V'(e?)], (5.4)

onde a métrica é ds = A|dz|. Como e?|dz| e eV-?|dz| sao métricas isométricas, F decompoe-

se em classes de métricas isométricas, e portanto, consideramos o espago quociente
M*(oU) = Wk(oU)/SU(1,1). (5.5)

Denotamos um elemento de M*(AU) por [p], onde [p] é a classe isométrica de e?|dz|.
Como métricas isométricas sao isoespectrais, o que é de interesse em nosso problema
de determinar compacidade de uma familia isoespectral de dominios sao as classes de

métricas isométricas. Portanto, definimos a topologia em M*(OU) como:

Definigao 5.1. Uma sequencia de classes de equivaléncia {[p,]} em M*(OU) converge a

[¢] em M*(OU), se existem representantes ¢, € [¢n] € ¢ € [¢] tal que ||p, — ¢|lx — 0.
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5.1. Dominios Planares Simplesmente Conexos 103

O problema isoespectral consiste em mostrar que um conjunto isoespectral {[¢]} em
M*>(0U) correspondendo a dominios planares simplesmente conexos é sequencialmente
compacto em M>(0U). De acordo com a Definigao é suficiente mostrar que {p} é
sequencialmente compacto em W (9U). Para provar isso, é importante saber escolher o

representante ¢ de cada classe isométrica [p].

Definigao 5.2. Uma métrica e¥|dz| (ndo necessariamente plana) € balanceada se
2m )
/ e?edh = 0. (5.6)
0

Agora, mostraremos a existéncia de uma métrica balanceada em cada classe [¢]. A
escolha do representante em [p] para provar a compacidade da familia isoespectral {[¢]}

é a métrica balanceada.

Proposicao 5.2. Em cada classe isométrica [p] existe um representante balanceado, ou

mais geralmente, para qualquer X\ > 0 em L*(OU) existe V € SU(1,1) tal que

/QW(V.)\)(ew)ewdH =0.

Demonstracao. Represente V € SU(1,1) por

b
vz<‘f > lal? — b = 1.
b a

Como V : U — U é um difeomorfismo que fixa o disco unitério U com V(S') = S,
ac —b

obtemos do Teorema de mudanca de varidveis e do fato que e = V=1(e) = T
—bett + a

que

2T 2T
/ (V- A)(e?)eds = / AV e) V' (e?)|e?an
0 0

aet —b

27
= e ————dt.
/0 (<) —bett + a

Dado a € R com b escolhido tal que |b> = |a|? — 1, podemos construir V' € SU(1,1).

Definindo z = —2 entdo |z| < 1. Para z = re'
2m it 2m i(t—0)
o € T2 o ity € +r
2nH(2) == /0 Ae )—Ze“ n 1dt =e /0 Ae )—rei(t*") n 1dt. (5.7)

Denotando o valor médio de A em S* por A, isto é, \g = o fozw A(e™)dt obtemos que
s

H(re) — Moe', (5.8)
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104 5. Compacidade de conjuntos isoespectrais

(it=0) 4, 2fr—1]
reit=041 I < ro

o integrando da relagao (5.7) possui médulo A(e®), segue que |H(z)| < Ao se |z] < 1.

uniformemente em 6 quando r — 1, pois ‘ Além disso, como

Portanto, H é uma funcéo continua de |z| < 1 em |w| < Ay, que pela convergéncia (5.8)
estende de forma continua de |z| < 1 em |w| < Ag. Em particular, existe um z, com

|z0| < 1 tal que H(zp) = 0. Isto prova a proposigao. ]

Seja {p} a familia de representantes balanceados de cada classe isométrica do con-
junto isoespectral {[p]} em M*>(9U) correspondendo a dominios planares simplesmente
conexos. B suficiente mostrar que {p} é sequencialmente compacto em W*(QU) para
todo k > 1. Pelo Teorema de Compacidade de Rellich-Kondarachov (veja Teorema |1.4)

¢ suficiente mostrar os seguintes passos: para toda ¢ balanceada
1. Limitacdo uniforme em W'/2(9U) usando o determinante do Laplaciano.
2. Limitagao uniforme em W?2(9U) usando os primeiros invariantes do calor.

3. Limitagao uniforme em W¥*(OU) para todo k, usando os invariantes do calor de

ordem superior.

Prova do passo 1. Observamos que o primeiro invariante do calor (veja ((1.71)) no Teo-
rema|l.15)) fornece o comprimento do bordo do dominio, e portanto, ¢ o mesmo para todos

os elementos de um conjunto isoespectral. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

2w
/ e?df = 2 (5.9)
0

para todas as ¢ balanceadas.

Agora, da equacdo (3.1]) segue que para qualquer métrica plana €?¢|dz|? em U obtemos

1/1

logdet A, = ~3 <§/ goangodu+/ <,0du) +C, (5.10)
st st

onde du = %, C' é uma constante independente de ¢ e 0,u é a derivada normal exterior

apés u ser estendida de forma harmonica em U.

Em termos da série de Fourier de ¢

p(8) =Y pn)e™.

nel

Logo, conforme visto na relagao (3.47)), a derivada normal de ¢ é dada por

0up(0) = Y B(n)[nfe™. (5.11)

neL
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5.1. Dominios Planares Simplesmente Conexos 105

Portanto pela definigao do produto interno L?(S!),

[ eonpdu= 3 pinlzom) |

nme”Z s

e gy = ST E) . (5.12)

ne”L

Como det A, é dado em funcao do espectro de A, segue que é um invariante espectral

para todas as ¢’s balanceadas. Logo de ([5.10))

1
—/ goan@du—l—/ edp = CY, (5.13)
2 S1 S1

para todas as ¢’s balanceadas e alguma constante C}, que sem perda de generalidade su-

ponhamos suficientemente pequena. Agora, como ¢ é balanceada satisfaz a desigualdade

de Lebedev-Milin )
0< —/ go@napdu—i—/ gpd,u—log/ e?dyu, (5.14)
4 Js1 S g1

que é provada em [19, pag.172] (veja equagao (5)), do qual, pela relagao (5.9) obtemos

/ O dp < 4CT < 1. (5.15)
Sl

Usaremos o simbolo "a < b” para dizer que a é “muito menor” que b. Logo, da relagao

(5.12)) e da definicao da norma Sobolev ([5.1) obtemos que
lellij < 1,

ou seja, {¢} é uniformemente limitado em W*'/2(9U). O

Prova do passo 2. Primeiro mostraremos que o conjunto {¢} é uniformemente limi-

tado em C'(OU). Os primeiros invariantes do calor (veja (|1.72)) na pagina [29) implicam

/ k ds = Cy
S1

/ k* ds = Cs (5.16)

Sl

041/ E* ds — ag/ (k') ds = C,4
st st

onde k é a curvatura geodésica do OU na métrica ds = e?|dz|, k' é a derivada com respeito

que para qualquer ¢ balanceada

ao comprimento de arco de St e ay, ay > 0.

Pela férmula conforme do Corolério [1.9]

k= e?(1+ d,p), (5.17)
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106 5. Compacidade de conjuntos isoespectrais

obtemos .
/ e ?(1+ 0p)*dd = Cs.
0

Aplicando a desigualdade triangular obtemos

27 27
/ e ?(Onp)?dh < 205 + 2/ e ?df. (5.18)
0 0

Usando a Desigualdade de Trudinger, que afirma que

/ e ?df < ciexp (CO/ cpangde) ,
st st

para ¢ € W2(9U)' (cuja prova pode ser vista em Lema 3.9.a de [19, pag.202]), junto
com a desigualdade ([5.15)) obtemos que a desigualdade (5.18)) torna-se

21
/ e ?(0,0)%dh < 1. (5.19)
0

Seja 1) = ¢ — p(0), onde
e0) = [ ol (5.20)

Entao, usando que

0u(0) = Y Wb(m)|mle™’

meZ

obtemos

ein(z—y) - iy
/S1 N(z,y)0p(y) duly) = /51 % Tézﬁ(mﬂm]e du(y)

= > dn)™

nez

= Y(a),

onde .
ezn(a:fy)
id
Para estimar ¢, usamos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz junto com a desigualdade

(5.19), a Desigualdade de Trudinger e a limitacao (5.15)) para obter

N(z,y) =Y

nez

= —log(2 — 2cos(x — y)).

B@P < [ Ve dut) [ 00,00 du)

< ( y N*(z,y) du(y))1/2 (/51 e?'w du(y)y/2 < 1.

Portanto, {¢)} é uniformemente limitado em C'(0U). Agora, das equacgoes (5.14]), (5.13)) e
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(5.9) obtemos

/ ® du‘ <0 <1, (5.21)
Sl

do qual, pela relacao (5.20) obtemos que {p} é uniformemente limitado em C(90U).
Usando isto na desigualdade (5.19)) obtemos da relagao (5.11]) que

2
lel2 = S () Pnf? = / (Onp)® du < 1. (5.22)

ne”

Portanto, {¢} é uniformemente limitado em W*'(9U). Agora, mostraremos que {p} é
uniformemente limitado em W?2(0U). Seja kg o valor médio de k(s) em S'. Entao,

usando Cauchy-Schwarz em ([5.23]),

d
K(s)2 < 2(k(s) = ko)? +2k2 < 2/ D () = ko)? ds + 2k2
s1 as

< 4 /S K ((k(s) — ko) ds + 213 (5.23)
< 8/51 K (s)? ds + - / (k(s) — ko)? ds + 2k3
§5/Slk’()ds+( >/51k

para qualquer € > 0. Dai

/Sl k(s)" ds < 5/31 k(s) ds /S K (s)? ds + (g + 2) /S k(s)? ds /S k(s)? ds,

e usando a relagao ([5.16|) obtemos

/ K (s)* ds < 1, (5.24)
Sl

para ¢ suficientemente pequeno. Pela Desigualdade de Poincaré (Corolério [1.12)) e Te-
orema , k é uniformemente limitado sobre o conjunto isoespectral de representantes

balanceados {¢} em W1(U) = {u € L*(S*) ; % € L2(S')} e em particular em C(9U).

' do
Pela relagao ((5.17)), obtemos
DpOnp = 7K' + ke?'. (5.25)

Como ¢ e k sao uniformemente limitados em C'(0U), segue das estimativas ((5.22)) e ([5.24])

que

el =3 18 Plnt = | (o) a0 < 1. (5.20
nez st
ou seja, p é uniformemente limitado em W?2(9U). O

Prova do passo 3. Para finalizar a prova usamos o resultado de Richard Melrose [I§],

que mostrou que o 2j+1 invariante do calor, que é uma integral de um polinémio universal
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em kU)(s) e suas derivadas de ordem inferior, é da forma
Coj41 / 1k (s)|? ds + / (derivadas de ordem inferior de k) ds,
S1

onde ¢y;4+1 # 0. Disto, ele conclui que k(s) e todas as suas derivadas sao uniformemente

limitadas sobre o conjunto isoespectral {¢}.
Derivando a equacgao ([5.25)), obtemos

0p0gOnip = e¥k" + K e? o + ke? (') + ket + K ety

Usando a conclusao de Melrose e que as ¢’s balanceadas sao uniformemente limitadas em
C(0U) e W2(9U), obtemos da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

Il = SRR () = | (ool a0 <1, 5.27)

neL

isto é, as ¢’s sao uniformemente limitadas em W3(AU). Repetindo este argumento, segue

que as ¢’s balanceadas sdo uniformemente limitadas em W*(9U) para todo k > % [

Portanto, o conjunto isoespectral de classes isométricas de métricas {[¢]} em M>°(9U)
correspondendo a dominios planares simplesmente conexos é sequencialmente compacto
na topologia de M>(9U).

Como mostrado em ([5.2)), podemos recuperar a aplicacdo conforme de Riemann F :
U — D da métrica e*?|dz|? em U correspondendo ao dominio D. Assim podemos re-
frasear a conclusao acima da seguinte forma, se {[D,]} é uma sequencia isoespectral de
classes de métricas isométricas de dominios planares simplesmente conexos, entao existe
subsequéncia {[D,]} e fungoes conformes F,, : U — D, que converge em W>(U) para

uma funcao conforme de U, em vista da Proposicao [5.1]
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