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RESUMO

Esta dissertacdo € um estudo que busca inserir a Geometria Fractal como ferramenta no ensino
de Progressbes Geométricas e Logaritmos no ensino médio, mais precisamente no 1° ano,
porém as atividades apresentadas abrem possibilidade de aplicacdo em diversos segmentos do
ensino da matematica. O objetivo do trabalho é fornecer embasamento tedrico e uma sequéncia
didatica que abrange diversos niveis de dominio dos contetdos, para que professores possam
trabalhar a geometria fractal como agente motivador no ensino e aprofundamento de conceitos
estudados em sala de aula, abrindo também a possibilidade para a abordagem de temas como
limites e convergéncia de sequéncias, ainda que de forma intuitiva. A aplicacdo dessa sequéncia
didatica em sala de aula se inicia com o recorte de cartdes fractais, que é uma atividade ludica
e divertida, passa pela relacdo de fractais com os assuntos estudados no ensino medio, até o
desenvolvimento de formulas gerais e a exigéncia de um certo dominio algébrico, terminando

em uma aplicacdo interessante das propriedades logaritmicas.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Geometria Fractal, Progressdes, Logaritmos



ABSTRACT

This essay is a study that seeks to introduce Fractal Geometry as a tool in Geometric
Progressions and Logarithms teaching in high school, more precisely in the 1st (first) year, but
the presented activities unfold a possibility of application in several Math teaching segments.
The goal of this work is to provide theoretical basis and a didactical sequence that reaches
several levels of contents mastery, so teachers may work the Fractal Geometry as a motivator
agent at teaching and deepening the concepts that were studied in the classroom, also opening
the possibility for an approach of themes such as Limits and Convergence of Sequence, even
in an intuitive way. This didactical sequence application in the classroom starts with Fractal
Cards cutting out, which is a playful (ludic) and funny activity, goes through the relations
between Fractal and the subjects studied in high school, up until the development of general
formulas and the demand of a certain algebraic mastery, ending in an interesting application of
Logarithmic properties.

Key-words: Math and Fractal Geometry teaching; Progressions; Logarithms.
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1. Introducéo

Os resultados do Brasil no ultimo Programa de Avaliagdo dos Estudantes (PISA, sigla
em inglés) realizado em 2015, evidenciam a situagdo delicada que vive a educagéo brasileira,
especialmente quando se trata do sistema Publico de Ensino. A prova é aplicada em 70 paises,
sendo a classificacdo geral do Brasil 63°, e na area de matematica, o resultado é ainda pior,
deixando o Brasil em 66° (Fonte: https://gl.globo.com/educacao/noticia/brasil-cai-em-ranking-
mundial-de-educacao-em-ciencias-leitura-e-matematica.ghtml). O PISA avalia os estudantes
na area de matematica com uma escala de 1 a 6, sendo considerado o nivel 2 como o basico
para “a aprendizagem e a participagdo plena na vida social, econdmica e civica das sociedades
modernas em um mundo globalizado”, no Brasil 70,25% dos alunos ficaram abaixo do nivel
2, um resultado extremamente preocupante, que nos faz pensar sobre quais sdo motivos que

levam a isso, e quais seriam as possiveis solugdes.

Alguns dos principais problemas apontados por diversas pesquisas, e profissionais da
area sdo a falta de estrutura fisica nas escolas, como prédios e carteiras depredados, méa
remuneracdo dos profissionais da educacdo basica, professores com formacdo abaixo do
esperado, falta de atividades diferenciadas e com didatica que leve o aluno a desenvolver o
raciocinio légico, grade curricular distante da realidade do aluno, estudantes que trabalham no
periodo contrario ao da escola e dedicam pouco tempo aos estudos, e muitos outros problemas
com certeza ainda poderiam ser citados. E facil perceber o quanto esse assunto é extenso e
complexo. Dentro desse contexto este trabalho busca oferecer uma contribuicdo para a melhoria
do ensino de matematica ao apresentar e conectar temas da matematica unindo a teoria e a

pratica, de forma que o estudo se torne mais significativo para o aluno.

Sabemos que o estudo de matematica no ensino basico muitas vezes se mostra um
grande desafio, hora por falta de aplicacGes préaticas para muitos conceitos estudados, hora pelo
alto grau de conhecimentos exigido, o que pode desmotivar os alunos. Este trabalho apresenta
uma sequéncia didatica com atividades préaticas buscando proporcionar condi¢des para que 0
estudante desenvolva o raciocinio légico e algébrico ao inserir no ensino basico o estudo da
geometria fractal de forma que a mesma se ligue a outros contetdos estudados nesse nivel,
explorando diversos niveis de exigéncia de dominio matematico, e buscando através de

conceitos basicos da geometria fractal ndo apenas instigar a curiosidade do aluno, mas também
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auxiliar na descoberta de padrdes no ensino e aprendizagem de progressdes geométricas e
logaritmos no 1° ano do ensino médio. Conceitos como limite e convergéncia serdo abordados
de forma intuitiva, e diretamente relacionados com as progressfes geométricas, buscando

aumentar a curiosidade investigativa do aluno no estudo dessas progressdes.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: O capitulo 1 apresenta uma breve introducgéo
do que sera feito, e uma breve abordagem a respeito da educacdo béasica brasileira. O capitulo
2 contém um pequeno resumo de minha trajetéria académica. O capitulo 3 apresenta uma visdo
intuitiva do que sdo fractais, e conta uma breve historia de como se desenvolveu essa teoria, ao
mesmo tempo que mostra os principais matematicos envolvidos em seu desenvolvimento. O
capitulo 4 aborda as principais caracteristicas dos fractais usando como exemplo alguns dos
fractais mais conhecidos e apresentando os matematicos responsaveis pelos mesmos. O capitulo
5 associa os fractais com a natureza, e mostra que diversas estruturas encontradas em nosso
mundo se aproximam muito dos fractais. O capitulo 6 trata do conceito de dimenséo, e da
necessidade de ser definida uma forma de calcular dimensdo com nimeros fracionarios, no
capitulo 7 é apresentada uma sequéncia didatica no intuito de inserir o0 ensino de geometria
fractal no ensino médio, de forma que possa ser usada como ferramenta no ensino de
progressdes geométricas e logaritmos. Por fim o capitulo 8 apresenta as conclusdes a respeito

da aplicacdo desse trabalho em uma sala de aula.
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2. Trajetoria académica e escolha da sala para aplicacdo da atividade

Atuo como professor na rede bésica de ensino h 11 anos, trabalhando o tempo todo
como professor da rede publica do estado de Séo Paulo, e durante a maior parte desses anos,
dividindo meu tempo com escolas de sistemas de ensino como COC, Pueri Domus e SESI.

Usando das experiéncias que tive durante esses anos, e consultando tanto a grade
curricular, como os livros didaticos e apostilas utilizados nessas escolas pude encontrar a
melhor série e 0 melhor bimestre para inserir o assunto geometria fractal, de forma que se
encaixasse nos outros contetidos estudados, 0 momento propicio encontrado foi o final do 2°
bimestre do 1° ano do Ensino Médio, em que seguindo a grade curricular, os alunos ja tém todos
0S pré requisitos para a realizagédo das atividades, e estardo estudando assuntos que se encaixam

muito bem com os fractais

Assim, para o desenvolvimento das atividades foi escolhida uma classe do 1° ano do
Ensino Médio da Escola Estadual Prefeito Caetano Munhoz na cidade de Itapira-SP. Essa classe
como a grande maioria das salas de aula do ensino basico apresenta um puablico heterogéneo
em relacdo ao nivel de dominio dos contetdos das diversas disciplinas, tendo alunos com o0s
mais diferentes niveis de compreensdo da matematica, o que possibilita uma boa analise da
influéncia das atividades apresentadas sobre a aprendizagem de progressdes geométricas e

logaritmos usando a geometria fractal como ferramenta de ensino



3. Nocdo intuitiva dos fractais

De maneira informal, podemos definir fractais como estruturas que apresentam
irregularidades e fragmentacdo em uma faixa de escala muito ampla, aparentemente

infinita, como as encontradas em tecidos animais e vegetais.

S&o figuras em que cada pequena parte se assemelha ao todo, como podemos ver nos

exemplos abaixo.

Avrvore Pitagorica Conjunto de Julia Folha de Samambaia

Figura 1: Fractais (Fonte: https://ru.depositphotos.com/142286212/stock-photo-green-leaf-texture-fern-

on.html)

3.1 Um pouco da historia dos fractais

A primeira publicacéo da teoria dos fractais data de 1975 de autoria do matematico
Benoit Mandelbrot. Podemos dizer informalmente que um fractal é uma forma cujas partes

sdo réplicas do todo sob algum aspecto, porém com menor tamanho.

Benoit Mandelbrot nasceu de familia judia, na Polénia em 1924. Em 1936 mudou-
se com sua familia para Paris, onde iniciou sua carreira académica como matematico.
Posteriormente nos Estados Unidos, trabalhou para a IBM em Nova lorque, e |4 com a
ajuda dos mais potentes computadores da época, pode desenvolver as imagens detalhadas

de fractais.

Mandelbrot é conhecido mundialmente como o responsavel pelo interesse nos
objetos fractais. Hoje essa geometria é conhecida pelas belas imagens que podem ser vistas

tanto no mundo da matematica quanto da arte e da propria natureza.

17
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Figura 2: Benoit Mandelbrot (Fonte: https://users.math.yale.edu/mandelbrot/)

Porém existe uma série de outros acontecimentos anteriores, que abriram caminho para
que fosse possivel chegar tanto a uma definicdo de fractal, como a sua construcdo através de

computadores

Entre a segunda metade do século XIX e a primeira do século XX foram propostos
varios objetos matematicos com caracteristicas especiais e que foram, durante muito tempo,
considerados “monstros matematicos”, ja que desafiavam as nog¢des comuns de infinito e para

0S quais ndo havia uma explicacéo objetiva.

Georg Cantor (1845-1918) que se evidenciou com a teoria dos conjuntos, e com as suas
ideias altamente inovadoras sobre o infinito, colocou o problema de um segmento de reta do
qual se removeria o seu terco médio, e a cada nova figura gerada, seria feito 0 mesmo processo,
removendo seguidamente o terco médio de cada um dos segmentos restantes, gerando uma
“poeira” que como veremos no capitulo 4, possui infinitos pontos, e comprimento total igual a

Zero.

Figura 3: Conjunto de Cantor

Em 1904, também foi apresentada a ilha de Von Koch, que partindo de um triangulo

equildtero, é removido o terco médio de cada lado, e substituido por dois segmentos de


https://users.math.yale.edu/mandelbrot/
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comprimento um ter¢co com uma inclinagdo de 60° em relagéo ao lado do tridngulo, conforme

mostra a figura abaixo.

Figura 4: llha de Koch

Tal curva conforme veremos no capitulo 4, possui um comprimento infinito, pois a cada
geracdo a ilha se torna mais rugosa, e seu perimetro aumenta cada vez mais, porém cerca uma

area finita.

Esses objetos matematicos ja possuiam algumas caracteristicas comuns aos fractais.
Pois, além de conterem em si elementos infinitos, quando ampliados, cada pequena parte era

uma copia do todo em menor escala.
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4. Os Fractais

Fractais sdo objetos matematicos gerados por meio da iteracdo infinita de um
processo recursivo, ou seja, uma funcdo que é aplicada indefinidamente sobre si mesma. A
formula matematica pode ser simples, porém devido a aplicacdo iterativa, tem como

resultado uma forma complexa e geralmente de beleza rara.

Formalmente a definicdo de fractal é complexa, sendo o ponto fixo de um sistema
de fungdes iteradas de um sistema métrico completo com métrica de Hausdorff associada.
Falconer (1990) propde uma definigdo menos rigorosa, em termos das caracteristicas das
construgdes ou conjuntos denominados fractais, define que um conjunto é considerado um

fractal satisfaz pelo menos algumas das seguintes caracteristicas:
e Possui detalhes em qualquer escala;
e E localmente ou globalmente muito irregular;
e E exatamente, ou aproximadamente autossimilar;
e Pode ser definido por um algoritmo recursivo.

Como exemplo, podemos tomar o conjunto de Cantor e as seguintes curvas de
Hilbert, Koch e Peano possuem todas as caracteristicas fractais citadas acima, e podem ser

facilmente descritos geometricamente, e gerados partir de um processo recursivo.

——= [

- aE =a E T EE @

Conjunto de Cantor Curva de Hilbert
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Figura 5: Exemplos de Fractais

4.1 Autossemelhanca

A autossemelhanga é classificada em dois tipos: exata e aproximada ou estatistica: “uma
figura é autossemelhante se apresenta sempre o mesmo aspecto visual a qualquer escala que

seja ampliada ou reduzida, ou seja, se parte da figura se assemelha a figura vista como um todo”

Uma figura apresenta autossemelhanca exata quando € gerada por um processo
matematico, no qual o conjunto total é formado por pequenas partes idénticas; a
autossemelhanca aproximada, por sua vez, pode ser encontrada em objetos da natureza, que
possuem em suas partes a mesma estrutura do todo, mas em copias que nao sdo exatas. As
escalas de ampliacdo nestas formas, podem ser discutidas sob o ponto de vista da Geometria

Fractal

Figura 6: Autossemelhanca exata
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Figura 7: Autossemelhanca aproximada (Fonte: http://www.cienciatube.com/2011/11/0-que-e-um-fractal.html)

4.2 Dimensao de um fractal

A dimenséo quantifica o grau de irregularidade ou de fragmentacdo de um conjunto
geométrico, de uma figura ou de um objeto natural e que pode assumir em circunstancias
especiais, no caso dos objetos da geometria classica de Euclides, as suas dimensfes usuais
inteiras (MANDELBROT, 1991). Assim a dimenséo fractal pode ser um nimero fracionario,
diferentemente da dimens&o euclidiana. Nesse trabalho para calcular a dimenséo de um fractal,

usaremos a dimensdo de Hausdorff-Besicovitch.

Como exemplo podemos usar a curva de Koch, ela ocupa mais espaco que uma
reta, que tem dimenséo topoldgica 1, e menos espaco que um plano, que tem dimenséo
topologica 2, portanto a dimensao de Hausdorff da curva de Koch deve ser algo entre
le?2.
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Figura 8: Curva de Koch



A forma como essa dimens&o é calculada sera abordada posteriormente.

Os processos utilizados para construcdo de imagens fractais baseiam-se em
processos geomeétricos, em sistemas de fungdes iteradas ou em sistemas dinamicos

complexos.

Uma funcdo iterada é uma funcdo que é aplicada seguidas vezes a um mesmo
conjunto, gerando uma contracdo do mesmo, quando essa funcgdo é aplicada infinitamente
a um conjunto, percebemos que ele se torna uma estrutura cada vez mais “rugosa’” ou mais

cheia de detalhes, sendo cada pequena parte igual, ou semelhante ao todo.

Figura 9:Arvore Pitagorica

Fonte: https://semsofismos.wordpress.com/2014/09/29/trabalho-i-matematica-e-arvores/

No Fractal acima conhecido como arvore de Pitdgoras, as formas sdo sempre
reproduzidas, cada vez numa escala menor, de maneira que quando o nimero de iteracdes
tende a infinito, o tamanho de cada um dos quadrados e triangulos tende a zero, tornando a

figura cada vez mais complexa.

Apesar do grande acumulo de trabalho desenvolvido no campo das iteracbes das
funcBes polinomiais e racionais, e dos brilhantes sucessos que ai foram alcancados, ainda

h& muito que se possa criar nessa area.

23
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Figura 10: Samambaia de Barnsley

Os processos recursivos e iterativos para obtencdo de conjuntos chamaram a atencédo de
matematicos como Georg Cantor, Waclaw Sierpinski, Helge von Koch, Pierre Fatou e Gaston
Julia. Mandelbrot (1986) afirma que o estudo desses matematicos foi fundamental para o
desenvolvimento dessa nova geometria e seus conjuntos sdo conhecidos como fractais

classicos. Veremos alguns desses fractais com um pouco mais de detalhes.

4.3 O Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor, criado pelo matematico alemdo Georg Cantor em 1883, é
construido da seguinte maneira: tomamos um segmento de reta e o partimos em trés segmentos
iguais. Em seguida, o pedaco intermediario é retirado. Os dois segmentos restantes sdo de novo
repartidos em trés segmentos iguais e 0s segmentos intermediarios sdo retirados. O processo de
repartir os segmentos e de retirar o pedaco intermediario prossegue ao infinito. A figura abaixo

mostra 0s primeiros passos do processo iterativo de construcdo desse conjunto.

n=~0
n=1
N — _— — n=2
- —=- —-- n=3
. ee e e e e .. D=4

Figura 11: Conjunto de Cantor

. . ~ 2 - - - ~ .
Assim a cada iteragcao restam 3 do comprimento que havia na iteragao anterior.
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O Conjunto de Cantor é o conjunto formado por todos os pontos ndo retirados ap6s
infinitas iteraces. Podemos ver que quando o numero de itera¢cBes n tende a infinito, o

comprimento restante de cada segmento tende a 0 da seguinte forma:

. .. . . 2
Tomando a medida do segmento inicial como a, = 1, 0 comprimento restante € a; = e

. -y 2 . A~ .
e sequindo multiplicando por 3 cada um dos passos subsequentes, teremos a seguinte sequéncia:

_ 2 4 8 2 (2\*L _2\"
ao—l,al—g,az—;,a3—;,...,an—g.5 =2a, = 5 .

. . . - , 2 ~ 2 .
Assim temos uma P.G. cujo primeiro termo é a, = 3, e razéio q = - e cujo termo geral

(Z)"_1 >a, = (g)n como quando n tende a

H 2
pode ser descrito por: a, = a;.q"" ' = a, ==. -

3
n
infinito, (2) tende a 0, entdo o comprimento restante tende a 0 apos infinitas iteracoes.

Georg Cantor (1845-1918) foi um matematico nascido na RuUssia, que adotou a
nacionalidade alema, foi professor da Universidade de Hale, dedicou muitos de seus estudos
em pesquisas relativas a fundamentacdo da matematica, principalmente no tocante a parte hoje
conhecida como Teoria dos Conjuntos. Foi Cantor o primeiro matematico a estudar, ao final do

século XIX, essa teoria.

Em 1883, Cantor publicou um trabalho no qual é construido um conjunto, chamado hoje

“Conjunto de Cantor”. Tal conjunto foi o primeiro objeto reconhecido mais tarde como fractal.

Figura 12: Georg Cantor (Fonte: https://www.thefamouspeople.com/profiles/georg-cantor-519.php)
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4.4 A Curva de Koch

O conjunto conhecido como Curva de Koch foi criado em 1904 pelo matematico sueco
Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924). A construgdo dessa curva pode ser descrita pelo

processo iterativo ilustrado na figura abaixo

n=20

n=1

n=2

- n=3
w5, n=4

Figura 13: Curva de Koch

A cada iteracdo, cada segmento € substituido por 4 segmentos de comprimento §

. . 4 . . 1 ~ . ~
totalizando um comprimento deg do comprimento anterior, um aumento SEm relacdo a iteragéo

anterior.
Se olharmos a sequéncia formada pelo perimetro em cada geracao do ponto de vista das

progressdes geométricas, e tomarmos o comprimento inicial como 1, percebemos que se trata

~ 4 ~ 4 16 64
de uma P.G. de razdo q = -, termo a, = 1, e seus termos sdo, a; = -, a, = —, a3 = —, A, =
3 3 9

27
n-—1 n
f.(£) :>an=(i) ,n €N
3 3 3

Usando uma aplicacdo direta da formula do termo geral da progressdao geométrica

_ " 4 \"
temos: a, = a;.q" ' > a, = (5) ,como 3 > 1, conforme o expoente n de (g) aumenta, esse

, - . 4 n
numero fica cada vez maior, sendo que quando n — oo, 0 valor de (E) — oo, portanto o

perimetro da curva de Koch, ocupando uma regido finita, tende a infinito para infinitas

iteracOes.
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4.5 Floco de Neve de Koch

Para construir o floco de neve de Koch, desenhamos um tridngulo equilétero, dividimos
cada lado em trés partes iguais, removemos a parte central de cada lado, e os substituimos por
dois segmentos do mesmo tamanho da secdo removida como se fossem dois lados de um
triangulo equilatero. Repetindo esse processo de construcéo, obtemos a figura que se assemelha

a um floco de neve encontrado na natureza

ANV
LAt

Figura 14: IteracGes da Curva de Koch

Koch foi um matematico sueco, que deu seu nome a esse famoso fractal, que aparece
em seu trabalho Une méthode géométrique élementaire pour I’etude de certaines questions de
la théorie des courbes plane publicado em 1906, von Koch também escreveu trabalhos sobre a

teoria dos nimeros, em particular escreveu varios trabalhos sobre o teorema do ndmero primo.

Figura 15: Niels Fabian Helge von Koch (Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Helge_von_Koch)
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4.6 Triangulo de SierpinskKi

O conjunto conhecido como Tridngulo de Sierpinski foi criado em 1916 pelo
matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969).

Para comecar a construcdo, partimos de uma regido limitada por um tridngulo
equilatero. Em seguida, a partir do ponto médio de cada lado do triangulo, fazemos um novo
triangulo cujos lados tem metade da medida dos lados do triangulo inicial, dividindo a figura
em 4 pequenos triangulos, formando 4 regides triangulares menores cujos lados estéo ligados,
dos quais retiramos agora a regido central. Realizando esse processo recursivo indefinidamente,

0 resultado sera como o apresentado abaixo.

A An £ 0

n==0 n=1 n=2 n=3 n=4

Figura 16: Primeiras iteraces do Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski tem varias propriedades curiosas como a de ter tantos pontos
como o do conjunto dos nimeros reais, ser autossemelhante e ndo perder a sua definicao inicial

a medida que é ampliado.
A area do Triangulo de Sierpinski

A tabela abaixo mostra o nimero de triangulos retirados, e a area de cada um desses

triangulos quando comparados com o triangulo inicial.
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Tabela 1: Area retirada do Triangulo de Sierpinski

Iteracdo | NUmero de triangulos retirados | Area de cada triangulo retirado em relacio

a area inicial
1 1 1
4
2 3 11 1
44" 16
3 9 111 1
444 64

Analisando o tridngulo de Sierpinski, podemos observar que a cada geragdo séo

retirados o triplo de triangulos da geracdo anterior, e que cada um desses triangulos tem area
. 1 , -n e . , -n . e .

igual a " da area do triangulo inicial, considerando a &rea do triangulo inicial como A, se
quisermos calcular a area total retirada, temos uma progressdo geométrica de primeiro termo

A ~ 3 . T
a, == e razdo q = >, usando a férmula da soma da P.G. infinita temos: S, = —~ = S, =
1 4 4 n 1-q n

»

A
4 ) — —
?ﬂsn— TiSn— _=>Sn— A
4

Ou seja, apos infinitas iteracdes a area total retirada € igual a area do triangulo inicial, e

a area restante tende a 0. Esse fato € particularmente interessante por envolver a ideia de limite.

4.7 O Tapete de Sierpinski

O tapete de Sierpinski € obtido usando a mesma técnica de elimina¢do que a usada no
triangulo de Sierpinski, iniciando com um quadrado, dividindo-o em 9 pequenos quadrados
congruentes, e eliminando o quadrado central. Em seguida, aplicar esse mesmo procedimento
em cada um dos 8 quadrados restantes, e assim sucessivamente. O resultado que se obtém apds
algumas iteracoes ja € surpreendentemente bonito e conhecido como Tapete de Sierpinski. Os

primeiros termos do resultado da construcdo € mostrado na figura seguinte.
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.
-m- -0 -

n=~0 n=1 n=2 n=3

Figura 17: Tapete de Sierpinski (Fonte: http://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/GEOMETRIA-
FRACTAL-NO-ENSINO-M%C3%89DI0.pdf)

Analisando o tapete de Sierpinski, podemos observar que a cada geragdo séo retirados

oito vezes mais quadrados que na geracgdo anterior, e que cada um desses quadrados tem area
- 1 . - ~ . . z

igual a 5 da area do quadrado retirado na geragéo anterior. Considerando a area do quadrado
inicial como A, se quisermos calcular a area total retirada, temos uma progressdo geomeétrica

- - A ~ 8 P P
de primeiro termo a, = S erazdo q =, usando a formula da soma da P.G. infinita temos:
— 4 — —
Sp=—>=> 5, =—=>5, =

Portanto, assim como no tridngulo, no tapete de Sierpinski, apés infinitas iteracdes a

area total retirada é igual a area do quadrado inicial, e a area restante tende a 0.

Sierpinski foi um matematico polonés, conhecido pelo pelo tridngulo de Sierpinski, foi autor
durante sua carreira, do incrivel nimero de 724 artigops e 50 livros
[https://sites.google.com/site/research1121/sierpinski-biography]. Se aposentou em 1960 como

professor da Universidade de Varsovia

Figura 18: Waclaw Sierpinski (Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Wac%C5%82aw_Sierpi%C5%84ski)


http://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/GEOMETRIA-FRACTAL-NO-ENSINO-M%C3%89DIO.pdf
http://www2.unifap.br/matematica/files/2017/07/GEOMETRIA-FRACTAL-NO-ENSINO-M%C3%89DIO.pdf
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4.8 Curva de Hilbert

A curva de Hilbert, criada por David Hilbert (1862-1943) é construida da seguinte

forma: Inicialmente tomamos um quadrado

Figura 19: Quadrado

O qual dividimos em 4 quadrados iguais, conforme a figura abaixo:

Figura 20: Divisao do quadrado

Marcamos 0s pontos centrais de cada quadrado, e ligamos 0s pontos centrais de cada

quadrado, conforme a figura.

Figura 21: Primeira iteracdo da curva de Hilbert

A curva de Hilbert ndo é formada pelos quadrados, mas sim pelo processo de ligacao

entre 0s pontos centrais de cada quadrado

[
1]

Figura 22: Segunda iteracdo da curva de Hilbert
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Os préximos passos consistem na repeticao iterativa dos passos anteriores, formando a

seguinte sequéncia:

| 5oEs

= n=2 n=3 n=4

Figura 23: IteragGes da curva de Hilbert

Na primeira iteracdo temos 4 quadrados, e cada segmento da curva de Hilbert mede %
do lado do quadrado inicial, Na segunda iteracdo, temos 16 quadrados, e cada segmento da

curva de Hilbert mede i do lado do quadrado inicial, e a cada geracdo o numero de quadrados

é multiplicado por 4, e o tamanho de cada segmento é multiplicado por %

O numero de segmentos na primeira geracdo é 3, na segunda geragédo € 15, e pode ser

generalizado em 4™ — 1

Para calcular o tamanho de cada segmento da curva de Hilbert em qualquer geracdo, temos uma

.. 1 ~ 1 P
P.G. de termo inicial a; = S erazaoq =, usando a formula do termo geral da P.G. temos:

n—1 n

- 1 /1 1
a, =a;.q = anzi.(§> = an:(§> n=123.. q=

N =

Para calcular o comprimento total da curva de Hilbert em qualquer iteracéo, temos

... 3 ~ 1
uma P.G. de termo inicial a; = Serazaoq = -.

1

an=@"-1).(1) n=123.. q=1

Hilbert nasceu na Alemanha e foi um matematico notavel, sendo membro estrangeiro

da Royal Society, e escreveu trabalhos em areas como Geometria e equacdes integrais.
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Figura 24: David Hilbert (Fonte: http://www.aprender-mat.info/portugal/historyDetail.htm?id=Hilbert)

4.9 Curva de Peano

Giuseppe Peano (1858-1932) foi um matematico italiano, autor de mais de 200 livros e
artigos, foi um dos fundadores da l6gica matematica e da teoria dos conjuntos, passou a maior

parte de sua carreira lecionando matematica na Universidade de Turin.

Figura 25: Giuseppe Peano (Fonte: https://famous-mathematicians.com/giuseppe-peano/)

Para construir a Curva de Peano, comecamos com um segmento de reta

Figura 26: Segmento de reta

Depois o dividimos em trés segmentos de mesma medida

_|_|_

Figura 27: Segmento dividido em 3 partes
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E construimos um retangulo sobre o ter¢co médio, de forma que esse retangulo fique

dividido em dois quadrados, da seguinte forma:

Figura 28: Primeira iteragdo da curva de Peano

Repetindo esse processo em cada um dos segmentos da figura anterior obtemos as
seguintes iteracOes da curva de Peano:

'!'I
1

I i

n=20 n=1 n=2 n=23
Figura 29: Iteracdes da curva de Peano

Se considerarmos como 1 o comprimento do segmento inicial, na primeira iteracdo

. 1 - ~ .
temos 9 subsegmentos de comprimento > ea cada nova iteracdo, o comprimento de cada

subsegmento é multiplicado por é e 0 numero de subsegmentos é multiplicado por 9. Assim,

para calcular o tamanho de subsegmentos em uma geracao, temos uma P.G. de primeiro termo

a, = % erazdoq = g Aplicando a formula do termo geral da P.G. temos o tamanho do n-ésimo
segmento:
1 1 n-—1 1 n
a2 w33 = a=(3)

De forma analoga podemos verificar que a quantidade de segmentos em uma iteracéo
também é uma P.G. de termo a, =9, e razdo q = 9. Assim para calcular o nimero de

subsegmentos e uma iteracdo podemos usar a formula do termo geral da P.G. crescente:
a,=0a,.q" 1= a,=9.9"1= q,=9"

Para calcular o comprimento total da curva de Peano, temos que 0 nimero de segmentos

é multiplicado por 9, enquanto o comprimento de cada segmento é multiplicado por §
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Assim temos uma P.G. de primeiro termo a; = 3 (9 segmentos de comprimento § ), €
razéoq=§.9=>q=3
Entdo podemos calcular o comprimento total da curva de Peano em qualquer iteracao
usando a formula do termo geral da P.G.:
a, =a;.q"t1 = q,=3.3"1= q, =3"

Assim o comprimento total da curva de Peano tende a infinito, quando o nimero de

iteracOes tende a infinito.

4.10 O Conjunto de Julia

O conjunto conhecido por Conjunto de Julia foi criado pelos matematicos Pierre Fatou
e Gaston Julia em 1919. Esse conjunto, obtido por iteragdes no plano complexo, resultou da
curiosidade de determinar o0 que aconteceria com um namero complexo z quando a este fosse
aplicado iterativamente a fungéo f(z) = z2+c, onde ¢ € um niimero complexo. Apenas com 0s

modernos computadores foi possivel visualizar a beleza dos graficos de tais fungdes.

Figura 30: Conjunto de Julia com P(z) =z —0.8 + 0.156i

(Fonte: http://www.professoresdematematica.com.br/wa_files/fractais_20no_20ensino_20fundamental.pdf)

Gaston Maurice Julia (1893-1978) nasceu na Argélia, mas se mudou para Paris ap0s
receber uma bolsa de estudos de nivel superior. Quando estava prestes a se formar a Alemanha
declarou guerra a Franca, e defendendo seu pais, Julia foi acertado por um tiro no rosto, o que

ap0s varias cirurgias, o obrigou a usar uma tira de couro no rosto pelo resto da vida. Entre essas
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dolorosas cirurgias ele realizava muitas pesquisas matematicas em seu leito hospitalar. Em 1918
se casou com uma das enfermeiras que cuidaram dele enquanto estava no hospital. Julia se
tornou professor do Ecole Polytechnique em Paris, e continuou a conduzir pesquisas em
geometria e teoria das fun¢des complexas.

O estudo dos processos iterativos em matematica continuou esporadicamente ap6s o
trabalho de Julia até a década de 1970, quando o advento dos computadores permitiu aos
matematicos produzir imagens detalhadas desses conjuntos.

Figura 31: Gaston Maurice Julia (Fonte: https://alchetron.com/Gaston-Julia)

4.11 O conjunto de Mandelbrot

O fractal que tem o nome de Conjunto de Mandelbrot, também obtido no plano
complexo, é considerado uma expansdo do Conjunto de Julia, pois cada ponto no plano
complexo corresponde a um conjunto de Julia diferente. Este conjunto, talvez seja 0 mais
complexo objeto conhecido pelos matematicos, como revelam as imagens geradas por
computador. A medida que ela é examinada em niveis cada vez mais altos de ampliacéo, o
observador vé-se diante de um desfile interminavel de voltas, rendilhados e formas que se

assemelham a totalidade do conjunto.


https://alchetron.com/Gaston-Julia
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Figura 32: Conjunto de Mandelbrot

(Fonte:http://www.lactamme.polytechnique.fr/Mosaic/images/TOUR.C.11.0032.D/image.jpg)

Note que, todos os conjuntos fractais apresentados até aqui possuem as duas
caracteristicas fundamentais que definem um fractal: a autossimilaridade e a complexidade
infinita.

As exploracdes desses conjuntos podem ser muito enriquecedoras para as aulas de
matematica. Por exemplo, através da construcdo do Conjunto de Cantor podemos explorar,
usando uma tabela, o0 niUmero de segmentos a cada nova iteracdo, 0 que nos permite chegar a
uma férmula geral, onde é possivel obter com total precisdo o nUmero de segmentos que 0
conjunto terd para uma iteracdo qualquer. O interessante é que o niUmero de segmentos tende
ao infinito, porém o comprimento do segmento tende a zero, pois quanto mais segmentos,
menor serd o tamanho de cada um. No Triangulo de Sierpinski, a area restante do triangulo
inicial tende a zero, e na Curva de Koch, seu perimetro tende ao infinito, o que desperta muito

a curiosidade do aluno.
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5. Os fractais na natureza

Os padrdes encontrados na natureza sao téo irregulares e fragmentados, que a Geometria
tradicional ndo é capaz de descrever de forma satisfatria. Para isso é necessario um nivel
completamente diferente de complexidade, a natureza pede outra abordagem. Nessas
condicdes, a Geometria Fractal se mostra muito mais adequada para representar as formas da
natureza. Nas Ultimas décadas, muitos estudiosos como os ja citados até aqui, estdo fazendo
avancos nessa area, e descrevendo fractais cada vez mais complexos. Ao observar elementos
da natureza nos deparamos com uma infinidade de exemplos onde os fractais parecem ser uma
alternativa viavel para descrever tais elementos.

Segundo Mandelbrot (1977) “Por que a Geometria ¢ frequentemente descrita como
“fria” e “seca”?. Uma razao repousa em sua inabilidade de descrever a forma de uma nuvem,
uma montanha, uma linha costeira ou uma arvore. Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo sdo
cones, linhas ndo sdo circulos, e uma casca de arvore ndo € lisa, tampouco um feixe de luz viaja
em linha reta.(...). Eu afirmo que muitos dos padrdes da Natureza sdo téo irregulares e
fragmentados, que, se comparados com a Geometria tradicional, exibem ndo somente um grau
mais alto, mas um nivel de complexidade completamente diferente”.

Os fractais aparecem com muita frequéncia na natureza, e as leis que regem a criacao
dos mesmos parecem ser encontradas em todo o mundo natural. A forma como os galhos e
folhas de uma planta seguem padrdes que permitem maximizar a sua exposicdo a luz solar,
cristais de gelo que se formam com estruturas fractais, se assemelhando ao floco de neve de
Koch, brécolis crescem com caracteristicas fractais, as ramificacdes dos rios desde pequenos
afluentes ao desembocar no mar possuem essas caracteristicas, até mesmo a distribuicdo das
veias do nosso corpo parecem seguir essas leis e nosso sistema cardiovascular é distribuido de
maneira a transportar mais eficientemente o oxigénio para todas as partes do corpo.

Os fractais além de extremamente belos, sdo muito eficientes no que diz respeito a

desempenho onde quer que aparegcam.
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Figura 33: Fractais na Natureza (Fonte: https://ppgmat.ufersa.edu.br/wp-
content/uploads/sites/58/2016/02/Disserta%C3%A7 %C3%A30-Jackson-Ney.pdf)

Se cortamos uma parte da flor dos brécolis verificamos a sua semelhanca com o restante
da flor. Este possui um numero infinito de pequenas cépias de si proprio, nesse caso, temos

uma autossemelhanca aproximada, que é a encontrada na natureza.

Figura 34: Brdcolis

A estrutura dos relampagos também serve como exemplo de fractais na natureza que

sdo conhecidos como fractais aleatdrios, pois sua forma € indeterminada.

Figura 35: Raios (Fonte: https://www.ebah.com.br/content/ABAAAAJ_0Al/a-geometria-fractal-no-ensino-

fundamental-medio?part=3)
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6. O conceito de dimenséao

A nocdo intuitiva de dimensdo que temos é devida a Euclides, tal dimensdo leva em
consideracdo o nimero de parametros independentes, ou de coordenadas, necessarias para a
descricdo Unica dos pontos de um objeto, essa definicdo conseguia satisfazer as necessidades
matematicas até o século XIX. Na geometria Euclidiana, um ponto tem dimensdo 0, uma reta
tem dimensdo 1, um plano tem dimensdo 2 e 0 espago tem dimensédo 3, porém com o surgimento

da geometria fractal por exemplo, a defini¢cdo de dimens&o foi generalizada.

6.1 Dimensao Fractal

Como podemos ver o conceito de dimensdo que carregamos da geometria basica ndo é
capaz de informar o quanto um conjunto fractal pode preencher uma reta, uma superficie ou o

espaco, pois fornece apenas niumeros inteiros.
O problema da linha costeira

Analisando o contorno de um litoral, Benoit Mandelbrot pensou que seria possivel usar
nameros fracionarios para definir a dimenséo de objetos quando percebeu que quanto menor a
medida da escala utilizada para medir a costa de um pais, mais detalhes seria possivel perceber,
e portanto sempre obter um comprimento cada vez maior, ou seja, quanto mais detalhes

capturarmos do contorno desse pais, maior sera seu perimetro.

AN N Ny

Figura 36: Linha costeira cada vez mais refinada com unidades de medidas menores
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H& mais de uma forma de definir a dimensdo de um fractal, usaremos aqui a dimenséo
de Hausdorff-Besicovitch, desenvolvida pelos matematicos aleméaes Felix Hausdorff (1968-
1942) e Abram Samoilovitch Besicovitch (1891-1970)

Se partirmos um segmento de comprimento L > 0 em segmentos iguais, de tamanho
€ > 0, quanto maior o nimero de segmentos N de tamanho &, menor sera o tamanho de ¢, de

tal forma que:

1

N@ =L (5)

N(e) =—
N ¢
1 L
2 L2
4 L/4
8 L/8

N passos 2" L/2"

Figura 37: llustracédo da dimenséo fractal 1

. L ;- - ~
Assim, como em (;) 0 expoente € igual a 1, temos a dimensdo de um segmento ou da

reta sendo igual a 1.

Vamos agora estender esse raciocinio para o quadrado.

N ¢

1 L

4 L2
T 6w

N passos 22" L/2"

Figura 38: llustracao da dimenséo fractal 2



42

2

N(e) = I2, (%)

o= (4

2

. . « L\? .
Nesse processo, analogo ao da dimenséo 1, como em (E) 0 expoente é igual a 2, temos

a dimensdo de um quadrado sendo igual a 2.

Fazendo o mesmo com o cubo, obtemos:

N ¢
—— 1 L
8 L2
s 64 L/
N passos 23m L/2"

Figura 39: llustracéo da dimensdo fractal 3

, ) . L\3 L.
Nesse processo, analogo ao das dimensdes 1 e 2, como em (;) 0 expoente é igual a 3,

temos a dimensao de um cubo sendo igual a 3.

Generalizando, para uma dimenséo d, temos:

d

N(e) = L°. (%)

o= (4

Neste caso geral, a dimensédo d pode ser obtida aplicando logaritmo a equagao anterior,

d

ficamos com:

logN(e) = log (S)d
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Usando as propriedades dos logaritmos, temos:

L
logN(e) = d. log;

log N
g8 (&)
L

logE

Onde N (&) é o nimero de partes em que foi dividido o segmento, e f é o fator de aumento.

Como exemplo podemos citar a curva de Koch

n=0
n=1
n=2
: _ n=3
n=4

Figura 40: Curva de Koch

Onde a cada geracdo o numero de partes € multiplicado por 4, e o fator de aumento é 3, pois

cada segmento passa a ter é da medida dos segmentos da geracao anterior. Entdo temos:

logN(e log4
g= gN(e) g8

=d =
log% log3
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7. Trabalhando com os Fractais em sala de aula

7.1 Pré Requisitos

Para iniciar o trabalho em sala de aula, ¢ bom que o aluno ja tenha estudado e tenha
adquirido dominio de progressdes geométricas, termo geral, soma dos termos, e soma dos
termos da P.G. infinita, de logaritmos e suas propriedades, e do calculo da area de triangulos
equilateros. Por isso foi importante esperar até o final do 2° bimestre do 1° ano para aplicar as
atividades quando o aluno ja teve contato com todos esses conteudos e conceitos. A seguir
faremos um pequeno embasamento tedrico desses conteudos, o qual serve também como

retomada de contetdos para iniciar o trabalho com os alunos.

7.2 Sequéncias

Uma sequencia ou sucessao € um conjunto de objetos de qualquer natureza organizados
ou escritos numa ordem bem determinada. Assim, por exemplo, podemos falar na sequéncia
dos meses do ano: Janeiro, Fevereiro, Marco, Abril,..., Dezembro, ou a sequéncia dos nimeros

primos escritos em ordem crescente: 2,3,5,7,11,13,17,19,...

Sé&o de particular interesse aos estudos matematicos as sequéncias numericas definidas

por formulas que permitem calcular qualquer um de seus termos.

7.3 Progresstes Geométricas

Progressdo Geométrica é toda sequéncia que a partir de um primeiro termo que
chamamos a,, podemos obter o proximo multiplicando o termo anterior por uma constante real

q sendo g # 0, chamada de razéo.
Termo geral da P.G.

Seja (a4,a,,as, ..., ay) uma P.G., por definicdo temos:

a, = a;.q



3 =0,.q = a3 = a,.4.q = az = a;.q*

a, =0a3.q = a, =0a,.9%.q = a, = a;.q>

an

— — n — n-1
an—an_l.q=>an —7.q = a, = a;.q
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Assim a formula do termo geral da P.G. de primeiro termo a, e razéoq éa, = a;.q™" !

Soma dos termos de uma P.G. finita

Seja (a4,a,,as, ..., a,) uma P.G., a soma de seus termos deve ser:

Spn=a,ta, +--+as+ - +a, (1)

Multiplicando ambos os membros dessa equacgéo por q (g # 0), temos:

q.-S,= q.(a, +a, +a; + - +a,_1+a,) ©
q.-S,. = q.a4 +q.a, +q.a3 +--+q.a,_1 +q.a, &
q.S, = a, +az+a, +--+a,+q.a, (2)

Subtraindo (2) de (1) temos:
q.S, — S, =(a, +as+a, + - +a,+q.a,) — (a; + a, +
q-5n =S5 =an.q — a4y
@-1D.Sp=a,.q"'.q—a,

(q-1D.S,=a;.q" —ay

a;.q" —a

S, = 1-q 1
q—1
a;.(g"—1

S, = 1-(q )
q—1

Soma dos termos da P.G. infinita

e as + .- +an)

Para esse trabalho nos interessa em particular a soma da P.G. infinita no caso em que

—1<qg<1, para isso vamos comegar com um exemplo pratico para observamos o

comportamento das poténcias de uma fracdo do tipo —1 < % < 1.
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~ 1 A 1\"
Tomemos a fragcdo q = —5» @ sequéncia formada por a, = (E) n € N, temos 0s

seguintes termos:

a1=1_0=0,1

1
_ — 1
42 =150 = 00

1
= —= 1
as 1000 0,00

a, = 0,0001

~ 10000

Graficamente temos:

Figura 41: Comportamento da fungdo (1/10)"

Podemos ver que conforme n aumenta, o valor de a,, fica mais proximo de 0.

n
Dizemos, entdo que o limite de a,, = (%) , quando n tende ao infinito, é 0.

Matematicamente, escrevemos: lim a,, = 0

n—-oo

. -1\
Se fizermos 0 mesmo com a,, = (E) n € N, teremos:

_ 1 o1
T
azzsz,Ol
a; = —— = —0,001

~ 1000
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1
= — = 1
ay 10000 0,000

Mesmo que os termos oscilem entre positivo e negativo, sendo os termos impares
negativos, e 0s termos pares positivos, percebemos que os termos se tornam cada vez mais

préximos de 0.

De forma geral, pode-se mostrar que, se g € R, com —1 < q < 1, entdo lim a,, =0
n—0co

Como partimos do principio que —1 < g < 1, entdo substituindo g™ na expressao

n_ .
S, = %11), substituindo g™ por 0, temos:
lim S, = 21071 — i Sp= —2=1limS, = =
n-oo q- n—oo -1 n-o 1=

Assim, o limite da soma de uma P.G. infinita de razdo q, |q| < 1, é 1“_—1q

7.4 Logaritmos

Definigdo: Sendo a e b nUmeros reais e positivos com a # 1 chama-se logaritmo de b

na base a o expoente x ao qual se deve elevar a base a de modo que a* seja igual a b, ou seja:
log,b=x ©a*=b
Propriedades Operatorias dos Logaritmos

1. logy(b.c) =log, b +log,c

Demonstracéo:
Sejam: log,(b.c) =t © b.c =a* (1)
log,(b) =x © b =a* (2)

loga(c) =y & c=a” 3)

Multiplicando as igualdades (2) e (3) membro a membro, temos:

b.c =a*.a¥ 4

Substituindo b. ¢ por at na igualdade 4 temos:

at =a*.a”

at = a*ty



t =x+ y,ouseja: log,(b.c) =log, b + log, c

2. log, (?) = log, b —log, c

Demonstracgéo:

Sejam: log, () =t & 2 = a* (1)
log,(b) =x © b =a* (2)
log,(c)=yoc=a" (3)

Dividindo as igualdades (2) e (3) membro a membro, temos:

== 4

t — 4
at=—
at = a*7

t =x — 1y, ouseja: log, (g) = log, b —log, c

3. log,(b") =r.log, b
Demonstracéo:
Sejam: log,(b™) =t,er.log, b = x
log,(b")=teat=b" (1)

r.logabzx@logabzfc)a;:b (2)

Elevando ambos os membros da igualdade (2) ao expoente r, obtemos:

r

(@) =

a*=b" (3)

Observando as equacdes (1) e (3), podemos substituir b™ por at, e temos:

Assim: log,(b™) =r.log, b

48
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log. b
4. log,(b) = lz—a
Demonstracdo: Fazendo log, b = t, log. b =xelog.a=y

Temos: log, b =t& at =b

logcb=x©c*=b

Assim, ¢c* = a* (1)
Por outro lado, temos também:

logca=yec¥=a
Elevando ambos os membros da Ultima igualdade ao expoente t, obtemos:

(MNt=at e cY=a" (2

Das igualdades (1) e (2) concluimos que:

cty = ¢*

ty =x

t==2
y

Logo, log,(b) = 282

log:a

7.5 Area do tridngulo equilatero

base x altura

Sabendo que a area de qualquer triangulo pode ser calculada por A = >

Dado um triangulo equilatero de lado L, e chamando sua altura de h, temos a figura

abaixo :

Aplicando o teorema de Pitagoras, que afirma que a soma dos quadrados dos catetos &

igual ao quadrado da hipotenusa, no triangulo de catetos h e é e hipotenusa I, temos:



A C

b =

Figura 42: h: Altura do triangulo equilatero

2
12=hZ+E
4
lZ
2 72 _ __
h? =1 2
317
2 -
h 4
/3
R
2

Substituindo h por g no triangulo acima, temos:

A C

[

Figura 43: Altura do tridngulo equilatero de lado |

50
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base x altura

Como a area de qualquer triangulo é dada por A = , sendo [ a medida do

lado de um triangulo equilatero, e assim % a medida da altura, temos:
V3
L
A=
2
PAE
4

7.6 O inicio das atividades

A beleza dos fractais presentes na natureza desperta a curiosidade e incentiva a
investigacdo de padrdes matematicos; por isso, no primeiro momento os alunos foram
apresentados ao conceito intuitivo do que s@o os fractais, mostrando em uma exposi¢cdo de
slides, fractais como o tridngulo de Sierpinski, curva de Koch, esponja de Menger, conjunto de

Julia e algumas estruturas fractais presentes na natureza.

Alguns videos sobre o assunto podem ser encontrados no YouTube,
como sugestdo deixo o link de dois deles, que podem ser usados em sala de aula
https://www.youtube.com/watch?v=YDhtL566M3U,

https://www.youtube.com/watch?v=akG8rrE3JcU

Como exemplo de fractal, temos a esponja de Menger, que conforme podemos observar
a figura abaixo, é obtida comecando com um cubo de lado L, L > 0. Em seguida, dividimos
cada face do cubo em 9 quadrados iguais, obtendo 27 cubos pequenos. Removemos o cubinho
no meio de cada face, e o do centro, permanecendo 20 cubinhos no nivel 1. Repetindo
sucessivamente 0s passos anteriores para cada um dos cubinhos restantes vamos obtendo 0s

outros niveis da esponja de Menger.


https://www.youtube.com/watch?v=YDhtL566M3U
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Esponja de Menger Conjunto de Mandelbrot

Triangulo de Sierpinski

Figura 44: Fractais e padrdes

Fonte: https://plus.google.com/+RodolphoZukauskas https://pt.wikipedia.org/wiki/Fractal

Em seguida pudemos discutir a respeito das propriedades desses fractais, principalmente

a respeito da auto-similaridade e o conceito de limite.

Apos essa discussdo, os alunos receberam folhas de sulfite para a construcéo de cartbes
fractais, 0 motivo € que atividades praticas em geral chamam a atencédo do aluno, instigam sua
curiosidade e o atraem na forma de desafio. Os alunos foram orientados para construir o

primeiro cartdo fractal da seguinte forma:

7.7 Primeiro Cartao Fractal

Objetivo: Investigar as propriedades dos fractais, associar fractais a ideia de

progressGes geométricas, e inserir intuitivamente o conceito de limite


https://plus.google.com/+RodolphoZukauskas
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Pré requisitos: Progressdes aritméticas e geométricas, do volume de paralelepipedos
Material: Régua, tesoura e papel sulfite
Séries a ser aplicada: 1° ano do ensino médio
Tempo Previsto: 2 aulas
Construcédo do cartéo fractal 1

1- Pegue uma folha de tamanho A4.

2- Dobre a folha ao meio, ao longo de sua altura, como mostra a figura

Figura 45: Construgdo do primeiro cartdo fractal

3- Com a folha dobrada ao meio, faca dois cortes verticais simétricos a distancia de i das

extremidades da folha, e com % da altura da folha, como mostra a figura abaixo.

0| =

1
4
—:

Figura 46: Construgdo do primeiro cartéo fractal
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4- Dobre o retangulo formado para cima, fazendo um vinco na dobra, essa primeira
dobra criard a primeira geracéo do cartdo fractal.

5- As geragdes seguintes serdo obtidas seguindo repetidamente os passos anteriores, porém
em uma escala menor, apenas na regido dobrada. A segunda geragdo do cartédo fractal é

obtida cortando o cartdo conforme mostrado abaixo.

-

Figura 47: Construcdo do primeiro cartao fractal

6- Dobre o retangulo para cima, fazendo um vinco na dobra.

Siga 0 mesmo procedimento para chegar a terceira geragdo do cartdo fractal.

Aa*
a4

Figura 48: Terceira iteracdo do cartdo fractal

7- Para obter mais gerac@es, repita esse processo enquanto for possivel realizar os cortes e
as dobraduras no papel, sempre usando a regra de corte estabelecida no inicio. Por fim,
desdobre todos os recortes e puxe as figuras em relevo. A figura abaixo mostra um

cartdo de trés geracdes obtido pelo processo descrito.
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Figura 49: Cartao fractal aberto

Agora vire as partes cortadas para fora para montar o cartdo fractal, que ficara

conforme a figura abaixo.

Figura 50: Cartdo fractal ja montado

A medida que o nimero de iteracdes vai aumentando, surgem novos paralelepipedos,
logo o volume total aumenta. Entretanto, a variacdo de volume dos paralelepipedos de uma
iteracdo para outra é cada vez menor, pois o volume de cada novo paralelepipedo diminui. Essa

ideia pode ser utilizada para introduzir a nogéo de limite.

Para as questdes diremos que as figuras geradas sdo paralelepipedos, quando na verdade
sdo paralelepipedos aparentes. Visto que as figuras das novas geragdes sao feitas a partir das

arestas da geragéo anterior.
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7.8 Questdes sobre o primeiro Cartao Fractal

Para efeito de célculos, nas atividades abaixo vamos considerar que o comprimento e a

largura dos paralelepipedos sdo metade da altura, esse efeito pode ser obtido no cartdo, se

iniciarmos os recortes usando uma folha quadrada.

Lo

a2 a/2

Figura 51: Medidas das arestas do paralelepipedo

Chamando de a a altura do paralelepipedo da primeira geracdo, qual deve ser a
altura dos paralelepipedos das proximas gerac6es?

E possivel associar a sequéncia formada pelas medidas das alturas ao contetido
estudado no bimestre anterior?

Que tipo de progressédo € essa?

Qual a razdo dessa progressao?

Calcule o volume de um paralelepipedo retangulo em cada geracgéo.

E possivel perceber algum tipo de progressio em relacdo ao volume dos
paralelepipedos retangulos que vao se formando?

Qual a razdo dessa progressdo?

Considerando que o volume dos paralelepipedos em cada geracdo fica cada vez
menor, se somarmos 0s vVolumes dos paralelepipedos de todas as geracdes, o volume
ird crescer até o infinito?

Observe a quantidade de paralelepipedos em cada geracdo, monte uma tabela com
0 numero da geracdo e a quantidade de paralelepipedos gerados nela, vocé obtém

uma progressdo?
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Tabela 2: Numero de iteracdes x paralelepipedos aparentes

Iteracéo Numero de paralelepipedos novos
1

2
3
4
5)

10- Qual a razéo dessa progressao?

7.9 Resolucdo comentada pelo professor

1- Chamando de a a altura do paralelepipedo da primeira geracdo, qual deve ser a altura
dos paralelepipedos das proximas geragdes?

R: Na segunda geracéo a altura do paralelepipedo deve ser % na terceira geracdo deve

ser %, e assim sucessivamente, sempre multiplicando a altura anterior por %
2- E possivel associar a sequéncia formada pelas medidas das alturas ao contetido estudado
no bimestre anterior?
R: Sim, a sequéncia formada pelas medidas das alturas dos paralelepipedos em cada
geracdo forma uma P.G.
3- Que tipo de progressao é essa?
R: E umaP.G.
4- Qual a razdo dessa progressao?
R: Arazdo daP.G.éq = ;
5- Calcule o volume de um paralelepipedo retangulo em cada geracao.

3
R: O volume do paralelepipedo na primeira geracdo é V; = a.=.2 o V, = <. Como
1 22 1 4

~ f . T 1 , T
cada lado na geragdo seguinte € multiplicado por > 0 volume sera multiplicado por
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1 ~ . ~
= 5 entao o termo geral para o volume de um paralelepipedo na segunda geragéo

N | =

1
2

N | =

a3 . ~ a® (1\"* 1 , a1t
T na terceira geracao V3 = Vi (E) e o termo geral e Vn = Ve (g)

D~

V2=

@ | =

E possivel perceber algum tipo de progressao em relago ao volume dos paralelepipedos

retangulos que vao se formando?
. , ~ 1
R:Sim, € uma P.G. de razéo 5

Qual a razdo dessa progressao?

R: Arazdo é q =3
Considerando que o volume dos paralelepipedos em cada geracdo fica cada vez menor,
se somarmos 0s volumes dos paralelepipedos de todas as geracdes, o volume iréa crescer
até o infinito?

R: Nao, a cada geracdo o numero de paralelepipedos é multiplicado por 2, porém o

. ;1 , ~ .
volume de cada novo paralelepipedo é 3 de cada paralelepipedo da geracdo anterior,

. , ~ . 1 1
assim o volume total dos paralelepipedos em cada geracéo vai ser 2.5 =3 do volume

total da geracdo anterior, assim a cada geracdo o volume do cartdo vai aumentando,

porém esse aumento € cada vez menor.

Tabela 3: Numero de iteracOes x paralelepipedos aparentes

Iteracdo Ndmero de paralelepipedos novos
1 1
2 2
3 4
4 8
5 16
N 2n—1

10- A razdo da progressao € 2
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7.10  Reacédo dos alunos

Nessa parte a participacdo dos alunos foi grande, mesmo daqueles que em geral ndo
costumam se interessar pela matematica, porém ainda nessa atividade alguns alunos ja
encontraram certa dificuldade ao realizar os recortes. Ap6s terminarem, os alunos passaram a
analisar os cartdes e com certa facilidade perceberam relacdes simples entre os lados dos
paralelepipedos em cada iteracdo. No caso a medida das arestas de uma iteracdo sempre €
metade do tamanho da iteracdo anterior, e também que a cada iteracdo surgiam o dobro de
paralelepipedos da iteracdo anterior, ndo foi dificil para eles associarem esses nimeros a

progressdes geométricas, o que deu inicio as atividades escritas.

As primeiras atividades foram bem simples, apenas perguntando, ao aluno se a
sequéncia formada pelo nimero de paralelepipedos em cada iteracdo formava uma P.G., até
entdo os alunos tiveram muita facilidade, inclusive para calcular a medida das arestas do

paralelepipedo em diversas iteracdes, considerando a aresta inicial como a, sempre
T . . 1 . . , .
multiplicando a medida anterior por > Ficou claro aqui que varios alunos, mesmo percebendo

0 que estava acontecendo, tinham dificuldade em operar com fracdes, o que foi resolvido em
partes pela revisdo dos conhecimentos prévios, que foi feita ndo apenas nessa atividade, mas
também nas proximas, sempre relembrando como efetuar célculos, e também as férmulas
usadas, para o calculo de area do tridngulo, volume de um paralelepipedo, termo geral e soma

dos termos da P.G., por exemplo.

Usando a férmula da soma da P.G. foi possivel calcular quantos paralelepipedos
haveriam até diferentes iteracdes e até mesmo para a soma até a n-ésima iteracao, o mesmo foi
feito para o volume em cada iteracdo e a soma dos volumes em cada iteracdo. Ficou evidente
que conforme o nivel de dificuldade aumentava, alguns alunos passavam a apresentar mais
dificuldades, ou até desistiam, principalmente na questdo que pedia para conjecturar a soma
dos volumes dos paralelepipedos para a n-ésima iteracéo, que mesmo apds explicacdo passo a
passo, poucos alunos conseguiram compreender, o que ndo estragou o trabalho, pois os alunos

haviam sido avisados que algumas atividades seriam mais dificeis.

E importante observar que o essencial foi bem absorvido pelos alunos, que é estabelecer

a relacdo entre os fractais e as progressdes geométricas, e calcular a razdo delas, e que conforme
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os alunos conseguiam realizar as atividades mais complexas, eles claramente se mostravam

mais motivados pela sensacéo de descoberta.

7.11 Segundo Cartéo Fractal

Objetivo: Investigar as propriedades dos fractais, associar fractais a ideia de

progressdes geomeétricas, e inserir intuitivamente o conceito de limite
Pré requisitos: Progressdes aritméticas e geométricas, do volume de paralelepipedos
Séries a ser aplicada: 1° ano do ensino médio
Material: Régua, tesoura e papel sulfite
Tempo Previsto: 2 aulas

No segundo dia de aula fizemos outro cartdo fractal, com atividades parecidas,
novamente 0s alunos receberam as orientacfes para a construcdo do cartdo, que sdo

apresentadas a seguir.
Construcao do cartao fractal 2

1- Pegue uma folha de tamanho A4.

2- Dobre a folha ao meio, ao longo de sua altura

Figura 52: Construgdo do segundo cartdo fractal
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3- Com a folha dobrada ao meio, marque o ponto médio da largura e da altura, em seguida

faca um corte até a metade da largura, a partir da metade da altura, conforme a figura.

Figura 53: Primeira itera¢io do cartdo fractal

4- Dobre um dos retangulos formado para cima, fazendo um vinco na dobra.
5- As geracOes seguintes serdo obtidas nos dois retangulos (dobrados) formados no cartéo,
aplicando a mesma regra do passo 3.

Figura 54: Trés primeiras iterac@es do cartdo fractal

Figura 55: Cartdo apds dobrar as partes cortadas

Abra o cartdo, e vire as partes cortadas para fora.
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A figura abaixo mostra o cartdo Triangulo de Sierpinski construido usando o processo

descrito anteriormente.

Figura 56: Segundo cartéo fractal pronto

7.12  Questdes propostas sobre o segundo cartéo fractal

Para efeito de célculos, nas atividades abaixo vamos considerar que 0 comprimento e a
largura dos paralelepipedos sdo metade da altura. Esse efeito pode ser obtido no cartdo, se

iniciarmos os recortes usando uma folha quadrada.

Figura 57: Medidas das arestas dos paralelepipedos



63

1- Qual o numero de paralelepipedos gerados na quarta geracao?

N
1

Conjecture uma férmula geral para o nimero de paralelepipedos em cada geracao.

3- A sequéncia formada pela quantidade de paralelepipedos em cada geracdo forma uma
progressao?

4

Qual a razdo dessa progressao?

ol
1

Estabeleca uma férmula para calcular a soma do numero de paralelepipedos até a n-

ésima geracao.

6- Chamando de a a altura do paralelepipedo da primeira geracdo, estabeleca uma férmula
para calcular o volume de um paralelepipedo na n-ésima geracéo.

7- A sequéncia formada pelo volume de um paralelepipedo de cada geracdo forma uma
progressao?

8- Qual a razdo dessa progresséo?

9- Conjecture uma férmula para o volume total na n-ésima geracéo

10- Se somarmos 0s volumes de todos os paralelepipedos até infinitas iteragdes, o0 volume

total sera infinito?

7.13 Respostas comentadas pelo professor

[N
1

Qual o numero de paralelepipedos gerados na quarta geracao?

R: Serdo 27 paralelepipedos, pois a cada geracao o nimero de paralelepipedos gerados
é o triplo da geracdo anterior.

2- Conjecture uma férmula geral para o nimero de paralelepipedos em cada geracéo.

R: Como na primeira geracdo temos 1 paralelepipedo e a cada nova geragdo temos o

triplo do nimero de paralelepipedos, temos que P, =1.3°=1, P,=1.3*"1=3,

Py=1.3%1=32, . .  p =1.3"1=3n"1
3- A sequéncia formada pela quantidade de paralelepipedos em cada geracdo forma uma
progressdo?
R: Sim
4- Qual a razdo dessa progressao?
R: Arazdo daP.G é3
5- Estabeleca uma formula para calcular a soma do nimero de paralelepipedos até a n-

ésima geracao.
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ai(@"-1) _, _ 16"

=
q-1 n 3-1

R: Usando a formula da soma da P.G. temos s, =

5_3”—1
nTo

6- Chamando de a a altura do paralelepipedo da primeira geracéo, estabeleca uma férmula

para calcular o volume de um paralelepipedo na n-ésima geracéo.

R: R: Se a altura é a, temos que a largura e o comprimento medem % cada, por

construcdo, entdo o volume do paralelepipedo da primeira geracdo é V; = a.%.% =

3 ~ . . 1
v, = % como a cada geracdo cada aresta é multiplicada por > 0 volume de cada

. ;- ~ ;111 1 .
paralelepipedo da proxima geracdo sera 2338 do volume do paralelepipedo da

~ . , 1\ 1 g3
geracdo anterior, e 0 termo geral sera vV = (g) —
7- A sequéncia formada pelo volume de um paralelepipedo de cada geragdo forma uma
progressao?
R:Sim, € uma progressao geometrica

8- Qual a razdo dessa progressdo?

|~

R:Arazéoéq=8

9- Conjecture uma férmula para o volume total na n-ésima geracao
a3

n-—1
R: Como o volume de cada paralelepipedo em uma geracao € dado por V,, = (%) e

e a cada geracdo o numero de paralelepipedos é multiplicado por 3, temos que o volume
o . 1\ 1 g3 . a® [(3\"*1
total em cada geracdo sera V, = 3""1L. (g) .~ ou seja V= e (g) ,meEN

10- Se somarmos 0s volumes de todos os paralelepipedos até infinitas iterac6es, o volume
total serd infinito?
R: Nao, usando a formula da P.G. infnita para os volumes de todos os paralelepipedos
até infinitas iteracdes s,, = Iaqu temos:

a3

i i
Sn:ﬁﬁSnzﬁisn:—
8 8
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7.14 Reacgéo dos alunos ao segundo cartao fractal

Para realizar as primeiras atividades, os alunos tiveram muito mais facilidade que no
primeiro cartdo, pois ja tinham familiaridade com os fractais, e associaram com a atividade da
aula anterior, dessa forma realizaram as atividades propostas com muito mais facilidade, e
muito mais rapido que no dia anterior, reconhecendo a P.G. no nimero de paralelepipedos em
cada iteracdo, e calcularam a razdo que dessa vez € 3, e o termo geral da P.G. formada pelo
nimero de paralelepipedos em cada iteracdo. O mesmo foi feito para o volume de um
paralelepipedo em cada iteracdo, para o volume total dos paralelepipedos em cada iteracéo, e
para a soma dos volumes dos paralelepipedos quando o nimero de iteracdes tende a infinito.
Novamente os alunos apresentaram dificuldade ao conjecturar o termo geral para a soma dos
volumes até a n-ésima geracédo, porém foram capazes de discutir, argumentar e ajudar a chegar

a formula.
Durante as discussdes, foi possivel abordar a ideia de limite, usando a P.G. que envolve

a aresta de cada paralelepipedo, que a cada iteracdo é multiplicada por % , Intuitivamente os

alunos ja eram capazes de deduzir que para o0 nimero de iteracdes tendendo a infinito, a medida
aresta do paralelepipedo tende a 0, e usando a formula da P.G. infinita perceberam que de fato
iSSO aconteceria, atitulo de curiosidade chegamos a fazer esse calculo também usando a formula

da P.G. finita, o que possibilitou inclusive melhorar a compreenséo da férmula da P.G. infinita.

7.15 O Triangulo de Sierpinski na sala de aula

Objetivo: Investigar as propriedades do triangulo de Sierpinski, verificar quais
conceitos matematicos estudados em sala de aula estdo associados a esse triangulo, e

consequentemente a geometria fractal.

Pré requisitos: Progressdes aritméticas e geométricas, calculo da area de triangulos

equilateros
Séries a ser aplicada: 1° ano do ensino médio
Tempo previsto: 2 aulas

No terceiro dia de aula os alunos realizaram uma atividade com o triangulo de

Sierpinski, que é apresentada abaixo.
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O matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969), obteve enorme reputagéo
principalmente na década de 1920 - 1930, a ponto de uma das crateras lunares ter recebido o

Seu nome.

Em 1916 Sierpinski apresentou esse famoso fractal em seu trabalho.

Figura 58: Iteracdes do triangulo de Sierpinski

O triangulo de Sierpinski € construido a partir de um triangulo equilatero, do qual na
primeira iteracdo € retirado um tridngulo equilatero com vertices nos pontos medios de seus
lados, e a cada nova iteracdo sdo retirados tridngulos equilateros a partir do ponto medio de

cada um dos lados dos tridangulos restantes.

7.16 Questdes sobre o triangulo de Sierpinski

1- Qual o numero de triangulos retirados na primeira iteracdo do triangulo de Sierpinski?

2- Qual o nimero de tridngulos retirados na segunda iteracao?

3- Qual o nimero de triangulos retirados na iteracdo de namero n?

4- Monte uma sequéncia com o numero de triangulos retirados em cada iteracdo, vocé
obtém algum tipo de progressdo? Qual? Qual a razdo dessa progressdo?

5- Considerando L o lado do triangulo inicial, qual a area desse triangulo?

6- Considerando L o lado do triangulo inicial, qual a area do triangulo retirado na primeira
iteracdo?

7- Qual a formula para calcular a area de um triangulo retirado na n-ésima geracao?

8- A area de um triangulo de cada geracdo forma uma P.G.? Qual a razdo dessa P.G.?

9- Complete a tabela:
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Tabela 4: Dados do triangulo de Sierpinski

Iteracdo (n) | Medida dos lados | Nimero de triangulos | Area de cada
retirados triangulo
0
1
2
3
4
10- Crie uma férmula para calcular a area total retirada em cada iteracao
11- A érea total retirada em cada iteracdo forma uma P.G.?
12- O que vocé percebe em relagdo a area total retirada em cada iteragdo? Esta retirando

13-

14-

cada vez mais, ou cada vez menos area?

O que deve acontecer com a area restante apos infinitas iteracdes? A area deve chegar
a 0? Ou préxima de 0?

Use a formula da P.G. finita, suponha n como infinito e veja se chega ao mesmo

resultado da férmula da P.G. infinita? Por que isso acontece?

7.17 Resolucdo comentada pelo professor

Qual o numero de triangulos retirados na primeira iteracao do triangulo de Sierpinski?
R: Foi retirado 1 triangulo na primeira iteracdo, o triangulo central

Qual o niumero de triangulos retirados na segunda iteracdo?

R: Foram retirados 3 tridngulos na segunda iteracao

Qual o numero de triangulos retirados na iteragdo nimero n?

R: Como a cada iteracdo o numero de triangulos retirados € o triplo da iteracdo anterior,
temos que o ntimero de triangulos retirados na n-ésima iteracdo é T = 1.3 1 = T =
371—1

Monte uma sequéncia com o nimero de triangulos retirados em cada itera¢do, vocé
obtém algum tipo de progressdo? Qual? Qual a razdo dessa progressao?

R: E uma progressdo geométrica de razdo g = 3

Considerando L o lado do triangulo inicial, qual a area desse triangulo?
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1V3

R: Usando a formula da &rea do triangulo equilatero temos que adreaé A =
Considerando L o lado do tridngulo inicial, qual a &rea do triangulo retirado na primeira
iteracdo?

R: Como os lados do primeiro triangulo retirado medem % do lado do triangulo inicial,

1\2 12
2) V3 V3 123
temos que sua areaé A = ( )4 Gkl

SA=+"= A=
4 16
Qual a formula para calcular a &rea de um tridngulo retirado na n-ésima geragdo?

2
R:,An =:£ég—\—/E lzv—

an+1’

12
ZamV3 Ll 12y3
— 2271 _ 4“ —
. > A, = = A, " =>An—4n.4

11\/_

= qn—-1"

= A, = n € N, que

podemos escrever como A4, , para evidenciar o primeiro termo e a razao.

A area de um triangulo de cada geracdo forma uma P.G.? Qual a razdo dessa P.G.?

, x . — 5 1243
R: Como a area do triangulo retirado na primeira geracéo ¢ A; = —‘/—, e na segunda
1243 ~ 2 1
geracdo é A, = 2‘[1 = A4, = ‘/— = A4, = ‘[, temos que arazao € g = "

Complete a tabela:

Tabela 5: Dados do triangulo de Sierpinski

Iteracdo (n) | Medida dos lados NGmero de triangulos | Area de cada
retirados triangulo
1 1 3°=1 12V3
2 16
2 1 31=3 12V3
4 64
3 1 3 =9 12V3
8 256
4 1 33 =27 124/3
16 1024
5 1 3* =81 12V3
32 4096

10- Crie uma formula para calcular a area total retirada em cada iteracédo

123

4n+1’

R: Como a area de um triangulo em cada geracdo ¢ A = n € N que pode ser

11\/—

escrito na forma A = o para evidenciar a razdo e o primeiro termo da P.G.

formada pela area de um quadrado em cada geracdo, como 0 numero de tridngulos
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retirados em cada iteracdo & sempre o triplo da iteragdo anterior, temos: A; =

2 n-1 ;2 n-1 ;2
gt L BB, = BB = (8) Bl e

4n-1" 16 4n-1" 16 4 16’

11- A érea total retirada em cada iteracdo forma uma P.G.?
R: Sim, a razdo dessa P.G. éi

12- O que voceé percebe em relacdo a area total retirada em cada iteragdo? Esta retirando
cada vez mais, ou cada vez menos area?

R: A quantidade de &rea retirada em cada iteracdo é cada vez menor, Vvisto que cada
triangulo da préxima geracdo é i da geracéo anterior, e que sdo gerados sempre o triplo
de triangulos da geragdo anterior, temos que a area total retirada em uma geracdo €
sempre Z da area retirada na geracéo anterior.

13- O que deve acontecer com a area restante apos infinitas iteracdes? A area deve chegar
a 0? Ou préxima de 0?
R: Intuitivamente podemos perceber que apos infinitas iteracOes a area restante do

triangulo tende a 0, podemos verificar isso matematicamente aplicando a formula da

a
P.G. infinita, na P.G. formada pela area dos triangulos retirados: S;,; = o= Sp =

—-q
123 123
e _ 1e _ 41%y3 123
3= Sp = 71 n — = Sp = , M = O
- : 16 4

Que é exatamente a area do triangulo inicial, ou seja em infinitas iteracdes a area total

retirada € igual a area do triangulo inicial, portanto ndo deve sobrar area nenhuma.

14- Use a férmula da P.G. finita, suponha n como infinito e veja se chega a0 mesmo
resultado da férmula da P.G. infinita? Por que isso acontece?
R: Usando a formula da P.G. finita na P.G. formada pela area retirada em cada geracéo,
12v3( 3\
a:(q"-1) 7((2) ‘1)

temos: S,— =>Sn:#,é importante observar agora, que

n
(3) tende a 0 quando n tende a infinito, dai temos:

123 1243 123
16 (_1) - 16 16 4l2\/§ lz\/§
Sn= __1 = S,- __1 =S5, 1 = Sp= 16 SR —4
4 4
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2
Portanto quando o nimero de iteragdes tende a infinito, a area retirada tende a % que

é a area do tridngulo inicial, assim a area restante tende a 0.
Por definicéo o triangulo de Sierpinski € a &rea restante apds infinitas iteracdes.

Nas atividades com o triangulo de Sierpinski, os alunos conseguiram perceber a

progressao geométrica na quantidade de triangulos gerados a cada iteragdo, que tem razdo q =
. . -n . ~ 7 1 . ‘n
3, e também que a &rea de cada tridngulo de uma iteracéo é sempre " da area de um triangulo

da iteracdo anterior, conjecturaram formulas gerais para o nimero de tridngulos em cada

iteracdo e a area de cada triangulo em uma iteracdo

As maiores dificuldades apresentadas pelos alunos foram devido ao célculo da area do
triangulo equilatero, por sempre trabalhar com raizes ndo exatas, para conjecturar a formula
para a area total retirada em cada iteracdo, e para calcular a area total retirada quando o nimero
de iteracOes tende a infinito os alunos precisaram de muita ajuda, € mesmo assim muitos nao
conseguiram compreender a parte algebrica, mesmo que a grande maioria dos alunos ja tivesse
percebido intuitivamente que a soma das area retiradas em infinitas iteracdes seria igual a area
do tridngulo inicial. Dessa forma pudemos discutir bastante as no¢oes intuitivas de limite, e de
convergéncia, ja que por mais iteracfes que possamos fazer, sempre sobrard uma quantidade
minima de area, ou seja, quando o numero de iteracdes tende a infinito, a area restante do

triangulo tende a 0.

7.18 Usando Logaritmos para determinar a dimensao fractal

Objetivo: Compreender o conceito de dimenséo fracionaria, e estabelecer relacdo com
os logaritmos, calcular a dimenséo de alguns fractais
Pré requisitos: Compreender e aplicar as propriedades dos logaritmos
Séries a ser aplicada: 1° ano do ensino médio
Tempo previsto: 2 aulas
Para trabalhar o conceito de dimens&o em sala de aula. Foi apresentado aos alunos o
roteiro logo abaixo, no qual os alunos se depararam com a definic¢do tradicional de dimenséo,

e a partir dela sdo levados de forma quase que intuitiva ao calculo de dimensdes fracionarias.
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7.19 Logaritmos e dimenséo Fractal

e Ponto (dimensdo): Alguns objetos matematicos sdo abstratos, ou seja, sdo imaginaveis.
Como por exemplo, o ponto. N&o podemos pegar um ponto, pois ele ndo tem dimensao,
nem comprimento, nem largura e nem altura;

e Reta (dimensdo 1): A reta ndo tem largura e nem altura, mas seu comprimento € infinito;

Figura 59: Segmento de Reta

e Plano (dimenséo 2): O plano apresenta duas dimensdes, comprimento e altura, mas néo

possui profundidade.

Figura 60: Quadrado

e Espaco (dimensdo 3): O espaco tem trés dimensBes, comprimento, altura e profundidade,

estende-se até o infinito em todas as trés dimensoes.

Figura 61: Cubo

Porém, a maioria dos objetos na natureza ndo € formada por linhas e ou curvas,
quadrados ou triangulos, mas por figuras geométricas bem mais complexas. Mandelbrot no

inicio dos anos 80 os chamou de Fractais.
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Os fractais além de possuirem uma autossimilaridade (uma das propriedades mais
importantes), sdo formas geométricas complexas e irregulares, também podem possuir uma

dimensdo nao inteira.

Um segmento de reta, um quadrado e um cubo, que possuem respectivamente
dimensdes um, dois e trés, podem ser repartidos em objetos autossimilares, ou seja, que

possuem a propriedade de autossimilaridade.

1-  Um segmento de reta pode ser dividido em duas partes iguais:

Figura 62: Divisao da reta

2- Cada lado de um quadrado pode ser dividido em duas partes, obtendo assim quatro

novos quadrados congruentes:

Figura 63: Divisao do quadrado

3- Cada aresta de um cubo pode ser dividida em duas partes iguais, formando assim,

oito novos cubos:

Yy

Figura 64: Divisdo do cubo

Organizando essas informagdes em um quadro temos:
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Tabela 6: Dimensdes

Figura Dimensao Quantidade de pecas
Segmento de reta 1 2
Quadrado 2 4
Cubo 3 8

E possivel observar que a quantidade de pecas aumenta em uma proporcao igual a 2,
o que podemos chamar de “fator de aumento” igual a 2 para cada lado. Para cada figura

podemos escrever a quantidade de pecas como uma poténcia de base 2, onde a dimensao € o

expoente.
Tabela 7: Dimenséo e fator de aumento
Figura Dimensao Quantidade de pecas
Segmento de reta 1 2=21
Quadrado 2 4 =22
Cubo 3 8§=23
Fator de aumento 2 d n=2¢

Em geral, o nmero de pegas é dado por: n = m% onde n é o nimero de pecas, m é o

fator de aumento e da dimensao.

7.20 Dimensao do Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski € uma figura geométrica que foi objeto de estudo do
matematico Waclaw Sierpinski, e se trata de um fractal que parte inicialmente de um triangulo
equilatero e que em seguida toma-se os pontos médios de cada lado do tridngulo e a partir

deles constroi-se quatro triangulos equilateros, retirando o triangulo central, como na figura

AL L5

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4

a seqguir.

Figura 65: Triangulo de Sierpinski
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Tabela 8: Quantidade de tridngulos restantes

Iteragdes Quantidade de triangulos restantes
Nivel 0 1

Nivel 1 3

Nivel 2 9

Nivel 3 27

Nivel 4 81

A principio temos um triangulo e apds a primeira iteracdo temos trés triangulos com
lados medindo metade do lado do triangulo inicial. Logo, o fator de aumento € 2 e 0 nimero
de pecas restantes é 3.

Dessa forma: 3 = 2¢4.

Temos 2 = 2! e 4 = 22, assim a dimenséo do Triangulo de Sierpinski estaria entre 1 e

Aplicando logaritmo aos dois lados da equacao, temos:
log3 = log 2¢
Aplicando a propriedade de logaritmo de uma poténcia: loga b* = k . 1oga b , obtemos:

log3
log3 =log2% = log3 =d.log2 => d = Tog2 =>d= 16

Logo a dimensdo do Triangulo de Sierpinski €, aproximadamente, 1,6, que é uma

dimensdo ndo inteira.

7.21 Dimenséao da curva de Koch

A Curva de Koch foi criada pelo matematico Helge Von Koch. Esse fractal mais tarde
originou a "llha de Koch" ou "Floco de Neve de Koch". A Curva de Koch é um fractal
constituido a partir de um segmento de reta, no qual divide-se esse segmento em trés parte
iguais e retira-se a parte do meio, substituindo-a por um triangulo equilatero sem base, como

na figura a seguir.
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n=0

n=1

AN /v n=2
'::'_J < n=3

5 . n=4

Figura 66: Curva de Koch

Tabela 9: Curva de Koch

Iteragdes Quantidade de segmentos
Nivel O 1

Nivel 1 4

Nivel 2 16

Nivel 3 64

A sequéncia (1,4, 16, 64...) é uma Progressdo Geométrica (PG) de razédo 4, onde para
saber a quantidade de segmentos que o fractal Curva de Koch terd em n iteragdo (nivel n) é
preciso apenas aplicar a formula do termo geral da PG: a,, = a;.q™ 1.

No nivel inicial, temos um segmento de reta, no nivel seguinte, 4 segmentos, com uma

medida igual a g da medida do segmento inicial. Logo, o nimero de pecas é 4 e o fator de

aumento é 3.
Dessa forma: 4 = 34

Aplicando a propriedade de logaritmo de uma poténcia, obtemos: log4 = log3¢ =

logd=dlog3=>d=22 4= 13
log3

Logo a dimensdo da Curva de Koch €, aproximadamente, 1,3 que é uma dimensdo nao

inteira.
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7.22 Dimenséo do Conjunto de Cantor

O Conjunto de Cantor também conhecido como "Poeira de Cantor" € o primeiro objeto
reconhecido como Fractal. Foi desenvolvido pelo matematico Georg Cantor, e € um
subconjunto infinito de pontos no intervalo unitario [0,1].

Para a construgcdo do Conjunto de Cantor:

1-  Considere um segmento de reta unitario;
2-  Divida esse segmento em trés partes iguais e retire a parte central;

3-  Aos segmentos restantes, aplica-se o passo 2 sucessivamente.

n=20
n=1
—_— — _— — n=2
e - —= —-=-n=3
e e T | e

Figura 67: Conjunto de Cantor

Tabela 10: Numero de segmentos no Conjunto de Cantor

IteracGes Quantidade de segmentos
Nivel 0 1
Nivel 1 2
Nivel 2 4
Nivel 3 8

Tomando a sequéncia dos numeros (2, 4, 8,...) que compde as quantidades de
segmentos do Conjunto de Cantor em cada itera¢do temos uma sequéncia numérica nao nula,
na qual é constante o quociente da divisdo de cada termo (a partir do segundo) pelo termo
anterior, ou seja, uma Progressdao Geométrica (PG) de razdo 2, onde para saber a quantidade
de segmentos que o fractal Conjunto de Cantor tera em n iteracdo (nivel n) é preciso apenas
aplicar a férmula do termo geral da P.G.: a,, = a;.q"™ %, onde a,, é o termo geral, n é 0
namero de termos, a, € o primeiro termo e g a razéo.

No nivel inicial, temos um segmento de reta, no nivel seguinte, 2 segmentos, com uma
. . 1 - ... , .
medida igual a 3 da medida do segmento inicial. Logo, o nimero de pecas é 2 e o fator de

aumento é 3. Entdo temos:
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2 =34
A dimens&o do conjunto de cantor sera:
log?2
log2 =log3¢ = log2 =d.log3=>d=——= =d = 0,63
log3
7.23 Dimenséao da curva de Peano
[
|
n=~0 n=1 n=2 n=23

Figura 68: Curva de Peano

No nivel inicial, temos um segmento de reta, no nivel seguinte, 9 segmentos, com uma
. . 1 . e . , )
medida igual a 3 da medida do segmento inicial. Logo, o namero de pecas é 9 e o fator de

aumento e 3. Entdo temos:
9 =34
A dimensdo do conjunto de cantor pode ser obtida usando logaritmos para resolver a

equacdo exponencial.

1029 = log3 = log9 = d.log3 = d = 29 & 4 = »
0g9 = log 0g9 = d.log = Tog3 =

Nesse caso € possivel perceber que a curva de Peano tem como dimenséo fractal, um
namero inteiro, isso acontece pois apos infinitas iteracdes, a tendéncia é que a curva preencha

completamente o plano.
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7.24 Dimensao da curva de Hilbert

RErt

Figura 69: Curva de Hilbert

Cada segmento € dividido em 4 novos segmentos a cada geragdo, com uma medida
igual a % da medida do segmento inicial. Logo, 0 nimero de pecas € 4 e o fator de aumento

é 2. Entdo temos:
4 =24
A dimens&o do conjunto de cantor sera:

log4 = log 2 = log4 = d.log2 = d = 294 o 4 5
og4 = log og4 = d.log = Tog2 =

Nesse caso € possivel perceber que a curva de Hilbert tem como dimenséo fractal, um
namero inteiro, isso acontece pois apos infinitas iteracdes, a tendéncia € que a curva se torne

completamente preenchida.

A atividade sobre logaritmos foi feita no sentido de definir a dimensao fractal. A
atividade foi particularmente interessante pois mostra uma aplicacdo para os logaritmos. O
outro ponto é que foi possivel sem o uso de logaritmos obter aproximacdes para a dimenséo de
alguns fractais, porém de forma muito mais demorada, deixando claro o quanto as propriedades

dos logaritmos podem facilitar os célculos.
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8. Conclusao

8.1 Experiéncia dos alunos

O uso de atividades envolvendo geometria fractal no ensino de progressées geométricas
teve aspectos que despertaram bastante a curiosidade dos alunos, a construgdo dos cartbes
fractais foi Gtil para aumentar a percepcdo dos alunos para a existéncia de progressdes
geométricas nos mesmos, e também para aprofundar o estudo das progressdes ao conjecturar
formulas para o termo geral dessas delas, além de melhorar a compreenséo dos alunos a respeito

de algebra.

E fato que algumas atividades propostas estdo além do que muitos alunos sio capazes
de realizar nesse momento, mesmo que orientados pelo professor, por isso € importante
conhecer bem o publico alvo, e avaliar até que ponto as atividades propostas despertam a

curiosidade dos alunos e o ajudam a melhorar sua compreensao dos conceitos estudados.

8.2 Experiéncia como professor

Do ponto de vista do professor, posso dizer que o desenvolvimento desse trabalho
contribuiu de forma muito positiva para minha formacdo em diversos aspectos. Desenvolver
trabalhos que envolvam recortes, e atividades manuais em matematica é particularmente
interessante, pois € possivel perceber uma participacdo muito maior por parte dos alunos
quando comparamos com aulas tradicionais, é claro que ndo podemos substituir todo o
contetdo e habilidades trabalhados por atividades praticas, mas as inserir quando possivel pode
sim aumentar o interesse do aluno, o que pode ter repercussdo até mesmo comportamental,
visto que aumentando o interesse do aluno, ha uma grande chance do mesmo mudar sua relacao

com a disciplina, com o professor, e até mesmo com a escola.

Outro ponto interessante é o de construir o conhecimento tendo o professor como
mediador, tanto as atividades com célculos quanto as algébricas contemplavam varios niveis de

dificuldade. Ficou evidente que cada aluno conseguiu desenvolver as atividades até um certo
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ponto, alguns chegando a resolver todas elas, outros fazendo apenas as mais simples, porém
quando o aluno tem a oportunidade de investigar, e tentar através da observacdo de
determinados padrdes conjecturar formulas matematicas, ficou visivel que esse conhecimento
tem maior significado para o aluno, visto que ele partiu da observacéo até chegar ao modelo

matematico.

Vale lembrar que ndo estamos falando de nenhuma méagica, nem dizendo que todos os
alunos tiveram um rendimento excepcional, mas que trabalhar dessa forma proporciona novas
possibilidades, e pode sim chamar um pouco mais a atencdo daquele aluno que normalmente
ndo se interessa tanto, e instigar e motivar ainda mais aquele que de certa forma se identifica

mais com a disciplina.
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ANnexos

1- Lista de atividades sobre o primeiro cartéo fractal

Objetivo: Investigar as propriedades dos fractais, associar fractais a ideia de progressoes

geomeétricas, e inserir intuitivamente o conceito de limite

Material: Régua, tesoura e papel sulfite

-

Questdes:
1

Chamando de a a altura do paralelepipedo da primeira geracdo, qual deve ser a

altura dos paralelepipedos das préximas gerac6es?

2- E possivel associar a sequéncia formada pelas medidas das alturas ao contetido
estudado no bimestre anterior?

3- Que tipo de progressao é essa?

4- Qual a razdo dessa progressao?

5- Calcule o volume de um paralelepipedo em cada geracao.

6- E possivel perceber algum tipo de progressdo em relacdo ao volume dos
paralelepipedo?

7- Qual a razdo dessa progressdo?

8- Considerando que o volume dos paralelepipedos em cada geracéo fica cada vez

menor, se somarmos 0s volumes dos paralelepipedo de todas as geracées, o volume

ird crescer até o infinito?
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9- Observe a quantidade de paralelepipedos em cada geragdo, monte uma tabela com

a numero da geracdo e a quantidade de paralelepipedos gerados nela, vocé obtém

uma progressao?

Iteracdo

Numero de paralelepipedos novos

1

2
3
4
5

10- Qual a razéo dessa progressao?
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2- Questdes sobre o0 segundo cartéo fractal

Objetivo: Investigar as propriedades dos fractais, associar fractais a ideia de progressoes

geomeétricas, e inserir intuitivamente o conceito de limite

Material: Régua, tesoura e papel sulfite

Questdes:

8-
9-

10-

Qual o numero de paralelepipedos gerados na quarta geracao?

Conjecture uma formula geral para o nimero de paralelepipedos em cada geracéo.

A sequéncia formada pela quantidade de paralelepipedos em cada geracdo forma uma
progressdo?

Qual a razdo dessa progressao?

Estabeleca uma férmula para calcular a soma do nimero de paralelepipedos até a n-
ésima geracao.

Chamando de a a altura do paralelepipedo da primeira geracao, estabeleca uma formula
para calcular o volume de um paralelepipedo na n-ésima geracao.

A sequéncia formada pelo volume de um paralelepipedo de cada geracdo forma uma
progressdo?

Qual a razdo dessa progressao?

Conjecture uma formula para o volume total na n-ésima geracédo

Se somarmos 0s volumes de todos os paralelepipedos até infinitas iteracGes, o0 volume

total serd infinito?
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3- Lista de atividades sobre o triangulo de Sierpinski

Objetivo: Investigar as propriedades do triangulo de Sierpinski, verificar quais conceitos

matematicos estudados em sala de aula estdo associados a esse triangulo, e

consequentemente a geometria fractal.

Qual o nimero de triangulos retirados na primeira iteragao?

Qual o numero de triangulos retirados na segunda iteracdo?

Qual o numero de triangulos retirados na iteragdo nimero n?

Monte uma sequéncia com o numero de triangulos retirados em cada iteracdo, vocé
obtém algum tipo de progressdo? Qual? Qual a razdo dessa progresséo?

Considerando L o lado do triangulo inicial, qual a area desse triangulo?

Considerando L o lado do triangulo inicial, qual a area do triangulo retirado na primeira
iteracdo?

Qual a formula para calcular a area de um triangulo retirado na n-ésima geragéo?

A area de um triangulo de cada geracdo forma uma P.G.? Qual a razdo dessa P.G.?

Complete a tabela:

Iteracdo (n) Medida dos lados | Numero de triangulos | Area de cada

retirados triangulo

| W N k| O

10- Crie uma formula para calcular a area total retirada em cada iteragdo

11- A érea total retirada em cada iteracdo forma uma P.G.?
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12- O que vocé percebe em relacdo a area total retirada em cada iteragdo? Esta retirando
cada vez mais, ou cada vez menos area?

13- O que deve acontecer com a area restante apos infinitas iteracbes? A area deve chegar
a 0? Ou préxima de 0?

Use a formula da P.G. finita, usando n como infinito e veja se chega ao mesmo resultado da
formula da P.G. infinita? Por que isso acontece?
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4- Dimensédo do Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski ¢ uma figura geométrica que foi objeto de estudo do
matematico Waclaw Sierpinski (1882-1969), e se trata de um fractal que parte
inicialmente de um tridngulo equilatero e que em seguida toma-se 0s pontos médios de
cada lado do triangulo e a partir deles constrdi-se quatro triangulos equilateros, retirando

o triangulo central, como na figura a seguir.

ALALE

n= = =2 n= n=4
Iteragdes Quantidade de triangulos restantes
Nivel O 1
Nivel 1 3
Nivel 2 9
Nivel 3 27
Nivel 4 81

A principio temos um triangulo e apds a primeira iteracdo temos trés triangulos com lados
medindo metade do lado do triangulo inicial. Logo, o fator de aumento é 2 e 0 nimero de

pecas restantes € 3.

Calcule a dimensdo do triangulo de Sierpinski
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5- Dimensdo da curva de Koch

A Curva de Koch foi criada pelo matematico Helge VVon Koch (1870-1924). Esse fractal
mais tarde originou a "llha de Koch" ou "Floco de Neve de Koch". A Curva de Koch é
um fractal constituido a partir de um segmento de reta, no qual divide-se esse segmento
em trés parte iguais e retira-se a parte do meio, substituindo-a por um triangulo equilatero

sem base, como na figura a seguir.

n=20
n=1
_ N\ _ /" n=2
p 2 n=3
. n=4
IteracGes Quantidade de segmentos
Nivel 0 1
Nivel 1 4
Nivel 2 16
Nivel 3 64

No nivel inicial, temos um segmento de reta, no nivel seguinte, 4 segmentos, com uma
. . 1 . PN , )
medida igual a 3 da medida do segmento inicial. Logo, o nimero de pecas € 4 e o fator

de aumento é 3.

Calcule a dimensédo da curva de Koch
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6- Dimensdo do Conjunto de Cantor

O Conjunto de Cantor também conhecido como "Poeira de Cantor" é o primeiro objeto
reconhecido como Fractal. Foi desenvolvido pelo matemético Georg Cantor (1845-1918)
e € um subconjunto infinito de pontos no intervalo unitario [0,1].

Para a construcdo do Conjunto de Cantor:

3 Considere um segmento de reta unitario;
4-  Divida esse segmento em trés partes iguais e retire a parte central;

3-  Aos segmentos restantes, aplica-se o passo 2 sucessivamente.

n=>0

n=1

_— _— — n=2

-—— - - -—- == Dn=3

) ) viee e n=4

IteracGes Quantidade de segmentos

Nivel 0 1
Nivel 1 2
Nivel 2 4
Nivel 3 8

No nivel inicial, temos um segmento de reta, no nivel seguinte, 2 segmentos, com uma
. . 1 . C e . , 7
medida igual a 3 da medida do segmento inicial. Logo, o nimero de pecas é 2 e o fator

de aumento é 3.

Calcule a dimensdo do conjunto de Cantor.




