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RESUMO

NOVAES, R. C.. Processo de Bernoulli correlacionado. 2019. 53 f. Dissertacdo (Mestrado em
em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduac¢ao em Estatistica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

O processo de Bernoulli independente, que nada mais é que uma sequéncia de varidveis ale-
atdrias indenpendentes com distribuicao Bernoulli, j4 € amplamente conhecido na literatura
estatistica. Esta dissertacdo lida com uma generalizacdo de tal processo: o processo de Bernoulli
correlacionado, isto €, varidveis aleatdrias Bernoulli dependentes em que a probabilidade de
sucesso num determinado instante n+ 1 é uma func¢do linear do ndmero de sucessos até o instante
n. Para este modelo, apresentamos a Lei Forte dos Grandes Numeros, o Teorema Central do

Limite e a Lei do Logaritmo Iterado.

Palavras-chave: processo de Bernoulli correlacionado, Lei Forte dos Grandes Numeros, Lei do

Logaritmo Iterado .






ABSTRACT

NOVAES, R. C.. Processo de Bernoulli correlacionado. 2019. 53 f. Dissertacdo (Mestrado em
em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduac¢ao em Estatistica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

The independent Bernoulli process, which is a sequence of independent Bernoulli random
variables, is already widely known in the statistical literature. This masters thesis works with
a generalization of this process: the correlated Bernoulli process, that is, dependent Bernoulli
random variables in which the probabilityof success at time n+ 1 is a linear function of the
number of successes until time n. For this model, we present the Strong Law of Large Numbers,

the Central Limit Theorem and Law of the Iterated Logarithm.

Key-words: correlated Bernoulli process, Strong Law of the Large Numbers, Central Limit
Theorem, Law of the Iterated Logarithm.
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CAPITULO

INTRODUCAO

As Varidveis dicotdmicas correspondem a experimentos em que s hd duas respostas
possiveis, como por exemplo sim/ndo, doente/saudavel, morto/vivo, etc. Usualmente escolhemos
a caracteristica de interesse e a denominamos de "sucesso'"e, consequentemente, chamamos
a caracteristica restante de "fracasso". Além disso, atribuimos ao "sucesso"o valor 1, e ao

"fracasso"o valor 0.

O estudo sobre varidveis dicotdmicas em probabilidade é comumente associado a va-
ridveis independentes, isto €, o nimero de sucessos até determinado tempo n nao depende dos

resultados até o instante n — 1. Tal suposi¢do de independéncia, no entanto, € muito questionavel.

Tome um exemplo na drea de esportes; suponha que em um campeonato de ténis de-
sejemos estudar a probabilidade do jogador A ganhar o n-ésimo jogo e defina X;, como uma
varidvel aleatéria que assume valor 1 quando o jogador A ganha a n-ésima partida e O quando
perde. Claramente, ndo seria intuitivo assumir que o histdrico de sucessos de um jogador nao
afetard sua partida futura, pois um jogador que vem de derrotas subsequentes provavelmente terd
mais chance de perder quando comparado a um jogador que estd passando por diversas vitérias

seguidas.

Na teoria das probabilidades denominamos uma sequéncia (finita ou infinita) de vériaveis
aleatdrias que assumem apenas valores O ou 1 de processo de Bernoulli. Diversos problemas
podem ser observados com um processo de Bernoulli, como a sequéncia de resultados de um

jogador de ténis que tomamos como exemplo.

Tem-se, entdo, uma grande necessidade de generalizar o processo de Bernoulli de modo
que a suposi¢ao de independéncia seja enfraquecida. Drezner e Farnum (1993) iniciou o estudo
sobre o processo de Bernoulli correlacionado no artigo ‘A generalized binomial distribution’, em
que um primeiro modelo foi proposto. As propriedades assintéticas deste modelo foram estudadas
posteriormente no artigo ‘Asymptotics and criticality for a correlated Bernoulli process’ por
Heyde (2004).
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Em um artigo mais recente, denominado ‘Limit theorems for correlated Bernoulli random
variables’, James, James e Qi (2008) propuseram uma generalizacdo do modelo utilizado por

Drezner e Farnum, assim como também demonstraram suas propriedades assintéticas.

1.1 Objetivo

Esta dissertacdo tem como objetivo explorar o artigo de James, James e Qi (2008),
explicando minuciosamente suas passagens e técnicas, além de proporcionar ao leitor uma

revisao sobre o tema e uma breve introducao a convergéncia e teoria dos martingales.
Para que tal objetivo seja cumprido, os pontos sdo tratados com a seguinte disposicao:

No capitulo 2 é apresentada uma revisdo de conceitos de convergéncia e martingales,
trazendo diversas defini¢des e teoremas relevantes para o problema. Em seguida, no decorrer
do terceiro capitulo, é feita uma revisdo dos modelos precursores apresentados por Drezner e
Farnum (1993) e por Heyde (2004).

No capitulo 4 Sao apresentados os principais resultados de James, James e Qi (2008) e
suas respectivas demonstracdes de maneira detalhada e comentada. Por fim, no quinto capitulo,

os comentdrios e consideracdes finais sobre a dissertagdo sdo discorridos.
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CAPITULO

CONCEITOS DE CONVERGENCIA E
MARTINGALES

Neste capitulo serdo apresentados algumas distribui¢cdes de probabilidade, conceitos e
resultados de convergéncia e martingales presentes na literatura. Utilizaremos o livro Introduction
to Probability Models de Ross (2010) como referéncia da primeira secdo. Os livros ‘Probability
and random processes’ de Grimmett e Stirzaker (2001), Introduction to Probability Models de
Ross (2010) e algumas notas de aula de Jagannathan (2015. Notas de aula) como principais
referéncias para a revisdo de convergéncia. J4 para uma revisdo sobre teoria de martingales serdo
utilizados os livros ‘Martingale limit theory and its application’ de Hall e Heyde (1980) e o livro
‘Probability with Martingales’ de Williams (1991) .

2.1 Distribuicoes de Probabilidade

Nesta secdo, serdo matematicamente apresentadas as distribui¢cdes de probabilidade

Bernoulli, Binomial e Normal que se fazem necessdrias para o desenvolvimento do texto.

Comecemos pela distribui¢do Bernoulli:

Definicdo 1. Suponha um ensaio, ou um experimento, cujo resultado possa ser classificado
como "sucesso"ou "fracasso". Se definirmos X como 1 se obtivermos um sucesso € como 0 se

obtivermos um fracasso, entdo a fungao massa de probabilidade de X é dada por:

p(0)=P(X=0)=1-p,p(1)=P(X=1)=p (2.1)

em que p, 0 < p <1, é a probabilidade do ensaio ser um "sucesso".

Em suma, dizemos que uma varidvel aleatéria X tem distribui¢cdo Bernoulli se sua funcao

massa de probabilidade é dada por (2.1) para algum p € (0,1).
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Seguimos entdo para a definicao da distribuicdo Binomial:

Definicao 2. Suponha que n ensaios de Bernoulli independentes, cada um com resultados
"sucesso"com probabilidade p ou "fracasso"com probabilidade 1 — p (ensaios de Bernoulli),
sejam performados. Se X representa o nimero de sucessos que ocorreram nas n tentativas, entao
dizemos que X tem uma distribui¢do de probabilidade Binomial com pardmetros (n, p).

Sua funcdo de probabilidade € dada por:

(2.2)

em que
n\ n!
i | (n—i)i!

¢ igual ao nimero de diferentes grupos de i sucessos que podem ser obtidos em »n tentativas.

Segue um exemplo para ilustrar a distribuicao Binomial.
Exemplo 1. Quatro moedas sao langadas. Assumindo que os resultados do langamento de cada

moeda sdo independentes e identicamente distribuidos, qual a probabilidade de termos duas

caras e duas coroas?
Sendo X o nimero de caras obtidas, entdo X tem distribui¢cdo Binomial com pardmetros

(4, p). Portanto, por (2.2):
4 _
p(2) = < )pz(l—p)4 ?
2
Assumindo que as moedas sdo justas, isto é p = %, temos
4\ 1?2 1.4,
p >—<2)5< -3)
4 1212
T (4-2)n122
11
—6-—
44
3
-8

Por fim, apresentamos a Distribuicdo de probabilidade Normal, que serd utilizada no

decorrer da dissertagdo:
Definiciio 3. Dizemos que X é uma varidvel aleatéria Normal com parimetros 4 € Re 62 € RT

se a funcao densidade de probabilidade de X € dada por

=————e o> xeR

f(x> - \/EG



2.2. Convergéncia 21

Esta funcdo de probabilidade é conhecida pela curva em formato de sino ao redor da

média U.

2.2 Convergeéncia

Nesta secdo, serdo apresentadas defini¢des de convergéncia com o intuito de aproximar

o leitor dos conceitos necessarios para o entendimento da dissertagao.

Um dos conceitos mais importantes quando falamos em probabilidade € o de convergén-
cia de varidveis aleatdrias, que estd relacionado aos mais importantes teoremas da estatistica,
como o Teorema Central do Limite e a Lei Forte dos Grandes Nimeros, que serdo apresentados

neste capitulo.

Comecaremos relembrando qual € a definicdo de convergéncia quando tratamos de

sequéncias reais deterministicas.

Definicao 4. Seja {x,},> uma sequéncia de valores reais. Dizemos que x, converge para algum

valor x € R se existe um ng € N tal que, para todo € > 0,

|x, —x| < &,V n > ny.

Segue um exemplo de convergéncia de sequéncias reais:

Aneia {1 _rl
Exemplo 2. Mostraremos que a sequéncia {,, },>1, converge para zero. Tome no(€) = [ ;] (0
menor inteiro maior que %).

Note que |% —0| < €, Vn > np(€). Isto é, % converge para 0.
Agora serdo apresentadas diversas notacdes de convergéncia para sequéncias de varidveis
aleatorias. Seja (Q,.#,P) o espago de probabilidade e seja {X, }, . uma sequéncia de varidveis

aleatdrias de valores reais definidas neste espaco de probabilidade.

Definicdo 5. Uma sequéncia de varidveis aleatdrias {X,}, .y converge certamente (ponto a

ponto) para X se
Xp(0) = X(0) Yo e Q

Note que para todo @ € Q, {X,(®)}, - é uma sequéncia de niimeros reais e, portanto, a

convergéncia para esta sequéncia € a mesma apresentada na Defini¢do 4.

Definicdo 6. Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,},. converge quase

certamente ou com probabilidade 1 (q.c. ou c.p. 1) para X se

P{we Q|X,(0) - X(w)}) =1.
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A convergéncia quase certa exige que o conjunto dos @ € € em que a varidvel aleatéria
convirja tenha probabilidade 1, o que permite que em um conjunto de medida nula, a varidvel
aleatéria ndo convirja. Esta defini¢do de convergéncia tem suposi¢oes enfraquecidas quando
comparada a convergéncia ponto a ponto, mas muitas vezes as suposicdes para convergéncia

quase certa sdo muito restritivas. Portanto, outras definicdes de convergéncias sao apresentadas.

Definiciio 7. Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatérias {X, },. converge em probabi-
lidade (e.p.) para X se
limP(|X,—X|>¢)=0, V £>0.

n—soo

Defini¢do 8. Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatérias {X, }, . converge em média p,

ou converge em .Z’” para X se

lim E (|X, — X|) = 0.

n—soo

Em particular, quando p = 2, dizemos que {X,},x converge em média quadrtica.

A préxima e ultima defini¢do de convergéncia € chamada convergéncia em distribui¢do.

Esta € a definicao mais fraca de convergéncia.

Definicdo 9. Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,, }, .y converge em distri-

buicdo para X se

li_r}n Fx, (x) = Fx(x),para todo x ponto de continuidade de F
n—oo

Segue um exemplo de convergéncia para varidveis aleatorias:

Exemplo 3. Seja {Y,},~, uma sequéncia de varidveis aleatdrias tal que

Q=0,1], Y,:Q R,
Y, (0) = o, P(Y,<x)=x sexe][0,1].

Isto é, {Y,},~,; € uma sequéncia de varidveis aleatérias uniformes independentes e

identicamente distribuidas.

Defina X,, como:

1
Xn: n, S€ Yn§;7

0, caso contrario.
Podemos reescrever esta varidvel aleatdria da seguinte forma:

1

n, com probabilidade —,

Xn - n 1

0, com probabilidade 1 — —.
n
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Note que, para todo @ > 0, a sequéncia {X,(w)},~, converge para zero. Porém, para =0, a

sequéncia diverge.
Podemos dizer entdo que {X,},~ ndo converge certamente, mas converge quase certa-
mente, pois P({w € [0,1]: @ > 0}) = [y 1dx = 1.
Faz-se necessdrio verificar que {X,},- converge em probabilidade. Tome € > 0,
lim P(|X, —0| > €) = lim P(X,, = n)
n—oo n—oo
1

= lim —
n—soo 2

=0.

Portanto, {X;},~ converge em probabilidade.

Iremos verificar se X;, converge em .#’! e em média quadritica. Note que

: , 1
A B~ 0) = Jim n o
1
= lim —
n—oop
=0.

Dessa forma,

1
lim E(|X, —0]?) = lim n®—

n—soo n—seo  p2

=1.

Claramente, X,, converge em .Z ! mas nio converge em média quadritica.

Outro resultado muito importante quando falamos em convergéncia € o Lema de Kronec-

ker, que segue:

Lema 1. Seja {x,, },,>1 uma sequéncia real finita com Y, x,, = ¢, € {by } m>1 uma sequéncia
ndo decrescente de modo que lim,,—,e by, = o0, entdo:
)
lim — ) bix;=0.
1 JXj
m—eo h,, =
Uma vez revisadas tais defini¢des e resultados, podemos falar com maior propriedade
sobre a Lei Forte dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite. Ross (2010) apresenta

de maneira clara os respectivos teoremas (Teorema 2.1 e Teorema 2.2 no livro texto referéncia).

Enunciamos a seguir a Lei Forte dos Grandes Numeros:

Teorema 1. Seja {x, },>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente

distribuidas, e seja E(X) = u. Entdo, com probabilidade 1:

n .
i=1 Xi

— W1 quando n — o
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Segue um exemplo da Lei Forte dos Grandes Nimeros:

Exemplo 4. Suponha que, {x,},>1, uma sequéncia de lancamentos de Bernoulli independentes
e identicamente distribuidos ocorra, onde a probabilidade de sucesso de cada lancamento seja p,
isto &, P({X; = 1}) = p.

Temos pela Lei Forte dos Grandes Numeros que, com probabilidade 1:

n .
i:le

. —-EX)=p

Assim como a Lei Forte dos Grandes Numeros, o Teorema Central do Limite se destaca

como um dos mais importantes teoremas da probabilidade.

Teorema 2. Seja {x, },>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas, com média p e varidncia 6. Entdo, a distribuico de

im1 Xi — it

o\/n
tende a uma Normal Padrdao quando n — .

Dessa forma:

n L a
]P’(—iZIX’ oy L / eF
G\/ﬁ 27T J—

Existem implicagdes entre os tipos de convergéncia apresentados acima. Karr (1993)
apresenta diversas proposicdes quanto as relacdes entre os tipos de convergéncia. Tais proposi¢des

sdo resumidas na figura a seguir.

Figura 1 — Implicagdes entre tipos de convergéncia.

Convergéncia em
Média Quadratica

A

Convergéncia Convergéncia em
1
Quase Certa

\/

Convergéncia em
Probabilidade

A

Convergéncia em
Distribuicao
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2.3 Martingales

O estudo sobre Martingales € de fundamental importancia para diversas dreas, como

estatistica, teoria da probabilidade e matemadtica financeira.

Nesta secao, serdo apresentadas defini¢des, teoremas e coroldrios referentes a teoria
dos martingales com o intuito de aproximar o leitor do tema e mostrar sua aplicabilidade e
importancia. Para isso, os livros Martingale Limit Theory and Its Application de Hall e Heyde

(1980) e Probability with Martingales de Williams (1991) serdo utilizados como referéncia.

Mas o que € de fato um martingale? Podemos ver em Williams (1991) uma defini¢do
de Martingale. Para tal leitura, necessitamos antes nos familiarizar com dois termos: filtracio e

processo adaptado.

Definicao 10. Seja (Q,.7,P) o espago de probabilidade.

{Z, :n >0} é uma filtracgio, isto é, uma familia de sub-sigma dlgebras de .7 :

Definimos

Fi=G (U%) CF

n

Em poucas palavras, podemos dizer que a informacao sobre @ € € consiste precisamente

no valor de Z() para toda fun¢do Z mensurdvel em .%,,.

Definicio 11. O processo {x,},>0 é chamado de processo adaptado ( a filtra¢do {.%, }) se para

cada n, X,, for mensurdvel em .%,,.

Intuitivamente dizemos que, se X é adaptado, entdo o valor de X,,(®) é conhecido no

instante 7.

Com isso podemos seguir com a definicdo de martingale apresentada por Williams
(1991):

Defini¢cdo 12. O processo X é chamado de martingale (em relagdo a ({.%,},P)) se:

X ¢é adaptado,
E(1Xa]) <o, Vn,
E(Xn‘yn—l) :Xn—l, g.c. (I’l > 1).

Em palavras, um martingale é uma sequéncia de varidveis aleatérias (um processo
estocéstico) para a qual, em um tempo particular na sequéncia realizada, seu valor esperado em
uma proxima realizacdo condicionado aos valores observados € igual ao valor observado no

presente.
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Algumas das principais motivacdes quanto ao estudo de martingales sio apostas, jogos de
azar e mercado financeiro. Os exemplos a seguir mostram casos onde, claramente, um martingale

consegue modelar um jogo de azar.

Exemplo 5. Defina um jogo onde uma moeda justa é lancada a cada instante n, isto &, p =
probabilidade de cara = % = probabilidade de coroa. Se der cara, o apostador recebe R$1, caso

contrario perde R$1. Note que os langamentos sdo independentes.

Seja T,, o montante de dinheiro que um apostador tem no instante n e X, o resultado da
aposta no tempo n, sendo X,, = 1 para cara e X;, = —1 para coroa. Além disso, defina como .%, o

histérico de jogadas até o instante n.

Note que 7, = Y. X; é¢ mensurdvel em relagdo a .%,, e,

E(|Ty|) <n < oo

Ainda,

]E(Tnﬂ |ﬁn) = E(Xn+l|§n) + T
= E<Xn+l)+Tn

1 1
CIX-—IX~4T
Xy Xyt

=T,

Portanto, temos que 7,, € um martingale.

O dinheiro de um apostador é um martingale se todos os jogos de aposta com que ele se

envolver forem honestos, pois, para p # oh

E(Tv1|Fn) = EXp1[F) + T
=EXyt+1) + Ty
=1lxp—1x(1—-p)+T,
=2p-D)+T# T,

1

e portanto 7, ndo é um martingale no caso em que p # 5

Uma vez definido um martingale e exemplificando suas aplica¢des, podemos seguir em
frente para mais uma definicdo muito utilizada nos estudos com martingales, a Sequéncia de
diferenca de martingales, e entdo seguiremos enunciando trés fortes teoremas de convergéncia

para martingales.

Defini¢do 13. Seja {S,,.%,,n > 1} um martingale de média zero, quadrado integrdvel. Seja

X, =8,—S8,-1,n>2e X =8, dizemos entdo que X,, ¢ uma diferenca de martingales.
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A Defini¢do 13 encontra-se na Sec¢do 3.1 de Hall e Heyde (1980) e seu uso é recorrente

na teoria de martingales.

Abordados os conceitos necessdrios para se enunciar os teoremas de convergéncia para
martingales, iremos apresentd-los ao leitor. Primeiramente, enunciamos o primeiro Teorema de

convergéncia de martingales apresentado por Hall e Heyde (1980) na Secao 1.3:

Teorema 3. Seja, {Z,,.%,,n > 1} um submartingale limitado em L'. Entdo existe uma varidvel
Z tal que lim,, 0o Z, = Z q.c. e E(|Z]) < liminf,, & E(|Z,|) < o0. Se 0 submartingale for unifor-
memente integravel, entdo Z, converge para Z em L', e se {Z,,.%,} for um martingale limitado

em L2, entdo Z, converge para Z em L2

Em resumo, basta que um martingale {Z,,.%,} seja limitado em L? para que exista Z tal

que Z, converge para Z em L2,

Hall e Heyde (1980) também apresentam o Teorema de convergéncia quase certa para

martingales (encontra-se no texto referéncia como Teorema 2.17), apresentado a seguir:

Teorema 4. Seja {S, =Y | X;,-%,,n > 1} um martingale e seja 1 < p < 2. Entdo S, converge
quase certamente no conjunto {Y'=> | E(|X;|?|.Z;_1) < eo}.

Por fim € apresentado o Teorema Central do Limite para martingales € um Corolério.
Tal corolario serd de fundamental importancia para os resultados de James, James e Qi (2008)

apresentados posteriormente, em detalhes, no capitulo 4.

Teorema 5. Seja {S,;,-Z,i,1 <i<k,,n> 1} uma sequéncia de martingales de média zero, com

segundo momento finito e com diferenga X,;, e seja N> uma varidvel aleatéria quase certamente

finita.
Suponha que
max [ X,;| 5 0, (2.3)
Y x% 5 n?, (2.4)
i

E(maxX2) & limitado em n (2.5)

e as o-adlgebra sdo encaixantes:
Fni C Fny1,; para 1<i<k, n>1 (2.6)

- d e . .. - -
Entdo, Sy, = Y.; X»i — Z (em distribui¢do), onde a varidvel aleatoria Z tem fungéo caracteristica
11722

E(e 27",

Note que quando 12 é uma varidvel aleatéria degenerada, Z ~ N(0,12).
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Em Hall e Heyde (1980), o Teorema 5 mostra Sy, = ); Xy LNy estavelmente, porém, a

convergéncia em distribui¢do € suficiente para os propdsitos desta dissertacao.

Corolario 1. Se (2.3) e (2.5) sdo substituidas pela condi¢do condicional de Lindeberg :

para todo & > 0, ZE[ 1(|Xpi| > €)|-Fni1] 20, 2.7

se (2.4) é substituida por uma condi¢do andloga a variancia condicional:
2 2 P2
Vnkn = ZE(Xni|g’l7i—1) —n, (2.8)
e se (2.6) se mantém, entao a conclusiao do Teorema 5 continua verdadeira.

O Teorema 5 e o Corolério 1 sdo apresentados como Teorema 3.2 e Coroldrio 3.1 em
Hall e Heyde (1980).

Exemplo 6. Suponha {X;};>; varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas,
com média y < o e variancia 02 < oo. Além disso, defina como .%, toda a informacdo de
{Xi}i>1 até o instante n. Iremos demonstrar neste exemplo a Lei Forte dos Grandes Nimeros
para varidveis independentes e identicamente distribuidas utilizando os teoremas para martingales

apresentados neste capitulo.

SejaY, =Y | X; — un. Pode-se notar que Y, ¢ mensuravel em relagdo a .%,, e,
E(|Ya]) <

Além disso,

n+1
E(Yps1]Fn) = ZX w(n+1)[F)

:E(Xn—H —|—ZX,'—,LL<I1+ 1)|§n)
i=1

= E(Xn+l|ﬁn) + ZXi —[.L(n+ 1)
i=1

=EXp1)+ ) Xi—p(n+1)
i=1

n

Z n(n+1)
) i=1
Y X
i=1

Assim, ¥, € um martingale. Seja T, =Y, —Y,_ diferenca de Martingales. Note que 7},

tem média zero e E(T?_,|.%,) = 62

n+1
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=EXp1— 1)
=EXp+1) —u
=pH—u=0

( n+1|fn) = E( n+1 2“Xn+1 +u |Jn)
=E( n+1|<7¢n) 2UE(Xy 1| Fn) + 1°
IE( 1) 207
Sendo assim, tome Z, = — = . Temos que E(Z2 i t|Fn) = —5 €, portanto,
Y E(Zy|F0) = 2—2
i=1 i=1

Pelo Teorema 4, } | Z; converge quase certamente.

Podemos entdo, por meio dos resultados obtidos e do lema de Kronecker, obter a Lei

Forte dos Grandes Numeros:

n

tim (B2 ) = g (R R

n—oo n n—oo n
.Y,
= lim —
n—e n
Yr.v,-Y,
— lim i=11i i—1
n—oo n
n .
— Jim Zi=Ll
n—oo n
. i=1 l
= lim
n—soo n
n
— 1im Z=1% _ g
n—oo n

noX
Isto é, quando n — o, Z=1=1 1) quase certamente.
n
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CAPITULO

MODELOS PRECURSORES

Por mais que o modelo apresentado em 2008 por James, James e Qi tenha trazido grandes
avancos ao estudo do processo de Bernoulli correlacionado, este se iniciou muito tempo atras,

em 1993, quando Drezner e Farnum (1993) o introduziram.

Tais autores apresentaram um processo de Bernoulli em que a taxa de sucessos no
passado consiste em uma propor¢do da probabilidade de sucesso no presente. Posteriormente,

Heyde (2004), apresentou resultados quanto ao comportamento assint6tico deste modelo.

A compreensdo destes e de outros artigos relacionados sdo de fundamental importancia
para um bom entendimento desta dissertacao e, consequentemente, do artigo Limit theorems for
correlated Bernoulli random variables por James, James e Qi (2008). Portanto, neste capitulo
serdo introduzidos os resultados obtidos por Drezner e Farnum (1993) e por Heyde (2004) e

entdo serdo indicados alguns artigos relacionados para leitura.

3.1 O primeiro modelo proposto

Em Drezner e Farnum (1993) e Heyde (2004) considera-se um processo generalizado
de Bernoulli {X;,j > 1} em que a probabilidade de sucesso a cada langamento depende da

proporcao de sucessos nos lancamentos anteriores. Isto é:
PXi=1)=p, PXi=0)=1-p;
seja Sy =Y}_1 Xj, n > 1, e F, a sigma-dlgebra gerada por {Xy },>1,
P(Xyi1|-Z0) = (1—0)p+6n~'S,,

emque 0,0 < 0 < 1, é o parametro de dependéncia.

Note que o modelo garante que, se n~ 'S, > p (< p), entdo, P(X,,11 = 1|.%,) > p (< p).
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3.1.1 Resultados de Drezner & Farnum

A Binomial generalizada S, estudada por Drezner e Farnum (1993), oferece a possibi-
lidade de se trabalhar com super dispersdo quando comparada a binomial cléssica. Drezner e
Farnum (1993) mostraram que, assim como no caso do processo de Bernoulli simples (8 = 0),
E(X;) = p, E(Sx) = np, e enquanto Var(X;) = p(1 —p),

1

1—(nB(n,20))" 1
s, —{ PP e 07y
P(I_P)”Z?ﬂ%a 9257

onde f representa a fungdo Beta dada por: B(n,¢) = %

Dessa forma, utilizando a férmula de Stirling:

n! ~n"e "\/2xn, quando n — oo

f(n)

onde, f(n) ~ g(n) significa que limy, o —— =1,

g(n)
B(n,¢) ~T(¢)n ¢ quando n — oo para ¢ > 0.

Logo,

( p(1—p)n !
1—26 9<?’
E[(Sy—np)*] ~ q p(1=p)nlog(n), =2, (3.1)
p(1—p)n*® 0|
(26 —1)I'(26)’ 2’

e o uso da desigualdade de Chebyshev traz

nls, 5 p, quando n — oo.

, O

=

O comportamento da variincia quando 6 difere entre os casos 0 < %, 0 = % 0 >

que sugere propriedades interessantes em torno do valor critico %

Exemplo 7. A seguir um exemplo de aplicagdo fornecido por Drezner e Farnum (1993) para o
processo generalizado de Bernoulli. Neste exemplo os parametros de dependéncia nao variam,

i.e., 6; = 6 para todo j.

Nesta aplicac@o foram estudados os resultados de 30 temporadas da liga principal de
beisebol dos Estados Unidos (de 1961 a 1991, exceto 1981). Cada time jogou 162 vezes por
temporada, e no total temos 706 observagdes sobre o nimero de vitérias de um determinado

time.
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Como o mesmo time joga durante a temporada, € razodvel admitir que a uma varidvel
indicadora sobre o time ganhar a j-ésima partida estd associada ao desempenho do time até o

momento da partida de nimero ;.

Neste exemplo serd comparado o modelo cujos jogos sdao considerados independentes,
ou seja, t€ém numero de vitorias com distribuicao binomial, e também o modelo para quando
0s jogos sdo considerados dependentes com base no modelo proposto por Drezner e Farnum
(1993). Neste caso, a soma de vitérias de um time tem distribuicdo Binomial generalizada, que

denotaremos por "GBD"(Generalized Binomial Distribution).

Quando analisados os dados sobre as 30 temporadas da liga principal de beisebol temos
que a média de vitdrias € aproximadamente 81 (como esperado), e a variancia € dada por 132,595.
Note que se o numero total de vitérias de um time em uma temporada tivesse distribui¢ao
binomial, seria esperada uma variancia de 40,5 (np(1 — p) com p = 1/2). O problema de
variancia inflada pode ser resolvido utilizando a abordagem proposta por Drezner e Farnum
(1993), como pode ser visto na Figura 2, obtida no artigo em questao (em tal figura os autores

utilizaram uma amostra de 20 observacdes para efeito grafico).
Figura 2 — GBD aplicado no beisebol.
140 +

120 4

400

80 4 . ® Data
° . Binomial
L]
s0 4 e o GBD
40 1 e

20 4 [

50 60 70 80 80 100 110

Fonte: Drezner e Farnum (1993)

O modelo Binomial generalizado aparenta ser mais consistente para se tratar usando
este banco de dados quando comparado com a abordagem tradicional (considerando os jogos
independentes entre si).

3.1.2 Resultados de Heyde

Heyde (2004) analisa a taxa de convergéncia de n~'S,, para p. Observa-se que o compor-
tamento depende, de maneira crucial, no parametro 0, e difere quando 0 < %, 0= %, 0 > % A
normalidade assintdtica apenas vale se 0 < % e a convergéncia em distribuicdo € substituida por
convergéncia quase certa se 6 > % Os resultados estao resumidos no Teorema (6).

(1-p)
1-26
(i) Se 6 = 1, entdo (n log n)~ (S, —np) 4 N(0,p(1—p)) quando n — .

Teorema 6. (i) Se 6 < 1, entdo n=z (S, —np) 4 N(0, ) quando n — co.
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(iii) Se 6 > %, entio n % (S, — np) Sw quando n — oo, em que W é uma varidvel aleatéria tal

que:

EW)=0, E(W?) = %, e EW3)£0 se p# %

Além disso, também foi estabelecida uma dicotomia entre dependéncia de longo e
curto alcance para o processo {X;}. Este processo € ndo estaciondrio, e a definicdo padrdo de
dependéncia de curto e longo alcance baseada na funcao de autocovariancia do processo nao
se aplica. Entretanto, a definicdo mais flexivel de Heyde e Yang (1997), baseado na variancia
amostral de Allen (SAV), que € equivalente a defini¢do cldssica, pode ser utilizada. Sob esta

defini¢do dizemos que um processo {Z;} de media zero ¢ de curto ou longo alcance se

i 2
(£5-12)

s 7 converge ou diverge conforme n — co. (3.2)
Jj=17]

Teorema 7. O processo {X;, j > 1} tem dependéncia de curto ou longo alcance (no sentido de
SAV) de acordo com 06 < % oub > %
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CAPITULO

RESULTADOS DE JAMES, JAMES E QI 2008

Enquanto Drezner e Farnum (1993) apresentaram um modelo no qual o pardmetro de
dependéncia 6 era de mesmo valor para todo instante de tempo n, James, James e Qi (2008),
apresentaram uma generalizagdo onde o parametro de dependéncia 6, pode assumir valores
distintos tais que 0 < 6, < 1 para todo n. Em seu trabalho, os autores demonstram trés teoremas
e trés coroldrios sobre tal generalizagdo, sendo os teoremas de maior significancia a Lei Forte

dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite para o modelo em questao.

No decorrer deste capitulo apresentaremos 0 modelo proposto por James, James e Qi
(2008) e algumas notacgdes pertinentes para os resultados discorridos. Em seguida, os lemas
apresentados por James, James e Qi (2008) que sdo necessdrios para realizar as provas do Teorema
Central do Limite e da Lei Forte dos Grandes Niimeros serdo apresentados e demonstrados. Em
sequéncia, a Lei Forte dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite serdo enunciados e
demonstrados. Por fim, neste capitulo, serd enunciada e provada a Lei do Logaritmo Iterado e

serdo enunciados os demais corolarios relacionados a esta lei.

4.1 Modelo proposto por James, James e Qi (2008)

Em ‘Limit theorems for correlated Bernoulli random variables’, James, James e Qi
(2008) propuseram um processo de Bernoulli correlacionado de maneira que a probabilidade de
sucesso de um lancamento em determinado instante depende da taxa de sucessos dos lancamentos

anteriores.

Formalmente, seja {X;, j > 1} um processo de Bernoulli de maneira que, para algum
0<p<l,

S.
B(Xj1 = 115,) = (1-6))p-+ 6,

em que 0 < 6; < 1 sdo os pardmetros de dependéncia, S, = Z?Zl X; e #, asigma-dlgebra gerada

até o instante n.
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Como visto no Capitulo 3, Drezner e Farnum (1993) introduziram a distribuicdo de S,
como Distribuicdo Binomial Generalizada. Além disso, Heyde (2004) demonstrou propriedades
do comportamento assintotico de um caso particular deste modelo, onde 6; = 6 para todo j > 1,
6 <€[0,1).

Uma vez que os resultados apresentados por James, James e Qi (2008) se referem ao
comportamento assinttico do Processo de Bernoulli Correlacionado, algumas defini¢des se

fazem necessdrias para uma boa leitura do texto.

Definimos entdo as seguintes funcdes do pardmetro 6,:

n—1

a; =1, an:H(l—i_IOi)paranZZ

~.

e
n
A% = Z paran > 1
j=1
Para além dessas, as seguintes funcdes serdo abordadas no decorrer do capitulo
n
Sn=Y X
i=1
© S
—n
T, = "—p
An

Por fim, definimos Y =Ty e Y, =T,—T,_;.

4.2 Lemas

Em seu artigo, James, James e Qi (2008) apresentam alguns lemas que sdo utilizados
para as demonstracdes dos teoremas e corolarios. Nesta dissertagdo sdo apresentados tais lemas

assim como suas demonstracoes.

Iremos apresentar os lemas de 2 a 6 abaixo de maneira que na prova da Lei Forte dos
Grandes Numeros serdo utilizados os lemas 3 e 4, na prova do Teorema Central do Limite serdo
utilizados os lemas 4 e 5, na prova da Lei do Logaritmo Iterado sera utilizado o lema 6 e nas

provas dos coroldrios serd utilizado o lema 2.

]
Lema 2. Para qualquer 6 > 0, a,,(6) ~ 91,“1—@ quando n — oo, onde a,(60) é a, quando 6, = 6
paratodon > 1.
Demonstragdo. Seja 6 > 0,
"‘1 n1j+6 (j+6)
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Note que
i_i(]ure) —(n—140)(n—2+0)...(1+0)
i
—(n—1+80)(n—2+ 9)...(1+9)%§EZ; = ré?;;';);
logo.
an(0) = err(<%>+r2> - 9[3(;,9)’
onde f(n,0) = %

Através da férmula de Stirling (n! ~ n"e™""/27n, quando n — o) podemos observar que
B(n,0) ~T(6)n9. Portanto,

nf

or(0)’

an(0) ~
O

Com isso, seguimos para o proximo lema que serd utilizado na Lei Forte dos Grandes

Numeros.

Lema 3. (i) al € ndo decrescente em #,
n

(i1) Se lim;, 00 A, = 0

Entdo, lim,, e ©* =0

Demonstragdo. Para tal prova iremos utilizar a seguinte notagao:

n—1 0
an(0) =[J(1+-)
=t
Primeiramente, note que
n—1 n—1
1 J+1 234 n—1 n
1) = 1+-)= — ) === X ... =n,
an(1) H( ‘I’]) H( ]) 123X Xn—2n—1 n

j=1 j=1

para todo n > 1. Assim temos que

n  ay(l) ’ﬁ 145!

_ _ - 4.1
1—|—j_19j’ “.1)

Jj=1
que € nao-decrescente ja que todos os termos do produto em (4.1) sdo ao menos 1. Com isso

concluimos a parte (i) do lema.

Para prova (ii), suponha que lim,_,.,A; = oo.
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n .. - - an , .. - .
Como — é positiva e nao-decrescente, entdo — é positiva e nao-crescente, € assim, por
n
n
ser limitada entre O e aq, seu limite existe. Chame este limite de v.
Suponha que v > 0. Com isso temos:
1 1
—

a, 1
— >V <= ay>n <— — < —

— para todo n > 1;
n a, nv a

I’l2V2 ’

€ portanto,

0 que € absurdo pois partimos do pressuposto que lim,,_s. A, = oo.

Sendo assim, v precisa ser zero. Concluimos entdo a segunda parte do lema. ]

O préximo lema, que serd de grande importancia tanto na demonstracao da Lei Forte dos

Grandes Numeros quanto para o Teorema Central do Limite, é provado a seguir:

Lema 4. Seja {Z,,.%,,n > 1} uma sequéncia de diferencas de martingales.

Se Y7 ]E(ij|ﬁ j—1) < °° quase certamente, entdo Y.}, Z; converge quase certamente.

Demonstragdo. Para provarmos este lema precisamos relembrar o Teorema 4.

Nele dizemos que, se S, =Y. ; X; ¢ um martingale, entdo para 1 < p <2, §,, converge
quase certamente no conjunto {Y° | E(|X;|?|.%;_1) < oo}.
Note que a suposi¢do de que Y7 ]E(ijlﬂ i—1) < eo quase certamente, presente no Lema

4, é a condicdo necessdria apresentada no Teorema 4.

Sendo assim, o Lema 4 é um caso particular do Teorema 4 para quando p = 2. Conclui-

mos, entdo, a prova do lema.

]

O Lema 5, utilizado na demonstracdo do Teorema Central do Limite, € enunciado e

provado a seguir.

Lema 5. Seja {Z,,.%,,n > 1} uma sequéncia de diferengas de martingales limitada.

Assuma que exista uma sequéncia de constantes positivas {W, } de maneira que W, — oo

quandon — oo e

n
W, 2 Y E(Z}Fii1) B o2
i=1

Entao

n
w, 'Y Z, % N(0,62).
=1
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Demonstragdo. Para realizar tal demonstragdo precisamos relembrar o Corolério 1.

Nele temos que, de maneira simplificada, dada uma sequéncia de diferencas de martinga-

les X;, se a condi¢@o condicional de Lindeberg for satisfeita, isto é

paratodo &€ >0, Y E[X?I(|X;| > €)[Fi1] 50 (4.2)
i

ZE(X2] _1) EN n? (sendo 1, neste caso, uma v.a. degenerada), 4.3)

entao

Y X; 4 N(0,1?).

: g . Zi . -
Tendo em vista tal corolério, definimos Z,; = Wl para 1 <i < n. Note que a suposi¢ao

n
assumida no Lema 5 equivale a equagdo (4.3) e, portanto, basta provar que a condi¢do condicional

de Lindeberg vale, isto é

ZE(Zm-]I(Zni > €)|Fiz1) ) para todo € > 0
i=1

o que € trivial uma vez que, para qualquer € > 0, todo conjunto {Z,; > €} € vazio para n

grande. 0

Por fim, o Lema 6, que tem fundamental importancia para a prova do Teorema 10,

presente na secdo 4.6 do capitulo 4, é enunciado.

Lema 6. Seja {Z,,.%,,n > 1} uma sequéncia de diferencas de martingales limitadas. Assuma

que exista uma sequéncia de constantes positivas W, tal que:

W,
— 1,
n+1
W,, — oo,
€
1 & q
—32 (Zj|Fj_1) = 1.
n j=1
Entao,

}’l
Zj
limsup + =l =

neo 4/ 2Wn2 loglogW?2

Para maior entendimento do lema acima € recomendada a leitura dos teoremas 4.7 € 4.8
de Hall e Heyde (1980).

Uma vez enunciados os lemas, apresentamos agora a Lei Forte dos Grandes Numeros e
Teorema Central do Limite e suas respectivas provas. O capitulo serd finalizado com o enunciado

e prova do Teorema 10 e os demais coroldrios presentes no artigo.
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4.3 Lei Forte dos Grandes Numeros

No artigo de James, James e Qi (2008) é demonstrada a Lei Forte dos Grandes Nimeros

para o modelo e uma condi¢io necessdria para a validade da lei.

Nesta se¢do iremos enunciar tal teorema e provar sua primeira parte. A sua reciprocidade

serd provada na secdo 4.5.

. ay - Sn q.c.
Teorema 8. Se lim;, ,.. — =0, entdo — = p.
n n
Reciprocamente, se - = p, entdo lim, o =0.
Demonstragdo. Para mostrar a parte suficiente da Lei Forte dos Grandes Numeros, isto é,
.o . a - S, q.c. . .
que dada a condigdo lim,_,.. — = 0, entio — = p, primeiramente devemos mostrar que
n n
{T,, Zn,n > 1} é uma sequéncia de martingales.

Sy, —np

Lembre que 7, = , € note que

n—1 1 —1
logo,
1 ( n—1 ) 1<n—1—|—9) 1
a, ap—1\n—1+86 ay n—1  an
Entao,
o~ Sp—np,
]E(Tn|i/n*1)—E( a |Jn71)
n

1

== (E(Sn|,%l_1) —np>
1

= — (E(X|F-1) +Su1 = 1p)

an
1

- Z(P(X” = 1| P 1) + Sui —np)
n
1 A\

= (1= 00 )p+ 6,1 " Sy —p)
a —1
1 —1+6_
—((I—Gn—l—n)p+—"15n_1)
a n—1
1 n—l—i—@n_](

_Ln (e y,)

a, n—1 1= (n=1)p

:Snfl—(n—l)p

an—1

=Th-1-
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Uma vez mostrado que 7,, é martingale,

Seja Y,,n > 1 as diferencas do martingale {7, }, para j > 1:

S Sic1—(i—1
Y, =TTy = —Jjp Si-i—(—-1p

aj aj—1
X:—Si1—j 0. S —(i—1
:M_(H_ il l)x i-1—(—1)p
aj j—1 a;
_ 1 : . 0: 1S
—(Xj+Sji1—jp=Sia+(i—Dp—=——1—+6;1p)
% j—1
1 Si 1
= (X; — 0. (p— I
o K=t 0i(p=575)).
Note que:
! Sj-1 Sj-1 2
(|70 =z (p(1=p)+ 61 (1=20) (Z —p) 01 (G —p) ) (44)
a;
ecomo 0 < S; ; < j— 1, existe uma constante C tal que:
2 or C
E(Y;|F;-1) < ot para j > 1. (4.5)

\

Y,
SejaZ, = An’n s Fn,n > 1} é uma sequéncia de diferenca dos martin-
gales limitados.
De (4.5):
(12Y2
]E(Z]2'|‘%\]_1) = E( jjz] |<?1—1)
aj 1
ZTE(Yj |Fj-1) <C—, para j > 1
Entdo,
oo o0 1
Y E(Z}|F;1) <CY = <o, (4.6)
j=2 j=27
e portanto, pelo Lema 4,
n Y n
Z - = Z Z; converge quase certamente.
J

Como n/a, é ndo decrescente e vai para o infinito, segue pelo Lema 3 e pelo Lema 1 (lema de
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Kronecker):
.S . Sp—np
Yim |5 = pl = Jim [~
. anTy
:l1m‘ ’
n—eo !
noy.
T j=17J
_nlglgo‘ n/ay ‘
-
L
R
Z}}:li,zj
— lim | ———| %0

n—oo n/ay
Assim, a parte suficiente do Teorema (8) estd provada.

]

. . . Sn q.c. . ap .
Para demonstrar a sua re<:1pr001dade, 1sto €, se — = p entao lim,,_,.. — = 0, necessita-
n

n
mos demonstrar primeiro o Teorema Central do Limite, o que faremos na préxima sec¢ao.

4.4 Teorema Central do Limite

Dentre os teoremas provados por James, James e Qi (2008) no artigo estudado nesta
dissertacdo, destaca-se o Teorema Central do Limite para o Processo de Bernoulli Correlacionado.
Para realizar sua prova é necessario utilizar a parte suficiente da Lei Forte dos Grandes Niimeros
(Teorema 8). Ademais, o Teorema Central do Limite se faz necessario para realizar a prova da

reciprocidade da Lei Forte dos Grandes Numeros.

Antes de enunciarmos o teorema e realizarmos sua demonstracdo € conveniente introduzir

a notacdo de o(g(x)) (I&-se 6 pequeno).

Definicdo 14. Dizemos que uma funco f(x) € o(g(x)) se

Uma vez definido o conceito de o(g(x)), seguimos com o enunciado do Teorema Central

do Limite para o Processo de Bernoulli Correlacionado, seguido de sua demonstracao.

Teorema 9. Se lim,,_,..A,, = oo, entdo

Sp—np 4
— 5 N(0,p(1— ; 4.7
v (0,p(1=p)) “.7)
J4, se lim,,_y0A,, < o0, entdo
S, —
on AP gy, (4.8)
dap

em que V é uma varidvel aleatéria ndo degenerada com média diferente de zero.
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- . . . . ay
Demonstragdo. Primeiramente, assuma lim,_,. A, = o. Pelo lema 3, lim,_,.. — = 0. Sobre
n

estas condicodes temos de (4.4):

1 Si-1 Sj-1 2
E(Y717-1) =2 (p(1=p) +0j-1(1=2p) (57 —p) = 671 (G 1))
4j
e, utilizando o teorema 8 (apenas a parte suficiente), sabemos que (sj—fl — p) ¢ o(1) e assim
J_
1—
B2 Z-) = PP (14 6(1)) quando j - oo (4.9)
J

com probabilidade 1. Portanto, de (4.9) e com a suposicao de que lim;,_,o A, = oo,

" (%(Hom))

im ]E(sz‘gzj_l) = lim "~ J
n—roo A2 e A2 (4.10)
1+o(1))A2
—p(1—p) (L0 Ay 25y )

Logo, pelo lema 5,

Sn_np T, ?zle d
— I &=V A p(1 —
A, A, A, 0,p(1=p)),

provando (4.7) (a primeira parte do teorema 9).

Partimos agora para a segunda parte do teorema 9, que diz que se lim,, ;. A, < oo, entdo

Su=1P a5y,

ap

Para isso, assuma lim,,_,. A, < o. De (4.6) temos

< oo, q.C. (4.11)

Pelo lema 4,

n
Z ; converge q.c. para uma variavel aleatoria V. 4.12)
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Note que E(Yj_,¥;) =0e

=
1=
~
I
=
~-
==
e
|
=
s
1=
~

I
=
1=
<
5

[l
=
<
=

-
Il
R

~

.
Il

~
I
—_
~
I
—_
I
—_

Y)

I
=
-

—

2
Y?) + 2E(

Vs
<

E(Y]2)+2iE(EE(Yj\%))

J>i

1 e O e
I3
c

como E(Y;|.%;) =0, para j > i, entdo V ¢ uma varidvel aleatéria de média zero e variancia

positiva igual a Y E(Y jz). Concluimos a prova do Teorema 9.

[]

4.5 Reciprocidade da Lei Forte dos Grandes Nimeros

Uma vez enunciado e provado o Teorema Central do Limite podemos voltar para a

. . . 4 . . n 4.c. ~
reciprocidade da Lei Forte dos Grandes Numeros, isto €, se — = p, entdo
n

. ay
Iim — =0.
n—,e n

Para isso, vamos assumir que

II's

Sn q.c.
s, (4.13)
n

Suponha que lim,,_,«a,/n - 0, entdo pelo Lema 3,

(1ima, =w) = (% —0)
n—oo n
< lima,/n»0 = lim A, < oo.
n—oo n—oo
~ . . Sn q.c.
Temos entdo que lim,,_,. A, < o0. Com isso, pelo Teorema 9, (— — p) — V,emqueV
n

€ uma varidvel aleatdria ndo degenerada, o que € absurdo, pois vai contra a suposicao (4.13).

E isto completa a prova da reciprocidade do Teorema 8.

4.6 Lei do Logaritmo Iterado

Além dos resultados minuciosamente detalhados nesta dissertacao, James, James e Qi
(2008) ainda apresentaram um teorema e dois coroldrios. Tais resultados sdo apresentados a

seguir.
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Teorema 10. Se lim,,_,..A,, = oo, entdo

. Sn —np q.c.
limsup + = \/2p(1—p).
n_mp anAn/loglogA, Pl P)

Demonstragcdo. Para provarmos o Teorema 10 utilizaremos o resultado do Lema 6 que, em

poucas palavras, diz que dado {Z,, #,,n > 1} uma sequéncia de diferencas de martingales

limitadas e W,, uma sequéncia de constantes positivas, se:

Wa
— 1,
n+1
Wy — oo,
e
I & o q.c.
w7 L B(Z70) =,
noj=1
entao,
n
v 7
limsup + =1 =
n—se  +/2W2loglogW?2
Com isso, considere Z, = Y, e W? = A2 p(1 — p). Pode-se ver que, uma vez que
0 < p(1—p) < 1e que partimos da suposicio de que A2 — o0, A2p(1 — p) = W,, — oo, entio
W, AZp(1—
lim "~ jim 40P ZP)
noe Wapr noe AL p(1=p)
A2p(1—

neq 2 p(1—p)+A2p(1—p)
Aip(1—p) 1
n—e A2p(1 —p) | a’

=1.

., 1 c.

E ainda necessario mostrar que m):;f:l E(Z |7 j_l) 75 1. Para isso, utilizamos a equagao
n

(4.10) que diz que
L E(YPF)

n—oo A’%

q.c.
= p(1—p).
Assim, temos que

B Z) L B EFF)

n—es W we " AZp(1=p)

q.c p(1—p)
p(1=p)

=1
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e, pelo Lema 6:

limsup £+ 2] s = limsup + J
noe \/2WologlogWe  noee \/ 247p(1 — p)loglog (AZp(1—p))
S
= limsup+ n AP
"=y /2p(1 - p)loglog (AZp(1 - p))
7€

Para concluir, precisamos mostrar que loglogA2 ~ loglog W2, isto é,

m loglog A2 _
n—e loglogW2
Seguindo, considere log (p(1— p)) = k:
i log logA% - log logA,%
P e —au ||
n—eloglogW?  n—eloglog (A2p(1—p))
_ lim loglog A2
~ noelog (log (A2) +k)
~ lim loglog A2
" A2eelog (log (A2) +k)
1 1
UHopital | logAZ A2
A2—voo 1 i
log(A2) + kA2
log(A2) +k

A2 e logA2
1

L'Hopital A7

lim = 1
A%%OO A_%
€, com 1SS0,
S, — S, —
limsup + n P = limsup+ n P
n—yes a,,An\/Zp(l —p)loglog (A2p(1—p))  "*  a,As\/2p(1—p)y/loglog (A2)
7€
. Sn —np q.c.
— limsup+ = \/2p(1—p)
"o a,Any/loglog (A2)
e assim, conclui-se a prova do Teorema 10. L]

Uma vez enunciados e provados os teoremas presentes em James, James e Qi (2008),

sdo enunciados os coroldrios 2, 3 e 4 e provados os coroldrios 3 e 4.

Para enunciar o corolério 2, € preciso introduzir a seguinte definicdo:
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Defini¢do 15. Uma fun¢do f(x) definida em (0,o0) ¢ dita ser regularmente variante no infinito

com indice o se

lim £ )

_ 4
s =t" paratodo 0 <t < 1.

Notagdo: f € RV ().

Por conveniéncia defina ap = 1. Seja a(x) = a|,| parax > 0, onde |x] € a parte inteira de

x. Segue o coroldrio 2:

Corolario 2. Assuma que a(x) € RV(6), onde 6 € [0,3). Entdo

Sp—np d p(1-p)
—>N<0, )
Vn 1-26
e
S, — e [2p(1—
limsup+ n—np qc P( P)

N300 vnloglogn 1-26

Agora, é enunciado e provado o corolario 3.

1
Corolario 3. Se lim, .. 6, = 0 € |0, 5) entdo

S — e [2p(1—
limsupt 1 —"P_4 p(l1—p)

Nsoo nloglogn 1—-20

o

Demonstragdo. Para provar o coroldrio 3 é necessdrio mostrar que a(x) € RV(6) quando

lim,,_,. 6, = 6; isto é, para todo 7 € (0, 1),

tim 201 _ 0.

n—eo a(n)
L 400 _ ]
n—eo a(n)  n—e ay
—1i+6;
1i HILZIJ TI
= l11mm
n—eo 1 i+6;
I ——
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e portanto, para n suficientemente grande, pela suposicao de que lim,_,. 6,, = 0 e pela férmula

de Stirling:

a(nt) T(n)I'(6+nt)
n—e a(n)  T(nt)['(0+n)
(n,0)'(6 +nr)
T(n)T(0)
(n,6)
B(nt,6)
r(6)n"°
T T(8)(nt) 0

— 9.

B
B

Com isso, mostramos que a(x) € RV(60) e utilizamos o coroldrio 2 para finalizar a

prova. []

Por fim, € enunciado e provado o corolério 4.

1
Corolario 4. Assuma que 6, = 6 € [0, 5] para todo n > 1.

1
(i) Se 6 € |0, E)’ entdo

Sn— e [2p(1—
limsup £ on P ac [2P(1=p)
n—yoo nloglogn 1-26
. 1 ~
(1) Se 6 = ox entao
. Sn —np q.c.
limsup + = 2p(1-p).

n—e  y/nlognlogloglogn

Demonstragdo. Como 6,, = 0 para todo n > 1, entdo lim,_,. 6,, = 6 e, utilizando o corolario

1
3, a parte (1) do coroldario 4 estd provada. Para provar a parte (ii), onde 6, = 3 paratodon > 1,

iremos utilizar o lema 2:
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n .
Como a,, ~ L entdo a,A, ~ y/nlogn. Utilizando o teorema 10, temos que:

1
(3)
2 \2
limsup + Sn 1P limsup + Sn 1P
n_>oop anAn+/1oglogA, n_mp v/nlognloglogA,
. Sn —np
~ limsup +
n—e  y/nlognlogloglogn
= V2p(1-p)

e com isso concluimos a prova do coroldrio 4

Para mais detalhes sobre o Coroldrio 2, consultar o artigo referéncia.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer deste trabalho, foi realizado um detalhamento do artigo ‘Limit theorems for
correlated Bernoulli random variables’, por James, James e Qi (2008), além de uma revisiao dos

conceitos em probabilidade de convergéncia e martingales.

Comecamos com uma revisao de conceitos necessario para o entendimento e desenvolvi-
mento desta dissertagdo no Capitulo 2, sendo que os conceitos de Probabilidade foram abordados
na Sec¢do 2.1, os conceitos de Convergéncia foram revisados na Se¢do 2.2 e a apresentagdo dos

conhecimentos em Martingales significantes para a dissertacdo foram introduzidos na Secdo 2.3.

Posteriormente, no Capitulo 3, apresentamos ao leitor dois artigos introdutdrios relacio-
nados ao tema abordado. Na Sec¢do 3.1 € introduzido o modelo estudado nestes dois artigos de

referéncia, juntamente com os resultados apresentados pelos autores.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos um detalhamento dos resultados abordados nesta
dissertacdo. Na Secdo 4.1 € apresentado uma breve introducao do modelo proposto por James,
James e Qi (2008), assim como as nota¢des necessdrias para seu entendimento. Na Secao 4.2
enunciamos e demonstramos os lemas necessarios para as demonstracdes da Lei Forte dos
Grandes Numeros e do Teorema Central do Limite. Nas se¢oes 4.3, 4.4 e 4.5 enunciamos
respectivamente a parte suficiente da Lei Forte dos Grandes Numeros, o Teorema Central do
Limite e a reciprocidade da Lei Forte dos Grandes Numeros para o Processo de Bernoulli
Correlacionado. Por fim, na sec¢do 4.6 foi apresentada e provada a Lei do Logaritmo Iterado e

foram enunciados os demais corolarios referentes a ela.
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