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RESUMO

Nessa dissertacao apresentaremos uma estimativa do tipo L' para o potencial de Riesz
I, para a € (0,n):

Mot ooy < C'D [ Ryl ooy
j=1
para toda u € C5°(R") tal que Rju € LY(R"), j = 1,...,n. Esta estimativa é um re-
finamento do resultado de Stein e Weiss que versa sobre uma limitagao do potencial de
Riesz em H!(R"). Tal estimativa foi estabelecida por Armin Schikorra, Daniel Spector e
Jean Van Schaftingen, e se encontra no artigo “An L'-type estimate for Riesz potentials”,
publicado na Revista Matematica Iberoamericana em 2016.

Palavras-chaves: Potencial de Riesz, Transformada de Riesz, Estimativa L!.



ABSTRACT

In this work we will present a L!-type estimates for the Riesz potentials of order o €

(0,n):

ot sy < O Ryl o
j=1
for all u € C§°(R™) such that Rju € L*(R™), j = 1,...,n. This estimate is an improvement
of result due to Stein and Weiss the result of Stein and Weiss that provides Riesz potentials
is bounded in H!(R"). Such estimate was proved by Armin Schikorra, Daniel Spector and
Jean Van Schaftingen in the paper “An L'-type estimate for Riesz potentials”, published
in the Revista Matematica Iberoamericana in 2016.

Keywords: Riesz Potentials, Riesz Transform, L' estimate.
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Introducao

O objetivo central dessa dissertacao é estudar o artigo de Armin Schikorra, Daniel
Spector e Jean Van Schaftingen, intitulado “An L'-type estimate for Riesz potentials” 1],
publicado na Revista Matematica Iberoamericana em 2016. O resultado principal do artigo
versa sobre a limitagao do operador potencial de Riesz I, quando 0 < o < n para fungoes
suaves de suporte compacto em R™ cuja transformada de Riesz é limitada em norma L!.

Um resultado classico, chamado desigualdade fracionaria de Hardy-Littlewood, afirma
quese 0 <a<nel<p<n/aentdo

||[au||LP*(]R") < CHUHLP(Rn)v (1)

1 1 «
para toda u € LP(R"), no qual p* & o expoente de Sobolev de ordem a dado por — = — — —.

p p n
A desigualdade (1) nao é valida para p = 1. Dessa forma podemos questionar se a esti-

mativa (1) para p = 1 ¢ valida para algum subespago de L'(R™). Considere o conjunto
H!(R"), chamado de espago de Hardy, das fungoes f € L'(R™) tais que

11122 ey =1 Il r ey + > IR fllr ey < o0,

j=1
no qual R; é o operador transformada de Riesz, para j = 1,...,n. Claramente H'(R") C
L*(R™) uma vez que o operador transformada de Riesz R; nao ¢ limitada de L'(R™) em
L'(R"), para cada j = 1,...,n. Podemos afirmar (ver [7], pagina 136) que a seguinte

versao da desigualdade (1) é valida para p = 1:
[ attl pr/on-o) ey < Cllull2@ny,

para toda u € H(R™). O principal resultado do artigo estudado ¢ enunciado na sequéncia.

Teorema 3.1.1: Sejamn > 2 e 0 < a < n. Entdo existe uma constante C' = C'(a,n) > 0
tal que
o]l gr/on-o gny < Ol Rul| 1 gniieny

para toda u € C°(R™) tal que Ru € L'(R™;R").



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar resultados preliminares como os espagos de Lebesgue
e Schwartz, a teoria das distribuicoes, convolucao e a transformada de Fourier.

1.1 Teoria da Medida e Espacos de Lebesgue

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados de Teoria da Medida, Inte-
gracao e dos Espacos de Lebesgue LP. E importante destacar que, a menos de ressalta, as
integracoes em todo o texto serao no sentido de Lebesgue. Além disso, se A C R", entao

denotaremos a medida de Lebesgue do conjunto A por |A|, isto é, |[A| = [ 1dz.
A

Definigao 1.1.1. Seja X um conjunto nao vazio e A uma colegio de subconjuntos de X.
Dizemos que A € uma o-dlgebra de X se:

(i) Se Ae A entio A°= X\A € A;

(1) Se {A;}jen € uma sequéncia de conjuntos em A, entao U A;je A
jeN

Dizemos que uma fungao p: A — [0,00] € uma medida se satisfaz as sequintes proprie-
dades:

(i) u(@) = 0;

(i1) Se {A;};en € uma sequéncia de conjuntos disjuntos de A, entdo

(U)o

JEN JjEN

Dizemos que uma medida € o-finita se X = U A; no qual p(A;) < oo para todo j € N,
jeEN
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Denotaremos por (X,.A) um espago mensuravel e (X, A, 1) um espago de medida.
Quando nao for necessario explicitar a o-algebra considerada, denotaremos apenas por
(X, ) um espago de medida. A seguir apresentaremos algumas propriedades de uma
medida.

Proposicao 1.1.1. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Entao
(i) Se Ay, Ay € A sao tais que Ay C As, entao u(Ar) < u(As);
(1) Se {A;}jen € uma sequéncia em A, entdo
p (U Aj) <D u4).
jEN jEN
Demonstragao. Ver [3], pagina 25. O

Definigao 1.1.2. Sejam (X, A) e (Y, B) espagos mensurdveis e f : X — Y uma fungao.
Dizemos que f € uma funcgao (A, B)-mensurdvel se f~'(B) € A para todo B € B, no
qual =1 denota a imagem inversa da f.

Definicao 1.1.3. Seja f : Q — C uma fun¢ao mensurdvel a Lebesque definida em um
aberto 2 C R™ mensurdvel.

(i) Seja p € [1,00). Dizemos que f € p-integrdvel quando

[ flr@) = (/Q |f(x)|pdx> " < .

O espago das fungoes p-integraveis é denotador por LP(2) e a norma LP é dada pelo
funcional acima.

(ii) Dizemos que f é essencialmente limitada se existir uma constante real C' > 0 tal
que:
{z eQ:[f]>C} =0,

ou seja, |f| < C exceto em um conjunto de medida nula. O espago das fungoes
essencialmente limitadas € denotado por L>(§2) e a norma || f||r=) € dada por

1z (@) = mE{C = p{[f(2)[ > C} = 0}

Notagao: Quando nao houver confusao, escreveremos LP(Q) = LP e ||+ ||ze = || - ||,-

O préximo resultado, conhecido como Teorema de Fubini, justifica a permutacao de
integrais.
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Teorema 1.1.2 (Fubini). Sejam (X, u) e (Y,v) espacos de medida o-finitos. Se f €
LY(u x v) entao f, € L*'(v) q.t.p. v € X, f, € L'(n) q.t.p. y €Y e as fungdes definidas
g.t.p. por g(z) € f(z,y)dv e h(y) = [ f(z,y)du estio em L'(n) e L*(v) respectivamente
e vale a identidade

rednxn) = [ | [ s a] a

:/Y{/Xf(:p,y) du(x)} dv(y).

Demonstragao. Ver [3], pagina 67. ]

XxXY

Um resultado de muita importancia na estimativa para integrais é dado pelo seguinte
teorema.

Teorema 1.1.3 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam (X, M, u) e
(Y, N,v) espagos mensurdveis o-finitos e seja f uma fungio M ® N mensurdvel sobre
XxY. Sef>0el<p< oo, entao

UX (/Yf (”“"’”d”(y))pdﬂ@)r < /Y { /X f(x,y)pdu(a:)r du(y).
Demonstragio. Ver [3], pagina 194. -

Quando considerado o calculo de integrais no R™ para funcgoess radiais, sera util um
resultado que reduz esse calculo a uma integracao real.

Proposicao 1.1.4. Seja f uma fun¢ao mensurdvel em R™, nao negativa e integrdvel, tal
que f(z) = g(|z|) para alguma funcio g em (0,00), isto €, f € radial. Entao

fla)de =15 [ gty
Rn 0
no qual S" € a esfera unitdria de R", isto €,
Sl ={reR" : |z|=1}.
Demonstracao. Ver [3], pagina 79. ]

Em virtude do calculo de |S"!| definimos a seguinte fungao:

Definicao 1.1.4. Definimos a fun¢cao Gama para x > 0 por

['(z) :/ t" et dt.
0
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Fazendo a mudanca de variavel ¢t = 72, obtemos

b+1 e
r <%) = 27Tlh2Ll/ e ™ b dr. (1.1)
0

Proposicao 1.1.5. Se a < 0 entdo

/n el gy = (%) : .

Demonstrag¢ao. Podemos reesecrever a integral do enunciado como

n 00
—alzl? g
/ el dx:H/ e i dx;.

Entao basta calcularmos a integral
I = / e " dt.

Elevando os dois lados da igualdade acima ao quadrado e aplicando o Teorema de Fubini

obtemos
I’ = </ et dt) (/ e~ ds)
N / ) / e g g,

Agora fazendo a substituicao de variaveis para coordenadas polares obtemos

o 5 [o.¢] T
1'2:27r/ re " dr:7r/ e "du = —,
0 0 a

no qual u = 2. Portanto, I = (7/a)"/? e entdo

n

[oa-TIG) -G

j=1

Assim, justificamos a motivacao inicial da definicao de I' por

Corolario 1.1.6. |S" 7| = 13&//22)

Demonstracao. Utilizando a Proposicao 1.1.5 para a = m, a mudanca de variaveis em
coordenadas polares e a identidade (1.1) para b = n — 1 obtemos

27/ 2qn/2

1 o 1
1= / e dy = |S”_1|27T”/2/ e en=1 g |S™ Y T (n/2).
n 0
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Agora enunciaremos dois resultados classicos sobre convergéncia e integracao.

Teorema 1.1.7 (Convergéncia Dominada). Sejam (X, u) um espago de medida e
{fn}nen uma sequéncia de fungoes em LY'(X) tal que f, — f q.t.p. e suponhamos que
exista g € L' tal que | f,| < g para todo n. Entao f € L*(X) e vale

/fd,u— lim/fndu.
X n—oo X

Demonstragao. Ver [3], pagina 54. ]

Teorema 1.1.8 (Convergéncia Monoétona). Sejam (X, p) um espago de medida e
{fn}nen uma sequéncia de fungoes em {f : X — [0,00] : f € mensurdvel } tais que
fi < fj+1 para todo j €N e f = hm fJ pontualmente em quase todo ponto. Entao

[ ran=tim [ fidn

Demonstracao. Ver [3], pagina 50. ]
Agora um importante lema envolvendo o Teorema da Convergéncia Mondtona.

Lema 1.1.9 (Fatou). Seja {f; : @ C R" — R}jen uma sequéncia de fungées mensurdveis
nao-negativas. Entao

/hrn inf f;(z) dz < lim mf/ [z
Q J—7 Jj—o0

Demonstra¢ao. Definamos g,,(x)= igf fi(z)e f(z)=lim g¢,,(z) = liminf f;(x). Temos que
ji>m m—00 j—o0

{gm}men € um sequéncia nao-decrescente de fungdes nao-negativas e, portanto, pelo Teo-
rema da Convergéncia Mondtona, temos

lim [ gn(x) d:t:/ﬂf(x) dx. (1.2)

m—0o0 Q

Pela definicao de g,,, temos ainda que

| am@de< [ fwyda

para todo m < j. Tomando o infimo em j, obtemos

/Q x)dr < gljl / fix

para todo m € N. Por fim, passando o limite em m, segue que

lim [ gn(x)dr <liminf / fix

m—00 Q Jj—00

donde obtemos o resultado de (1.2). O
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A seguir enunciaremos propriedades importantes dos espagos LP.
Definicao 1.1.5. Sejam 1 < p,p’ < 0o. Diremos que p e p' sao conjugados de Lebesgue
quando
—/ —f— - = ]_
p p
Quando p = 1 denotaremos p' = oc.

Teorema 1.1.10 (Desigualdade de Hélder). Sejam Q2 C R" e 1 < p,p’ < oo conjugados
de Lebesgue. Sejam também f € LP(Q) e g € LP (). Entdo fg € L*(Q) e

gl < LAl ze lgll o

Demonstracao. Ver [3], pagina 182. ]
Teorema 1.1.11 (Representacao de Riesz em LP(Q2)). Sejam @ C R" aberto, 1 <

p,p’ < 0o conjugados de Lebesgue e f € LP(Q). Entao

| f[l, = sup f(x)p(x)dx| .

el <1

R”

Demonstracao. Por um lado, pela desigualdade de Holder,

s f@)p(x)de) < |[f]lpllelly
para todo ¢ € L¥". Assim,
sup f@)e(z)de) < sup |[fllpllelly = [[f]lp
llelly <1 |JRP llepllr <1

Para a desigualdade inversa ¢ suficiente mostrar que existe uma ¢ € L? com |||,y = 1
tal que

Sl = (/R |f(a:)|pdx>; = Fla)e(a)da.

De fato, se tal ¢ existir, entao

Il = | [ s@etoras

f(@)e(z)de|.

< sup

llell, <1 [JR"

Defina @o(z) = sgn (f(x))|f(x)[P~!, no qual sgn ¢é a funcdo sinal definida por

1, sex > 0;
sgn(z) =<0, sexz=0;
-1, sex <0.
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Assim,

@ ds= [ 1@ela)do

Afirmamos que o € L” e ||¢oll,y = ||f||§/p/. De fato,

o(@)[ da = [ | f()| "~ d
R™ R™

= | |f(@)Pde
R’ﬂ
= [IF1l; < oo,
pois
1 1 1 1 -1
—+—/:1<:>—,:1——:p—<:>p:(p—1)p’.
p p p p p
Agora, defina ¢(z) = Ll (:/23/. Assim, como
11T
/ p
p=rp-1)={0-p=-7
temos que

11l = AP UAR

=117 [ (o) do

O Vil
= [ [f(@)e(z)de.
Rn
Portanto, segue que
1 Fll, = sup f(@)e(x)de|.
el <1 [JR"

]

Definicao 1.1.6. Seja f : Q@ C R" — C uma fung¢ao mensurdvel. Diremos que f é
localmente integrdvel se

J r@lds <,

para todo K C 0 compacto. O conjunto das funcoes localmente integrdveis serd denotado
por L} (Q).

loc

Proposigao 1.1.12. Seja Q2 C R". Entao LP(Q) é um subespago de Li,.(Q) para qualquer
1 <p<oc.
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Demonstracao. Para p = 1 é imediato, pois para qualquer compacto K C R",
[ 1r@lds< [ Jf@lds < .
K n
1

1

Suponha 1 < p < occe -+ — =1. Seja K C R" compacto. Entao pela desigualdade de
p D

Holder,

Jr@lds = [ 1)t da

<(/. |f<x>|pdx)’1’ ([ 1ac)”

=[£Il K17 < co.

Para o caso p = oo, temos

J 15 < e [ 1o = 17]clE] < .

Portanto, em todos os casos f € L} (R™). O

loc

1.2 Teoria das Distribuicoes

A formulagao da Teoria das Distribuigoes teve origem em 1945 pelo matematico francés
Laurent Schwartz e foi motivada por problemas que surgiram na Fisica, como por exemplo
a necessidade de uma formulagao matemética precisa e rigorosa para a entao chamada
“fungao” delta de Dirac.

Definicao 1.2.1. Seja f: Q C R™ — C uma funcao. Denotaremos o suporte de f por

supp(f) ={z € Q: f(x) # 0}

Definicao 1.2.2. Seja Q@ C R™ aberto. Denotaremos como C°(Q2) o espago das fungdes
teste em €2, ou seja, as funcoes infinitamente diferencidveis e com suporte compacto em ).

Exemplo 1.2.1. Um exemplo cldssico de uma fungao teste é a funcao ¢ : R* — R dada
por
1
e IeP=1 se x| < 1;
o(z) = !
0, se |z| > 1.

O proximo resultado estabelece uma conexao entre os espagos C3°(R™) e LP(R™) e como
consequéncia mostraremos a invariancia por transla¢ao dos espagos LP(R™).

Proposicao 1.2.1. O espaco C°(R™) é denso em LP(R™) para 1 < p < 0.
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Demonstracao. Ver [6], pagina 69. ]
Proposicao 1.2.2. Seja f € LP(R") para 1 < p < co. Entao,

lim [[f(-+h) = fll, = 0.

|h|—0

Demonstragao. Pela Proposigao 1.2.1, dado € > 0, existe g € Cg°(R") tal que

5
17 ol < & (1.9
Como g € C§°(R™), pela Desigualdade do Valor Médio obtemos
lo-+ 1) =gl = [ laa 1) = oo dz
RTL
<ihp [ sup lg(o+ th)pds
supp(g) 0<t<l
< C|hlP.
Assim, para |h| suficientemente pequeno obtemos
5
lgC-+h) = glly < 3- (1.4)

Portanto, utilizando a desigualdade triangular, (1.3) e (1.4), obtemos

IFC-+h) = Fllp < IFC+R) =g+ )l + lgC-+h) =gl + g = flp < s+ 5+ 2 ==,

]

Definicao 1.2.3. Dizemos que uma sequéncia {¢;} em C3°(R™) converge a zero em C§°(R™)
se

(i) Eziste K compacto tal que supp(¢;) C K para todo j =1,2,...;
(i1) Para todo m € Z,, 0™¢; — 0 uniformemente quando j — oo.

Definigao 1.2.4. Seja 2 € R™ aberto. Um funcional linear continuo u : C°(R™) — C ¢
dito uma distribuicao em Q. O espago das distribui¢oes em ) se denota por D'(£2). Quando
nao houver confucao denotaremos D'(2) = D’.

A definigao significa que se ¢y, ¢ € C3°(2), A € C e {p;} ¢ uma sequéncia em C°(Q2),
entao

u(P1 + Ada) = u(d1) + Au(g2) (linearidade)

©; = 0 em C5°(Q2) = u(p;) = 0 =u(0) (continuidade).

Por vezes é conveniente escrever (u, ¢) em vez de u(¢).
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Exemplo 1.2.2. O funcional definido por (d,,¢) = ¢(a), para a € R™ e ¢ € CF*(R™),
define uma distribuicao. De fato, &, € linear, pois dados A € C e ¢1, o € CP(R™), temos
que

(0, @1 + Ad2) = ¢1(a) + Ada(a) = (da; P1) + A{(da, P2).
Além disso, 0, € continua, pois dado uma sequéncia {p;} em C§(R™) com ¢; — 0, temos
que
(0a, ¢5) = pj(a) — 0.

Esta distribuicao é chamada de delta de Dirac no ponto a.

Dizemos que duas distribui¢oes u,v € D’ sado iguais se (u,¢) = (v, ¢) para toda ¢ €

Ce(R™).

Exemplo 1.2.3. Para f € L. .(R") definimos uma distribuicio associada a fung¢io f
denotada por Ty como

Tye)= | f@)eot)ds,

para toda ¢ € C3°(R™). De fato, primeiro mostremos a boa defini¢ao. Seja ¢ € C§(R™).
Como ||¢||ec < M para algum M > 0, entdo

Ty ()| =

[ f@)ple)do

< / F@)llpla)] de < M (@) de < 0.
supp(p)

supp(p)

Logo, Ty(p) estd bem definida. A linearidade de Ty vem diretamente das propriedades de
integragio. Mostremos a continuidade. Seja {p;}32, uma sequéncia em Cg°(R") tal que
w; = 0, isto €, dado € > 0, existe um compacto K C R™ tal que supp(p;) C K para todo
J € jo € N no qual, se j > jo, entao |p;(x)| < ¢, para todo x € K. Assim,

/ f(2)p(z) da
supp(p;)

para todo j > jo. Portanto, Ty € D'(R™).

Ty (i)l =

< /K V@l dr << /K ()] de

A partir desse exemplo, inferimos que L; (R™) C D'(R"), ou seja, podemos identificar
as funcoes localmente integraveis como distribuicdes. A vista da Proposicdo 1.1.12, qual-
quer fungao f em LP(R™) pode ser vista como distribuigdo por meio do operador 7'y, mais
ainda, qualquer fungao nos subespagos C(R"); C*(R"); C5°(R™), pode ser visto como dis-
tribuicao. Vale a pena ressaltar que a reciproca nem sempre é valida. Um contraexemplo

¢ a distribuicao delta de Dirac que nao define uma fungao em L} (R").

Proposigao 1.2.3. Sejam Q € R" aberto e f,g € L, .(Q). Entao Ty =T, se, e somente
se, f=g¢ qtp. x €

Demonstracao. Ver |4], pagina 11. ]
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A seguir iremos apresentar algumas propriedades de operacoes com distribuicoes. Sejam
u,up € D', ¢ € Cf° e A € C. Entao valem as propriedades abaixo:

(i) Soma: (ui + uz, @) = (u1, ) + (u2, ¢);

(ii) Produto por escalar: (Auy, d)=A(u1, b);
(iii) Produto por funcio f € C°: (fur, d) = (us, f6);
(iv) Derivagio: (8,1, $)= — {u1, s, 9).

As demonstragoes de tais propridades podem ser encontradas em [4], pagina 15.

1.3 Convolucao

Nesta secao definiremos o conceito de convolugao entre duas fungoes continuas e na
sequéncia estenderemos tal conceito para os espagos LP.

Definigao 1.3.1. Sejam f,g : R® — C fungoes continuas tais que ao menos uma delas
tenha suporte compacto. A convolugao f * g de f por g € definida por

frg(r) = . flx—y)g(y) dy

para todo x € R™.
O proximo teorema nos garante uma extengao para convolucao de fungoes em LP.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Young). Se f € L' e g € IL?, 1 < p < oo, entdo
fxgelle
1 * gllee < 1 f (gl e

Demonstragao. Ver [2]|, pagina 104. O

Proposicao 1.3.2. Sejam f,g,h : R" — C fung¢oes mensurdveis. Suponha que as convo-
lucoes entre elas estao bem definidas. Entao

(i) * € bilinear e simétrica;
(it) (fxg)xh=[x(g*h);

(iii) Se w € R™ entao 7,(f * g) = (Twf) * g, no qual 7,,f(x) = f(z —w);

(iv) supp(f * g) C (supp(f) + supp(g)), no qual

supp(f) + supp(g) = {z +y € R" : x € supp(f), y € supp(g)}.
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Demonstracao. (i) A bilinearidade segue diretamente da linearidade da integral. Para
a simetria, fazendo a substituicao de variavel z = = — y na integral da definigao,
obtemos

(fxg)(x) = . flx—y)g(y) dy
= /. f(2)g(x — 2)d=

— [ g1y
= (g* f)(z).

(ii) Seja x € R™. Pela simetria da convolucao e depois pelo Teorema de Fubini, temos

(f % g)  hizx) = / (9% )z — y)h(y) dy

n

= [ ([ sta=v-21100a:) ity ay
-/ (/ng<x—z—y>h<y>dy) f(2)d

— [ (gxmia - )1
= (g h)* f(z).
Novamente pela simetria da convolugio, conclufmos que
(fxg)xh={(gxh)*f=fx(gxh)
(iii) Seja € R". Entdo
Tw(f * g)(x) = (f * g)(z —w)

= /. flx—w—y)g(y)dy

= / Twf (= y)g(y) dy
= (Twf) * g(z).

(iv) Primeiro notemos que supp(f) + supp(g) é um conjunto fechado. Seja z € R",
basta mostrarmos que se z ¢ supp(f) + supp(g) entdo = ¢ supp(f * g), ou seja,
(f *g)(x) =0. De fato,

(fxg)(x) = . flx—y)g(y)dy = flz —y)g(y) dy.

/(wsupp(f))ﬂ supp(g)
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Se x ¢ supp(f) + supp(g) entdo (x — supp(f)) N supp(g) = 0, assim (f * g)(x) = 0.
Portanto, (f*g)(x) = 0 q.t.p. em (supp(f)+ supp(g))®. Em particular, (f*g)(x) =0
q.t.p. no interior de (supp(f) + supp(g))¢. Donde concluimos que

(f *g) C {supp(f) + supp(g)}-
0

Definigao 1.3.2. Sejam u € D'(R") e ¢ € CP(R"). Denotaremos a convolug¢io u * ¢ a
funcao definida por
(ux p)() = (u,p(z = -)).

Exemplo 1.3.1. 6, * ¢(z) = p(z — a).

O proximo resultado mostra como a operacao de derivagao se comporta com relacao a
convolugao.

Teorema 1.3.3. Sejam f € CF(R") e g € L}, (R"). Entio f*g € C*(R") e satisfaz

loc
O(fxg)=(0"f) *g,
para qualquer multi-indice |o| < k.

Demonstracao. Ver |4], pagina 62. ]

1.4 Transformada de Fourier e Espaco de Schwartz

Nesta secao iremos definir o operador Transformada de Fourier a apresentar algumas
propriedades importantes da mesma. Além disso iremos apresentar o Espaco de Schwartz,
que é o espago mais conveniente para trabalhar com as transformadas de Fourier.

Definigao 1.4.1. Seja f € L'(R"). Definimos a transformada de Fourier de f por

-~

fle= [ st

Observe que a transformada de Fourier estd bem definida, pois

~

for1< | If@dr <o,

ja que f € L.
Seguem algumas propriedades importantes da transformada de Fourier:

(i) amg =af + 47 (linearidade);

(ii) || flloo < || f|lz2 € f € continua;
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(i) lim f(€) = 0;

|§|—o00

o~ o~

(iv) (F*9)(€) = F)F(&);
(v) Se g(x) = A" f(A"1z) entdo G(€) = F(NE);
(Vi) (9, J)(E) = 2mi&, F(£);

~

(vii) (9e,F)(€) = (—2miznf)(€);

~

(viii) se p é uma transformacao ortogonal, entao (m)(f) = f(p§).

Teorema 1.4.1. Se f € L'(R"), entio [ ¢ continua e || f|lo < ||f]]1-

15

Demonstragio. Seja f € L*(R™). Dado ¢ > 0, se {{;} é uma sequéncia de pontos em R”"
tal que {; — &, entao pela continuidade da exponencial, existe jo € N tal que

€

/1l

—2mixl; _ —2mixg
e e | <

para todo j > jo. Assim,

fiey - Fo1< [ 1r@lle — | ag
€

1f 1l Jre

< |[f(@)]dx = e.

Portanto, f é continua. Para mostrarmos a estimativa

1 Fllse < 1£1I,

basta observar que

~

IF(©)] < . |f (@)l de = | flx,

para todo £ € R™. O resultado segue da definigdo da norma em L*(R").

Exemplo 1.4.1. Considere f : R — R definida por f(x) = xj-11(x).

LY(R), pois
/f(a:‘)d:c:/ ldr =2 < 0.
R [~1,1]

A transformada de Fourier de f € dada por

1 .
fey = [ g - 00

[

Temos que [ €
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Para cada m € N, temos que

/m lﬂf)ldsz/m [sin@ro)l e _ 2
—1 m—1

™m m™2m’

Assim, como |f| € uma fung¢ao par, temos que

A série da ultima linha acima € uma série harmonica que € divergente. Portanto, f nao
pertence a L'(R).

O exemplo acima mostra que o espaco L! nao é invariante pela transformada de Fourier,
ou seja, se f € L', nem sempre ¢ verdade que f € L'. Apresentaremos a seguir um
subespaco de L! que ¢ invariante pela transformada de Fourier.

Definicao 1.4.2. Seja f: R" — C. Dados 8 € N" multi-indice e o € N, definimos
pas(f) = sup {(1+ |#)*|0°f ()]} (1.5)
Definimos o espago de Schwartz S = S(R™) como
S={f € C™R"): pa,s(f) < o0,Va, 3}

a2
Observagao 1.4.1. C§° C S. Basta considerar ¢(x) = e 5" €S mas v ¢ Cs.

|| e

Exemplo 1.4.2. Se ¢(x) = e~ 2, entdo P(£) = (2n)2e” 2. De fato, Podemos escrever

® como

w‘bw

. Note que f € solugao da E.D.O.
f(x;) +x;f(x;) = 0,

com a condi¢ao inicial f(0) = 1. Tomando a transformada de Fourier na E.D.O. e usando
as propriedades (vi) e (vii) da transformada de Fourier, seque que

no qual f(x;) =
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Para a condi¢ao inicial, seque da Proposicao 1.1.5 que

/fa:] da:j—/ _22da:]—(27r)

Resolvendo esta iltima E.D.O. com a condi¢ao inicial acima, obtemos

1\3\»—‘

m
M‘m.l\)

f(&) = (2m)ze”
Finalmente, como

o(x) = [ f(x)),

n ~ | ‘2
| | o é.] 2 _ 5L )

Teorema 1.4.2 (Plancherel). A transformada de de Fourier ¢ uma isometria em L*(R™),
isto €, || flla = ||f|l2. Além disso,

~

f© =1m [ fla)emda

R—o0 |$|<R
f(z) = lim flg)emes de,
R—o0 |£E|<R
no qual os limites sao dados em L*(R™).
Demonstragao. Ver [9], pagina 20. ]

Teorema 1.4.3. A transformada de Fourier é um operador continuo de S em S tal que

[ s@iaar= | Fagtyds

fl@)y= | Fe*tda.

R
A sequnda identidade € a inversa da transformada de Fourier.

Demonstracao. A primeira igualdade segue diretamente do Teorema de Fubini e o lado di-

2
=]

reito da segunda igualdade esta bem definida ja que ]/C\G S(R™). Sejae >0ep(r) =€ 2.
Se ¢.(x) = 1(ex) para todo z € R", entdo temos que

$o() = e7(2m) " Fp(e 7).
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Portanto segue que
| e=vofe) de

estd bem definida. Além disso, novamente pelo Teorema de Fubini e seguido de uma
mudanca de variavel concluimos que

| @i = o [ e

Assim, obtemos a segunda identidade do teorema em virtude do Teorema da Convergéncia
Dominada nesta ultima, quando € — 0. O]

Corolario 1.4.4. Se f € S entao f(f) = f(=¢).

O corolario acima também nos mostra que a transformada de Fourier tem periodo
quatro.

Definicao 1.4.3. Um funcional linear e continuo em S € dito uma distribuicao temperada.
O espago das distribuicoes temperadas serd denotado por S'(R") = S'.

Proposicao 1.4.5. O conjunto C§°(R") € denso em S(R™).

Demonstra¢ao. Dado ¢ € S(R™), considere a € C§°(R") tal que a(z) = 1 para  em uma
vizinhanga da origem. Definindo ¢.=¢(z)a(ex) para € > 0, temos que ¢. € C3°(R™) para
todo € > 0. Além disso, ¢.(x)a — ¢(z) em S(R") quando € — 0. O

Observemos que todo elemento de S’(R™) define por restrigao a C{°(R") uma distri-
buigao em R"™. Como C§°(R") é denso em S(R"™), entao S’(R™) pode ser identificado como
subespago de D'(R™). Dito isso, podemos definir a transformada de Fourier no sentido
distribucional.

Definicao 1.4.4. Se u € &', entao a transformada de Fourier u de u € definida por
<u, ¢ >=< u,$>,
para ¢ € S.

Observagao 1.4.2. Vale ressaltar que as propriedades (vi) e (vii) da transformada de
Fourier para funcoes também sao validas para distribuicoes.

Exemplo 1.4.3. Seja u=46. Para ¢ € S, temos que
<§,¢>:< 6,¢A5>: ngS(O): d(x)der=<1,¢ > .
Rn

Portanto, S5=1.



Capitulo 2

Topicos em Analise Harmonica

Neste capitulo iremos apresentar alguns conceitos e resultados em Analise Harmonica
como: aproximagcao da identidade, o operador maximal de Hardy-Littlewood, o operador
potencial de Riesz e operadores integrais singulares, em especial os operadores transformada
de Hilbert e transformada de Riesz.

2.1 Aproximacoes da Identidade

Uma aproximacao da identidade é uma familia de func¢oes suaves com certas proprieda-
des especiais usada para aproximar fungoes em certos espagos funcionais, via convolugao.
Nesta secao iremos introduzi-la e demonstrar algumas propriedades importantes.

Definigao 2.1.1. Seja ¢ € LY(R™) tal que [, ¢(x)dx = 1 e para cada t > 0 defina
oi(x) = t7"P(t 1 x). A sequéncia {¢;}i=0 € denominada aproximagao da identidade.

Proposicao 2.1.1. Se ¢; é uma aprozimacao da identidade, entao ¢, — 5y em S'(R™)
quando t — 0.

Demonstracao. Basta mostrarmos que (¢, @) — (g, ) quando ¢t — 0 para toda ¢ €
S(R™). Por meio de mudanga de variaveis temos que

o) = [ ot pla e = [ el a:

e a afirmacdo segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada. De fato, como ¢ € S(R™)
entao ¢ é continua e vale

lim ¢(2)p(t2) = ¢(2)(0),

t—0

para todo z € R™. Além disso,

|6(2)(t2)] < [8(2) |l oc-

19
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Sendo assim, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada, obtendo

lim [ ¢(z)p(tz) dz = " ¢(2)¢(0) dz = ¢(0) = (b, ).

t—0 Rn
O]

Observagao 2.1.1. Para qualquer ¢ € S(R™), temos que xp = ¢. Assim, pela proposi¢ao
anterior, para todo x € R™ wvale o limite pontual

lim 6 * () = ().

O préximo resultado segue na mesma direcao da proposicao anterior e mostra que a
convergéncia também se verifica na norma || - ||, para 1 < p < oo.

Proposicao 2.1.2. Sejam {¢i}i~0 uma aproximacao da identidade e f € LP(R™) para
1 <p < o0. Entao,

lim |6, £ — fll, = 0.

—0

isto é, ¢y % f — [ na norma LP(R™) quando t — 0.

Demonstragio. Por meio da Proposi¢ao 1.2.2, dado € > 0 existe § = §(f) > 0 tal que se
|h| < 0, entao

€
+h)— S
£+ 1) = Fll < o

Como [, ¢(x)dr =1, para t suficientemente pequeno temos que

£
(2)dz < .
. 7,

Uma vez que
¢ x f(x) — fa) = . Pe(x—y)fy)dy — . ¢(2)f(z)dz
= [ @) lf(e =12 - f@)] da

utilizando a Desigualdade de Mikowski para Integrais e as duas estimativas acima, obtemos
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para t suficientemente pequeno,

e f—fll, = ( 5 gy % f(2) — f(x)]° d:c) ’
’ dx)p

(1 %

< [ ([ werie - - rop i)

(2) [f(z = t2) = f(2)] d=

= Rn|¢<z)l ( - |f(x —t2) —f(:c)|de)” dz
= [ 160G~ 1)~ fla
:/|>5 |¢(z)!\|f(.—tz)—f\|pdz+/ O£ = t2) = fllpdz

‘Z|<?
€
<2lfly [ elde s gt [ el ds
" g ([l Jyzj<s
<€ n € _ .
— 2 2 - <
o que conclui o resultado. [

2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Um operador muito importante em Analise Harmoénica é o chamado operador maxi-
mal de Hardy-Littlewood. Nesta secao iremos introduzi-lo e apresentar alguns resultados
importantes desse operador. Além disso, vamos definir operadores sublineares do tipo
forte e fraco, e ainda mostrar alguns resultados importantes envolvendo a limitagao desses
operadores nos espacos de Lebesgue.

Definigao 2.2.1. Seja f € L}, (R™). Definimos a fungdo maximal de Hardy-Littlewood
por

1
M f(z) = sup rm— |f ()l dy, (2.1)
r>0 |B('T’ 7“)’ B(z,r)
no qual o supremo € tomado sobre todas as bolas de raio r > 0 e centradas em v € R".
Além disso, chamamos de operador maximal de Hardy-Littlewood

M : L, (R") — {f : R" — C mensurdveis}

loc
no qual M f € dado por (2.1).

Definigao 2.2.2. Sejam V um espago vetorial e (X, i) um espago de medida. Um operador
T:V —{g:(X,u) = C mensurdveis}, no qual V€ um espago vetorial, é dito sublinear
se satisfaz:
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(i) |T(f1 + f2)(@)] <|Tfi(x)] +|T f2(2)];
(1) TAf)()] = AT f ()],
para quaisquer fi, fo, f €V, A€ Cex e X.

Exemplo 2.2.1. O operador maximal de Hardy-Littlewood é sublinear. De fato, sejam
f,g€ Ll (R") e A€ C. Entio para todo x € R", temos

M(f+¢g)(x) =su / d
(f +9)(=) T>13|er| . 9(y)ldy
Ssup— +l9(y)| dy
U B )] B(M)\ fW)l+1g9(y)|
= su d 4+ su / d
T>%|er|/xr) ‘y 7">13|er‘ (z,7) ‘y
= Mf(z) + Mg(x
Ainda,
MO (o) = stp o / ()l dy
>0 | (z,r)
A sup— dy
’ |7">0 |B<x77n)| B(a:,r)‘ ()|
= [A[M f ().

Definigao 2.2.3. Sejam (X,pu) e (Y,v) espagos com medida, 1 < p,qg < oo e T :
LP(X,u) = {g:Y — C mensurdveis} um operador sublinear. Entdo:

(i) Dizemos que T ¢é forte (p,q) se T é limitado de LP(X, ) em LY(X, ), isto €, se
eziste Cp 4 > 0 tal que

T fllg < Cpgll £l
para toda f € LP(X, p);

(1t) Para p,q < oo, dizemos que T' € fraco (p,q) se existe Cp 4 > 0 tal que

C q
ple €R":[Tf(@)| > 2} < (%)
para toda f € LP(X, 1) e X > 0. Se p = q = oo, entio dizemos que T € fraco (00, 0)
se for forte (00, 00).

Proposicao 2.2.1. Sejam (X, p) e (Y, v) espagos com medida e T : LP(X, u) — {g : Y — C mensurdveis}
um operador sublinear. Se T € forte (p,q) entao T € fraco (p,q).



CAPITULO 2. TOPICOS EM ANALISE HARMONICA 23

Demonstragao. Seja S ={x € X : |[Tf(z)| > \} ={r e X : m > 1}. Como T é forte
(p, q), obtemos

T C q
5)= [rae= [1rar < [ TR o Ly < Loy - (SH)

]
Lema 2.2.2. Se f = fi + fo, A >0 e T € um operador sublinear, entao
{re X |Tf(x)|> A} C{zre X |ThH(x)| > N2}u{ze X :|Tfi(x) > N2}
Demonstragao. Seja x € X tal que
A<|Tf(x)] < T fi(z)| + [T fa()].
Suponha que
A A
Thl <5 e ITh@)] <5
Entao,
A A
A< |T S+ =)
<ITF@I <5 +5 =)
o que ¢é uma contradi¢ao. Logo,
A A
ThHx) > 5 ou [Thz)> 3.
O]
Teorema 2.2.3. Seja f € L¥(R™). Entao || M flloo < ||f]]oo-
Demonstracao. De fato,
Mf(x)| = sup —— f(y)|dy
‘ ( )l r>0 ’B<‘T7T)| B(:v,r)‘ ( )|
1
<If oOSUp—/ 1d
13 B oo
= [[flo-
]

Proposigao 2.2.4. Se f € L'(R") e f # 0, entdao M f ¢ L*'(R™).

Demonstragdo. Primeiro afirmamos que se f € L*(R") e f # 0, entao existe uma bola

B(0,r) € R tal que
/ |f(z)|dz > e > 0.
B(0,r)
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De fato, como
/ |f(z)]dr =0= f(z) =0 q.t.p. em B(0,7),
(0,)

entdo se fB(O " | f(z)|dz = 0 fosse valido para todo r > 0, teriamos que f(x) =0 q.t.p. em
R™ e, portanto, f = 0. Agora seja € R" tal que |z| > r, no qual r > 0 é tal que

/ |f(z)|dx > e > 0.
B(0,r)
Temos que B(0,7) C B(x,2|a:|). Assim,

1
M f(x)] = sup ———= / dy 2 o fw)ldy
| ( )| §>0 |B z, 5 | (x,0) | |B($,2|:E|)| B(r,2ll‘|)’ ( )|
1
> |f(y)| dy
|B(z,2]z))| /s
> _ &
~ |B(x, 2]x])]
> c(n) N
||
Como
/ ’Sn 1|/ nlds_’S” 1|/ —ds =
R™\B(0,r) |l‘|n
entao 1
[ @z e [ -
Em\B(0.r) R\ B(0,r) ||
Portanto, M f ¢ L'(R™). i

Teorema 2.2.5. Sejam (X, pu) um espago de medida, 1 < p,q < 0o e {Ti}i~0 uma familia
de operadores em LP(X,p). Defina

T* f(x)=sup |T,f(z)|.

>0
Se T* é do tipo fraco (p,q) entio o conjunto
A={feP(X,p) : lm T, f(z) = f(2) ¢-t.p-}
¢ fechado em LP(X,u). O operador T* é chamado de operador mazximal associado a
famdlia {T}}.

Demonstracao. Seja {f,} C A uma sequéncia de fungoes que converge para f em LP(X, p).
Mostremos que f € A. Como f, € A para todo n € N, temos que

lim T, f,.(z) = fu(z) q.t.p.

t—to
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Analisemos a medida do seguinte conjunto
Ey={re X : thl? sup |Ti f(x) — f(z)| > A}
—to
Temos ainda que

350) = S < T = @) = (o = D@+ Tfale) — folo)]
e portanto,
BAC {r € X ¢ Jimsup (= P)e)~ (= D@ > M/2U{r € X + Jim sup Tfa)—Fule)] > A2}
Entretanto,

(e € X s mswplTi o) — (o)l > 2} ) =0

pois, por hipotese, f, € A, ou seja, limy_, T, f(x) = f(z) em quase todo ponto. Assim,
como T* f(x) = sup,~q |13 f(z)| e T* & fraco (p, q), segue que

p(By) < pl{r € X+ Jim sup [Ti(f = f)(@) = (f = fu)(@)] > A}
<pl{z € X |T(f = fu)(@)] > M2D) + p({w € X |(f = f)(@)] > A/2})

2C T2 !
< (1= nl) + (310 50)

Por hipotese, f, — f em LP  segue que pu(FE)) — 0 com A uniforme. Para concluir a
demonstracao, consideremos A = 1/k com k € N e notemos que

Ey = UE% = 1 (Ep) SZM(EQ = 0.

keN keN
Assim,
i ({x €eX: lthr? sup |Tif(z) — f(z)] > 0}> =0,
—to
o que implica que limy_,,, T;f(z) = f(x) q.t.p. z. Portanto A é fechado. O

Lema 2.2.6 (Recobrimento de Vitali). Seja B = {By,..., B} uma cole¢ao finita de
bolas (abertas ou fechadas) em R"™. FEntdao existe uma subcole¢io {B;,,..., By} de bolas

disjuntas em B tal que
k

<3 Z |Bij| :
j=1

m

Us.

i=1
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, considere |By| > |Bs| > --- > |B,,|. Vamos
construir a subfamilia disjunta. Primeiro escolhemos B;, = B; e desconsideramos todas as
bolas que interceptam By, formando a subcolegao B'. Em seguida, escolhemos B;, com

ip=min{i>i =1: B;e B'}

e desconsideremos todas as bolas de B! que interceptam B,,, formando a subcolegao B.
Assim continuamos o processo, escolhendo sempre B;; com

ij=min{i>i;_: B;e B'}.

Como a colecao B é finita, por construcao o processo é finito. Seja k o nimero de etapas
necessarios para o processo. Para cada i;, defina B} = B(w;;,3r;;), no qual x;;, > 0¢&o
centro da bola B;, e ri; >0 € o seu raio.

m
Afirmacao: UBi - U BZ*]
i=1 j=1
De fato, se para algum i; a bola B; nao intercepta B, entao i = i, para algum [ €
{1,...,k} e entao B; C Bj,. Caso contrario, temos que B; C Bi;f.
Usando a afirmacao acima, concluimos que

m k
B, < <> |s
j=1 =1

k k
=2_3"[By| =3">_|By|
j=1 j=1

Proposigao 2.2.7. Se f € L'(R") entio M f ¢ continua em R™.

Demonstragao. Considere g : R™ x (0,00) — R dada por

g(xﬂ“z x”/ y)| dy.

Sejam (z,r) € R™ x (0,00) e {(z;,7;)}32, uma sequéncia de pontos tal que

lim (25,7,) = (@, 7).

]—)
Uma vez que XB(z;r,) — XB(zs), quando j — oo, pontualmente (logo, |B(z;,7;)| —
|B(x,7)| quando j — 00) € Xp(a,,r,) € limitada na norma L' para todo j = 1,2,..., segue
do Teorema da Convergéncia Dominada que

1
lim ——— ) dy = / dy.
J—roo ‘B(‘CCWTJ)’ B(xj,r; ’ ( ‘ .I' r ‘ (z,r) |
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Logo, g é continua. Afirmamos que M f(x) = sup g(z,r) também ¢é continua. De fato,
r>0
sejam z € R" e {z;} uma sequéncia em R" tal que z; — x. Para todo 7 > 0 e j € N temos

que

\g(zj,7)] < g(xy,r) = g(z,7)| + |g(z,7)] = |g(z;,7)] < Sup lg(zj,7) — g(a,r)| + Sup lg(z,7)]

= sup |g(z;,7)| < sup|g(z;,7) — g(z,r)| + sup|g(x, )|
r>0 r>0 r>0

= sup |g(x;,7)| —sup |g(x, )| < sup|g(z;,r) — g(x,7)|.
r>0 r>0 r>0

De modo anélogo,
sup ’g(ma T)l — Sup |g(:Ej,7’)\ S sup ‘g(.’lfj,’/’) - g(iL‘,?”)|,
r>0 r>0 r>0

e entao

sup [g(x, )| —sup |g(z;, 7)|| < sup|g(z;,r) — g(z,7)].
r>0 r>0 r>0

Como ¢ é continua, para cada r > 0 fixo temos que

lim |g(2§']’,’l") - g(a:,r)| = 07

Jj—00

o que implica que o supremo desse termo também tende a zero e portanto

[Mf(w) = Mf(z;)| = |suplg(w, r)] = sup [g(z;, 7)|| — 0,

quando 7 — 00, o que conclui a demonstragao da proposicao.

Teorema 2.2.8. Sejam f € L'(R") e A > 0. Entdo
n 3n
o € B2 M(x) > M| < Il

ou seja, M € fraco (1,1).
Demonstragao. Sejam f € L'(R") e para t > 0 considere
E,={zx eR": |Mf(x)| > t}.

Notemos que F; é aberto, pois F; = (M f)~'(]t, 00[) e a Proposi¢ao 2.2.7 nos diz que M f
é continua. Para cada x € E,, existe uma bola B, centrada em x tal que

1

— fy)dy > t.
N Bz\ ()l
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Logo,
1
B < ¢ [ 15l
By

Seja K C E; compacto. Como K C UZGEt B,, entao pela compacidade existem x4, ..., x,, €
E, tais que
K c|JB.,.
j=1
Pelo Lema de Recobrimento de Vitali 2.2.6, existem bolas B, , ..., ijk disjuntas tais que
K| < B
j=1
k
<3 Z |ijé |
=1
3"
<5 [ Iy
/=1 xjg
371
= [f(y)l dy
tJUL B,
371
< ry |f(y)ldy
Rn
37’L
= = Ilh
Como

|E;| =sup{|K|: K C E; compacto}

ja que a medida de Lebesgue é regular, entao
371
|E| < 7Hf“1-

Portanto, M é fraco (1,1). O

Definigao 2.2.4. Sejam (X, 1) um espago de medida e f : X — C uma fun¢ao mensurdvel
Definimos a sua fungao distribuicao wy em [0,00) como

wilt) = p{e e X 2 |f(2)] > 1}).

Proposigao 2.2.9. Seja f : X C R® — C mensurdvel. Suponhamos ¢ : [0,00) — [0, 00)
diferencidvel, ¢ > 0 (crescente) e tal que p(0) = 0. Entao

(L¢W@NM$=AW¢@MUMt
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Demonstracao. Sejam f e ¢ como no enunciado. Pelo Teorema Fundamental do Céalculo,

|f(x)] 00
wwwm=A Mﬂﬁ=A¢WMmmmwM@ﬁ

Agora, pelo Teorema de Fubini,

[ etis@nae= [~ o0 ([ reerssate ) @
- /000 - (/{wGX:If(w)|>t} ! dx) i

- | ¢
]

Teorema 2.2.10 (Interpolagao de Marcinkiewiscz). Dados (X, u) e (Y,v) espagos de
medida com 1 < py < p; < oo eT : LP(X)+ LP(X) — {g:Y — C mensurdveis} um
operador sublinear. Se T € do tipo fraco (po,po) e fraco (p1,p1) entao T é do tipo forte
(p,p) para todo py < p < p.

Antes de iniciarmos a demonstracao, definiremos alguns conceitos. Dizemos que f €
Lo+ [P se f = fo+ f1 para algum fy € LP° e f; € LP'. Além disso, uma norma de f
nesse espago pode ser definida por

= inf .
11l = it {Ilfoll + 1Al

Demonstracao do Teorema de Interpolagio de Marcinkiewiscz. Sejam t > 0 e f € LP para
po < p < p1. Considere

fo(z) = f(@)xx,

fi(x) = f(@)xx.,
no qual Xo ={z € X :|f(z)| > ct}, Xi = {x € X : |f(x)| < ct} e ¢ > 0 é uma constante
a ser determinada. Claramente f = f; + f.
Afirmacao 1: fo € LP°.
De fato, como

{mGX:|f(x)|>ct}:{mGX:@>1},

e p > pg, entao

PO Jp — Po 1P=P0
[Qmm\w [Qﬂm 177

< [t (L) a

= (ct)po_p/X |f(z)]P dx < oc.
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Afirmagao 2: f; € LPL.
De fato, como

{:ceX:|f(:z:)\§ct}:{xeX: |f§f)| g1},

e p < pp, entao

/X|f1(3’7)\p1 dﬂ?:/Xl |f(z)|P* 1777 d

< [ (22 4

_ (ct)plp/ ()P d < oo,
X
Agora pelo Lema 2.2.2, temos que

wry(t) = p{w € X |Tf(x)] >t}
<plr e X |Tfo(x)| > t/2} + p{x € X : [T fi(z)| > t/2}
= gy (4/2) + wrp, (1/2).

Dividamos a demonstracao em dois casos.
Caso 1: p; = o0.
Por hipétese, T' é fraco (oo, 00), isto é, forte (00, 00). Seja a > 0 tal que ||Tf||e < al|f||s

para todo f € L*. Considere c = %" Mostremos que wry, (£/2) = 0. Segue da definigao
a
que

mezummagazg.

a

Assim,
ITfille < allfille S 0 e = 2
2a 2

Logo,

~

i) < ThHllx <5

em quase todo x € X. Portanto,

N}

wrp (t/2) = p{e e X T fi(x)] > t/2} = 0.

Por hipoétese, T é fraco (po, po), ou seja, existe k > 0 tal que

2k Po
orsy 0/ < (el )
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Finalmente, da Proposigao 2.2.9 com ¢(t) = t? para t > 0 e ¢(0) = 0 (que é crescente e
diferenciavel) e pelo Teorema de Fubini, obtemos

ITFIE < p / P Yorg, (1/2) di

< [Comn ([ iptaac) a

[£(=)]

= (2k:)p°p/ | f(z)[Po (/o tppo—t dt) dz

(2k)Pop o [1f (2 )\)”0 .

p Po/|f | ( d
=C )P dx

/le( )

= ClIA115

no qual C' é uma constante positiva. Portanto 7" é forte (p,p) para py < p < o0.
Caso 2: p1 < .
Ja temos que

wrg(t) = wry, (1/2) +wry, (1/2).

Além disso, por hipotese, T" é fraco (pg, po) e fraco (p1,p1). Sendo assim, valem

wrpy (1/2) < (200 ||f0||po)

orn @2 < (15

nos quais ¢g e ¢; sao constantes positivas. Novamente pela Proposicao 2.2.9 e pelo Teorema
de Fubini, temos
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ITf|I2 = /X T ()P da

gp/ P wry, (/2) dt—l—p/ P wpy, (t/2) dt
0 0

< (2c0)P0p/OOO tp—po=1 (/XO | f ([P0 dx) dt
+ (2c1)”1p/00o tppi—t </X1 | f(z)|P dm) dt

[f ()]

< (2c0)"p / )P ( / et dt) d
X 0
201 P1 / |f |p1 (/ PP 1dt> dr
[f(z)]

<G e (5)
P [ (M) >|>

2 )Pop (2
— s [ o SO /|f ) da
CP po p pO cP— Pl
_CHpra

no qual C' é uma constante positiva. Portanto T é forte (p,p) para py < p < p;. O]

Proposicao 2.2.11. Seja 1 < p < o0. Entao o operador mazximal de Hardy-Littlewood é
forte (p,p), isto €, existe C,, = C' > 0 tal que

M fllp < Cll b,
para toda f € LP(R™).

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.3 temos que M ¢é forte (00, 00). Temos também, pelo
Teorema 2.2.8, que M é fraco (1,1). Logo, usando o Teorema de Interpolagao de Marcin-
kiewiscz (Teorema 2.2.10), segue que M é forte (p,p), para 1 < p < occ. ]

Proposicao 2.2.12. Se ¢ € uma fungao positiva, radial e decrescente (com respeito ao
raio) e integrdvel, entdo
sup oo f(@)| < [lopl[L M ().

Na demonstragio da proposi¢ao acima vamos denotar ¢(r) = ¢(x) no qual r = |z|. Tal
abuso de notagao é conveniente ja que a fungao ¢ é radial.
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Demonstracao da Proposicao 2.2.12. Seja ¢ uma fung¢ao como no enunciado. Precisamos
mostrar que

pox fz) < [lelliMf(z),

para todo t > 0 e f € L,.(R"), com f > 0. Como a desigualdade acima é invariante
por translagao (com respeito a f) e invariante por dilatagao (com respeito a ), entao é
suficiente mostrar que

v+ £(0) < [lelli M f(0). (2.2)
Se M f (0) = oo entao a desigualdade ( 2) é valida. Suponhamos M f(0) < oo. Definamos
)= Jguos f(ral) da’ e U(r f B0 (x) dz, entdao usando coordenadas polares obtemos

= / / " f(ta) da'd, = / " O(t) dt.
0 Sn—1 0

Feol0) = [ 1@)pla)ds
= /OO O(r)p(r)yr" dr

_1%(]3520/N‘I’ ) 1<p(r)dr>
( v " w0 d>] .

A ultima igualdade é consequéncia direta da integracao por partes. Observe que o termo
[W(r)p(r)]Y tende a zero quando t — 0 ¢ N — oo. De fato, como ¢ ¢é integrével e
decrescente com respeito ao raio, entao

Temos que

t—0 | N—oo

= lim [ lim

/ o(z)dr > gp(r)/ ldx = C(n)e(r)r".
<] zl<r L<lz|<r
Logo,

p(r) < Cn)Hlgllr™ =0,

e o(r) = 0 quando r — oco. Além disso, temos que

U(r) = /B , J@dz =150, ! o /B . 1@z < |BOI M),

1 B(0,r
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e portanto ¥(r) — 0 quando r — 0. Logo,
o 10 = = [T 0ptr) dr < |BODDIFO) [ 170 (-ptr)ar
= alBODMO) [ ety ar

— My(0)|5™| / T () dr
o

Assim, provamos (2.2) e portanto a proposigao. (]

2.3 Decomposicao de Calderon-Zygmund

Nosso objetivo nesta secao sera apresentar o Teorema de Decomposicao de Calderdn-
Zygmund, ferramenta importante para o estudo da limitacao de operadores integrais sin-
gulares nos espagos LP(R™).

Em R"™ definimos um cubo unitéario, aberto a direita, como sendo o conjunto [0,1)".
Seja Qp a colegao de cubos em R™ que sdo congruentes ao cubo [0,1)" e nos quais suas
vértices estdo na rede Z". Se dilatarmos essa familia de cubos em um fator 2%, obtemos
a colecao Qy, para k € Z, isto é, O é a familia de cubos, abertos a direita, nos quais
seus vértices sao pontos adjacentes a rede (Q_kZ)n. Os cubos em U Q). sao chamados de

keZ
cubos diddicos. Dessa construcao, seguem diretamente algumas propriedades:

(i) Dado z € R™, em cada familia O existe um tnico cubo que contém z;
(ii) Dados dois cubos diadicos, ou eles sao disjuntos, ou um esta contido no outro;

(ii) Um cubo diddico em Qj esta contido em um tnico cubo da familia Q;, j < k, e
contém 2" cubos diddicos da familia Q.

Defini¢ao 2.3.1. Dada f € L; (R"), definimos a esperanga condicional de f com

loc
relagao a familia de cubos diddicos Qy por

Eifte)= 3 (ﬁ [ dx) Ye(®)

Observagao 2.3.1. Note que a soma da expressio de Eyf(x) estd bem definida uma vez
que para cada x € R™ existe apenas um cubo diddico da familia Qp que o contém.

Proposicao 2.3.1. Se Q) = U Qr e, no qual cada Qe € um cubo diddico da familia Qy, e

¢eN
f € LYQ) entao

/Q Enf(z)dz = /Q f(z) dx.
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Demonstracao. Primeiro, como ) = U Qk ¢, entao
¢eN

.I') = ZXQk,Z(x)
{eN

Deste modo, como os cubos sao disjuntos, entao

/QEkf(x) dx:/UQHEkf(:p) da
—Z/ Eyf(x

teN 7 Qe

—Z/nEkf L)X Q. (2) d

leN

_Z/ <|Qk£| One () >XQk,Z($>dI

LeN

_Z<|ka| Qe () )/RnXQk,z(:wdx

leN

Lema 2.3.2. Se f € L] (R™), entao

loc

klim Erf(z) =

Demonstragao. Dado x € R" existe um tnico cubo diadico Q e, € Qi tal que € Qi g, -
Assim,
1

fl@)dz < 2"||flly — 0,
|Qk2,fo| kafo

Eyf(z) =

quando k — —o0. m

Definigao 2.3.2. Se f € L, (R"), definimos a fun¢ao mazimal diddica por
Maf(x)=sup|Eyf(z)].
keZ

Proposicao 2.3.3. Valem as afirmacoes:

(i) O operador Myf € do tipo fraco (1,1);
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(ii) Se f € L} (R™), entdo

lim B,f(x) = f(z)

k—o0

em quase todo ponto.

Demonstracgao. Seja f € L'(R). Podemos assumir que f > 0. De fato, se f ¢ real, entao
podemos decompor em parte positiva e parte negativa. Se f é complexo, entao decompomos
em parte real e imaginéria.

Dado A > 0, considere para cada k € N o conjunto

Qp={xeR": Eyf(x)>Xe Ejf(x) <A sej <k},
isto é, x € Qf se Eif(z) for a primeira esperanga condicional de f maior que A. Defina
F/\i{x e R" : Mdf(ﬂf) > )\}

Desta forma segue que

Fy=J % (2.3)

keZ

De fato, diretamente da definicao temos que €2, C F\ para todo k € Z, donde segue que

UQkCF)\-

kEZ

Por outro lado, se x € F) entdo da definigdo de supremo existe kg € Z tal que Ey, f(z) > .
Como klim Erxf(z) = 0 (pelo Lema 2.3.2), existe k; € Z tal que k; < ks < ky tal que
——00

Ek2f<I> >Ade Ejf(l') < >\, Vj < ka.

Assim, temos que F C ,, o que conclui a igualdade (2.3).
Notemos que, pela definicao dos conjuntos €2, temos:

(1) {Q%}rez s@o conjuntos disjuntos;
(ii) Qi pode ser escrito como uma uniao de cubos diadicos da familia Q.

De fato, para a primeira afirmagao, sejam k, k' € Z. Suponha k < k’. Entao para x € ()

temos que

Ejf(x) < A,
para todo j < k e, em particular, para j = k’. Logo, = ¢ Qs e entao os conjuntos €, sao
disjuntos. Para a segunda afirmagao, seja x € ). Existe um tnico cubo @, € Qy tal que
r € (),. Logo,

Q. C U Qx

€N
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Mostremos que vale a igualdade. Sejam x € Q) e y € Q),. Pela definicao da esperanca
condicional, como @, € Qy, temos que

1
|Qz| Qz

Além disso, para j < k, pela definigao dos cubos diadicos, existe um tnico Q4 € Q; tal
que € Q4 O Q,. Temos que y também pertence unicamente ao cubo Q? em relacio a
familia Q;. Deste modo, como z € {2, obtemos

Ef(y) = f(z)dz = Epf(x) > A

Eif() = — [ f()dz = Byfa) <A
Q3 Jou
Portanto, @), C €0 para todo = € () e concluimos a segunda afirmacao. Vale a pena
observar que muitos dos cubos da uniao descrita acima na verdade se repetem e que na
realidade obtemos uma uniao enumeréavel de cubos diddicos distintos da familia Q..
Assim, das afirmacoes obtemos

{z € R™ : Myf(z) > A} = |Fa| = ) [

o que conclui a primeira afirmagao da proposicao.

Agora vamos demonstrar a segunda afirmagao da proposigao. Se f € L*(R"), entao pelo
Teorema 2.2.5 o limite do item (ii) da proposigao é valido. Para completar a demonstragao,
notemos que se f € L, .(R™) entao fxg € L'(R") para todo @ € Q. Logo, o limite do
item (ii) vale q.t.p. em @ e portanto vale q.t.p. em R™.

O

Por fim, obtemos o resultado conhecido como Teorema de Decomposicao de Calderdn-
Zygmund.

-

Teorema 2.3.4 (Decomposicao de Calderéon-Zygmund). Seja A > 0. Se f > 0 ¢
integravel, entao existe uma familia de cubos diddicos disjuntos {Q;};en que satisfazem as
sequintes propriedades:

(i) f(x) < X para quase todo x ¢ UQj,

J

1
< I/l
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(i1i) N < —— | f(z)dx < 2"\,

’QJ ’ Q]
Demonstragao. Dado A > 0, considere os conjuntos F) e {25 como na demonstracao da

Proposicao 2.3.3. Conforme visto, U Q. ¢ uma familia enumeravel de cubos diddicos e

keN
desta forma obtemos a sequéncia {Q;};en} exigida pelo teorema.

Da Proposicao 2.3.3 item (i) e da igualdade (2.3) obtemos

Jae

jEN

=[{x e R" : Myf(z) > N}

1
XHle?

donde segue a parte (ii) do teorema.
Se x ¢ U Q); entao x ¢ F\ e da igualdade (2.3) temos que = ¢ Q para todo k € Z e
jEN
portanto Ey f(z) < A. Da Proposic¢ao 2.3.3 item (ii) segue que

flx) <A

em quase todo ponto, o que demonstra a parte (i) do teorema.
Por fim, seja x € Q); € §, para algum ko € Z. Diretamente da definicao do conjunto

Q, temos que
1

|Q]| Q_}

donde segue a primeira desigualdade do item (iii) do teorema. Para cada j € N, considere
Qj o cubo concéntrico a @); cujo lado é duas vezes maior. Note que como Qj contém @5,
entao ele pertence (ou é comparavel) a um cubo de uma familia Q; com k < ky. Logo,
pela defini¢ao de €, temos que a média de f no cubo Qj é no maximo \. Portanto,

f(@)dz = Ey f(x) > A,

1 _ el

flz)de < (25 f(z) d

‘QJ| Qj |Q3| ’QJ‘ Q]

1

=2"—— [ f(z)dx

|Q] | Qg
< 2",
o que conclui a demonstracao do teorema. ]

Observacao 2.3.2. Podemos reescrever as consequéncias do teorema acima da sequinte
forma. Dado X\ > 0, definimos

ﬂ@:{ﬂ>,wx¢U%

o fQ dz, sex € Q)
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Denotemos f(x) = g(z) + (f — g)(x) = g(x) + b(x) no qual b(x) = > b;(z) e cada b; €
dado por

bi(w) = (f(:v) ~w ) d:c> o, (@)

Observemos que

f(z) dm) /Qj 1dx

/.bj(x)dx: ij(x)dx—@ (/Q

J J

1
=/, fz)de — 0 (/Q f(w)dfff) Q5]

J

= f(z)dx — f(z)dx =0.
Qj Qj

Além disso, g € L*(R™). De fato,

2d —
[ owpar= |
2
1
A d — d ;
Sy w+§j:<‘Qj|/Qj\f(z)\ ) @

1
<) [ @ldr+ 3 (/Q |f<x>|dx> <@ L |f<x>|dx>
SIS SRY MUCITE

— Al + 2 /U /()] de

Qj
S A fll+ 2" A £l
= (1+2")A[[

|f(3?)|2d$+z lg(x)|? dz
)¢ T JQ;

Observagao 2.3.3. Sejam f € S(R™), f > 0 e b como na observagao anterior. Temos
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que Z b; — b em L*(R). De fato, como o0s cubos Q; sio disjuntos, temos que
J

m

> bj—b

j=1

:Zb

j=m+1

-J.

2

Z b( dz
j=m+1

/ Z b ()? d.
Jj=m+1

Como f € S(R"), entdo existe M > 0 tal que |f(z)| < M para todo x € R". Do item (iii)
da decomposicao de Calderon-Zygmund, obtemos

1

<M+2X=N>0.
|Q]’ Q;

‘f(x) f(z)dx

Logo,

/ Z b (x |2dx<N2/n Z Xq, (x

j=m+1 j=m+1

:]\/'2/]R XUJOimHQj(x) d$

= N? G Q;

Jj=m+1

o o)

quando m — oo e entao Z b; — b em L*(R").
J

2.4 Transformada de Hilbert

Inicialmente vamos motivar a definigdo da Transformada de Hilbert. Dado f € S(R™)
temos que u(z,t) = P, x f(x) é solugao de

(2.4)

Agu=0em R" x (0, 00),
u(z,0) = f(z),
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no qual P, é o nucleo de Poisson dado por

N n+1 () t
hite) F( 2 > (2 + |zf2)™ (25)

com ﬁt(f) —= ¢~ %l De fato, tomando a transformada de Fourier com respeito a = em
(2.4) obtemos

Ofu — (2m(¢))*u =0,
u(€,0) = f(8).
O problema de valor inicial acima tem solucao dada por
(g 1) = eI F ().
Como f € S(R") e e~?klt tem decaimento rapido em || se t > 0, entdo u(-,t) € S(R")
para t > 0 e podemos aplicar a transformada de Fourier inversa, obtendo
o) = [ e fie) ag
=F! (e’QﬂHt) * f(x)
= Pt * f('r)a

no qual F~! é a transformada de Fourier inversa e P, é tal que P(¢) = e #™klt. Para
mostrarmos a representacao de P, usaremos as seguintes identidades:

/ e 2miyz =zl g 5=% o—7lyl*/o (2.6)

1 /°° et 2
R —e_4u du o 6_’7, 27
Vi Va 27)

para v > 0. A identidade (2.6) segue usando o mesmo raciocinio do Exemplo 1.4.2.
Mostremos entao a identidade (2.7). Primeiro, pelo Teorema dos Residuos para integral
de funcao de uma varidvel complexa, obtemos

00 ei'ya:
a ! / 5 dr =e 7.
o L+

Além disso, por um célculo simples, também temos que

o 1
/ e~ Fa)u gy = i
0 1 + x2
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Assim, pelo Teorema de Fubini e aplicando (2.6) paran = 1, § = u/m e y = —v/(27),

temos
[o@) o
e’ = 7r_1/ e (/ e~ (1+z%)u du) dx

—00 0
o0 o0 ) 5

= 7r1/ e (/ e U dx) du
0 —00
[o@) 1 2

= 7r_1/ e <z> * e 1w du
0 U

que ¢ a identidade (2.7).

Agora estamos aptos para calcular a representacao de P;. Primeiro, aplicando as identi-
dade (2.7) com v = 27|¢|t, o Teorema de Fubini e depois a identidade (2.6) com ¢ = 7t*/u,
obtemos

p,g(l’) _ / e27ri£x6727r|£|t df

1 : et —r?jg2e?
= 7 e (/ e du) 3
Rn u
27”'&67”2'5‘%2 d¢ | du
\/_
—u _Wu n-1
—TH e e ¥ uz? du
T 0
t

2
— 2 2
n 00 7(|z|t;t )u _—
= —= e u 2 du.
0

w2

|z|? + ¢
t2

n—1
A e |z|? + ¢ ) L e
Py(z) = —v (LT L
t(x) ﬂ_n;l\/o € ( t2 v ’$‘2+t2 v

1 t o _p n=l
s e vz dv
= (2P +2)5 o
1

) t

Fazendo a substituicao v = ( ) u no ultimo termo da igualdade acima, obtemos

( )
' (|z)2+2)"
que é (2.5).
Para n = 1 podemos escrever u(z,t) = u(z) com z = x + it da forma

/ F(&)exit dg + / F(&)e*™= de.
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De fato, usando a transformada de Fourier inversa,
ulet) = [ (6 e dg

R

- [ PRt ag
R

— / 6727Tt|§|f/‘\<€>627ri£x df
R

00 0
— / —27rtff(€> 2mi€x dg +/ 627rtff(€>€27ri§x dg

—00

0
/ 27r7, x-i-zt)ff )df +/ 62ﬂi(x—it)§f(£) dé

[ e [ fioeras

o0 ~ . O ~ —
io(z) = /0 floemcas— [ Frereag

temos que v é harmonica em R x (0, 00), ou seja, A, ;v = 0. Além disso, se f tem valores
reais entao v e v tem valores reais e como

Se definirmos

Oz u = O e Oyu = —0,v,

segue que u + v é analitica em C* (Im(z) > 0). Logo, v é conjugada harmoénica de u.
Seguem dois lemas envolvendo v:

Lema 2.4.1. v(z) = / —2'53gn(£)e’2mlg|]?(f)e%mcg dg.
R

Demonstracao. De fato,

00 0
U(Z) — _Z-/O A(g)ezwi(oc—i-it)f d¢ + Z/_ ]/c\(g)e%i(x—it)g d¢
0

_if(g)e%izge—zntg d§+/ Z’}'\(&-)62ﬂi1567271't|5\ ds

—0o0

/
= [ —isgnl©)e e fle)erm< e
R

Lema 2.4.2. v(z,t) = Q; * f(x), no qual @(5) = —isgn(&)e 2l
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Demonstracao. De fato,

M%ﬂzQMf@%ié@@—yM@My

:4(4@@&Wwaﬂw@

:/ </ e*%iyﬁf(y) dy) —isgn(g)eﬂntlé\e%izg de
R \JR
R

Pela transformada de Fourier inversa temos que

Qo) = [ Qe de
— / _Z'Sgn<€>6727rt\§|€2m'x§ df
R

oo 0
:/ _i6—27rt§€27rix§ dg _|_/ 2'627rt§€27rix§ dg
0

— 00

0 0
_ —Z/ e27r(ia:—t)§ dg +Z/ 627r(ix+t)§ df
0

) 1
27 (ix —t) * 2m(ix + 1)
i {—t—iaz%—t—iw}

"o t2 4 22
1
T2 4 a2
1 =
Denominamos @Q(x) = T g g2 domo nacleo conjugado de Poisson. Facilmente vemos
7r x
[
que P +iQ); = — ¢é analitica em Im(z) > 0. No entanto, temos que hnﬁ u(z,t) = f(x)
Tz t—0

j& que P, é uma aproximagao da identidade.

Observacao 2.4.1. QQ; nao € uma aprorimac¢ao da identidade, pois QQy nao € integravel
para t > 0.

1
Formalmente temos que Pr% Qi(x) = —. Assim, definimos a distribuigao temperada,
— T

1
chamada valor principal de 1/z, determinada por v.p. (—) por
x

v.p. (1) (¢) = lim 0@ 4

lz|>e L
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para toda ¢ € S(R). Desta definigao, segue que:
1

Proposicao 2.4.3. Q, — 7 'v.p. <—) quando t — 0 em S'(R).
x

1
Demonstragio. Dado t > 0 definimos () = —X{jz>1} que ¢ limitada e portanto uma
x

distribuicao temperada dada por

$i(9) = / (o) v = | |>thx

T

com ¢ € S(R). Facilmente vemos que

lim 44(6) = vp. (1) (@)

t—0 Xz

Para obtermos o resultado é suficiente demonstrarmos que Q; — 7 !¢, — 0 quando ¢ — 0
em S’(R). Sendo assim,

7= 7)) = [ ola)da - o) 4y

2 2
t“+x || >t X

T - 1
- /| 7y 2 fle)dr s /| y {m - ;} o(z) do
Y y 1
/y|<1 T+ /W /|y|>1 [1 +y? y} Hey) dy
Y 1
/y|<1 1+ y2¢(ty) Y /y|>1 y(1+ y2)¢(ty) Y

Y i o
/y|<1 1+ y2¢(ty) Y /g|<1 1+ 32 o(t/9) dy

com y = x/t e § = 1/y. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que

lim(Qu — 7 9) () = 71 /| b0y dy — ! /| Y b(0)dy = 0.

=0 yl<1 1+ Y2 yl<1 1+ y?

Observacao 2.4.2. Em virtude da proposi¢cao acima Seque que

lim Q, * f(z) = 7! <v.p. (i) (), flo— .)> S A Al

t—0 t—0 ly|>t Yy
Pela continuidade da transformada de Fourier em R e pelo fato que
Qu(€) = —isgn(&)e>™

temos que

. [p (E)PQ = HmG.(€) = —isgn(©).

T
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Definigao 2.4.1. Dada f € S(R), definimos a transformada de Hilbert por

Hf(r) =7 'lim Je=y) dy.

Assim, podemos redefinir a transformada de Hilbert pelas seguintes equivaléncias:
(i) Hf =limQ, * f;
t—0

(i) Hf =7 tv.p. (l) * f

X

(iii) HF() = —isgn(&)f(€):
Segue pelo Teorema de Plancharel e da expressao (iii) acima que a transformada de Hilbert
estd bem definida para f € S(R) e além disso,

IH fll2 = [ £l (2.8)
H(Hf)=—F; (2.9)
/Hf-g:—/f-Hg. (2.10)

O préximo teorema nos mostra que a transformada de Hilbert pode ser estendida para
fungdes em LP(R) para 1 < p < oo.

Teorema 2.4.4. Para f € S(R) sequem as afirmagoes:
(i) (Kolmogorov) H € fraco (1,1);
(ii) (M. Riesz) H € forte (p,p) para 1 < p < oc.

Demonstracao. Sejam A > 0e f > 0.
(i) Podemos escrever f = g + b como na Observacao 2.3.2, nos quais os cubos @; sdo
denotados por intervalos I;. Temos que H f = Hg + Hb, logo

HreR:|Hf(x)] > A} <{zeR:|Hg(x)| > N2} +|{z e R:|Hb(x)| > \/2}|.

Para estimar a primeira parcela da direita, usaremos (2.8) e o item (iii) do Teorema 2.3.4:

e € R: (o) > 2} < 55 [ Hota)f da
4
g(

/R r)? dw
/Rg(x)dx
[/( .)cf(x)dx+z<ﬁ/ljf(y)dy) /Ijldx]

i1 j
£l

A
|

>0 |00 >|00 >

[\

IN

C
~
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{z e R:|Hb(z)| > \/2}| = {x eI 1Hb(x)| > A/Q} + {x e (U 1*) |Hb(z)| > )\/2}
Uz

{m(UI*) |Hb(x |>)\/2},

no qual 7 é o intervalo de mesmo centro que I; e com o dobro de tamanho, ou seja,
15| = 2|1;]. Da construgao dos novos intervalos e do item (ii) do Teorema de Decomposigao
de Calderén-Zygmund temos que

Ui <> | =2>"1n1=2|J1
J J J J

Da Observacao 2.3.3, temos que Zb- — b em L*(R). Assim, |[Hb(z)| < Z |Hbj;(z

Para a segunda parcela temos que

<

2
< — .
< ZIfllh

I

De fato se a soma for finita, entao a des1gualdade segue diretamente. Caso Contrarlo como
Z bj(z) = b em L*(R), entdo

(el

quando n — oo, logo H (Z bj> — Hb em L?(R). Portanto, existe uma subsequéncia

j=1

— 0,

53@—b
Jj=1 2

ng
{ni} tal que H <Z bj> — Hb em quase todo ponto. Entao,

| Hb(z)

Q&EZHb
nk

<hmsupZ\Hb )|

k—o00
< Z [ Hb;(x)
j=1

Assim, como
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S I |Hb(z |>)\/2} :/
{ (U > {ze(U; I7)":|Hb(z)|>2/2}
¥
<z
M)
2
SXEQKWW“@W”
J J
Para completar a demonstragao de (i), basta mostrar que
S [ @l < cisi,
i T

Denotaremos o centro de I; por ¢;. Como f b; = 0, entao pelo Teorema de Fubini

[ @l [ [ 29,
(I*)e (e |J, T—Y

J J J

1 1
/(;;)c /Ij J( ) r—1Y .Z'—Cj

ly — C]’
< b, / — 2 2 dx| d
_/1j| ](y)|< (1) |z — yl|x — ¢ Y
|15
< b; / —— —dz | dy.
| ) ( )

A dltima desigualdade vem do fato de que |y — ¢;| < |[;|/2 e |v — y| > |z — ¢;|/2. Para a
integral de dentro do tltimo termo, sendo r; o raio do intervalo /;, temos

/ —|Ij| dr = /Cj%j —|Ij| dz + /OO de
(I;.‘)C T — Cj|2 —00 |$ - Cj|2 cj+2r; |[)3 - Cj|2

1 1
‘[ | (2r ?)
J j

— Il

temos que

1dx

Hb(x)| dz

dx

Ll
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Assim,
;/@)C [Hbj(z)| dv < 2;/@ b ()] daz
gzzj: [/] |f () dz + (ﬁ/] |f(y)|dy) /Ijlda:]
§4/Ulj |f(x)| dx
< 4 f]x-
Logo,

8 2 8 18
He € R [Hf(2)] > M < Sl + S AR+ Sl = 11k

e portanto H é fraco (1,1).

(ii) Ja temos que H é fraco (1,1) e forte (2,2). Pelo Teorema de Interpolacao 2.2.10 temos
que H é forte (p/,p') para 1 < p’ < 2. Para p > 2, aplicando (2.10), o Teorema de
Representacgao de Riesz e a desigualdade de Holder para p’ < 2 e 1/p+1/p' =1 (ou seja,
2 < p < 00), obtemos

7l = sw | [ Hi@e()ds

el <1 |/r
— s | [ @)t ds

el <t [JR
<\ fll, sup [[Helly

llell,y <1
<C[fllp sup el
el <1
=C|[ 1l
e portanto H é forte (p,p) para 1 < p < occ. ]

Vale ressaltar que (ii) do Teorema 2.4.4 é falso para p = 1 e p = o0o. De fato, os
proximos dois exemplos mostram essa afirmacao.

Exemplo 2.4.1. Seja f = xjo1. Temos que

H =711
fla) =" log |-

x ‘
que nao € limitada. Portanto H nao € forte (oo, 00).

Para o caso p = 1 enunciaremos o seguinte resultado:
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Lema 2.4.5. Se ¢ € S(R), entio Hp € L'(R) < ¢(0) = 0.

Demonstragao. (=) Como ¢ € S(R) C L'(R) entao ¢ & continua e

—

Ho(€) = —isgn(€)p(€).

Pela hipotese Hp € L', entdao (H¢) é continua. Logo, pela expressiao anterior fﬂ\b é

o~

continua na origem se, e somente se, ¢(0) = 0.
(<) Primeiro, notemos que (1 + |z|)~! € L?(R), pois

1 2 o0 1 2
dr =2 de =2
/R(Hm) ! /o(mxr) !

Note que se ¢, z¢ € L*(R) entdo ¢ € L'(R). De fato, pela desigualdade de Hélder,
1
[ L Py T
R r 1+ |zl r 1+ |zl r 1+ |z]
<l @ll2ll (1 + |2)) 7 2 + [zl (1 + [z) 742
= ([loll2 + l[z@ll2) 11 + |z]) 7|2 < oo

Seja I =] —1,1] e escreva

Ho=xHo+ (1—x1)Ho.
Temos que x; € L*(R) e de (2.8), Hp € L*(R) para ¢ € S(R). Assim, pela desigualdade
de Holder,

/R i (@) Ho ()| de < s all Yz < oo,

ou seja, x;H¢ € L'(R). Temos também que (1 — x;)H¢ € L'(R). De fato, como por
hipotese

/R o) dy = 3(0) = 0,

entao para x € I,

Ho(z) = lim oY) dy

e—0 |I—y|>€$_y

iy (A,
e—0 lz—y|>e xr—y X

1 yo(y)

- Ell_r’%/lz—ylx r—=Y W

= Hu(a),

no qual ¥ (y) = yo(y). Temos que ¥ € L*(R), pois ¢ € S(R). Temos também que

2
1 1

/ da::/ —de:2/ —de:2,
R Jz|>1 |(L‘| z>1 T

1 —xr(x)
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ou seja, (1 — x7)x~! € L3(R). Assim, pela desigualdade de Holder,

[1a-xtenmswlas= [ |- a
R R xr
< 11 = xn)a 2l Holl2 < oo
Logo, (1 —x7)H¢ € L*(R), e como x;H¢p € L'(R), concluimos que Hp € L'(R). O
Exemplo 2.4.2. Se considerarmos
fa)=e %,

temos que [ € S(R) e ainda, como no Exemplo 1.4.2,

- 2

f&) = Vore T
Como f(()) =21 # 0, entio pelo Lema 2.4.5, Hf ¢ L'(R) e portanto H ndo é forte
(1,1).

Mostremos agora como podemos estender a transformada de Hilbert para fungoes em

LP para 1 < p < co. Para p =1, seja f € L'(R) = S(R). Entao existe uma sequéncia
{f;} em S(R) tal que f; — f em L*(R). Temos que {f;} é uma sequéncia de Cauchy em
L*(R). Do item (i) do teorema acima,

o € R H(f — @) > M < S~ filh

Logo, H(f; — fx) € de Cauchy em medida e entao {f;} converge em medida, digamos,
Hf; = g em medida. Definamos H f=g. Temos que

{z eR:[Hf(z)[ > A < {z e R: (g — Hf;)(@)] > A2} + [{z € R: |H fi(x)] > A/2}],

no qual a primeira parcela converge a zero em medida. Para a segunda parcela, temos que
C C
o € R:JHf ()] > M2H < Sl — SIS

Portanto,
C
{e € R:[Hf(2)] > A < LI £l
Para 1 < p < oo, seja f € LP(R) = S(R). Entdo existe uma sequéncia {f;} em S(R) tal
que f; = f em LP(R). Temos que {f;} é uma sequéncia de Cauchy em LP(R). Do item

(i) do teorema acima,

IH(f; = fllo < ClLE = Felly.
Logo, H(f;— fx) € de Cauchy em LP(R) e entao { f;} converge em LP(R), digamos, H f;,, —
g em LP(R). Definindo H f=¢g € LP(R), temos que
IH fllp < llg = Hjllp + 1H fillp < llg = HFjllp + Cllflp-
Como llg — Hfylly =0 ¢ | fylly = [1f I concluimos que

1H fllp < Cllp-
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2.5 Potencial de Riesz

Esta secao esta destinada para definir o operador potencial de Riesz, que, de certo
modo, define o inverso para uma poténcia do operador de Laplace no espaco euclidiano.
Além disso, vamos enunciar e demonstrar o teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev, que
tem como principal resultado a limitacao do operador em LP.

Definigao 2.5.1. Sejam 0 < a < n e f € S(R™). Definimos o potencial de Riesz como
sendo o operador I, dado por

(@) =) [ Y

g |2 —y|"

Y

no qual y(a,n) € dada por
15T (u)
Aoy =2 2.11)
r(s)

no qual I' € a funcao Gama dada pela Defini¢ao 1.1.4.

Nosso objetivo agora é encontrar uma representacao da transformada de Fourier de
I.f, para f € S(R"). Para isso, enunciaremos um importante resultado preliminar.

Proposicao 2.5.1. Seja o(x) = |z|~* para 0 < oo < n. Entao

- 1
(&) =v(a,n)
<
com y(a,n) dado por (2.11).

Demonstracao. Podemos separar ¢ em duas partes:

(@) = 2] " X{jel<1y + 2] X o513 = 01(2) + @a(2).

Para ¢, temos,

1
/ |1 ()| de = / |z|" % de = ]S"1|/ "I dr < o0,
n lz|<1 0

pois a < n. Para ¢,, temos que

/ lpa(x)|P dox = / |z| 7% dx = ]S”_1|/ PPy < oo
R™ |z|>1 1

para p > n/a. Assim, temos que p € S'(R") para 0 < o < n e estd bem definida

pontualmente. Como ¢ ¢ homogénea de ordem —a, pelo Teorema 2.6.3, ¢ = (|z|~@) ¢
homogénea de ordem —n + «. Porém, ainda nada podemos afirmar sobre a representagao
de . Mas, como no Exemplo 1.4.2, temos que

/ e_“‘S'x'Q]?(a:) dx = 5_75/ e#f(:v) dx,



CAPITULO 2. TOPICOS EM ANALISE HARMONICA 53

para toda f € S(R"). Multiplicando os dois lados por 6"z ~!, obtemos

5715&_1/ e‘”‘S'x'Qf(m)dm:é_g_l/ e f(z)dx.

Integrando os dois lados em relagao a ¢ e usando o Teorema de Fubini,

/n fla) (/Oooa”f—le—mﬁ d5) dg;:/nf(g:) (/0 551 d(S) de.  (2.12)

Para a integral em 4 do lado esquerdo da igualdade (2.12), usando a definigdo da fungao
Gama com a substituigdo ¢ = w|z|?d, obtemos

/ 5 2 e mle g5 — (W]x\z)_nza/ 555 1e 3 45
0 0

r(25)

n—o °
T2 |:[;|"_0¢

Logo, o lado esquerdo de (2.12) é igual a

L) [

T2 R® ||

dzx.

Para a integral em ¢ do lado direito de (2.12), fazendo 6 = T2l obtemos
/ 63 le™ - d(5 = (mlz|?)” z 52710 db
0

ERNE)

et
w2 |z|®

Logo, o lado direito de (2.12) é igual a

Portanto, obtemos

[ s@ar =T [

para toda f € S(R"). Finalmente, a igualdade acima nos diz que

1

36) = (if(a — () i

kg
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Proposicao 2.5.2. Sejam 0 < a <n e f € S(R"). A transformada de Fourier de I,f ¢
dada por

— 1 ~

Laf(&) = e (€)-

Demonstrag¢ao. Da Proposicao 2.5.1 temos que

(i )A<5>:v<a,n> 1

] €[

Agora pelo Corolario 1.4.4, obtemos

# = (a,n) (@)A(x)-

Assim, dado f € S(R™), pela propriedade (iv) da transformada de Fourier obtemos

|x|n «@
1 ~
= S8
NE
0
O préximo lema é uma consequéncia direta do Teorema de Fubini.
Lema 2.5.3. Sejam 0 < a <n e f,o € S(R"). Entao
| taf@pta)de= [ fa)lgo)do.
n RTL
Demonstracao. Pelo Teorema de Fubini, obtemos
fly
[ net@etaie= [ ([ stam 20 dy) oty do
p(x)
= [ fly (/ va,n—drc) dy
|t ([ stem2o
= | JWlap(y)dy.
]Rn
O

Teorema 2.5.4. (Hardy-Littlewood-Sobolev) Sejam 0 < o < n, 1 < p < nja e
1 1

-—=—-— g. Valem as sequintes afirmacoes:

qa p n
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(i) Se f € LP(R™), entdo 1,f converge absolutamente q.t.p. em z.
(i) Se 1 < p < o0, entdo existe Cp4(a,n) > 0 tal que
Hafllg < Cpallfllp,
para toda f € LP(R™).

(i1i) Se p =1, entao existe C(a,n) > 0 tal que

p{r € R L, f(x)] > A} < (w) |

para toda f € L*(R™) e A > 0.
O teorema anterior nos mostra que I, é um operador forte (p,q) para 1 < p < oo e

fraco (1, q).

Demonstracao do Teorema 2.5.4. Definamos K (x) = Tﬁl ") . Para R > 0, temos que
x
Ki(z) = K(x)xpor)(7) e Ko(z) = K(x) — Ki(x).
Assim, K = K; + Ks.

(i) Afirmamos que K; € L'. De fato, usando coordenadas polares temos

R
| Ky (x)| dx = / 7(04,_71) dr = |S" ' |y(a, n)/ %r”’l dr
R \ o T

z|<R |I|n «

= C(a,n)R",
ja que 0 < . Portanto, K; € L'. Agora, usando a desigualdade de Young, obtemos
1K fllp < 1Kl f]]p < oo

Além do mais, K7 * f estd bem definida em quase todo ponto x € R™. Seja agora p’

1
tal que — + — = 1. Usando coordenadas polares,
p p

/ |Ko(2)|P do = ~v(a,n)|S™ 1|/ dr—Cg(oz n) R (e’
pois
, 1 o}
n—nm-a)p <0 - <1—-—
P n
1 1 1 «
&< 4 -2
v v p n
1
&S —->0
4q
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(iii)

Agora pela desigualdade de Holder, obtemos

19 p—a
152 % flloo < [[Kally | fllp < (Cola,n)) " B[ f]],.
Logo, K5 * f estd bem definida em quase todo ponto x € R"™. Portanto, I,f =
Kxf=K;xf+ Kyx f estd bem definida em quase todo ponto, ou seja I, f converge
absolutamente em quase todo ponto.

o
Precisamos mostrar que [, é um operador fraco (1,q), para —=1——e 0 < a < n.
q n

Pela Proposicao 2.2.1 e repetindo as contas feitas em (i), temos

A
,u{ac eR": |Ky* f(z)| > 5} :u{x cR"™: ;\Kl x fx)] > 1} —HKl * [l
< —||K1||1||f||1
< Ol(j ") el i

Além disso, como
a,n
Kol) = V(a,n)

T Xzi>r < V(o,n)R*"

e pela desigualdade de Young,
152 # flloo < N1ElloollfIl < Cala,n) RE|If [ = Calan) R4 || f |1

Escolhendo .
R= <202(04,An)||f||1)"

A A
| Ky * f(2)| < 3 q.t.p. em x iﬂ{xER": |y + f(2)] > 5} —0.

temos que

Logo, para tal R, usando o Lema 2.2.2; temos

s 1K f@)1 >0 < o @1 > 3 e e o) > 3

< C(a, n)

(FAlR
Ci(a,n Cy(a,n 1 "
Gl g, (2ol

_(Clanlflly "
_ Ecm,%flgq
N ,
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pois

Portanto, I, é fraco (1, q).

Sejam R > 0, K; e Ky como no item (i). Podemos escrever

Lf(z)= | flz—y)Ki(y)dy+ . f(z —y)Ka(y) dy.

R

57

Para a primeira integral, como K7 é uma funcao radial, decrescente e integravel, pela

Proposigao 2.2.12 e usando as contas feitas em (i) temos

[ e = ) ay| = 1o« )

gy(a,n)Mf(x)/ ly[*" dy

lyl<R

= cR*Mf(2),

no qual ¢ = y(a, n)|S"!|. Para a segunda integral, usamos a desigualdade de Holder

e obtemos

[ e nrata -

Como no item (i), temos que de fato K, € L” e ainda

/

|l < Ao m) §7 R0 < eR i

Assim,

[ =Rl ay| < e 11,

n- (W)

Laf(2)] < M f@)5]| Il "

Agora considerando

obtemos

/ RO dy' < Al el

Como a fun¢ao maximal de Hardy-Littlewood é limitada em L? (pela Proposi¢ao
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2.2.11), concluimos que

o flly < cllflly N AE,

=il ([ st |de)
T [ |MfG |de)”]
— dIflly ° |\Mf||ﬁ

< dlIflly *ellfIlE

= C||f]lps

no qual C' é uma constante positiva.
O

Observagao 2.5.1 (Motivagao para definir o expoente de Sobolev). Seja u € L¥(R™).
Para A\ > 0, definamos
uy(x)=u(Ax).

Temos que uy € LP(R™). De fato, para y = \x temos que
i@ do = [ Jua)lde =3 [ )P dy =Xl < .
Rn Rn Rn

Ainda,
[uxllp = A" [lull,

Notemos que para \y = z, obtemos
u(Ay)

Louy(z) = a,n/—
A( ) 7( ) R"|x'_ZAnia

:fy(Oz,n))\"/]R %dz

LR

zv(a,n)k"‘/R M

n Az — 2"
= A" “Lyu(\x).

Além disso, para A\x =y,

[Toun(x)|9de = A" | |I,u(Ax)|? dx

R™ R7

— yeay / Lau(y)|? dy

Ca_n q
= (V7 )
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e entao, .
Hauallg = A7 [ Laully.

Do Teorema 2.5.4, temos que
Hauallg < Clluall, = A7 [[Laully <A77 [|ullp.

A dltima estimativa vale para todo X > 0. Sendo assim, € necessdrio que os expoentes de

A sejam iguais, isto €,
n n 1 1 «

- — — = —— —_ = - — —

q p qg p n
Por fim, observemos que como q > 0, entao p < n/a, que € uma das condi¢oes do Teorema
2.5.4.

Na introdugao desse texto afirmamos que o item (ii) do Teorema 2.5.4 é falso parap = 1,
ou seja, nao é verdade que o operador potencial de Riesz é forte (1, q) para ¢ = n/(n — «).
Vejamos a seguir um contraexemplo.

|a—n

Exemplo 2.5.1. Seja {u.}.~o uma aprozimagao da identidade. Sendo K (x) = v(n,a)|z
temos que

)

Ly (z) = K xu.(x) — K(x),
quando ¢ — 0. Suponhamos que o resultado (i1) do Teorema 2.5.4 seja vdlido para p = 1.
Entao,
[ Laue(2)]|g < Clluclly = C,
o que tmplica que

liminf/ |l ue(z)]|? dx < oo.

e—0

Mas pelo Lema de Fatou, obtemos

/ \K(x)|qu:/ lim inf | Ly (2)] do

< liminf/ |Iyue(x)|? dx < oo.
R

e—0

Contradicao, pois

I 1
/ !K(w)lqdwzv(n,a)q/ (m) dx:'y(nya)q/ T 4% = oo
" e \ |2 rn ||

2.6 Transformada de Riesz

Como visto na Secao 2.4, o operador transformada de Hilbert atua em func¢oes definidas
em R. Nesta secao, o principal objetivo é introduzir o operador transformada de Riesz, que
é uma generalizagao da transformada de Hilbert atuando em fung¢oes em LP(R™). Também
iremos apresentar alguns resultados importantes, como a limitacao da transformada de
Riesz em LP(R™) para p > 1.
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Definigao 2.6.1. Dizemos que uma distribuicao T € D'(R™) é homogénea de ordem k
quando, para todo t > 0 e p € Cg°(R™), valer

no qual
1 _
pi(x) = el (t ')

para todo x € R™. De modo andlogo definimos distribuicao homogénea de ordem k em
S'(R™).

Para z # 0, denotaremos = € R" por = = |z|z/, no qual 2/ € S"~1.

Proposicao 2.6.1. Seja Q uma funcio definida em S™', integrdvel e de média nula, ou

seja,
/ Q(z")dx' = 0.
Sn—l

Entao, para ¢ € S(R™), temos que

p. Q(x;) () = lim Q<y,i)s0(y)dy
( |z| wi>e 1Yl

define uma distribuicao temperada.

Demonstracao. Seja ¢ € S(R™). Entao,

v.D. <§|25|i)> (p) = lim ') o(x)dx +/ Q(x/)w(:c) de.

0 Jocp<r 2" w1 2"

O segundo termo do lado direito da igualdade pode ser estimado por

’/x|21 %g@(m) dx‘ < /lgc21 ()] (1 + |x|2)i!<p(a:)|da;

2l (L5 aP)
)

< — ~ 7 dx

< prol9) /| 2 (11 [ P)F

1

= Q e ———d
L e 28

no qual pgo(p) ¢ uma seminorma de ¢ em S(R") dada por (1.5). Em particular, para

k =1 temos
‘/|$|21

Para a primeira parcela, como a média de Q é zero em S™ !, temos que

Q(a' "1
/ ) dx‘ = (/ Q2" dm’) / —dr =0,
e<|z|<1 |:L‘|n Sn—1 e T

?fli) o(z)dx

< pro(@)Q|L1(sn-1)-
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e portanto, podemos escrever

lim A o(z) dr = lim U

e=0 e<|z|<1 |x|n €0 e<|z|<1 |x|n

(x) = (0)] da.

Segue pela desigualdade do valor médio que

/6 Q(x/)go(x) dx

<|z|<1 |I|n

<

sup {rw<s>|}‘ 19012151y < IVl 122150

s|<1
Isso vale para todo € < 1. Assim, obtemos

Q /
lim (')

€20 Jeclzl<1 ||

p(x) dz < |[|Qf|1(sn-1) Z p1.5(¢).
1Bl=1

Q(z')

||

Logo, como v.p. ( > ¢ um funcional linear, segue que esta distribuicao é temperada. [J

Da posse desta proposicao, podemos definir uma classe especial de operadores integrais
singulares da forma

Tf(z) = lim U)o~ yyay, (2.13)

e=0 Jiyise |y

para f € S(R™) e €2 como na proposigao anterior. De fato, podemos escrever que

Tf=wv.p. (?i:fn)) * f,

o que mostra que (2.13) esta bem definida.

Lj

Exemplo 2.6.1. Q;(z') para j = 1,...,n tem média nula. Para mostrar tal propri-

|z _
edade usaremos as coordenadas polares, ou seja,

)
r1 =rcosb,

ZTo = 18in #q cos O,

3 = rsin ¢ sin 0, cos 05,

Tp_1 =1sinfysinb,...sinb,_ocosb,_1,

(T =T sinf;sinfs,...sinf,_,sinf,_1,

com |x|=r>0,60,...,0, 2€[0,7] €0, €[0,2n]. Assim, para j =1 temos
™ ™ ™ 2
/ rydx’ = (/ cos By sin" 2 6, d61> (/ sin” 3 02d92) </ sin 6n2d9n2) (/
Sn-1 Ao 0 0 0
0

=0.

denl)
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Para j =2, temos

T s ™ 21
/ xhdr' = (/ sin”~' 4, d@l) </ oS By sin™ 3 B d@g) o (/ sin6,,_o d@n_2> (/ d@n_l)
Sn—1 0 \Jo 0 0

J/

0
=0.
Sequindo de maneira andloga, para j =1,...,n — 2, temos que
/ 2 dr’ = C (/ cos f; sin" U+ g, dﬁj) =0,
gn—1 0

0

no qual C' € o numero resultante da multiplicacao das outra integrais. Para j = n — 1,

obtemos .
/ z, _,di’ =C (/ cos 0,1 d9n1> =0,
gn—1 Mo

~
0

Finalmente, para j = n, temos

2w
/ .13;1 dl’/ =C (/ sin Gn,l d0n1> =0.
Sn—1 A\ 0

0
Portanto, para todo j =1,...,n, ; tem média nula.
Definic¢ao 2.6.2. Definimos as Transformadas de Riesz R;, j =1,...,n, como sendo
. Yj
Rif(e)=calim [ Y f(a—y)dy,
! e—0 ly|>e ‘y’n—i-l
para f € S(R™), no qual
1 n
¢y =T (”; ) s (2.14)

el € a funcao Gama dada pela Defini¢ao 1.1.4.

Em particular, Q;(2') = z;/|z| tem média nula e entdo R; estd bem definida para
j=1...,n.

Observagao 2.6.1. Denotaremos R = (Ry,...,R,). Quando R;f € LP(R™) para todo
7=1,...,n, entao a norma LP de Rf é dada por

IR ANy = Y IR Ny
j=1
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Observacao 2.6.2. A transformada de Hilbert ¢ um caso particular da transformada de
Riesz. De fato, quando n = 1, temos que

f(x—y)d

ly|>e Yy

Rif(z) = ¢ lim Y (x —1y)dy = 7 'lim

y=Hf(z).
e—0 ly|>e |y|2 e—0
Proposicao 2.6.2. Seja f € C5°(R"). Entao

lim R;f(x) =

T—r00
para todo j =1,...,n

Demonstragao. Seja Q;(x') = c,z;/|x|. Para f € C5°(R™), podemos escrever

- () (y)
R, =1 AL AvA —)d AL — ) du.
jf(r) = lim e T flz =y y+/|yl>1 " flx—y)dy

Como f tem suporte compacto, podemos supor que o suporte da f esté contido em B(0, R),
para algum R > 0. Para |z| > R+ 1 e |y| < 1 temos que

o=yl =fa| =yl = R+1-|yl = R
Logo, f(z —y) = 0, para todo || < R+ 1 e |y| < 1. Entdo, para |z| suficientemente

grande, temos que
Q,(y
/ —j(n>f(:v—y)dy=0,
e<|y|<1 ‘y’

para todo € > 0. Assim,

Q(y)

lim —
e<|yl<1 |y‘

e—0

f(x—y)dy =0.

Para |y| > 1, fazendo a substitui¢ao de variavel z = x — y, obtemos

A’MQ'(' )f dy‘ ’/z 2[>1 !xx—;|:)f(z) dz
< /MMW )\ dz

2"
1
<l g BO. R
Rn
R

no qual o dltimo termo tende a zero quando |x| — oo, o que conclui a demonstragao. [

Teorema 2.6.3. Se T € S'(R™) ¢ homogénea de ordem k, entio T € S'(R™) é homogénea
de ordem —n — k.
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Demonstragao. Seja ¢ € S(R™). Para x = ty,

O = [ e adn = [ )
= 5(1¢)

Como T é homogénea de ordem k, entao
T(pr) =T (@) =Tt ")
=t"T(P1)
=t"""T(p)

=t * T ().

Portanto, T ¢ homogénea de ordem —n — k. ]

Observe que podemos denotar a transformada de Riesz por

Rif(x) = K; * f(x),

' K=y (1)

x T A
com ;(x) = cnl—]|. Como K ¢ homogénea de ordem —n, entao K; ¢ homogénea de ordem
x
0. Isso nos leva a questionar qual é a representacao de K;. Para responder esta questao
precisaremos do seguinte resultado preliminar:

no qual

Proposicao 2.6.4. 9,,|z|'"™" = v.p. <|T—j+1) (1 —n) em S'(R™).

x n
Demonstragio. Seja ¢ € S(R™). Usando integral por partes e o Teorema de Divergéncia,
obtemos

O |2 () = =27 (0, )
1

= —lim 0, 0(y) dy
€0 ly|>e |y|n_1 Y

1
= —lim U Dy, (—) p(y) dy —/ e ey vy dy' |
=0 [fiyse 7 \lyl"™! yl=1 !
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no qual v;(y’) ¢ o vetor normal & superficie |y'| = 1 no ponto y'. Pelo Teorema da Conver-
géncia Dominada, a segunda integral da ultima linha tende a zero. Assim,

- . Ui
O, 2| (p) = (1 — n)lim —o(y) dy.
e=0 Jiyise |y[m Tt

]
Como consequéncia do resultado acima, juntamente com a Proposi¢ao 2.5.1 obtemos:
Proposicao 2.6.5. I/(\J(f) = ISSJI

Demonstracao. Das Proposicoes 2.5.1 e 2.6.4, temos

vp (T)( )= 2 ()

_QWF@)% &
R RRE
_ i A&
no qual ¢, é dado por (2.14). Portanto,
= &
Ki(€) = —i2L.
1O =g
O
Proposigao 2.6.6. (/Rm(f) —z— F(&) para toda f € L2*(R™).

Demonstracao. Como na demonstracao da proposicao anterior,

Agora se f € S(R"), entao pela Propriedade (iv) da transformada de Fourier

A6 = e v () <] ©
—au[on ()] 070
—4%ﬂ&

Agora como S é denso em L?, segue diretamente do Teorema de Plancherel que o resultado
também ¢é valido para L?. O
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Corolario 2.6.7. Seja f € L. Entdao R;f € L*.

Demonstracao. De fato, usando Plancharel duas vezes obtemos

&

|§| _||f||2 [1£1l2-

1R lls = 1B 7]ls = H

Coroléario 2.6.8. Se f € L*(R") entdo ZRJQ-f = —f.
=1

Demonstracao. Aplicando a transformada de Fourier em R? f obtemos

— & —— 2
[Ri (R )IE) = =% (R £) () = =25 F(§)
i iy
Como soma das transformadas é a transformada da soma,
DI Z /() = =7(0)
Assim, como a transformada de Fourier ¢ isometria em L? (por Teorema de Plancherel),
obtemos o resultado. [
Observagao 2.6.3. O coroldrio anterior mostra que Z?:l Rjz- = —1, no qual I é o operador

identidade em L?. Como S é denso em LP para p > 1, seque que o resultado também é
vdlido para LP.

Proposicao 2.6.9. Se u € S(R") entdo 0,, Rju = 0, Ryu, para todo i,k =1,...,n

Demonstracao. Pela Propriedade (vi) da transformada de Fourier e pelo Corolario 2.6.8,
temos

—

(O Ryu)(€) = 2mig (R;u)(€)

— 2rige | ~i£A6)

=2 { o]

— 2rig; (Ryu) (€)
— (O, Bru)(€).

Aplicando a transformada de Fourier inversa na igualdade acima obtemos o resultado. [J
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Lema 2.6.10. Sejam 1 < a <n e u,ip € S(R™). Entao

/ R;I u(z)Y(x) dr = / I Rju(x)y(x) dx.
Demonstracao. Pelas Proposicoes 2.6.5 e 2.5.2 obtemos

(RiTow)() = [R;(1aw)](€)

T
- |§|(Ia )(f)

—

= €7 (Rju)(€)
= (laRju)(£).

Seja ¢ € S(R™) tal que @ = 1. Entao pela identidade acima temos que

O proximo teorema é uma generalizacao do Teorema 2.4.4.

Teorema 2.6.11 (Calderén-Zygmund). Seja K € S'(R") N L}

loc

(R™\{0}) satisfazendo:

(i) |K(€)| < A, para todo £ € R™;

(i1) |K(x —y) — K(z)| de < B, para todo y € R™.

|lz[>2]y

Entao o operador T definido por Tf = K x f € forte (p,p) para 1 < p < oo e fraco (1,1).
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Como resultado direto do teorema acima, temos que a transformada de Riesz é forte
Q2 ;

(p,p) para 1 < p < oo e fraco (1,1). De fato, se K;(x) = v.p. ( |(|x )) com (') = cnr—J’
z|" x

e ¢, dado por (2.14), entdo R;f = K; * f. Pela Proposicao 2.6.1 e pelo Exemplo 2.6.1,

temos que K; € §'(R™). Ainda, pela Proposigao 2.6.5 temos que

&
€]

ou seja, o item (i) do Teorema 2.6.11 é satisfeita. Além disso, afirmamos que se

<1

‘ —
— ?

Ri(€)] =

entdo K satisfaz o item (ii) do teorema. Com efeito, seja |z| > 2|y|. Pela Desigualdade do
Valor Médio, temos

1
|K(z —y) — K(z)] <[y| sup |VK(Z)|§C|y|< sup W)

z€[z,z—y] z€[z,x—y|

Fazendo z = x — ty, para t € [0, 1], temos que

t t 1
212 lol = ly] 2 o] = glel = (1= 5 ) lal = 31l

2
e entao,
K(e )~ K(o)| < O oo = 2o Y
= W =2 O
Portanto,
[ Ee-y K@l <zioy [
|z[>2]y| 2l >21y] ]
<1
—_ 2n+1c’5n1||y‘/ _er
20yl "
=2"C|S" .
Q /
Mostremos entao que K;(z) = |(|x ) satisfaz
€T n
C
VK| < T

Para j # k, temos que

X Z; T

kst =t (i) =+ Vit
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e entao . .
TiT n +
|8ka](x)| < (n+ 1>|ZE‘”+1 |;,|2k = |l‘|n+1.
Para j = k, temos
i1 n+2
0. K; =|— — 1)—2 :
O N = |fges = O D e | = et
Logo,
n+ 2
IVE;(z)| < o

e entdo K satisfaz o item (ii) do Teorema 2.6.11. Concluimos entdo que R; é forte (p,p)
para 1 < p < oo e fraco (1,1).
Demonstremos agora o Teorema de Caldeirén-Zygmund:

Demonstracao do Teorema 2.6.11. Vamos assumir que 1" é fraco (1, 1). Pela hipotese (i) e
usando Plancharel, temos que T' é forte (2,2). De fato,

[1rr@pds = [ 1K« P do = [1EF)E)Pdg
S LGRGRE
< [ |fie)as
— 2 [P

Assim, pelo Teorema 2.2.10 (Interpolagao de Marcinkiewiscz), T é forte (p,p) para 1 <
p < 2. Defina

K*(x)=K(—x).
Temos que K* satisfaz as hipoteses do teorema. De fato, da hipotese (i) para K temos
‘l/(\*(f)‘ — [ K(—2)e 2 gy
RTL

=|[ K(ye e dy‘
Rn

IR

para todo £ € R™. Logo, K* satisfaz a hipotese (i). Além disso, da hipotese (ii) para K,
temos

/ K*(x —y) — K*()] do = / K(—z+y) — K(~2)| d
|z|>2]y|

|z >2]y]

= [ IKGE G- KE) B
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para todo y € R". Portanto, K* também satisfaz a hipotese (ii). Assim, novamente
aplicando Plancharel e a hipotese (i) para K*, temos que T* dada por T*f = K* x f é
forte (p,p) para 1 < p < 2. Afirmamos que T é forte (p,p) para 2 < p < oo. De fato,
usando o fato de que T* é forte (p/,p’) para 1 < p’ < 2, segue pelo Teorema de Fubini e
pela desigualdade de Holder que

| r@eta) s

I
=
E
S
*
5

<

S~—
U

S

< ATl
< Cllfplllly

1 1 / :
nos quais — + — =1, com 2 < p < oo (ou seja, 1 < p’ < 2), e ¢ € LP (R"). Finalmente,
p

pelo Teorema de Representacao de Riesz,

[T fll, = sup
lleollr <1

< Clflly sup el = Cliflle,

llell,y <1

| TH@ge d

para 2 < p < oco. Portanto, T' é forte (p,p) para 1 < p < co. Basta provarmos entao que
T é fraco (1,1).

Sejam A > 0 e f > 0. Podemos escrever f = g 4+ b nos quais g e b sao como na
Observagao 2.3.2. Note que, como |T'| é sublinear, entao

Hz e R" . |Tf(x)| > A} <

{x eR": |Tg(x)| > %H + {:v eR": |Th(x)| > %H

Para a primeira parcela, como T ¢é forte (2,2) (pela hipotese (i) + Plancharel) e usando a
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Observacao 2.3.2, obtemos

A
H:EGR":|T9(3;)|>—H:/ ldx
2 {xER":\Tg(w)|>%}
4
< |T9($)|2d93

A
4 1o 2
pA Jg(a)P do
4A2(1 + 2”)
< ———flh
Para a segunda parcela, como b(z Z bj(x), entao

= ZTbj(x)

De fato, se a soma for finita entao a igualdade é direta. Caso contrario, da Observagao
2.3.3, temos que Z bj — b em L*(R). Assim, como T ¢ forte (2,2), obtemos

J
T (ij —b) <A
j=1 2

quando m — 0o, e portanto T' (Z bj> — Th em L?*(R).

J=1

— 0,

f:bj —b
i=1 2

Temos também que

{x €R": [Th(z)| > 5}' _

)

2

{xE(UQ) ITb(x ;H+ {erQ;;|Tb(x)|>g}

no qual @ ¢ o cubo @); “engordado” com a aresta de tamanho (; = 2y/nl;, sendo ¢; o
tamanho da aresta do cubo ;. Temos que

{erQ I Tb(x) H

= (2vn)" ) 1Qj]
= (2v/n)"
< &) f)

— I/l
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Além disso,
A
x € Q7)) :|Th(x) —}' = / ldx
H <U ) 2 {xe(UQ*)C |Tb( x)|>)‘}
/ x)| dz
Q
; / x)| dz.
Se mostrarmos que
/ Thi(x)|dx < B/ b;(z)| dz (2.15)
(@) Q

terminamos a demonstracao. De fato, como
plde < [ s@ldss o [ f@lde) [ 1ae=2 [ (@)
Q; Qj ‘Q]‘ Qj i Qj

entao se (2.15) for vélido, teremos

er(UQ) ITb(z) H Z )| dz
4B

B T UuQ;

< )5l

|f ()] dz

Mostremos entao a desigualdade (2.15). Como / b;(y) dy = 0, temos que

J

Th(a) = K sbia) = [ K@= pbdy= [ 1K@—p) = Ke =)o) dy

no qual ¢; é o centro do cubo @);. Pelo Teorema de Fubini,
| =y - K- )b dy] ds

b:(x) de =
Jugy =,
b. Kz —vy)— K(z —c;)|dx | dy.
Qj|]<y>|(/(Q;)c\< y)— Kz —¢) )y

Vnl;
2

Como

|$—Cj|>\/ﬁfj:2

> 2|y — ¢
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para y € );, entdo pela hipotese (ii),
/ C]K(a:—cj+cj—y) — K(xz —¢j)|dz
(@)

</ K —¢;— (y— ;) = K(x — ;)| do < B.
|z—c;|>2|y—c;|

Logo, . .
{ze (Ua) s o> 3§ < L
e portanto,
o € R [Tf(x)] > )| < (4421 +27) + (2v/)" + ) L1
ou seja, T é fraco (1,1). B

A seguir vamos apresentar o que é conhecido como Método das Rotagoes, que tem
como aplica¢do mostrar, de outra maneira, que a transformada de Riesz é forte (p, p) para
1 <p<oo.

Seja T' um operador unidimensional limitado de LP(R) em LP(R). A partir de T,
estamos interessados em definir um operador T;, limitado de LP(R"™) em LP(R") para u €
St Seja L, = {\u : A € R} e L} seu subespago ortogonal em R”™. Assim, dado x € R™,
existe tnico r1 E Re T € Lj tal que x = xz1u + Z. Definimos

Tuf(2)=T(f(-u+1))(21) (2.16)

para toda f € LP(R") q.t.p z. Dessa forma por uma mudanga de variaveis e o Teorema de
Fubini segue que

[ Tf@Pde = [ TGt D)) da

= / , ( / T(f(ut 7)) ()] dg;l) iz
= 05/% (A!f(-u+f)(x1)\del) dz

b | (@) de,
R'IL
e portando T, é limitado de LP(R™) em LP(R™). A seguir alguns exemplos especiais de
operadores da forma T,,.
Exemplo 2.6.2. A func¢ao maximal de Hardy-Littlewood direcional
1 rh

M, f(x) = sup o |- !f(fv — tu)|dt.
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Exemplo 2.6.3. A transformada de Hilbert direcional
flz —tu)

[t|>e t

H,f(x) = 7""lim dt.

e—0

O proximo resultado que iremos mostrar é uma consequéncia direta da desigualdade de
Minkowski para integrais.

Proposicao 2.6.12. Dado um operador unidimensional T limitado em LP(R) com norma
C,, seja T, um operador definido como em (2.16). FEntdo para toda Q € L'(S™') com
média nula, o operador Tq definido por

Tof(z)= /S (T, () du

¢ limitado em LP(R™).

Demonstracao. Pela desigualdade de Minkowski para integrais obtemos

([ msera)”< ([ [ owimmea] )"
< [ ([ owpmipa) "

1/p
= [ e ([ mrera)
Sn—1 Rn
< Gyl llincen |2y

]

Podemos aplicar a proposigao anterior para operadores da forma (2.13) quando ) é
uma fungao fmpar. De fato, se f € S(R") entéo

O
—hm/ / (v) flx —ru)drdu
e—0 Sn—1
=— hm Q(u) ( Jlw=ru) dr) du.
r|>e

r

A tultima igualdade decorre simplesmente do fato que 2 é fmpar. Além disso temos que

Tf(z) = lim o </1>|T|>E o =ru) = /) dr) du

2 =0 r

1 flz —ru)
+ §/Sn1 Q(U) ( 31 r d?“) du,
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ja que © tem média nula. Como f € S(R") segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada
na expressao acima que

Tf(x) = % /S Q) (lim Mdr) du.

e—0 "I“>E T

Pelo Exemplo 2.6.3 concluimos que

THa) =~ /S Q(u) Ho f (x) du.

Em vista da expressao acima podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolério 2.6.13. Seja Q uma fungdao impar como na Proposi¢io 2.6.1. Se Q € L'(S™™1)
com média nula entao o operador definido em (2.13) € limitado em LP(R™) para 1 < p < 0.

Demonstracao. Decorre imediatamente da proposicao anterior e do Teorema 2.4.4. [

/ x5 ~ . ~ , - .
Como ;(z") = — é uma funcdo impar, entao segue do corolario anterior que a trans-
e

formada de Riesz é forte (p,p) para 1 < p < 0.



Capitulo 3

Principal Resultado

Nesse capitulo apresentamos a demonstracao do resultado principal do artigo [1]. Além
disso, versamos sobre um contraexemplo para o caso n = 1.

3.1 Demonstracao do Teorema 3.1.1

Por um abuso de notacao iremos denotar por C' como uma constante positiva que
depende de n e «, e seu valor pode ser alterado no decorrer das manipulagoes algébricas.

Teorema 3.1.1. Sejam n > 2 e 0 < a < n. Entao existe uma constante C' = C'(a,n) >0
tal que

para toda v € C(R") tal que Ru € L'(R™;R").

Demonstragio. Seja u € Cg°(R™) tal que Ru € L'(R™;R™). Afirmamos que é suficiente
demonstrarmos que, para todo j € {1,...,n}, existe uma constante C' = C'(a,n) > 0 tal
que, para toda ¢ € C§°(R™),

< Cl|Rul| ot @nm) 19| osec ey (3.2)

/ Rjul,p(x)dz

De fato, para demonstrar (3.1), provaremos as seguintes desigualdades

7j=1
¢ n
> R Lot s ny < ClIRul| g1 zogeny, (3.4)

J=1

para toda u € C§°(R") tal que Ru € L'(R™;R™).

76
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Inicialmente vamos demonstrar a estimativa (3.3). Pelo Corolério 2.6.8, desigualdade
de Holder e usando o fato de que o operador R; ¢ auto-adjunto e limitado em e “(R™)
(pelo Teorema 2.6.11), obtemos

/ Lu(a)p(r) da

:_Z/nm (Byp(x)) da
_ Z / Ry(lou(@)) Ryo(w) da

<Z _|R(Tau(x))[ | Rye(w)| do

< Z ”Rj([ozu)HL”/(”*OO(R”)‘|Rj90HL"/O‘(Rn)

j=1

<C (Z HRJ‘(IaU)HLn/ww(Rn)) ol e mnys

j=1

para toda ¢ € C§°(R™). Agora pelo Teorema de Representacao de Riesz 1.1.11,

J=1

para toda u € C§°(R"), e assim obtemos a desigualdade desejada.

Para provarmos a estimativa (3.4) é suficiente demonstrar que

/ Rylu(a)p(x)ds

< CllRull 1 @ gy | @l /e ey (3.5)

para cada j = 1,...,n, e para toda ¢ € C§°(R"). Entdo vamos demonstrar a estimativa
(3.5). Primeiro, pelos Lemas 2.5.3 e 2.6.10 obtemos

Rl dr = [ LR de = [ Rl ds

Rn n Rn

Agora, da desigualdade (3.2), temos que

/n Rl u(x)p(x)dx /n Ryu(x)lyp(z)dx

e assim obtemos a estimativa (3.5). A desigualdade (3.4) segue diretamente do Teorema
de Representagao de Riesz 1.1.11. Dessa forma, assumindo as desigualdades (3.3) e (3.4),
obtemos

< Ol|Rul|pr gyl l] e mny s

[ atull /o) mny < CZ | R Iat|| pn/n-o) gny < C|Rul| L1 gngrny,

i=1
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para toda u € C§°(R") tal que Ru € L'(R";R"). Assim, provamos a desigualdade (3.1) do
Teorema 3.1.1.

Todo nosso trabalho se resume em demonstrar a estimativa (3.2). Sem perda de gene-
ralidade, consideremos j = 1 e escrevamos = = (2/,2,) € R"! x R. Considere também
p € C§°(R™) tal que suppp C B(0,1) e

/np(x)dx =1.

Definamos p. = p(x/c)e™ e ¢.(z) = (¢ * p-)(x) para € > 0 fixo. Escrevamos

/ Ryu()Lp(w) de = /R ( /R Rl @) Ll ) dm’) dz,,

e destacamos a integral em R"~!. Podemos reescrevé-la como
/ Ryu(a', xy) lop(2', x,) da’ = / Ryu(z!, zp)[Lap(2, xn) — Lope (2!, )] da’
Rr—1 Rn—1
+ Ryu(2', x) [ope (2, xy,) da’

Rn—1

=1I(e) + I(e).

Para o primeiro termo iniciamos com a seguinte desigualdade
H@NS/)|Rw@%mmhﬂfwm—Lwdfwmwf (3.6)
]Rn—l

Agora, vamos estimar o termo I,o(2,x,) — I,p-(2',2,) em R"1. Iniciaremos com o
seguinte lema.

0
Lema 3.1.2. I,p.(z) — I,ps(z) = / 5 [por * Inp(x)] dr, para 0 < § < e.
5 r

|O¢—77/

Demonstracao do Lema 3.1.2. Lembrando que I,p, = Kx,, no qual K (z) = vy(a,n)|z
temos, pelo Teorema de Fubini,

b

Lopr = Kxpxp.=p.x Kxp=p.*Iop € C7((0,00))
na variavel r. Assim, dado z € R", do Teorema Fundamental do Calculo obtemos
Lope(2) = Taps(x) = pe * Lap(x) — ps * Lnp()

= /6 % [pr * Ioz90<x)] dr.
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Entao podemos escrever

Lop=(z) — Latps(z) = /5 </ or(z — y)faw(y)dy) dr

no qual

Lema 3.1.3. lim I,p.(z) = Loo(z).
e—0

Demonstracao do Lema 3.1.3. De fato, usando o fato de que {p.}.~0 ¢ uma aproximacao
da identidade, obtemos

lim I, (z) = lim p. % Iop(x) = dg * Lop(x) = Lop(x),
e—0 e—0
no qual g é a distribuicao delta de Dirac centrada na origem. ]

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue

/; (/ or(z —y)lap(y )dy) dr —>/ (/ Ur(x—y)[agp(y)dy) dr

quando 6 — 0. Agora, pelo Teorema de Fubini, obtemos

/o6 (/ or(® = y)lap(y) dy) dr = /0E (/n on(z — y) (K * 0)(y) dy) 0
[ Lot ([ xo-2010) as] v

/05 / / or(w = y)K(y — 2)p(2) dy dz} dr
/05 / 7 (/ orl@ = y) Ky —2) dy) dz} dr.

Para z € R", fazendo a substituicao de variavel y =y — z,

[ ([ ote-stactiin)ae= [ [[ o1 ([ ote—= - incanas) ]
/0 [/ [Ur(l‘—z)dz} dr
/ </ Laor(z — )w(y)dy) dr.
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Lema 3.1.4. |[,0.(2)| < C/(r + |2])"*"" para todo = € R™ e r > 0.

Demonstra¢ao do Lema 3.1.4. Separemos em dois casos: |z| < 2r e |z| > 2r. Quando

|z| < 2r, temos
Lt G () e we (2) ]

ST/Ip( TVo ()l g,

2=yl

|Iagr(z>| =

Antes de prosseguir, faremos duas observagoes.

(i) Como o suporte de p estéd em B(0,1), entdo o suporte de p (+) esta em B(0,r).
De fato,

§€B(0’1):>‘§’ <l=|z|<r=xz¢e€B0,r).

Portanto, o suporte de Vp (;) esta em B(0,r).

(ii) Para y € B(0,r) temos que

) n ) ) Y

o ()= () El =Tl G+ 7 Q)5
<— oo n - v oo n
< Mol + | 2| 190l e

IN

n 1
—|lpll oo ®ny + ;HVﬂHLw(R")

IN
Q=

Prosseguindo usando as observagoes, obtemos

|]aar(z)|§r_/n‘ “p (%) +Vp (¥ ).%}dy

N
.Y
™ JB(0r) \Z— |"°‘

C 1
< o [ m——C
r B(0,r) |z =y

C / 1
— T d?%
rtl B(z,r) |y|n—a

com § =y — z. Para 6 = min{|z|/2,r — |z|/2} = ¢cr (0 < ¢ < 1), temos que

1 ~ 1 1 -
/ = @2/ na@+/ =tnza W,
B(z,r) 17| B(z,7)NB(0,5) |9 B(z,7)NB(0,8)¢
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e podemos limitar a primeira integral da direita da igualdade acima por

1 1
/ L5 < / aj
Bl=)nB(0) 19" B(0,6) [g]n—e

Rn 1
Sn 1
| ’ / Rn «

= (Cd”
= Cr°.

Para a segunda integral, como

1
G B0.0)=|jl>0=er=— < ¢

|y|nfa - pn—a

entao podemos limita-lo por

1 C
/ Sln—a d@; S n—o / 1 d@;
B(z,7)NB(0,5)c 7l r B(z,7r)NB(0,5)c

(z,7) N B(0,9) |

(2,7)]
B O|Sn_1 ’rn

TTL—Q

=Cre.

Concluimos que
re C

,,an—i-l - frn—oz—i-l

|I,0.(2)| < C

para |z| < 2r. Para terminarmos a demonstracao do Lema 3.1.4 (para |z| < 2r), basta
observar que

z r=(zl+7r)" Ty =3
| | S 2 (| | )n a+1 S (3 )n a+1 371 a+1l, n—a+l
1 C

= rn—a+l — (’Z‘ + r)nfaJrl’

e entao

C

Lo )| <7
| ( )’ (|Z| +r>n—a+1
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para todo |z| < 2r. Agora, para |z| > 2r, observemos que

0 (o(2)2) = (o 2) 20 (1) 2)
S0, ((9)2)

Assim, da integracao por partes, temos que

Yy. L 4 n,y(Y
Iagr(z) — g/ vP(’I‘) 2T rp(r) dy
B(0,r)

rn 7 |Z_y’nfa
o mbe,
o — y|n—o

_/ Zj:l yj[ (%) yTJ} dy

Iz - yl"‘“

y]:|
z / aulell el
rn o) ‘Z— ‘na
C Y) Y%
O [ O e
™™ JB(0,r) | r/sor ™ JoB(o,r) |Z_|

Como o suporte de p (;) estd em B(0,r), temos que p(%) = 0 para |y| = r. Logo a
ultima integral da tltima igualdade acima é igual a zero. Além disso, a derivada parcial
na primeira integral do tltimo termo acima é dada por

1 —nta
% [W] =0, (21 =)+ (2o — )]

N+«

= 9 [(Zl - y1)2 o (20— yn)ﬂ

=(n—a)lz—

y|7"+a72(2j - yj)
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Assim, fazendo a substituigao de variavel w = y/r < y = wr, obtemos

R e KL
— T de
Zr"/m !Z— \"a!Z |

¢ ~| (DT z-y
- r/or d
" /BW) Z [|z —yr =yl

C Y\ ¥ _
- p('f‘)n'l‘a Z y dy
- | |z =y

) |2
:_/ W=z
B(0,1) |z—wr|" o |w7“—z|

-cf plojw _ wr -z g,

o1 |2 —wr|r |wr—z|

Como [p(w)w] < [|p =g lw] < [lpll =@ » temos que

|IaO'7~(Z)| < C/ |p('lU)UJ| . |’LUT—Z| dw

B(0,1) |z —wr|"m |wr — 2|
1
B(0,1) |z —wr|"

C / 1
- —706 dw-
[z Sy |2 _ "

T
ERRE
Notemos que
r 1 1
\A>%@-> = lw—|=|w— <1-= ==,
|| E | 2 2
entao
z r z ‘ r 1
— —w > =l —|lw—|>1—-===
2l Lzl T || 2
e portanto
1 2n—a+1
[ERRE]
Logo,
1 n—a-+1
—dw < 2 dw
B(0r) | 2 _ qpl B(0,1)
Bl l2]

= 2" B(0, 1),
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ou seja, a integral é limitada por uma constante independente de z. Portanto, obtemos

C

|Z‘n—oc+1'

[ Lo (2)] <

Para concluir a demonstragao do Lema 3.1.4 (para |z| > 2r) basta observarmos que

T<M:>|z|+r<|z|+mzé|z|
2 2 2
N 1 <3 1
lz| " 2|z|+r

w

N 1 - n—a+1 1
e S\2) Gl

e consequentemente,

C

IaO'r )<V
| ( )’ (|Z| + r)n—a-i—l

para todo |z| > 2r. Como a desigualdade ¢ valida para todo |z| < 2r e |z| > 2r, entao ela
¢é valida para todo z € R" e r > 0. ]

Voltemos a estimativa do termo I,p(2',z,) — Iopc(2', z,). Dos Lemas 3.1.2, 3.1.3 ¢

3.1.4, temos que
/E (/ Lo (2 —y)w(y)dy) dr

/ Naor(z ~ )Ilw(y)ldy) dr

C/a (é (r + ’;go_( y)”)" P dy) dr

o[ (L it St e )

Nosso proximo passo é estimar

© o', yn)| /)
sup / —— dy' | dy,dr.
/ / ( wrt (74 (@ 20) — (s ya) )]

|Ia§0($/7xn) - Ia@e(xlaxnﬂ =

IN

IN
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Inicialmente, da desigualdade de Hélder em R"™! com p =n/a e p’ = n/(n — ), obtemos

o(y)] ,_ 1 ; /
/Rn—l (T’ + |x — y|)7L—04+1 dy o Rn—1 5 n—a-+1 ‘90<y ayn>| dy
(r+ VI =1

+ |In - ynP)

n—«

1 N n
/ 1 ez Y (/ W)l dy/)
R (7‘ + \/|w’ ) R

- y/|2 + |xn - yn|2

IN

[e3

1 n B
= / e (/ (Y’ )@ dy') :
Rn—1 (T+ \/‘;L'/ n—a Rn—1

—y P+ Jo0 — vl

o= ([ et

sup |Ia§0('7xn) - IQQOE(',I’H)|

x/ €R"— 1

Agora definamos

Temos que

© 1
<C sup / / D (y,) / ——dy dy,dr.
z'eRn—1 Jo R Rn—1 (7" + \/’x/ n—a

— P+ [zu— P

Lema 3.1.5. Temos que

1 4y - C

/ - n+n70¢ - —_ 2_%
ket (r+\/|x’—y’|2—|—|xn—yn|2> (r+ |20 = yal)

Demonstracao do Lema 3.1.5. Como a? + b> > 2ab para todo a,b > 0, entdo
(a+0)* =a®+ b+ 2ab < a® + b* + (a* + b°) = 2(a® + b?)
= a+b<V2Va + 12,
para todo a,b > 0. Usando este fato com a = |2’ — /| ¢ b = |z, + y,|, obtemos
2" =y + [0 = yal S V2V]2" = '[P+ [0 — yal?
=+t =y |+ e = yal S V2 (r+ VI = yP + 20—yl
= ! < V2
VAL A R T e e T Bl L A
nt -1
! < (v2)" 7

<r + \/|ZE’ - ?/|2 + |$n - yn|2>n+m a (T + |$/ - y/| + |mn - ynl)

EN

n_
n+ n—a
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e portanto,

1 1
/ n4—2— dyl S C/ n4+—2— dy/
S RV ) Rt (14 fo! = |+ [ — gl

Yy |2 + ’xn - yn’2

3 C / ! iy
> 1 - Ay .
(ot fom = nl) ™ S (1 e )

T+|zn—yn|

Para prosseguir, faremos trés mudangas de variavel. Primeiro, para z’ =3/ — 2/, obtemos

C 1 ,
s / . s
(r + [&n = yn[)"" 7o SR ( #J e

1 + T+|In—yn

Agora fazemos a mudanga de variavel para coordenadas polares. Para |2/| = tw’, nos quais
t>0ew €S2 obtemos

n—2
/ / —— dw'dt,
(T + |xn n Sn—2 ;)n n—a

T+|xn ynl

no qual a funcao integrada nao depende de w’. Entao a integral se resume a

C > t?
— e dt.
A =

1 + T+|wn_yn|
Por fim, fazendo a substituigao ¢ = t/(r + |z, — ya|), obtemos

C /OO n—1
n_ (T+|In_yn|) —Ldt/
(r+ | —ya))" 7o Jo (14 ¢)"Tn=a

C o 2
= o— / ——————dt’.
(r+|zn —ynl) " Joo (L +2)" e
Afirmamos que a integral restante é limitada. De fato, a funcao integrada é continua no
compacto [0, 1], logo é limitada em [0, 1] por uma constante M > 0 e, além disso,

1: 1 _ 1
1+ t’ (1+t/)n+ﬁ ¢

t,n_2

'>1= ——

Logo, temos que

o) t/n—? 1 t/n—Q 00 tln—Z
/ nd dt—/ —dt+/ n4——— dt
o (14¢)" " o (L+t)"" 1 (14t)"Tna
t/n—?
/ M dt + / m dt

:M+/1 ¢ (-2-723) i

—1
:M+(—1— ") —C
n—«o
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Portanto,

C / 1 d > C
—+ n+—t— N4 Yy > —.
(T |$n - yn|) toa Rn—1 (1 &' —y/| ) +to=a (,r. |xn . ynl)l'f'inia

r+|Tn—yn|

Para concluir a demonstragao do Lema 3.1.5, basta observarmos que

n «Q 2n — « n—ao 2n — « a
1+ (1——): - —9_
n—aq n n— n n n

e assim
1—a
n

n

1—a
1 oy < C
n—1 s (r + |20 — yu|) 7o
2 (r = P o — al?) n
C
(T + |In - yn|>2_;

Do Lema 3.1.5, segue que

sup |Ia()0( xn) - a(ps xn C/ / oo dynd’f’
z/eRn—1 r + |:1;n n’) n

O proximo passo é estimar esta integral do lado direito da igualdade acima. Podemos

reescrevé-la como
[ — di
T + |xn n|) "

JEZ

no qual A; = B(z,, 2" r)\B(z,,2'r), para todo j € Z. Por construgao os A;’s sao

disjuntos e U A; =R a menos de um conjunto de medida nula, logo a integral estd bem
JET

definida. Para cada A;, temos

. . 1 1
27 < n— Un| < 2771 = < < — .
T <1+, — Yl r+r Tt ] @)
Assim,
o(y.) L[ %) B2t
2—2 dy" - i+1 2—2 dy"
A (r+ |z —ynl) A, |B(@n, 27900) [ (1 4 |2, — )

o n 2]—4—1
A, | B(@n, 2700) [ [(20 + 1)) =

2+ 1y 1 (y,) d
< = . n n
N [T(Qj + 1)]27; |B($n72]+1r)| B(xn,27%1r) Y Y
27+1 r 1

(2] + 1)2_5 2w |B(an, 2]+1T)| /B(In72j+1r) ( )
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Sendo M o operador maximal de Hardy-Littlewood, por definicao temos que

1

_ d(y,) dy, < M®(xz,,).
Blam 27| S iy ) W ()

Portanto,

9J+1 € N
= dyp,dr < M®(x, _— (/ rith dr)
/ Z/ (r+ \xn n|)275 ( )Z ~ (27 + 1)277 0

JEZ
< Ces%MCI)(xn).

A estimativa acima segue de dois fatos. Para 0 < a < n, temos:
g
. -1 n o
(i) / r ! dr = —en;
0 o

2Jj+1

(ii) Z (—g converge.

27 +1)

O fato (i) segue de um calculo simples. Para demonstrar o fato (ii), inicialmente observemos
que 2 — = > 0, pois

2L 0= m—a>0e=a<m,
n

sendo a ultima parte verdadeira, ja que 0 < o < n por hipdtese. Para todo j > 0, temos

que
2+t 2+t 2.2 _14and
. o_a S 22— = g_a\j =2 (2 1+n)] :
27+~ @2)7T (277)

Como o o
a<n=—-—<1l=-1+-<0=2""" <1,
n n

D 227 —22

7>0 7>0

entao a série

¢é geométrica de razao menor que um, logo converge. Entao pelo critério da comparagao, a
série ]
2j+1

;0 (2 +1)*

também converge.

Para j < 0, temos que
9J+1

(@ + 1%

5050

7<0 k>0 k>0

< 9itl

A série
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é geométrica de razao menor que um, logo converge. Novamente, pelo critério da compa-
ragao, a série

o @

2j+1

também converge. Assim concluimos o fato (ii).
Voltando a demonstragao do teorema, ja temos que

HIOZ()O(W xn) - Ia(ps(‘u xn)HLOO(R”—l) < C&T%M(I)(Sb’n>

Portanto, da desigualdade (3.6), obtemos a estimativa

I(e)| < C’egM@(xn)/ |Ryu(2', 2,)| da’ = Cen M®(z,)|| Riu(, ) |-y, (3.7)

Rn—1

O proximo passo é estimar II(¢). Temos, pelo Teorema Fundamental do Calculo, que

(e) = / Ryu(x', x,) [ope (2 xy,) da’
Rn—1

B / (_ / aanlu(xlv t) dt) [aQOE(gj/’ .flfn) dl?l,
Rn—1 Tn

pois pela Proposicao 2.6.2,
tlim Ryu(z',t) = 0.
—00

Agora pela Proposicao 2.6.9 e pelo Teorema de Fubini,
II(e) = / (— h Oy, Ryu(2')t) dt) Iopo (2, x,) da'’
Rn—1
/R B / Opy [Rpu(z’,6)] I (2!, ) dtdax’
—/ /R 3 Oy [Rou(2!,t)] Inpe (2, 2y, da' dt.
Como n > 2, podemos usar a integragao por partes, obtendo
I(e) = — /oo/]R B Opy [Rpu(z’, )] Inpe (2!, xy,) da' dt
= /OO/ Rou(2',t) 0y [Tape (2, 2,)] da'dt,
z, JRA1
pois pela Proposicao 2.6.2,

lim R,u(s,xs,...,2n-1,t) = 0.
5—00
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Assim, podemos estimar II(¢) da seguinte forma

I(e)] =

Ryu(a',t) Op, [Lap-(2', 2)] dx'dt‘
Rn—1

< sup {|0n, Lnpe (2, 2y, |}/ / |Ryu(z!, t)| da'dt

z/eRn—1

< sup {|0n Lnpe(2', 2y |}/ / |Ryu(x’ t)| da'dt
Rn—1

z/eRn—1

= sup {|0s Latpe (7', 2n) |} [ Fnu(@)] o

z/eRn—1
= Ssup {|ax1]a906($ vxn)” HRnuHLl(R”)-
x’ER”71
Por fim, iremos estimar
sup {|8x1]a906($/7mn)|}-

$/6Rn71
Como feito anteriormente, pelo Teorema de Fubini,
Lo (2 2,) = K % p.x (2, 2,) = pe x K x (2!, 1) = peslaip(a’, xy,).

Assim, novamente pelo Teorema de Fubini,

O Iape = Oy (pe % Inp) = (Op,p2) * Lop = 1o (0p, pc) * .

Oz, pe(x) = Oy (,0 (g) gin) = €n_1+18x1p (g) :

De modo analogo ao caso de I(¢), definamos

Observemos que

o(z) = gn—lﬂazlp (g) :

Pelo Lema 3.1.4, temos que

sup  [1o0q, pe * (', )| = sup
z'cRn—1 z/ ER™

< sup [ a0 pe(z — y)llp(2)] dy

:E’ER”_I Rn

< swp / le(y)] dy

w2 Jar e+ o =yt
/
o oy, )

/ n—a+1
z’eRn—1 JR JRn—1 <6+\/|x/_y/|2+|xn_yn|2>

/ Iaaxlps(x - y)@(x) dy’
Rn

dy'dy,,.
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Para estimar a integral em R™!, primeiro usamos a desigualdade de Holder em R"~! com
p=nj/aep =n/(n—a).

o)l , / 1 , ,
dy = )l d

Y PR P yn|2>

n—oa

n

1 Y
€+ T — )

IN

Yy ‘2+ ’mn_yn‘

1—a

n

1 u n
J CERY el | ([ bewamiar)
e+ | =y A "

Y+ Ton = vaP)

IN

Agora usando o Lema 3.1.5 e lembrando que

ot = ([ et mizar)”,

obtemos
/
n ¢ n
/ oW, yn)| gy <c (Yn) -
S CRR/ i A il
e entao
sup 110,04, p= % (2, 2,)] < C/ = Y.

Para estimar esta integral, usaremos o mesmo método ja usado anteriormente. Podemos

reescrevé-la como
§ / o_n dyn’
(e

JEZ €+ |[En ’Vl|)

no qual A; = B(x,,2"*'¢)/B(x,,2'r). Por construgao os A;’s sao disjuntos e J,, 4; = R
a menos de um conjunto de medida nula, logo a integral estd bem definida. Para cada A;,
temos

1 1
- < < - .
(21 4+1) e+ |y —uyn| (2 41)

Qete<et|r,—yn <2Tet+e=
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Assim,
/ (I)(yn) dy,, = / (I)(yn> |B(-Tna 2j+15)| dy
A e+ |Tn —ya) 7 A, |B(@n, 27| (e + |y — ya])* @

P (yn) 9i+1
S/A |B(z,, 20 +e >|[ (2j +1)]2—g dyn

i+l
< d(y,) dy,
= e+ )P ¢ |Blaw, 2J+e |/w+l> (b) &
2i+1 € 1

= — P (yn) dyn
(2] + 1)2 ae¥n |B($n 2itle )‘ /B(atn,2j+1s)
De modo analogo ao caso anterior, temos que

1

S ®(y,,) dy, < M®(z,,),
Blan, 279)] o, prorg T W (@)

e entao

2j+1

- dy, < M®(z,)e T n ———%
Z/ (e + |:L’n n|)2_5 (n) Z (20 + 1)2_*

JEZ JEZ

< Ce Y Md(z,),

pois ja vimos que a série
Z 27+1
=@y
converge. Portanto,
1L(e)] < Ol Ruullrgnye™ 7 M®(zy,).

Lembrando que

/ Ryu(z!, xp) Iop(2, 2,) da’ = 1(e) + 1(g),
Rn—1

para € > 0 fixado arbitrariamente. Podemos escolher

||Rnu||L1(Rn)

- ||R1U(, xn)HLl(R”*l) '

Assim, das estimativas (3.7) e (3.8) e com £ > 0 escolhido acima, obtemos

/ Riu(z', xp) Iop(x, z,) dx'| < |1(e)| + |T(e)|
Rn—1
< C||R1U( xn)”Ll Rn—1 M@(.’L’n)E% -+ CHR U||L1(Rn)€*1+%M(I)(xn>

1-2

= OBy, 20) [ 1 sy | Bt oy M® ().

92
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Agora podemos finalmente estimar

/ (/ Ryu(2', x,) [op(2!, xy) d:v’) dz,,
R \JRn-1

§// Ryu(x', z,) Iop(2 ) xy,) da’
R |JRn-1

a 1—o
< CllR ey [ I3 sy M B()

/ Riu(a)lap(z) da

dx,

Pela desigualdade de Holder com p =n/(n — «) e

—=1-
P n

11+ %y =2
n o
obtemos

/ Ryu(e) up(a) da

a 1@
< Cll Ryt g / IRyt )| o, M () dit,

o -3 :
| Ryu(- xn)||L1 . 1))" : d:)sn> (/R|M<I>(xn)|adasn>

< OBl (
-
< C’HRnuHL1 </ | Riu(-, x, HLI Rn-1 dxn> HM‘I)HLn/a(R)

)

1_a

= O Rl o // Ryu(a, 2,)| da’ dxn> 1M e
a 1-3

= C||Ruul| f1 gy (/R | Riu(z)] d:v) | M| /e r)
a 1_«

= C|[Rpul| 1 gy | B vl 1 () 1M P Lo/

Pela Proposicao 2.2.11, a fungdo maximal de Hardy-Littlewood ¢ limitada em LP(R) para
1 < p < oo. Logo, em especial para p=n/a > 1,

IM®| /ey < Cl| | s m)

e = ([ e aiar)’

Lembrando que
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entao temos que

/|<I> Tp)| dxn)

oy, )]

dxn>

Rn 1

= // oy, :En|adydxn)n
Rn— 1

Logo, como
| Rull s oy = D || Ryl 1 ey,
j=1

concluimos que

1-2

< C||Ry uHLl(]R” ||R1U||L1 R7) [ M P /gy

/ Riu(@)lop(z) da

o 1—a
S CHRnuHEl(Rn)HRluHL1(’E§n)HSOHL?L/&(]Rn)

a 1—o
< ClI Rl g 1Rl o 2l

= CHRuHEl(Rn;Rn)H90||Ln/a(R")a

para toda ¢ € C°(R") e u € C3°(R™) tal que Ru € L'(R";R"). Assim, demonstramos a
estimativa (3.2) e portanto o Teorema 3.1.1. O

3.2 Contraexemplo

Uma observacao importante é que o Teorema desconsidera o caso em que n = 1. De
fato, para este caso a desigualdade nao é véalida. Temos que a transformada de Hilbert
¢ a transformada de Riesz quando n = 1. Como H ¢é auto-adjunta, limitada em LP(R)
para 1 < p < oo e H?> = —Id, no qual Id é o operador identidade, supondo o Teorema
verdadeiro, temos que

||I u||L1/(1 ) (R) — ||H(H] u) ||L1/(1 @) (R)
S CHL)&HUHLU(FQ)(R)
S CHH2UHL1(R)

= C’Hu||L1(R),
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para toda u € C§°(R) tal que Hu € L*(R).

Para p € C§°(R), tal que supp p C] —1,1[ e /p(x) dr = 1, definamos
R

ua(x):%p(c;l) _%p<le)’

para € > 0. Pelo Lema 2.4.5 temos que u. € H!'(R), pois

/Rug(w) dfr:/Rp(y) dy—/Rp(Z) dz = 0.

Observemos que u. é a diferenca de duas translacoes de aproximacoes da identidade, logo

Ue — 6—1 - 517
quando € — 0. Sendo K () = y(a, 1)|z|*"!, temos que
l%Iaug(m) = }:1_{%]( xus(r) = K(x—1)— K(x + 1),

para todo x € R.
Se o Teorema 3.1.1 for vélido para n = 1, entao

||]au€||L1/(1_a)(R) < C'||u5|]L1(R) < 2C < o0.

Pelo Lema de Fatou, isso implica que

1 1 1/(1-a) 1o
/R (lm — 1 o+ 1|1—a) do | < lminflllotell oo g < oo

Além disso,
11—«
2 1 1/(1-a) TN
- - d = —d .
(/ (rxﬂrla) ! (/ " ) =

Pela desigualdade triangular temos que

2 1/(1-a) 1ro 2 1/(1-a) 1-a
/ ; dx < / 1 — ! dx
o \|z -1« o \lz =17 |z + 1t
2 1 1/(1—a) l-o
- d
- /0 (|a:+1|1—“> !

< 00,

o que é uma contradi¢ao, pois

2 1/(1-a) - 1 l-a
/ o dx = 2/ 1dr = 0.
o \|lz—1J" o T
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