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Resumo

TRANSICOES ENTRE ESTADOS ESPACIAIS NAO HOMOGENEOS EM SISTEMAS QUI-
MICOS E BIOLOGICOS: No artigo intitulado “The Chemical Basis of Morphogenesis” - 1952,
Alan M. Turing proprde que a morfogénese pode ser descrita através de um mecanismo reacio-
nal especifico que possibilita a emergéncia de estruturas espaciais ndo homogéneas e estaciond-
rias de reagentes quimicos, conhecidas como "padrdes de Turing". Diversos estudos tedricos-
experimentais revelam que a influéncia de parametros fisico-quimicos como incidéncia de luz,
variagdo de temperatura e condi¢des de fronteira interferem na dindmica de formacdo destes
padrdes. Entre os citados, as condicdes de fronteira sdo as fontes de perturbacdo menos explo-
radas, porém apresentam grande importancia no estudo da dindmica de sistemas de pequeno
tamanho, e.g. células. Nesta perspectiva, o presente trabalho apresenta a constru¢do de um
programa em linguagem FORTRAN 90 capaz de resolver sistemas de equacOes diferenciais
parciais parabdlicas, do tipo reacao-difusio, e resultados da investigacao tedrica dos efeitos das
condicdes de fronteira, realizado através do perimetro do dominio reacional, gradiente de tem-
peratura e gradiente de concentragdo na emergéncia dos padrdes de Turing. Estas investigacoes
foram realizadas considerando as versdes isotérmica e ndo isotérmica do modelo Brusselator
em um pequeno reator. Os resultados mostram que: 1) Em situacdes isotérmicas a variacdo
do perimetro reacional possibilita a emergéncia de diferentes estruturas espaciais através de um
possivel fendmeno de sobreposi¢do de padrdes de Turing, sem que haja transi¢do de estados.
No caso ndo isotérmico, a temperatura regula fortemente a forma dos padrdes emergentes, para
qualquer perimetro, impedindo a emergéncia de estruturas espaciais de diferente configuracoes.
2) A temperatura pode ser utilizada como parametro de controle na sintonizacdo de diferentes
padrdes de Turing, de modo que, um sistema sob influéncia de um gradiente térmico possibilita
a emergéncia de diferentes padrdes espaciais simultaneamente. 3) Fontes de reagentes quimi-
cos definidos nas fronteiras podem induzir a quebra de simetria espacial de padrdes de Turing
se a seguinte condicdo for satisfeita: A concentracdo dos reagentes quimicos, localizados na
fronteira do meio reacional, apresentar um valor equivalente ao ponto de equilibrio do sistema
dindmico homogéneo. Baseados nas ideias de Alan M. Turing e considerando os resultados
obtidos neste trabalho, propde-se modelos quimicos minimos para descrever as etapas inicias
dos processos de diferenciacio celular, embriogénese e biogénese.

Palavras-chave: Dindmica nao linear, EDP, condicdes de fronteira, quebra de simetria.
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Abstract

TRANSITIONS AMONG INHOMOGENEOUS SPATIAL STATES IN CHEMICAL AND BI-
OLOGICAL SYSTEMS: In the article "The Chemical Basis of Morphogenesis- 1952, Alan M.
Turing proposed that the morphogenesis could be described through a specific reaction mecha-
nism which enables the emergence of inhomogeneous and stationary spatial structures, known
as "Turing patterns". Many theoretical and experimental studies revealed that physical and
chemical parameters, e.g. radiation, temperature and boundary condition, can interfere on the
emergence of those patterns. Among them, the boundary condition is the source of perturbation
least explored, however it has a great importance on the study of the dynamics of small sys-
tems, e.g. cells. From these perspectives, this work presents the construction of a code, written
in FORTRAN 90, capable of solving systems of partial differential equations, reaction-diffusion
type, and the results of the theoretical investigation of the effects of the boundary conditions,
performed through the perimeter of the system’s domain, gradient of temperature and gradient
of concentration. This investigation was carried out considering the isothermal and nonisother-
mal versions of the Brusselator model in a small domain reactor. The outcomes showed that: 1)
In isothermal situations the variation of the perimeter enables the emergence of different spa-
tial structures by a possible phenomenon of superposition of Turing patterns. In nonisothermal
conditions, the temperature strongly regulates the geometrical formats of the patterns, for any
perimeter, preventing the emergence of spatial structures with different configurations. 2) The
temperature can be used as parameter of control in the syntonization of different Turing pat-
terns, in a way that a thermal gradient can induce the emergence of different Turing patterns
simultaneously. 3) Sources of chemicals defined at the bounders can induce the spatial sym-
metry breaking of Turing patterns if the following condition is satisfied: The concentration of
chemicals, located at the bounders, presents the equivalent value of the equilibrium point of the
homogeneous dynamical system. Based on Alan M. Turing ideas and considering the results
obtained in this work, a minimal chemical model is proposed to describe the initial steps of the
cellular differentiation, embriogenesis, and biogenesis.

Keywords: Nonlinear dynamics, PDE, boundary conditions, symmetry breaking.
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1 — Introducao

1.1 — Alan M. Turing e a morfogenese

Alan Mathison Turing (1912-1954), matematico, pioneiro da ciéncia da compu-
tacdo e da dinAmica ndo linear, nasceu em Londres em 23 de junho de 1912.! Foi uma perso-
nalidade impar, com ideias a frente de seu tempo nao se restringiu apenas a questionamentos
da sua drea de formagdo, colaborando no desenvolvimento da computacao, 1dgica, criptografia
e biologia tedrica.'*> Seu grande interesse por 16gica matemética, influenciado por ideias de
cientistas como Arthur Eddington, Bertrand Russel e John von Neumann, levou o matematico
britanico a desenvolver trabalhos fundamentais relacionados a teoria da computagio a partir do
dispositivo metal nomeado "Mdquina de Turing".>* # Seus principais trabalhos estdo entre os
mais citados na literatura académica e devido sua relevancia conferem a A. Turing o titulo de
"pai da computag¢do”.® As ideias mais relevantes do matemético britanico estdo apresentadas
em trés artigos:’ "On computable numbers with an application to the Entscheidungsproblem
"(1936), "Computing machinery and intelligence"(1950) e "The chemical basis of morphoge-
nesis"(1952).>-8°

No trabalho publicado em 14 de outrubro de 1952, A. Turing propde um modelo
tedrico para a descricao da morfogénese, construido a partir de consideragdes fisicas e quimicas
do cendrio biolégico em questdo.** !9 Apesar de se tratar de sua tinica contribui¢do na drea da
quimica, o artigo € um marco na histdria da teoria de sistemas dinamicos quimicos devido suas
ideias impactantes."* A morfogénese é um dos processos biolégicos que participa nos estigios
iniciais de desenvolvimento de embrides em organismos eucaridticos.!!*1? Tal processo € res-
ponsdvel pela aglomeracao de populacdes celulares para possibilitar novas interagcdes bioquimi-
cas e a construgdo de estruturas complexas em 3D, e.g. 6rgdos e tecidos.'?> Apesar da defini¢do
formal dada, no seu artigo A. Turing correlaciona especificamente o fendomeno da morfogénese
com o processo de formacao de padrdes espaciais em tecidos bioldgicos, e.g. manchas das peles
em leopardos, em asas de borboletas, periodicidades em listras de peixes e moluscos.!*!” Para a
descri¢do deste fendmeno o matemaético britanico argumenta que a morfogénese pode ser regu-
lada por sinais quimicos de ativacdo e inibicdo, ao qual ele nomeou “morfogens”, através de um
mecanismo reacional especifico com cinética quimica ndo linear e transporte de massa.” Mais
detalhadamente, o modelo mental de A. Turing € composto por um anel de /V células, de modo
que os componentes quimicos reagem no interior de uma dada célula localizada na posicdo r e
difundem para as células vizinhas 7 + 1 € r — 1 através de fronteiras semipermedveis.” '8 Este

modelo pode ser representado matematicamente e de forma simplificada pela Eq.(1.1):

ou(r,t) B
ot

O vetor (r, t) representa as varidveis dependentes macroscépicas, e.g. concen-

f(@) + DV%i(r, t) (1.1)

4"Mé4quina"que executa tarefas pré-definidas presentes em um cédigo por meios finitos, mas que nio é capaz
de decidir, a partir de suas intrugdes, se determinado processo executard infinitamente.’



tracdo molar, em fun¢do das varidveis independentes espaciais r e temporal . A funcdo f
representa os termos cinéticos de velocidade de reacdo, D € a matriz diagonal dos coeficientes
de difusdo e V? o operador Laplaciano associado ao transporte de massa.'®!® Na auséncia de
fendmenos de convecgdo e em situacdes de estabilidade temporal, as instabilidades geradas pelo
processo de transporte de massa, possibilitam a emergéncia de estruturas espaciais ndo homo-
géneas e estaciondrias, chamadas de “Padrdes de Turing”, a partir de estados homogéneos.* 1
Desta forma, as atividades bioldgicas, reguladas por esses sinais, variam espacialmente em um
meio reacional conforme a configuragdo do padrdo, formando diversos tipos de manchas como
aquelas observadas em organismos biolégicos.” Tais mecanismos ficaram conhecidos como
reacdo-difusdo. A partir deste modelo A. Turing consegue entdo prever a formagdo de seis
padrdes espaciais possiveis, caracterizados por pares de vetor de onda e frequéncia.”°
Destaca-se o genial vislumbre do matematico britanico na formulagdo de meca-
nismos reacionais com cinética quimica nao linear, Unica forma capaz de gerar estados espaci-
ais ndo homogéneos.?! A. Turing rompe, com a publica¢io do artigo "The Chemical Basis of
Morphogenesis", com as vertentes académicas da época, mais especificamente na matematica
aplicada, que se restringia a estudos com sistemas lineares, apenas capazes de amplificar pa-
drdes e ndo forma-los, devido a falta de recursos para o trabalho com problemas nio lineares.?!
A perspicicia de suas ideias reside no fato que os termos nao lineares presentes no modelo
podem ser tratados de forma aproximada através de suas versdes lineares, como foi feito no
artigo. E mais, estes termos definem estados temporais estdveis, de modo que o processo de
difusdo de massa € o responsdvel pela formacdo dos padrdes e ndo pela sua destrui¢io, como
normalmente é observado.”?' As ideias contidas neste documento marcam uma transicio en-
tre a matemadtica analitica e a matemdtica computacional, possibilitando consequentemente o
desenvolvimento da teoria de sistemas dindmicos quimicos ndo lineares com problemas relaci-
onados a estados oscilatérios, emergéncia de padrdes espaciais ndo-estaciondrios, fendmenos

de quebra de simetria e caos.*

1.2 — Observacoes experimentais

A primeira observagdo experimental de padrdes espaciais estaciondrios foi cons-
tatada aproximadamente quatro décadas ap6s a publicagcao do seminal artigo de A. Turing sobre
a morfogénese, devido as dificuldades experimentais associadas aos critérios necessarios para
a emergéncia destas estruturas.*??> A elegincia do mecanismo proposto por A. Turing teve um
efeito profundo na comunidade cientifica, verificado no grande nimero de pesquisas desenvol-
vidas sobre este tema.* Tais contribui¢des foram prioritariamente de cunho tedrico uma vez
que a observagio experimental do fendmeno se mostrou uma tarefa complicada e ndo trivial.??
Em sistemas quimicos, as dificuldades relacionadas a formacao de padroes de Turing residem
basicamente em dois fatos: (1) O sistema deve ser aberto e muito bem misturado, garantindo

que a concentragdo de certos reagentes seja constante no tempo e no espago; (2) Os coeficientes



de difusdo do ativador e do inibidor devem apresentar diferentes escalas de magnitude;*! ® A
condicdo (2) é mais critica, principalmente em sistemas de solug¢io aquosa.!® Estas dificulda-
des foram superadas acidentalmente com a adi¢do de amido na reagdo clorito - iodeto - 4cido
maldnico (chlorite - iodide - malonic acid reaction, CIMA) em um meio reacional bem mistu-
rado e com fluxo continuo de reagentes.'*** A priori o amido foi utilizado como indicador para
realcar as ondas quimicas presentes nesta reacdo, contudo, fortuitamente a macromolécula e os
ions iodeto ligam-se reversivemente, possibilitando a redu¢do das taxas de difusdo dos fons e
consequentemente a formagio de padrdes de Turing.!®-??

A reacdo dioxido de cloro - iodo - 4cido maldnico (chlorine dioxide - iodine
- malonic acid, CDIMA), sucessora da reacdo CIMA, possui mecanismo reacional complexo
e nio é completamente conhecido.* Com a inédita constatacdo experimental dos padrdes de
Turing, muitos trabalhos foram desenvolvidos afim de compreender com mais detalhes o me-
canismo reacional da reacdo CIMA. Tais investigacdes verificaram que o clorito e o iodeto sdao
consumidos rapidamente, formando as espécies C'lO, e I3, que por sua vez reagem com o acido
maldnico (AM), resultando em ondas quimicas.* Considerando estas informagdes, outros es-
tudos demonstraram que se a reacdo ¢ iniciada com as espécies ClOs, I, e AM, i.e. reagdo
CDIMA, oscilagdes com mesma frequéncia e forma de onda da reagdo CIMA original sdo ob-
tidas, evitando qualquer evento transiente inicial.>>*** Assim sendo, a reagio CDIMA difere da
reacdo CIMA apenas em um aspecto, o ativador e o inibidor sdo produzidos no meio reacional
e ndo bombeados de fontes externas.'

Apesar dos avangos citados, o0 mecanismo reacional completo é desconhecido e
isto esta relacionado com a parte organica da reacdo. A presenca do dcido maldnico dificulta
a formulagdo de passos elementares devido ao grande nimero de intermedidrios organicos que
podem ser formados.* A parte inorginica é bem entendida e possibilita a descri¢do do processo

por meio do conjunto de reacdes (R.1) a (R.3):*

AM+1I, — IAM+ 1" + H (R.1)

-~ 1
ClOy + 17 —— ClO, +§IQ R.2)
ClOy™ +4I +4H" — 21, + C1I” +2H,0 (R.3)

Os componentes I~ e C'lO; atuam como ativador e inibidor nesta reago, respec-
tivamente.? Este fato, que nio é 6bvio, € justificado através das caracteristicas de auto-inibicao

do iodeto e de consumo de fons iodeto pelo clorito.”> ¢ O AM, como em outras reagdes 0s-

De outra forma, % > 1, onde D, e D, sio os coeficientes de difusdo do ativador e do inibidor, respectiva-
mente.**

¢ Pode-se afirmar que o C1O, ndo atua diretamente nem como um ativador nem como um inibidor, contudo
como ele remove espécies ativadoras do meio reacional, o fon pode ser considerado um inibidor para a instabilidade
de Turing.?



26,27 ¢ Briggs-Rauscher?® | é responsavel pela formacdo do

cilantes, e.g. Belousov-Zhabotinsky
ativador no meio reacional.!” Na reagio CDIMA este fato é representado pela reagio (R.1),
onde o AM reage com I, formando ~.%

As caracteristicas mecanisticas apresentadas previamente sugerem que a reagao
CDIMA seja capaz de produzir comportamentos espago-temporais muito interessantes, contudo
ndo satisfazem diretamente a principal condic@o para a emergéncia de padrdes de Turing, i.e.
o coeficiente de difusdo do inibidor deve ser maior que o coeficiente de difusdo do ativador.*
Experimentalmente esta condi¢do foi satisfeita com a adi¢do de amido (starch, S) no meio rea-
cional.'®?° Os aspectos estruturais do amido, macromolécula constituida por uma combinagdo
de amil6se e amilopectina que confere ao polissacarideo resultante uma estrutura helicoidal e
ramificada, possibilitam o aprisionamento reversivel de ions iodeto, na forma de fon triiodeto,

reduzindo significantemente sua capacidade difusiva.'®?*3° A reducio da mobilidade dos fons

I~ é acentuado com a inclusdo do amido em uma fase gelatinosa composta por gel agarose.!*%°
A interacdo entre o amido e o ativador € representada pela reacdo (R.4):
S+L+1" —=SI3~ (R.4)

A partir destas consideragdes os critérios de A. Turing sao satisfeitos, possibi-
litando assim a emergéncia de padrdes espaciais estaciondrios de reagentes quimicos.” Os
resultados obtidos a partir da reacdio CDIMA impulsionaram investigagdes experimentais com
outros sistemas quimicos similares o que proporcionou a observacao de padrdes de Turing, e.g.
nas reacdes de iodato-sulfeto-tiossulfato (iodate—sulfite—thiosulfate) e poliacrilamida-azul de
metileno-sulfeto-oxigénio (polyacrylamide-methylene blue-sulfide-oxygen).’!:3?

A dinamica da reacdo CDIMA ¢ descrita pelo modelo de Lengyel-Epstein, nome
dado em reconhecimento aos cientistas que o propuseram.?> O modelo, composto por duas
equacoes diferencias parciais que descrevem o comportamento dos agentes ativador e inibidor,
€ obtido a partir de reducdes embasadas em aspectos fisico-quimicos relacionados a cinética
da reacdo de um sistema inicialmente formado por cinco varidveis dependentes, ou seja, um
sistema de cinco equagdes diferenciais parciais. O modelo de Lengyel-Epstein € reconhecido e
muito utilizado em investigacdes sobre esse tema devido a boa correspondéncia entre os resul-
tados tedricos e experimentais.?

Vale observar que em sistemas bioldgicos as dificuldades para a observagao de
padrdes de Turing estdo relacionadas a identificagdo dos agentes ativador e inibidor e na de-
monstracio de que o sistema homogéneo é estdvel.* Apesar destes obstaculos, os avancos cien-
tificos na drea de desenvolvimento biolégico possibilitaram a identificacdo do primeiro morfo-
gen no zigoto da mosca Drosophila melanogaster, o fator de transcrigdo Bicoid (BCD).** Outro
trabalhos também apresentam pequenas moléculas com caracteristicas similares, e.g. AMP ci-

clico na Dictyostelium discoideum e do dcido retinoico no desenvolvimento de vertebrados.!>3*



1.3 — Fontes de perturbacao

Estados quimicos espacialmente organizados sdo altamente afetados por fontes
de perturbacio externa, e.g. incidéncia de radiacdo, variagdo de temperatura, geometria e es-
cala do dominio reacional. Estas perturbacdes levam o sistema a estados finais imprevisiveis

possibilitando grande variabilidade de estruturas formadas.

1.3.1 — Radiacao

Defini-se processos fotoquimicos como aqueles que sdo iniciados pela absor¢ao
de radiacdo por pelo menos um componente da mistura reacional. Estes processos podem ser
classificados de acordo com o mecanismo de formagdo de produtos: processos primdrios, onde
os produtos sao formados a partir do estado excitado do reagente, e processos secunddrios,
onde os produtos sdo produzidos por intermedidrios formados a partir do estado excitado do
reagente. Estas fontes de radiagio agem como forcas externas de interacdo, induzindo ao
consumo/producdo de reagentes de acordo com sua intensidade e frequéncia.* Devido as estas
caracteristicas uma fonte de radiacdo pode ser utilizada como parametro de controle de uma
reacdo quimica.’® Investigacdes considerando a fotossensibilidade do iodo na reagio CDIMA
mostram que a incidéncia de luz visivel sobre as estruturas auto-organizadas € uma ferramenta

muito conveniente de controle externo de padrdes.®

Neste caso, a radiacdo visivel suprime
oscilagdes através do consumo de fos iodeto e producdo de fons clorito.!*3¢ A reacdo global

deste fendmeno pode ser apresentada como:

hv+4+2ClOs + 217 — 2Cl0y™ + 1, (R.5)

de modo que a cinética deste processo € descrita pela Eq. (1.2):

r= oW (1.2)

Onde W (M s™!') é a taxa de absorgo de fétons actinicos ¢ dividido pelo volume
do reator e ® é o rendimento quantico.’® ¢ Desta forma, diferentes padrdes de Turing podem
ser modulados através da variacdo da intensidade de radiagdo luminosa no meio reacional para
um mesmo conjunto de parametros.

A radiagdo ultravioleta (UV) também foi utilizada para perturbar padroes de Tu-
ring através da reacdo CDIMA. Os estudos desenvolvidos considerando luz UV mostraram que
na auséncia de outras fontes de radiacdo hd a emergéncia de estruturas compostas por pontos
encolhidos e organizados em uma rede hexagonal irregular.’® Diferentemente da luz visivel que
atua principalmente no consumo de fons iodeto, as investigacdes experimentais sugerem que a

radiagdo UV contribui de forma efetiva para a decomposi¢ao do diéxido de cloro, afetando in-

dAssociado a radiagdio eletromagnética que é capaz de iniciar uma reagdo quimica.’’

¢ = I”b -, onde v € a velocidade do processo e I, intensidade de luz absorvida.?




diretamente os agentes inibidor e ativador da reacdo. A reacdo global proposta para representar

este processo ¢ dada abaixo:*

7
hl/(Uv) +10 CIOQ + 5HQO — 60103_ +4CI™ + 5 OQ + 10 H* (R 6)

Uma relacdo de competitividade € estabelecida quando as fontes de radiacdo UV
e luz visivel sdo combinadas através da reacdo fotoquimica de decomposi¢do do didxido de
cloro, impedindo a supressao total de padroes em intensidades intermedidrias de luz visivel e

possibilitando entfio a formacdo de novas estruturas auto-organizadas.®

1.3.2 — Temperatura

A dinamica de processos quimicos depende da temperatura através de parame-
tros de equilibrio e ndo-equilibrio como: coeficientes térmicos e mecanicos, viscosidade, coe-
ficientes de transporte e constante de velocidade.***? Apesar desta relacdo de dependéncia ser
de forma indireta, através de outros parametros fisicos, ela também € sensivel, ou seja, peque-
nas variagdes nesta varidvel de estado podem dirigir o sistema para regides de comportamento

imprevisivel. Em mecanismos de reacao-difusao (Eq. (1.1)), sem influéncias de campos exter-
40,42 .

nos, mudancas de temperatura alteram essencialmente dois parametros fundamentais as
constantes de velocidade (k), que podem ser descritas pela equacao de Arrhenius,
k= Ae”wt (1.3)
e a constate de difusdo (D), dada pela equacdo de Eintein-Stokes,
kgT
D=2 (1.4)
6mnr

Na Eq. (1.3), A é o fator pré-exponencial, E, € a energia de ativacdo, R € a
constante universal dos gases ideias e 7" a temperatura.* Na Eq. (1.4), kp € a constante de
Boltzmann, 7' € a temperatura, 7 é a viscosidade do fluido que compde o meio e r € o raio
de uma particula esférica.*> Estas equacdes demonstram que a temperatura afeta exponencial-
mente a cinética das reacOes e linearmente o transporte de massa, em outras palavras, todos os
fendmenos fisico-quimicos deste processo sao perturbados — fato que explica a sensibilidade da
dindmica a alteragdes de temperatura. Desta forma, a temperatura, como a radiacdo apresentada
na secao anterior, pode ser tomada como parametro de controle de reacdes quimicas, induzindo
a emergéncia de diferentes estados dindmicos.***

Considerando as informagdes expostas previamente, investigagdes tedricas e ex-
perimentais foram conduzidas a fim de se analisar os efeitos das perturbacdes associadas a
variacdo da temperatura no comportamento dinamico de sistemas quimicos fora do equilibrio,

confirmando as previsdes esperadas. Observacdes experimentais de transi¢des entre estados



espaciais, mais especificamente de um estado uniforme para padrdes de Turing hexagonais e
listrados, foram feitas a partir da reagdo CIMA, conduzidas pela variagdo da temperatura.**
Transi¢cdes de mesma natureza também foram reportadas a partir de uma abordagem tedrica
através da versdo nio isotérmica do modelo de Grey-Scott.*® Mais ainda, outras versdes nio
isotérmicas de modelos conhecidos, e.g. Oregonator, foram estudadas a fim de se analisar os
efeitos da temperatura em regimes oscilatérios, demonstrando a existéncia de limites de tem-
peratura para a observacio destes estados.*’ Vale ressaltar que nas abordagens tedricas de mo-
delos ndo isotérmicos de reacdo-difusdo, a equacdo que descreve a dindmica da temperatura é
acoplada as equacdes de velocidade dos reagentes quimicos apenas através das constantes de
velocidade, i.e. equacdo de Arrhenius, de modo que a difusdo permanece constante no tempo e
no espaco.’’ Isto é justificado a partir da premissa que o meio reacional é idealmente diluido,
de modo que as variagcdes na temperatura nao alteram significativamente o valor da constante

de difusio.*

1.3.3 — Geometria e escala do dominio reacional

A andlise detalhada dos padrdes formados em tecidos de animais permite a cons-
tatacdo de que tais estruturas nao sdo uniformes em todo o corpo, principalmente padrdes for-
mados em caudas e em juncdes das patas dianteiras com o dorso, e se alteram em forma durante
o processo de desenvolvimento dos individuos.'*!*> A ndo uniformidade de padrdes em peles de
animais estd diretamente relacionada com as altera¢des da geometria do dominio em que tais es-
truturas emergem. A presenca de listras nas pontas das caudas do leopardo, jaguar e chetaah sdao
as evidéncias mais notdveis da relacdo entre padrio e geometria do dominio.'*!> Trabalhos te6-
ricos considerando um modelo de reagdo-difusdao e um dominio reacional com formato conico,
a fim de mimetizar uma cauda, obtiveram resultados qualitativamente equivalentes aqueles ob-
servados em animais, com uma "transicio"" de padrdes em forma de bolas para listras conforme
se aproxima da ponta do cone.'*!> Resultados similares foram obtidos através de simulacdes
com dominios representando jun¢des entre dorso e pata de zebras e a pele do peixe-anjo (Po-
macanthus).">"'7 De modo mais fundamental, outro trabalho foi desenvolvido com o intuito de
compreender como os padrdes se auto-organizam em dominios esféricos. Neste caso, 0s pes-
quisadores relatam que as estruturas com forma de listras sao orientadas através do formato do
dominio do meio reacional, gerando anéis.*® E mais, estruturas compostas por bolas se orga-
nizam em redes bem definidas, de modo que as bolas ocupam posi¢des relacionadas a vértices
de poligonos, e.g. uma rede de seis bolas se organizam no sentido de ocupar as posi¢oes dos
vértices de um octaédro.*®

O desenvolvimento dos individuos é acompanhada por mudangas nas estruturas
de Turing devido o aumento da escala dos dominios. O tamanho do dominio reacional é de-

cisivo na forma dos padrdes emergentes, provocando alteracdes significativas, e.g. sistemas de

A partir das investigacdes deste trabalho, acredita-se que nio hd transicdes entre estados espaciais a partir
da variac@o da drea, mas sim um fendmeno sobreposicdo de padrdes, formando estruturas com formato diferente.
Veja em Resultados e Discussdo 5.5.



pequeno tamanho podem impossibilitar a emergéncia de padrdes espaciais, a0 passo que o au-
mento continuo da escala do dominio pode provocar bifurcagdes sucessivas e consequentemente
o aparecimento e desaparecimento de diferentes estruturas de Turing.'*!>!” De maneira geral,
o aumento do tamanho do dominio propicia a formac¢@o de mais estruturas espaciais, entretanto
em sistema de tamanho muito grande a estrutura dos padrdes € tdo fina que acaba levando a
formacdo de estados uniformes, ou seja, desaparecimento dos padrdes.'* 1> 17

Observa-se que, no processo de desenvolvimento biolégico dos animais altera-
coes tanto na escala quanto na forma do dominio reacional ocorrem simultineamente. Assim
sendo, os efeitos da variacao destes dois componentes possibilitam a emergéncia de novos es-

tados espaciais com diferentes configuracdes.'> !’

1.4 — Instabilidades através das fronteiras

A hipétese de A. Turing para a descricao da morfogénese pressupde que as ativi-
dades bioldgicas variam espacialmente conforme a configuracdo da estruturas espaciais emer-
gentes dos agentes ativador e inibidor. Assim sendo, a formacdo de diferentes padrdes implica
na formacgdo de células com diferentes especializacdes. Essa variabilidade nas especificacdes
das células podem ser atingidas a partir de mudangas dos parametros apresentados na secao
anterior, o que justifica os estudos sobre seus efeitos na emergéncia de padrdes de Turing. En-
tretanto, estas investigacdes negligenciam os efeitos das condi¢des de fronteira, focando ape-
nas nas alteracdes produzidas no bulk da reacdo.*’ Esta abordagem pode surtir consequéncias
onerosas, uma vez que as instabilidades geradas pelas condicdes de fronteira podem alterar
significativamente a dindmica do meio reacional, principalmente no tratamento de sistemas de
pequeno tamanho e sob influéncia de gradientes de concentracdo quimica.'!

As solucdes de modelos de reacdo-difusdo podem ser estudadas tedricamente a
partir de trés condicOes de fronteira possiveis: Dirichlet, Neumann e Periddica. Matematica-

mente tais fronteiras podem ser definidas da seguinte forma*® :

Dirichlet Neumann Periodica
u(ra) = fi(r) “O| =) u(ro) = u(ry)
= d

comu = u(r), ro <r <rpe fi(r), fo(r) sdo fungdes.

Fisicamente as condi¢des de fronteira de Dirichlet representam fontes/sumidouros
da varidvel dependente nas bordas, as fronteiras de Neumann estdo associadas a fluxos de en-
trada ou saida de u do sistema e as condi¢des de fronteira Periddica representam a formacdo de
estruturas toroidais, ou seja, um sistema com configuragdo espacial que nao possui fronteiras

fisicas.*



Trabalhos apontam que os estudos de padrdes de Turing sdo em geral desen-
volvidos com fronteiras de Neumann, mais especificamente com fi(r) = f5(r) = 0, ou seja,
fronteiras com fluxo zero.'""#’ Esta abordagem implica que as bordas do meio reacional pos-
suem um cardter puramente reflexivo, perturbando minimamente a dindmica do processo em
questdo.*” Entretanto, a desconsideraciio dos efeitos da fronteira na formacdo de padrdes de
Turing, principalmente em sistemas bioldgicos, pode empobrecer a descricao da dinamica do
processo. 6

Os poucos trabalhos desenvolvidos a partir de condi¢des de Dirichlet mostraram
que as instabilidades geradas pelas fronteiras sdo de curto alcance, de modo que as perturbacdes
em um sistema de grande dimensdo espacial sdo locais (préximas a fronteira) e ndo atingem o
bulk da reagdo.'® Outro resultado reportado é sobre a existéncia de uma tendéncia de orientacdo
dos padrdes a partir da localizag¢do da fonte/sumidouro de reagente quimico no meio reacional.'®
Mais investiga¢des também indicam que condicdes de fronteira ndo homogéneas & podem gerar
solu¢des menos sensiveis a alteracdes do tamanho do dominio, que como foi ja foi apresentado,
provoca transi¢des entre estados espaciais em sistemas com fronteiras de fluxo zero.*’ Estas
constatacdoes comprovam o papel central que as condi¢des de fronteira possuem no fendomeno
de emergéncia de padrdes de Turing, sendo parametro fundamental para a completa descri¢dao da
formacdo de manchas em asas das borboletas Lepidoptera, na pele do peixe-anjo e em padroes

de esqueleto em membros em desenvolvimento.!®3%-3!

£Situacdo em que as condi¢des de fronteira sdo definidas por uma fung¢io e ndo por um escalar, i.e. condi¢des
homogéneas.
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2 — Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo principal desenvolver um c6digo compu-
tacional, utilizando a linguagem FORTRAN 90, capaz de resolver sistemas de equacdes diferen-
ciais parciais (EDP’s), do tipo reacdo-difusao, considerando os métodos numéricos de integra-
cdo de Crank-Nicolson (para 1-D), Peaceman-Rachford (para 2-D) e Runge-Kutta. Posterior-
mente a construcao do software, realizar investigagcdes sistematicas dos efeitos das perturbacdes
associadas as condi¢des de fronteiras através do perimetro do dominio reacional, gradiente de
temperatura e gradiente de concentracdo na emergéncia de padroes de Turing. Tais investiga-
coes sdo feitas considerando as versdes isotérmica e nao isotérmica do modelo Brusselator.
Os resultados sdo analisados com o auxilio de funcionais de Minkowski, para a caracteriza-
cao morfoldgica dos padrdes formados, e da taxa de producao de entropia, para a identificagdo
de fendmenos de quebra de simetria. A discussdo dos dados obtidos estd fundamentada nas
consideragdes de Alan Turing sobre a morfogénese, com a intencdo de identificar eventos de

relevancia significativa principalmente para o processo de desenvolvimento bioldgico.
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3 - Modelo

A construgio do modelo foi inspirada pelas referéncias*®+? .

O modelo Brusselator foi proposto por Ilya Prigogine e colaboradores como um
exemplo de mecanismo capaz de se auto-organizar na presenca de instabilidades termodinami-
cas.”>3 Tais caracteristicas e a presenca de uma etapa de autocatalise trimolecular resultaram
em um grande nimero de criticas da comunidade académica com respeito a validade do modelo
para a representacdo de processos reais € ao cumprimento das leis de conservacdo. Entretanto,
foi mostrado que tais alegagdes sdo infundadas, que o passo trimolecular pode ser representado
por etapas bimoleculares sucessivas sem altera¢ao da dindmica e que as leis de conservacao sao
obedecidas.”® Como este modelo é muito conhecido e através dele diversos processos dinami-
cos foram amplamente explorados, o Brusselator foi considerado para o desenvolvimento deste

trabalho. O modelo € escrito da seguinte forma:

AU R.7)
Kfl
2U+V =3V (R .8)
Kf2
B+U==2V+D (R .9)
Kr,
U224 E (R.10)

Nas reagdes a cima, U e V' sdo intermedidrios reacionais tomados como variaveis
dependentes do tempo e do espaco, classificados como ativador e inibidor, respectivamente.
B e D sdo espécies quimicas com concentracido constante no tempo, e A e F sdo a fonte e
o sumidouro do intermedidrio U, respectivamente. As etapas irreversiveis, (R.7) e (R.10) ,
representam a entrada (A )\—”> U) e a saida (U )\—”> E) de matéria, neste caso U, entre o
sistema e as vizinhangas, respectivamente. As etapas reversiveis, (R.8) e (R.9), caracterizam as
transformacdes quimicas dentro do sistema.

A FIGURA 3.1 representa as principais caracteristicas do sistema. A fonte, A,
fornece constantemente o reagente quimico U para o reator, com fluxo volumétrico, vy, € tem-
peratura externa, 1. De forma similar, U sai do reator através do sumidouro £ com tem-
peratura interna 7' e mesmo fluxo 7. O reator, que apresenta geometria retangular e volume
constante (vg), possui fronteira bem definida com temperatura constante, 7¢,, € um gradiente de
concentracao quimico dos dois intermedidrios reacionais, Ug e Vj, imposto através de todo o
seu perimetro. Dentro do sistema, os reagentes quimicos interagem com as bordas, trocando
energia térmica e matéria, e reagem entre si exotermicamente.

A partir da construcao apresentada e assumindo a lei de acdo das massas e equa-

cdo Arrhenius, para o acoplamento entre energia térmica e matéria através das constantes de
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TE
U.O
U.Q.!Vﬂ
Y Ty,
A
20+V=3U AgH<O
v B+U=2V+D AgH<0
L
7
\fj

T

FIGURA 3.1 — Representagdo esquematica da dindmica do sistema construido.

velocidade, as componentes de velocidade das reagdes (R.8) e (R.9) podem ser escritas da se-

guinte forma:
BE-22 P (AL
Ry =—-Kpelf'Te T'UV + K, e®'T5 T'U (3.1)

1

) S ACa)
UB+ K,,et e T'VD 3.2)

Sl

By L _
Ry = —Kye ' Te

Nas Egs. (3.1) e (3.2), Ky, e K., sdo as constantes de velocidade das reagdes
direta e reversa, respectivamente. hp éa energia de ativagcdo de cada reagcdo, R € a constante
universal dos gases ideias e a temperatura externa 7x é tomada como referéncia para a defini¢ao

das constantes de velocidade. O modelo isotérmico (MI) é composto pelas Egs. (3.3) e (3.4).

88_(15] — MA—U) = Ry + Ry + DyV2U (3.3)
%—‘; =R, — Ry + DyV?V (3.4)

Nas equagdes acima Dy e Dy sdo os coeficientes de difusdo das varidveis U e
V, respectivamente, e \, é o espago de velocidade do reator. ! Nesta versdo, a temperatura
interna é¢ mantida constante durante todo o tempo. Diferentemente, no modelo nio isotérmico
(MNI) a energia térmica é tratada como uma varidvel dependente e sua dindmica é descrita pela
Eq. (3.5).

Na Eq. (3.5), o primeiro termo a direita do sinal de igualdade (A, (Tq —

"Note que, a equagio de Arrhenius é dada por k = Ae~F/5T= de modo que o fator pré-exponencial pode ser
escrito como: A = keZ/ETE | Assim, nas Egs. (3.1) e (3.2) Ky, e K, sdo constantes de velocidade definidas em
TE.

iDe outra forma, \, representa o inverso do tempo de residéncia.>*
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T)) representa a lei de resfriamento de Newton, o segundo termo (0oAC, (UT — ATg))
refere-se a energia térmica associada aos fluxos de entrada e saida da matéria, o terceiro termo
(vo(AHR, R1 + AHg,Ry)) é relativo a energia térmica produzida/consumida na rea¢do quimica
e o tltimo termo (vyarV2T) representa a difusdo de energia térmica. Nesta mesma equacgio, Cp
€ a concentra¢do molar total do meio, C), € a capacidade calorifica do meio, C,, ;; capacidade
calorifica do reagente U, 3 € o coeficiente de transferéncia de calor do reator, A, é a drea de

transferéncia de calor, AHpr, e AHpg, sdo as variacdes de entalpia das rea¢des (R.8) e (R.9), res-

K

pectivamente, e « € o coeficiente de difusdo térmica do meio, que € expresso como o = GG
ps

com k o coeficiente de condutividade térmica.

oT :
= = BA(Ta = T) = 0ACyu(UT — ATp)+ (3.5)

UO(AHRl R1 + AHRQRQ) + UoOéVQT

U()CTCPS

A entalpia € uma func¢do da temperatura, de modo que estes termos estdo relaci-
onados através da diferenca da capacidade calorifica entre os produtos e reagentes. Matemati-

camente esta relacdo € expressa da seguinte forma:

T
AH; = AH + | AC,.dT i=1,2 (3.6)

Tg

Onde AH? representa a variagdo da entalpia padro da reagdo i e AC),; corres-
ponde a diferenca da capacidade calorifica entre os produtos e reagentes da reacdo ¢. Como

40 este trabalho admite que a reacdio ocorre em uma fase liquida

foi proposto pela referéncia
homogénea, o que implica AC,; ~ 0 e AH; = AHY, ou seja, a entalpia passar a ser uma
constante.

A partir das consideracdes feitas previamente, observa-se que as equagdes que
descrevem a dinamica dos modelos s@o compostas por um grande nimero de pardmetros. Ape-
sar destes termos serem constantes, em grande quantidade eles tornam o tratamento analitico
das equagdes, no estudo qualitativo das trajetorias das solugdes, uma tarefa drdua. Para superar
tal impasse, os modelos sdo reescritos na forma adimensional. Esta estratégia possibilita a redu-
cdo do nimero de parametros fisico-quimicos, através de consideracdes fisicas e matemaéticas,
sem alterar a estrutura matemadtica das equagdes que descrevem a dindmica do processo. Os

modelos adimensionais estdo apresentados a baixo:

ou

5 =Cla—w)—rntr+ d,V’u (3.7)

0
2 e =+ d,V (3.8)
or
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g—f = ¢(0q — 0) — &y (ub — a) + AH. r + AH) ro + dg V0 (3.9)
com,
ry= —kfleel(l_%)uzv + krle”(l_%)u3 (3.10)
ry = _kf2€e3(1—é>ub + ke 0)yd (3.11)

Onde 7, u, v e § s@o o tempo, a concentracdo de U, a concentracdo de ' e a tem-
peratura adimenionais, respectivamente. As transformacgdes propostas podem ser encontradas
no Apéndice 7.1 .

As Egs. (3.7) e (3.8) representam o MI adimensional e acoplando a Eq. (3.9) a
estas duas, o MNI adimensional. Estes dois modelos foram utilizados em todas as investigacoes

realizadas neste trabalho.
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4 — Teoria

Nesta secdo estdo apresentados os conceitos fundamentais utilizados para o de-
senvolvimento desta pesquisa.

Como foi previamente exposto, o principal objetivo deste estudo € compreender
efeitos de determinadas perturbacdes na emergéncia de padroes de Turing. Para completar
tal tarefa ferramentas matematicas sdo necessdrias para a identificacio de situacdes em que as
estruturas de Turing sdo formadas, assim como, para descrever a dindmica de tais processos.
Uma vez que os padrdes espaciais sdo formados, ferramentas fisico/matematicas sao utilizadas
para a caracteriza¢do quantitativa dos padrdes, e de maneira similar, para a identificacdo de

fendmenos de transicdo entre estados.

4.1 - Método numérico de integracao

A evolugdo espaco-temporal de um modelo de reagao-difusao € obtida através
da integracdo das equagdes que descrevem a dindmica do sistema. Entretanto, devido as carac-
teristicas destas equagdes, i.e. sistemas acoplados com termos no lineares, ndo € possivel obter
solucdes analiticas, exigindo entdo a utilizacdo de aproximagdes numéricas. Neste trabalho os
métodos de Crank-Nicolson e Peaceman-Rachford foram considerados para a descri¢c@o dos ter-
mos lineares das equagdes em uma e duas dimensdes espaciais, respectivamente, e o método de
Runge-Kutta de 4* ordem para a aproximagio dos termos nio lineares.” Este tipo de tratamento
pode ser exemplificado da seguinte forma:

Considere a seguinte equacao diferencial parcial:

ou(z,y,t)
ot

OPu(z,y,t) N Pu(x,y,t)

) 4.1)

NaEq. (4.1), f(u) é uma fun¢@o de termos ndo lineares de v e D,, uma constante.
Esta equacdo pode ser discretizada, sem perda de informacdo fisica, através de expansdes e

combinacdes de séries de Taylor:

uf”rl —uh

ut. ul ..
BT o fu) 4 Dy (P

n

il 4.2)

n n n n
— 2wyt u — 2wt

Ax? Ay?

Na Eq. (4.2), os termos em azul s@o lineares e sdo tratados através dos métodos
de Crank-Nicolson ou Peaceman-Rachford, dependendo da dimensdo espacial considerada, e
o termo em vermelho € a funcdo ndo linear, tratada através do método de Runge-Kutta. Note
que tal abordagem sé pode ser feita se f(u) ndo depender explicitamente das varidveis indepen-
dentes. Caso contrdrio, este termo deve ser aproximado pelos métodos de Crank-Nicolson ou

Peaceman-Rachford.
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Veja no Apéndice 7.2 uma descri¢do explicita do método numérico de Peaceman-
Rachford, também conhecido como Método Implicito da Dire¢do Alternada (Alternating Direc-
tion Implicit Method, ADI).

Todas as simulagdes executadas neste trabalho foram realizadas com passo nu-
mérico no tempo At = 0.01 e passos numéricos no espaco Ax = Ay = 0.5. As equacdes
foram resolvidas em sistemas com geometria retangular, condi¢des de fronteira do tipo Dirich-
let (CFD), Neumann (CFN) e periddicas e com tempo suficiente para as solu¢des atingirem os

estados estacionarios.

4.2 — Analise da estabilidade linear - Instabilidade de Turing

A andlise da estabilidade linear € uma estratégia matemaética utilizada para ca-
racterizar localmente a geometria da estrutura da 6rbita de um sistema dindmico especifico.
Esta caracterizagdo qualitativa € feita ao redor de pontos de equilibrio, i.e. estados estaciond-
rios, considerando as mudancas na estrutura da 6rbita em funcido de parametros do sistema na
sua forma linear.’® Esta investigacio possibilita a classificacdo das solu¢des do sistema como
estdveis ou instdveis através da determinagio dos expoentes de Lyapunov ();) 1.5

O estudo do comportamento das orbitas de um sistema dinamico ndo linear atra-
vés de sua versdo linearizada € garantido pelo feorema de Hartman-Grobman sob certas condi-
¢des.”’ Este teorema afirma que um sistema de equacdes nio lineares de dimensdo-n apresenta
comportamento qualitativamente equivalente ao do sistema linear correspondente, em torno de
um ponto de equilibrio hiperbdlico. Neste caso € dito que o retrato de fases de tal sistema € topo-
logicamente orbitalmente equivalente ao do sistema linear. Veja a FIGURA 4.1.57 Lembrando

que:

* Um ponto € de equilibrio hiperbdlico quando todos os autovalores, calculados a partir
da versdo linearizada das equagdes originais, apresentam parte real ndo nula (Re()\;) #

O) .56,57
b

* Dois espacgos vetoriais sdo topologicamente orbitalmente equivalentes quando um € a

versdo distorcida do outro;>%>’

Assim sendo, s6 € possivel classificar as solucdes de um sistema com relagdo a
sua estabilidade se os expoentes de Lyapunov apresentarem parte real ndo nula. Caso contra-
rio, outras abordagens devem ser consideradas, como por exemplo o método direto de Lyapu-
nov. 5657

Através desta estratégia matematica é possivel determinar condi¢cdes de emer-
géncia de padrdes de Turing. A instabilidade de Turing é gerada por perturbacdes espaciais
associadas ao processo de transporte de massa em um sistema que possua solucdes temporais
estdveis.” As condicdes para a formacdo de padrdes de Turing sdo bem conhecidas para sis-

temas com duas varidveis dependentes e elas sdo expressas em uma forma analitica elegante e

JOs expoentes de Lyapunov s@o os autovalores calculados a partir da versao linear do sistema.
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genérica.” Entretanto, a determinac@o de expressdes analiticas para a instabilidade de Turing
para sistemas com mais de duas vardveis dependentes pode ser muito complicado. Devido a
isto, nestes casos as caracteristicas dos expoentes de Lyapunov sdo analisadas considerando os
critérios de estabilidade de Routh-Hurwitz a partir do polindmio caracteristico.**>’ Uma des-
cricao completa da determinacao de regides de instabilidade de Turing em sistemas com duas e

trés vardveis dependentes estdo apresentadas no Apéndice 7.3.

Teorema de Hartman-Grobman

Sistema Nao Linear Se Re(A) =0 Sistema Linear

1.0f \ - . 1.0f - N
IRTRATRIN RS AN NN T I
JEANNNNNS N —
/1 RNy R
O NSNS A ——
220y ool BN
G U =3 a==

ol TS NSNS N
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0
u

FIGURA 4.1 — Retratos de fase de um sistema de EDO’s de termos ndo lineares (a esquerda) e
lineares (a direita), com varidveis dependentes u e v, e ponto de equilibrio hiperbdlico (u*, v*) =
(0,0) (ponto em vermelho). Como o ponto de equilibrio é hiperbdlico, os retratos de fase dos
dois sistemas sdo qualitativamente equivalentes, diferenciando entre si por distor¢cdes. Nas
vizinhancas do ponto de equilibrio, as drbitas sdo muito similares, o que permite classificar
através da versdo linear a estrutura e a estabilidade da Orbita nesta regido. Neste exemplo
genérico, as Orbitas apresentam uma estrutura de ponto de sela, implicando comportamento
instavel.

4.3 — Funcionais de Minkowski

De forma geral, os padrdes de Turing bidimensionais podem emergir com trés
configuracOes espaciais completamente diferentes: arranjos hexagonais de pontos/bolas, listras
e hexdgonos invertidos. * Entretanto, estruturas com configuracdes resultantes da combinacdo
destes trés padrdes podem ser formadas em situacdes em que o sistema € perturbado. Casos
como estes dificultam a identificagdo e classificacdo das estruturas espaciais sem a utilizagdo
de um método quantitativo. Tais impasses sdo superados através de funcionais de Minkowski
(F).40’58

Os funcionais de Minkowski sdo utilizados para fazer medidas morfoldgicas dos
padroes de Turing e com isso descrever propriedades geométricas e topoldgicas, e.g. area,
conectividade entre as estruturas, comprimento das fronteiras e outros.”® Os funcionais mais
comuns sdo de cdlculo de dreas pretas e brancas, comprimento das fronteiras de grupos forma-

dos e excentricidade média dos objetos que compde a imagem.>® Apesar deste grande niimero

kObserve que é possivel classificar listras como invertidas ou nio dependendo da cor do fundo do grafico.
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de funcionais apresentados, neste trabalho a excentricidade média e a drea de grupos em preto

e branco sio considerados de forma combinada® :

<e>, se A, <A
—<e>, se A,>A

Onde < e > representa a excentricidade média, A,, e A sdo as dreas de pixel
brancos e pretos, respectivamente.

Para a determinacdo de I' € necessdrio transformar as imagens dos padrdes de
Turing em figuras bindrias, preto e branco. Em seguida, com a utilizacdo de um algoritmo
computacional de andlise de imagens ( através do software Mathematica - "ComponentMea-
surements"), determina-se as dreas formadas por pixels brancos e pretos e a média da excen-
tricidade das estruturas que compde a imagem. A esséncia das estruturas formadas depende
diretamente das dreas, de modo que se a drea em branco € maior que a drea em preto implica
que os padrdes sdo construidos em preto e considera-se que o padrio € invertido. A situac@o

oposta classifica as estruturas como ndo invertidas.’®

A média da excentricidade possibilita
identificac@o das formas das estruturas. A descri¢do das etapas para o cdlculo do funcional de
Minkowski estdo apresentados de forma esquematica na FIGURA 4.2.

O termo I' € capaz de classificar quantitativamente a morfologia das estruturas

espaciais bidimensionais de Turing.

4.4 — Taxa de producao de entropia

As palavras de Rudolf Clausius "A energia do universo € constante. A entropia
do universo tende a um maximo." resumem os resultados fundamentais da termodinamica
cldssica, incorporados na primeira e segunda leis.!® Essencialmente, esta teoria busca descrever
as mudancas de energia e entropia, i.e. funcdes de estado, usando o conceito de processos
reversiveis infinitamente lentos, através de parametros como temperatura, pressao, volume e
quantidade de matéria, i.e. varidveis de estado.!®>® Nesta perspectiva, as mudancas de entropia
podem ser expressas pela equagdo dS = dq/T. Entretanto para processos irreversiveis, que
acontecem em tempos finitos, as mudancas nesta funcao de estado sdo apresentadas por uma
desigualdade (de Clausius):

dq
> 2 .
ds > 0 (4.3)

A desigualdade de Clausius ndo relaciona diretamente as mudangas de entropia
com 0s processos irreversiveis, e.g. reagdes quimicas, apenas com processos de troca de ca-
lor.!® Estes aspectos estdo relacionados com uma premissa bdsica da termodinimica cldssica:
transformacdes irreversiveis que ocorrem na Natureza podem ser reproduzidas através de pro-
cessos reversiveis. No século XX, Onsager, De Donder e Van Rysselberghe, Prigogine e outros

estenderam os conceitos da teoria classica da termodinamica para descrever explicitamente mu-
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I Binari
A B magem Binaria
du(r,t
gt ) = f(u,v) + D, Vu(r,t)
av(r,t -
®O — g + 0,020 )
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Excentricidade Funcional de Minkowski (T")

S -

1
<e>= ﬁz e, N — Numero de Estruturas

FIGURA 4.2 — Determinac@o dos funcionais de Minkowski (I'). (A) A partir de um sistema
do tipo reacdo-difusdo e em condicdes de instabilidade de Turing, observa-se a emergéncia de
padrdes de Turing. (B) Através do software Mathematica € possivel obter uma imagem bindria
dos padrdes de Turing. (C) Calcula-se as dreas formadas por pixels brancos e pretos a partir da
imagem bindria, assim como a média das excentricidades < e >. Como esta representado na
figura, para o célculo de < e >, elipses (em vermelho) sdo utilizadas para aproximar da forma
das estruturas que compde o padrdo. Cada uma delas apresentard um valor de excentricidade,
e com isso € possivel determinar a média entre elas. Para formas circulares e — 0 e para

estruturas com forma de listrae — 1. (D) Associagdo entre estruturas e valores esperados para
I.
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dangas da entropia de processos irreversiveis.’® Neste formalismo, as mudangas de entropia sdo

dadas por:'°

dS =d.5+d;S 4.4)

Onde d,.S representa as mudangas de entropia devido processos reversiveis, e.g.
troca de matéria e energia térmica entre sistema e vizinhanca, e d;S sdo as mudangas de entropia
causadas por processos irreversiveis que ocorrem no interior do sistema, e.g. reacdes quimicas,

conducao/difusdo de calor e difusdo de massa. Veja a FIGURA 5.19.

d,S

FIGURA 4.3 — Representacao das mudancas de entropia devido a processos irreversiveis, d;S,
e reversiveis, d.S. Pela segunda lei da termodindmica, d;S > 0 sempre, ao passo que d.S pode
ser maior, menor ou igual a zero dependendo da classe de sistema considerado, i.e. isolado,
fechado ou aberto, e transformacao estudada.

Na formulagdo moderna, os processos irreversiveis sdo descritos por forgas ter-

).10

modinamicas (F}) e fluxos termodinamicos (J Assim sendo, a variacdo temporal da entro-

pia por unidade de volume é dada pela expressao:

o= = ZFka (4.5)
k

O termo 0 = %% ¢ conhecido como taxa de producdo de entropia.'”

A taxa de producdo de entropia é a base de uma robusta teoria de estabilidade e
oferece informacdes associadas a flutuagdes internas de sistemas fora do equilibrio.®® Diversos
trabalhos cientificos investigaram o comportamento deste pardmetro em processos afastados do

61-63

equilibrio termodinamico, mais especificamente em processos de quebra de simetria qui-

159 Os resultados mostram que transi¢des entre estados de assimetria quiral sio marcadas

ral.
por mudangas bruscas em o, possibilitando assim a identificagdo destas transi¢des.’® Conside-
rando tais informacdes e que a emergéncia de padroes de Turing também se configura em um
processo de quebra de simetria, a taxa de produ¢do de entropia pode ser usada para definir quan-

titativamente transi¢oes entre padrdes espaciais deste tipo. Neste trabalho, trés transformacoes

ISintese de duas moléculas com configuracdes diferentes em proporcdes desiguais.®
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irreversiveis sdo consideradas: reagdes quimica, difusdo de massa e difusdo/conducao de ener-
gia térmica. As expressdes que possibilitam o calculo das quantidades de entropia produzidas

devido a cada processo estdao apresentadas no apéndice 7.4.
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5 — Resultados e Discussao

Esta secao refere-se a descricdo do c6digo computacional desenvolvido para a
simulacao de modelos do tipo reacdo-difusdo e apresentaciao dos resultados relativos as inves-
tigacOes sobre os efeitos das fronteiras através do perimetro do meio reacional, gradiente de

temperatura e gradiente de concentracao na emergéncia de padrdes de Turing.

5.1 - O Programa

5.1.1 — Estrutura

Como foi apresentado em Teoria 4.1, os métodos numéricos utilizados para des-
cricdo da evolugdo espaco-temporal dos modelos isotérmico (MI) e ndo isotérmico (MNI)
sdo Crank-Nicolson e Peaceman-Rachford. Estas abordagens numéricas foram implementa-
das computacionalmente na forma como esta apresentado no Apéndice 7.2 (i.e. para o caso
do método de Peaceman-Rachford. Similar para o método de Crank-Nicolson), em linguagem
FORTRAN 90 e com a utilizagdo de Mddulos. De maneira geral, 0 médulo € uma unidade
de programa que tem uma defini¢do sintatica explicita, método de ativagcdo explicito, € seman-
ticamente independente, realiza sub tarefas especificas e pode conter os seguintes elementos:
variaveis, fungdes, sub rotinas e outros modulos. Ele possibilita o agrupamento de operagdes
basicas, que podem ser acessados por diferentes partes de um programa ou por diferentes pro-
gramas.>=¢7

A fim de manter o c6digo computacional organizado, optou-se pelo uso de moé-
dulos. A FIGURA 5.1 apresenta o esquema de modularizagdo proposto para a constru¢ao do
programa.

Os algoritmos 5.1 e 5.2 representam de forma simplificada a estrutura do cédigo
criado para os problemas em 1D e 2D, respectivamente, considerando o esquema de modu-
larizacdo apresentado previamente. Note que a implementacdo computacional do método de
Crank-Nicolson difere do método de Peaceman-Rachford unicamente pelo Médulo 4, que ndo
€ necessdrio naquela abordagem.

Ap6s a construgcdo do cddigo completo, com estrutura bdsica apresentada nos
algoritmos anteriores, propds-se modificagdes a fim de tornar o programa paralelizavel. Sucin-
tamente, a computacgdo paralela tem como objetivo principal atingir o aumento do desempenho
computacional, reduzindo consequentemente o tempo de execugio de tarefas.®®® Isto € feito a
partir da divisao das tarefas em diversos processadores. Vale ressaltar que a construcdo de um
codigo paralelizavel ndo € uma atividade trivial. Existem diferentes arquiteturas computacio-
nais paralelas, classificadas segundo as relagdes entre fluxos de instrucdes e fluxos de dados num
processo computacional que podem ser consideradas e nem sempre a estrutura computacional
proposta atinge o objetivo principal esperado, i.e. mdxima eficiéncia de processamento. Isto

normalmente é causado por laténcia de meméria e de rede e algoritmos pouco paralelizados.®®
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Médulo 2 Moédulo 3 Médulo 4 Moédulo 5
Primeiro Passo Segundo Passo Terceiro Passo Runge-Kutta
Moédulo 1
Matriz #B

—[ Programa J

FIGURA 5.1 — Esquema de modularizacao do programa para o método de Peaceman-Rachford.
Os passos correspondentes aos Mddulos 2, 3 e 4 estdo apresentados explicitamente em Apéndice
7.2. A construcdo € similar para o método de Crank-Nicolson.

Entrada: £, 2, ug, vy, Uz, Uy
Saida: u(t + 1,z),v(t + 1, 2)
1 inicio

2 ! Defini¢do das condicdes iniciais;

3| w(0,2) =wup; v(0,z) = vy

4 ! Definicdo das condi¢des de contorno;
5 u(t,0) =u(t,xr) = u,

6 v(t,0) =v(t,xr) = v,

7 para u e v faca

8 =B < Moddulo 1

9

2h2
w < Moddulo 2
10 u*' < Médulo 3
1 ul*' < Médulo 5
12 fim
13 fim
Algoritmo 5.1- Representacdo simplificada do cédigo relativo ao método de Crank-
Nicolson.

Neste trabalho, o c6digo computacional foi paralelizado através do padrao MPI
(Message Passing Interface). Este recurso € uma biblioteca de sub rotinas de comunicacao de
dados entre processos distribuidos de forma paralela.’® 7 Entre as diversas formas de comunica-
cdo possiveis, foi considerada a comunicagdo de ponto-a-ponto devido a estrutura do problema
em questdo. Basicamente, esta forma de comunicacao € feita através do envio e recebimento de

mensagens entre dois pontos especificos do programa.®®’" Para exemplificar, o Algoritmo 5.3
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Entrada: ¢, 2,y ug, Vo, Uz, Uy, Uz, Uy

Saida: u(t + 1,z,y),v(t + 1,z,y)

1 inicio

2 ! Definicdo das condi¢des iniciais;

3 U(0,$7y):: Uo; U(vaay):: Vo

4 ! Defini¢do das condi¢des de contorno;

5 u(t,0,y) = u(t,zr,y) = uy e u(t,z,0) = u(t, z,yr) = u,
6 | v(t,0,y)=v(t,zr,y) =v,ev(t,z,0) =0t z,yL) = vy,
7 para u e v faca
8 —B <+ Moddulo 1
9 @ < Modulo 2

F1/2 1/2 .
o 2. vt 2+ Médulo 3
ot « Modulo 4

n+l .  n+l z
i; iU <« Modulo5

3
)

2

S

10
11

£ £ &

12
13 fim

14 fim
Algoritmo 5.2— Representacdo simplificada do cdédigo relativo ao método de Peaceman-
Rachford.

apresenta a ideia da paralelizacdo do c6digo em questao.

1 para u faca 8 para v faca

2 #B < Moddulo 1 9 QTWB < Mboddulo 1
3 wr, <  Mobdulo 2 10 wl., < Mobdulo 2

.5 %,J

4

5

ufT'? « Méodulo 3

ultt «  Médulo 4

1/2 .
1 v?f 2 Médulo 3

2 | ot Moédulo 4

6 | ult! « Modulo5 3 | vt 4+ Modulo 5
7 fim 14 fim
Algoritmo 5.3— Representa¢do simplificada do cddigo paralelizdavel através do uso da bibli-

oteca MPI referente ao método de Peaceman-Rachford.

O loop central, relativo a cada varidvel dependente, é realizado por diferentes
processadores e as demais tarefas como, defini¢do das condig¢des iniciais, defini¢do das condi-
coes de contorno e escrita dos resultados € feita por um processador adicional. Desta forma,
para um sistema de EDPs composto por n—varidveis dependentes, o programa pode ser pa-
ralelizado em um ndmero m de processadores segundo a relagdio m = n + 1. O algoritmo
paralelizado proposto conseguiu atingir uma redugdo média de aproximadamente 2/5 e 1/2 do
tempo necessdrio para a simulacdo de sistemas de EDPs de duas e trés varidveis dependentes,
respectivamente.

O cddigo escrito em FORTRAN 90 esta apresentado no Apéndice 7.5.

5.1.2 — Validacao

Equagdes diferenciais parciais parabdlicas que apresentam solucdo analitica fo-

ram consideradas para comparar a acurdcia da aproximagdo numérica do programa desenvol-
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vido. Assim sendo, tais equagdes foram utilizadas para a validac¢do do resultado final através
do cdlculo de erros entre o resultado analitico exato e o numérico aproximado. Basicamente,
trés equacdes foram consideradas para situacdes em 1D e 2D, e elas estdo apresentadas nas
TABELAS 5.1e5.2.

Os calculos numéricos foram feitos tomando Ax = Ay = At, ou seja, 0s passos

numéricos no tempo € no espago sao iguais, e seus tamanhos foram variados da seguinte forma:

1

(5.1

onden = 1,4.
Os erros foram determinados de duas maneiras distintas, o primeiro deles é o

maior erro absoluto, o ponto que apresenta maior diferenga com o resultado analitico, dado por:

Cmazr = mawi,j:l,...,N—1|U£Z‘ - U(xh Yj, tm>| (52)

onde, U% ¢ a aproximagdo numérica e u(z;, y;, t,,) o resultado proveniente da equagio anali-

tica.
O segundo erro calculado foi o erro quadratico médio, dado pela seguinte equacao (para o caso

em 2D):

N-1N-1
er2 = (Z Z ArAy (U — (s, yj, tm))?)Y/? (5.3)
i=1 j=1
Caso | EDP Solugdo Analitica
1 Gu _ % = 4gett® (1l —xz)ett
2 %—%ze“(z—ﬂ) et
2
3 Qu_2u=0 et

TABELA 5.1 — EDPs em 1D e suas respectivas solucOes analiticas utilizadas para o teste de
acurdcia das aproximacdes numéricas obtidas a partir do programa criado.

Caso | EDP Solu¢do Analitica

1 Gu _ % — giy;‘ = —zy(xy + 3y + 3z — 7)e!™* | x(1 — z)y(1 — y)e vt
o) % _ % _ ngg _ ezyt(xy _ tQ(CL’Q + y2)> ezt

3 % _ % _ 3273 — ettty eT Tyt

TABELA 5.2 — EDPs em 2D e suas respectivas solu¢gdes analiticas utilizadas para o teste de
acuricia das aproximacdes numéricas obtidas a partir do programa criado.

Nas TABELAS 5.3 e 5.4 os erros calculados a partir das Egs. (5.2) e (5.3) para
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os Casos 1-3, presentes na TABELA 5.1, estdo apresentados para situagdes em 1D e 2D, res-

pectivamente.
Caso 1 Caso 2 Caso 3
Ax Emaz er2 Emaz er2 Emaz er?
% 2.60 x 1072 1.40 x 1072 ] 9.26 x 1072 3.88 x 1072 | 3.40 x 1073 1.82 x 1073
1—10 577 x 1073 522 x 1073 | 4.20 x 1072 1.56 x 1072 | 8.58 x 107* 4.30 x 10~
% 1.37 x 1073 2.86 x 1073 | 2.01 x 1072 6.98 x 1073 | 2.10 x 107* 1.02 x 104
4—10 3.47x 107 1.56 x 1072 | 9.86 x 1073 3.30 x 1073 | 1.85 x 107® 6.77 x 1076

TABELA 5.3 — Erro maximo e erro quadratico médio da aproximagdo numérica calculados para
os Casos 1-3, presentes na TABELA 5.1, em 1D.

Ax Caso 1 Caso 2 Caso 3

Ay €maz e Emaz er? €maz er?

£ 1399%x107% 2.03x1072|1.07x1072 5.60x 1073 | .13 x 107® 3.43 x 10~*
1—10 998 x 1073 4.92x 1073 | 244 x 1073 129 x 1073 | 2.46 x 10~* 3.55 x 1077
% 242 x 1072 1.19x 1072 | 580 x 107* 3.03 x 107% | 5.14 x 10> 1.57 x 1073
+ 1599%x 107" 293 x107* | 1.54x 107" 830 x 107" | .18 x 107* 6.29 x 107°

TABELA 5.4 — Erro maximo e erro quadréatico médio da aproximacao numérica calculados para
os Casos 1-3, presentes na TABELA 5.2, em 2D.

Como ¢ possivel notar através dos dados expostos nas tabelas, as aproximacoes
numéricas das solucdes das EDPs consideradas apresentam boa convergéncia e acurdcia com
as solucdes analiticas correspondentes. A partir disto, conclui-se que o programa desenvolvido
pode ser utilizado para o estudo de EDPs do tipo rea¢do-difusdo em uma e duas dimensoes

espaciais.

5.2 — Regioes de instabilidade de Turing

Para prosseguir com as investigacdes € preciso definir as condi¢des necessarias
para a formacgdo de padrdes espaciais estaciondrios € nio homogéneos.

As condic¢des para a emergéncia de padrdes de Turing sao determinados em fun-
cdo dos parametros a = c% eb= o% através da andlise de estabilidade linear. Para isso, os
parametros fisico-quimicos que compdem os modelos devem assumir valores numéricos, que

estdo apresentados na TABELA 5.5.
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Parametro Valor Numérico
Yu 1.0
kg, 1.0
kg, 1.0
Ky, 0.01
kr, 0.01
d 1.0
£ 0.25*
10) 1.0
eii=1,..4 4.0
AH/, 0.01
AH)/, 0.01
dy 1.0
dy 5.0
dy 10.0

TABELA 5.5 — Valores numéricos dos parametros fisico-quimicos. * Em Resultados 5.6 tam-
bém utilizou-se £ = 1.0.

A partir das informacdes na TABELA 5.5, o espaco de parametros (a X b) relaci-
onados com MI e MNI sdo apresentados nas FIGURAS 5.2 e 5.3, respectivamente. As figuras
mostram regides de instabilidade de Turing, pontos de sela e oscilacdo, que é particular para
MNI.

30

25

20

05

0.0

FIGURA 5.2 — Andlise da estabilidade linear de MI, onde T: instabilidade de Turing e PS: ponto
de sela.

Note que na FIGURA 5.3 hé duas regides de instabilidade de Turing demarcadas
com a letra "T"em vermelho e preto. Aquelas regides sdo diferentes entre si com respeito a
magnitude das instabilidades geradas por perturbagdes espaciais nao homogéneas, verificado
através do nimero de autovalores com parte real positiva. A regido marcada com "T"em ver-
melho € caracterizada com trés autovalores com parte real positiva, ao passo que a regido com

"T"em preto apresenta apenas um autovalor com esta caracteristica. Embora ambas regides sa-
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tisfacam as condicdes necessarias para a formacao das estruturas de Turing, a emergéncia de
tais estruturas tomam mais tempo em situagdes de baixa perturbagdo espacial, como pode ser
verificado por simulagdo. Devido a isto, os parametros foram escolhidos nas regides marcadas

com "T"em vermelho.

35

30

25 T

20

PS

05

FIGURA 5.3 — Andlise da estabilidade linear de MNI, onde T: instabilidade de Turing , PS:
ponto de sela e O: oscilacao.

Considerando os resultados obtidos a partir da andlise da estabilidade linear as
simulacdes do MI foram executadas tomando a = 2.1, b = 5.0 e a temperatura constante
60 = 0.75. No caso do MNI, a = 2.4, b = 5.0, e a temperatura nas fronteiras 6, = 0.96.
Em ambos sistemas as condicdes iniciais sao definidas randomicamente ao redor dos pontos de

equilibrio. Os pontos de equilibrio estdao apresentados no Apéndice 7.6 .

5.3 — Definicao do tamanho do meio reacional

A fim de entender os efeitos da perturbacdo das fronteiras na emergéncia de
padrdes de Turing, necessita-se definir o tamanho do meio reacional.

Considerando as informagdes expostas na Introducdo 1.4, o sistema precisa ter
uma dimensao ideal, com relac@o a dimensdo das estruturas espaciais, para o desenvolvimento
do estudo das influéncias das fronteiras sobre a formacao de padrdes de Turing. Com estas con-
sideracgdes, simulacOes foram realizadas em reatores quadrados de tamanho (z X y) unidades de
area (u.a.), onde z,y = 20, 30, 40, 50, 60, e 70, e diferentes condi¢des de fronteira, Dirichlet
(CFD) e Neumann (CFN) de fluxo zero, para cada um deles. A influéncia de CFN sobre o
bulk da reacdo é pequena quando comparada com a CFD. A CFN de fluxo zero ndo interage
quimicamente com o meio reacional, ao passo que a CFD modifica fortemente as suas vizi-
nhancas devido a imposicao de fontes/sumidouros de reagentes quimicos. Com isso, torna-se

possivel medir quantitativamente os efeitos das fronteiras na dindmica do processo em questao
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comparando a taxa de produgdo de entropia em cada uma das situagdes apresentadas, através

da seguinte equacao:
o7 — o7 |

0= T (5.4)

Na Eq. (5.4), 0 € a diferenca absoluta das taxas de producdo de entropia total

entre simulagdes realizadas com CFD (O'r? ) e CFN (UJTV ) para sistema com diferentes tamanhos,

normalizado pela drea do sistema (A,). Os termos 0¥ e o sdo calculados no estado estacio-

ndrio, uma vez que nessa situacdo este parametro tende a valores constates.”! No caso de CFD

as concentracOes dos reagentes quimicos nas fronteiras sdo Uy = 2.0 e Vo = 2.2 para MI, e

Ug = 2.3e Vg = 2.0 para MNI. A FIGURA 5.4 mostra ) em fun¢do da area.

0.05

0.04

0.03]

30X30
0.02]

®
bl (S

0.01

0.00

Ap103

FIGURA 5.4 — Diferenca absoluta da taxa de produ¢do de entropia (0) entre simulagdes executa-
das com condicdo de fronteira de Dirichlet e Neumann para sistemas com diferentes tamanhos.
Os dados em vermelho estdao associados a MI e os em preto com MNI.

Através da figura é possivel verificar que a diferenca da taxa de entropia total
para um sistema de pequeno tamanho € maior do que em um sistema de grande tamanho. Este
fato concorda com as informagdes relatadas na literatura de que os efeitos da perturbacio das
fronteiras sdo mais pronunciadas em sistemas de pequeno tamanho.'® Considerando os efeitos
da fronteira, uma escolha inteligente para o tamanho do sistema seria o 20 x 20 u.a., entretanto
a dimensao das estruturas de Turing nesta situacao sdo compardveis com as dimensao do rea-
tor, e isto dificulta a caracterizagdo dos padrdes. Entdo, considerando o caso 30 x 30 u.a. €
possivel afirmar, analisando a FIGURA 5.4, que a perturbagdo da fronteira € relativamente alta,
quando comparada com as demais situacdes, podendo afetar o bulk da reacdo. Mais ainda, di-
ferentemente do caso 20 x 20 u.a., as estruturas emergentes sao menores em tamanho do que as
dimensdes do sistema, permitindo a identificacdo dos padrdes de Turing. Conforme as dimen-
sOes aumentam, a partir de 40 x 40 u.a., a perturbac@o € minimizada, tendendo a zero. Portanto,
o tamanho do sistema escolhido para a realizacdo das simulagdes deste trabalho € 30 x 30 u.a..

Uma vez que as condicdes necessdrias para a emergéncia de padrdes de Turing e
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o tamanho do meio reacional foram definidos, os efeitos relacionados ao perimetro das frontei-

ras, gradiente de temperatura e concentracdo podem ser investigados.

5.4 — Padroes de Turing referéncia

Considerando os propositos deste trabalho, os padrdes de Turing obtidos a partir
de sistemas 30 x 30 u.a. e condi¢des de fronteira de Neumann (CFN) de fluxo zero serdo con-
siderados os "padrdes de Turing referéncia”, ou seja, aqueles que sao formados sob influéncia
minima de reagentes quimicos e energia térmica, provenientes de fontes externas. Estas estru-
turas podem ser usadas como referéncia para a comparagdo dos padroes de Turing modulados
por condi¢des de fronteira de Dirichlet (CFD). Tais padroes estdao apresentados na FIGURA 5.5.
Note que estes padrdes, assim como em todas as figuras deste trabalho, referem-se a concentra-

c¢ao do ativador.

FIGURA 5.5 — Padrdes de Turing referéncia. a) MI; b) MNI

5.5 — Perimetro das fronteiras

Nesta subsecdo buscou-se compreender as influéncias do perimetro e geometria
das fronteiras na emergéncia dos padrdes de Turing. Para isso, simulagdes foram executadas
com sistemas de mesma area, 900 u.a., e diferentes perimetros (p), com p = 60, 61, 65, 75
e 100. Para o MI utilizou-se CFN com fluxo zero. Para o caso do MNI duas situa¢des foram
consideradas: 1) CFN de fluxo zero para os reagentes quimicos e temperatura; 2) CFN de fluxo
zero para os reagentes quimicos e CFD para a temperatura. Apenas enfatizando, na situagdo (2)
as bordas do meio reacional apresentam temperatura bem definida, g = 0.96.

Os resultados obtidos a partir das simulacdes descritas estdo apresentadas nas
FIGURAS 5.6, 5.7 € 5.9 para MI e MNI, respectivamente.

Para o caso do MI, FIGURA 5.6, nota-se que entre as simulagdes realizadas os
padrdes mais frequentes possuem a forma de bolas. Entretanto, para o casode p = 65e p = 100,
h4 a formacdo de listras, com diferentes orientagdes, i.e. em p = 65 listras na horizontal e
em p = 100 listras na vertical. O ultimo caso, relaciona-se diretamente com os resultados

14,15

apresentados nas referéncias , onde devido a diminui¢do da largura do meio reacional

as bolas se alongam parecendo listras. Contudo, este efeito ndo representa uma transi¢do de
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estados espaciais, apesar da morfologia do padrdo ter alterado. Isto é confirmado através da
andlise das taxas de produgdo de entropia apresentadas na TABELA 5.6. Os valores desse
parametro para todas as simulacdes sao muito similares, evidenciando que nao ha transi¢ao de
estados espaciais. Conclusdes similares podem ser tiradas do caso em que p = 65, mas as
razdes para o surgimento das faixas sdo desconhecidas. Acredita-se que as dimensdes do meio

reacional possibilitam a sobreposi¢ao de bolas em linha reta formando as listras observadas.

FIGURA 5.6 — Simula¢des do MI para sistemas com area 900 u.a. e diferentes perimetros (p).
a)p==60edrea 30 x 30u.a. b)p =061edrea 36 x 25 u.a. c)p = 65e drea 45 x 20 v.a.
d)p="T5edrea60 x 15u.a. e)p = 100e drea 90 x 10 u.a..

Os resultados obtidos para 0 MNI com CFN com fluxo zero, apresentados na
FIGURA 5.7, revelam pequenas diferencas na organizacdo espacial dos padrdes, como pode
ser notado através do funcional de Minkowski na TABELA 5.6. Entretanto, para todos os
perimetros considerados os padrdes possuem a forma de listras, ou seja, as estruturas formadas
representam o mesmo estado dinamico, veja as taxas de producdo de entropia total na TABELA
5.6.

Neste caso, pode-se afirmar que a orientagcdo e organizagdo espacial das estrutu-
ras formadas é regulada pela temperatura, que é tratada como varidvel dependente. E possivel
notar que o perfil espacial da temperatura apresenta uma forma complementar aos padrdes de
Turing, veja FIGURA 5.8. Supde-se que estes fatos constatados estejam relacionados com a
alta difusibilidade térmica, que faz com que a temperatura controle a dindmica dos reagentes

quimicos.
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FIGURA 5.7 — Simulagdes do MNI para sistemas com area 900 u.a., CFN com fluxo zero para a
temperatura e diferentes perimetros (p). a) p = 60 e drea 30 x 30 u.a. b)p = 61 e drea 36 x 25
uva. c)p==~6dedreadd x 20u.a. d)p="T7Hedrea60 x 15u.a. e)p = 100 e drea 90 x 10
u.a..
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FIGURA 5.8 — Perfil espacial da temperatura para o MNI em um sistema 30 x 30 u.a.. Referente
a temperatura da simulacdo apresentada na FIGURA 5.7 a).

Com relagdo aos resultados relativos ao MNI com CFD para a temperatura,
verifica-se que hd majoritariamente a emergéncia de padrdes com formatos de listras, como
no dltimo caso. Entretanto, devido a presencga de fontes térmicas nas fronteiras, o efeito obser-
vado anteriormente € intensificado conforme o perimetro aumenta, por uma razao geométrica,
i.e. 0 aumento perimétrico implica na aproximacao das fronteiras. Apesar de algumas diferen-
cas entre as taxa de produgdo de entropia total calculadas para cada perimetro, TABELA 5.7,

acredita-se que ndo ha transicdo de estados, mesmo que os padrdes se diferenciam morfologi-

90



camente em alguns aspectos.

Perimetro

Modelo Parametros 60 61 65 75 100

or 27.2 27.2 27.2 27.2 26.4
MI

r 0.23 035 —-090 049 —-0.77

or 51.9 51.6 51.9 50.3 50.0
MNI

r -0.71 -0.72 —-0.89 —-097 —-0.9

TABELA 5.6 — Taxa de producdo de entropia e funcionais de Minkowski ao resultados obtidos
a partir dos modelos MI e MNI (CEN com fluxo zero para a temperatura), e sistemas com
diferentes perimetros.
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FIGURA 5.9 — Simula¢des do MNI para sistemas com drea 900 u.a., CFD para a temperatura
e diferentes perimetros (p). a) p = 60 e drea 30 x 30 u.a. b) p = 61 e drea 36 X 25 u.a.
c)p==6>bedreadd x 20u.a. d)yp="75edrea60 x 15u.a. e)p = 100 e drea 90 x 10 uv.a..

90
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Perimetro

Modelo Parametros 60 61 65 75 100

or 61.1 60.0 71.6 60.5 79.7
MNI

r —-0.70 -0.72 -0.89 —-0.97 —-0.78

TABELA 5.7 — Taxa de producdo de entropia e funcionais de Minkowski ao resultados obtidos
a partir do modelo MNI (CFD para a temperatura), e sistemas com diferentes perimetros.

5.6 — Gradiente de temperatura

Esta subsec@o apresenta os resultados dos efeitos de perturbagcdes associadas a
presenca de fontes térmicas localizadas nas fronteiras do reator na emergéncia de padrdes de

40 simula-

Turing. Mais ainda, considerando as investigagdes realizadas pela da referéncia
coes também foram executadas considerando o sistema em um banho térmico. Desta forma é
possivel fazer comparacdes entre as formas de perturbagdo.

Em termos de simulacdo, os casos apresentados sdo diferenciados da seguinte
forma: no primeiro caso - fontes térmicas localizadas nas fronteiras - o termo relacionado a
lei de resfriamento de Newton na Eq.(3.9) assume valores diferentes de zero para os primeiros
termos da malha de integragdo, proximos as fronteiras, e zero para os demais. Ou seja, ha
troca de energia térmica apenas entre particulas em contato com as fronteiras. No segundo caso
- banho térmico - o termo relacionado a lei de resfriamento de Newton € diferente de zero e
igual para todos os pontos da malha de integracdo. De forma mais clara, todos as particulas
do meio reacional trocam energia térmica com o banho. Veja a FIGURA 5.10 para melhor

esclarecimento.
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FIGURA 5.10 — Representagdo das trocas de energia térmica dos pontos da malha de integra-
cdo para os casos de fontes térmicas localizadas nas fronteiras do reator, a esquerda, e banho
térmico, a direita. Os termos em vermelho representam os pontos da malha que trocam energia
térmica através do processo de conducao.
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A motivacdo principal da andlise destas fontes distintas de perturbacdo é en-
contrar uma forma eficiente de sintonizacdo de estados espaciais ndo homogéneos através do
controle externo da temperatura e assim propor um modelo quimico minimo para descrever a
biogénese.

Vale ressaltar que nesta secdo o utilizou-se £ = 1.0. Isto foi feito pois, nesta
condigdo € possivel observar um nimero maior de estados espaciais para uma pequena variagao

de temperatura com relag@o a situacao em que & = (0.25.

5.6.1 — Fonte térmica nas fronteiras do sistema

Inicialmente buscou-se compreender através do MNI o papel da presenca de
fontes térmicas localizadas nas fronteiras do reator. Para isso, simulagdes foram realizadas
com CFN de fluxo zero para os reagentes quimicos e CFD para a temperatura, de forma que as
fontes térmicas sdo iguais nas quatro paredes do reator. Os valores da temperatura nas bordas
() considerados sdo 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5e 1.6, veja a FIGURA 5.11.

FIGURA 5.11 — Simula¢do do MNI com diferente fontes térmicas localizadas nas fronteiras do
reator. a) O = 1.0b) g =1.1¢c)0g =1.2d) 0 =1.3e)0g =1.41) 0y =1.5g) 0g = 1.6.

Visualmente observa-se que ha modificagdes locais do padrdo préximo as pare-
des do reator conforme a temperatura da borda aumenta, entretanto no centro do reator estru-
turas na forma de bolas sdo preservadas, para todo 6, considerado. Através da andlise da taxa
de producdo de entropia total, apresentada na FIGURA 5.12, é possivel verificar que nao ha
transi¢do de estados uma vez que ndo se observa descontinuidades bruscas na tendéncia deste
parametro. Na verdade, essa taxa € diretamente proporcional as temperaturas consideradas,
praticamente servindo como um "termometro"linear.

Estes resultados revelam que a indu¢do de quebra de simetria espacial através
de variagdes da temperatura de fontes térmicas localizadas nas bordas do reator € invidvel,
mesmo para sistemas de pequeno tamanho. E ficil prever que para meios reacionais de grandes
dimensdes espaciais, o efeito da temperatura a partir desta constru¢gdo é minimo, alterando

muito pouco a dindmica do sistema.
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FIGURA 5.12 — A taxa de produgdo de entropia total para as diferentes fontes térmicas loca-
lizadas nas bordas do meio reacional. As letras (a,b,c,d,e,f,g) indicam os diferentes padroes
apresentados na FIGURA 5.11.

5.6.2 — Banho térmico

Como foi apresentado no inicio desta subsec¢ao, buscou-se entender também o
efeito do banho térmico na emergéncia de padrdoes de Turing. Para isso, simula¢des foram
realizadas com condi¢Ges de fronteira periddicas, reatores com dimensdo igual a 60 x 60 u.a. e
diferentes temperaturas de banho (fgx), sendo elas px = 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 e 1.6.
Os resultados destas simulagdes estdo apresentados na FIGURA 5.13.

FIGURA 5.13 — Simulagdo do MNI com reator de tamanho 60 x 60 u.a. e diferentes tempera-
turas de banho térmico. a) 0gx = 1.0b)Ogx = 1.1¢)0gx = 1.2d)0px = 1.3¢e)0px = 1.4

Visualmente é possivel notar que diferentes padrdes de Turing emergem con-
forme a temperatura do banho térmico varia, indo de bolas para listras. A andlise dos fun-
cionais de Minkowski confirma estes fatos, demonstrando que os padrdes a e b, na FIGURA
5.13, apresentam similaridades morfoldgicas entre si, assim como os demais padrdes também

compartilham certas similaridades estruturais. Veja a FIGURA 5.14.
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FIGURA 5.14 — Funcionais de Minkowski para banhos térmicos com diferentes temperaturas.
As letras (a, b, ¢, d, e, f, g) indicam os diferentes padrdes apresentados na FIGURA 5.13.

As diferencas mofoldgicas encontradas na série de padrdes obtidos indica quebra
de simetria espacial e uma possivel transi¢ao de estado. Através da taxa de producao de entropia
associada ao processo de difusdo (o,;) é possivel notar um desnivel na tendéncia dos grafico
entre px = 1.1 e 0gx = 1.2, evidenciado uma transicdo de estado, como esperado. Neste
caso, utilizou-se o, pois o termo entropico associado as reacdes quimicas € muito grande e ndo
varia muito, impossibilitando a identificagao do processo de quebra de simetria espacial através
da taxa de producao de entropia total. Veja a FIGURA 5.15.
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FIGURA 5.15 — A taxa de produg¢do de entropia associada ao processo de difusdo para banhos
térmicos com diferentes temperaturas. As letras (a, b, ¢, d, e, f, g) indicam os diferentes padroes
apresentados na FIGURA 5.13.

Assim sendo, € possivel utilizar a temperatura de um banho térmico como para-

metro de controle de padrdes de Turing. Este resultado ja foi reportado na literatura *° . A
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partir disso, realizou-se uma simulacdo considerando um sistema de dimensdes 90 x 30 u.a.
com gradiente térmico sobre toda drea do reator na dire¢do-z, de modo que fpx(xg) = 1.0 e
Opx(xp) = 1.2, com zy < x < zp. Tal construgdo pode ser reproduzida experimentalmente
utilizando-se uma chapa de aquecimento. A estrutura formada esta apresentada na FIGURA
5.16.
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FIGURA 5.16 — Simulagdo do MNI com gradiente térmico na direcdo x criado através de um
banho térmico (placa de aquecimento), de modo que, z; = 1.0 e xy = 1.2.

Como pode ser observado, um sistema sob a influéncia de um gradiente térmico
criado sobre toda sua drea induz quebra de simetria espacial dentro de um mesmo reator. Desta
forma € possivel obter diferentes padrdes de Turing a partir da variacdo da temperatura do banho

ou através de um gradiente de temperatura.

5.7 — Gradiente de concentracao

Continuando com as investigacoes, esta subsecdo apresenta o estudo dos efeitos
da existéncia de fontes de reagentes quimicos nas fronteiras do meio reacional, assim como
situacOes de gradiente de concentracdo imposto através das fronteiras, na emergéncia de padrdes
de Turing. A motivacdo principal do estudo desenvolvido aqui esta relacionado a construgao
de um modelo quimico minimo para descrever as etapas inicias do processo de diferenciagcdo
celular e embriogenesis.

Entretanto, a fim de evitar confusdes, destaca-se inicialmente a diferenca de sig-
nificado e notacdo entre os termos: gradiente quimico imposto através das fronteiras e vetor
gradiente. O primeiro termo, gradiente quimico imposto através das fronteiras (GQIF), € re-
lativo a defini¢do de fontes de reagente quimico nas fronteiras do sistema, criando situagdes
de diferenca de concentracdo em diferentes regides do sistema. A tltima, o vetor gradiente,
refere-se ao operador matemdtico Ve asua notagdo usual serd mantida. Esta ferramenta sera
utilizada em anélises do campo vetorial do processo de difusao dos modelos em uma condi¢ao
de dindmica estaciondria. Uma vez que estes pontos foram esclarecidos, continua-se com a
apresentagdo dos resultados.

Baseado nas consideragdes apresentadas em Introducdo 1.4 sobre perturbacdes
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causadas pela presenca de fontes/sumidouros de reagentes quimicos na emergéncia de padroes
de Turing, simula¢des foram executadas com fontes de reagentes quimicos, ativador e inibidor,
nas fronteiras para MI e MNI, de forma que as fontes sdo iguais nas quatro paredes do reator.
Cada simulacdo € feita com fontes especificas (Uq, Vi, ). Para MI sdo (1.80,2.09), (1.90,2.19),
(2.00,2.29), (2.10,2.39), (2.20,2.49), e (2.30, 2.59) , e para MNI sdo (2.10, 1.80), (2.20, 1.90),
(2.30,2.00), (2.40,2.10), (2.50, 2.20), (2.60, 2.30). Note que os valores das fontes em negrito
sdo exatamente os pontos de equilibrio dos modelos em questdo. Os resultados sdo apresentados
nas FIGURAS 5.17 e 5.18.

FIGURA 5.17 — Versao do MI com diferentes fontes de reagentes quimicos nas fronteiras, onde
(Uq, V) € para a) (1.80,2.09), b) (1.90,2.19), ¢) (2.00,2.29), d) (2.10,2.39), e) (2.20,2.49),
f) (2.30,2.59).

FIGURA 5.18 — Versao do MNI com diferentes fontes de reagentes quimicos nas frontei-
ras, onde (Ug, V) € para a) (2.10,1.80), b) (2.20,1.90), c) (2.30,2.00), d) (2.40,2.10), e)
(2.50,2.20), f) (2.60, 2.30).

Visualmente, € possivel notar que hd uma quebra de simetria espacial em ambos
modelos com a mudanga da concentragdo de reagentes quimicos nas fronteiras. Esse fendmeno
¢ confirmado através da andlise da taxa de produgdo de entropia total e do funcional de Min-
kowski. Nos dois modelos a transi¢do € evidenciada pela mudanca abrupta na inclinagdo de o,
como pode ser visto na FIGURA 5.19. A caracterizacdo morfologica complementa a andlise da
taxa de producdo de entropia, indicando a formacgao de diferentes estruturas espaciais, veja FI-
GURA 5.20. No caso do MI, as estruturas apresentam componentes topoldgicos com formatos
geométricos similares, porém com diferentes organizac¢des/distribuicdes espaciais. No caso de

MNI, hé expressivas diferencas topoldgicas entre os padrdes finais.
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FIGURA 5.19 — A taxa de producio de entropia para diferentes fontes de reagentes quimicos
nas fronteiras. Os modelos MI e MNI sdo representados pelas cores vermelha e preta, respec-
tivamente. As letras (a, b, c,d, e, f) indicam as mesmas condi¢des consideradas em simulagdes
previas, presentes nas FIGURAS 5.17 e 5.18.
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FIGURA 5.20 — Funcional de Minkowski para diferentes fontes de reagentes quimicos nas fron-
teiras. Os modelos MI e MNI sao representados pelas cores vermelha e preta, respectivamente.

As letras (a, b, c,d, e, ) indicam as mesmas condi¢des consideradas em simulacdes previas,
presentes nas FIGURAS 5.17 € 5.18.

Verificou-se também, através do MI, que em situagdes proximas ao processo de
quebra de simetria, regido definida entra as FIGURAS 5.17 (c) e 5.17 (d), ha a formacdo de
uma estrutura espacial intermedidria, veja a FIGURA 5.21. A taxa de produgdo de entropia
total associada a este padrdo € igual a 33.0, de modo que se ajusta linearmente com o0s oy
das estruturas 5.17 (d), (e) e (f). Apesar desta relacdo entre as taxas de producdo de entropia,
considera-se que o processo de quebra de simetria ocorre apds a estrutura intermedidria se

modificar completamente, dando origem aos demais padrdes.
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FIGURA 5.21 — Versao do MI com (Ug, Vi) = (2.0666, 2.3567).

Espera-se que a quebra a simetria espacial dos padrdes de Turing seja causada
pela acdo de perturbacdes espaciais. Portanto, a fim de entender as razdes que levam a observa-

cdo do fendmeno constatado, as solucdes espaciais do MI sdo estudadas, de forma aproximada,
ou ou

no regime estaciondrio, i.e. 5% =3 =0, restando:
fla—u)—r +ro+d,Vu=0 (5.5)
r =19+ d, Vv =0 (5.6)

Resolvendo as Egs. (5.5) e (5.6), com condi¢des de fronteira de Dirichlet, e
tomando o vetor gradiente das solugdes, i.e. ﬁu(m, y) e 61}(% y), é possivel verificar uma
mudanga da orientacdo do processo de difusdo conforme a concentragdo dos reagente quimi-
cos aumenta nas fronteiras, veja a FIGURA 5.22. Mais especificamente, quando (Ug, V) =
(2.10, 2.39), que € o ponto de equilibrio de MI, entdo Vu(z,y) = Vu(x,y) = (0,0). Quando a
concentragdo é menor que a do ponto de equilibrio (Ug, Vo) = (2.00,2.29), tem-se Vu(z, y) <
(0,0) e Vu(z,y) > (0,0), e quando a concentragdo é maior do que o valor do ponto de equi-
librio (Ug, Vo) = (2.20,2.49), obtém-se Vu(x,y) > (0,0) e Vo(z,y) < (0,0). Logo, a
alteracdo da orientacdo do processo de difusdo induz o sistema a novos estados espaciais auto-

organizados. Um explicacdo similar é dada para o MNIL.
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FIGURA 5.22 — Solugido espacial de u(x,y) (a esquerda) e v(z,y) (a direita) no regime es-
taciondrio. a) (Ug, Vo) = (2.00,2.29) b) (Ug, Va) = (2.10,2.39) - Ponto de equilibrio c)
(Ua, Va) = (2.20,2.49).

Observa-se que a simetria dos padroes de Turing quebra (ou tem uma grande
modifica¢do indicando uma mudanga de fase) quando a concavidade da concentra¢do (ou o
sinal do vetor gradiente) aproxima do valor do ponto de equilibrio, veja a FIGURA 5.22. Base-
ado nisto, supde-se que este comportamento € geral para sistemas quimicos ndo lineares, com
pequena dimensao espacial (drea), sob instabilidade de Turing e com CFD. A razdo para tal
suposi¢do esta relacionada ao comportamento aproximadamente linear quando o sistema se en-
contra préximo ao regime estaciondrio e com as fontes das fronteiras definidas ao redor dos
pontos de equilibrio — caracteristica geral de qualquer sistema dindmico nao linear.

Mais simulac¢des foram consideradas para entender o papel dos reagentes qui-
micos, ativador e inibidor, nos processos de quebra de simetria. Basicamente, apenas um dos
reagentes quimicos foi definido com CFD, ao passo que o outro foi definido com CFEN fluxo
zero. Os resultados estdo apresentados nas FIGURAS 5.23 e 5.24 e eles mostram que as per-
turbacdes geradas na dinamica reacional com a presenca de fontes de ativador ndo induzem aos
fendmenos de quebra de simetria espacial. Diferentemente, fontes de inibidor nas fronteiras
induzem a esses fendmenos a medida que a sua concentrag¢do se aproxima do valor do ponto de
equilibrio. Assim sendo, o agente responsdvel pela transi¢cao observada € o agente inibidor, e
este fato deve estar relacionado com sua alta capacidade difusiva, quando comparada com a do

agente ativador.
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FIGURA 5.23 — Taxa de produc¢do de entropia total para o MI, com fontes de ativador (ver-
melho) e inibidor (azul) nas fronteiras. As letras (a, b, c,d, e, f) indicam as mesmas condi¢des
consideradas nas simulagdes previas, apresentada na FIGURA 5.17, para apenas um dos rea-
gentes.

70—

a b c d e f
60 . [] [ ] . [ ] [ ]
50t a b
40 C
~ .
lw) do e. f
30 b (
20
10
G i "
(Ua, Va)

FIGURA 5.24 — Taxa de producao de entropia total para o MNI, com fontes de ativador (ver-
melho) e inibidor (azul) nas fronteiras. As letras (a, b, ¢, d, e, f) indicam as mesmas condi¢des
consideradas nas simulagdes previas, apresentada na FIGURA 5.18, para apenas um dos rea-
gentes.

A partir dos resultados obtidos e considerando o fato que a simetria espacial
€ quebrada conforme a concentracdo dos reagentes quimicos nas fronteiras se aproximam do
ponto de equilibrio, um gradiente de reagentes quimicos foi definido através das fronteiras
(GQIF). O GQIF toma a dire¢do do eixo x, de modo que em z = 0 € x = xy a concentracio
quimica do ativador e inibidor assumem valores minimo e maximo, respectivamente, em uma
faixa especifica. Para 0 < x < xy, a concentragdo aumenta linearmente de forma que quando
r = % a concentracao dos reagentes quimicos € igual aos respectivos pontos de equilibrio. A

suposi¢do do aumento linear da concentracdo nas fontes das fronteiras € baseada na solucao
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assintética da lei de Fick. Para o MI considerou-se u(0,y) = 1.85, u(zys,y) = 2.35, v(0,y) =
2.15, e v(xy,y) = 2.65. E no caso do MNI u(0,y) = 2.15, u(zy,y) = 2.65, v(0,y) = 1.85 ¢
v(zyr,y) = 2.35. Veja a representacdo grafica do GQIF na FIGURA 5.25.

Uq, Vo

FIGURA 5.25 — GQIF linear na direcdo x. As concentra¢des dos pontos de equilibrio estdo
indicados pelas linhas verdes tracejadas. A concentracdo de Ug e V|, s@o representados pelas
cores azul e vermelho, respectivamente. O MI e o MNI sdo dados pelas linhas pontilhadas e
s6lidas, respectivamente. Note que, o GQIF para 30 x 30 u.a. estd cercado pelas linhas pretas
pontilhadas.

As simulacdes com GQIF sdo apresentadas na FIGURA 5.26. A partir disso,
nota-se que diferentes estruturas espaciais emergem nas faixas 0 < =z < 15e 15 < = < 30,
em ambos modelos. De outra forma, diferentes estruturas sdo formadas em condicdes que a
concentracao de reagentes quimicos nas fronteiras sao maior e menor que o ponto de equilibrio,
definido no meio do eixo x. Isto € confirmado pela taxa de producdo de entropia calculada
nos diferentes lados do reator, veja a TABELA 5.8, evidenciando quebra de simetria dentro
do sistema em questdo. Este € um importante resultado, uma vez que diferentes padroes de
Turing podem ser modulados no mesmo reator por um gradiente quimico imposto através das

fronteiras.
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FIGURA 5.26 — Padrdes de Turing modulados por GQIF na direcdo x. a) MI; b) MNI.

aor

Modelo 0<x <15 15h<x<30

MI 9.7 25.5

MNI 22.2 40.0

TABELA 5.8 — Taxa de producdo de entropia total para MI e MNI em diferentes regidoes do
sistema.

Considerando o interesse deste trabalho de obter um modelo minimo de diferen-
ciacdo celular, a quebra de simetria espacial dos padrdes de Turing poderia ocorrer simultane-
amente com o aumento de tamanho da célula (reator). O modelo estitico proposto aqui nao
contempla a dinamica de aumento do sistema, que pode ser modelado através de um esquema
de acimulo de componentes quimicos e subsequente distensdo do reator ao longo do GQIF.
Este processo de aumento do tamanho do meio reacional pode ser representado por um reator
de grande dimensao espacial.

Assim sendo, considere um sistema com dimensdes 60 x 30 u.a., sob 0 mesmo
GQIF considerado previamente, i.e. com a mesma inclinagdo do gradiente usado na simulagdo
anterior. Veja a FIGURA 5.25. Nesta situacdo dois padroes de Turing diferentes emergem nas
regides 0 < x < 30 e 30 < x < 60, como era esperado, FIGURA 5.27.
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60

60

FIGURA 5.27 — Simulagdes de MI e MNI, representados por a e b, respectivamente, em reatores
com dimensoes iguais a 60 x 30 u.a..

Seguindo com os principais objetivos deste trabalho, considera-se agora que o
reator de 60 x 30 u.a. pode ser dividido em dois novos reatores, devido a uma dobra de borda
(membrana), convenientemente préximo ao ponto da fronteira que contém a concentracdo do
ponto de equilibrio. A dobra completa da membrana resultaria em dois reatores separados,
com fontes de reagentes quimicos nas fronteiras internas iguais ao ponto de equilibrio, para
ambos reatores. Este processo pode ser representado de maneira simplificada por dois reatores
separados, que € exatamente a configuracdo final do sistema apds a dobra da membrana.

Sendo assim, assuma que o reator 60 x 30 u.a. € dividido em dois sub-reatores
30 x 30 u.a. exatamente na posi¢cdo em que a concentracdo dos reagentes quimicos nas fron-
teiras sdo iguais ao ponto de equilibrio, i.e. z = 30. Dois novos reatores sdo formados e eles
continuam sob as influéncias de gradiente quimico. Apds a ocorréncia desta divisdo, diferentes
padroes de Turing emergem em cada novo reator. Veja as estruturas formadas a partir de MI
e MNI na FIGURA 5.28. A taxa de produgdo de entropia e funcional de Minkowski s@o apre-
sentadas na TABELA 5.9. A partir destes dados € fécil verificar que as estruturas formadas sao

diferentes nos dois novos reatores, para ambos modelos.
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5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

FIGURA 5.28 — Simulac¢des de dois reatores sobre GQIF, considerando o MI, representado
por a, e o MNI, representado por b. O gradiente toma a dire¢do do eixo x e em z = 30 a
concentracdo € igual ao valor do ponto de equilibrio.
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Extensao

Modelo Propiedades 0 <z <30 30 <z <60

ocH 25.3 45.8
Ml oM 0.4 0.7
or 25.5 46.4
r 0.7 —0.2
OCH 51.9 61.4
MNI oM 1.4 1.1
oH 0.04 0.05
or 53.3 62.5
r 0.61 —0.42

TABELA 5.9 — Taxa de producdo de entropia relativa a cada processo irreversivel e funcional
de Minkowski para o MI e MNI dos dois novos reatores.

5.8 — Modelos minimos: Diferenciacao Celular, Embriogénese e Biogénese

Considerando os resultados obtidos, argumenta-se que este trabalho pode indi-
car possiveis modelos quimicos minimos para a descri¢ao dos passos iniciais da diferenciacao

celular, embriogénese e biogénese. Tais modelos sdo apresentados através das seguintes etapas:

* Diferenciacao celular

1) Modulacdo de diferentes padrdes de Turing (célula diferenciada) a partir de pa-

drées de Turing referéncia (estrutura interna de célula tronco), FIGURA 5.5, por CFD;

2) Aumento do tamanho do sistema devido acumulagdo interna de reagentes quimi-

cos (crescimento celular), similar a FIGURA 5.27 a);

3) Divisdo do sistema (divisdo da célula) como resultado de uma dobra das bor-
das (membrana) apds alcance de um tamanho critico, resultando em sistemas similares
(mesma célula), FIGURA 5.28 a);

4) Congelamento dos padroes de Turing (polimerizacdo de proteinas) a fim de man-

ter as estruturas internas do sistema estdveis apds supressdo de reagentes quimicos na
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fronteira.

Embriogénese

1) Padrdes de Turing referéncia (estrutura interna de células tronco) sofrem quebra
de simetria espacial devido GQIF do reator, FIGURA 5.26 a);

2) Aumento do tamanho do sistema devido acumulagdo interna de reagentes quimi-
cos (crescimento celular), FIGURA 5.27 a));

3) Divisdo do sistema em duas partes distintas (células) como resultado de dobra das
bordas (membrana) préximo a posi¢ao da fronteira que possui fonte de reagente quimico
equivalente ao valor do ponto de equilibrio do sistema dinamico geral apds o alcance do
tamanho critico, FIGURA 5.28 a);

4) Divisdo do sistema (divisdo celular) como resultado da dobra da fronteiras (mem-
brana ) apds alcance do tamanho critico, produzindo um sistema similar (mesma célula),
FIGURA 5.28 a);

5) Continuagdo de quebra de simetria espacial para obter diferentes tipos de padrdes
de Turing (células diferentes). Sistema pode apresentar mais que um ponto de equilibrio
para outros gradiente e diferentes reagentes quimicos a fim de obter estruturas de Turing

distintas (células diferentes com diferentes estruturas celulares), similar a FIGURA 5.26;

6) Congelamento de padroes de Turing (polimerizacdo de proteinas) a fim de manter

as estruturas internas do sistema estaveis (célula) apds supressao do gradiente quimico.

Biogénese

1) Modulagao de diferentes padrdes de Turing, a partir do padrao referéncia e do MNI
por gradiente térmico (ou também gradiente quimico) no reator (célula), veja FIGUR
5.13;

1’) Padrao de Turing referéncia sofre quebra de simetria espacial devido gradiente
térmico (ou também gradiente quimico) formando diferentes padrdes de Turing, FIGURA
5.16;

2) Aumento do tamanho do sistema devido acumulagdo interna de reagentes quimi-
cos (crescimento celular), FIGURA 5.27 b);

3) Divisido do sistema (possivel divisao celular) como resultado de dobras das bordas
(membrana) préximo a posi¢ao da fronteira que possui fonte de reagente quimico equiva-
lente ao valor do ponto de equilibrio apds atingir o tamanho critico, produzindo sistemas
similares (possiveis células), FIGURA 5.28 b);

3’) Divisdo do sistema (possivel divisao celular) como resultado de dobra das bor-
das(membrana) apds alcance um tamanho critico reproduzindo sistema similares (possi-
veis células), FIGURA 5.28 b);
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4) Congelamento de padrdes de Turing (polimerizagdo de proteinas) a fim de manter
as estruturas internas do sistema (possivel célula) apds supressdo do gradiente térmico

(ou quimico).

A FIGURA 5.29 apresenta de forma esquemadtica os passos descritos a cima para

cada um dos processos biolégicos.

FIGURA 5.29 — Etapas para diferenciacdo celular, linhas vermelhas, e embriogénese, linha
azul, e biogénese, linhas verdes. M - Modulacdo, QS - Quebra de Simetria, CR - Crescimento,
D - Divisdo, DA - Divisdo Assimétrica, CO - Congelamento.
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6 — Conclusoes

Este trabalho buscou compreender os efeitos das condi¢des de fronteira de Diri-
chlet na emergéncia dos padrdes de Turing através de trés abordagens: variagdes no perimetro
do reator, presenca de fontes térmicas e fontes de reagentes quimicos nas bordas do meio reaci-
onal.

Com relacdo aos resultados relativos ao perimetro do meio reacional, observou-
se através do MI que a variagdo do perimetro do reator, mantendo a drea constante, possibilita a
emergéncia de estruturas espaciais com diferentes configuracdes para determinadas situacoes.
Este fendmeno possivelmente ocorre como resultado da sobreposicao de padrdes de Turing e
ndo representa uma transi¢do de estado dindmico, verificado através das andlises da taxa de
producdo de entropia. Tais resultados sdo similares aqueles reportados na literatura referentes a
formacao de diferentes padroes em diferentes regidoes do corpo de animais, e.g. leopardo.

A mesma abordagem foi considerada para o MNI, de modo que os resultados
mostram que a temperatura controla fortemente a forma dos padrdes para casos em que ha a
presenca ou ndo de fontes térmicas nas fronteiras, formando padrdoes complementares as estru-
turas espaciais de reagentes quimicos. Devido a isto, ndo € possivel obter diferentes padrdoes de
Turing pela simples variagdo do perimetro reacional como foi obtido para o caso do MI.

Com relacdo as investigacdes associadas a fontes de energia térmica, estudos fo-
ram feitos a partir do MNI considerando duas formas de perturbacdo: fontes térmicas localiza-
das nas fronteiras do sistema e banho térmico. Constatou-se que nao € possivel obter diferentes
estados espaciais a partir da variagdo de fontes térmicas localizadas nas fronteiras, mesmo em
sistemas de pequeno tamanho. Diferentemente, em situagdes de banho térmico, estados espaci-
ais podem ser sintonizados a partir do controle da temperatura do banho (temperatura externa)
ou através de um gradiente de temperatura. As diferencas observadas na formacdo dos padrdes
de Turing esta relacionada a magnitude das perturbacdes de cada situacao considerada, de modo
que as transi¢des somente podem ser induzidas através do banho térmico pois, neste caso, todo
o sistema quimico € perturbado.

Com relacdo as fontes de reagentes quimicos determinou-se condi¢des sufici-
entes para induzir quebra de simetria espacial de padrdes de Turing em reatores de pequeno
tamanho: A concentracdo de fontes de reagentes quimicos, localizados nas fronteiras, devem
ser equivalentes aos valores do ponto de equilibrio do sistema dinamico geral. Este processo
inesperado € causado por uma inversdo da orientacdo do processo de transporte de massa dos
reagentes quimicos. Este comportamento € facilmente verificado através da resolucdes dos mo-
delos em um regime estacionario com CFD definidas ao redor dos pontos de equilibrio. Mais
ainda, considerando os aspectos fisicos e matematicos deste problema espera-se que a quebra
de simetria espacial possa ser induzida em qualquer sistema dinamico nao linear genérico, se a
condicdo suficiente estabelecida aqui € satisfeita, em situacdes de instabilidade de Turing.

Também foi possivel demonstrar que o inibidor tem um papel crucial na transi-

cdo da quebra de simetria espacial. Investigacdes considerando fontes de apenas um reagente
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quimico, ativador ou inibidor, mostraram que apenas fontes de inibidor sdo capazes de indu-
zir estas transi¢Oes. Este fato € relacionado a maior capacidade difusiva do inibidor quando
comparado com o ativador.

Considerando que os padrdes de Turing podem ser modulados por condi¢des de
fronteira, estudou-se as perturbacdes causadas por um gradiente quimico imposto através das
fronteiras. Como esperado, observou-se que conforme a concentracao dos reagentes quimicos,
em fontes localizadas nas fronteiras, se aproxima do ponto de equilibrio a simetria espacial é
quebrada, resultando na emergéncia de duas estruturas de Turing diferentes no mesmo reator.

Os resultados relacionados a capacidade de indu¢do de quebra de simetria es-
pacial do inibidor e da emergéncia de diferentes padrdes de Turing no mesmo reator devido
gradiente quimico pode ter consequéncias interessantes para sistemas biologicos. A presenca
de fontes de inibidor, e a formacgdo de situacdes de gradiente de concentracio, pode possibilitar
a emergéncia de diferentes estruturas espaciais de reagentes quimicos. Partindo das ideias de
Turing, processos bioldgicos vao ser ativados/inibidos em diferentes regides do sistema, resul-
tando em variabilidade bioldgica. Em outras palavras, apenas fontes de inibidor podem gerar
variabilidade bioldgica, ao passo que fontes de ativador ndo podem.

A partir dos resultados expostos e motivados pelo legado de A. Turing, propde-se
modelos para descrever as etapas iniciais da diferenciacdo celular, embriogénese e biogénese,
baseados na construcao fisico-quimica do sistema considerado aqui. Tais modelos sdo essen-
cialmente compostos por etapas de quebra de simetria espacial dos padroes de Turing em um
mesmo reator devido gradiente quimico/térmico, aumento do tamanho do meio reacional e divi-
sdo do reator em dois novos sub-reatores. Este trabalho ndo apresenta a dinAmica de aumento e
divisdo, entretanto demonstra que diferentes padrdes de Turing emergem na configuracao final

destes dois tltimos processos.
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7 — Apéndices

7.1 — Transformacoes adimensionais

Varidveis e parametros adimensionais:

_ T
0= T
_ A
g Kf1072“
Ty
QQ — ﬁ
X
T ==
!
_u
u = Cr
_ Y
y=7
_ v
v = cr
E,
N
A
a = -
Cr
¢ — 5141”
UOCpstlc%
h=5L
Cr
D
d — U
. = K, BOF
d= L
Cr
D
d, = —Lv
) v Ky 12C%,
[0
K dg = Ky 12C%,
_ Bh
ki =72 =1
Cp,u
Yu = C’Y
Ky, ps
ka o KfICT
AH
! Ry
K AHT'l — CpsTE
_ Bn
ky, = o
AH
! Ro
AHT2 — CpsTE‘
kyy, = 2
T T
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7.2 — Método implicito da direcao alternada (ADI)

Nesta se¢do o método numérico de integracdo de equagdes diferenciais parciais
(EDP) parabolicas em duas dimensdes espaciais de Peaceman-Rachford, também conhecido
como método implicito da direcdo alternada, serd descrito matematicamente de forma explicita.
Para sistemas em trés dimensdes veja a referéncia’? .

A aproximacdo numérica das solu¢des de EDP’s em uma dimensao espacial é
feita majoritariamente através do método implicito de Crank-Nicolson, devido a estabilidade
numérica desta abordagem.*® Este método também pode ser utilizado para descrever a evolu-
cdo de EPD’s em duas dimensdes espaciais, entretanto, neste caso € necessario a resolugcao de
um conjunto de sistemas de equagdes lineares cuja matriz tem dimensdo igual ao nimero de
pontos da malha das varidveis espaciais, tornando a abordagem desvantajosa em termos com-
putacionais. Considerando estes fatos, modificagdes no método de Crank-Nicolson podem ser
feitas a fim de manter a ordem de convergéncia e tornar a computacao mais eficiente. Tais
alteracoes resultam no método implicito das dire¢des alternadas (ADI).

O método ADI ocorre em dois passos, de modo que em cada passo apenas uma
variavel espacial é tratada de forma implicita. Basicamente, no primeiro passo o termo u,,™ €
tratado implicitamente e u,, explicitamente € no segundo passo as ordens sdo invertidas. Vale
ressaltar que estes dois passos numéricos no espaco ocorrem dentro de um passo numérico do
tempo, de modo que tais passos representam passos "intermedidrios". Assim, o primeiro passo
intermedidrio ndo representa um passo espacial completo, mas sim um "meio" passo. Um passo
espacial completo ocorre depois de dois intermedidrios.*

A descricdo apresentada a baixo é baseada na dissertacdo.””

Considere a seguinte EDP em duas dimensdes espaciais :

~ " 52 a2 =/ @yt (7.1)

Onde o dominio espacial de simulagéo serd 2 = (0, Z) x (0, Z), um quadrado,

e o tempo ¢t = [0, T']. Considerando estas informacdes, defini-se as condi¢des inicias como:

U(l’,y,O) = gl(l',y> (-T,y) € (72)
e as condigdes de fronteira:

u(z,y,t) = go(,y,t) (x,y) €0 e t € (0,7 (7.3)

A abordagem numérica exige que as varidveis independentes sejam discretas.

Assim sendo, o intervalo de tempo serd dividido em M partes iguais, e o espago, tanto na dire¢ao

a2 ]
mSeja u = u(x,y,t), entdo Uy, = %,
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2 quanto na y, em N partes iguais. Em consequéncia destas consideracdes o passo numérico
no tempo tem tamanho 7 = T'/M e o passo numérico no espaco tem tamanho h = Z/N. Logo,
x; =they; = jh com 4¢,5=0,1,...,N.

Considere também U} ~ u(x;,y;,t,) a representagdo da aproximagdo discreta
da solugdo.

O método de Peaceman-Rachford” foi apresentado em 1955 da seguinte forma:

T m T m T .m
(1= 582U ) = U+ goUls + 2 £ (7.4)
T T m T .m
(1= 50U = (L UL + 5175 (7.5)

De modo que 42 e 55 sdo os seguintes operadores:

m m m
Uy ; =207 + Ul

2rrm
6in7j - h2
m . m m
sepm - Yia—1 = 2Ui5 + Ui
Yyl h2

Apesar das Egs. (7.4) e (7.5) representarem a versao original do método impli-
cito das direcdes alternadas a versdo proposta por Bialecki e Fernandes’ foi considerada neste

trabalho. Tal versdo € apresentada abaixo:

T m
Wi;=@1+ §6§)Ui,j (7.6)
T m T m
(1= GO0 = Vi 4 I a7
T m
(1= 58U = 2075 — v, (7.8)

Parai,j=1,...,. N—1lem =0,..., M — 1. Note que a variacao dos termos 7 e j
desconsidera as fronteiras. De modo geral, nesta versdo o termo WW; ; € uma nova fungéo, pro-
veniente de uma equacdo explicita, Eq. (7.6). Esta abordagem aumenta o nimero de equacoes,
entretanto torna a sua programacao mais simples.

Note que na Eq. (7.7) o termo UZZH/ 2 representa a aproximacgdo da solucdo no
passo "meio", mencionado no inicio desta secdo. Este termo pode ser escrito explicitamente a

partir da combinacao das Eqs (7.6) e (7.7):

m 1 T m 1 T m
Ui7j+1/2 — 5(1 — 555)Ui’j+1 i 5(1 + §5§)Um (7.9)
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Os valores da fronteira neste passo intermedidrio sdo obtidos através da Eq. (7.9),
e podem ser escritos como:

1 T
m+1/2
Ut = S(1-

1 T
555)92(%‘7 Yjstme1) + 5(1 + 555)92(%, Yjstm) (7.10)

Com a apresentagdo dos aspectos mais relevantes do método, as Eq’s (7.6), (7.7)
e (7.8) serdo descritas através da nota¢ao matricial.

1. Primeiro Passo: Eq. (7.6)

A primeira aproximacgdo ocorre na coordenada espacial y de modo que o termo ¢ € fixo.
Assim, com j = 1,..., N — 1 & possivel escrever:

1y

Wip = U + 512 (U

1y

N m T m m m
Wi,l — Vil + W(U'o -2 i1 + i,2)
1

—2U7% + U%)

Win1=Uy_ 1+ 52Uy o = 2Uy 1 + Ul'y)

Defini-se também vetores em RV —1:

m m
i1 VVi,l
m m
4,2 Wi,2
U = W =
m m
i,N—1 WiN_

e também a matriz tridiagonal B em RV~ x RV,
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Portanto, a Eq. (7.6) pode ser rescrita como:

Vi
0
] .

m_ (] 4+ — m ) .
Wil = (I + 53 B)U + (7.11)
0
Vin

Com [ a matriz identidade RV ~! x RN-1,

2. Segundo Passo Eq. (7.7)

O mesmo pode ser feito com a Eq. (7.7). Expandindo os operadores e fixando 7, uma vez

que a aproximacao é em x. As equacdes sdo escritas da seguinte forma:

m+1/2 rrrrm+1/2 m+1/2 m+1/2 m T pm+1/2
m+1/2 T m+1/2 m—+1/2 m—+1/2 m T pm+1/2
Uy = SO = 2057+ U ) = W+ 5 £

m+1/2 T rrm+1/2 m+1/2 m+1/2\ m T pm+1/2
UnZiy =505 = 20605 +Un; ) = WR + 580

De forma similar ao primeiro passo, vetores em R”~! sdo definidos:

m
Ut 172
m m
Uy’ Wi Lj
wm m+1/2
m 2,j 2,j
N . m+1/2
m __ J—
W,j - fJ -
m .
UN_1,
m+1/2

m
WNfl,j N-1,5
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e com isso a Eq. (7.7) é reescrita como:

m—+1/2
Uyt
0
T m+1/2 _ yrm o, T pmAl/2 T
(I — ﬁB)U_J =W’ + §f_7j + oz (7.12)
0
m—+1/2
Uyt
3. Terceiro Passo Eq. (7.8)
O mesmo procedimento € feito para a ultima equacgao, Eq. (7.8),
Untt - (Ut - 2umtt Uty = 20l W
Ut — (Ut - 2umtt Uty = 20 W
m T m m m m+1/2 m
Ui,J\Jfr—ll - §<Ui,]\—f~_—12 - 2Ui,J\Jfr—11 + Ui,]\;rl) = 2Ui,]\Jfr—{ + VVz‘,NA
Obtendo,
Uﬂé—i—l
0
T m+1 m+1/2 m T
(I — Q—th)Ui’. =2U; - W+ BT (7.13)
0
ungt

Assim sendo o programa desenvolvido neste trabalho foi baseado no método de
integracdo de Peaceman-Rachford e as Eqgs. (7.11), (7.12) e (7.13) sdo as formas utilizadas para

implementa¢do computacional.
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7.3 — Instabilidade de Turing

Informacdes retiradas das referéncias.* '8

Esta secdo apresenta o tratamento de andlise de estabilidade das solu¢des de um
sistema genérico tipo reagdo-difusdo, na forma linear, e determinacdo das regides de instabili-
dade de Turing.

Considere o seguinte sistema genérico de equacdes diferencias parciais, formado

por duas varidveis dependentes (U, V'):

aUéZ’ 2 = f(U,V) + DyV?U(r,t) (7.14)
ava(z, t_ g(U, V) + Dy V2V (r,1) (7.15)

Onde f(U,V) e g(U, V) sdo termos ndo lineares e Dy e Dy sdo as constantes
de difusdo dos termos U e V, respectivamente. A determinagdo das regides de instabilidade
de Turing inicia-se através da determinacao dos pontos de equilibrio (estados estaciondrios), ou

seja, situagdo em que:

fUve) =g(U",v:) =0 (7.16)

Para investigar a estabilidade do(s) par(es) (U*, V*), considera-se uma pequena
perturbagdo (u(r,t), v(r,t)) em torno do ponto de equilibrio e assim analisa-se 0 comporta-

mento das solucdes sob influéncia destas pequenas perturbagdes. Portanto,

U(r,t) =U" +u(r,t) (7.17)

V(r,t) =V*+v(rt) (7.18)

Utilizando a série de Taylor é possivel obter as versdes lineares de f(U, V) e
g(U, V') em torno do ponto (U*, V*):

af

FU V) wsv = FIU V) +ulr,t) ol )5y (UV)=(U* V")

... (7.19
oU lw,v)=u+v+) e )

como, f(U*, V*) = 0, entdo

f(U, V) |(U*,V*) = U(T, t)fU + ?J(T, t)fv (720)
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_ of _ of L.
onde fy = o e e fv = 5 O O mesmo exercicio pode
ser feito para g(U, V') gerando:
g(U, V)@= v+ = u(r,t)gu +v(r,t)gy (7.21)
e de modo similar a f, — 99 e =99 .
similar 3 £, gu = 5 o= - T WV vy
Desta forma, obtemos a versao linearizada do sistema formado pelas Eqgs. (7.14)
e (7.15):
ou(r,t
L) )+ ol )+ DV 1) (1.22)
ovu(r,t
/Ug; ) - U(T, t)gU + ’U(Ta t)gV + DVV2U(Ta t) (723)

E possivel supor que as solu¢des do sistema de equagdes lineares (7.22) e (7.23)

sejam da seguinte forma:

u(r,t) = e Z uFy(r) (7.24)
k

v(r,t) = eM Z v Fy(r) (7.25)

k
onde, [}, ¢ uma série de Fourier e satisfaz as condi¢gdes de fronteira do problema

fisico. Verifica-se também que:

V2F, = k*F, (7.26)

Considerando o que foi colocado e utilizando notacao matricial € possivel escre-

ver:

A — fu+ Dyk? Jv U 0
F; = 7.27
sro (0 ) (D))

Com,
\— fu + Dyk?
g (Mt e (7.28)
gu A—gv + Dvk

Como as fungdes Fj(r) sdo linearmente independentes e formam um conjunto

completo, as solu¢des nao triviais sdo encontradas quando o determinante da matriz central (.J)
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da Eq. (7.28) é zero. Assim, obtém-se o seguinte polindmio caracteristico:

N+ [(Dy+Dv )k —(fu+gv)]A+[Du Dy k*—(Dy fu+Dugy)K*+(fugy — fvgu)] = 0 (7.29)

Para estudar a estabilidade temporal das solugdes do sistema de Eqs. (7.22) e

(7.23) basta tomar k = 0, reduzindo o polindmio caracteristico Eq. (7.29) a:

N —Tr(J(k=0)) A+ Det(J(k=0)) =0 (7.30)

onde,
Tr(J(k=0)) = fu+ g (7.31)
Det(J(k = 0)) = (fugv — fvgu) (7.32)

Segundo os critérios de estabilidade de Routh-Hurwitz, as solucdes da Eq. (7.30)
apresentardo parte real negativa se:

~Tr(J(k=0)) = —(fo +gv) >0 (7.33)

Det(J(k =0)) = (fugv — fvgu) >0 (7.34)

Tomando agora k£ # 0 e definindo:

M (k) = [(Dy + Dy)k* = Tr(J(k = 0))] (7.35)

h(k) = [DyDyk* — (Dy fu + Dygy)k* + Det(J(k = 0))] (7.36)

O polinémio caracteristico € reescrito da seguinte forma:

N+ M(k) + h(k) =0 (7.37)
de modo, que as suas solugdes sdo representadas por:

Ay = %(—M(k) + /M (k)2 — 4h(k)) (7.38)

Neste momento busca-se por solugdes em que a parte real dos autovalores seja

positiva, gerando instabilidade espacial. Isto requer que h(k) < 0. Consequentemente, uma
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condicdo necessdria mas ndo suficiente € a condi¢do em que:

Dy fu+ Dygy >0 (7.39)

Mas € possivel encontrar uma solucdo que seja necessdria e suficiente, garantindo

que os valores de k sejam reais. Se fizermos h(k) = 0, tem-se as seguintes solugdes:

1 1 4Det(J(k =
k2 = _(f_U + g_v)2 4= (f_U + g_V)z _ 4Det(J(k =0)) (7.40)
2Dy Dy 2\ "Dy Dy Dy Dy
Para garantir que k£ seja um nimero real,
4 Det =
(Jo vy 4DlU(E=0) (7.41)

Dy = Dy Dy Dy
Assim sendo, para um sistema composto por duas varidveis dependentes os se-
guintes critérios devem ser satisfeitos para a observacdo da emergéncia de estruturas espaciais

nao homogéneas do tipo Turing:

—(fu+gv)>0 (7.42)
(fugv — fvgu) >0 (7.43)
DVfU + DUgV >0 (744)

Ju o a ADetJ(k=0))

(DU Dy Dy Dy

>0 (7.45)

Para a situagdo em que o modelo € composto por trés varidveis dependentes, a
determinacdo de critérios analiticos elegantes como os apresentados previamente € um trabalho
muito complicado. Assim, as condi¢des de estabilidade/instabilidade sdo obtidas através do
polindmio caracteristico, agora de grau trés (3), considerando os critérios de estabilidade de

Routh-Hurwitz. O polindmio caracteristico neste caso pode ser escrito como:

XN = Tr(J(k) N+ Y [M(J(K))ij| A — Det(J(k)) =0 (7.46)

i=j=1

com M (J(k)) os menores da matriz J(k). A matriz de Hurwitz pode ser escrita
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como:

—Tr(J(k)) —Det(J(k)) 0
H = L S M)yl 0 (747)
0 —Tr(J(k)) —Det(J(k))

Seguindo os critérios de Routh-Hurwitz a Eq. (7.46) apresentard Re()\;) < 0,
ou seja, solucdes estaveis, se os determinantes de Hurwitz, calculados a partir da matriz H (Eq.
(7.47)), e definidos como:

Ay = —Tr(J(k)) (7.48)
By = ~Tr(J(R) D7 [MI(R))is| + Det(T(k)) (7.49)
As = —Ay Det(J(k)) (7.50)

e os termos do polindmio caracteristico, satisfazerem as seguintes condi¢des:

—Tr(J(k)) >0 Z IM(J(k))i;] > 0 —Det(J(k)) >0

A1>O A2>0 A3>0

Caso estas condi¢cdes ndo sejam satisfeitas, as solucdes sdo instdveis. Para o

estudo das solugdes temporais, toma-se k = 0, e para o estudo das solucdes espaciais, k # 0.
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7.4 — Determinacio de o

Processo Irreversivel Forca Termodinamica (F},) Fluxo Termodinamico (J;,)
Conducao de Calor V(1/T) Ju = —kVT
Difusdo de Massa V(u/T) Juy =—DVn
Reacdes Quimicas™ Afinidade, A Velocidade da Reacgao

TABELA 7.1 — Forcas e fluxos termodinamicos associados aos processos irreversiveis. Os
termos .Jy e Jjs sdo provenientes das leis de Fourier e Fick, respectivamente.* Os termos asso-
ciados as reacdes quimicas estdo bem definidos na subsecdo 7.4.1.

Nesta secdo as expressoes que descrevem explicitamente a taxa de producdo de
entropia relativas as reacdes quimicas, difusdo de massa/energia térmica e conducdo de energia
térmica sdo apresentadas.

Como foi exposto, a entropia produzida localmente em processos irreversiveis €

dada de forma geral através de forcas e fluxos termodinamicos:

o= Z FyJ, (7.51)
k

onde k, representa todas as transformagdes irreversiveis que contribuem para a
variagdo de d;S. Assim sendo, em um sistema em que ha reacdes quimicas, difusdo de massa e

difusdo/conducao de energia térmica, a Eq. (7.51) pode ser escrita como:

JZORQ+UH+0'M (752)

te.

Com, o = 3%

<=

* 0rg = > Fro,Jro, - entropia produzida por reagdes quimicas;
* oy = FyJy - entropia produzida pelo processo de condugdo de energia térmica;
* on = Y. Fa, Ju,, - entropia produzida pelo processo de difusdo de massa;

A taxa de producio de entropia total (o) é entdo calculada da seguinte forma'®

UT:/O'dV (7.53)
1%

Nas subsecdes seguintes cada componente de taxa de producdo de entropia é

determinado.



71

7.4.1 — Reacoes quimicas (o)

Considere a seguinte rea¢do quimica:

k
1Ry + vaRo + .. 4+ v 1Ryt + v Ra k:f\ P14+ 9P+ o4 Vi 1Pt + VP (R.11)

Como esté apresentado na Tabela 7.1, a forca termodindmica que induz reacdes

quimicas é chamada de Afinidade (A) e € definida da seguinte forma:

m

A= wrivee =) 1pq Vpg (7.54)
k=1

g=1
Onde 1ipy, € ppy S30 0s potenciais quimicos dos reagentes e produtos, respectiva-
mente. O fluxo termodinamico € a velocidade das reacdes, como esta apresentado na TABELA

7.1. A partir disto, a taxa de produgdo de entropia relacionada a reacdo (R. 11) é

A Adg
TRQ = VT T

Na equagdo acima £ é o avango da reagdo.” Tomando entdo, p(p, T') = puro(T)+

(7.55)

RT In(ay), com R a constante universal dos gases, 7" a temperatura e a;, a atividade da espécie

k, & possivel reescrever a afinidade como:

n m

A= Z(MRko + RT In(agk)) — Z(Mpqo + RT In(apg)) (7.56)
k=1 q=1
€ mais,
A= RT InK(T) + RT znw (7.57)

Hq:l an
De modo que, K (T') representa a constante de equilibrio da rea¢do (R .11). No

equilibrio K(T') = ks /k,, k¢ e k, sdo as constantes de velocidade das reagdes direta e reversa.

Logo a Eq. (7.57) torna-se:

A = BT ppLli= From (7.58)
Hq:l krapq
e portanto,
R
A=RT lnﬁf (7.59)

T
com, Ry = [[,_, kragx e R, = H;nzl k.apq, as componentes de velocidade da

reacdo direta e reversa, respectivamente. Considerando que, %% = Rf— Rr,aEq. (7.55) pode

_n0 . s e e . . . P
"Onde ¢ = n”Vi"*, com n? quantidade de matéria inicial de « e v, coeficiente estequiométrico de .

o
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ser reescrita como:

org =RY (Rj; — R;) In(Rj;/Ryy) (7.60)
J

Em que o subindice j representa o nimero de rea¢des quimicas.

Para mais informacdes veja a referéncia'” .

7.4.2 — Conducao de energia térmica (o)

FIGURA 7.1 — Material condutor em contato com reservatdrios térmicos nas extremidades, de
modo que 7, > ;. Esta diferenca de temperatura induz a um fluxo irreversivel de energia
térmica (Jg), provocando mudangas de entropia.

Considere a situagdo de ndo equilibrio em que um material condutor estd em
contato com reservatorios com diferentes temperaturas em cada uma de suas extremidades,
como apresentado pela FIGURA 7.1. Considere também que esta situacao provoca um processo
de conducdo em estado estaciondrio, o que implica fluxo Jy constante, ® € que ndo ha trocas
de energia térmica com as vizinhas, ou seja, o material se encontra isolado do meio externo. A
partir das informacdes presentes na TABELA 7.1, a taxa de producdo de entropia em um ponto
x do material condutor € expressa da seguinte forma:

01
op(x)de = JH(@TL’f)dm (7.61)
Para obter a taxa de producdo de entropia relativa ao fluxo de energia térmica

entre as extremidades do condutor basta integrar a Eq. (7.61) sobre o comprimento (/) do

°A diferenca de temperatura entre os reservatorios é sempre constante.
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material:
[on@ias = [ a2 Kyt = i~ 7.6
oglx)dr = — Ndx = i ‘
0 " 0 T oxT . T, To

A partir disto e de que Jy = —n% ~ —HTZA;ITO ~ a(Ty — 1)), aEq. (7.61) pode

ser reescrita como:

Oé(TO — ,_Tl)Q

= — 7.63
OH Ty T ( )

Para os fins deste trabalho:

Oé(T — TQ)2

7.64
ToT (7.64)

oy =

1

Para mais informacdes veja a referéncia.’

7.4.3 — Difusao de massa (o)

X

FIGURA 7.2 — Meio reacional com regides de diferente concentracio de reagentes. A diferenca
espacial de potencial quimico induz um fluxo irreversivel de massa (.Jy;), provocando altera¢des
na entropia.

Como estd apresentado na TABELA 7.1 a forca termodindmica que induz ao
fluxo de massa € a variacdo de potencial quimico ao longo de uma dire¢do. Considere entio por
simplicidade um fluxo na dire¢do x em uma situagdo isotérmica, veja a FIGURA 7.2. A taxa de

producdo de entropia relacionada ao processo de difusdo de massa € dada por:

1.0
oum(r) =) ﬁ%)m (7.65)
k

Onde k representa o nimero de diferentes componentes que difundem no meio
reacional, neste caso k& = 1,2. Supondo que a concentracdo ny(z) dependa da coordenada

espacial, entdo:

or  np Or

(7.66)
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Logo, a Eq. (7.65) pode ser reescrita como:

D,
ny

o

(55 +

Para fins deste trabalho podemos escrever:

&(%
Ny = Ox

on = R( )?) (7.67)

D, On, ., D, 0n, 4
n—u(ax) n—v(ax))

Note que f também difunde no sistema e apesar de ndo se tratar de "massa" as

O'M:R(

(7.68)

equagdes que descrevem esses processos sao muito similares, de modo que € necessario conta-
bilizar um termo de producdo de entropia devido a difusdo de energia térmica, %(%)2.

Vale ressaltar que estes termos sdo definidos numericamente, de modo que o re-
sultado final das taxas de producdo de entropia sdao obtidos através de uma normalizacdo pelo

tamanho da malha de integracgao.

Para mais informacdes veja a referéncia.'®
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7.5 — Codigo computacional em FORTRAN 90

master.f£90

program EDP

! R A b b b A b b b b A b b b S b IR A b b A A b b b b A b b b A b b b dh b b IR A b b b b A b b b b b b g 4
! METODO DAS DIFERENCAS FINITAS NA SUA

! FORMA IMPLICITA (PEACEMAN-RACHFORD)

! Programa capaz de resolver sistemas de equagdes diferencias

! parciais nao lineares sem dependéncia explicita das varidveis
! independentes, tempo e espacgo.

! Estas simulagdes podem ser realizadas em uma ou duas dimensdes
! espaciais.

! ER I S b b b g b b b b A b b b S S b b b b 2 b b b db b b b b I 2 b b b A 2 b b dh A b b b S A b b b db 2 b b b S g b b b g 4
! Declarando os médulos que serdo utilizados. Estes médulos

! estdo associados com a construcdo da matriz de coeficientes,

! os passos de integracdo para a EDP linear (PEACMAN-RACHFORD)

! e o método de Runge-Kutta de integracgdo para a parte nao

! 1linear (no tempo).

use matriz

use primeiro_passo
use segundo_passo
use terceiro_passo
use runge_kutta
use mpi

implicit none

Stttz adadatata R Rt
LA A A R R R R

integer :: nv_independente,nv_dependente,nv_espaco,chan

integer :: error,p,nk,i, j,m,kl,1,nl,n2,unidade,qg,11,NXYZ
integer, allocatable, dimension(:) :: N

real :: x_in,y_in,k,x_fin,y_fin,t_fin,xepsilon,al,a2,a3,ad4,a5,t,

& tl,t2, funcl, func2,delta

real, allocatable, dimension(:) :: g,h,D,f,condin,er,z
real, allocatable, dimension(:,:) :: EPS,phi,xk,tetafr
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: u,u0,uxi,uxf,uyi,uyf,w,A,

& v,ul,varl,var?2
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character (25) : : namel, name?2

character (len=200) :: line

character(:),allocatable :: dimensao, name0

character (len=1), allocatable, dimension(:) :: cond_fronteira R
Integer :: STATUS(MPI_STATUS_SIZE),MsgType, Erro, Nproc,MyID
real :: start,finish

call cpu_time(start)

adasssssssitisizaadasadddadddaat R iR iR AR EdEAkd Ak
! PRIMEIRO BLOCO - DEFINIDO PARAMETROS
Stttz sstatsagdadadadadadatas Rttt

Dok Ak hk Ak ok ok Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak hk kA kk ok kkkkkkkk
lxdkhrrkkhkrxrkkhkrxrkkrxx PROGRAMA EM 1D QU 2D7? *kkrkhkhkhhkrrhkkhkhhkkrkhk*k

!***********************************************************‘k‘k**

Call MPI_INIT (Erro)
Call MPI_COMM_SIZE (MPI_COMM_WORLD, Nproc, Erro)
Call MPI_COMM_RANK (MPI_COMM_WORLD, MyID,Erro)

chan=30

open (unit=chan, file="inputfile.dat’)

NXYz=0
! definindo o tamanho do character ’'dimensao’

allocate (character (2) :: dimensao)

call pular_comentarios (chan, line)

read(line,’” (A)’,iostat=error) dimensao
! nv_dependente = numero de variaveis independentes

if (dimensao.eq.’ 1D’ )nv_espaco=1

if (dimensao.eq.’ 2D’ )nv_espaco=2

! variadveis independentes espaciais sdo definidas como 'g’
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allocate(g(nv_espaco),stat=error)
if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente 1’
endif

desalocando o vetor dimensao

deallocate (dimensao)

R R AR A A A A A A A A A A A A A AR A A A A A AR A A A A A A AR A A A A A AR A A A A A A A A AR A A AR AR KKk

Tx*xxxx*,*k*xxx*x*x LIMITES E PASSOS DE INTEGRAQAO * kK ok ok ok kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok koK

R b i b b g b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b i b b b b b b b b b b b b b b b b b i b b i g i i i b b b b i 4
numero de varidveis independentes

nv_independente=3

Determinando vetores "N’ que representam o numero de passos
numéricos

allocate (N(nv_independente),h(nv_espaco), stat=error)

if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente 27

endif

Se o numero de varidveis independentes e 3.
N(1l) e N(3) estdo associadas ao espago
N(2) esta associada ao tempo

Para a varidvel x

Numero de passos para X
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, *, iostat=error) N(1)

limite inicial
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, x, iostat=error) x_in
limite final
call pular_comentarios(chan, line)

read(line, x, iostat=error) x_fin

tamanho do passo
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Para a variéavel y

Numero de passos para y
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, x, iostat=error) N (3)

limite inicial
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, x, iostat=error) y_in

limite final

call pular_comentarios (chan, line)
read(line, », iostat=error) y_fin
tamanho do passo

if (nv_espaco.eq.l)N(3)=2
h(2)=(y_fin-y_in) /N (3)

Para a varidvel t

Numero de passos para t
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, x, iostat=error) N (2)

limite final
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, *, iostat=error) t_fin

tamanho do passo
k=t_fin/N(2)

P xxxxrxdkddkhkhkhkhhhhhhhhhhhhkhkhkhk kA kA A A A A A A hkhhhhhhhhhhhhhhhkhkkkkkkk k% %%
Pk kxhkkrhkhkkhkkxkhkxx VARIAVEIS DEPENDENTES * %% %k %k kkkhkkhkkhkkkkktk*
Pxxxrrkkkkhkhkhkhkhkhkhkhkhkkkkkhkhkhkhkk kA kA A A xkkkhkhkhkhkhkhkhkhkhhkhkhkhkhkhkkhkkkkkk k% %%
declarando o numero de varidveis dependentes

call pular_comentarios (chan, line)
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read(line, », iostat=error) nv_dependente

! definindo o numero de constantes de difusao, e constante phi
allocate (D (nv_dependente), phi (nv_dependente, nv_espaco),stat=error)
if (error.ne.0)then
printx, ’'Espaco insuficiente 3’
endif

do 1 p=1,nv_dependente

call pular_comentarios (chan, line)

read(line, », iostat=error) D (p)

! definindo os termos phi

do 11 g=1,nv_espaco

phi (p,g) =D (p) xk/ (2xh (g) *h (g) )

11 continue

1 continue

Dok kA ko hk Ak kA hk kA Ak kA Ak kA A A kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak kA Ak ok kA Ak k ok hkkkh kK
lkkkrhhkhkrhdhkhkrhkhkrxhkkkrxrxdk GAUSS—SETIDEL *kkrxhkkrhkkrhhkkhhkhkkhkhkkkxkhk*k
Dok ko Ak kA h sk kA kA Ak kA A Ak A A Ak A Ak kA A Ak A Ak kA Ak kA Ak ok kkkkkkkkkkkkk kK k*k
! numero de interacgdes do método de Gauss-Jacobi

nk=50000

! precisdo das aproximacdes do método de Gauss-Seidel

xepsilon=1.0D-40

!***************************************************************
lxsxxxrxrxrxrxrxrrrrrrkrkhkkhkkhkx TIPO DE FRONTETRA **xkkkkkkhkkhkhkhkhkhkkkkkkkkkkxx*x
!***************************************************************
! Definindo o vetor u0 de condigcdes de fronteira

allocate( cond_fronteira_R(nv_dependente))
! Condic¢des de Fronteira
! Drechilet - D
! Periodic - P

! Neumann - N
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do p=1,nv_dependente

call pular_comentarios (chan, line)
read(line,’ (A)’,iostat=error) cond_fronteira_R(p)
!print*,cond_fronteira_R(p)

enddo

AR iR b b b b b b b b b b b b b b d b b b b b b d b b b b b b b b d b b b b b b b b b b b b b b b db b b b b b b b b b b b a1 g
cria-se uma pasta chamada ’'Resultados’ onde serdao alocados
as condicdes iniciais, erros e ordem de convergéncia

if (MyID.eq.0)then

allocate (character (10) : :name0)
write (nameO,’ (A)’)’'Resultados’

call system (‘mkdir ’//name0)

write (namel,’ (A)’)’Condicoes Iniciais.dat’

open (unit=10, file=name0//’ /' //namel)

Write (10, 909)  xhkkrkhhhkhhhhkhhhh kA hkhhkkhhh kA hhkxhhhkkkhhkkxx

write (10, 99)’ CONDICOES INICIAIS !

WEILEe (10, 99) /M kkkkkhkkhkhhkkhkkhkkhk Ak kX h kA hkkk kX hk Ak kk kX kx kK x/

write (10,105)’ DIMENSAO ESPACIAL ' ,nv_espaco,’D’

Write (10, 909)  xkkkrhhkkdhhhhhhhh kA hhh kA hhk kA hhkk kA hhkk kA khkkkxx/

do 2 p=1,nv_dependente

write (10, 99)’ !

write (10,104)" VARIAVEL DEPENDENTE e

write (10, 99)" !

write(10,99)" -———""7""7"-"-"—"""""""""""""""""""—"———— !

do 222 g=1,nv_espaco

if(g.eq.l)write(10,100) " Constante de difusao = ’',D(p)
if(g.eq.l)write(10,99)"--———————""-—H—"""""""""""""""""""""———— !

if(g.eq.l)write (10,100)"Passo tempo = ',k
if(g.eq.l)write(10,99)" -————""H—>""""""""""""""""""""""""""—— !

if(g.eq.l)write (10,100)" Passo x = ’,h(qg)
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if ((nv_espaco.eq.2) .and. (g.eqg.nv_espaco)) &

& write(10,100)" Passo y = ",h(9)

write(10,99) ' !

if(g.eq.l)write (10,100)'Constante phix = ’,phi (p,g)

if ((nv_espaco.eq.2) .and. (g.eg.nv_espaco)) &

&write (10,100)’Constante phiy = ’,phi(p,qg)

write(10,99) '———————— !
222 continue

2 continue

write (10, 99)’ !

Write (10, 90) xkkkrhhkkhhhh kA hhh kA h kA Ak hk kA h kA Ak hkk kA Ak hkk kA x/
write (10,102)’'xf =',x_fin,’ | nx = " ,N(1)

write (10,99 "-——7+"-——"H—+"7""""""""""""""""— !
write(10,102)’ yf =",y_fin,’” | ny = ’,N(3)

write(10,99) "-———————""H—"-""--""-"-"———— !
if (nv_espaco.eqg.2) write(10,102)’ tf =’,t_fin,’ &

& | t_fin = ",N(2)

write (10,99)’ !

WELEE (10, 99) 7 sk kokk kok ok kK ok kK ok ok & ok ok kK ok ok K ok ok kK ok ok K ok ok & ok ok kK ok ok & ok ok kK ok
write (10,101)’ Interacoes Gauss—Seidel = ’,nk,’ |

& Precisao = ’,xepsilon

write(10,99) '-——--———"————— !

do p=1,nv_dependente

write (10,103)’Condicoes de Fronteira das Equacoes &

& dos Reagentes= ’,cond_fronteira_R(p)

write(10,99) "-——""-++-"H+-1"-"-"—r-"—-"rr———— !
enddo

write(10,99) "-——7-—-"""-"-"-"""""""""""""""""""— !

! fechando unidades de armazenamento

close (unit=10)

99 FORMAT (A)

100 FORMAT (A,F24.10)

101 FORMAT (A, I6,A,E24.10)
102 FORMAT (A,F24.10,A,1I6)
103 FORMAT (A, A)

104 FORMAT (A, I6)
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105  FORMAT (A, Il,A)

endif

!***************************************************************

SadssssssssstisdsdadasadadasdsssstatisasdadadadadadaaRaRanatddi
! FIM DO PRIMEIRO BLOCO
DA AR AR A R R R R R R A

SasssssassdasisdastadsdssdisssasadsdiadaatadadsddadtadanRatadtddi
! SEGUNDO BLOCO - DEFINIDO CONDICOES INICIAS E FRONTEIRA
S SE R E SRR EEEE R R R R R R

!***************************************************************

Dk k& ok kK k k k k ok ok ok CONDIC@ES INICIAIS E FRONTEIRAS *%x%kkkkkkkxk*k*x*x*

!***************************************************************

! Alocando vetores para diferentes dimensdes abordadas

if (nv_espaco.eqg.l)then

allocate (u(nv_dependente,N(1)+1,N(2)+1),stat=error)
if (error.ne.0)then
printx, ’'Espaco insuficiente 4’

endif

endif

! Definindo o vetor u0 de condig¢des iniciais

if (nv_espaco.eqg.2)then

allocate (u0 (nv_dependente,N(1)+1,N(3)+1),uxi (nv_dependente,
& N(3)+1,N(2)+1),uxf (nv_dependente,N(3)+1,N(2)+1) &
&,uyi (nv_dependente,N(1)+1,N(2)+1),uyf (nv_dependente,N(1)+1,
& N(2)+1),u(nv_dependente,N(1)+1,N(3)+1),stat=error)

if (error.ne.0)then

&

&
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printx, ’'Espaco insuficiente 5’

endif

endif

allocate (condin (nv_dependente),tetafr (nv_dependente, 2),stat=error)

if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente 7'

endif

! definicdo das condicgdes inicias e fronteira feita
! pelo processador "0O"

if (MyID.eg.0)then

do 9 p=1,nv_dependente

! condig¢des iniciais (1) e condigdes de Fronteira (2)
! (1) condig¢bes iniciais:

call pular_comentarios (chan, line)

read(line, », iostat=error) condin (p)

! (2) condicgdes de fronteira:

do 11=1,2

call pular_comentarios (chan, line)

read(line, , iostat=error) tetafr(p,11)

enddo



84

do 4 j=1,N(2)+1

do 5 i=1,N(1)+1

q(l)=x_in+(i-1)xh (1)
t=(J) *k

1k ke ke ke ke ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R R R Rk ok ke ke ke ok ke k ke ke ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R R R K k&
! PARA O CASO EM 1D
Pokkkkkkkkkkkkkkkhkhkhkhkhkk kA kA A Ak Ak kkkkkhkhhkhhkkkkkkkkkkkkkkkkkk** %

if (nv_espaco.eqg.l)then

if(j.eqg.l)u(p,i,1l)=condin(p)+rand(0)*0.15

if (cond_fronteira_R(p) .eqg.’D’)then

if((j.gt.1l).and. (i.eqg.1l))u(p,1,j)=tetafr(p, 1)
if((j.gt.l).and. (i.eqg.N(1)+1))u(p,N(1)+1, j)=tetafr (p,2)

elseif (cond_fronteira_R(p) .eqg.’N’)then

if((j.gt.1l).and. (i.eqg.1l))u(p,1, j)=tetafr(p,1)
if((j.gt.1l).and. (i.eqg.N(1)+1))u(p,N(1)+1, J)=tetafr(p,2)

endif

endif

!******k*k******************************************************

! PARA O CASO EM 2D

!~k********~k***************************************************

if (nv_espaco.eqg.2)then

do 6 m=1,N(3)+1
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g(2)=y_in+ (m-1)+h (2)

if(j.eq.1l)ul(p,i,m)=condin (p)+rand(0)*«0.15

if (cond_fronteira_R(p) .eqg.’D’)then

! (2) condicgbdes de fronteira:
delta=ABS (tetafr(p, 1) -tetafr(p,2))/(N(1)+1)

i.eqg.l)uxi(p,m, j)=tetafr(p, 1)
i.eq.N(1)+1)uxf(p,m, J)=tetafr(p, 2)
m.eq.l)uyi(p,1i, j)=tetafr(p,1l)+deltaxi
m.eq.N(3)+1)uyf(p,i, j)=tetafr(p,1)+deltax*i

elseif (cond_fronteira_R(p) .eqg.’N’)then

if(i.eq.l)uxi(p,m, j)=tetafr(p,1)
if(i.eq.N(1)+1)uxf(p,m, j)=tetafr(p,1)
if(m.eq.l)uyi(p,1i, j)=tetafr(p,1)
if(m.eq.N(3)+1)uyf(p,1i, j)=tetafr(p,1)

endif

6 continue
endif

5 continue

4 continue

9 continue

!*************************************************************

! Informagdes compartilhadas com os demais processadores



86

do p=1,nv_dependente

MsgType=100+p

! Para situacdes em 1D

if (nv_espaco.eqg.1l)then

Call MPI_SEND (u,nv_dependentex (N(1)+1)*(N(2)+1),MPI_REAL, &
& p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)
else

! Para situacdes em 2D

Call MPI_SEND (u0, nv_dependentex (N(1)+1)*(N(3)+1),MPI_REAL, &
& p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)

Call MPI_SEND (uxi,nv_dependentex* (N(2)+1)* (N(3)+1),MMPI_REAIL,
& p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)
Call MPI_SEND (uxf,nv_dependentex* (N(2)+1)* (N(3)+1),MPI_REAIL,
& p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)
Call MPI_SEND (uyi,nv_dependentex* (N(2)+1)* (N(1l)+1),MPI_REAL,
& p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)
Call MPI_SEND (uyf,nv_dependente* (N(2)+1)* (N(1)+1),MPI_REAIL,
& p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)

endif

MsgType=MyID+100

! Para situacdes em 1D

if (nv_espaco.eqg.l)then

Call MPI_RECV (u,nv_dependentex (N(1)+1)* (N (2)+1),MPI_REAL &
& ,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS, Erro)
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else
! Para situacdes em 2D
Call MPI_RECV (u0, nv_dependentex (N(1)+1)*(N(3)+1),MPI_REAL &
& ,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS,Erro)

Call MPI_RECV (uxi,nv_dependentex (N(2)+

& ,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS, Erro

Call MPI_RECV (uxf,nv_dependentex (N(2)+

& ,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS,Erro
o)

* (N(3)+1),MPI_REAL &

*(N(3)+1),MPI_REAL &

Call MPI_RECV (uyi,nv_dependentex (N(2)+
& ,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS,Err
Call MPI_RECV (uyf,nv_dependentex (N(2)+
& ,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS, Erro

1)
)
1)
)
1) % (N(1)+1) ,MPI_REAL &
)
1) % (N(1)+1),MPI_REAL &
)

endif
endif

!***************************************************************

itttz adadataataRatdti
! FIM DO SEGUNDO BLOCO
Saisssssssdassadastadsdsddiassasadsdiadaatadadsadastad Rt adtddi

s sssssisdiaadadad iR E R R R R R EE AR A A A A A
! TERCEIRO BLOCO — DIFERENCAS FINITAS
PHAH AR AR A R R A

!***************************************************************
Ixkx*x*%x+% INICIO DO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS * %% %% %% %% ***x*
!***************************************************************
! Alocando espacgo para tensores utilizados

! Para o caso em 1D

if (nv_espaco.eqg.l)then

allocate (w(nv_dependente,N(1)+1,N(2)+1),v(nv_dependente,N(1)+1 &

&,nk) ,er (nv_dependente), stat=error)
if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente 8’
endif
endif
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if (nv_espaco.eqg.1l)then

allocate (varl (nv_dependente,N(1)+1,N(2)+1),var2 (nv_dependente, &
& N(1)+1,N(2)+1),stat=error)

if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente paralelo’

endif

endif

! Para o caso em 2D
if (nv_espaco.eqg.2)then
allocate (w(nv_dependente,N(1)+1,N(3)+1),v(nv_dependente,N(1)+1 &
& ,nk),er (nv_dependente), stat=error)
if (error.ne.0)then
printx, ’'Espaco insuficiente 9/
endif

endif

if (nv_espaco.eqg.2)then

allocate (varl (nv_dependente,N(1)+1,N(3)+1),var2 (nv_dependente &
&,N(1)+1,N(3)+1),stat=error)

if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente paralelo’

endif

endif

! Tnicio dos passos temporais
do 10 3=1,N(2)

! PARALELIZACAO DO LOOP CENTRAL

if((MyID.eqg.l).or. (MyID.eg.2))then

p=MyID

! Para o caso em 1D ou 2D
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allocate (A (nv_dependente,N(1)+1,N(1)+1),EPS(nv_dependente,N(1)+1) &
&, stat=error)

if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente 10’

endif

do g=1,nv_espaco

! Formagdo da matriz associada a parte implicita de x
if((((nv_espaco.eq.l).or. (nv_espaco.eqg.2)) .and. (g.eq.1l)) .and.&
& (cond_fronteira_R(p) .eq.’D’)) &
& call matriz_imp_x_dirichlet (N, p,g,phi, A7)
if((((nv_espaco.eq.l).or. (nv_espaco.eqg.2)) .and. (g.eq.1l)) .and. &
& (cond_fronteira_R(p) .eqg.’'N’)) &
& call matriz_imp_x_neumann (N, p, g, phi, A)
if((((nv_espaco.eqg.l).or. (nv_espaco.eq.2)) .and. (g.eqg.1l)) .and.&
& (cond_fronteira_R(p).eqg.’P’)) &
& call matriz_imp_x_periodico (N, p,qg,phi,A)

! Formacdao do vetor w para o caso em 1D

if ((nv_espaco.eq.l) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.’D’)) call &
& primeiropassolD_dirichlet (N, j,p,9,phi,A,u,w)
if ((nv_espaco.eq.l) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.’'N")) call &
& primeiropassolD_neumann (N, j,p,9,phi,h, A, u, w)
if ((nv_espaco.eqg.l) .and. (cond_fronteira_R(p).eq.’P’)) call &

& primeiropassolD_periodico (N, j,p,9,phi,A,u,w)

! Formagdo do vetor w para o caso em 2D

if(((nv_espaco.eqg.2) .and. (g.eqg.nv_espaco) ) .and. &

& (cond_fronteira_R(p).eqg.’D’)) &

& call primeiropasso2D_dirichlet (N, j,p,qg,phi,A,u,uyi,uyf,ul,w)
if(((nv_espaco.eqg.2) .and. (g.eg.nv_espaco) ) .and. &

& (cond_fronteira_R(p).eqg.’'N’")) &

& call primeiropasso2D_neumann (N, j,p,g,phi,h,A,u,uyi,uyf,ul, w)
if(((nv_espaco.eqg.?2) .and. (g.eg.nv_espaco)) .and. &

& (cond_fronteira_R(p).eqg.’P’)) &

& call primeiropasso2D_periodico (N, j,p,qg,phi,A,u,ul,w)



90

enddo

inicio dos passos espaciais e aqueles associados ao método de
Gauss—-Seidel
do 20 m=2,N(3)
do 30 kl=1,nk
do 40 1i=2,N(1)

cdlculo dos valores explicitos das coordenadas independentes
if (nv_espaco.eqg.2)g(2)=y_in+ (m-1)+xh(2)
g(l)=x_in+(i-1)+h (1)
tl=(7) *k
t2=(J+1) xk

fungdes que tem dependéncia de coordenadas espaciais e temporais
em casos de EDPs com dependéncia
explicita das varidveis independentes, ou seja, tempo e espaco.
funcl=0
func2=0

do g=1,nv_espaco

Segundo passo do método de Crank-Nicholson

if ((nv_espaco.eq.l) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.’D’")) call &
& segundopassolD_dirichlet (i,p,q9,N,k1l,k, j,phi, &

& funcl, func2,A,w,u,Vv)

if ((nv_espaco.eq.1l) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.'N")) call &
& segundopassolD_neumann(i,p,qg,N,kl,k, j,phi,h, funcl, func2 &
& ,A,w,u,v)

if ((nv_espaco.eq.1l) .and. (cond_fronteira_R(p).eq.’P’)) call &
& segundopassolD_periodico(i,p,q9,N,kl,k, j,phi, funcl, func2, &

& A,w,u,v)
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! Segundo passo do método de Peaceman—-Rachford

if(((nv_espaco.eq.2) .and. (g.eqg.nv_espaco)) .and. &

& (cond_fronteira_R(p) .eqg.’'D")) &

& call segundopasso2D_dirichlet (N,i,m,p,9,kl, J,k,phi, &
&funcl, func2,A,uxi,uxf,w,v)
if(((nv_espaco.eqg.2) .and. (g.eg.nv_espaco) ) .and. &

& (cond_fronteira_R(p) .eqg.’'N")) call &

& segundopasso2D_neumann (N, i,m,p,qg,kl, j,k,phi, h, funcl, func2 &
&,A,uxi,uxf,w,v)
if(((nv_espaco.eqg.2) .and. (g.eg.nv_espaco) ) .and. &

& (cond_fronteira_ R(p) .eq.’P’)) &

& call segundopasso2D_periodico(N,i,m,p,qg,k1l, J,k,phi, funcl, &

&sfunc2,A,w,u,v)

enddo

40 continue

'l teste de convergéncia e acuréacia
do 123 1=2,N(1)
EPS (p, 1) =ABS (v (p, 1,k1+1) -v (p,1,k1))

if(l.eg.2) then
er (p)=EPS (p, 1)

endif
if((l.gt.2).and. (EPS(p,1l) .gt.er(p))) er(p)=EPS(p,1)

123 continue

Teste feito para analisar se a aproximagdo convergiu ou néao.

if(kl.eg.nk) goto 201
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! se o erro da ultima varidvel dependente for menor gue
! xepsilon entdo o resultado serd contado e escrito

if (er(p).lt.xepsilon) goto 401

30 continue

401 do 22 nl=2,N(1)

' if(j.eq.l)printx*,v(1l,nl,k1+1)

if (nv_espaco.eqg.l)varl (p,nl, j+1)=v(p,nl,kl+1)

! Alocacgado dos primeiros resultados nos vetores especificos

if (nv_espaco.eqg.2)u(p,nl,m)=v(p,nl,kl+1)

22 continue

20 1f (nv_espaco.eqg.2)continue
deallocate (A, EPS)

if (nv_espaco.eqg.l) goto 310

! TERCEIRA PARTE DO METODO DE PEACEMAN_RACHFORD - Apenas para casos
! em 2D

allocate (A (nv_dependente,N(3)+1,N(3)+1),EPS (nv_dependente, &
& N(3)+1), stat=error)

if (error.ne.0)then

printx, ’'Espaco insuficiente 11’

endif

do g=1,nv_espaco
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! Formacdo das matrizes do terceiro passo implicito

if ((g.eg.nv_espaco) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.’'D’)) call &
& matriz_imp_y_dirichlet (N,p,g,phi, A)
if((g.eg.nv_espaco) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.’'N’)) call &
& matriz_imp_y_neumann (N, p,g,phi, A)
if((g.eg.nv_espaco) .and. (cond_fronteira R(p) .eq.’P’)) call &

& matriz_imp_y_periodico(N,p,g,phi,A)

enddo

do 50 1i=2,N(1)
do 60 kl=1,nk
do 70 m=2,N(3)

! Determinacdo dos valores de u(i,m, j+1)

do g=1,nv_espaco
! Rotinas para os calculos

if ((g.eg.nv_espaco) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.’'D’)) call &
& terceiropasso2D_dirichlet (N,p,qg,1i,m,k1l, j,phi,A,uyi,uyt,w,u,v)
if((g.eg.nv_espaco) .and. (cond_fronteira_R(p) .eq.’'N’)) call &
& terceiropasso2D_neumann (N,p,qg,1i,m,kl, j,phi,h,A,uyi,uyf,w,u,v)
if((g.eqg.nv_espaco) .and. (cond_fronteira R(p) .eq.’P’)) call &
& terceiropasso2D_periodico(N,p,g,i,m,k1, J,phi,A,w,u,v)

enddo

70 continue

! teste de convergéncia e acuracia
do 1=2,N(3)
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EPS (p, 1) =ABS (v (p,1,k1+1)-v(p, 1, k1))

if(l.eg.2) then

er (p)=EPS (p, 1)

endif
if((l.gt.2).and. (EPS(p,1l) .gt.er(p))) er(p)=EPS(p,1)

enddo
! Teste feito para analisar se a aproximacdo convergiu ou nao.

if(kl.eg.nk) goto 205

! se o erro da ultima variavel dependente for menor que xepsilon
! entdo o resultado serd contado e escrito

if(er(p) .lt.xepsilon) goto 501

60 continue

501 do 52 n2=2,N(3)

! Alocagado dos primeiros resultados nos vetores especificos

varl (p,1,n2)=v(p,n2,kl+1)

52 continue

50 continue

deallocate (A, EPS)
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310 endif

! compartilhamento das informag¢des entre os processadores

If (MyID.NE.O) then

MsgType=100+MyID

if (nv_espaco.eqg.l)Call MPI_SEND (varl,nv_dependentex (N(1)+1) &
& *(N(2)+1),MPI_REAL,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD,Erro)

if (nv_espaco.eq.2)Call MPI_SEND (varl,nv_dependentex (N(1)+1) &
& *(N(3)),MPI_REAL,0,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)

Else

Do p=1,nv_dependente
MsgType=100+p

if (nv_espaco.eqg.1l)Call MPI_RECV (var2,nv_dependentex (N(1)+1) &
& %= (N(2)+1),MPI_REAL,MyID+p,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS, Erro)

if (nv_espaco.eqg.2)Call MPI_RECV (var2,nv_dependentex (N(1)+1) &
& % (N(3)),MPI_REAL,MyID+p,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS,Erro)

if (nv_espaco.eqg.l)then

do 113 i=2,N(1)
do 117 m=2, j

u(p,i,m)=var2 (p,i,m)

117 continue

113 continue

else
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do 13 1i=2,N (1)
do 17 m=2,N(3)

u(p,i,m)=var2 (p,i,m)

17 continue

13 continue

endif

enddo

Endif

! FIM DA TERCEIRA PARTE DO METODO DE PEACEMAN-RACHFOD

Stttz adadasasststatsasdadadadadadataa R natidti
! FIM DO TERCEIRO BLOCO
SasssssassdastsdadtadsdssiassasadsdiadaatadadsadadtadaaRatadtddi

sttt AR iR AR R E AR AR AR A A Ak
! QUARTO BLOCO — METODO DE RUNGE-KUTTA
DHAH AR AR A A R R A

!***************************************************************
D sk ok % ok k% ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok METODO DE RUNGE-KUTTA *********x*k*x*x*x*x*x*x*x*x*x***
!***************************************************************
!Passagem associada ha parte ndo linear de edps que apenas

! apresentam dependéncia explicita da varidvel independente

! "tempo".

if (MyID.eg.0)Then

allocate (xk (4, nv_dependente), z (nv_dependente) , £ (nv_dependente)

& ,stat=error)

&
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if (error.ne.0)then
printx, ’'Espaco insuficiente 127

endif

if (nv_espaco.eqg.l)then
allocate (ul (nv_dependente,N(1)+1,N(2)+1), stat=error)
if (error.ne.0)then
printx, ’'Espaco insuficiente 13’
endif

endif

if (nv_espaco.eqg.2)then
allocate (ul (nv_dependente,N(1)+1,N(3)+1),stat=error)
if (error.ne.0)then
printx, ’'Espaco insuficiente 14’
endif

endif

if(j.eg.l)then
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, x, iostat=error) al
call pular_comentarios (chan, line)

read(line, x, iostat=error) a2

endif

do 85 nl=2,N (1)
do 95 n2=2,N(3)

t1=(3+1) *k

! Sub rotina que descreve o método de RUNGE-KUTTA.

call rk(nv_dependente,nv_espaco,nl,n2, j,al,a2,k,tl, f,z,xk,u,ul)
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do p=1,nv_dependente
if (nv_espaco.eqg.l) u(p,nl, j+1)=ul (p,nl, j+1)
if (nv_espaco.eqg.2) u(p,nl,n2)=ul (p,nl,n2)
! if(j.eq.l) print*,u(p,nl,n2)
enddo
continue
continue

deallocate (ul, z, £, xk)

Repasse de informagdes entre processadores

do p=1,nv_dependente

MsgType=100+p

if (nv_espaco.eqg.1l)Call MPI_SEND (u,nv_dependentex (N(1)+1) *
& (N(2)+1),MPI_REAL,p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)

if (nv_espaco.eqg.2)Call MPI_SEND (u,nv_dependentex (N(1)+1) x
& (N(3)+1),MPI_REAL,p,MsgType,MPI_COMM_WORLD, Erro)

enddo

else

MsgType=MyID+100

if (nv_espaco.eqg.1l)Call MPI_RECV (u,nv_dependentex (N(1)+1) *
& (N(2)+1),MPI_REAL,0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS, Erro)

if (nv_espaco.eqg.2)Call MPI_RECV (u,nv_dependentex (N(1)+1) *
& (N(3)+1),MPI_REAL, 0,MsgType, MPI_COMM_WORLD, STATUS,Erro)

endif

98

&

&

&

&
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sttt adadatata R ndtdti
! FIM DO QUARTO BLOCO
Sasssdssssdasssdastsdsdssdiassasadsdiadaatadadsddastas Rt adtddi

Sisssasssaaasiaaasiiaassiaaaasiaadaiaaasiiaaas iR RaRR R Rndi
! QUINTO BLOCO - IMPRESSAO DOS RESULTADOS
Sasssassssassiasadiisassiaaaadisasadasasiisaasiaaasdiaaaninnnddi

Dok ko hk Ak kA hhk kA hkhk ok Ak kA Ak hk Ak kA Ak hkhk Ak kA Ak hkhk Ak hkkkhkkhhkkkhkhkkkxkk*k
lxxxxxxxxxxkxxkxkkkkkx [IMPRIMINDO RESULTADOS **kkkkkkhkkhkkhkkkkkkkkk*%**%

!***************************************************************
if (MyID.eq.0)then
do 155 p=1,nv_dependente
do 80 nl=2,N(1)

do 90 n2=2,N(3)

if (nv_espaco.eqg.2)g(2)=y_in+t(n2-1)*h(2)
g(l)=x_in+(nl-1)+h (1)
t=(J+1) xk

! PARA O CASO DE SIMULAC@ES EM 1D
if (nv_espaco.eq.l)then
unidade=10+p
write (namel,’ (A,I1,A)") " resultados’,p,’ .dat’

open (unit=unidade, file=name0//’ /'’ //namel)

write (unidade, 600)g(1),t,u(p,nl, j+1)

! PARA O CASO DE SIMULACOES EM 2D

else
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if(j.eq.N(2))then
unidade=10+p
write (namel,’ (A,I1,A)’" )’ resultados’,p,’ .dat’
open (unit=unidade, file=name0O//’ /' //namel)

write (unidade, 600)g(1l),g(2),u(p,nl,n2)

endif

600 FORMAT (3(F24.10))

90 continue

80 continue
155 continue

endif

!***************************************************************

10 continue

close (unit=unidade)

201 if(kl.eg.nk) then
printx, 'O metodo de Gauss-Seidel nao atingiu a acuracia
pretendida com o numero de passos numericos definidos s’
goto 305

endif
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205 1if(kl.eg.nk) then
printx, 'O metodo de Gauss—-Seidel nao atingiu a acuracia
pretendida com o numero de passos numericos definidos t’
goto 305

endif

if (MyID.eg.0)then
call cpu_time(finish)
printx, finish-start
endif

Call MPI_FINALIZE (ERRO)

305 stop
end program EDP

Dk sk ok ok ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ko k ko k ko ko ok ok ok ok ok ok ok ko k ok k ok k ok Kk ok Kk ok Kk ok
DHAH AR AR AR R R R A
! FIM DO QUINTO BLOCO E PROGRAMA

LA A A R A A R R R R R R

subroutine pular_comentarios (chan, line)

integer, intent (in) :: chan
integer :: ioca
character (len=200), intent (inout) :: line

111 continue
read (chan, *,iostat=ioca) line
if (line(l:1).eq.’#’) goto 111

return

end subroutine pular_comentarios
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matriz.£90

module matriz
implicit none

contains

Ik khkhk kA hhkk Ak hkkrkhkrxrdhdx DIrichell xxdkrhdhhrhhkhhhhkkhhkhkhkkhkkxkhkk

VHEH A
EEEssssdEE L EE s L LS EEEEE RS EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
subroutine matriz_imp_x_dirichlet (N, p,g,phi, Al)

integer :: il,1i2

integer, intent (in) :: p,g

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: Al

! Determiacdo da matrix A para o segundo passo implicito em x
do 11 11=2,N(1)
do 22 1i2=2,N(1)

if(i2.eg.il)then

Al(p,11,12)=1+2*phi (p, g)

elseif((i2.eqg.il1+1) .0or.(i2.eq.il-1))then

Al(p,11,12)=-phi (p,q9)

else
Al (p,1i1,12)=0

endif
22 continue
11 continue

end subroutine matriz_imp_x_dirichlet
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VhEH A
EEEssssE LR L LA EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
subroutine matriz_imp_y_dirichlet (N, p,g,phi, Al)

integer :: il,1i2
integer, intent (in) :: p,g
integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi

real,allocatable,dimension (:,:,:) :: Al

! Determiacdo da matrix A para o segundo passo implicito em x
do 11 11=2,N(3)

do 22 12=2,N(3)
if(i2.eqg.il)then

Al (p,11,1i2)=1+2*phi (p, 9)
elseif((i2.eqg.il1+1) .0or.(i2.eq.il-1))then

Al(p,11,12)=-phi (p,q9)

else
Al (p,11,12)=0

endif
22 continue
11 continue

end subroutine matriz_imp_y_dirichlet

Stttz tstatisagdadadadadadataRataRatidti
LA A A A A A AR AR AR AR AT A A AT AHAA

!***************************************************************

Ik kkkkkhkhkhkhkhhhhhhkhkhkhkkkdkdx PEriodiCa *rxhkhkhkhkhkhhhhkhkhhkhkhkhkhkhkkkkkkkdxx*x

Saisssssssdasssdadtsdsdsadisssaiadsdisdaatadadsadadtad sttt
DR AR AR AR AR A A R R A
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subroutine matriz_imp_x periodico (N,p,g,phi,Al)

integer :: il,1i2

integer, intent (in) :: p,g

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: Al

do 11 11=2,N(1)
do 22 1i2=2,N(1)

if(i2.eg.il)then
Al (p,11,12)=1+2*phi (p, 9)

elseif((il.eq.2) .and. (i2.egq.N(1)))then

Al (p,1l1,12)=-phi(p,9)

elseif ((il.eq.N(1)) .and. (i2.eg.2))then
Al (p,il,12)=-phi(p,9)

elseif((i2.eqg.il1+1) .0or.(i2.eq.il-1))then
Al(p,il,1i2)=-phi (p,q9)

else
Al (p,1i1,12)=0

endif
22 continue
11 continue

end subroutine matriz_imp_x_periodico

DHAH AR AR A A R R R R A
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sttt adadataRa R Ratdti

subroutine matriz_imp_y_periodico (N,p,g,phi,Al)

integer :: il1,1i2

integer, intent (in) :: p,g

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: Al

do 11 11=2,N(3)
do 22 12=2,N(3)

if(i2.eqg.il)then
Al (p,il,i2)=1+2+phi (p, g)

elseif((il.eqg.2) .and. (i2.egq.N(3)))then

Al(p,1il,1i2)=-phi (p,q)

elseif((il.eq.N(3)) .and. (i2.egq.2))then
Al (p,11,12)=-phi (p,9)

elseif((i2.eg.il+l) .or. (i2.eg.il1-1))then
Al(p,1il1,12)=-phi (p,g)

else
Al (p,1i1,1i2)=0

endif
22 continue
11 continue

end subroutine matriz_imp_y_periodico
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sttt adadataRa R Ratdti
LA A A A A AR AR AR AR AR AR A AT AHAA

!**************************** neumanl ***x* kx4, *xk,k,k,k,kk,kkxk,kkkhkkhkkkhkxk,*x*x*%x*%

SadssssssssstisdsdadasadadasasssstatisasdadadadadadaaRtRanatddi
Saisssssssdssssdadtadsdssisssasadsdisdaatadadsddiadtadaatatadtddi

subroutine matriz_imp_x_neumann (N,p,g,phi,Al)

integer :: il,1i2

integer, intent (in) :: p,g

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: Al

! Determiacdo da matrix A para o segundo passo implicito em x
do 11 11=2,N(1)
do 22 i2=2,N(1)

if(i2.eg.il)then
Al(p,11,12)=1+2*phi (p, g)

elseif((il.eqg.2) .and. (i2.eg.3))then

Al (p,11,12)=-2xphi (p,9)

elseif((il.eqg.N(1l)) .and. (i2.eq.N(1l)-1))then

Al (p,11,12)=-2»phi(p,9)

elseif((i2.eg.il+1l) .0or. (i2.eg.il1-1))then
Al (p,il,1i2)=-phi (p,q9)

else
Al (p,1i1,12)=0

endif

22 continue

11 continue
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end subroutine matriz_imp_x_neumann

SadssssssssstisdsdadasadadasasssstatisasdadadadadadaaRtRanatddi
Saisssssssdssssdadtadsdssisssasadsdisdaatadadsddiadtadaatatadtddi

subroutine matriz_imp_y_neumann (N,p,g,phi,Al)

integer :: il,1i2

integer, intent (in) :: p,g

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: Al

! Determiacdo da matrix A para o segundo passo implicito em x
do 11 11=2,N(3)
do 22 12=2,N(3)

if(i2.eg.il)then
Al(p,11,12)=1+2*phi (p, g)

elseif((il.eqg.2) .and. (i2.eg.3))then

Al (p,11,12)=-2xphi (p,9)

elseif ((il.eqg.N(3)) .and. (i2.eq.N(3)-1))then

Al (p,11,12)=-2»phi(p,9)

elseif((i2.eg.il+1l) .0or. (i2.eg.il1-1))then
Al (p,il,1i2)=-phi (p,q9)

else
Al (p,1i1,12)=0

endif

22 continue

11 continue
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end subroutine matriz_imp_y_neumann
DR R
VAR A

!***************************************************************

end module matriz

LA A A A R R R R
DR AR A A R R R R A
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primeiro-passo.£90

module primeiro_passo
implicit none

contains

G

subroutine primeiropassolD_dirichlet (N, j,p,g,phi,A,u,wl)

integer :: i

integer, intent (in) :: J,p,9g

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,u
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: wl

Primeiro passo. Passo para determinar vetor w de forma explicita

do i=2,N (1)

wl(p,i,J)=phi(p,g)*u(p,1i-1,J)+(1-2xphi(p,g))*xu(p,i,3) &

& +phi(p,g)*u(p,i+l, J)

enddo

end subroutine primeiropassolD_dirichlet

G
A A A A AR A A A

subroutine primeiropasso2D_dirichlet (N, j,p,g,phi,A,u,uyi,uyf,ul,wl)

integer :: i,m

integer, intent (in) :: J,p,9

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,u,uyi,uyf,ul
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: wl

! Primeiro passo. Passo para determinar vetor w de forma explicita
do 1i=2,N (1)
do m=2,N(3)
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if(j.eq.1l)wl(p,i,m)=phi(p,g)*ul(p,i,m-1)+ &
& (1-2%phi(p,qg))*ul (p,i,m)+phi(p,qg)*ul(p, i, m+1)

if((j.gt.1).and. (m.eq.2))wl (p,1i,m)=phi(p,qg)*uyi(p, i, J) +&
& (1-2%phi(p,qg))*u(p,i,m)+phi(p,g)*u(p,i,m+l)

if((j.gt.1).and. (m.eq.N(3)))wl(p,i,m)=phi(p,g)*xuyf (p, 1, J) +&
& (1-2xphi(p,9g))*u(p,i,m)+phi(p,g)*u(p,i,m-1)

if(((j.gt.1l).and. (m.gt.2)) .and. (m.1t.N(3))) &
& wl(p,i,m)= phi(p,g)*u(p,i,m-1)+(1-2+phi(p,qg))*u(p,i,m) &
& +phi(p,g)*u(p,i,m+1)

enddo
enddo

end subroutine primeiropasso2D_dirichlet
DA A A A R R 4
DA A A R R R R R R A

Ik kkhkk kA hhkk kA hkkkhkkkkhkkkxx periodica *hkhkkkk ok ok ok ok ok ok ok ok kokkkkkkkkkx*x

adasssssssstsdzasdadddddadadaia R iR iR AR EdEd kA Aki
Saisssssssdasssdastadsdssdisssasadsdisdaaiadadssdiastas Rttt

subroutine primeiropassolD_periodico (N, j,p,g,phi,A,u,wl)

integer :: 1

integer, intent (in) :: J,p,9

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,u
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: wl

! Primeiro passo. Passo para determinar vetor w de forma explicita
do i=2,N(1)

if(i.eq.2) wl(p,i,J)=phi(p,g)*u(p,N(1),J)+ &
& (1-2%phi(p,g))*u(p,i,J)+phi(p,9)*u(p,1i+1l, J)
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if(i.eq.N(1)) wl(p,1i,J)=phi(p,g)*u(p,i-1,3)+ &
& (1-2phi(p,qg))*u(p,i,J)+phi(p,9)*xulp,2,])

if((i.g9t.2).and. (i.1t.N(1))) wl(p,1i,]J)= &
&phi (p,g) *u(p,i-1,3)+(1-2+phi(p,qg))*u(p,i, J) &
& +phi(p,g)*u(p,i+l, J)

enddo

end subroutine primeiropassolD_periodico

SRR E SRR SRR R R R R Rk
Sasssdssssdsssadadtadsdssdiassasadsdisdsatadadsddadtas Rt adtddi

subroutine primeiropasso2D_periodico (N, j,p,g,phi,A,u,ul,wl)

integer :: i,m

integer, intent (in) :: J,p,9g

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A, u,ul
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: wl

! Primeiro passo. Passo para determinar vetor w de forma explicita
do i=2,N (1)
do m=2,N(3)

if(j.eqg.l)then

if(m.eq.2) wl(p,1i,m)=phi(p,g)*ul(p,i,N(3))+ &
& (1-2xphi(p,qg))*ul(p,i,m)+phi(p,g) *ul(p, i, m+1)

if(m.eq.N(3)) wl(p,i,m)=phi(p,g)*ul(p,i,m-1)+ &
& (1-2xphi(p,qg))*ul(p,i,m)+phi(p,g) *ul(p,i,2)

if((m.gt.2).and. (m.1t.N(3))) wl(p,i,m)= &
& phi(p,qg)*ul(p,i,m-1)+(1-2xphi(p,qg))*ul(p,i,m) &
& +phl (p,g) *xul (p, i,m+1)
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else

if(m.eq.2) wl(p,1i,m)=phi(p,qg)*u(p,1i,N(3))+ &
& (1-2xphi(p,q9))*u(p,i,m)+phi(p,g)*u(p,i,m+l)

if(m.eq.N(3)) wl(p,i,m)=phi(p,g)*u(p,i,2)+ &
& (1-2xphi(p,qg))*u(p,i,m)+phi(p,g)*u(p,i,m-1)

if((m.gt.2).and. (m.1t.N(3))) wl(p,i,m)= &
& phi(p,qg)*u(p,i,m-1)+(1-2*xphi(p,qg))*u(p,i,m) &

& +phi(p,g)*u(p, i, m+l)

endif

enddo

enddo

end subroutine primeiropasso2D_periodico

A AR A
FHE AR A R R R R

Kk khkhkhkhkhkhhhhkhkhkkkkkkkkkxx*x NEUMANI ***hkhkhkhkkhkhkhkkkkkkkkk XX xx Ak *x*x****

FHEAH A A A A A A A A HA AR A A A A AR AR AR A

subroutine primeiropassolD_neumann (N, j,p,g,phi,h,A,u,wl)

integer :: i
integer, intent (in) :: J,p,9
real, allocatable, dimension(:), intent(in) :: h

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,u
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: wl

! Primeiro passo. Passo para determinar vetor w de forma explicita
do i=2,N(1)

if(i.eq.2) wl(p,1i,]J)=-2xh(g)*phi(p,g)*u(p,i-1,])+ &
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& (1-2*phi(p,g))*u(p,i, J)+2*phi(p,g)*u(p,i+tl, J)

if(i.eq.N(3)) wl(p,1i,3)=2+h(g)*phi(p,qg)*u(p,i-1,J)+ &
& (1-2%phi(p,9))*u(p,1i,J)+2xphi(p,g)*xu(p,1i+1, J)

if((i.ne.2).and. (i.ne.N(3))) wl(p,1i,])= &
& phi(p,g)*u(p,i-1,3)+(1-2+phi(p,9))*u(p,1i,J)+ &
& phi(p,qg9)*u(p,i+1, J)

enddo

end subroutine primeiropassolD_neumann

SassssssssdadssdastadsdssdisssasadsdiadaatadadsddadtadaaRatadtddi
S sssstisdsadasadadasssststatssdadadadadadatata R RRtiti

subroutine primeiropasso2D_neumann (N, j,p,qg,phi,h,A,u,uyi,uyf,ul,wl)

integer :: i,m

integer, intent (in) :: J,p,9g

real, allocatable, dimension(:), intent(in) :: h

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,u,uyi,uyf,ul
real,allocatable,dimension (:,:,:) :: wl

! Primeiro passo. Passo para determinar vetor w de forma explicita
do i=2,N (1)
do m=2,N(3)

if((j.eqg.l).and. (m.eqg.2))wl(p,1i,m)= &
&—2+xh(g) *xphi (p,g) *»ul (p, i,m-1)+ (1-2xphi (p,g) ) xul (p,i,m) &
& +2*phi(p,qg)*ul(p,i,m+1)

if((j.eqg.l).and. (m.eq.N(3)))wl(p,i,m)= &
& 2xh(g)»phi(p,g)*ul(p,1i,m+1l)+ (1-2xphi(p,qg))*ul(p,i,m) &
& +2*phl (pl g) *u0 (plirm_l)

if(((j.eg.l).and. (m.ne.N(3))) .and. (m.ne.2))wl(p,i,m)= &
& phi(p,g)*ul(p,i,m+1)+ (1-2xphi(p,qg))*ul (p,i,m)+ &

& phi(p,qg)*ul (p,i,m-1)

if((j.gt.1l).and. (m.eqg.2))wl(p,i,m)= &
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& —2xh(g) *phi(p,g)*xuyi(p, i, J)+(1-2xphi(p,qg))*u(p,i,m) &
& +2xphi(p,qg)*u(p,i,m+l)

if((j.gt.1l).and. (m.eqgq.N(3)))wl(p,i,m)= &
& 2+h(g)*phi(p,qg)*xuyf(p,i,J)+(1-2+phi(p,qg))*u(p,i,m) &
& +2*phl (Pr g) *U (pl ilm_l)

if(((j.gt.1l).and. (m.gt.2)) .and. (m.1t.N(3))) &
& wl(p,1i,m)=phi(p,g)*u(p,i,m-1)+(1-2xphi(p,qg))*u(p,i,m) &
& +phi(p,g)*u(p,i,m+1)

enddo
enddo

end subroutine primeiropasso2D_neumann
DA A A AR AR R R 4
DA AR A A AR R R R R A

end module primeiro_passo

SassssssssdastadastadsdssdisssasadsdiadaaiadadsddadtadaaRaRadtddi
sttt Rttt
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segundo-passo. £90

module segundo_passo
implicit none

contains

FF itz ssEtsassEts st EE SRR
subroutine segundopassolD_dirichlet (i,p,9,N,k1,k, j,phi, funcl, &
& func2,A,w,u,vl1l)

integer :: 12,9

integer, intent (in) :: i,k1,3,p,g

real, intent (in) :: k, funcl, func?2

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,w,u
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: v1l

! Definicdo dos pivos

if((i.eq.2).o0r.(i.eq.N(1)))then
! Determinagdao do primeiro pivo

if(i.eq.2)vll(p,1i,k1+1)=(w(p,1,])+ &
& (k/2)* (funcl+func2)+phi(p,qg)*u(p,1, j+1))/A(p,i,1i)!

if(i.eq.N(1))vll(p,i,k1+1)=(w(p,i,3)+ &

& (k/2)* (funcl+func?2)+phi(p,qg)*u(p,N(1)+1, 3+1))/A(p,1,1)!

else

v1l(p,i,k1+1)=(w(p,i,3)+(k/2)* (funcl+func2))/A(p,1i,1)

endif
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do 80 12=2,N(1)

! numeros de Seidel

if(i2.eqg.i)goto 80
if(i2.gt.i)g=kl
if(i2.1t.i)g=kl+1

! implementacao do metodo de Gauss—Seidel
vlil(p,i,k1+1)=v1l(p,1i,kl1+1)-A(p,1i,12)*v1l(p,12,q)/A(p,1i,1)

80 continue

end subroutine segundopassolD_dirichlet
Essiisasisasisassssatisasss st iaEss i ssaEs e EEssi
DRSS R
subroutine segundopasso2D_dirichlet (N,i,m,p,qg,k1l,j,k,phi, &

& funcl, func2,A,uxi,uxf,w,v1ll)

integer :: g,12

integer, intent (in) :: i,m,k1,J,p,g

real, intent (in) :: k, funcl, func?2

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N

real, allocatable, dimension(:, :),intent (in) :: phi

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,w,uxi,uxf
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: v1l

! Segundo passo. Método interativo de Gauss—-Seidel para o
! passo implicito para determinar u(i,m, j+1/2)
if((i.eg.2).0r.(i.eq.N(1)))then

if(i.eq.2) v1l(p,i,k1+1)=(w(p,1i,m)+(k/4)* (funcl+func2) &

& — (phi(p,g-1)*phi(p,qg)/2)* (uxi(p,m-1, j+1)+uxi(p, m+1, j+1))+ &
& (phi(p,g-1)+*phi(p,g)/2)* (uxi(p,m-1, j)+uxi (p,m+1, J))&

& +phi(p,g-1)*phi(p,qg)* (uxi(p,m, j+1)-uxi(p,m, j))+ &

& (phi(p,9)/2)* (uxi(p,m, j+1)+uxi(p,m, j)))/A(p,1i,1)

if(i.eq.N(1)) v1l(p,i,k1+1)=(w(p,i,m)+(k/4) (funcl+func2) &
& —(phi(p,g-1)*phi(p,qg)/2)* (uxf (p,m-1, j+1)+uxf (p, m+1l, J+1))+ &
& (phi(p,g-1)*phi(p,qg)/2)* (uxf (p,m-1, j)+uxf (p,m+1, ))&
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& +phi (p,g-1) *phi (p, g) *» (uxf (p, m, j+1) —uxf (p,m, j) )+ &
& (phi(p,q9)/2)* (uxf(p,m, j+1)+uxf(p,m,J)))/A(p,1,1)

else
vlil(p,i,k1+1)=(w(p,1i,m)+(k/4) (funcl+func2))/A(p,1,1)!

endif

do 80 12=2,N(1)

! numeros de Seidel

if(i2.eqg.i)goto 80
if(i2.gt.i)g=kl
if(i2.1t.i)g=kl+1

! implementacdo do método de Gauss-Seidel

v1l(p,i,k1+1)=v1l(p, i, k1+1)-A(p,i,12)*v1l(p,12,q)/A(p,1i,1i)

80 continue

end subroutine segundopasso2D_dirichlet
VAR A A
EdsiisasisssisassssasisasssasissssssaEssasiiasEssaEs e EEssi

Ik xkhkrhkhkrkhkxkhkrkhkxkhkkkhkkk*x PETrIOAICO * k% %k % k& Kk * 5k % % %k Kk % % K % & % % % % % &
g iisasisssissssssasssasssaais i iasEss T E s
VAR R
subroutine segundopassolD_periodico(i,p,q9,N,kl,k, j,phi, funcl &

& ,func2,A,w,u,v1l)

integer :: i2,qg

integer, intent (in) :: 1i,k1,3,p,g

real, intent (in) :: k, funcl, func?2

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension<(:,:,:),intent (in) :: A,w,u

real, allocatable, dimension(:,:,:) :: v1l
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vlil(p,i,kl+1l)=(w(p,1i,3)+(k/2)* (funcl+func2))/A(p,1,1)

do 80 12=2,N(1)

! numeros de Seidel

if(i2.eqg.i)goto 80
if(i2.gt.i)g=kl
if(i2.1t.i)g=kl+1

! implementacao do metodo de Gauss—Seidel
v1ll(p,1i,k1+1)=v1l(p,i,k1+1)-A(p,1,12)+*v1l(p,12,q9)/A(p,1,1)

80 continue

end subroutine segundopassolD_periodico
DRSS R
VAR AR A
subroutine segundopasso2D_periodico(N,i,m,p,qg,k1l, J,k,phi, funcl, &

& func2,A,w,u,vll)

integer :: g,12

integer, intent(in) :: i,m,k1,3,p,9g

real, intent (in) :: k, funcl, func2

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,w,u
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: vl1l

! Segundo passo. Método interativo de Gauss—-Seidel para o passo

! implicito para determinar u(i,m, J+1/2)

vil(p,i,kl+1l)=(w(p,1i,m)+(k/4)+ (funcl+func2))/A(p,1,1)

do 80 12=2,N(1)

! numeros de Seidel

if(i2.eqg.i)goto 80
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if(i2.gt.i)g=kl
if(i2.1t.1)g=kl+1

! implementacao do metodo de Gauss-—-Seidel
vll(p,1i,k1+1)=v1l(p,1i,kl+1)-A(p,1,12)*v11l(p,12,9)/A(p,1,1)

80 continue

end subroutine segundopasso2D_periodico
VHH AR A
EssiisasisasisassssasisassasissstssaEss st EssaEs e EEEssi

Pxkkkkkrkhkkhkkrkkkkkkkkkkkxx NEUMANDN * * *x &k % Kk k k% &k Kk k k& & %k k% * % %%
EssiisasisssisassisaiisasssasissasisaEssaEiiasEssaEs e EEEssi
DA AR A R R R R A
subroutine segundopassolD_neumann(i,p,qg,N,kl,k, j,phi,h, funcl, &

& func2,A,w,u,v1l)

integer :: 1i2,qg

integer, intent (in) :: 1i,k1,3,p,9g

real, intent (in) :: k, funcl, func?2

real, allocatable,dimension(:), intent(in) :: h
integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,w,u
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: v1l

! Definicdo dos pivos

if((i.eqg.2).0or.(i.eq.N(1l)))then

! Determinagcdo do primeiro pivo
if(i.eq.2)v1l(p,1i,k1+1)=(w(p,1i,]J)+(k/2)* (funcl+func2) &
& —(phi(p,9)*h(g))*u(p,1,3+1))/A(p,1,1)!

if(i.eq.N(1))vll(p,i,kl1+1)=(w(p,1i,])+(k/2)* (funcl+func2) &
& +(phi(p,9g)=*h(g))*u(p,N(1)+1,3+1))/A(p,1i,1)!
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else

vlil(p,i,k1+1)=(w(p,1,J)+(k/2)* (funcl+func2))/A(p,1i,1)

endif

do 80 12=2,N(1)

! numeros de Seidel

if(i2.eqg.i)goto 80
if(i2.gt.i)g=kl
if(i2.1t.i)g=kl+1

! implementacao do metodo de Gauss-Seidel
vlil(p,i,k1+1)=v1l(p,1i,kl1+1)-A(p,1i,12)*v1il(p,12,q)/A(p,1i,1)

80 continue

end subroutine segundopassolD_neumann

VHEH S
VHEH A
subroutine segundopasso2D_neumann(N,i,m,p,qg,kl, j,k,phi, h, funcl, &

& func2,A,uxi,uxf,w,vl1l)

integer :: g,12

integer, intent(in) :: i,m,k1,3,p,9g

real, intent (in) :: k, funcl, func2

real, allocatable,dimension(:), intent (in) :: h

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,w,uxi,uxf
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: v1l

! Segundo passo. Método interativo de Gauss-Seidel para o passo
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! implicito para determinar u(i,m, j+1/2)

if((i.eqg.2).or.(i.eq.N(1)))then

if(i.eq.2) v1l(p,i,k1+1)=(w(p,1i,m)+(k/4)* (funcl+func2)- &
& (phi(p,9)*h(g))* (uxi(p, m, j+1) +uxi(p,m, j)))/A(p,1i,1)

if(i.eq.N(1)) v1l(p,i,k1+1)=(w(p,1,m)+(k/4)* (funcl+func2)+ &
& (phi(p,g9)*h(g))* (uxf(p,m, j+1)+uxf(p,m, j)))/A(p,1i,1)

else

v1il(p,i,kl+1)=(w(p,1i,m)+(k/4) (funcl+func2))/A(p,1,1)!

endif

do 80 i2=2,N(1)

! numeros de Seidel
if(i2.eqg.i)goto 80
if (i2.gt.1i)g=k1l

if(i2.1t.1i)g=k1+1

! implementacdo do método de Gauss-Seidel

v1l(p,1i,kl1+1)=v1l(p,1i,k1+1)-A(p,1i,1i2)*v1l(p,i2,q)/A(p,1,1)

80 continue

end subroutine segundopasso2D_neumann

DHAH AR AR AR A R R R A

Stttz adadataata Rt

end module segundo_passo

sttt ad iR AR E R R R AR A A A A Ak
Sassssssssdasssdastsdsdssdisssasadsdisdsatadadsddastas st adtidi
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terceiro-passo.£90

module terceiro_passo
implicit none

contains

Kk kA hhk kA hhkrhhkkrxhhkhkrxrdhdx Jdirichlel *xdkkrxrdhhhhkkhhhkdhhkkhkhkhkxkhkk

G

subroutine terceiropasso2D_dirichlet (N,p,qg,i,m, k1, j,phi,A,uyi, &

& uyf,w,u,v1l)

integer :: qg,ml

integer, intent (in) :: i,m, k1, J,p,g

integer, allocatable, dimension(:),intent (in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent(in) :: A,u,uyi,uyf,w
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: vl1l

if((m.eqg.2).o0r.(m.eq.N(3)))then

if(m.eqg.2) vl1l(p,m,kl+1)=(2*xu(p,i,m)-w(p,i,m)+ &
& phi(p,qg)*uyi(p,i,Jj+1))/A(p, m,m)

if(m.eq.N(3))vll(p,m kl+l)=(2*xu(p,i,m)-w(p,1i,m)+ &
& phi(p,g)*uyf(p,i,Jj+1))/A(p, m,m)

else

vll (]_O/m/ kl1+1)=(2%*u (prllm) W (prllm) ) /A(prm/m)

endif

do 81 ml=2,N(3)
! numeros de Seidel
if(ml.eqg.m)goto 81

if(ml.gt.m)g=kl
if(ml.lt.m)g=kl+1
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! implementacdo do método de Gauss-Seidel

vlil(p,m,kl1+1)=v11l(p,m,kl1+1)-A(p,m,ml)*v1l(p,ml,q)/A(p,m,m)

81 continue

end subroutine terceiropasso2D_dirichlet

Stttz adadataRa R Ratddi
LA A A A A R R R R

Ik k Ak hk kA hhkhk Ak hk kA khkkxrdhdkx PETriodiCO *,kkhhkhkkhkhhhkhkhkhkhkkhhkhkhkhkkhkhkrk

R R R R o ok o o
Vhdd A
subroutine terceiropasso2D_periodico(N,p,qg,i,m,kl, j,phi,A,w,u, &
& v1l)

integer :: g,ml

integer, intent (in) :: i,m,k1,J,p,g

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N
real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi
real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,u,w
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: v1l

vll (prm/ kl+1)=(2%u (pr lrm) -W (prlrm) ) /A(prmlm)

do 81 ml=2,N(3)

! numeros de Seidel

if (ml.eqg.m)goto 81
if(ml.gt.m)g=kl
if(ml.lt.m)g=kl+1

! implementacao do metodo de Gauss-—-Seidel

v1l(p,m,kl+1)=v1l(p,m,k1+1)-A(p,m,ml)*vll(p,ml,q) /A (p,m,m)
81 continue
end subroutine terceiropasso2D_periodico

Saisssssssdasssdadtadsdsdisssasadsdiadaatadadsadaatad Rt adtddi
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!************************** neumanll * *x*x* k*x*,k*xkkkhkkhkrkkhkkxkhkkxkhkhkhkhkhkhkxk*x*x*k*x
E3ss3dsssssssssssssssddd ittt daaa e
subroutine terceiropasso2D_neumann (N,p,qg,i,m,kl, j,phi,h,A,uyi &

& ,uyf,w,u,vll)

integer :: g,ml

integer, intent(in) :: i,m,k1,3,p,9

real, allocatable, dimension(:), intent(in) :: h

integer, allocatable, dimension(:),intent(in) :: N

real, allocatable, dimension(:,:),intent (in) :: phi

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: A,u,uyi,uyf,w
real, allocatable, dimension(:,:,:) :: v1l

if((m.eqg.2).0or.(m.eq.N(3)))then

if(m.eq.2) v1l(p,m,kl+1l)=(2xu(p,i,m)-w(p,i,m)—- &
& 2xh(g)*phi (p, g) *ruyi(p, i, j+1)) /A (p, m, m)

if(m.eq.N(3))vll(p,m,kl1+1)=(2xu(p,i,m)-w(p,i,m)+ &
& 2xh(g)*phi(p,qg)*uyf(p,i,j+1))/A(p, m,m)
else
vl1l (plml k1+1):(2*u (pr llm) -w (prllm) ) /A(prmlm)
endif
do 81 ml=2,N(3)
! numeros de Seidel
if(ml.eqg.m)goto 81
if(ml.gt.m)g=kl

if(ml.lt.m)g=kl+1

! implementacdo do método de Gauss-Seidel

vlil(p,m,kl1+1)=v11l(p,m,kl1+1)-A(p,m,ml)*v1l(p,ml,q) /A (p,m,m)

81 continue
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end subroutine terceiropasso2D_neumann
VAR A A A R S
VAR A

end module terceiro_passo

Sttt adadataRa R Ratddi
LA A A A R R R R
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runge-kutta.£90

module runge_kutta
implicit none

contains

sttt adadataRataRatiti

subroutine rk (nv_dependente,nv_espaco,nl,n2, j,al,a2,k,tl,f,z,xk &

& ,u,ull)

integer :: p,error,nm

integer, intent (in) :: nl,n2,nv_dependente, j,nv_espaco

real, intent (in) :: k,tl,al,aZ2

real :: t,a3,a4,ab5,a6,kl,k2,kl11,k22,kkl,kk2,kkll,kk22,e, Temp, xi
real, allocatable, dimension(:) :: f,z

real, allocatable, dimension(:,:) :: xk

real, allocatable, dimension(:,:,:),intent (in) :: u

real, allocatable, dimension(:,:,:) =:: ull

do nm=1, 4

do 1 p=1,nv_dependente

if (nm.eq.1l)xk (nm,p)=0

select case (nm)
case (2)
if (nv_espaco.eq.l)z(p)=u(p,nl, j)+xk (nm-1,p) /2
if (nv_espaco.eq.2)z(p)=u(p,nl,n2)+xk (nm-1,p) /2
t=tl+k/2

case (3)

if (nv_espaco.eq.l)z(p)=u(p,nl, j)+xk (nm-1,p) /2
if (nv_espaco.eq.2)z(p)=u(p,nl,n2)+xk (nm-1,p) /2
t=tl+k/2

case (4)
if (nv_espaco.eq.l)z (p)=u(p,nl, j)+xk (nm-1, p)
if (nv_espaco.eqg.2)z (p)=u(p,nl,n2)+xk (nm-1,p)
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t=tl+k

case default

if (nv_espaco.eq.1l) z (p)=u(p,nl, j)
if (nv_espaco.eqg.2)z (p)=u(p,nl,n2)
t=tl

end select

1 continue

kk1=1.0
kk11=0.01
kk2=1.0
kk22=0.01
e=4
xi=0.25
Temp=0.75

kl=kkl*Exp (e* (1-(1/Temp)))
kll=kkll*Exp (e* (1-(1/Temp)))

k2=kk2+Exp (ex (1-(1/Temp)))
k22=kk22+*Exp (e* (1-(1/Temp)))

! BRUSSELATOR
f(l)=xi*x(al-z(1))+klxz(1l)*xz(1l)*z(2)-kll*z(1l)*z(1l)*xz (1) &
& —k2*a2+z (1) +k22xz (2)
f(2)=k2%xa2+z (1) -klxz(1L)xz(1)xz(2)+kllxz(1l)xz(1l)xz(1l)-k22xz(2)
do 2 p=1,nv_dependente

xk (nm, p) =k*f (p)

2 continue

enddo
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do 3 p=1,nv_dependente
nm=1
if (nv_espaco.eq.1l)ull (p,nl, j+1)=u(p,nl, j)+xk (nm,p) /6 &

& +xk (nm+1,p)/3+xk (nm+2,p) /3+xk (nm+3,p) /6

if (nv_espaco.eq.2)ull (p,nl,n2)=u(p,nl,n2)+xk(nm,p)/6 &
& +xk (nm+1,p)/3+xk (nm+2,p) /3+xk (nm+3,p) /6

3 continue

end subroutine rk
E33sisssssssssssssssEE Lttt aa AR
EFEEEEs s LRSS R R R R R R R Rk

end module runge_kutta

Stttz adadatatataRRtiti
LA R A A R A R R R R
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Exemplo de inputfile para a simulagdo do Brusselator isotérmico em duas di-
mensoes espaciais.
inputfile.£f90

# HAxkxkxkkkkxxx* INPUTFILE PARA O PROGRAMA EDP ***k*xk*xk*xk*k****%*
# Defina a dimensédo espacial em que a simulacdo serd realizada:
# 1D ou 2D?

10D’

# Defina o numero de passos numéricos para a variavel independente x
39

# Defina a posigdo inicial em x

0

# Defina a posicdo final em x

30

# Defina o numero de passos numéricos para a variavel independente
# (se a simulacdo for realizada em 1D, escreva zero da seguinte
# forma: 0)

39

# Defina a posicdo inicial em y

0

# Defina a posigdo final em y

30

# Defina o numero de passos numéricos para o tempo

1000

# Defina o tempo maximo de simulacgao

100

# Defina o numero de varidveis dependentes

2
# Defina o valor da constante de difusdo da varidvel dependente 1
1.0

# Defina o valor da constante de difusdo da variavel dependente 2
5.0

# Defina o tipo de fronteira para o reagente 1: Periddica (P),

#

Dirichlet (D), Neumann (N)?

# Defina o tipo de fronteira para o reagentes 2 Periddica (P),
# Dirichlet (D), Neumann (N)?

IPI

# Defina as condig¢des iniciais para a varidvel dependente 1
2.1



O #= N $H= O = #H= O == #H= N HH= O H HH= O =H= =%

.0

.0

.0

Defina as condig¢des de fronteira para a varidvel dependente
para (x,y) -> (0,0:N) (Menor concentracao)

Defina as condigdes de fronteira para a variavel dependente
para (x,y) -> (N,0:N) (Maior concentracao)

Defina as condig¢des iniciais para a varidvel dependente 2
.39

Defina as condig¢des de fronteira para a varidvel dependente
para (x,y) —-> (0,0:N) (Menor concentracao)

Defina as condic¢des de fronteira para a varidvel dependente
para (x,y) —-> (N,0:N) (Maior concentracéo)

.0

Defina o valor do parémetro a

.1

Defina o valor do parédmetro b

.0

130
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7.6 — Pontos de equilibrio

Como foi exposto no texto principal, o MI € descrito pelas seguintes equacdes:

ou B 9

9= f(u,v) +d,V-u (7.69)
% _ gu,v) + d, 9% (7.70)
87— - g ) v .

com f(u,v) =&(a—u) —r;+ry, glu,v) =11 — 719, ©

r = —kfleel(l_é)u% + kmee?(l_%)u3
ro = —kfze%(l’%)ub + kmee“(l’é)vd

O ponto de equilibrio (u*, v*) € determinado com a condigdo f(u*,v*) = g(u*,v*) =
0 é satisfeita. Assim sendo, no caso do MI:

U =a (7.71)

., abkg, + a’k,,

B 7.72
a2k, + dk,, (1.72)
No caso do MNI o ponto de equilibrio é (u*, v*, 0*), com:
1
(av€ + ) (a’ky, + dky,) (—a’bAH kp ky, — a’bAHsk g Ky,
APANH Ky, + a3dAHoky, Ky + aPykp, €4+ (7.73)

a2/€f1 9Q¢ + CL’}/dkr2£ + dk‘T299¢)
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