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"Deixo-vos a paz, dou-vos a minha paz.
Não vo-la dou como o mundo a dá. Não
se perturbe o vosso coração, nem se
atemorize!"
São João, 14:27.



Resumo

A dissertação tem como base os trabalhos de [GrYo12] e [GrPha19].

Considerando um corpo K, algebricamente fechado com característica
positiva, apresentamos invariantes de singularidades em K[[x]], a K-álgebra local das
séries de potências formais, tais como os números de Milnor e de Tjurina.

Definimos duas relações de equivalência emK[[x]], pela direita e por contato.
Definimos o conceito de determinação finita de f ∈ K[[x]] com respeito a cada uma das
relações de equivalência, a determinação finita também é expressa em termos dos números
de Milnor e Tjurina.

Mostramos que uma condição necessária para f ∈ K[[x]] ser finitamente
determinada pela direita (resp. por contato) é que f possua uma singularidade isolada
(resp. é uma hipersuperfície com singularidade isolada); a condição necessária é baseada
em um lema técnico considerando em K[[x]] com a topologia m-ádica. Por último,
considerando que uma aplicação órbita, em geral, não é separável em característica
positiva, prova-se que a condição é também suficiente.



Abstract

This dissertation mainly follows the works of [GrYo12] and [GrPha19].

Considering K a field, algebraically closed with positive characteristic, we
presented invariants of singularities in K[[x]], the local K- algebra of the formal power
series, such as Milnor and Tjurina numbers.

Two equivalence relations are defined on K[[x]], right equivalence and
contact equivalence. The concept of finite determinancy of f ∈ K[[x]] is defined with
respect to those equivalence relations, the finite determinancy is also expressed in terms
of the Milnor and Tjurina numbers.

We show that a necessary condition for f ∈K[[x]] to be finitely determined
by the right (respectively contact) is that it has an isolated singularity (respectively is
a hypersurface with isolated singularity); the necessary condition is based on a technical
lemma considering K[[x]] with the m-adic topology. Finally, considering that the orbit
application, in general, is not separable in positive characteristic, it is proved that the
condition is also sufficient.
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Introdução

São estudados desde o século passado invariantes de singularidades sobre os
corpos R, C e em corpos de característica zero, destaca-se os trabalhos de René Thom,
John Milnor e outros pesquisadores.

Consideramos K um corpo algebricamente fechado, char(K) ≥ 0 e a K-
álgebra local das séries de potências formais K[[x1, ..., xn]] := K[[x]] com o ideal maximal
m := 〈x1, ..., xn〉 e dotado de uma topologia, a qual é chamada topologia m−ádica, assim
K[[x]] tem as propriedades de ser noetheriano, completo e de Hausdorff.

Seja f ∈ K[[x]], são chamados os ideais j(f) = 〈fx1 , ..., fxn〉 e tj(f) =

〈f, fx1 , ..., fxn〉 os ideais Jacobiano e de Tjurina, respectivamente. DefinimosMf :=
K[[x]]

j(f)

e Tf :=
K[[x]]

tj(f)
as álgebras de Milnor e Tjurina, respectivamente. Suas dimensões como

espaços vetoriais µ(f) := dimKMf e τ(f) := dimKTf são os números de Milnor e de
Tjurina, respectivamente.

Dizemos que f tem singularidade isolada se µ(f) < ∞, equivalentemente

se existir k ∈ N tal que mk ⊂ j(f). De maneira análoga Rf :=
K[[x]]

〈f〉
tem singularidade

isolada se τ(f) <∞, equivalentemente, se existir k ∈ N tal que mk ⊂ tj(f).

Dadas f, g ∈ K[[x]].

a. Se existir um automorfismo ϕ ∈ Aut(K[[x]]) tal que f = ϕ(g), dizemos que f está
relacionada com f pela direita, denota-se f ∼r g.

b. Se existir u ∈ K[[x]] e ϕ ∈ Aut(K[[x]]) tal que f = u · ϕ(g), dizemos que f está
relacionada com f por contato, escrevemos f ∼c g.

c. Dizemos que f ∈ K[[x]] é finitamente determinada pela direita se existe um número
inteiro positivo k tal que para qualquer outra g ∈ K[[x]] tal que coincida o k-jato
com f , temos que f ∼r g.
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d. Dizemos que f ∈ K[[x]] é finitamente determinada por contato se existe um número
inteiro positivo k tal que para qualquer outra g ∈ K[[x]] tal que coincida o k-jato
com f , temos que f ∼c g.

Apresentamos com detalhes, para char(K) ≥ 0, um lema técnico tratado
em [Bo09] de natureza recursiva. Isto é importante, pois a verificação que f ∈ K[[x]] é
finitamente determinada (pela direita ou por contato) não é fácil testando com ferramentas
computacionais. Este lema é útil para provar a condição necessária de cada item do
Teorema:

Teorema 0.0.1. Dado f ∈ K[[x]], f 6= 0 e f ∈ m2 com k ∈ N fixo. Então:

1. mk+2 ⊆ m2 · j(f) se e somente se f é (2k − ord(f) + 2)-determinado pela direita.

2. mk+2 ⊆ m · 〈f〉 + m2 · j(f) se e somente se f é (2k − ord(f) + 2)-determinado por
contato.

Também apresentamos, como aplicação do teorema acima, uma relação
entre a ordem da determinação finita com os números de Milnor e Tjurina. Isto é
desenvolvido tanto para o caso complexo como para característica positiva. Também
desenvolvemos exemplos para a melhor compreensão do teorema acima.

O recíproco do teorema acima foi desenvolvido em [GrYo12], mas possui um
pequeno erro, ao considerar que toda aplicação órbita é separável, isto é definido nesta
dissertação quando a aplicação tangente de Zariski é sobrejetora. Um dos autores em
outro artigo [GrPha19] faz a prova desta parte recíproca do teorema faltante como caso
particular do estudo de determinação finita em matrizes coluna de séries de potências
formais. Apresentamos exemplos, em característica positiva, de aplicações órbita não
separáveis.

[GrPha18] desenvolve um estudo de matrizes de séries de potência formais
assim como o espaço tangente de Zariski, aplicação tangente, ações de grupos algébricos
em variedades algébricas, imagem tangente estendida. Calculamos a imagem tangente
para o caso particular no espaço de matrizes 1× 1.

Por último desenvolvemos a demonstração do caso recíproco do Teorema
0.0.1 baseados em [GrPha19].



Capítulo

1

Conceitos preliminares

Neste capítulo, apresentamos definições, notações e alguns resultados
básicos que serão utilizados ao longo da dissertação. As principais referências são:
[GrPf08], [ZSC58] e [ZS60].

1.1 Estrutura de K[[x]]

1.1.1 Notações

Ao longo da dissertação K denota um corpo algebricamente fechado e de
característica positiva, caso contrário fazemos menção explícita.

Dado α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, denotamos o fatorial de α por α! = α1! · ... ·αn!,
também denotamos α ≤ β quando αi ≤ βi,∀i ∈ {1, . . . , n}. A norma de α é definida por |

α |=
n∑
i=1

αi. Seja a n-upla de indeterminadas x = (x1, ..., xn), denotamos xα := xα1
1 ·...·xαnn

os monômios e o grau do monômio xα é definido por deg(xα) = deg(xα1
1 · · ·xαnn ) = | α |.

1. Uma expressão
∑
α∈Nn

aαx
α, com aα ∈ K, é chamada uma série de potências formal a

qual também denotamos por
∞∑
|α|=0

aαx
α.

2. Seja f =
∑
α∈Nn

aαx
α uma série de potências formal não nula, definimos a ordem de

f por ord(f) := min {| α | : α ∈ Nn, aα 6= 0} .
Se f é a série de potências formal nula então convencionamos ord(f) =∞.

10
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3. Denotamos K[[x]] =

{∑
α∈Nn

aαx
α : aα ∈ K, α ∈ Nn

}
o anel das séries de potências

formais com a adição e multiplicação, respectivamente:

∑
α∈Nn

aαx
α +

∑
α∈Nn

bαx
α :=

∑
α∈Nn

(aα + bα)xα (1.1)

∑
α∈Nn

aαx
α ·
∑
α∈Nn

bαx
α :=

∑
γ∈Nn

(
∑

α+β=γ

aαbβ)xγ (1.2)

4. Escrevemos recursivamente f =
∞∑
i=0

bi(x1, ..., xn−1)xin =
∞∑
i=0

bix
i
n, onde bi =∑

α∈Nn
αn=i

aαx
α1
1 · ... · x

αn−1

n−1 ∈ K[[x1, ..., xn−1]] para f =
∑
α∈Nn

aαx
α ∈ K[[x]].

5. Seja f =
∑
α∈Nn

aαx
α ∈ K[[x]], k ∈ N então o k-jato de f é definido por jk(f) :=∑

|α|≤k

aαx
α, isto é a soma dos termos de ordem ≤ k.

6. K[[x]]∗ denota as unidades de K[[x]] e Aut(K[[x]]) denota o conjunto de
automorfismos φ : K[[x]]→ K[[x]].

1.1.2 K[[x]] como K -álgebra

Consideremos h : A → B um homomorfismo de anéis. Se a ∈ A, b ∈ B,
definimos o produto ab = h(a)b. Com esta definição, o anel B torna-se em um A-módulo.
O anel B com a estrutura de A-módulo, é chamado de A-álgebra. Assim:

Definição 1.1.1. ([AtiMc69], 30) Uma A-álgebra é um anel B junto com um
homomorfismo de anéis h : A→ B.

Observação 1.1.2. Em particular, se A é um corpo K e B 6= {0}, então h é injetora.
Assim uma K−álgebra é um anel contendo K como subanel.

Verificar que K[[x]] é uma K-álgebra é importante para nosso trabalho,
assim enunciamos o lema a seguir, que além disso detalha informação sobre seus ideais.

Lema 1.1.3. ([ZS60],131) K[[x]] com as operações 1.1 e 1.2 é um anel local (K-álgebra
local). Isto é,
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1. Só tem 1 ideal maximal.

2. O único ideal maximal de K[[x]] é m := 〈x〉 = 〈x1, ..., xn〉 = {f ∈ K[[x]] : f(0) = 0} .

A seguir definimos de uma maneira mais precisa o k-jato de f e a ordem de
f ∈ K[[x]] em termos do ideal maximal.

Definição 1.1.4. O k-jato de f é a imagem de f em
K[[x]]

mk+1
. Também podemos denotar

o k-jato de f como f (k) ou jk(f).

Definição 1.1.5. A ordem de f é ord(f) = max{k ∈ N : f ∈ mk}.

A seguir são enunciados lemas importantes relacionados à ordem, o ideal
maximal e levantamento de homomorfismos.

Lema 1.1.6. ([GrPf08], 357) Sejam f, g ∈ K[[x]] então

ord(f + g) ≥ min {ord(f), ord(g)}

ord(f · g) = ord(f) + ord(g).

Lema 1.1.7. ([GrPf08], 357)
⋂∞
i=1 〈x〉

i = 〈0〉 .

Definição 1.1.8. Dada f ∈ K[[x]] chamamos à K-álgebra analítica Rf =
K[[x]]

〈f〉
de

hipersuperfície singular induzida.

Lema 1.1.9. ([Bo09], 14)[Lema de levantamento] Seja ϕ um homomorfismo de K-
álgebras analíticas,

ϕ :
K[[x1, . . . , xn]]

I
→ K[[y1, . . . , ym]]

J
,

onde I e J são ideais de K[[x1, ..., xn]] e de K[[y1, ..., ym]] respectivamente. Se n = m e ϕ
é um isomorfismo então existe um levantamento

ϕ̃ : K[[x1, . . . , xn]]→ K[[y1, ..., ym]]

de ϕ, o qual é um isomorfismo. Se n ≥ m e ϕ é sobrejetora, então existe um levantamento
ϕ̃ de ϕ o qual é sobrejetora.
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1.1.3 Convergência e Topologia em K[[x]]

Nesta subseção definimos a convergência formal de séries de potências,
que chamamos convergência na topologia m-ádica. Por outro lado definimos uma
métrica d : K[[x]] × K[[x]] → R em K[[x]] na qual a convergência usual é equivalente
à convergencia formal de potências. Em consequência é generalizada para K[[x]] a
propiedade de substituição, válida naturalmente no anel de polinômios K[x]. Vemos que
K[[x]] é noetheriano e enunciamos o lema de Nakayama, este último um lema importante
de Álgebra comutativa. Também demostramos um resultado que é útil para determinar,
equivalentemente, quando f tem singularidade isolada.

Definição 1.1.10. Uma sequência {fv} := {fv}v∈N onde fv ∈ K[[x]], é chamada
formalmente convergente na topologia m-ádica se existe uma série de potências f ∈ K[[x]]

tal que para cada k ∈ N existe n0 ∈ N tal que f − fv ∈ 〈x〉k ,∀ v ≥ n0. Denotamos
lim

v→+∞
fv = f.

Exemplo 1. (A) Seja {fv}v∈N ⊂ K[[x, y, z]] a sequência definida por

fv := xv · yv · zv,∀v ∈ N.

Podemos ver que fv converge formalmente a f := 0 ∈ K[[x]] na topologia m-ádica.

(B) Seja {fv}v∈N ⊂ K[[x, y, z]], a sequência definida por

fv := x · y · z, ∀v ∈ N.

Esta sequência converge na topologia m-ádica à serie f := x · y · z.

Definição 1.1.11. Uma sequência {fv} ⊂ K[[x]] é chamada sequência de Cauchy se para
cada k ∈ N, existe n0 ∈ N satisfazendo fr − fv ∈ 〈x〉k ,∀ r, v ≥ n0.

Definição 1.1.12. Se {fv} é uma sequência formalmente convergente com lim
v→+∞

fv = 0,

então a sequência de somas parciais {
m∑
v=0

fv}m∈N converge formalmente (na topologia m-

ádica) e definimos
∞∑
v=0

fv := lim
m→+∞

(
m∑
v=0

fv).
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Observação 1.1.13. Para a boa definição de 1.1.12 é necessária a condição lim
v→+∞

fv = 0

(na topologia m-ádica). Afirmamos que a sequência de somas parciais {gp}, tal que

gp =

p∑
i=0

fi, para cada p ∈ N converge a
∞∑
i=0

fi na topologia m-ádica.

Com efeito dado k ∈ N, pela hipótese sabemos que existe nk0 ∈ N tal que
fn ∈ mk, para todo n ≥ nko . Então:

∞∑
i=0

fi − gnk0 =
∞∑

i=nk0+1

fi,

mas como para todo n ≥ nko , fn ∈ mk, então:

∞∑
i=nk0+1

fi ∈ mk.

Exemplo 2. (C) Seguindo o Exemplo 1 (A), definimos as somas parciais de {fv}v∈N

por gv :=
v∑
i=0

fi, para cada v ∈ N. Assim {gv}v∈N converge na topologia m-ádica à

série f :=
∑∞

v=0 fv.

(D) Seguindo o Exemplo 1 (B), definimos as somas parciais de {fv}v∈N por sv :=
∑v

i=0 fi,

para cada v ∈ N. Pode-se observar que {sv}v∈N não converge na topologia m-ádica.

Observação 1.1.14. ([GrPf08], 358) Sejam {fv} , {gv} sequências convergentes então:

lim
v→+∞

(fv + gv) = lim
v→+∞

fv + lim
v→+∞

gv

lim
v→+∞

(fv · gv) = lim
v→+∞

fv · lim
v→+∞

gv

e se lim
v→+∞

fv = lim
v→+∞

gv = 0 então

∞∑
v=0

fv +
∞∑
v=0

gv =
∞∑
v=0

(fv + gv)

∞∑
v=0

fv ·
∞∑
v=0

gv =
∞∑
v=0

v∑
i=0

fv−i · gi.

A seguir definiremos uma métrica em K[[x]].
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Definição 1.1.15. ([ZS60], 133) Fixamos r ∈ R com r > 1. Para f, g ∈ K[[x]], seja
d(f, g) = r−q onde q = ord(f − g).

Observação 1.1.16. d é uma métrica. Com efeito, seja r > 1. Se f ∈ K[[x]] então
ord(f − f) = ∞, daí d(f, f) = r−∞ = 0. Se g ∈ K[[x]], ord(f − g) = ord(g − f) e em
consequência d(f, g) = d(g, f). A desigualdade triangular decorre do Lema 1.1.6, com
efeito, seja h ∈ K[[x]] ord(f − g) = ord(f − h + h − g) ≥ min {ord(f − h), ord(h− g)},
assim ord(f − g) ≥ ord(f − h) ou ord(f − g) ≥ ord(h − g); sem perda de generalidade
podemos supor que ord(f − g) ≥ ord(f − h), então −ord(f − g) ≤ −ord(f − h) então
r−ord(f−g) ≤ r−ord(f−h) logo em particular r−ord(f−g) ≤ r−ord(f−h) + r−ord(h−g). De maneira
análoga, em caso supor ord(f − g) ≥ ord(h− g), obtém-se completamente a desigualdade
triangular.

O seguinte Teorema mostra que o limite de toda sequência convergente
pertence a K[[x]] e é único.

Teorema 1.1.17. ([GrPf08], 358) K[[x]] é um espaço completo e Hausdorff.

Teorema 1.1.18. Uma condição necessária e suficiente para que {fv} seja convergente
a f na topologia m-ádica é que {fv} seja convergente a f no espaço métrico (K[[x]], d).

Demonstração. Seja r > 1. Suponhamos que {fv} converge a f na topologia m-ádica,
isto é,

∀k ∈ N, ∃v0 ∈ N talque f − fv ∈ 〈x〉k, ∀v ≥ v0.

Assim para cada v ≥ v0 tem-se ord(f − fv) ≥ k logo

∀ k ∈ N,
1

rk
≥ 1

rord(f−fv)
= d(f, fv)

(a seguir fazemos k → ∞). No caso recíproco, sabemos que ∀k ∈ N,∃v0 ∈ N tal que

para v ≥ v0, d(fv, f) <
1

rk
então

1

rk
≥ 1

rord(f−fv)
e daí rord(f−fv) ≥ rk logo ord(f −fv) ≥ k

portanto 〈x〉ord(f−fv) ⊆ 〈x〉k e segue que f − fv ∈ 〈x〉k.

Definição 1.1.19. Uma aplicação ϕ : A → B de K-álgebras é chamada morfismo se
ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y),∀x, y ∈ A e ϕ(c) = c,∀c ∈ K.

Definição 1.1.20. Seja f, g1, . . . , gn ∈ K[[x]], assumimos que ord(gi) ≥ 1,∀i então defina-
se a substituição

f(g1, . . . , gm) = lim
k→+∞

jk(f)(jk(g1), . . . , jk(gn)).
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Corolário 1.1.21. ([GrPf08], 358)
Seja y = (y1, . . . , yn) e ϕ : K[[x]] → K[[y]] um homomorfismo contínuo (na topologia m-
ádica) de K-álgebras com fi := ϕ(xi), i = 1, . . . , n. Então ϕ(g) = g(f1, . . . , fn),∀g ∈ K[[x]].

Observação 1.1.22. Em todo homomorfismo de K-álgebras

ϕ : K[[x]]→ K[[y]], cumpre-se: ϕ(〈x〉) ⊆
〈
y
〉
,

isto faz que o homomorfismo seja chamado de local.

Observação 1.1.23. Todo homomorfismo de K-álgebras ϕ : K[[x]] → K[[x]] é contínuo
e pela conclusão do Corolário 1.1.21, ϕ é unicamente determinada pela imagem fi :=

ϕ(xi), i = 1, . . . , n, onde as fi são séries de potência com fi ∈ m.

O recíproco também é certo. Isto é, toda coleção de séries de potências
f1, . . . , fn ∈ m, define um único morfismo (contínuo) dado por:

ϕ(g) := ϕ

(∑
α∈Nn

aαx
α

)
=
∑
α∈Nn

aαf
α1
1 . . . fαnn = g(f1, . . . , fn).

Lema 1.1.24. ([GrPf08], 362) K[[x]] é Noetheriano.

Lema 1.1.25. ([GrLoShu07], 406)[Lema de Nakayama] Seja (A,m) um anel local, M um
A−módulo finitamente gerado e N ⊂ M submódulo. Se M = m ·M + N então M = N ,
em particular, se M = m ·M então M = 0.

Teorema 1.1.26. Dado I um ideal de K[[x]]. Tem-se que dimK

(
K[[x]]

I

)
< ∞ se e

somente se existe k ∈ N tal que mk ⊂ I

Demonstração. Suponhamos dimK

(
K[[x]]

I

)
<∞. Como m ⊃ m2 ⊃ . . . temos

I + K[[x]] ⊇ I + m ⊇ ... ⊇ I + mp ⊇ ... ⊇ I.

Assim,
K[[x]]

I + K[[x]]
⊆ K[[x]]

I + m
⊆ ... ⊆ K[[x]]

I + mp
⊆ ... ⊆ K[[x]]

I
.

Suponhamos que para todo p ∈ N,
K[[x]]

I + mp
6= K[[x]]

I + mp+1
. Então,

dimK

(
K[[x]]

I + K[[x]]

)
< dimK

(
K[[x]]

I + m

)
< ... < dimK

(
K[[x]]

I

)
.
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Logo, como a dimensão toma valores inteiros positivos,

dimK

(
K[[x]]

I

)
=∞,

o qual contradiz a hipótese. Portanto, existe k ∈ N tal que

K[[x]]

I + mk
=

K[[x]]

I + mk+1
.

Então mk ⊆ I + m ·mk, pelo Lema de Nakayama 1.1.25, mk ⊆ I

No caso recíproco suponhamos que exista k ∈ N tal que mk ⊆ I, então

existe aplicação sobrejetora
K[[x]]

mk
→ K[[x]]

I
. Assim,

dimK

(
K[[x]]

I

)
≤ dimK

(
K[[x]]

mk

)
<∞.

1.2 Variedades Algébricas

A seguir, vamos definir variedade algébrica afim, topologia de Zariski, função
regular, morfismos entre variedades algébricas e corpo de funções. Conceitos que serão
necessários no decorrer desta dissertação.

Definição 1.2.1. Seja K um corpo algebricamente fechado. O n-espaço afim sobre K
denotado por An

K, é definido como o conjunto de todas as n-uplas de elementos de K. Seja
K[x] o anel de polinômios em n-variáveis sobre K.

1. Dado f ∈ K[x], definimos os zeros de f como o conjunto

Z(f) = {p ∈ An
K : f(p) = 0}

2. Se T ⊆ K[x] definimos os zeros de T como o conjunto

Z(T ) = {p ∈ An
K : f(p) = 0,∀f ∈ T}.

É claro que Z(〈T 〉) = Z(T ), onde 〈T 〉 denota o ideal gerado pelos elementos de T.
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3. Um conjunto Y ⊆ An
K é um conjunto algébrico se existir um subconjunto T ⊆ K[x]

tal que Y = Z(T ).

Proposição 1.2.2. ([Har97], 2)

1. A união de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

2. A interseção qualquer de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

3. Os conjuntos vazio e o espaço todo são conjuntos algébricos

Proposição 1.2.3. Se T1 ⊆ T2 em K[x] então Z(T2) ⊆ Z(T1)

Definição 1.2.4. A topologia de Zariski em An
K consiste em tomar conjuntos abertos

como os complementos de conjuntos algébricos, i.e os conjuntos fechados são os conjuntos
algébricos. Um aberto na topologia de Zariski é chamado de variedade quasi-afim.

A seguir definimos espaço irredutível e variedade algébrica afim.

Definição 1.2.5. 1. Um subconjunto Y de um espaço topológico X é irredutível se
não é possível expressá-lo como união Y = Y1 ∪ Y2 de dois subconjuntos próprios e
fechados em Y.

2. Uma variedade algébrica afim é um subconjunto irredutível e fechado de An
K (com a

topologia induzida).

Observação 1.2.6. Todo conjunto aberto de um espaço irredutível na topologia de Zariski
é irredutível e denso ([Har97], 3).

Definição 1.2.7. Seja X 6= ∅ um espaço topológico irredutível. A dimensão, dim(X), de
X é o máximo inteiro n tal que existe uma cadeia ascendente

∅ 6= X0 ( X1 ( · · · ( Xn = X

de subconjuntos fechados irredutíveis de X.

Exemplo 3. 1. Um ponto tem dimensão 0.

2. A1
K tem dimensão 1, pois os pontos são os únicos subconjuntos fechados e irredutíveis

de A1
K distintos de A1

K.
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Definição 1.2.8. Seja Y uma variedade quasi-afim em An
K. Uma função f : Y → K é

regular no ponto p ∈ Y se existem uma vizinhança aberta U ⊆ Y contendo p e polinômios
g, h ∈ K[x] onde h não se anula em U e f = g/h em U . Dizemos que f é regular em Y

se esta é regular em cada ponto de Y.

Definição 1.2.9. Sejam K um corpo algebricamente fechado e X, Y duas variedades
afins, um morfismo ϕ : X → Y é uma aplicação contínua (na topologia de Zariski) tal
que para cada conjunto aberto V ⊆ Y e para cada função regular f : V → K, a função
f ◦ ϕ : ϕ−1(V )→ K é regular.

Observação 1.2.10. Necesariamente uma função regular é contínua. Um morfismo entre
variedades algébricas é contínuo na topologia de Zariski.

Definição 1.2.11. Seja Y uma variedade. Denotamos por O(Y ) o anel de todas as
funções regulares em Y . Se p ∈ Y , definimos o anel local de p em Y como o anel de
germes de funções regulares em Y perto de p o qual denotamos como OY,p. Um elemento
(germe de uma função regular) de OY,p é um par (U, f) onde U é um subconjunto aberto
de Y contendo p e f é uma função regular em U. Definimos uma relação de equivalência
em OY,p identificando os pares (U, f) e (V, g), se f = g em U ∩ V.

OY,p é um anel local e o ideal maximal é o conjunto de germes de funções
regulares que aplicadas no ponto p é zero.

Definição 1.2.12. Seja Y uma variedade, definimos o corpo de funções K(Y ) de Y . Um
elemento de K(Y ) é uma classe de equivalência de pares (U, f) onde U é um conjunto
aberto não vazio de Y e f é uma função regular em U e os pares (U, f), (V, g) são
identificados se f = g em U ∩ V . Os elementos de K(Y ) são chamados funções racionais
em Y .

Observação 1.2.13. K(Y ) é um corpo, desde que Y é irredutível e a interseção de dois
conjuntos abertos não é vazio ([Har97], 3).



Capítulo

2

Invariantes e equivalências em K[[x]]

Neste capítulo, veremos duas relações de equivalência em K[[x]]: a
equivalência à direita e a equivalencia por contato, quando K é um corpo algebricamente
fechado com característica maior ou igual zero. Veremos, também, as álgebras e números
de Milnor e de Tjurina. Relacionaremos essas álgebras às relações de equivalência.

2.1 Números de Milnor e Tjurina

Nessa seção, estudaremos dois invariantes bem conhecidos em Teoria de
Singularidades: o número de Milnor e o número de Tjurina. O número de Milnor está
relacionado às singularidades de uma série. No caso de singularidade isolada em C, ele
é igual à quantidade de pontos críticos de Morse que aparecem em uma morsificação da
série. O número de Tjurina está relacionado às singularidas da hipersuperfície definida
por f.

Definição 2.1.1. Seja f ∈ K[[x]].

1. O ideal
j(f) = 〈fx1 , . . . , fxn〉 ⊆ K[[x]]

é o ideal Jacobiano de f, onde fxi é a derivada parcial de f com relação a xi, para
cada i ∈ {1, . . . , n}.

2. A álgebra associada Mf =
K[[x]]

j(f)
é chamada álgebra de Milnor de f.

3. A dimensão,
µ(f) := dimK(Mf ),

20
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é o número de Milnor de f.

4. Dizemos que f é uma singularidade isolada se µ(f) <∞.

Exemplo 4. 1. Sejam K o corpo dos números complexos e

f = x3 + y2 ∈ K[[x, y]].

Nesse caso, j(f) = 〈3x2, 2y〉 = 〈x2, y〉 e Mf =
K[x, y]

〈x2, y〉
= K〈1, x〉. Assim µ(f) = 2.

2. Se K é um corpo de característica 3 e

f = x3 + y2 ∈ K[x, y],

então j(f) = 〈3x2, 2y〉 = 〈y〉 e Mf = K〈1, x, x2, . . . 〉. Portanto µ(f) =∞.

Definição 2.1.2. Seja f ∈ K[[x]].

1. O ideal
tj(f) = 〈f, fx1 , . . . , fxn〉 = 〈f〉+ j(f) ⊆ K[[x]]

é o ideal de Tjurina de f.

2. A álgebra associada Tf =
K[[x]]

tj(f)
é chamada a álgebra de Tjurina de f.

3. A dimensão
τ(f) := dimK(Tf )

é o número de Tjurina de f.

4. Dizemos que Rf =
K[[x]]

〈f〉
é uma hipersuperfície singular isolada se τ(f) <∞.

Exemplo 5. 1. Sejam K o corpo dos números complexos e

f(x, y) = x3 + y2 ∈ K[[x, y]],

tj(f) = 〈x3 + y2, 3x2, 2y〉 = 〈x2, y〉. Assim, τ(f) = dimK

(
K[[x, y]]

〈x2, y〉

)
= 2.

2. Se K é um corpo de característica 3 e

f(x, y) = x3 + y2 ∈ K[[x, y]],
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tj(f) = 〈x3 + y2, 3x2, 2y〉 = 〈x3 + y2, y〉 = 〈x3, y〉.

Portanto τ(f) = dimK

(
K[[x, y]]

〈x3, y〉

)
= dimKK〈1, x, x2〉 = 3.

Teorema 2.1.3. ([GrYo12], 63) Se f ∈ C[[x]] e u ∈ C[[x]]∗ então

µ(f) = µ(u · f)

No exemplo a seguir, vemos que este teorema não é válido quando trocamos
C por um corpo qualquer.

Exemplo 6. Consideremos K um corpo tal que char(K) = 5.

Seja
f = x5 + y4 ∈ K[[x, y]].

Então
µ(f) = dimK

(
K[[x, y]]

〈5x4, 4y3〉

)
= dimK

(
K[[x, y]]

〈y3〉

)
=∞.

Mas se consideramos
g = (1 + x) · f = x5 + y4 + x6 + xy4,

então µ(g) = 15, onde 1 + x ∈ K[[x]]∗, pois no SINGULAR temos:

> ring r=5,(x,y),ds;

> poly f=x5+y4+x6+xy4;

> ideal j=jacob(f);

> j;

j[1]=y4+x5

j[2]=-y3-xy3

> vdim(std(j));

15.

Observação 2.1.4. 1. Segue do Teorema 1.1.26, que:

(A) f é uma singularidade isolada se e somente se ∃ k ∈ N tal que mk ⊆ j(f).

(B) Rf é uma hipersuperfície com singularidade isolada se e somente ∃ k ∈ N tal
que mk ⊆ tj(f).

2. É possível mostrar que no corpo dos números complexos tem-se µ(f) < ∞ se e
somente se τ(f) <∞ ([GrLoShu07], 113).
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O mesmo não acontece em característica positiva, como vemos no Exemplo 4 e no
Exemplo 5.

2.2 Equivalência pela direita e de contato

Nesta seção, veremos duas relações de equivalências que podem ser definidas
emK[[x]] : equivalência à direita, a qual está relacionada à álgebra de Milnor e equivalência
por contato, que está relacionada à álgebra de Tjurina.

Definição 2.2.1. Sejam f, g ∈ K[[x]]. Dizemos que f e g são equivalentes pela direita se
existe ϕ ∈ Aut(K[[x]]) tal que

f = ϕ(g).

Se f e g são equivalentes pela direita escrevemos f ∼r g.

Observação 2.2.2. A equivalência pela direita é uma relação de equivalência.

Exemplo 7. Em K[[x, y]], sejam f = x + y2 e g = x. Seja ϕ : K[[x, y]] → K[[x, y]] o
automorfismo que leva

x 7→ x+ y2, y 7→ y + x2.

Temos,
ϕ(g) = f.

Assim f ∼r g.

Definição 2.2.3. f, g ∈ K[[x]] são chamadas equivalentes por contato se existe ϕ ∈
Aut(K[[x]]), u ∈ K[[x]]∗ tal que

f = u · ϕ(g).

Se f e g são equivalentes por contato escrevemos f ∼c g.

Observação 2.2.4. 1. A equivalência por contato é uma relação de equivalência. Com
efeito, dados f, g, h ∈ K[[x]]. Para cada f ∈ K[[x]] e o automorfismo identidade
Id ∈ Aut(K[[x]]) temos que f = 1 · Id(f) assim a relação é reflexiva. A seguir, se
f ∼c g então existe ϕ ∈ Aut(K[[x]]) e u ∈ K[[x]]∗ tal que f = u · ϕ(g), então g =
1
u
·ϕ−1(f), assim a relação é simétrica. Por último vemos que a relação é transitiva,

suponhamos que f ∼c g e g ∼c h então existem ϕ, φ ∈ Aut(K[[x]]), u, v ∈ K[[x]]∗

tal que f = u ·ϕ(g) e g = v ·φ(h) então f = u ·ϕ(v ·φ(h)) = w ·Φ(h), onde w = u ·v
e Φ = ϕ ◦ φ.
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2. f ∼r g ⇒ f ∼c g. Com efeito, se f ∼r g, assim existe ϕ ∈ Aut(K[[x]]) tal que
f = ϕ(g) então escolhendo 1 ∈ K[[x]] temos f = 1 · ϕ(g).

O exemplo a seguir mostra que a recíproca do item 2. na Observação 2.2.4
não é verdadeira.

Exemplo 8. Em C sejam ft := xp + yq + zr + txyz e fs := xp + yq + zr + sxyz, tal que
s 6= t e 1/p+ 1/q + 1/r < 1.

Definamos o automorfismo mudança de coordenadas:

ϕ : K[[x, y, z]]→ K[[x, y, z]]

com
x 7→ λ1/px, y 7→ λ1/qy, z 7→ λ1/rz,

tal que

λ = (
s

t
)

1

m− 1 , m = 1/p+ 1/q + 1/r

Afirmamos que fs ∼c ft, mais precisamente, fs = 1
λ
ϕ(ft), com efeito:

ϕ(ft) = ϕ(xp + yq + zr + txyz)

= (λ1/px)p + (λ1/qy)q + (λ1/rz)r + t(λ1/px)(λ1/qy)(λ1/rz)

= λxp + λyq + λzr + tλmxyz

= λxp + λyq + λzr + t(
s

t
)

m
m−1xyz

= λxp + λyq + λzr + sλxyz

= λ · fs.

Agora afirmamos que não é possível obter: fs ∼r ft. Com efeito:
suponhamos que existe Ψ ∈ Aut(K[[x, y, z]]) tal que fs = Ψ(ft), fazendo x = y = z = 1,

obtemos que s = Ψ(t) = t, o que contradiz s 6= t.

Lema 2.2.5. ([Bo09], 4) Consideremos K um corpo algebricamente fechado com
caracterítica arbitrária. Sejam f, g ∈ m ⊂ K[[x]], ϕ ∈ Aut(K[[x]]) e u ∈ K[[x]]∗ uma
unidade. Então:

1. j(ϕ(f)) = ϕ(j(f)).
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2. tj(u · f) = tj(f)

3. f ∼r g implica que Mf
∼= Mg e Tf ∼= Tg como álgebras analíticas. Em particular,

µ(f) = µ(g) e τ(f) = τ(g).

4. f ∼c g implica que Tf ∼= Tg e portanto τ(f) = τ(g).

Demonstração. 1. Definamos hi = ϕ(xi), para cada i = 1, ..., n podemos escrever em
termos de suas derivadas parciais formais

hi = (
∑n

j=1(hi,xj mod m)xj) + gi, onde gi ∈ m2

e para cada k = 1, ..., n

hi,xk = (hi,xk mod m) + gi,xk .

Dado f ∈ K[[x]], f =
∑
α∈Nn

aαx
α então

ϕ(f) =
∑
α∈Nn

aαϕ(x1)α1 · ... · ϕ(xn)αn

=
∑
α∈Nn

aαh
α1
1 · ... · hαnn

A seguir, para cada k = 1, ..., n

ϕ(fxk) = ϕ
(∑

aααkx
α1
1 ...x

αk−1
k ...xαnn

)
=

∑
aααkϕ(x1)α1 ...ϕ(xk)

αk−1...ϕ(xn)αn

=
∑

aααkh
α1
1 ...h

αk−1
k ...hαnn

e por outro lado temos:

(ϕ(f))xk =

(∑
α∈Nn

aαh
α1
1 · ... · hαnn

)
xk

=
∑

aαα1h
α1−1
1 h1,xkh

α2
2 ...h

αn
n + ...+

∑
aααnh

α1
1 h

α2
2 ...hn,xkh

αn−1
n .



26

portanto: [
(ϕ(f))x1 . . . (ϕ(f))xn

]
=
[
ϕ(fx1) . . . ϕ(fxn)

]
· J(ϕ), (2.1)

onde

J(ϕ) :=


h1,x1 . . . h1,xn

... . . . ...
hn,x1 . . . hn,xn

 ∈ K[[x]]n×n.

Assim, segue a partir de 2.1 que

j(ϕ(f)) ⊂ ϕ(j(f)).

Além disso, temos que para a matriz

A :=


a11 . . . a1n

... . . . ...
an1 . . . ann

 ∈ K[[x]]n×n,

A = (aij)i,j é invertível em K[[x]]n×n se e somente se a matriz (ai,j mod m)i,j é
invertível em Kn×n, assim, como ϕ é um automorfismo de K[[x]], logo a matriz
jacobiana de ϕ, o qual é (hi,xk mod m)ik, é invertível em Kn×n e em consequência
J(ϕ) é invertível em K[[x]]n×n. Segue da equação 2.1 acima:[

(ϕ(f))x1 . . . (ϕ(f))xn

]
· J(ϕ)−1 =

[
ϕ(fx1) . . . ϕ(fxn)

]
e assim ϕ(j(f)) ⊂ j(ϕ(f)). Por tanto

j(ϕ(f)) = ϕ(j(f))

2. Seja g ∈ tj(u · f) = 〈u · f〉+ j(u · f), então existem l, l1, ..., ln ∈ K[[x]] tal que

g = l · u · f + l1(u · f)x1 + ...+ ln(u · f)xn

= l · u · f + l1 · ux1 · f + ...+ ln · uxn · f + l1 · u · fx1 + ...+ ln · u · fxn ,
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assim g ∈ 〈f〉 + j(f) = tj(f). Por outro lado, seja g ∈ 〈f〉 + j(f) então existem
r, r1, ..., rn ∈ K[[x]] tal que

g = r · f + r1 · fx1 + ...+ rn · fxn
= (

1

u
· r)u · f + (

1

u
· r1)u · fx1 + ...+ (

1

u
· rn)u · fxn ,

assim g ∈ tj(u · f) por tanto:

tj(u · f) = tj(f)

3. Segue da parte 1, pois se g = ϕ(f), então j(g) = j(ϕ(f)) = 〈ϕ(j(f))〉 = 〈j(f)〉.

4. Segue da parte 2, pois se g = u ·ϕ(f) então tj(g) = tj(u ·ϕ(f)) = tj(ϕ(f)) = tj(f).

No exemplo a seguir, veremos que o número de Milnor não é um invariante
para a equivalência por contato em característica positiva..

Exemplo 9. Sejam um corpo K com char(K) = 3, f = x3 + y4 um polinômio e
g = u · Id(f), onde u = 1 + x ∈ K[[x]]∗, e Id ∈ Aut(K[[x]]) é a identidade, assim
temos

µ(f) = dimK(Mf ) = dimK
K[[x]]

〈y3〉
=∞ e

µ(g) = dimK(Mg) = dimK(K〈1, x, y, x2, xy, y2, x2y, xy2, x2y2〉) = 9.

Acompanhamos as contas no SINGULAR.

> ring r=3,(x,y),ds;

> poly f=x3+y4;

> ideal j=jacob(f);

> j;

j[1]=0

j[2]=y3

> vdim(std(f));

-1

> poly g=(1+x)*f;
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> g;

x3+x4+y4+xy4

> ideal z=jacob(g);

> z;

z[1]=x3+y4

z[2]=y3+xy3

> vdim(std(z));

9

Teorema 2.2.6. f ∼c g se e somente se
K[[x]]

〈f〉
∼=

K[[x]]

〈g〉
, onde ∼= denota isomorfismo de

álgebras.

Demonstração. Suponhamos que f ∼c g. Pela definição, existem

u ∈ K[[x]]∗, ϕ ∈ Aut(K[[x]])

tal que f = u · ϕ(g), então,
〈f〉 = 〈u · ϕ(g)〉 .

Notemos que 〈u · ϕ(g)〉 = 〈ϕ(g)〉 . De fato, seja θ ∈ 〈ϕ(g)〉, então existe α ∈ K[[x]] tal que
θ = α · ϕ(g) logo

θ = (α · u−1) · u · ϕ(g) ∈ 〈u · ϕ(g)〉.

A outra inclusão é trivial. Analogamente, obtemos que 〈g〉 = 〈ϕ−1(u−1) · ϕ−1(f)〉 =

〈ϕ−1(f)〉. Afirmamos que 〈ϕ(g)〉 = 〈f〉. De fato, seja θ ∈ 〈ϕ(g)〉 logo existe β ∈ K[[x]]

tal que θ = β · ϕ(g), logo θ = β · u−1 · f então θ ∈ 〈f〉. A inclusão faltante segue-se de

maneira análoga. Notemos que
K[[x]]

〈g〉
∼=

K[[x]]

〈ϕ(g)〉
, portanto, obtém-se o isomorfismo.

No caso recíproco, se
K[[x]]

〈f〉
∼=

K[[x]]

〈g〉
, então existe um isomorfismo

ψ :
K[[x]]

〈f〉
→ K[[x]]

〈g〉
.

Segue pelo Lema 1.1.9 que existe um levantamento

ψ̃ : K[[x1, . . . , xn]]→ K[[y1, ..., ym]]
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de ψ, o qual é um isomorfismo. A seguir damos um diagrama:

K[[x]]
ψ̃ //

Π〈f〉

��

K[[x]]

Π〈g〉

��
K[[x]/〈f〉 ψ // K[[x]]/〈g〉

onde as aplicações Π〈f〉 e Π〈g〉 são as projeções canónicas respeito aos ideais 〈f〉 e
〈g〉 respectivamente, tal que o diagrama seja comutativo. Assim f ∼r g e por tanto
f ∼c g.



Capítulo

3

Determinação finita

Neste capítulo, veremos o conceito de determinação finita. Em linhas
gerais, uma série ser finitamente determinada implica que ela é equivalente ao seu k-
jato para algum número natural k, o que nos permite trabalhar com polinômios. Somente
pela definição, não é fácil saber se uma série é finitamente determinada ou não, para
isso existem resultados relacionados às álgebras de Milnor e de Tjurina. Na primeira
seção, veremos quando uma série é finitamente determinada em C[[x]], mais precisamente,
veremos o Teorema 3.1.3, ver [GrLoShu07]. Na segunda seção, veremos a generalização
em característica positiva desse resultado, isto é o Teorema 3.2.2 feita por [GrYo12].
Na terceira seção desenvolvemos o Teorema 3.3.1, a recíproca do 3.2.2, como o caso
unidimensional da teoria de matrizes de séries de potências formais, feita por [GrPha19].

Definição 3.0.1. Dizemos que f ∈ K[[x]] é k-determinada pela direita se para cada
g ∈ K[[x]] tal que jk(f) = jk(g) tem-se f ∼r g.

Definição 3.0.2. Dizemos que f ∈ K[[x]] é k-determinada por contato se para cada
g ∈ K[[x]] tal que jk(f) = jk(g) tem-se f ∼c g.

Assim, nas duas situações dizemos que f é finitamente determinada se existe
k ∈ N tal que f seja k-determinada; o menor k ∈ N chamamos o índice de determinação
de f.

3.1 Determinação finita em C

Apresentamos alguns resultados e exemplos sobre determinação finita
quando K = C.

30
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Teorema 3.1.1. ([GrLoShu07], 119) Considere K = C. Se f é equivalente a g por
contato, então µ(f) = µ(g).

Observação 3.1.2. A generalização do Teorema 3.1.1 quando char(K) = 0 é provada
em [Gre75].

Exemplo 10. Sejam um corpo K com char(K) = 0, f = x3 + y4 um polinômio e
g = u · Id(f), onde u = 1 + x ∈ K[[x]]∗, e Id ∈ Aut(K[[x]]) é a identidade, assim
temos

Mf
∼= K〈1, x, y, xy, y2, xy2〉 ∼= Mg

por tanto

µ(f) = µ(g) = 6.

Acompanhamos também as contas no SINGULAR:

> ring r=0,(x,y),ds;

> poly f=(x3+y4);

> ideal j=jacob(f);

> j;

j[1]=3x2

j[2]=4y3

> vdim(std(j));

6

> poly g=x3+y4+x4+xy4;

> ideal z=jacob(g);

> z;

z[1]=3x2+4x3+y4

z[2]=4y3+4xy3

> vdim(std(z));

6

O seguinte teorema, no caso complexo, é referente para a determinação finita
de f ∈ m ⊂ C[[x]] condicionada a uma inclusão envolvendo potências do ideal maximal,
o ideal Jacobiano e o ideal de Tjurina respectivamente.
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Teorema 3.1.3. ([GrLoShu07], 129) Seja f ∈ m ⊂ C[[x]],

1. Se mk+1 ⊂ m2 ·
〈
∂f

∂x1

, ...,
∂f

∂xn

〉
então f é k-determinada pela direita.

2. Se mk+1 ⊂ m2 ·
〈
∂f

∂x1

, ...,
∂f

∂xn

〉
+ m · 〈f〉 então f é k-determinada por contato.

Exemplo 11. Dado f = x5 + y5 + x2y2 temos que j(f) = 〈5x4 + 2xy2, 5y4 + 2x2y〉

m5+1 ⊂ m2j(f)

e por tanto f é 5-determinada pela direita. Acompanhamos as contas no singular.

> ring r=0,(x,y),ds;

> poly f=x5+y5+x2y2;

> ideal j=jacob(f);

> j;

j[1]=2xy2+5x4

j[2]=2x2y+5y4

> vdim(std(j));

11 //número de Milnor

> ideal t=ideal(f)+j;

> t;

t[1]=x2y2+x5+y5

t[2]=2xy2+5x4

t[3]=2x2y+5y4

> vdim(std(t));

10 //número de Tjurina > maxideal(2)*jacob(f);

[1]=2xy4+5x4y2

[2]=2x2y3+5y6

[3]=2x2y3+5x5y

[4]=2x3y2+5xy5

[5]=2x3y2+5x6

[6]=2x4y+5x2y4

> size(reduce(maxideal(6),std(maxideal(2)*jacob(f))));

0 // m5+1 ⊂ m2j(f)
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Corolário 3.1.4. ([GrLoShu07], 130) Se f ∈ C[[x]], f(0) = 0 tem uma singularidade
isolada com número de Milnor µ e número de Tjurina τ , então

1. f é (µ+ 1)-determinada pela direita,

2. f é (τ + 1)-determinada por contato.

Exemplo 12. Dado f = x5 + y5 + x2y2 temos que o número de Milnor e número de
Tjurina são µ(f) = 11 e τ(f) = 10 respectivamente, então f é 12-determinada pela
direita e 11-determinada por contato respectivamente.

Lema 3.1.5. ([GrLoShu07], 113) Seja f : U → C uma função holomorfa e x ∈ U ⊂ Cn,

então as afirmações são equivalentes:

(a) x é um ponto crítico isolado de f,

(b) µ(f, x) <∞,

(c) x é uma singularidade isolada de f−1(f(x)) = V (f − f(x)),

(d) τ(f − f(x), x) <∞

onde

µ(f, x) := dimCMf,x, Mf,x :=
OCn,x

j(f)OCn,x
e

τ(f, x) := dimCTf,x, Tf,x :=
OCn,x

〈f, j(f)〉OCn,x

Teorema 3.1.6. ([GrLoShu07], 132)[Mather-Yau] Sejam f, g ∈ m ⊂ C[[x]]. São
equivalentes:

1. f ∼c g.

2. Para todo b ≥ 0,
C[[x]]

〈f,mb · j(f)〉
∼=

C[[x]]

〈g,mb · j(g)〉
como C-álgebras.

3. Existe algum b ≥ 0 tal que
C[[x]]

〈f,mb · j(f)〉
∼=

C[[x]]

〈g,mb · j(g)〉
como C-álgebras.

Em particular, f ∼c g se e somente se Tf ∼= Tg.

A classificação no corpo C com respeito às equivalências pela direita e por
contato podem ser considerados em termos de ações de grupos algébricos.
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Definição 3.1.7 ([GrLoShu07], 136). Um grupo algébrico afim G é uma variedade
algébrica afim com estrutura de grupo. As operações no grupo são morfismos de
variedades, isto é, existe o elemento neutro e morfismos de variedades sobre K
(multiplicação e a inversa).

G×G→ G, (g, h) 7→ g · h

G→ G, g 7→ g−1

satisfazendo os axiomas de grupo usual.

Definição 3.1.8. Um morfismo de grupos algébricos é um homomorfismo de grupos, o
qual é, também, um morfismo de variedades algébricas sobre K.

Exemplo 13. O conjunto das matrizes invertíveis de ordem n com entradas no corpo K,
GL(n,K) é um grupo algébrico.

De agora em diante, consideremos G um grupo algébrico com elemento
identidade e, consideramos também X como uma variedade algébrica.

Definição 3.1.9. 1. Uma ação algébrica de G em uma variedade algébrica X é um
morfismo de variedades:

G×X → X, (g, x) 7→ g · x

que satisfaz e · x = x, (gh) · x = g · (hx) para todo g, h ∈ G, x ∈ X.

2. A órbita de x ∈ X induzida pela ação de G em X é o subconjunto

Gx := G · x := {g · x ∈ X : g ∈ G} ⊆ X.

Gx é a imagem de G× {x} em X induzida pela ação algébrica.

3. G age transitivamente em X se Gx = X para algum x ∈ X

4. O grupo de isotropia de x ∈ X é o subgrupo Gx := {g ∈ G : gx = x} de G.

5. Dado A ⊂ X, GA = {g ∈ G : gA = A} é o estabilizador de A.

Definição 3.1.10. 1. O grupo R = Aut(C[[x]]) de automorfismos de álgebras
analíticas C[[x]] é chamada de grupo pela direita.
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2. O grupo contato é o produto semidireto K := C[[x]]∗ oR, onde o produto em K é
definido por:

(u′, ϕ′)(u, ϕ) = (u′ϕ′(u), ϕ′ ◦ ϕ)

Os grupos pela direita e por contato agem em C[[x]] respectivamente:

a) R× C[[x]]→ C[[x]] definido por (ϕ, f) 7→ ϕ(f)

b) K × C[[x]]→ C[[x]] definido por ((u, ϕ), f) 7→ u · ϕ(f)

Observação 3.1.11. 1. Da definição de equivalência pela direita e equivalência por
contato temos que

f ∼r g ⇐⇒ f ∈ R · g, f ∼c g ⇐⇒ f ∈ K · g,

onde R · g denota a órbita de g sobre R, isto é a imagem da ação em R × {f} e
K · g denota a órbita de g sobre K, isto é a imagem da ação em K × {f}.

2. R, e K não são grupos algébricos, por isso definimos os k − jatos destes grupos:

R(k) := {jk(ϕ) : ϕ ∈ R},

K(k) := {(jk(u), jk(ϕ)) : (u, ϕ) ∈ K},

onde jk(ϕ)(xi) = jk(ϕ(xi), k). Também definimos:

J (k) :=
C[[x]]

mk+1
,

Os grupos R(k) e K(k) são grupos algébricos ([GrLoShu07], 136) agindo
algebricamente sobre o espaço vetorial de dimensão finita J (k). Estas ações são:

(a) R(k) × C[[x]]/mk+1 → C[[x]]/mk+1 com ϕ · f = jk(ϕ(f)), para ϕ ∈ R(k).

(b) K(k) × C[[x]]/mk+1 → C[[x]]/mk+1 com (u, ϕ) · f = jk(u · ϕ(f)) para (u, ϕ) ∈ K(k).

Definição 3.1.12. 1. ([Har97], 23) Um morfismo de variedades algébricas ϕ : X → Y

é dominante se e somente se ϕ(X) é denso em Y.

2. ([GrLoShu07], 14). Um morfismo ϕ : A→ B de K-álgebras locais é chamada quasi
finita se somente se dimKB/mAB <∞. E é chamado finito se B é um A−módulo
finito (via ϕ).
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Proposição 3.1.13. Seja f : X → Y um morfismo dominante de variedades irredutíveis,
W ⊂ Y uma subvariedade fechada e irredutível e Z uma componente irredutível de
f−1(W ). Seja r = dimX − dimY.

1. Existe um subconjunto aberto e denso U ⊂ Y (dependendo apenas de f) tal que
U ⊂ f(X) e dimZ = dimW + r ou Z ∩ f−1(U) = ∅. Em particular, para y ∈ U,
toda componente irredutível de f−1(y) tem dimensão igual a r.

2. Se X e Y são variedades afins então o conjunto aberto U do item 1 acima, pode-se
escolher tal que f : f−1(U)→ U fatora-se no diagrama

f−1(U) π //

f

%%

U × Ar

pr1
��
U

onde π é finito e pr1 é a projeção no primeiro fator.

Observação 3.1.14. A Proposição 3.1.13 implica que para morfismos dominantes f :

X → Y existe um subconjunto aberto e denso U de Y tal que U ⊂ f(X) ⊂ Y

Definição 3.1.15. Seja f : X → Y um morfismo de variedades algébricas, x ∈ X um
ponto e y = f(x).

1. O espaço tangente de Zariski de X é

TxX = HomK(mX,x/m
2
X,x,K)

2. f# : OY,y → OX,x, α 7→ α ◦ f.

3. A diferencial de f é a aplicação linear induzida entre espaços tangentes T .

Proposição 3.1.16. Seja f : X → Y um morfismo dominante de variedades algébricas
reduzidas (não possuim elementos nilpotentes) complexas e irredutíveis. Então existe um
subconjunto aberto e denso V ⊂ X tal que para cada x ∈ V a aplicação

Txf : TxX → TyY é sobrejetora.

Proposição 3.1.17. ([GrLoShu07], 140) Seja G = R(k) ou K(k) e para f ∈ J (k) seja Gf
a órbita de f sobre a ação de G em J (k). Denotamos por Tf (Gf) o espaço tangente a
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(Gf) em f , considerado como um subespaço linear de J (k). Então, para k ≥ 1 :

Tf (R(k)f) = (m · j(f) + mk+1)/mk+1,

Tf (K(k)f) = (m · j(f) + 〈f〉+ mk+1)/mk+1,

Teorema 3.1.18. ([GrLoShu07], 141) Seja f ∈ C[[x]], f(0) = 0 as seguintes afirmações
são equivalentes.

(a) f tem um ponto crítico isolado.

(b) f é finitamente determinada pela direita.

(c) f é finitamente determinada por contato.

Demonstração. (a)→ (b) Se f tem um ponto crítico isolado, pelo Lema 3.1.5 tem-se que
µ(f) <∞ então pelo Corolário 3.1.4, f é (µ(f) + 1)-determinada.

(b) → (c) Suponhamos que f é k-finitamente determinada, assim, dada
g ∈ C[[x]] com f (k) = g(k) sabemos que f ∼r g, por tanto f ∼c g, assim f é k-determinada
por contato.

(c) → (a) Suponhamos que f é finitamente determinada por contato e
g ∈ mk+1. Então ft = f + tg ∈ Kk+1f mod mk+2 e portanto

g =
∂ft
∂t

∣∣∣
t=0
∈ m · j(f) + 〈f〉 mod mk+2,

isto pela Proposição 3.1.17. Pelo Lema 1.1.25, de Nakayama, sendo este último contido
em j(f) + 〈f〉. Portanto τ(f) <∞ e f tem um ponto crítico isolado pelo Lema 3.1.5.

3.2 Determinação finita em característica positiva

Nesta seção desenvolvemos uma condição necessária para que uma série
f ∈ K[[x]] seja finitamente determinada, quando K é um corpo algébricamente fechado e
de característica arbitrária. Apresentamos um lema técnico que permite a demonstração
do teorema e exemplos de ordem de determinação relacionados com o ideal maximal, a
ordem de f e os números de Milnor e de Tjurina de f .

O lema a seguir será fundamental na demonstração do resultado principal
deste capítulo:
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Lema 3.2.1. Dado K um corpo algebricamente fechado com char(K) ≥ 0. Seja M ≥ 1

um número natural, seja

bp,0 ∈ mM+p−1 e bp,i ∈ mM+p para i = 1, . . . , n e p ≥ 1.

Consideramos as unidades
vp = 1 + bp,0 ∈ K[[x]]∗

e os automorfismos

φp : xi 7→ xi + bp,i para i = 1, . . . , n.

Denotamos por
ϕp = φp ◦ φp−1 ◦ · · · ◦ φ1 ∈ Aut(K[[x]])

a composição dos primeiros p automorfismos. Também defina-se indutivamente

up = vp · φp(up−1)

onde u0 = 1. Então:

(A) A sequência (ϕp(xi))p≥1 converge na topologia m−ádica de K[[x]] a uma série de
potências xi + bi com bi ∈ mM+1 para i = 1, . . . , n. E, em particular, a aplicação
ϕ : K[[x]]→ K[[x]] : xi 7→ xi+ bi é um automorfismo de K−álgebras locais de K[[x]].

(B) A sequência (up)p≥1 converge na topologia m−ádica a uma unidade u = 1 + b0 ∈
K[[x]]∗ com b0 ∈ mM .

(C) Para toda série de potências f0 ∈ K[[x]] a sequência (ϕp(f0))p≥1 converge na
topologia m-ádica a ϕ(f0).

(D) Para toda série de potências f0 ∈ K[[x]] a sequência (up · ϕp(f0))p≥1 converge na
topologia m-ádica a u · ϕ(f0).

Demonstração. (A) Afirmamos que para cada p > 1: ϕp(xi) − ϕp−1(xi) ∈ mM+p. Com
efeito, por hipóteses podemos escrever convenientemente:

ϕ1(xi) = φ1(xi) = xi + b1,i,

ϕ2(xi) = φ2(xi + b1,i) = xi + b2,i + φ2(b1,i),
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ϕ3(xi) = xi + b3,i + φ3(b2,i) + φ3(φ2(b1,i)), . . .

ϕp−1(xi)=xi+bp−1,i+φp−1(bp−2,i)+φp−1(φp−2(bp−3,i))+. . .+φp−1(φp−2(. . . (φ2(b1,i))),

de maneira indutiva temos que para cada p > 1 :

ϕp(xi) = xi + bp,i + φp(bp−1,i) + φp(φp−1(bp−2,i)) + · · ·+ φp(φp−1(. . . (φ2(b1,i))) (3.1)

Logo

ϕp(xi)−ϕp−1(xi)=bp,i+φp(bp−1,i)−bp−1,i+φp(φp−1(bp−2,i))−φp−1(bp−2,i)+. . .

+φp(φp−1(. . . (φ2(b1,i)))−φp−1(φp−2(. . . (φ2(b1,i))).

Assim bastará observar que

∀p > 1 : φp(bp−1,i)− bp−1,i ∈ mM+p

o que implicará
∀p > 1 : ϕp(xi)− ϕp−1(xi) ∈ mM+p. (3.2)

Com efeito pelo Corolário 1.1.21 da substituição na topologia m−ádica,

φp(bp−1,i)− bp−1,i = φp(
∞∑

|α|=M+p−1

aαx
α)−

∞∑
|α|=M+p−1

aαx
α

=
∞∑

|α|=M+p−1

aαφp(x
α)−

∞∑
|α|=M+p−1

aαx
α

=
∞∑

|α|=M+p−1

aα(x1 + bp,1)α1 · · · · · (xn + bp,n)αn −
∞∑

|α|=M+p−1

aαx
α

=
∞∑

|α|=M+p−1

aα(

α1∑
s1=0

(
α1

s1

)
xα1−s1

1 bs1p,1) ·... ·(
αn∑
sn=0

(
αn
sn

)
xαn−sn1 bsnp,n)

−
∞∑

|α|=M+p−1

aαx
α1
1 . . . xαnn ∈ mM+p,
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este último devido ao fato de que bp,1, . . . , bp,n ∈ mM+p e ao colocar em evidência
quando s1 = · · · = sn = 0.

Dado b1,i ∈ mM+1 ⇒ b1,i =
∞∑

|α|=M+1

aαx
α, logo

φ2(b1,i) =
∞∑

|α|=M+1

aαφ2(x1)α1 · · ·φ2(xn)αn

=
∞∑

|α|=M+1

aα(

α1∑
s1=0

(
α1

s1

)
xα1−s1

1 bs12,1) · · · (
αn∑
sn=0

(
αn
sn

)
xαn−snn bsn2,n).

(3.4)

Aplicando φ3 acima; φ3(φ2(b1,i)) =

= φ3(
∞∑

|α|=M+1

aα(

α1∑
s1=0

(
α1

s1

)
xα1−s1

1 bs12,1) · · · (
αn∑
sn=0

(
αn
sn

)
xαn−snn bsn2,n))

=
∞∑

|α|=M+1

[aα(
∑α1

s1=0

(
α1

s1

)
φ3(x1)α1−s1φ3(b2,1)s1) · · ·

· · · (
αn∑
sn=0

(
αn
sn

)
φ3(xn)αn−snφ3(b2,n)sn)]

=
∞∑

|α|=M+1

[aα(

α1∑
s1=0

(
α1

s1

)
(x1 + b3,1)α1−s1φ3(b2,1)s1) · · ·

· · · (
αn∑
sn=0

(
αn
sn

)
(xn + b3,n)αn−snφ3(b2,n)sn)],

assim se s1 = · · · = sn = 0,

φ3(φ2(b1,i))− φ2(b1,i) ∈ mM+3.

logo, analogamente, tem-se que a afirmação é verdadeira.

A seguir completamos a demonstração da parte (A), afirmamos que (ϕp)p∈N é uma
sequência de Cauchy. Com efeito, ∀N ∈ N, ∃ P=max{N −M, 1} tal que para cada
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p > q > P tem-se

ϕp(xi)− ϕq(xi) =

p∑
j=q+1

ϕj(xi)− ϕj−1(xi)

= ϕq+1(xi)−ϕq(xi)+ϕq+2(xi)−ϕq+1(xi)+. . .

+ ϕp−1(xi)−ϕp−2(xi)+ϕp(xi)−ϕp−1(xi) ∈ mM+P ⊆ mN ,

pois mM+p ⊂ mM+p−1 ⊂ . . .mM+q ⊂ mM+q+1 ⊂ mM+P ⊂ mN , (M + P ≥ N).

Logo, pelo desenvolvimento de ϕp(xi) em (3.1) e do fato que mM+p ⊆ mM+1, ∀p ≥ 1

além de que o espaço K[[x]] é completo e Hausdorff então converge a uma única
série de potência xi + bi tal que bi ∈ mM+1.

(B) Como u0 = 1, vp = 1 + bp,0, up = vp · φp(up−1) e φp(xi) = xi + bp,i, temos que

φp(up−1)− up−1 ∈ mM+p,

desenvolvendo

φp(up−1) = φp(vp−1) · (φp ◦ φp−1(vp−2)) · ... · (φp ◦ · · · ◦ φ2(v1))

= φp ◦ φp−1 ◦ . . . φ2(vp−1 · ... · v1)

= φp(1 + z)

= 1 + φp(z)

onde z ∈ mM+p−1, e também podemos desenvolver:

up−1 = vp−1 · φp−1(vp−2) · (φp−1 ◦ φp−2(vp−3)) · ... · (φp−1 ◦ · · · ◦ φ2(v1))

= φp−1 ◦ φp−2 ◦ ... ◦ φ2(vp−1 · ... · v1)

= 1 + z

onde z ∈ mM+p−1

Assim φp(up−1)− up−1 = φp(z)− z ∈ mM+p pelo resultado (3.2).

Notemos que up−up−1 = (1+bp,0)·φp(up−1)−up−1 = bp,0·φp(up−1)+φp(up−1)−up−1 ∈
mM+p−1.

Por último afirmamos que (up)p≥1 é uma sequência de Cauchy. Dado N ∈ N existe
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P = max {N −M, 1} tal que para todo p > q > P tem-se: up−uq =

p∑
i=q+1

ui−ui−1 ∈

mM+P ⊆ mN . Logo como K[[x]] é completo e Hausdorff, a sequência (up)p≥1 converge
unicamente a uma série de potências da forma u := 1 + b0 com b0 ∈ mM

(C) Pelo resultado da parte A) tem-se que (ϕp(xi))p≥1 converge a ϕ(xi) e da parte B)

tem-se que (up)p≥1 converge a u. Assim dado f0 ∈ K[[x]] e dado N ∈ N arbitrário,
∃P ≥ 1 suficientemente grande tal que ∀p ≥ P e para cada i = 1, . . . , n cumple-se

ϕ(xi)− ϕp(xi) ∈ mN

e
u− up ∈ mN .

De maneira análoga à demonstração do resultado (3.2) concluimos que

ϕ(f0)− ϕp(f0) ∈ mN .

(D) Utilizando o resultado C) tem-se que

u · ϕ(f0)− up · ϕp(f0) = u · (ϕ(f0)− ϕp(f0)) + (u− up) · ϕp(f0) ∈ mN ,∀p ≥ P

com P suficientemente grande.

Teorema 3.2.2. Seja f ∈ K[[x]], f 6= 0 e f ∈ m2 com k ∈ N fixo e arbitrário. Então:

1. Se mk+2 ⊆ m2 · j(f) então f é (2k − ord(f) + 2)-determinado pela direita.

2. Se mk+2 ⊆ m · 〈f〉+m2 · j(f) então f é (2k− ord(f) + 2)-determinado por contato.

Demonstração. 2) Vamos denotar o = ord(f). Assim segue que ord(fxi) ≥ o − 1,∀i =

1, . . . , n.

Da hipótese se sabe que mk+2 ⊆ m · 〈f〉+m2 · 〈fx1 , . . . fxn〉 e como 〈f〉 ⊆ mo

e j(f) ⊆ mo−1 então m · 〈f〉 ⊆ mo+1 e m2 · j(f) ⊆ mo+1. Daqui como mk+2 ⊆ mo+1 então
k + 2 ≥ o+ 1 e em consequência k ≥ o− 1, e

k + k − o+ 2 = k + (k + 2)− o ≥ k + (o+ 1)− o = k + 1. (3.5)
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Agora fixamos N = 2k − o+ 2.

Seja g ∈ K[[x]] tal que g−f ∈ mN+1 (equivalentemente f (N) = g(N)). Temos
que mostrar f ∼c g, isto é que existe u ∈ K[[x]]∗ e ϕ ∈ Aut(K[[x]]) tal que

g = u · ϕ(f).

Isto será feito por construção indutiva.

Definamos M = N − k ≥ 1.

Agora, como g − f ∈ mN+1, por hipótese, temos: g − f ∈ mM−1 · mk+2 ⊆
mM−1 · (m · 〈f〉+ m2 · j(f)) = mM · 〈f〉+ mM+1 · j(f), então

g − f ∈ mM · 〈f〉+ mM+1 · j(f). (3.6)

Por consequência, existem séries b1,0 ∈ mM e b1,i ∈ mM+1 para i = 1, . . . , n tais que

g − f = b1,0 · f +
n∑
i=1

b1,i · fxi (3.7)

Em principio, definimos u0 = 1, u1 := v1 := 1 + b1,0 ∈ K[[x]]∗ e ϕ1 := φ1 ∈ Aut(K[[x]])

com φ1 : xi 7→ xi + b1,i.

Vamos mostrar que g − u1 · ϕ1(f) ∈ m(N+1)+1 ⊆ m1. Como

(x1 + z1)β1 . . . (xn + zn)βn =

β1∑
γ1=0

· · ·
βn∑
γn=0

cβ,γ · xβ−γ · zγ

onde cβ,γ =

(
β1

γ1

)
· ... ·

(
βn
γn

)
∈ Z, e f ∈ mo, podemos escrever f =

∞∑
|β|≥o

aβx
β e temos

f(x1 + z1, . . . , xn + zn) =
∞∑
|β|≥o

aβ · (x1 + z1)β1 . . . (xn + zn)βn (3.8)

=
∞∑
|β|≥o

aβ ·
β1∑
γ1=0

· · ·
βn∑
γn=0

cβ,γ · xβ−γ · zγ (3.9)

=
∞∑
|β|≥o

hαz
α (3.10)
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onde se denota hα =
∞∑

|α|≥o,β≥α

aβ · cβ,α · xβ−α.

Se definimos β ≥ α e βi ≥ αi,∀i = 1, . . . , n, segue que

ord(hα) = min{| β | − | α |, tal que | β |≥ o, β ≥ α} ≥ o − | α |

Se αi < char(K) tem-se que hα = Dαf(x)
α1!...αn!

. Também temos que hei = fxi .

Logo aplicando φ1 a f equivale a substituir zi por b1,i em (3.8) e pelo
Corolário 1.1.21 calculamos

φ1(f) = f(x1 + b1,1, . . . , xn + b1,n) = f +
n∑
i=1

fxi · b1,i + h (3.11)

onde h =
∞∑
|α|≥2

hα · bα1
1,1 · ... · bαn1,n ∈ mN+2, isto pois ord(hα · bα1

1,1 · ... · bαn1,n) ≥ ord(hα) +

n∑
i=1

ord(b1,i) · αi ≥ o − | α | +(M + 1) · | α |≥ o + 2M = N + 2, pois N = 2k + o + 2 e

M = N − k.
Seguidamente por (3.11)

g − u1 · ϕ1(f) = g − v1 · φ1(f) = g − (1 + b1,0) · (f +
n∑
i=1

fxi · b1,i + h)

logo por (3.7)

g − u1 · ϕ1(f) = −
n∑
i=1

b1,0 · b1,i · fxi − (1 + b1,0) · h ∈ mN+2 (3.12)

pois

ord(b1,0 · b1,i · fxi) ≥M + (M + 1) + (o− 1) = (2k + 2−N) + (2N − 2k) = N + 2

Assim por (3.7) e (3.12) podemos construir indutivamente as sequências
(bp,i)p≥1 para cada i = 0, . . . , n que satisfaz g − up · ϕp(f) ∈ mN+1+p e logo pelo Lema
3.2.1 tem-se que existe u ∈ K[[x]]∗ e ϕ ∈ Aut(K[[x]]) tal que lim

p→+∞
up · ϕp(f) = u · ϕ(f)

na topologia m−ádica e portanto g = u · ϕ(f), assim f ∼c g.
1) A prova para equivalência pela direita é feita do mesmo jeito. Pois,
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como mk+2 ⊆ m2j(f) ⊆ mo+1, isto implica que k + 2 ≥ o + 1 então k ≥ o − 1 e que
∀g ∈ K[[x]] com g − f ∈ mN+1 = mM−1 · mk+2 ⊆ mM+1 · j(f), pois j(f) ∈ mo−1 onde
fixamos N = 2k − o + 2 ≥ k + k − o + 2 ≥ k + o − 1 − o + 2 = k + 1, assim N ≥ k + 1

e M = N − k ≥ 1, por tando existen b1,i ∈ mM+1 com g − f = b1,1 · fx1 + · · · + b1,nfxn e
logo definimos φ1 : xi 7→ xi + b1,i com a propriedade g − φ1(f) ∈ mN+2.

Com referência à demonstração da parte 2) do Teorema 3.2.2 pode-se
construir as sequências (bp,i)p≥1 para cada i = 1, . . . , n tal que lim

p→+∞
ϕp(f) = ϕ(f) na

topologia m−ádica. E análogamente temos que existe ϕ ∈ Aut(K[[x]]) tal que g = ϕ(f),
isto é f ∼r g

Observação 3.2.3. Notamos que o limite de determinação fornecido pelo Teorema 3.2.2
é maior ou igual que o fornecido pelo Teorema 3.1.3, pois da equação (3.5) na demostração
acima tem-se que 2k − ord(f) + 2 ≥ k + 1.

Comentário 3.2.4. 1. Por ([Bo09], 64), quando char(K) = 0 e f ∈ m ⊆ K[[x]]

se mk+2 ⊆ m2 · j(f) então f é (k + 1)-determinada pela direita, e se mk+2 ⊆
m · 〈f〉+m2 · j(f) então f é (k+1)-determinada por contato. De maneira particular
quando K = C, pode-se ver em ([GrLoShu07], 130)

2. Os limites de determinação não são sempre iguais quando muda a característica
do corpo. Por exemplo: Consideremos char(K) = 2, seja f = y2 + x3y ∈ K[[x]],
ord(f) = 2, f ∈ m2 ⊆ m,

j(f) =
〈
x2y, x3

〉
e

tj(f) = 〈f〉+〈j(f)〉 =
〈
y2 + x3y, 3x2y, 2y + x3

〉
=
〈
y2 + x3y, x2y, x3

〉
=
〈
y2, x2y, x3

〉
então o número de tjurina é τ(f) = 5. Em particular, f define uma hipersuperfície
singular isolada Rf . Além disso tem-se

〈f〉+m·j(f) =
〈
y2 + x3y

〉
+〈x, y〉·

〈
x2y, x3

〉
=
〈
y2 + x3y

〉
+
〈
x3y, x4, x2y2, x3y

〉
=
〈
y2, x3y, x4

〉
.

E como m4 ⊆ 〈y2, x3y, x4〉 = 〈f〉+ m 〈j(f)〉 temos que

m5 ⊆ m 〈f〉+ m2 〈j(f)〉 .
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Daqui sabemos que f é (2 · 3− ord(f) + 2 = 6) - determinado por contato.

3. Como m4+1 ⊆ m 〈f〉 + m2 〈j(f)〉, e se o limite de determinação fosse como quando
char(K) = 0 teríamos que f seria 4-determinada por contato, mas este fato não
é certo. Pois dado g := f + x5 = y2 + x3y + x5, temos que f (4) = g(4) e como
f = (y + x3) · y é redutível e g = y2 + x3y + x5 é irredutível, Rf não pode ser
isomorfo a Rg, por tanto f não está relacionado por contato com g.

É interesante saber a melhora dos limites de determinação. Comentaremos
isso em uma proposição e um teorema respectivamente.

Proposição 3.2.5 ([Bo09], 67). Seja f ∈ m2 ⊂ K[[x]], com char(K) ≥ 0 então:

1. Se µ(f) <∞ então mµ(f) ⊂ j(f)

2. Se τ(f) <∞ então mτ(f) ⊂ tj(f)

Demonstração. 1. Considerando Mf =
K[[x]]

j(f)
e

dimKMf = µ(f) := µ

a dimensão deste K-espaço vetorial. Definimos para cada s ∈ N,

ms :=
ms + j(f)

j(f)
,

a imagem de ms em Mf . Notemos que para cada s, ms é um K-subespaço vetorial
finito de Mf .

Afirmamos que qualquer s tal que 1 ≤ s ≤ µ, tem-se que

dimK(ms) ≤ µ− s.

Com efeito, faremos por indução.

Para s = 1, como ms é o ideal maximal da K-álgebra local Mf , então dimK
Mf

m
= 1

logo dimKMf − dimKm = 1 então dimKm = µ − 1. Agora seja s tal que
1 ≤ s < µ e suponha que dimK(ms) ≤ µ − s, aquí temos duas posibilidades:
Se ms+1 = ms, então se segue do Lema de Nakayama 1.1.25 que ms = 0 (pois
ms+1 = m · 0 + ms então 0 = ms). E ao supor que ms+1 ⊂ ms subespaço próprio,



47

então temos dimK(ms+1) ≤ dimK(ms) − 1 ≤ µ − s − 1 = µ − (s + 1), logo temos
dimK(ms+1) ≤ µ− (s+ 1). Com o qual terminamos a prova da afirmação.

Agora como temos que, para todo s, tal que 1 ≤ s ≤ µ tem-se dimKms ≤ µ − s e

em particular dimK(mµ) = 0 então dimK

(
mµ + j(f)

j(f)

)
= 0 então mµ ⊂ j(f).

2. Sabemos que Tf =
K[[x]]

tj(f)
e a dimensão deste K-espaço vetorial é τ(f) := τ .

Definamos para cada s ∈ N,

ms :=
ms + tj(f)

tj(f)
,

a imagem de ms em Tf . Notamos que para cada s, ms é um K-subespaço vetorial
finito de Tf .

Afirmamos que para cada s tal que 1 ≤ s ≤ τ , tem-se que

dimK(ms) ≤ τ − s.

Com efeito, faremos por indução.

Para s = 1, como ms é o ideal maximal da K-álgebra local Tf , então dimK
Tf
m

= 1

logo dimKTf − dimKm = 1 então dimKm = τ − 1. Agora seja s tal que
1 ≤ s < τ e suponha que dimK(ms) ≤ τ − s, aquí temos duas posibilidades:
Se ms+1 = ms, então se segue pelo Lema de Nakayama 1.1.25 que ms = 0 (pois
ms+1 = m · 0 + ms então 0 = ms). E ao supor que ms+1 ⊂ ms subespaço próprio,
então temos dimK(ms+1) ≤ dimK(ms) − 1 ≤ τ − s − 1 = τ − (s + 1), logo temos
dimK(ms+1) ≤ τ − (s+ 1). Com o qual terminamos a prova da afirmação.

Agora como temos que, para todo s, tal que 1 ≤ s ≤ τ tem-se dimKms ≤ τ − s e

em particular dimK(mτ ) = 0 então dimK

(
mτ + tj(f)

tj(f)

)
= 0 então mτ ⊂ tj(f).

Da Proposição 3.2.5 e o Teorema 3.2.2 acima escrevemos:

1. Se µ(f) < ∞ então mµ(f) ⊆ j(f) então mµ(f)+2 ⊆ m2 · j(f), assim f é
(2 · µ(f)− ord(f) + 2)-determinada pela direita.

2. Se τ(f) < ∞ então mτ(f) ⊆ tj(f) logo mτ(f)+2 ⊆ m · 〈f〉 + m2 · j(f), assim f é
(2 · τ(f)− ord(f) + 2)-determinada por contato.
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O seguinte Teorema dá a determinacão em termos exclusivamente dos
números de Milnor e de Tjurina respectivamente se f é uma singularidade isolada e Rf é
uma hipersuperfície com singularidade isolada.

Teorema 3.2.6. Seja char(K) ≥ 0 e seja f ∈ K[[x]].

1. Se µ(f) <∞ então f é 2 · µ(f) - determinada pela direita.

2. Se τ(f) <∞ então f é 2 · τ(f) - determinada por contato.

Demonstração. Pode-se encontrar em ([GrKö90], 345).

Observação 3.2.7. 1. Os limites de determinação são melhores no Teorema 3.2.2
comparado com o Teorema 3.2.6. Com efeito, como τ(f) < ∞ então existe k0 que
é o mínimo dos k ∈ N tal que mk ⊂ tj(f) em conseqüência mτ(f) ⊆ mk0 ⊂ tj(f) e
daqui τ(f) ≥ 2 · k0 ≥ 2 · k0 − ord(f) + 2.

2. No software SINGULAR pode-se estimar os valores k que são potências do m no
Teorema 3.2.6.

Exemplo 14. Seja char(K) = 23 e f = y8 + x8y4 + x23 ∈ K[[x, y]] e o cálculo
mediante o software da resultados como τ(f) = 105, ord(f) = 8 e m23 ⊂ tj(f), onde
23 = deg(x22y2) − 1. Enquanto pelo Teorema 3.2.6 a determinação por contato é 210 e
pelo Teorema 3.2.2 a determinação por contato é 2 · 23− ord(f) + 2 = 40.

Cálculo do número de Milnor e número de Tjurina respectivamente

> ring r=23, (x,y),ds;

> poly f=y8+x8y4+x23;

> ideal j=jacob(f);

> vdim(std(j));

-1 (isto significa que µ(f) =∞)

> ideal t=ideal(f)+j;

> vdim(std(t));

105 (número de tjurina)

> ideal I=maxideal(1)*f+maxideal(2)*jacob(f);

> I=std(I);

> highcorner(I); x22y2
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O recíproco do Teorema 3.2.2 quando K = C é certo.

Teorema 3.2.8. ([GrLoShu07], 141) Seja f ∈ C[[x]], f(0) = 0 as seguintes enunciados
são equivalentes.

(a) f tem um ponto crítico isolado

(b) f é finitamente determinada pela direita

(c) f é finitamente determinada por contato

Quando char(K) ≥ 0 a prova não é trivial.

3.3 A volta do Teorema 3.2.2

Uma prova foi dada em [GrYo12], considerando, como no caso complexo que
toda aplicação órbita é separável (Proposição 3.1.16), mas em característica positiva isto
não é verdade. O mesmo autor fez uma prova deste teorema em [GrPha19], como caso
particular de resultados em matrizes coluna de séries de potências formais sem fazer uso
da propiedade de separabilidade da aplicação órbita. Nesta seção apresentamos exemplos
de aplicações órbitas não separáveis e desenvolvemos a prova do recíproco do Teorema
3.2.2 que enunciamos a seguir:

Teorema 3.3.1. Seja f ∈ K[[x]], f 6= 0, f ∈ m, verifica-se:

1. Se f é k-determinada pela direita então mk+1 ⊆ m · j(f). Assim em particular
implica que f é uma singularidade isolada.

2. Se f é k-determinada por contato então mk+1 ⊆ 〈f〉+m·j(f). Em particular implica
que Rf é uma hipersuperfície com singularidade isolada.

Observação 3.3.2. ([GrKö90], 344-345) Martin Greuel exibe uma prova do Teorema
3.3.1 usando Teoria de Deformações. Uma singularidade de deformação de tipo finito é
necessariamente isolada, pois desde que uma singularidade não isolada f ∈ K[[x]] pode
ser deformada em singularidades de alto número arbitrário de Tjurina. O qual seria uma
contradição.

A prova do Teorema 3.3.1 será desde o ponto de vista de ações de grupos
algébricos e o espaço tangente de Zariski.
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Definição 3.3.3. ([GrPha18], 762) O espaço tangente de Zariski de X em x ∈ X é

TxX := {f : OX,x → K[ε] homomorfismo de K-álgebras: π ◦ f = χx},

onde OX,x é o anel local de X em x,

K[ε] = K[t]/〈t2〉 = {a+ bε : a, b ∈ K, ε2 = 0},

π : K[ε]→ K[ε]/〈ε〉 = K e χ : OX,x → OX,x/mx = K são as aplicações canônicas residuais
onde mx é o ideal maximal de OX,x.

Observação 3.3.4. Sobre o espaço tangente de Zariski a Definição 3.3.3 e a Definição
3.1.15 são equivalentes ([Mil05], 91).

Definição 3.3.5. ([GrPha18], 762) Seja G um grupo algébrico definido sobre K, com
elemento neutro e agindo K-algebricamente sobre uma K-variedade algébrica X, fixamos
x ∈ X vamos considerar a aplicação órbita o e a aplicação induzida o#:

o : G→ X, g 7→ gx,

o#
e : OX,x → OH,e, f 7→ o#

e (f) = f ◦ o

1. A aplicação tangente To : TeG→ TxX da aplicação órbita, o, é definida sobre K:

w 7→ To(w) = w ◦ o#
e

2. Definimos T̃x(Gx) := im(To : TeG→ TxX)

Definição 3.3.6. ([GrPha18], 763) Seja K um corpo algebricamente fechado, X uma
K-variedade e G um grupo algébrico sobre K agindo algebricamente em X. Para
x ∈ X a aplicação órbita o : G → Gx é chamada separável se a aplicação tangente
To : TeG→ Tx(Gx) é sobrejetora.

Observação 3.3.7. Usualmente esta não é a definição. Um morfismo f : X → Y de
K-variedades algébricas é chamada separável se K(Y ) é uma extensão separável de K(X).

Observação 3.3.8. No artigo ([GrYo12], 70) assume que a aplicação órbita, como na
Definição 3.3.6, é separável ainda quando a característica do corpo K seja positiva. Mas
isto não é certo, como observado em ([GrPha19], 12).
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A continuação, vamos enunciar em uma proposição que se uma aplicação
órbita é separável, as dimensões da órbita em x e a imagem tangente da órbita em x,

coincidem; além isto é equivalente que a imagem tangente da órbita em x é igual ao
espaço tangente da órbita em x.

Enunciamos um lema que descreve a fórmula de Taylor em característica
positiva. Damos exemplos de órbitas não separáveis em corpos de característica positiva.
Logo desenvolveremos a prova do Teorema 3.3.1 baseada integralmente em [GrPha19].

Proposição 3.3.9. ([GrPha18], 763) Seja K um corpo algebricamente fechado, X uma
K-variedade algébrica e G um grupo algébrico sobre K em X. São equivalentes:

1. A aplicação órbita o : G→ Gx é separável.

2. dimKT̃x(Gx) = dimxGx

3. T̃x(Gx) = Tx(Gx)

Estas condições são válidas em particular quando char(K) = 0

O seguinte lema é a Série de Taylor em característica positiva. É importante
para determinar explícitamente a imagem tangente da aplicação tangente.

Lema 3.3.10 ([GrPha18], 763). Seja f(x) =
∑

|α|≥ord(f)

cαx
α ∈ K[[x]] e z = (z1, . . . , zn)

novas indeterminadas. Então

f(x+ z) = f(x) +
∑

|α|≥ord(f)

cα(
∑

|γ|≥2 ,γ≤α

(
α1

γ1

)
· · ·
(
αn
γn

)
xα−γzγ)

onde γ ≤ α significa que γi ≤ αi,∀i = 1, . . . , n,
(
αi
γi

)
∈ Z,∀i = 1, . . . , n e se

char(K) = p > 0 denotamos para k ∈ Z

kxα−γzγ =

{
0 se p | k
k(mod p)xα−γzγ, se p - k

(3.13)

Sejam R := Aut(K[[x]]) o grupo pela direita e seja (IdR) ∈ R(k) o elemento
neutro do grupo R(k). K := K[[x]]∗ o R o grupo contato e seja (1, IdK[[x]]) ∈ K(k) o
elemento neutro do grupo K(k).
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Em ambos casos sem perda de generalidade chamamos o grupo G ou R ou
K e Id o elemento neutro de G(k).

A seguinte proposição calcula explicitamente a cara da imagem tangente.
A demonstração é um caso particular do espaço de matrizes M1,1 com entradas em K[[x]],

feito em caso geral para Mm,n em ([GrPha18], 763).

Proposição 3.3.11. Dada f ∈ K[[x]] e k ≥ 1. Dada a aplicação tangente

TeG
(k) → Tjk(f)(G

(k)jk(f)),

a imagem tangente é considerada como um subespaço de K[[x]](k), isto é o submódulo

T̃jk(f)(R(k)jk(f)) :=

(
m ·
〈
∂f

∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

〉
+ mk+1

)
/mk+1, no caso G = R.

T̃jk(f)(K(k)jk(f)) :=

(
〈f〉+ m ·

〈
∂f

∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

〉
+ mk+1

)
/mk+1, no caso G = K.

Demonstração. A aplicação órbita induzida pela ação algébrica é

o(k) : K(k) → K(k)jk(f),

(jk(u), jk(φ)) 7→ jk(u · φ(f))

e a aplicação órbita induz a aplicação tangente

T(1,IdR)K(k) → Tjk(f)(K(k)jk(f)).

Cada elemento de T(1,IdR)K(k) pode ser representado ([Mil05], 93) pelo par

(jk(1 + ε · u), jk(IdR + ε · φ))

onde u ∈ K[[x]] e φ ∈ Aut(K[[x]]) com φ(xv) := φv ∈ m,∀v = 1, . . . , n. Fazendo este par
agir em jk(f) temos

jk((1 + ε · u) · (IdR + ε · φ)(f)) = jk((1 + ε · u) · f(x+ εφ(x))),
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isto pelo Corolário 1.1.21, onde φ(x) := (φ(x1), . . . , φ(xn)) = (φ1, . . . , φs). Agora como
f ∈ K[[x]],

f =
∑

|α|≥ord(f)

cαx
α, (3.14)

seja z = ε · φ(x), aplicamos o Lema 3.3.10 à identidade (3.14) e desde que ε2 = 0 temos

f(x+ z) = f(x) + ε ·
n∑
v=1

∂f(x)

∂xv
· φv. (3.15)

Logo fazendo uso de (3.15), temos:

(1 + ε · u) · f(x+ εφ(x)) = f(x) + ε ·

(
u · f(x) +

n∑
v=1

φv
∂f(x)

∂xv

)
(3.16)

assim tomamos a imagem ao par sobre a aplicação tangente, isto é tomar o k-jato de
(3.16), portanto

T̃jk(f)(K(k)jk(f)) :=

(
〈f〉+ m ·

〈
∂f

∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

〉
+ mk+1

)
/mk+1

A prova no caso do grupo algébricoR(k) é análoga ao caso de grupo algébrico
contato K(k).

Então, definimos os espaços tangentes da seguinte maneira:

Definição 3.3.12. Dado f ∈ K[[x]], os submódulos

T̃f (Rf) := m ·
〈
∂f

∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

〉

T̃f (Kf) := 〈f〉+ m ·
〈
∂f

∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

〉
,

são chamadas as imagens tangentes de f na órbita de f sobre a ação de R e K,
respectivamente.

Proposição 3.3.13. ([GrPha17], 7) Com as mesmas notações de 3.3.11, dado A ∈ K[[x]],

tem-se
dimG(k)A = dimG(k) − dimG(k)

A ,
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onde G(k)
A denota o estabilizador de A em G(k).

Exemplo 15. Os exemplos a seguir dão casos onde a imagem tangente está estritamente
contida no espaço tangente. Isto é que a aplicação tangente

TeG
(k) → Tjk(f)(G

(k)jk(f)).

não é sobrejetora e por tanto a aplicação órbita o(k) : G(k) → G(k)jk(f) não é separável,
pela Definição 3.3.6.

1. Seja char(K) = p > 0 e k ≥ p. Seja o grupo pela direita R agindo em K[[x1, . . . , xn]]

e seja f = xp1 + · · · + xpn. Como j(f) = 〈pxp−1
1 , . . . pxp−1

n 〉 = 0, portanto a imagem
tangente

T̃jk(f)(R(k)jk(f)) = m · j(f) = 0.

Notemos que jk(f) = xp1 +· · ·+xpn e agora consideremos φ ∈ R, φ = (ax1, x2, . . . , xn)

tal que a 6= 0 e ap − 1 6= 0, temos que φ · f = jk(f ◦ φ) = apxp1 + xp2 + · · · + xpn.

Assim jk(f ◦ φ) 6= jk(f), logo {f} não é um conjunto invariante pela acão dada
por R, logo, como o estabilizador de jk(f): R(k)

jk(f), é uma subvariedade fechada
estritamente contida de R(k), pela Proposição 3.3.13 tem-se dimjk(f)Rkjk(f) ≥ 1 e
como a órbita R(k)jk(f) é suave ([SaRi05], 121) o espaço tangente da órbita tem a
mesma dimensão, então dimKTjk(f)(R(k)jk(f)) ≥ 1.

Notemos que f não é finitamente determinada, pois f ∼r (f ◦ φ) mas

jk(f ◦ φ) 6= jk(f).

2. Consideremos char(K) = 2, seja f = x2 + y3, ord(f) = 2, assim j(f) = 〈2x, 3y2〉 =

〈y2〉 e como m = 〈x, y〉,m2 = 〈x2, xy, y2〉. Temos

m · 〈f〉 = 〈x, y〉 · 〈x2 + y3〉 = 〈x3 + xy3, yx2 + y4〉

e
m2 · j(f) = 〈x2, xy, y2〉 · 〈y2〉 = 〈x2y2, xy3, y4〉

então:

m · 〈f〉+ m2 · j(f) = 〈x3 + xy3, yx2 + y4, x2y2, xy3, y4〉 = 〈x3, yx2, y4, xy3〉,
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notemos que m3 * m · 〈f〉+ m2 · j(f) pois xy2 6∈ m · 〈f〉+ m2 · j(f), assim

m2+2 ⊆ m · 〈f〉+ m2 · j(f),

(a) logo pelo Teorema 3.2.2, f é (2·2−ord(f)+2)-determinada (i.e 4-determinada).

(b) A imagem tangente T̃f (Kf) = 〈f〉 + m · j(f) = 〈x2 + y3〉 + 〈x, y〉 · 〈y2〉 =

〈x2, xy2, y3〉

(c)

T̃j4(f)(K(4)j4(f)) :=
〈f〉+ m · j(f) + m4+1

m4+1
=
〈x2, xy2, y3〉+ m5

m5

=
〈x2, xy2, y3〉

m5 ∩ 〈x2, xy2, y3〉
=

〈x2 + y3, xy2, y3〉
〈x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4, y5〉

= 〈x2, x3, xy2, y3, x2y, x4, x3y, x2y2, xy3, y4〉.

Portanto a dimensão de T̃j4(f)(K(4)j4(f)) em K[[x]](4) = K[[x]]/m5 tem
dimensão 10. Pode-se verificar com os algoritmos dados em [GrPha17].

(d) ([GrPha18], 766) Usando o SINGULAR, o grupo K(4) tem dimensão 43, o
estabilizador de j4(f) tem dimensão 32 em Aut(K[[x]])(4). Pela Proposição
3.3.13, a órbita K(4)j4(f) tem dimensão 11 em Aut(K[[x]])(4). E como a
imagem tangente tem dimensão 10 e o espaço tangente tem dimensão 11, então

T̃f (Kf) 6= Tf (Kf)

daqui que a órbita em f não é separável.

Observação 3.3.14. Se consideramos char(K) = 3 então

T̃f (Kf) = Tf (Kf),

assim a aplicação órbita é separável.

Para poder provar o Teorema 3.3.1 vamos enunciar definições, resultados
previos como proposições e lemas.

Consideramos K um corpo algebricamente fechado de característica
arbitrária. A seguir vamos definir o conjunto de matrizes com entradas K[[x]], definimos
neste conjunto uma relação de equivalência e definimos quando um elemento é finitamente
determinada.
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Definição 3.3.15. 1. Denotamos como antes R := K[[x]] = K[[x1, . . . , xn]] com ideal
maximal m = 〈x1, . . . , xn〉. Denota-se Ml,s := Mat(l, s, R) o conjunto de todas as
matrizes l × s (l linhas, s colunas) com entradas em R.

2. Duas matrizes A,B ∈Ml,s são chamadas de equivalentes direita-esquerda, denotado
por A ∼G B, se estão na mesma órbita do grupo direita-esquerda

G := (GL(l, R)×GL(s, R)op) oR,

onde Gop é o grupo oposto de um grupo G, isto consiste do mesmo conjunto com a
operação binaria invertida. Denotamos R := Aut(R). O grupo G age em Mm,n por

(U, V, φ,A) 7→ U · φ(A) · V,

com U ∈ GL(l, R), V ∈ GL(s, R), φ ∈ Aut(R).

3. Se A = [aij(x)] então φ(A) = [aij(φ(x))] com φ(x) = (φ(x1), . . . , φ(xn)).

4. Uma matriz A ∈Mm,n é chamada G k-determinada se para cada matriz B ∈Mm,n

com B − A ∈ mk+1Mm,n tem-se B ∼G A.

5. A é chamada de G finitamente determinada se existe k ∈ N tal que esta seja G

k-determinada.

Definição 3.3.16. 1. Seja F ∈Mat(l, s, P ), onde P um anel comutativo Noetheriano,
fixamos t ∈ N, denotamos It(F ) o ideal de P gerado pelos menores t× t de F .

2. Seja A um anel e J um ideal de A. Definimos o anulador de J ao conjunto
AnnA(J) := {x ∈ A : xy = 0,∀y ∈ J}.

3. Sejam M,N,P três A-módulos. Uma função f : M × N → P é chamada A-
bilinear se para cada x ∈ M fixado, a função N → P com y 7→ f(x, y) é A-linear
(homomorfismo de A-módulos), e para cada y ∈ N fixado, a função M → P com
x→ f(x, y) é A-linear.

Proposição 3.3.17. Sejam M,N dois módulos. Então existe um par (T, g)

consistindo de um A-módulo T e uma função A-bilinear g : M × N → T com
as seguintes propriedades:
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(a) Dado qualquer A-módulo P e qualquer função A-bilinear f : M × N → P,

existe uma única função A-linear: f : T → P tal que f = f ◦ g.

(b) Se (T , g) é outro par satisfazendo as propriedades acima, então existe um único
A-isomorfismo ϕ : T → T tal que g = ϕ ◦ g.

4. O A-módulo T da Proposição 3.3.17 é chamado de produto tensorial de M e N e
será denotado por M ⊗A N.

5. Para uma matriz

A = [f1, . . . , fl]
t :=


f1

...
fl

 ∈Mat(l, 1, R) (3.17)

denotamos por

Jac(A) := [
∂fi
∂xj

] =


∂f1

∂x1

. . .
∂f1

∂xn... . . . ...
∂fl
∂x1

. . .
∂fl
∂xn

 ∈Mat(l, n, R) (3.18)

a matriz jacobiana do vetor (f1, . . . , fl) ∈ Rl.

Definição 3.3.18. 1. A imagem tangente estendida T̃ eA(GA) é um submódulo de
K[[x]]l = Mat(l, 1, R), definido assim:

T̃ eA(GA) = IRl +

(
∂fi
∂xj

)
·Rn,

onde
I = 〈f1, . . . , fl〉

é o ideal em K[[x]] gerado pelas entradas de A.(
∂fi
∂xj

)
·Rn

é o R−submódulo de Rl gerado pelas colunas de Jac(A).
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2. Uma matriz apresentação deMl,1/T̃
e
A é a seguinte matriz de dois blocos de l×(l2+n) :

Θ(G,A) =


∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

. . .
∂f1

∂xn
~a ~0 . . . ~0

...
... . . .

...
...

... . . . ...
∂fl
∂x1

∂fl
∂x2

. . .
∂fl
∂xn

~0 ~0 . . . ~a

 (3.19)

onde ~a := (a1, . . . , al) e ~0 := (0, . . . , 0) ∈ Kl.

Enunciamos um resultado que exerce um papel fundamental na conclusão
da Proposição 3.3.22 e na conclusão do Teorema 3.3.26 é o caso particular do lema a
seguir:

Lema 3.3.19. ([GrPha19], 7) Seja A = [f1, . . . , fl]
t ∈ Mat(l, 1,m) tal que l ≤ n

(número de linhas menor ao número de variáveis). Seja Θ(G,A) a matriz apresentação
de Mm1/T̃

e
A(GA), onde T̃ eA(GA) é a imagem tangente estendida em A na órbita GA.

Então √
I1(A) + Il(Jac(A)) =

√
Il(Θ(G,A)) =

√
AnnR(Ml,1/T̃ eA(GA)

Em particular temos,

dimK(Ml,1/T̃
e
A(GA)) <∞ ⇐⇒ dimK(R/(I1(A) + Il(Jac(A)))) <∞

Observação 3.3.20. Se l = 1, o Lema 3.3.19 verifica-se de maneira rápida.

A seguinte proposição apresenta condições equivalentes, necessárias para
que A ∈ m · Ml,s seja G-finitamente determinada, em particular o item 3. Não
apresentamos a prova pela extensão desta. Esta proposição é substancial na conclusão da
prova da Proposição 3.3.22.

Proposição 3.3.21. ([GrPha18], 771) Seja A ∈ m · Ml,s. Então A é G-finitamente
determinada se um dos seguintes enunciados equivalentes for válido:

1. mq+1 ·Ml,s ⊂ T̃A(GA) para algum q ∈ N.

2. dimK(m ·Ml,s/T̃A(GA)) := d <∞.

3. dimK(Ml,s/T̃
e
A(GA)) := de <∞.

4. mh ·Ml,s ⊂ T̃ eA(GA) para algum h ∈ N.



59

A proposição a seguir, que será usada na Proposição 3.3.22, nos permite
criar uma matriz A ∈Mat(l, 1,K[x]) tal que esta seja finitamente determinada.

Proposição 3.3.22. ([GrPha19], 8) Seja R = K[[x]] e Ml,1 = Mat(l, 1, R) com l ≤ n.
Seja char(K) = p ≥ 0 e seja N ∈ N, N ≥ 2 e se p > 0 consideremos p - N. Assumamos
que existe cij ∈ K, i = 1, . . . , l e j = 1, . . . , n tal que

[cij] =


c11 . . . c1n

... . . . ...
cl1 . . . cln

 ∈ Kl×n

não tem nenhum menor máximo m1, . . . ,mr (determinante de submatrizes de ordem l× l)
igual a zero (o qual sempre é possível se K é infinito ou se K é arbitrário e l = 1). Seja

fi := ci1x
N
1 + · · ·+ cinx

N
n , i = 1, . . . , l.

Então a matriz A := [f1, . . . , fl]
t é G-finitamente determinada.

Demonstração. Dada a matriz jacobiana de A:

Jac(A) =


Nc11x

N−1
1 . . . Nc1sx

N−1
s

... . . . ...
Ncl1x

N−1
1 . . . Nclsx

N−1
s

 (3.20)

definimos J = 〈I1(A)+Il(Jac(A))〉 o ideal de K[x] gerado por f1, . . . , fl e todos os menores
l × l de Jac(A).

Afirmamos que V (J) = {0} em Kn. Claramente {0} ⊆ V (J). Provaremos
a outra inclusão. Sem perda de generalidade, escolhemos um menor de ordem l × l de
Jac(A) como

det


Nc11x

N−1
1 . . . Nc1lx

N−1
l

... . . . ...
Ncl1x

N−1
1 . . . Ncllx

N−1
l

 = (3.21)

= (N lxN−1
1 · · ·xN−1

l ) · det


c11 . . . c1l

... . . . ...
cl1 . . . cll

 ,
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logo pela hipótese

det


c11 . . . c1l

... . . . ...
cl1 . . . cll

 6= 0.

Assim dado a = (a1, . . . , al, al+1, . . . , an) ∈ V (J) podemos dizer que pelo menos n− l + 1

componentes de a devem ser 0, pois a é zero de todos os produtos xN−1
j1
· xN−1

j2
· · ·xN−1

jl
,

onde ji ∈ {1, 2, . . . , n} para todo i = 1, . . . , l e ji 6= jk para todo i 6= k e l ≤ n. Por tanto
sem perda de generalidade assumimos que as últimas n − k componentes de a são zero
para algum k ∈ N tal que k ≤ l − 1, pois n− k ≥ n− l + 1. Assim:

fi(a) = ci1a
N
1 + ci2a

N
2 + · · ·+ cika

N
k .

Consideremos o sistema homogêneo (H) de l equações lineares e k variáveis
y1, . . . , yk

(H) :


c11y1 + c12y2 + . . .+ c1kyk = 0

c21y1 + c22y2 + . . .+ c2kyk = 0
...

cl1y1 + cl2y2 + . . .+ clkyk = 0

e como a é também zero de f1 . . . fl temos que para cada j = 1, . . . , k, yj = aNj é solução
de (H). Além, da escolha dos elementos cij, pela hipótese todos os menores de ordem l× l
não são zeros, portanto existe uma submatriz de ordem k × k tal que o determinante é
não zero. Assim, tem-se que o sistema (H) admite a solução trivial só. Por tanto a = 0.

Logo como V (J) = 0⇒ dim(K[x]/J) = 0 e assim

dim(K[[x]]/J ·K[[x]]) = 0⇒ dimK(K[[x]]/J ·K[[x]]) <∞,

([GrLoShu07], 401), segue do Lema 3.3.19

dimK(Ml,1/T̃
e
A(GA)) <∞

e, portanto, pela parte 3. da Proposição 3.3.21 segue que A é G-finitamente
determinada.
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A seguir vamos definir um tipo especial de módulo finitamente gerado para
enunciar a semicontinuidade da dimensão (como K-espaço vetorial).

Definição 3.3.23. Seja P = K[t][[x]], x = (x1, . . . , xn),K um corpo arbitrario e M um
P−módulo finitamente gerado. Para t0 ∈ K = A1 definimos

M(t0) := M ⊗K[t] (K[t]/〈t− t0〉) ∼= M/〈t− t0〉 ·M,

mt0 := 〈x1, . . . , xn, t− t0〉 ⊂ P.

Observação 3.3.24. M(t0) ∼= Mmt0
/〈t− t0〉 ·Mmt0

.

Proposição 3.3.25. ([GrPha19], 9) Com as notações anteriores, para todo o ∈ A1, existe
uma vizinhança aberta U de o tal que para todo t0 ∈ U , temos

dimKM(t0) ≤ dimKM(o)

Por último enunciamos e mostramos o teorema mais importante desta seção,
provando assim, como caso particular o Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.26. ([GrPha19], 10) Seja A := [f1, . . . , fl]
t ∈ m · Mm,1, l ≥ 1. Para

1 < l < n assumamos que K é infinito. Então os seguintes enunciados são equivalentes:

1. A é G-finitamente determinada.

2. dimK(Mm,1/T̃
e
A(GA)) := de <∞

A condição de K ser infinito não é necessário para 2.⇒ 1. Além, se a segunda condição
é satisfeita então A é (2de − ord(A) + 2) -G determinada.

Demonstração. A prova da implicação 2. ⇒ 1 é provada em ([GrPha18], 767) quando
char(K) = p ≥ 0. A implicação 1.⇒ 2. é verdade quando char(K) = 0.

Agora suponhamos que char(K) = p > 0 e assumamos que A é G

k−determinada. O caso é relevante nesta disertação é supor que l ≤ n.

Pela determinação finita podemos assumir que A = [f1, . . . , fl]
t é uma

matriz de polinômios.

Seja N ∈ N tal que N > k e p - N. Agora consideremos B = [g1, . . . , gl]
t ∈

Mat(l, 1,m), onde para i = 1, . . . , l,

gi = ci1x
N
1 + ci2x

N
2 + · · ·+ cinx

N
n
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e cij ∈ K como na construção na prova da Proposição 3.3.22. Agora denotemos a matriz

Bt = B + tA = [g1 + tf1 . . . gl + tfl]
t ∈Mat(l, 1,K[t][x]).

Jac(Bt) =


∂(g1 + tf1)

∂x1

. . .
∂(g1 + tf1)

∂xn... . . . ...
∂(gl + tfl)

∂x1

. . .
∂(gl + tfl)

∂xn


Definamos Qt = I1(Bt) + Il(Jac(Bt)) como o ideal gerado pelas entradas da

matriz Bt e Im([
∂Bt

∂xj
]). Consideremos

Mt =
K[t][[x]]

〈g1 + tf1, . . . , gl + tfl〉+ Il(Jac(Bt))
,

o K[t][[x]]−módulo finitamente gerado.

Então pela Proposição 3.3.25 existe uma vizinhança U ⊂ A1
K de 0 tal que

para todo t0 ∈ U,

dimKMt(t0) ≤ dimKMt(0),

logo pelo teorema de isomorfismo de módulos temos:

dimK(K[[x]]/Qt0) ≤ dimK(K[[x]]/Q0)

e pela Proposição 3.3.25 dimK(K[[x]]/Q0) <∞.
Logo pelo Lema 3.3.19 temos que dimK(Ml,1/T̃

e
Bt0

(GBt0)) < ∞. Para
t0 ∈ U, t0 6= 0. Desde que Bt0 ∼G t0A ∼G A obtemos

dimK(Ml,1/T̃
e
A(GA)) = dimK(Ml,1/T̃

e
Bt0

(GBt0)) <∞.

Por último considerando para o grupoG, quando l = s = 0 (respectivamente
l = 1, s = 0) na Definição 3.3.15, agindo em Mat(l, 1, R) e aplicando o Teorema 3.3.26
concluímos com o resultado principal de esta subseção, o Teorema 3.3.1.
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