UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

Devis Ordono Vilca

Invariantes de singularidades em caracteristica positiva

Sao Carlos - SP
30 DE MARGO DE 2020

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Codigo de Financiamento
88882.426785/2019-01



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS GRADUACAO EM MATEMATICA

Invariantes de singularidades em caracteristica positiva

Devis Ordono Vilca
BoLsisTA CAPES

Orientadora: Profa. Dra. Bruna Oréfice Okamoto

Disertagao apresentada ao Programa
de Pos-Graduagao em Matemética da
UFSCar como parte dos requisitos para
a obtencao do titulo de Mestre em

Matemaética



2 UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
=14

u'FH" Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia
[ / Programa de P6s-Graduago em Matematica

Folha de Aprovagao

Assinaturas dos membros da comissao examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Dissertagao de Mestrado do
candidato Devis Ordofio Vilca, realizada em 30/03/2020:

B Gpuloe Obrmmilr

Profa. /bra. Bruna Oréfice Okamoto
UFSCar

Drrrr, Qﬂf/gl Hovrrmiter

Prof/Dr. Jo&o Nivaldo Tomazella
UFSCar

Prof. Dyl Victor Hugo Jorge Pérez
USP

Certiﬂco’que a defesa realizou-se com a participagdo & distancia do(s) membro(s) Jodo Nivaldo Tomazella, Victor Hugo
Jorge’Perez e, depois das arguicdes e deliberagdes realizadas, o(s) participante(s) & distancia esta(ao) de acorde com o
contetdo do parecer da banca examinadora redigido neste relatorio de defesa.

Profa. dra‘ Bruna Oréfice Okamoto




Dedicado a Edith, Gregorio, Sabja,

Luisa, Mario e Margarita.



Agradecimentos

Agradego ao Programa de Posgraduacao em Matematica do Departamento
de Matemaética da Universidade Federal de Sao Carlos - UFSCar, pela oportunidade de
continuar meus estudos de Mestrado em Matemaética.

Agradeco muito a professora Dra. Bruna Oréfice Okamoto por me aceitar
orientar, ensinar, e ajudar durante todo este periodo. Sua orientagao dentro e fora da
pesquisa foi muito importante em minha vida.

Agradego aos professores Dr. Joao Nivaldo Tomazella e Dr. Victor Hugo
Jorge Pérez pela revisao, sugestoes e participacao da minha defesa de dissertacao. Além
ao professor Dr. Dimas Gongcalves por ser parte de minha banca de qualificacao.

Agradego aos professores: Dr. Olimpio Hiroshi, Dr. Waldeck Schiitzer, Dr.
Dirk Toben, Dra. Alessandra Verri, Dr. Rafael Barostichi, Dr. Adilson Presoto e Dr.
Guillermo Lobos pelo ensino nas disciplinas do mestrado.

Aos professores: Dr. Edivaldo Lopes dos Santos e Dr. Luiz Hartmann pela
recepcao no DM e pelos gratos conselhos.

Aos professores da Universidad Nacional Mayor de San Marcos: Dr. Rafael
Cabanillas, Dra. Roxana Lopez, MSc. José Pérez, MSc. Adridn Aliaga, MSc. Daniel
Lovera, MSc. Martha Gonzéles, Dr. Alberto Rivero e Dr. Rudy Rosas (PUCP) pela
motivacao que recibi na graduacao.

Agradeco a Andreé Rios, Telmo Acosta, Wilson Aliaga, César Ipanaqué,
Carlos Mamani e Juan Nunez pelas conversas e orientacoes em distintos topicos da
Matematica que precisei. A meus amigos do mestrado com os quais fiz as disciplinas,
em especial a Neilson Castro, Rafael Zampiva e Cicero Santos.

Agradeco a Eliseo Vilca, Guido Vilca, Elard, Rafaela, Barbara, Jonathan,
Pablo, Mynor, Mariano, Juan Carlos, Diana, Braulio, Rodiak, Helmuth, Jessica, Marco,
Carlos, Mario, Kevin, Mannaim, Izabella, Dayana, Cristiano, Rafael, Marcos, Lorrayne,
André, Débora, Victor, Melissa, Gabriel, Alejandro, Muriel, Eduardo, Felipe, Ronaldo,



Maria Carolina, Junio, Renato, Hermano, Leandro, Miguel, Thales, Luciano, Alex,
Maykel, Waldir, Esly, Xander, Gladys, Paola, Paula, Regina, Lais, Lucileni, Juedi,
Samuel, Raphael, Angelo, Gisela, Ylse, Omar, Abraham, Yajaira, Nerolie, Ronald, Hilton,
Missell e Sandra pelo suporte técnico e amizade.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de
Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Codigo de
Financiamento 88882.426785/2019-01

Por ltimo agradeco de coracao a Deus por me dar, axiomaticamente, uma

familia.



"Deixo-vos a paz, dou-vos a minha paz.
Nao vo-la dou como o mundo a da. Nao
se perturbe o vosso cora¢do, nem se

atemorize!"
Sao Joao, 14:27.



Resumo

A dissertac@o tem como base os trabalhos de [GrYol2| e [GrPhal9).

Considerando um corpo K, algebricamente fechado com caracteristica
positiva, apresentamos invariantes de singularidades em K][z]], a K-algebra local das
séries de poténcias formais, tais como os nimeros de Milnor e de Tjurina.

Definimos duas relagoes de equivaléncia em K|[z]], pela direita e por contato.
Definimos o conceito de determinagao finita de f € K[[z]] com respeito a cada uma das
relacoes de equivaléncia, a determinagao finita também é expressa em termos dos nimeros
de Milnor e Tjurina.

Mostramos que uma condi¢do necessaria para f € K][[z]] ser finitamente
determinada pela direita (resp. por contato) é que f possua uma singularidade isolada
(resp. é uma hipersuperficie com singularidade isolada); a condigao necessaria é baseada
em um lema técnico considerando em K[[z]] com a topologia m-adica. Por tltimo,
considerando que uma aplicacao orbita, em geral, nao é separdvel em caracteristica

positiva, prova-se que a condi¢ao é também suficiente.



Abstract

This dissertation mainly follows the works of [GrYol12] and |[GrPhal9].

Considering K a field, algebraically closed with positive characteristic, we
presented invariants of singularities in K[[z]], the local K- algebra of the formal power
series, such as Milnor and Tjurina numbers.

Two equivalence relations are defined on K[[z]], right equivalence and
contact equivalence. The concept of finite determinancy of f € K[[z]] is defined with
respect to those equivalence relations, the finite determinancy is also expressed in terms
of the Milnor and Tjurina numbers.

We show that a necessary condition for fe€K[[z]] to be finitely determined
by the right (respectively contact) is that it has an isolated singularity (respectively is
a hypersurface with isolated singularity); the necessary condition is based on a technical
lemma considering K[[z]] with the m-adic topology. Finally, considering that the orbit
application, in general, is not separable in positive characteristic, it is proved that the

condition is also sufficient.
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Introducao

Sao estudados desde o século passado invariantes de singularidades sobre os
corpos R, C e em corpos de caracteristica zero, destaca-se os trabalhos de René Thom,
John Milnor e outros pesquisadores.

Consideramos K um corpo algebricamente fechado, char(K) > 0 e a K-
algebra local das séries de poténcias formais K[[z1, ..., z,]] := K[[z]] com o ideal maximal
m := (z1, ..., z,) e dotado de uma topologia, a qual é chamada topologia m—adica, assim
K[[z]] tem as propriedades de ser noetheriano, completo e de Hausdorff.

Seja f € Kl[z]], sdo chamados os ideais j(f) = (fuys .o fu,) € ti(f) =

K
(f, fars e fun) s ideais Jacobiano e de Tjurina, respectivamente. Definimos M := Hi]
X i(f)
e Ty = t[([?)] as algebras de Milnor e Tjurina, respectivamente. Suas dimensoes como
J
espagos vetoriais u(f) = dimgM; e 7(f) := dimgTy sdo os nimeros de Milnor e de

Tjurina, respectivamente.

Dizemos que f tem singularidade isolada se u(f) < oo, equivalentemente

K{[z]]
{f)

isolada se 7(f) < oo, equivalentemente, se existir k € N tal que m* C tj(f).
Dadas f,g € K[[z]].

se existir k& € N tal que m* C j(f). De maneira andloga R; := tem singularidade

a. Se existir um automorfismo ¢ € Aut(K][[z]]) tal que f = p(g), dizemos que f esta

relacionada com f pela direita, denota-se f ~, g.

b. Se existir u € K[[z]] e ¢ € Aut(K[[z]]) tal que f = u - ¢(g), dizemos que [ esta

relacionada com f por contato, escrevemos f ~. g.

c. Dizemos que f € K[[z]] ¢ finitamente determinada pela direita se existe um nimero
inteiro positivo k tal que para qualquer outra g € K[[z]] tal que coincida o k-jato

com f, temos que f ~, g.



d. Dizemos que f € K[[z]] é finitamente determinada por contato se existe um numero
inteiro positivo k tal que para qualquer outra g € K[[z]] tal que coincida o k-jato

com f, temos que f ~. g.

Apresentamos com detalhes, para char(K) > 0, um lema técnico tratado
em [Bo09] de natureza recursiva. Isto é importante, pois a verificagdo que f € K][z]] ¢
finitamente determinada (pela direita ou por contato) nao é facil testando com ferramentas
computacionais. Este lema ¢é til para provar a condigao necessaria de cada item do

Teorema:

Teorema 0.0.1. Dado f € K[[z]], f #0 e f € m? com k € N fizo. Entdo:

1. mF2 Cm? . j(f) se e somente se f € (2k — ord(f) + 2)-determinado pela direita.

2. mF2 Cm - (f) +m?-j(f) se e somente se f ¢ (2k — ord(f) + 2)-determinado por

contato.

Também apresentamos, como aplicacao do teorema acima, uma relagao
entre a ordem da determinagao finita com os nimeros de Milnor e Tjurina. Isto é
desenvolvido tanto para o caso complexo como para caracteristica positiva. Também
desenvolvemos exemplos para a melhor compreensao do teorema acima.

O reciproco do teorema acima foi desenvolvido em [GrYol2|, mas possui um
pequeno erro, ao considerar que toda aplicacao 6rbita é separével, isto é definido nesta
dissertagao quando a aplicagao tangente de Zariski é sobrejetora. Um dos autores em
outro artigo [GrPhal9| faz a prova desta parte reciproca do teorema faltante como caso
particular do estudo de determinagao finita em matrizes coluna de séries de poténcias
formais. Apresentamos exemplos, em caracteristica positiva, de aplicacoes érbita nao
separaveis.

[GrPhal8| desenvolve um estudo de matrizes de séries de poténcia formais
assim como o espago tangente de Zariski, aplicacao tangente, agoes de grupos algébricos
em variedades algébricas, imagem tangente estendida. Calculamos a imagem tangente
para o caso particular no espago de matrizes 1 x 1.

Por ultimo desenvolvemos a demonstracao do caso reciproco do Teorema

baseados em |GrPhal9].



Capitulo

1

Conceitos preliminares

Neste capitulo, apresentamos defini¢oes, notacoes e alguns resultados
basicos que serao utilizados ao longo da dissertagao. As principais referéncias sao:
[GrPf08], [ZSC58] e [ZS60).

1.1 Estrutura de K[[z]]

1.1.1 Notagoes

Ao longo da dissertacao K denota um corpo algebricamente fechado e de

caracteristica positiva, caso contrario fazemos mencao explicita.
Dado a = (v, ..., ap,) € N denotamos o fatorial de « por a! = aq!- ... !,

também denotamos o < § quando a; < 5;,Vi € {1,...,n}. A norma de « ¢ definida por |

n

Qn

al= E ;. Seja a n-upla de indeterminadas x = (z1, ..., ,,), denotamos z® := z{*-...-z%

i=1
os monomios e o grau do monémio z* é definido por deg(z®) = deg(z{* -+ - 2%) = | a|.
1. Uma expressao E a,x”, com a, € K, é chamada uma série de poténcias formal a
acNn

o0
qual também denotamos por Z .

laf=0

2. Seja f = E a,x” uma série de poténcias formal nao nula, definimos a ordem de
aeN”?

f por ord(f) :==min{| a|:a € N" a, #0}.

Se f é a série de poténcias formal nula entdo convencionamos ord(f) = oo.

10
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3. Denotamos K[[z]] = { Z aax” 1 aq € K o € Nn} o anel das séries de poténcias

aeN"™
formais com a adi¢ao e multiplicacao, respectivamente:

Z aax™ + Z box® = Z (Ao + ba)x” (1.1)

aeN" aeN"” aeN"?

D ez Y baz® = (> anbs)z’ (1.2)

a€eNm aeN? YEN" a+fB=v

[o¢] o0
4. Escrevemos recursivamente f = E bi(x1, ., Tpy1)x,, = E bx;, onde b, =
1=0 =0

Z aox?t 2ot € K[z, oy ]| para f = Z anz® € K][z]].

a€ENT aeN"?
an=1t

5. Seja f = Z a,z® € K|[z]],k € N entdo o k-jato de f é definido por ji(f) :=
acN"
Z a,x”, isto é a soma dos termos de ordem < k.
|| <K
6. K[[z]]* denota as unidades de K[[z]] e Aut(K[[z]]) denota o conjunto de
automorfismos ¢ : K[[z]] — K[[z]].

1.1.2 K[[z]] como K-algebra

Consideremos h : A — B um homomorfismo de anéis. Se a € A,b € B,
definimos o produto ab = h(a)b. Com esta definigdo, o anel B torna-se em um A-modulo.

O anel B com a estrutura de A-modulo, é chamado de A-algebra. Assim:

Definicao 1.1.1. (JAtiMc69/, 30) Uma A-dlgebra é um anel B junto com um

homomorfismo de anéis h : A — B.

Observagao 1.1.2. Em particular, se A é um corpo K e B # {0}, entdo h € injetora.

Assim uma K—dlgebra ¢ um anel contendo K como subanel.

Verificar que K|[z]] ¢ uma K-algebra é importante para nosso trabalho,

assim enunciamos o lema a seguir, que além disso detalha informacao sobre seus ideais.

Lema 1.1.3. (JZS60/,151) K[[z]] com as operagées[1.1] e[1.9 ¢ um anel local (K-dlgebra

local). Isto é,
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1. So tem 1 ideal mazximal.
2. O dnico ideal mazimal de K[[z]] é m := (x) = (x1,...,2,) = {f € K[[z]] : f(0) =0}.

A seguir definimos de uma maneira mais precisa o k-jato de f e a ordem de

f € K|[[z]] em termos do ideal maximal.

K{lz]]

Definicao 1.1.4. O k-jato de f € a imagem de [ em oyl Também podemos denotar
0 k-jato de f como f%* ou ji(f).

Definigao 1.1.5. A ordem de f ¢ ord(f) = max{k € N: f € m*}.

A seguir sao enunciados lemas importantes relacionados & ordem, o ideal

maximal e levantamento de homomorfismos.

Lema 1.1.6. ([GrPf0§], 357) Sejam f,g € K|[z]] entdo

ord(f + g) > min{ord(f),ord(g)}

ord(f -g) = ord(f) + ord(g).

Lema 1.1.7. (JGrPf0§], 357) N2, (z)" = (0).

Definicao 1.1.8. Dada f € K][[z]] chamamos a K-dlgebra analitica Ry ~

hipersuperficie singular induzida.

Lema 1.1.9. ([Bo09/, 14)[Lema de levantamento] Seja ¢ um homomorfismo de K-

dalgebras analiticas,

0 K[z, [ 5 T _ K[y, J 7ym]]’

onde I e J sao ideais de K[[x1, ...,x,]] e de K[[y1, ..., ym]] respectivamente. Sen =m e ¢

€ um isomorfismo entao existe um levantamento

¢ K[[z1, ...zl = K[[y1, -y Y]]

de v, o qual é um isomorfismo. Sen > m e ¢ € sobrejetora, entao existe um levantamento

¢ de ¢ o qual € sobrejetora.
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1.1.3 Convergéncia e Topologia em K|[x]]

Nesta subsecao definimos a convergéncia formal de séries de poténcias,
que chamamos convergéncia na topologia m-adica. Por outro lado definimos uma
métrica d : K[[z]] x K[[z]] — R em K][[z]] na qual a convergéncia usual é equivalente
a convergencia formal de poténcias. Em consequéncia é generalizada para K[[z]] a
propiedade de substitui¢do, valida naturalmente no anel de polinomios K|z]. Vemos que
K[[z]] é noetheriano e enunciamos o lema de Nakayama, este altimo um lema importante
de Algebra comutativa. Também demostramos um resultado que é ttil para determinar,

equivalentemente, quando f tem singularidade isolada.

Definigao 1.1.10. Uma sequéncia {f,} = {fo},en onde f, € Klz]], € chamada
formalmente convergente na topologia m-ddica se existe uma série de poténcias f € K[[z]]

tal que para cada k € N existe ng € N tal que f — f, € @)’“,v v > ng. Denotamos

Exemplo 1. (A) Seja {f,}ven C K[[z,y, 2]] a sequéncia definida por
foi=a"-y" 2" Vv e N.
Podemos ver que f, converge formalmente a f := 0 € K|[z]] na topologia m-ddica.
(B) Seja {fv}ven C K[[z,y, 2]], a sequéncia definida por
fo=z-y-z,VveN.

Esta sequéncia converge na topologia m-ddica a serie f:=x-y- z.

Definicao 1.1.11. Uma sequéncia {f,} C K][z]] é chamada sequéncia de Cauchy se para
cada k € N, eziste ng € N satisfazendo f, — f, € @)k Vor,v > ng.

Defini¢ao 1.1.12. Se {f,} € uma sequéncia formalmente convergente com lim f, =0,

V——+00
m
entao a sequéncia de somas parciais { E fotmen converge formalmente (na topologia m-
v=0

ddica) e definimos
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Observagao 1.1.13. Para a boa defini¢ao de|1.1.19 € necessdria a condi¢ao lilll fo=0
vV—+00

(na topologia m-ddica). Afirmamos que a sequéncia de somas parciais {g,}, tal que

p 00
Ip = Z fi, para cada p € N converge a Z fi ma topologia m-ddica.
i=0 i=0
Com efeito dado k € N, pela hipotese sabemos que existe nf € N tal que

fn € m* para todo n > nk. Entdo:
oo [e.e]
2 fimgw= 2 fi
i=0 i=nk+1
mas como para todo n > n’[‘j, fn € m”, entdo:
o0
Z fz S mk.
i:ng—i—l

Exemplo 2. (C) Seguindo o Exemplo |1 (A), definimos as somas parciais de {fy}ven
poT Gy = Zf“ para cada v € N. Assim {g,}ven converge na topologia m-ddica a
i=0

série f:=> 0"y fo.

(D) Seguindo o Exemplo[1] (B), definimos as somas parciais de { f, }ven por s, :== iy fi,

para cada v € N. Pode-se observar que {s,}ven nao converge na topologia m-ddica.

Observagao 1.1.14. ([GrPf0§], 358) Sejam {f,},{gv} sequéncias convergentes entao:

fim (fotg0) = lm fo+ lim g,

v——+00

lim (fv'gv>: lim fv' lim 9o

v—=+00 v—+00 v—+400
e se vEIfoo fo= 'UEIJPOO gy = 0 entao
va + ng - Z(fv +gv)
v=0 v=0 v=0

vazgv:Zvafzgz

v=0 =0

A seguir definiremos uma métrica em K[[z]].
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Definicao 1.1.15. ([ZS560], 133) Fizamos r € R com r > 1. Para f,g € K][z]], seja
d(f,g) =r~7 onde ¢ = ord(f — g).

Observacao 1.1.16. d ¢ uma métrica. Com efeito, seja r > 1. Se f € K[[z]] entdo
ord(f — f) = o0, dai d(f,f) =r=> =0. Se g € K|[[z]], ord(f — g) = ord(g — f) e em
consequéncia d(f,g) = d(g, f). A desigualdade triangular decorre do Lema com
efeito, seja h € K[[z]] ord(f — g) = ord(f — h+ h —g) > min{ord(f — h),ord(h —g)},
assim ord(f — g) > ord(f — h) ou ord(f — g) > ord(h — g); sem perda de generalidade
podemos supor que ord(f — g) > ord(f — h), entdo —ord(f — g) < —ord(f — h) entdo
poord(f=9) < pord(f—h) logo em particular prord(f—9) < pord(f=h) 4 p—ordh=9)  De maneira
andloga, em caso supor ord(f — g) > ord(h — g), obtém-se completamente a desigualdade

triangular.

O seguinte Teorema mostra que o limite de toda sequéncia convergente

pertence a K[[z]] e é tnico.
Teorema 1.1.17. ([GrPf0§], 358) K[[z]] é um espago completo e Hausdorff.

Teorema 1.1.18. Uma condigdo necessdria e suficiente para que {f,} seja convergente

a f na topologia m-ddica € que {f,} seja convergente a f no espago métrico (K[[z]], d).

Demonstragao. Seja r > 1. Suponhamos que {f,} converge a f na topologia m-adica,
isto é,
Vk €N, Juy €N talque f— f, € (2)F, Vo > vg.

Assim para cada v > vy tem-se ord(f — f,) > k logo

1 1
VEkeN, T—kZm:d(f,fv)

(a seguir fazemos k — 00). No caso reciproco, sabemos que Yk € N, Jvy € N tal que
1 1 1
- 80 — > — ¢ pord(f—fv) k _
para v > vy, d(fy, f) < e entao e > e dair > r¥logo ord(f — f,) > k
portanto (x) /=) C (z)* e segue que f — f, € (z)*. O

Definicao 1.1.19. Uma aplicacao ¢ : A — B de K-dlgebras é chamada morfismo se
vz +y) = o) +ey), ez -y) = (@) - (), Yo,y € A e p(c) = ¢, Ve e K.

Defini¢ao 1.1.20. Seja f, g1, - - ., gn € K][2]], assumimos que ord(g;) > 1, Vi entao defina-

se a substitui¢ao

flgt, - 9m) = kgr_{loojk(f)(jk(gl)> s Je(gn))-
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Corolario 1.1.21. ([GrPf0§], 358)
Sejay = (y1,---,yn) € ¢ : K[[z]] = K[[y]] um homomorfismo continuo (na topologia m-
ddica) de K-dlgebras com f; == @(x;),i = 1,...,n. Entao o(g) = g(f1,-.., fa), Vg € K[[z]].

Observacao 1.1.22. Em todo homomorfismo de K-dlgebras

v Klz]] = K[[yl], cumpre-se: o({(z)) € (y)
isto faz que o homomorfismo seja chamado de local.

Observagao 1.1.23. Todo homomorfismo de K-dlgebras ¢ : K|[[z]] — K[[z]] € continuo
e pela conclusao do Coroldrio |1.1.21], ¢ é unicamente determinada pela imagem f; =
o(x;), i =1,...,n, onde as f; sao séries de poténcia com f; € m.

O reciproco também € certo. Isto €, toda colecao de séries de poténcias

fi,---, fn €m, define um inico morfismo (continuo) dado por:

p(g) == (Z aﬁ"‘) = > anfit o fir = g(fi s )

aeNn aeNn?
Lema 1.1.24. (|GrPf0§], 562) K|[[z]] é Noetheriano.

Lema 1.1.25. ([GrLoShu(7], 406)[Lema de Nakayama/ Seja (A, m) um anel local, M um
A—madulo finitamente gerado e N C M submddulo. Se M =m - M + N entao M = N,

em particular, se M =wm - M entao M = 0.

Kfz]]

Teorema 1.1.26. Dado I um ideal de K[[z]]. Tem-se que dimg <T> < 00 se e

somente se existe k € N tal que m* C I

K
Demonstrag¢ao. Suponhamos dimy (@) < o00. Comom D> m? D ... temos

I+K[z]] 2I+mD .2 +wm’D..D 1.

Assim,
Kle) Kl o Kl o K]
T+K[z)] = T4+m =" " T+me ~ 7"~ [
Suponhamos que para todo p € N, ;K —1[—[%11“19 #+ IE[EIJ’L Entao,

dim (%) < dimx (%) < ... < dimg (K[?]g .
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Logo, como a dimensao toma valores inteiros positivos,

o qual contradiz a hipotese. Portanto, existe k € N tal que

Kilzl] _  Kz]]

I+mb [ +mbtl

Entao m* C J +m - m*, pelo Lema de Nakayama [1.1.25, m* C I

No caso reciproco suponhamos que exista k& € N tal que m* C I, entdo

K{[z]] . K{[z]]
mk I

e (21 < i (4121} <

existe aplicacao sobrejetora . Assim,

1.2 Variedades Algébricas

A seguir, vamos definir variedade algébrica afim, topologia de Zariski, funcao
regular, morfismos entre variedades algébricas e corpo de func¢oes. Conceitos que serao

necessarios no decorrer desta dissertacao.

Definicao 1.2.1. Seja K um corpo algebricamente fechado. O n-espacgo afim sobre K
denotado por A, € definido como o conjunto de todas as n-uplas de elementos de K. Seja

K[z] o anel de polinomios em n-varidveis sobre K.

1. Dado f € Klz], definimos os zeros de f como o conjunto
Z(f) ={p € Ag: f(p) =0}
2. SeT C Klz] definimos os zeros de T como o conjunto

Z(T)={peAx: flp)=0,VfeT}

E claro que Z((T)) = Z(T), onde (T) denota o ideal gerado pelos elementos de T.



18

3. Um conjunto Y C A} é um conjunto algébrico se existir um subconjunto T' C K|z]
tal que Y = Z(T).

Proposicao 1.2.2. ([Har97/, 2)
1. A unidao de dois conjuntos algébricos € um conjunto algébrico.
2. A intersecao qualquer de conjuntos algébricos € um conjunto algébrico.
3. Os conjuntos vazio e o espago todo sao conjuntos algébricos
Proposigao 1.2.3. Se 71 C Ty em Klz] entao Z(Ty) C Z(T1)

Definicao 1.2.4. A topologia de Zariski em AR consiste em tomar conjuntos abertos
como 0s complementos de conjuntos algébricos, i.e os conjuntos fechados sao os conjuntos

algébricos. Um aberto na topologia de Zariski é chamado de variedade quasi-afim.

A seguir definimos espaco irredutivel e variedade algébrica afim.

Definicao 1.2.5. 1. Um subconjunto Y de um espaco topologico X € irredutivel se

nao € possivel expressd-lo como uniao Y =Y, UYsy de dois subconjuntos proprios e
fechados em Y.

2. Uma variedade algébrica afim é um subconjunto irredutivel e fechado de A} (com a

topologia induzida,).

Observagao 1.2.6. Todo conjunto aberto de um espaco irredutivel na topologia de Zarisk:
é irredutivel e denso ([Har97/, 3).

Definigao 1.2.7. Seja X # () um espago topoldgico irredutivel. A dimensdio, dim(X), de

X € o mdzimo inteiro n tal que existe uma cadeia ascendente
@%X0§X1§"'§Xn:X

de subconjuntos fechados irredutiveis de X.
Exemplo 3. 1. Um ponto tem dimensao 0.

2. Ak tem dimensdo 1, pois 0s pontos sao 0s unicos subconjuntos fechados e irredutiveis
de AL distintos de AL .
K K
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Definicao 1.2.8. Seja Y uma variedade quasi-afim em Ag. Uma funcao f:Y — K é
reqular no ponto p € Y se existem uma vizinhanca aberta U C'Y contendo p e polindmios
g,h € Klz| onde h nao se anula em U e f = g/h em U. Dizemos que f é reqular em'Y

se esta € reqular em cada ponto deY.

Definicao 1.2.9. Sejam K wum corpo algebricamente fechado e X,Y duas variedades
afins, um morfismo ¢ : X — Y é uma aplicagao continua (na topologia de Zariski) tal
que para cada conjunto aberto V- C'Y e para cada funcgao reqular f 'V — K, a funcdo

fop:o (V) — K € regular.

Observagao 1.2.10. Necesariamente uma fun¢ao reqular € continua. Um morfismo entre

variedades algébricas é continuo na topologia de Zarisks.

Definigao 1.2.11. Seja Y wuma variedade. Denotamos por O(Y) o anel de todas as
fungoes regulares em Y. Se p € Y, definimos o anel local de p em Y como o anel de
germes de fungoes requlares em Y perto de p o qual denotamos como Oy,,. Um elemento
(germe de uma funcao regular) de Oy, € um par (U, f) onde U € um subconjunto aberto
de Y contendo p e f € uma funcao reqular em U. Definimos uma relagao de equivaléncia
em Oy, identificando os pares (U, f) e (V,g), se f=g emUNV.

Oy, € um anel local e o ideal maximal é o conjunto de germes de funcoes

regulares que aplicadas no ponto p é zero.

Definigao 1.2.12. Seja Y uma variedade, definimos o corpo de fungoes K(Y) de Y. Um
elemento de K(Y) é uma classe de equivaléncia de pares (U, f) onde U € um conjunto
aberto nao vazio de Y e f é uma fungdo reqular em U e os pares (U, f), (V,g) sao
identificados se f =g em UNV. Os elementos de K(Y') sao chamados fungoes racionais

emY.

Observacao 1.2.13. K(Y') € um corpo, desde que Y € irredutivel e a interse¢ao de dois

conguntos abertos nao € vazio ([Har97[, 3).



Capitulo

2

[nvariantes e equivaléncias em K||x|]

Neste capitulo, veremos duas relagoes de equivaléncia em K[[z]]: a
equivaléncia a direita e a equivalencia por contato, quando K é um corpo algebricamente
fechado com caracteristica maior ou igual zero. Veremos, também, as algebras e niimeros

de Milnor e de Tjurina. Relacionaremos essas algebras as relagoes de equivaléncia.

2.1 Numeros de Milnor e Tjurina

Nessa secao, estudaremos dois invariantes bem conhecidos em Teoria de
Singularidades: o nimero de Milnor e o nimero de Tjurina. O ntimero de Milnor esté
relacionado as singularidades de uma série. No caso de singularidade isolada em C, ele
¢ igual & quantidade de pontos criticos de Morse que aparecem em uma morsificacao da

série. O namero de Tjurina esta relacionado as singularidas da hipersuperficie definida

por f.

Definigao 2.1.1. Seja f € K[[z]].

1. O ideal
](f) = <fx1> cee fxn> C KHQH
€ o ideal Jacobiano de f, onde f,, € a derivada parcial de f com relagao a x;, para
cada i € {1,...,n}.

K{[z]]
J(f)

2. A dlgebra associada My = ¢ chamada dlgebra de Milnor de f.

3. A dimensao,
pu(f) = dimg(My),

20
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€ o numero de Milnor de f.
4. Dizemos que f é uma singularidade isolada se p(f) < oo.

Exemplo 4. 1. Sejam K o corpo dos nimeros complezos e

f=a"+y" €K[[z,y]].

K[z, y]
(x%,y)

Nesse caso, j(f) = (322, 2y) = (2%,y) e M; =

2. Se K é um corpo de caracteristica 3 e
f=a*+y* € Klz,yl,

entio j(f) = (322, 2y) = (y) e M; = K(1,x,2%,...). Portanto u(f) = oco.
Definig¢ao 2.1.2. Seja f € K[[z]].

1. O ideal
ti(f) = Afs furso oo o) = () +3(f) C K[[z]]

€ o ideal de Tjurina de f.
Klz]]
tj(f)

2. A dlgebra associada Ty = € chamada a dlgebra de Tjurina de f.

3. A dimensao
7(f) := dimg(Ty)

€ o numero de Tyurina de f.

K
4. Dizemos que Ry = J]%H ¢ uma hipersuperficie singular isolada se 7(f) < oo.
Exemplo 5. 1. Sejam K o corpo dos nimeros complexos e

flzy) = 2° +y* e K[z, y]],

ti(f) = (&3 + 2, 322, 2y) = (x?,y). Assim, 7(f) = dimx < <:[E2 "

2. Se K é um corpo de caracteristica 3 e

flzy) =2 +y* € K[[z,y]],

=K(1,x). Assim u(f) =2.
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ti(f) = (&° + 9%, 32%,2y) = (2 + 9%, y) = («°,y).

Portanto 7(f) = dimx (%) = dimgK(1, z,2*) = 3.

Teorema 2.1.3. ([GrYol?2], 63) Se f € Cl[z]] e u € C[[z]]* entao

No exemplo a seguir, vemos que este teorema nao é valido quando trocamos

C por um corpo qualquer.

Exemplo 6. Consideremos K um corpo tal que char(K) = 5.
Seja
f=2"+y" €K[[z,y]].

Mas se consideramos

Entao

g=0+2) - f=2"4+y*+ 2%+ 2y,

entao u(g) = 15, onde 1 + = € K[[z]]*, pois no SINGULAR temos:
> ring r=95,(x,y),ds;
> poly f=rd+y4+x6+xy4;
> ideal j=jacob(f);
> g5
J1]-yd+a5
jl2]=-y3-zy3
> vdim(std(j));
15.

Observagao 2.1.4. 1. Seque do Teorema que:

(A) f € uma singularidade isolada se e somente se Ik € N tal que m* C j(f).

(B) Ry é uma hipersuperficie com singularidade isolada se e somente 3k € N tal

que w* C tj(f).

2. E possivel mostrar que no corpo dos niimeros complexos tem-se p(f) < oo se e

somente se 7(f) < oo (|GrLoShu07[, 113).
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O mesmo nao acontece em caracteristica positiva, como vemos no Exemplo[{] e no
Exemplo [3.

2.2 Equivaléncia pela direita e de contato

Nesta secao, veremos duas relagoes de equivaléncias que podem ser definidas
em K[[z]] : equivaléncia a direita, a qual estéa relacionada a algebra de Milnor e equivaléncia

por contato, que esta relacionada a algebra de Tjurina.

Definigao 2.2.1. Sejam f, g € K[[z]]. Dizemos que f e g sao equivalentes pela direita se
existe o € Aut(K[[z]]) tal que

f=lg)
Se f e g sao equivalentes pela direita escrevemos f ~, g.

Observagao 2.2.2. A equivaléncia pela direita é uma relagao de equivaléncia.

Exemplo 7. Em K[[z,y]], sejam f =z +y? e g = z. Seja ¢ : K[[z,y]] = K[[z,9]] o
automorfismo que leva

xr—>x+y2, yr—>y+x2.

Temos,

wlg) = f.
Assim f ~, g.

Definigao 2.2.3. f,g € K][z]] sdo chamadas equivalentes por contato se existe ¢ €
Aut(K[[z]]), v € K[[z]]" tal que
f=u-e(g).

Se f e g sao equivalentes por contato escrevemos f ~. g.

Observacao 2.2.4. 1. A equivaléncia por contato € uma relacao de equivaléncia. Com
efeito, dados f,g,h € K|[z]]. Para cada f € K[[z]] e o automorfismo identidade
Id € Aut(K[[z]]) temos que f = 1-1d(f) assim a relagao € refleviva. A seguir, se
f ~c g entao existe ¢ € Aut(K[[z]]) e u € K][[z]]* tal que f = u - ¢(g), entdo g =
%wp‘l(f), assim a relagao € simétrica. Por ultimo vemos que a relacao € transitiva,
suponhamos que f ~. g e g ~. h entdo existem ¢, ¢ € Aut(K[[z]]), u,v € K][[z]]*

tal que f =u-p(g) eg=wv-¢(h) entio f =u-p(v-p(h)) =w-P(h), onde w =u-v
ed=¢poop.
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2. f ~p g = [ ~.g. Com efeito, se f ~, g, assim existe ¢ € Aut(K[[z]]) tal que
f = v(g) entao escolhendo 1 € K[[z]] temos f =1 ¢(g).

O exemplo a seguir mostra que a reciproca do item 2. na Observacao [2.2.4

nao é verdadeira.

Exemplo 8. Em C sejam f; == aP +y9 + 2" + teyz e fs := P +y?9 + 2" + sxyz, tal que
s#tel/p+1/qg+1/r <1

Definamos o automorfismo mudang¢a de coordenadas:

¢ K,y 2l] = K[z, y, 2]

com
= ANPr oy Ay s AUz
tal que
1
s
AZ(Z)m_l’ m=1/p+1/q+1/r

Afirmamos que fs ~. fi, mais precisamente, f, = %(p(ft), com efeito:

e(fe) = (@ +y*+ 2" + tzyz)
= (AYP2)P 4 (AVa)? 4 (N7 2)" 4+ t(AVP2) (A1) (A7 2)
= AP+ !+ A"+t "ryz
= AP+ Ayl + A"+ t(;)%xyz
= AP + My + A" + shxyz
— AL

Agora afirmamos que nao € possivel obter: f, ~,. f;. Com efeito:
suponhamos que eziste ¥ € Aut(K|[[x,y, z]]) tal que fs = V(f;), fazendo x =y = z = 1,

obtemos que s = VU(t) =t, o que contradiz s # t.

Lema 2.2.5. ([Bo0Y], 4) Consideremos K wum corpo algebricamente fechado com
caracteritica arbitraria. Sejam f,g € m C Kl[z]],¢ € Aut(K[z]]) e v € K[z]]* uma

unidade. Entao:
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2. tj(u- f) = ti(f)

3.~y g implica que My = M, e Ty = T, como dlgebras analiticas. Em particular,

u(f) = plg) et(f) = 7(9).
4. [ ~c g tmplica que Ty = T, e portanto 7(f) = 7(g).

Demonstracao. 1. Definamos h; = ¢(x;), para cada i = 1,...,n podemos escrever em

termos de suas derivadas parciais formais

hi = (3271 (hie, mod m)z;) + gi, onde g; € m?

eparacada k=1,...n
hi,mk = (hz,zk mod m) + Gixy, -

Dado f € K[[z]], f = Z Aoz entdo

aeN”

o(f) = Z aap(x1)* - o)

aeN"

= ) achft- . b

aeN"

A seguir, para cada k=1,...,n

o(fu) = 90(Zaaakx?...xzk_l...ﬁ“)
= Zaaakw(m)al...go(xk)ak_l...go(xn)a"
= > agoph{t bR

e por outro lado temos:

(), = (Z agh{' - ... - hgn)

aeN”

= Y aarh{ g 52 RS+ D a0 B SE hy g B
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portanto:
(@D - @D)e] = o) - elf)] T @)
onde
hie, - hig,
Jp):=1| + . | eK[z™"
[

Assim, segue a partir de [2.1] que
3 (f)) € e (f))-

Além disso, temos que para a matriz

ayy ... QAip

A= - | eK[az]]™",
An1 .. Qpp

A = (a;)i; € invertivel em K[[z]]"*" se e somente se a matriz (a;; mod m);; é
invertivel em K"*" assim, como ¢ é um automorfismo de K[[z]], logo a matriz
jacobiana de ¢, o qual é (h;,, mod m);, é invertivel em K"*" e em consequéncia

J(p) € invertivel em K[[z]]"*". Segue da equagao [2.1] acima:

(e - @] IO = [0fe) - o)

e assim ¢(j5(f)) C j(o(f)). Por tanto

2. Sejagetj(u-f)=(u-f)+jlu-f), entdo existem [, 1, ..., 1, € K][[z]] tal que

g = l'u'f+l1(u'f>$1+'--+ln(u'f)xn
= lu-f4+lh -ty [+ F+l vy, - f+hu o+ lue fo,
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assim g € (f) + j(f) = tj(f). Por outro lado, seja g € (f) + j(f) entao existem
T, .. T € K][z]] tal que

g = T'f+rl'f$1+~-+rn'fzn
= (e f o ru fa e ()

assim g € tj(u - f) por tanto:
tj(u- f) =tj(f)

3. Segue da parte 1, pois se g = ¢(f), entao j(g) = j(v(f)) = (p(5() = ()

4. Segue da parte 2, pois se g = u- p(f) entao tj(g) = tj(u-p(f)) =ti(e(f)) =tj(f).

No exemplo a seguir, veremos que o nimero de Milnor nao é um invariante

para a equivaléncia por contato em caracteristica positiva..

Exemplo 9. Sejam um corpo K com char(K) = 3, f = 23 + y* um polinémio e
g = u-1d(f), onde u = 1+ 2z € K[[z]]*, e Id € Aut(K[[z]]) ¢ a identidade, assim

temos

=dim =dim K{[z] =00 €
u(f) = dimg(My) = dimg W)

N(g) = dme(Mg) = dme<K<17 z,Y, 552737y73/27x2y717y273723/2>) =9.

Acompanhamos as contas no SINGULAR.
> ring r=3,(x,y),ds;
> poly f=x3+y4;
> ideal j=jacob(f);
> g5
ji1)-0
J2l=y3
> vdim(std(f));
-1
> poly g=(1+x)*f;
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> g,

T3+14+Y4+1y4

> ideal z=jacob(qg);

>z

z[1]=x53+y4

2[2]|=yS3+xy3

> vdim(std(z));

9

K]
(f

J]

1=

I o Kl
(g

18

Teorema 2.2.6. f ~. g se e somente se , onde = denota isomorfismo de

~
~

dlgebras.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que f ~. g. Pela definicao, existem
u € K[[z]]", ¢ € Aut(K[[z])

tal que f =u-¢(g), entdo,

Notemos que (u - ¢(g)) = (p(g)) - De fato, seja 8 € (p(g)), entao existe a € K[[z]] tal que
0 =a-p(g) logo
0= (a-u) u lg) € (u-p(g)).

A outra inclusdo é trivial. Analogamente, obtemos que (g) = (o '(u™!) -7 1(f)) =
(o71(f)). Afirmamos que {p(g)) = (f). De fato, seja 6 € (p(g)) logo existe 3 € K][[z]]
tal que 6 = - ¢(g), logo 0 = B-u~'- f entdao 6 € (f). A inclusdo faltante segue-se de

maneira analoga. Notemos que K{[z] = K|[z] , portanto, obtém-se o isomorfismo.
{g)  {vl9))
No caso reciproco, se Kilz] = KH&H, entao existe um isomorfismo
(f) (9)
Klz]] Kzl
VR T T

Segue pelo Lema que existe um levantamento

(o K[[a:l, ce 7xn]] — K[[yh ~-uym”
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de 9, o qual é um isomorfismo. A seguir damos um diagrama:

onde as aplicagoes Iliyy e Il sdo as projegdes canodnicas respeito aos ideais (f) e

(g) respectivamente, tal que o diagrama seja comutativo. Assim f ~, g e por tanto
f ~cg- O
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3

Determinacao finita

Neste capitulo, veremos o conceito de determinacao finita. Em linhas
gerais, uma série ser finitamente determinada implica que ela é equivalente ao seu k-
jato para algum ntmero natural k, o que nos permite trabalhar com polinémios. Somente
pela definicao, nao é facil saber se uma série é finitamente determinada ou nao, para
isso existem resultados relacionados as algebras de Milnor e de Tjurina. Na primeira
segao, veremos quando uma série é finitamente determinada em C[[z]], mais precisamente,
veremos o Teorema ver [GrLoShu07]. Na segunda secdo, veremos a generalizagao
em caracteristica positiva desse resultado, isto é o Teorema feita por |[GrYol2].
Na terceira secao desenvolvemos o Teorema |3.3.1} a reciproca do [3.2.2] como o caso

unidimensional da teoria de matrizes de séries de poténcias formais, feita por [GrPhal9].

Definicao 3.0.1. Dizemos que f € K[[z]] € k-determinada pela direita se para cada
g € Kl[z]] tal que jx(f) = jr(g) tem-se [~ g.

Definicao 3.0.2. Dizemos que f € Kl[z]] é k-determinada por contato se para cada

g € K[[z]] tal que ji.(f) = jr(g) tem-se f ~. g.

Assim, nas duas situagoes dizemos que f é finitamente determinada se existe

k € N tal que f seja k-determinada; o menor £ € N chamamos o indice de determinacao
de f.

3.1 Determinacao finita em C

Apresentamos alguns resultados e exemplos sobre determinacao finita
quando K = C.

30
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Teorema 3.1.1. ([GrLoShu07], 119) Considere K = C. Se f ¢é equivalente a g por
contato, entao u(f) = u(g).

Observagao 3.1.2. A generalizacao do Teorema quando char(K) = 0 é provada
em [Gre7/.

Exemplo 10. Sejam um corpo K com char(K) = 0, f = 2* + y* um polinémio e
g = u-1d(f), onde u = 1+ 2z € K[[z]]*, e Id € Aut(K[[z]]) ¢ a identidade, assim

temos
Mf = K(an y7xy7y27 CL’y2> = Mg

por tanto

Acompanhamos também as contas no SINGULAR:
> ring r=0,(x,y),ds;
> poly f=(x8+y4);
> ideal j=jacob(f);
> 75
J[1]=5x2
Jl2]=4y3
> vdim(std(j));
o
> poly g=x3+y4+r4+xy4;
> 1deal z=jacob(g);
>z
2[1]=812+4x3+y4
2[2]=4yS+4xy3
> vdim(std(z));
o

O seguinte teorema, no caso complexo, é referente para a determinacgao finita
de f € m C C[[z]] condicionada a uma inclusao envolvendo poténcias do ideal maximal,

o ideal Jacobiano e o ideal de Tjurina respectivamente.
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Teorema 3.1.3. ([GrLoShu07/, 129) Seja f € m C C[[z]],

of of
dxy 7 Oxy,

af  of

ox, 7 Ox,

Exemplo 11. Dado f = 2° + y° + 2%y? temos que j(f) = (bax* + 2xy?, 5y* + 22%y)

1. Semftt cm?. < > entao f € k-determinada pela direita.

2. SemFtl cm?. < > +m- (f) entao [ € k-determinada por contato.

m? C m?5(f)

e por tanto f € 5-determinada pela direita. Acompanhamos as contas no singular.
> ring r=0,(x,y),ds;
> poly f=xd5+y5+12y2;
> ideal j=jacob(f);
> g
J[1]=2xy2+5z4
Jl2]=2x2y+5y4
> vdim(std(j));
11 //namero de Milnor
> ideal t=ideal(f)+j;
St
t[1]=x2y2+x5+y5
t[2]=2xy2+5z4
t[3]=2x2y+5y4
> vdim(std(t));
10 //nimero de Tjurina > magzideal(2)*jacob(f);
[1]=2xy+524y2
[2]=2x2y3+5y6
[3]=2x2y3+515y
[4]=2x3y2+5xy5
[5]=2x3y2+ 526
[6]=2x4y+522y4
> size(reduce(mazideal(6),std(mazxideal(2)*jacob(f))));
0 // m**t C m?j(f)
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Corolario 3.1.4. ([GrLoShu07[, 130) Se f € Cl[z]], f(0) = 0 tem uma singularidade

1solada com numero de Milnor p e nimero de Tjurina T, entao
1. f € (n+ 1)-determinada pela direita,
2. f € (T + 1)-determinada por contato.

Exemplo 12. Dado f = 2° + y° + 2%y? temos que o nimero de Milnor e nimero de
Tjurina sao p(f) = 11 e 7(f) = 10 respectivamente, entao f € 12-determinada pela

direita e 11-determinada por contato respectivamente.

Lema 3.1.5. ([GrLoShu07], 113) Seja f : U — C uma fungao holomorfa e x € U C C™,

entao as afirmacgoes sao equivalentes:
(a) = é um ponto critico isolado de f,
(b) p(f,x) < o0,
(¢c) = € uma singularidade isolada de f~'(f(x)) =V (f — f(z)),

(d) 7(f — f(x),2) < oo

onde
. O(Cna:
,x) =dimcMys,, My, = ——"— ¢
l‘(f ) CHMLf, f ](f)(,)(cn@
. O(C"x
T(f,x) i=dimcTyy, Tie = —mm—
()= dimeThe The = 07 57 Ocns

Teorema 3.1.6. (/GrLoShu07/, 132)[Mather-Yau/ Sejam f,g € m C Clz]]. Séao

equivalentes:

1. chg'

Clla]] = Cllz] como C-dlgebras
2. Para todo b > 0, <f,mb-j(f)>_<g,mb-j(g)> C-dlgebras.

Cllell o Cllz]]

3. Eziste algum b > 0 tal que = = como C-dlgebras.

(fimb-3(f))  (g,m°-j(g))

Em particular, f ~. g se e somente se Ty =T,.

A classificagdo no corpo C com respeito as equivaléncias pela direita e por

contato podem ser considerados em termos de acoes de grupos algébricos.
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Definicao 3.1.7 (|GrLoShu07|, 136). Um grupo algébrico afim G é uma wvariedade
algébrica afim com estrutura de grupo. As operagoes no grupo sao morfismos de
variedades, 1isto €, existe o elemento neutro e morfismos de wvariedades sobre K

(multiplicagdo e a inversa).
GxG—G, (g,h)—g-h

G—G, grgt
satisfazendo os axiomas de grupo usual.

Definicao 3.1.8. Um morfismo de grupos algébricos € um homomorfismo de grupos, o

qual é, também, um morfismo de variedades algébricas sobre K.

Exemplo 13. O conjunto das matrizes invertiveis de ordem n com entradas no corpo K,

GL(n,K) € um grupo algébrico.

De agora em diante, consideremos G um grupo algébrico com elemento

identidade e, consideramos também X como uma variedade algébrica.

Definicao 3.1.9. 1. Uma ac¢ao algébrica de G em uma variedade algébrica X € um

morfismo de variedades:
GxX—=>X, (gx)—g-x

que satisfaz e -z =x, (gh)-x = g- (hx) para todo g,h € G,z € X.

2. A orbita de x € X induzida pela agiao de G em X € o subconjunto
Gr=G-z:={g-xeX:9geG} CX.

Gz € a imagem de G x {x} em X induzida pela agdo algébrica.
3. G age transitivamente em X se Gx = X para algum x € X
4. O grupo de isotropia de x € X € o subgrupo G, :={g € G : gv = x} de G.
5. Dado AC X, Ga={g€ G:gA= A} ¢ o estabilizador de A.

Definicao 3.1.10. 1. O grupo R = Aut(C[[z]]) de automorfismos de dlgebras

analiticas Cl[z]] € chamada de grupo pela direita.
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2. O grupo contato é o produto semidireto K := Cl[[z]]* X R, onde o produto em K é

definido por:

/

(', @) (u, @) = (u'¢'(u), " 0 )
Os grupos pela direita e por contato agem em C[[z]] respectivamente:

a) R x Cllz]] — C[[z]] definido por (¢, f) = ¢(f)

b) K x Cllz]] = Cl[z]] definido por ((u, ), ) = u-¢(f)

Observacao 3.1.11. 1. Da definicao de equivaléncia pela direita e equivaléncia por

contato temos que
frrg = feERg, [reg = [feK-y,

onde R - g denota a orbita de g sobre R, isto € a imagem da a¢io em R x {f} e

K- g denota a drbita de g sobre IC, isto € a imagem da acao em K x {f}.

2. R, e K nao sao grupos algébricos, por isso definimos os k — jatos destes grupos:
RW = {ji(p) : p € R},

K® = {(Gr(w), j(9)) = (u, ) € K3,
onde ji()(x;) = jr(w(x;), k). Também definimos:

S . Cllzl]
mk+1”

Os grupos R*® e KW® sdo grupos algébricos (JGrLoShul7], 136) agindo

algebricamente sobre o espaco vetorial de dimensdo finita J*®) . Estas a¢oes sio:
(a) R x C[[z]]/m**! — C[[z]]/m**! com ¢ - f = ji(p(f)), para ¢ € R™).

(b) K x Cllz]]/m**t — C[[z]]/m*** com (u, ) - f = ji(u - @(f)) para (u, ) € K®.
Defini¢ao 3.1.12. 1. ([Har97, 23) Um morfismo de variedades algébricas ¢ : X — Y

¢ dominante se e somente se p(X) € denso em Y.

2. (|GrLoShu07], 14). Um morfismo ¢ : A — B de K-dlgebras locais é chamada quasi

finita se somente se dimyxB/maB < co. E € chamado finito se B é um A—mddulo

finito (via ¢).
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Proposigao 3.1.13. Seja f : X — Y um morfismo dominante de variedades irredutiveis,

W C Y uma subvariedade fechada e irredutivel e Z uma componente irredutivel de

f7YW). Seja r = dimX — dimY.

1. Eziste um subconjunto aberto e denso U C Y (dependendo apenas de f) tal que
UcC f(X) edimZ = dimW +r ou ZN f~YU) = 0. Em particular, para y € U,

toda componente irredutivel de f~'(y) tem dimensdo igual a r.

2. Se X eY sao variedades afins entdao o conjunto aberto U do item 1 acima, pode-se

escolher tal que f: f~Y(U) — U fatora-se no diagrama

fYU)—"=U x A"

e e
N

U

i

onde m € finito e pry € a projecao no primeiro fator.

Observacao 3.1.14. A Proposicao implica que para morfismos dominantes f :
X =Y existe um subconjunto aberto e denso U de Y tal que U C f(X) CY

Definicao 3.1.15. Seja f : X — Y um morfismo de variedades algébricas, x € X um
ponto ey = f(x).

1. O espaco tangente de Zariski de X €

T, X = Homg(my . /m% ,, K)

2. f# : Oxy — OX@,OH—) aof.
3. A diferencial de f é a aplicagdo linear induzida entre espacos tangentes T .

Proposicao 3.1.16. Seja [ : X — Y um morfismo dominante de variedades algébricas
reduzidas (nao possuim elementos nilpotentes) complezas e irredutiveis. Entao existe um

subconjunto aberto e denso V C X tal que para cada x € V' a aplicagao
T.f T, X —T,Y ¢ sobrejetora.

Proposicao 3.1.17. ([GrLoShu(7], 140) Seja G = R™ ou K*) e para f € J® seja G'f
a orbita de f sobre a acdo de G em J®. Denotamos por T¢(Gf) o espago tangente a



37

Gf) em f, considerado como um subespaco linear de J* . Entdo, para k > 1 :
(
TR®f) = (m-j(f) +m) /mbH

Ty (KW f) = (m-j(f) + {f) +m") /m*H,

Teorema 3.1.18. ([GrLoShu07/, 141) Seja f € Cl[[z]], f(0) = 0 as seguintes afirmagoes

sao equivalentes.
(a) f tem um ponto critico isolado.
(b) f € finitamente determinada pela direita.
(c) f € finitamente determinada por contato.

Demonstracao. (a) — (b) Se f tem um ponto critico isolado, pelo Lema tem-se que
p1(f) < oo entdo pelo Corolario 3.1.4] f é (u(f) + 1)-determinada.

(b) — (¢) Suponhamos que f é k-finitamente determinada, assim, dada
g € C[[z]] com f®) = ¢*) sabemos que f ~, g, por tanto f ~, g, assim f é k-determinada
por contato.

(¢) — (a) Suponhamos que f é finitamente determinada por contato e
g € m** Entao f, = f +tg € K*f mod m**2 e portanto

_ ok
g Ot lt=0

isto pela Proposigao [3.1.17] Pelo Lema [[.1.25 de Nakayama, sendo este altimo contido
em j(f) + (f). Portanto 7(f) < oo e f tem um ponto critico isolado pelo Lema
[

em-j(f)+ (f) mod m"*2,

3.2 Determinacao finita em caracteristica positiva

Nesta secao desenvolvemos uma condicao necessaria para que uma série
f € K[[z]] seja finitamente determinada, quando K é um corpo algébricamente fechado e
de caracteristica arbitraria. Apresentamos um lema técnico que permite a demonstragao
do teorema e exemplos de ordem de determinagao relacionados com o ideal maximal, a
ordem de f e os numeros de Milnor e de Tjurina de f.

O lema a seguir serd fundamental na demonstragao do resultado principal

deste capitulo:
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Lema 3.2.1. Dado K um corpo algebricamente fechado com char(K) > 0. Seja M > 1

um numero natural, seja
bpo € MM ep e mMIP parai=1,... . nep>1.

Consideramos as unidades

v, =14 by0 € Kl[z]]"
e 0s automorfismos
Op i x; + by parai=1,... n.

Denotamos por
Pp = ¢p © ¢p—1 0.0 € AUt<K[[£]]>

a composi¢cao dos primeiros p automorfismos. Também defina-se indutivamente

Up = vp - Pp(Up—1)
onde ug = 1. Entao:

(A) A sequéncia (¢,(z;))p>1 converge na topologia m—ddica de K[[z]] a uma série de
poténcias x; + b; com b; € mM*! parai = 1,...,n. E, em particular, a aplicacio

¢ : K[[z]] = K][z]] : z; = x;+b; € um automorfismo de K—dlgebras locais de K[[z]].

(B) A sequéncia (up),>1 converge na topologia m—ddica a uma unidade v = 1+ by €

K{[z]]* com by € mM.

(C) Para toda série de poténcias fo € K[[z]] a sequéncia (p,(fo))p>1 converge na

topologia m-ddica a ¢(fo).

D) Para toda série de poténcias fo € K||z|| a sequéncia (u, - 0))p>1 converge na
p " Pp p> g

topologia m-ddica a u - o(fy).

Demonstragio. (A) Afirmamos que para cada p > 1: p,(z;) — p,—1(z;) € mM*P. Com

efeito, por hipoteses podemos escrever convenientemente:
01(75) = ¢1(w5) = 25 + by,

0o(;) = Po(; + b1,i) = ;5 + bo + P2(by),
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03(z;) = ;i + bs; + p3(bai) + d3(p2(b1)), - ..
Pp—1(2:) =i+ 0p—1i+Pp-1(bp-2) +Pp-1(Pp-2(bp—3.:)) +- . -+ Pp-1(Pp-2(. . - (P2(b1,))),

de maneira indutiva temos que para cada p > 1 :
pp(xi) = i+ bpi + Gp(bp-1.) + Pp(Pp-1(bp—24)) + -+ Gp(Pp-1(- .- (P2(b12))) (3.1)
Logo
Pp(@i) = Pp-1(2i) =bp,i+ Pp(bp—1,i) —bp—1,+Pp(Pp—1(bp—2,)) = Pp—1(bp—2,i) +- -

+0p(Pp-1(. - (92(b1.4)) = Pp-1(Dp—2(. - - (P2(b1,4)))-

Assim bastara observar que
Vp > 1:¢y(by_1i) — by_1; € mMTP

o que implicara
Vp > 1:py(x) — @p1(z;) € mMTP. (3.2)

Com efeito pelo Corolario [1.1.21] da substitui¢ao na topologia m—adica,

o0 oo

¢P(bp—17i) - bp_lvi = ¢p( Z aala) - Z aaga
|o|=M+p—1 loa|=M+p—1
o o
= D apl)- D
|a|=M+p—1 |o|l=M+p—1
o oo
- Z o (T1 + bp1)™ - - (T + bpn) " Z Aa2”
|o|=M+p—1 lo|=M+p—1
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este ultimo devido ao fato de que b, 4,...,b,,, € MM e ao colocar em evidéncia

quando s =---=s, = 0.

[o.¢]
Dado by, € mMH = bi; = Z aaz”, logo

|a|=M+1
P2(bri) = Z Ao (11)™ - - - o (,)™
|a|l=M+1

0o IR o

— 1 1—81 81 n Qap—S8n 1,8

= 3 a1 (),
|o|=M+1 s1=0 1 sn=0 n

(3.4)

Aplicando ¢3 acima; ¢3(pa(by;)) =

ol 3 X (T )ar g (3 (jn)xgn_snbsnn))

lo|=M+1 51=0 sn=0

— Z [aa(z(slll—o (a1)¢3<x )oq 81¢3(b2 1)51)
|o|=M—+1
( n) G3(2n) " P3(ban) ™))
sn—O
= > (O‘1> 21+ b31)" " 95(b2,1)™)
la|=M~+1 1= 0
(Z ( ) (Tr + b30) """ P3(ban)™)],
assim se §; = sn—_(,)sn =0,

¢3(pa(b1,)) — Pa(br,;) € mM T2,

logo, analogamente, tem-se que a afirmacao é verdadeira.

A seguir completamos a demonstragdo da parte (A), afirmamos que (¢,)yeny € uma

sequéncia de Cauchy. Com efeito, VN € N, 3 P=max{N — M, 1} tal que para cada
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p > q > P tem-se

p

Pp(i) — pq(:) = > wilw)— pioa(x)

J=q+1
= <Pq+1($i)—80q(fi)+90q+2($i)—90q+1($z')+- ..

+ por (i) —pp_a (i) Fop(i) —ppi (2;) € mMFP CmV,

pois mM*P c mMtPt L omMre C mMrett ¢ mMP cmN (M +P > N).

Logo, pelo desenvolvimento de ¢,(z;) em (3.1)) e do fato que m**™? C mM+1 vp > 1

além de que o espago K[[z]] é completo e Hausdorfl entdao converge a uma tnica

série de poténcia x; + b; tal que b; € mM+1,

Como ug =1, v, = 1 + by, up = Uy - Op(Up—1) € ¢p(x;) = z; + by, temos que
Gp(tp—1) = 1y € MMFP,

desenvolvendo

Pp(up-1) = Op(vp-1) - (Pp 0 dp-1(vp-2)) - .- (Ppo--- 0 havn))
= ¢p0Pp10...02(Vp—1 ... V1)
= ¢p(1+2)
= 1+¢p(2)

M+p—1

onde z € m , € também podemos desenvolver:

Up1 = Up1 Pp1(Vp2) (Pp10Pp2(vp-3)) .- (Pp10---0 Pa2(v1))
= prfl ¢} ¢p,2 0...0 (bg(’Up,l tet ’Ul)

= 14z

onde z € mM+r-1

Assim ¢, (up—1) — up—1 = ¢p(2) — 2 € mM TP pelo resultado (3.2)).

Notemos que u,—u,—1 = (14b,0) - ¢p(Up—1) —Up—1 = by o Op(Up—1)+Pp(Up—1)—Up—1 €

mM+p—1

Por dltimo afirmamos que (u,),>1 ¢ uma sequéncia de Cauchy. Dado N € N existe
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p
P =max{N — M, 1} tal que para todop > ¢ > P tem-se: u,—u, = Z U;—U;_1 €
1=q+1

M+ C m™. Logo como K[[z]] é completo e Hausdorff, a sequéncia (u,),>; converge

m

unicamente a uma série de poténcias da forma u := 1 + by com by, € m™

(C) Pelo resultado da parte A) tem-se que (,(z;)),>1 converge a ¢(x;) e da parte B)
tem-se que (u,),>1 converge a u. Assim dado fy € K][z]] e dado N € N arbitrario,

dP > 1 suficientemente grande tal que Vp > P e para cada ¢ = 1,...,n cumple-se
(i) — ppl(a;) € m¥
u—u, €m".

De maneira analoga a demonstragao do resultado (3.2)) concluimos que
©(fo) — ep(fo) € m".

(D) Utilizando o resultado C') tem-se que

u - @(fo) = up - pp(fo) = u- (p(fo) = @p(fo)) + (v —1up) - @p(fo) € mN;VP >P

com P suficientemente grande.

Teorema 3.2.2. Seja f € K[[z]], f #0 e f € m? com k € N fizo e arbitrdrio. Entao:
1. Semkt2 Cm? . j(f) entdo f ¢ (2k — ord(f) + 2)-determinado pela direita.
2. Sem**2 Cm. (f)+m?.j(f) entio f € (2k — ord(f) + 2)-determinado por contato.

Demonstragao. 2) Vamos denotar o = ord(f). Assim segue que ord(f;,) > o— 1,Vi =
1,...,n.

Da hipotese se sabe que m**2 C m- (f) +m?- (f,,,... fs,) e como {f) C m°
e j(f) Cm°!entdao m- (f) Cm°t em? . j(f) C m°*!. Daqui como m*+2 C m°*! entdo

k+2>0+1eemconsequéncia k >o0—1, e

k+k—o+2=k+(k+2)—0o>k+(0o+1)—0o=k+1. (3.5)
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Agora fixamos N = 2k — o + 2.
Seja g € K[[z]] tal que g— f € m™*! (equivalentemente fV) = (™). Temos
que mostrar f ~. g, isto é que existe u € K][z]]* e ¢ € Aut(K[[z]]) tal que

g=u-o(f).

Isto sera feito por construcao indutiva.

Definamos M = N — k > 1.

Agora, como g — f € m™*!, por hipotese, temos: g — f € mM 1. mk2 C
mM (me (f) +m? - 5(f) = mM - (f) + mTE (), entdo

g—fem™ - (f) +mMj(f). (3.6)
Por consequéncia, existem séries by g € m™ e by, € mM*! parai = 1,...,n tais que
g_f:bl,o'f+zbl,i'fxi (3.7)
i=1

Em principio, definimos ug = 1, uy 1= vy := 1 + b1 € K[[z]]* e ¢1 := ¢1 € Aut(K][[z]])
com ¢1 M e T bl,i'

Vamos mostrar que g — u; - 1(f) € mVFU+ C m!. Como

B1 Bn
(14 2)" . (T + 20)m = Z [ Rt

71:0 'YnZO
p p -
onde cg = (). [7) € Z,e f € m° podemos escrever f = agz’® e temos
By B
71

Tn

18>0
fler+ 21, xn +2) = Z ag - (r1 + )P (n + zn)’B” (3.8)
|B]>0
0o B1 Bn
= Zaﬁ.z...z%ﬁ.gﬁ—w&v (3.9)
|B|>0 Mn=0 =0

= f: haz® (3.10)

|B]>0
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o
onde se denota h, = Z ag - Cpo -2
Se definimos 8 > a e §; > «;, Vi = 1,...,n, segue que

ord(hy) =min{| 8| — | a|,tal que | B |> 0,6 >a} >0 — | a|
Se a; < char(K) tem-se que h, = % Também temos que he, = f..

Logo aplicando ¢; a f equivale a substituir z; por by; em (3.8) e pelo
Corolario [L1.21] calculamos

$1(f) = f@i+bi @+ bin) = F+ D> fo bt h (3.11)
i=1
onde h = Z ho - b3 - - b € mMNT2 isto pois ord(hg - bYY - b)) > ord(ha) +
lor|>2

Zord(buyai >o—|a|+(M+1)-|a|>o0+2M =N+2,pois N=2k+o+2e¢
i=1
M =N —k.

Seguidamente por (3.11))

9—U1'<P1(f):9—01'¢1(f)29—(1+bl,0)'(f"‘Zf:ci'bl,iJrh)

i=1

logo por (3.7))
g—ur-o1(f) == bro-bui- fa, — (1+brg) - h € m™ (3.12)
=1
pois
ord(big-bii- fo,) >M+(M+1)+(0—1)=2k+2—-N)+ (2N —2k) =N +2

Assim por (3.7) e (3.12)) podemos construir indutivamente as sequéncias

(bpi)p>1 para cada i = 0,...,n que satisfaz g — u, - ©,(f) € m»**? e logo pelo Lema

3.2.1| tem-se que existe u € K[[z]]* e p € Aut(K[[z]]) tal que hT Uy - op(f) = uw-o(f)
p—s—+00

na topologia m—adica e portanto g = u - ¢(f), assim f ~. g.

1) A prova para equivaléncia pela direita é feita do mesmo jeito. Pois,
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como m**2 C m?%j(f) € m°*! isto implica que k +2 > o+ 1 entdo k > o — 1 e que
Vg € K[[z]] com g — f € mN Tt = mM~1. b2 C mM+L . 5(f) pois j(f) € m°! onde
fixamos N =2k —0+2>k+k—0+2>k4+0—1—0+2=k+1,assim N > k+1
e M =N —k > 1, por tando existen b;; € mM ™ com g — f=by 1 fo, + -+ binfs, ©
logo definimos ¢; : x; — x; + by ; com a propriedade g — ¢;(f) € mV 2.

Com referéncia & demonstragdo da parte 2) do Teorema pode-se
construir as sequéncias (b,;),>1 para cada i = 1,...,n tal que pggloo ©p(f) = ¢(f) na
topologia m—adica. E andlogamente temos que existe ¢ € Aut(K[[z]]) tal que g = ¢(f),
istoé f~,. g

]

Observacao 3.2.3. Notamos que o limite de determinagao fornecido pelo Teorema
€ maior ou igual que o fornecido pelo Teoremam pois da equagao na demostracao
acima tem-se que 2k — ord(f) +2 > k+ 1.

Comentario 3.2.4. 1. Por ([Bo09], 64), quando char(K) = 0 e f € m C K][z]]
se m*2 C m? . j(f) entio f é (k + 1)-determinada pela direita, e se m*2 C
m-(f)+m?-5(f) entao f é (k+1)-determinada por contato. De maneira particular
quando K = C, pode-se ver em ([GrLoShu07/, 130)

2. Os limites de determinac¢ao nao sao sempre iguais quando muda a caracteristica
do corpo. Por exemplo: Consideremos char(K) = 2, seja f = y* + 23y € K][[z]],
ord(f) =2, f €em? Cm,

i(f) = {2y, 2%)

t(f) = (NH+G() = (V* + 2y, 3%y, 2y + 2°) = (y* + 2%y, 2y, 2%) = (v, 27y, 2%)

entao o numero de tjurina € T(f) = 5. Em particular, f define uma hipersuperficie

singular isolada Ry. Além disso tem-se
(Ny+mi(f) = (P + 2y)+(z,y)-(aPy, 2°) = (y° + 2°y)+(2%y, o, % 2%y) = (i, 2%y, 2*) .
E como m* C (2, 23y, 2*) = (f) + m (j(f)) temos que

m” Cm(f) +m® (§(f)).
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Daqui sabemos que f é (2-3 —ord(f) +2 = 6) - determinado por contato.

8. Como m*™ Cm(f) +m?(j(f)), e se o limite de determinacao fosse como quando
char(K) = 0 teriamos que [ seria 4-determinada por contato, mas este fato nao
¢ certo. Pois dado g == f + 2° = y? + 2%y + 2°, temos que fWU = g™ e como
[ = (y+2?® -y é redutivel e g = y* + 23y + x° € irredutivel, R; ndo pode ser

isomorfo a Ry, por tanto f nao estd relacionado por contato com g.

E interesante saber a melhora dos limites de determinacao. Comentaremos

isso em uma proposicao e um teorema respectivamente.
Proposigao 3.2.5 ([Bo09], 67). Seja f € m* C K[[z]], com char(K) > 0 entdo:
1. Se u(f) < oo entio m*Y) C j(f)

2. Se 7(f) < oo entio m™) C tj(f)

K{[z]]
J(f)

Demonstracao. 1. Considerando M; = e

a dimensao deste K-espago vetorial. Definimos para cada s € N,
— m’+
e WIS )’
i(f)
a imagem de m® em M;. Notemos que para cada s, m® é um K-subespago vetorial
finito de Mj.

Afirmamos que qualquer s tal que 1 < s <y, tem-se que
dimg(m®) < p — s.

Com efeito, faremos por indugao.

Para s = 1, como m” ¢ o ideal maximal da K-é&lgebra local M, entao dimK% =1
logo dimgM; — dimgm = 1 entao dimgm = p — 1. Agora seja s tal que
1 < s < p e suponha que dimg(m®) < p — s, aqui temos duas posibilidades:
Se m*™! = m®, entdo se segue do Lema de Nakayama que m* = 0 (pois

mstl = m -0+ m° entdo 0 = m®). E ao supor que m**! C m® subespaco proprio,
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entao temos dimg(m*t!) < dimg(m®) =1 < pu—s—1=p— (s+ 1), logo temos

dimg(ms+t1) < p — (s +1). Com o qual terminamos a prova da afirmagao.

Agora como temos que, para todo s, tal que 1 < s < p tem-se dimgm® < u — s e

T
em particular dimg(m#) = 0 entao dimg (%ﬁ) = 0 entao m* C j(f).
J
_ K[z] R L .
. Sabemos que Ty = 500 e a dimensdo deste K-espago vetorial é 7(f) := 7.
J

Definamos para cada s € N,

m® 417
mo o W J(f)j
tj(f)
a imagem de m® em T%. Notamos que para cada s, m* ¢ um K-subespaco vetorial
finito de 7%.

Afirmamos que para cada s tal que 1 < s < 7, tem-se que
dimg(m®) <7 —s.

Com efeito, faremos por inducao.

Para s = 1, como m” ¢ o ideal maximal da K-&lgebra local T, entao dimK% =1
logo dimgTy — dimgm = 1 entao dimgm = 7 — 1. Agora seja s tal que
1 < s < 7 e suponha que dimg(m®) < 7 — s, aqui temos duas posibilidades:
Se m*™ = m®, entdo se segue pelo Lema de Nakayama que m® = 0 (pois
mstl = m- 04 m® entdo 0 = m?). E ao supor que m*+*! C m® subespaco proprio,
entdo temos dimg(ms+!) < dimg(m®) —1 <7 —-s—1 =17 — (s+ 1), logo temos

dimg(mst1) <7 — (s +1). Com o qual terminamos a prova da afirmagao.

Agora como temos que, para todo s, tal que 1 < s < 7 tem-se dimgm’ < 7 — s e

m7+tj(f)>: o T £
) 0 entao m”™ C tj(f).

em particular dimg(m™) = 0 entao dimg (
O]

Da Proposicao [3.2.5) e o Teorema [3.2.2] acima escrevemos:

. Se u(f) < oo entdo m*) C j(f) entdo mHNF2 C m? . j(f), assim f &
(2-pu(f) —ord(f) + 2)-determinada pela direita.

. Se 7(f) < oo entdo m™ ) C tj(f) logo m™*2 C m - (f) +m? - j(f), assim f &
(2-7(f) — ord(f) + 2)-determinada por contato.
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O seguinte Teorema da a determinacao em termos exclusivamente dos
nimeros de Milnor e de Tjurina respectivamente se f ¢ uma singularidade isolada e Ry ¢

uma hipersuperficie com singularidade isolada.

Teorema 3.2.6. Seja char(K) > 0 e seja f € K[[z]].

1. Se u(f) < oo entao f €2 u(f) - determinada pela direita.
2. Set(f) <oo entio f €2-7(f) - determinada por contato.
Demonstracao. Pode-se encontrar em (JGrKo90], 345). O

Observagao 3.2.7. 1. Os limites de determinagio sao melhores no Teorema [3.2.9
comparado com o Teorema . Com efeito, como T(f) < oo entao existe kg que
¢ o minimo dos k € N tal que m* C tj(f) em consegiiencia m™) C mko C tj(f) e
daqui 7(f) > 2 ko > 2 ko —ord(f) + 2.

2. No software SINGULAR pode-se estimar os valores k que sdo poténcias do m no

Teorema [3.2.0.

Exemplo 14. Seja char(K) = 23 ¢ f = y® + 2%* + 2 € K[z,y]] e o cdlculo
mediante o software da resultados como T(f) = 105, ord(f) = 8 e m** C tj(f), onde
23 = deg(z*y?) — 1. Enquanto pelo Teorema a determinagao por contato € 210 e
pelo Teorema a determinagao por contato € 2 -23 — ord(f) + 2 = 40.

Cdlculo do nimero de Milnor e nimero de Tjurina respectivamente

> ring r=23, (x,y),ds;

> poly f=y8+x8y4+123;

> ideal j=jacob(f);

> vdim(std(j));

-1 (isto significa que p(f) = )

> ideal t=ideal(f)+j;

> vdim(std(t));

105 (nimero de tjurina)

> ideal I=mazideal(1)*f+mazideal(2)*jacob(f);

> [=std(]);

> highcorner(l); x22y2
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O reciproco do Teorema [3.2.2] quando K = C é certo.

Teorema 3.2.8. (|GrLoShu07/, 141) Seja f € C[[z]], f(0) = 0 as sequintes enunciados

sao equivalentes.
(a) f tem um ponto critico isolado
(b) f € finitamente determinada pela direita
(c) f € finitamente determinada por contato

Quando char(K) > 0 a prova nao ¢ trivial.

3.3 A volta do Teorema [3.2.2

Uma prova foi dada em |[GrYol2|, considerando, como no caso complexo que
toda aplicagao orbita é separéavel (Proposigao , mas em caracteristica positiva isto
nao é verdade. O mesmo autor fez uma prova deste teorema em |GrPhal9|, como caso
particular de resultados em matrizes coluna de séries de poténcias formais sem fazer uso
da propiedade de separabilidade da aplicacao 6rbita. Nesta secao apresentamos exemplos
de aplicacoes orbitas nao separaveis e desenvolvemos a prova do reciproco do Teorema

[B-2:2] que enunciamos a seguir:
Teorema 3.3.1. Seja f € K|[z]], f # 0, f € m, verifica-se:

1. Se f € k-determinada pela direita entdo m** C m - j(f). Assim em particular

implica que f € uma singularidade isolada.

2. Se f € k-determinada por contato entao m*1 C (fY+m-j(f). Em particular implica

que Ry € uma hipersuperficie com singularidade isolada.

Observagao 3.3.2. ([GrKo90], 344-345) Martin Greuel exibe uma prova do Teorema
usando Teoria de Deformacoes. Uma singularidade de deformacdao de tipo finito é
necessariamente isolada, pois desde que uma singularidade nao isolada f € K[[z]] pode
ser deformada em singularidades de alto nimero arbitrario de Tjurina. O qual seria uma

contradicao.

A prova do Teorema [3.3.1] sera desde o ponto de vista de agdes de grupos

algébricos e o espaco tangente de Zariski.
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Definicao 3.3.3. (|GrPhal§], 762) O espago tangente de Zariski de X em x € X €
T, X :={f: Ox, — K[e] homomorfismo de K-dlgebras: mo f = x,},

onde Ox, € o anel local de X em =z,
Kle] = K[t]/<t2> ={a+be:a,bek, 2 = 0},

m: Kle] = Kle]/(e) =K e x : Ox — Ox/m, = K sdo as aplicagdes candnicas residuais

onde m, € o ideal mazximal de Ox .

Observacao 3.3.4. Sobre o espaco tangente de Zariski a Definicao e a Definicao
sao equivalentes ([Mil05)], 91).

Defini¢ao 3.3.5. ([GrPhal§], 762) Seja G um grupo algébrico definido sobre K, com
elemento neutro e agindo K-algebricamente sobre uma K-variedade algébrica X, firamos

x € X vamos considerar a aplicacdo orbita o e a aplicacdo induzida o7 :
0:G— X, g gz,

Of:oX,z_)OH,efoof(f):foo

1. A aplicagao tangente To : T.G — T, X da aplica¢ao drbita, o, € definida sobre K:

2. Definimos T,(Gz) := im(To : T.G — T, X)

Definicao 3.3.6. ([GrPhal8], 763) Seja K um corpo algebricamente fechado, X uma
K-variedade e G um grupo algébrico sobre K agindo algebricamente em X. Para

xr € X a aplicagio orbita o : G — Gz € chamada separdvel se a aplica¢ao tangente
To:T.G — T,(Gz) é sobrejetora.

Observacgao 3.3.7. Usualmente esta nao é a definicao. Um morfismo f : X — Y de

K-variedades algébricas é chamada separdvel se K(Y') é uma extensao separdvel de K(X).

Observagao 3.3.8. No artigo (|GrYo12], 70) assume que a aplicagao drbita, como na
Definicao € separdvel ainda quando a caracteristica do corpo K seja positiva. Mas

isto nao € certo, como observado em ([GrPhald], 12).
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A continuacdo, vamos enunciar em uma proposicao que se uma aplicacao
orbita é separéavel, as dimensoes da oOrbita em z e a imagem tangente da orbita em =z,
coincidem; além isto é equivalente que a imagem tangente da orbita em x é igual ao
espaco tangente da orbita em .

Enunciamos um lema que descreve a férmula de Taylor em caracteristica
positiva. Damos exemplos de 6rbitas nao separaveis em corpos de caracteristica positiva.
Logo desenvolveremos a prova do Teorema baseada integralmente em |[GrPhal9].

Proposicao 3.3.9. ([GrPhal§/, 763) Seja K um corpo algebricamente fechado, X uma

K-variedade algébrica e G um grupo algébrico sobre K em X. Sao equivalentes:
1. A aplicagao orbita o : G — Gz € separdvel.
2. dimKTx(Gaz) = dim,Gz
3. T,(Gx) = T,(Gx)

FEstas condigoes sao vdlidas em particular quando char(K) =0

O seguinte lema ¢ a Série de Taylor em caracteristica positiva. E importante
para determinar explicitamente a imagem tangente da aplicagao tangente.
Lema 3.3.10 (|GrPhalS|, 763). Seja f(z) = Z oz € K[[z]] e 2 = (21,...,2n)

|| >ord(f)
novas indeterminadas. Entao

ferd=fwr ¥ oal X (2 (0)em

jal>ord(f) 32 <a Nt

onde v < « significa que v; < o, Vi = 1,...,n, (:Z) € Z,Ni = 1,....,n e se
char(K) = p > 0 denotamos para k € Z
0 k
kx* 27 = s pl (3.13)
k(mod p)z®~72", se  pik

Sejam R := Aut(K][[z]]) o grupo pela direita e seja (Idg) € R* o elemento
neutro do grupo R%¥. K := K[z]]* x R o grupo contato e seja (1, Idgy) € K* o

elemento neutro do grupo K®.
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Em ambos casos sem perda de generalidade chamamos o grupo G ou R ou
K e Id o elemento neutro de G*).

A seguinte proposigao calcula explicitamente a cara da imagem tangente.
A demonstragdo é um caso particular do espaco de matrizes M; ; com entradas em KJ[[z]],

feito em caso geral para M, ,, em ([GrPhal§|, 763).

Proposicao 3.3.11. Dada f € K][[z]] e k > 1. Dada a aplica¢io tangente

T.G® — Ty, (G® (),

a imagem tangente é considerada como um subespaco de K[[z]]®), isto ¢ o submddulo

~ . of of
Tjk(f)(R(k)]k(f)) = <m- <8_951’ T 7a—%> + mk+1> /ka’l7 no caso G ="R.

Tjk(f)uc(k)jk(f)) = <<f> +m- <88_xfl’ ,%> —i—mkH) /mk+1,n0 caso G =K.

Demonstracao. A aplicagao 6rbita induzida pela agao algébrica é
o s KB = KW, (1),

(), jx(0)) = Jr(u - o(f))

e a aplicagao orbita induz a aplicacao tangente
Ta,1a K'Y = Ty 5y (KW i ().
Cada elemento de T(y, IdR)IC(k) pode ser representado ([Mil05], 93) pelo par
k(L +e-u), jk(Idr + € )

onde u € K[[z]] e ¢ € Aut(K][[z]]) com ¢(x,) := ¢, € m,Vv = 1,...,n. Fazendo este par

agir em ji(f) temos

Je((M+e-u)-(Idg +€-9)(f)) = jr((1+e-u) - flz+ ep(z))),
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isto pelo Corolario [1.1.21] onde ¢(z) :
f e Kla]l,

I
=
=
=
8
3
Nt

Il
—
s

.., ¢s). Agora como

f= Y e, (3.14)

la|Zord(f)

seja z = € - ¢(x), aplicamos o Lema [3.3.10| & identidade (3.14]) e desde que €2 = 0 temos

flz+2) If(z)Jre'Zagf) By (3.15)

Logo fazendo uso de (3.15]), temos:

(14 ) o+ col)) = fa) + e <u @)+ Z@agf)) (316

assim tomamos a imagem ao par sobre a aplicagao tangente, isto é tomar o k-jato de

(3.16)), portanto

T i (KD G(f)) = (<f> fm <§—f S > +mk+1) e

A prova no caso do grupo algébrico R*) & analoga ao caso de grupo algébrico

contato IC*),

O
Entao, definimos os espacos tangentes da seguinte maneira:

Definicao 3.3.12. Dado f € K[[z]], os submddulos

- 0 0
TRp) = (g 2D
- 0 9,
T =y (g 0,

sao chamadas as imagens tangentes de f na orbita de f sobre a acao de R e K,

respectivamente.

Proposicao 3.3.13. ([GrPhal’/, 7) Com as mesmas notagoes de|3.3.11], dado A € K[[z]],
tem-se

dimG® A = dimG® — dimGY,
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onde fo) denota o estabilizador de A em G,

Exemplo 15. Os exemplos a sequir dao casos onde a imagem tangente estd estritamente

contida no espaco tangente. Isto € que a aplicacao tangente
T.GW = Ty, (GWji(1))-

ndo € sobrejetora e por tanto a aplicagio drbita o® : G — GW . (f) ndo é separdvel,

pela Defini¢ao[3.5.0.

1. Seja char(K) =p >0 ek > p. Seja o grupo pela direita R agindo em K[[z1, ..., z,]]
e seja f = ab 4+ -+ a2, Como j(f) = (pz?"

tangente

,...pxP~YY =0, portanto a imagem

Tiin(R™ji(f)) =m - j(f) = 0.

Notemos que jp(f) = 2§+ -+ e agora consideremos ¢ € R, ¢ = (axy,Ta, ..., Ty)
tal que a # 0 e a? —1 # 0, temos que ¢ - f = ji(f o @) = aPal + b + -+ + aP.

Assim ji(f o @) # j(f), logo {f} nao é um conjunto invariante pela acao dada

por R, logo, como o estabilizador de ji(f): Ry;zf)’ € uma subvariedade fechada

estritamente contida de R, pela Proposicio tem-se dimj, (nR¥ji(f) > 1 e
como a orbita R™ ji(f) € suave ([SaRi03], 121) o espaco tangente da orbita tem a
mesma dimensao, entao dimgT}, (s (R®5(f)) > 1.

Notemos que [ nao € finitamente determinada, pois f ~,. (f o ¢) mas
k(f o @) # ji(f).

2. Consideremos char(K) = 2, seja f = 2>+ v, ord(f) = 2, assim j(f) = (2z,3y?) =

(y*) e como m = (z,y), m* = (22 zy,y?). Temos
m-(f) = (z,9) - (@ +9%) = (@ + 2°, 2" + )
m*-j(f) = (2% 2y y) - () = (@Y 2y’ y)
entao:

m- (f) +m®5(f) = @+ ay® y2® + vt 22y 2yt vty = (2P ya vt ay?),
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notemos que m* € m - (f) +m? - j(f) pois zy* € m- (f) +m*- j(f), assim
m* Cm- (f) +m?-j(f),

(a) logo pelo Teoremal[3.2.3, f € (2-2—ord(f)+2)-determinada (i.e 4-determinada).

(b) A imagem tangente Tr(Kf) = (f) +m - j(f) = (&* +9°) + (w,9) - (") =
(2%, 2y, )

(c)

T .19 4+1 2 2 .3 5
Ty (KW a(f)) = ) +mm]4(+{) tmT (2 wym?é ) +m

(2%, 292, y°) (2? + v, 2y?, y?)

W (@2 gt Py (30, oy, P, 22, oy, o)

= (2%, 2%, wy?, 7 2%y, 2t 2ty 2y wy’ ).
Portanto a dimensio de Tj,pH(KWjs(f)) em K[z]]® = K[z]]/m® tem
dimensao 10. Pode-se verificar com os algoritmos dados em [GrPhal’l).

(d) (JGrPhalS], 766) Usando o SINGULAR, o grupo K™ tem dimensdo 43, o
estabilizador de ju(f) tem dimensio 32 em Aut(K[[z]]))®. Pela Proposicio
a orbita K@j,(f) tem dimensio 11 em Aut(K[[z]])®. E como a

imagem tangente tem dimensao 10 e o espago tangente tem dimensao 11, entao

Tr(Kf) # Ty (Kf)

daqui que a orbita em f nao € separdvel.

Observagao 3.3.14. Se consideramos char(K) = 3 entao

Ty(Kf) = TH(Kf),

assim a aplicacao orbita € separdvel.

Para poder provar o Teorema |3.3.1] vamos enunciar definigoes, resultados
previos como proposicoes e lemas.

Consideramos K um corpo algebricamente fechado de caracteristica
arbitraria. A seguir vamos definir o conjunto de matrizes com entradas K[[z]], definimos
neste conjunto uma relacao de equivaléncia e definimos quando um elemento é finitamente

determinada.
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Definicao 3.3.15. 1. Denotamos como antes R := K[[z]] = K][[x1,...,z,]] com ideal
mazimal m = (xy,...,x,). Denota-se M, := Mat(l,s, R) o conjunto de todas as

matrizes I X s (I linhas, s colunas) com entradas em R.

2. Duas matrizes A, B € M, , sao chamadas de equivalentes direita-esquerda, denotado

por A ~q B, se estio na mesma orbita do grupo direita-esquerda
G = (GL(l,R) x GL(s, R)?) x R,

onde GP € o grupo oposto de um grupo G, isto consiste do mesmo conjunto com a

operagao binaria invertida. Denotamos R := Aut(R). O grupo G age em M,,,, por
com U € GL(l,R),V € GL(s, R), ¢ € Aut(R).

3. Se A= lay(z)] entao ¢(A) = [ay((z))] com ¢(z) = (¢(x1), ..., ¢(xn)).

4. Uma matriz A € M,,,, € chamada G k-determinada se para cada matriz B € M, ,
com B— A€ mFIM,,,, tem-se B ~g A.

5. A € chamada de G finitamente determinada se existe k € N tal que esta seja G

k-determinada.

Defini¢ao 3.3.16. 1. Seja F' € Mat(l, s, P), onde P um anel comutativo Noetheriano,
firamos t € N, denotamos I,(F') o ideal de P gerado pelos menorest x t de F.

2. Seja A um anel e J um ideal de A. Definimos o anulador de J ao conjunto

Anna(J) ={x € A: 2y =0,Vy € J}.

3. Sejam M, N, P trés A-modulos. Uma funcao f : M x N — P é chamada A-
bilinear se para cada x € M fizado, a fungio N — P com y — f(x,y) é A-linear
(homomorfismo de A-mddulos), e para cada y € N fizado, a fungao M — P com
r — f(z,y) € A-linear.

Proposicao 3.3.17. Sejam M, N dois mddulos. Entao existe um par (T, g)
consistindo de um A-mddulo T e uma fun¢ao A-bilinear g : M x N — T com

as sequintes propriedades:
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(a) Dado qualquer A-mddulo P e qualquer funcao A-bilinear f : M x N — P,
existe uma unica funcio A-linear: f T — P tal que f = fog.
(b) Se (T,q) € outro par satisfazendo as propriedades acima, entdo existe um tinico

A-isomorfismo ¢ : T — T tal que = pog.

4. O A-mddulo T da Proposi¢ao [3.3.17 € chamado de produto tensorial de M e N e
serd denotado por M @4 N.

5. Para uma matriz

S
A=[fi,... . fil*=1:| € Mat(l,1,R) (3.17)
Ji
denotamos por
on o
Jac(A) = [81710] = . | €Mat(lnR) (3.18)
Colon o
oxry Oz,
a matriz jacobiana do vetor (f1,...,f;) € R.

Definigao 3.3.18. 1. A imagem tangente estendida TS(GA) é um submddulo de
K|[[z]]' = Mat(l,1, R), definido assim:

TS(GA) = IR + (afi> ‘R,

Oz

onde

I'={fi,.... fi)

¢ o ideal em K[[z]] gerado pelas entradas de A.

of; N
(0%‘) e

¢ 0 R—submddulo de R' gerado pelas colunas de Jac(A).
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2. Uma matriz apresentagao de Ml,l/Tj ¢ a sequinte matriz de dois blocos de Ix (I*+n) :

ofi Ofi 91

Oc.a = | U (3.19)
ofr  0f o0 = = ﬁ
9r, Ors T O, 0 0 . a

onde @ := (ay,...,a) e 0:=(0,...,0) € K.

Enunciamos um resultado que exerce um papel fundamental na conclusao
da Proposicao [3.3.22| e na conclusao do Teorema [3.3.26] é o caso particular do lema a

seguir:

Lema 3.3.19. ([GrPhald], 7) Seja A = [f1,..., fi]' € Mat(l,1,m) tal que | < n
(niimero de linhas menor ao nimero de varidveis). Seja © (g ay a matriz apresentagdo
de M1 /T5(GA), onde TS(GA) € a imagem tangente estendida em A na orbita GA.
Entao

VIA) + T(Tac(A)) = /1i(O(a.a) = \/ Annn(M1/T5(GA)

Em particular temos,
dimK(Mlyl/Tj(GA)) < oo <= dimg(R/([1(A) + I;(Jac(A)))) < oo

Observacgao 3.3.20. Sel =1, o Lema verifica-se de maneira rdapida.

A seguinte proposicao apresenta condigoes equivalentes, necessarias para
que A € m - M, seja G-finitamente determinada, em particular o item &3  Nao
apresentamos a prova pela extensao desta. Esta proposicao é substancial na conclusao da
prova da Proposigao [3.3.22]

Proposigcao 3.3.21. (|GrPhal§], 771) Seja A € m - M;,. Entao A € G-finitamente

determinada se um dos sequintes enunciados equivalentes for vdlido:
1. mIt - M, € Ta(GA) para algum q € N.
2. dimg(m - My, /T4(GA)) == d < oo.
3. dimg(M,,/T5(GA)) :=d, < o.

4. mh M C Tj(GA) para algum h € N.
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A proposicao a seguir, que serd usada na Proposigao [3.3.22] nos permite

criar uma matriz A € Mat(l,1,K]z]) tal que esta seja finitamente determinada.

Proposigao 3.3.22. (|GrPhal9/, 8) Seja R = K][z]] e M;y = Mat(l,1,R) com | < n.
Seja char(K) =p >0 e seja N € NN > 2 e se p > 0 consideremos pt N. Assumamos

que existe ¢;; €Ki =1,...,l ej=1,...,n tal que

1 Cin
[CU] — : c len
ci1 ... Cp
ndo tem nenhum menor mdximo my, ..., m, (determinante de submatrizes de ordem [ x 1)

igual a zero (o qual sempre € possivel se K € infinito ou se K € arbitrdario el = 1). Seja
fi = Cil.Z'{V—F"'—FCmiL'T]LV,Z‘ = 1,...,1.

Entdo a matriz A :=[f1,..., fi]* € G-finitamente determinada.

Demonstracao. Dada a matriz jacobiana de A:

Ncnzz:]lv_l . Nclsxév_l
Jac(A) = : : (3.20)
Nclle[_l . Nclsxiv*1

definimos J = (I1(A)+1;(Jac(A))) o ideal de K[z] gerado por fi, ..., f; e todos os menores
[ x 1 de Jac(A).
Afirmamos que V(J) = {0} em K". Claramente {0} C V(J). Provaremos

a outra inclusao. Sem perda de generalidade, escolhemos um menor de ordem [ x [ de
Jac(A) como

NClll'iV_l Ncllev_l
det : : = (3.21)
Ncllx]lv_l .. Nc”xlN_l
ci1 ... (11

= (Na) =tz h) - det

¢ ... Cy
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logo pela hipotese

C11 Cu
det | + . | F#O0.
¢ ... Cy
Assim dado a = (aq,...,a;, ai41, - . .,a,) € V(J) podemos dizer que pelo menos n — 1 + 1
componentes de a devem ser 0, pois a é zero de todos os produtos a:ﬁ_l . [Eg_l x -:1:?[_1,

onde j; € {1,2,...,n} paratodoi =1,...,l e j; # jr para todo i # k e | < n. Por tanto
sem perda de generalidade assumimos que as dltimas n — k& componentes de a sao zero

para algum k£ € N tal que £k <[ —1, poisn—k>n—1+ 1. Assim:

fila) = cilajlv + cigaév 4+ cz-kaiv.

Consideremos o sistema homogéneo (H) de [ equagoes lineares e k variaveis

Y55 Yk
”
Y+ Cigye + oA iy =0
(H) - - 2191 + C22Y2 +.- ot cuyr =0
| cuyr +aya + . A apyr =0
e como a ¢ também zero de f; ... f; temos que para cada j =1,...,k, y; = aév é solucao

de (H). Além, da escolha dos elementos ¢;;, pela hipotese todos os menores de ordem [ x [
nao sao zeros, portanto existe uma submatriz de ordem k X k tal que o determinante é

nao zero. Assim, tem-se que o sistema (H) admite a solugdo trivial s6. Por tanto a = 0.

Logo como V(J) = 0 = dim(K[z]/J) = 0 e assim
dim(K[[z]}/J - K[[z]]) = 0 = dimx(K[[z]]/J - K[[z]]) < o0,
(JGrLoShu07], 401), segue do Lema [B-3.19]
dimg (M1 /T5(GA)) < o0

e, portanto, pela parte 3. da Proposicao [3.3.21] segue que A é G-finitamente

determinada. O
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A seguir vamos definir um tipo especial de modulo finitamente gerado para

enunciar a semicontinuidade da dimensao (como K-espago vetorial).

Definicao 3.3.23. Seja P = K[t][[z]],z = (x1,...,2,), K um corpo arbitrario e M um
P—mddulo finitamente gerado. Para ty € K = A definimos

M(to) := M ®xkpy (K[]/{t —to)) = M/t — to) - M,

my, = (x1,..., Ty, t —ty) C P.
Observagao 3.3.24. M(ty) = My, /(t —to) - Mm,, -

Proposigao 3.3.25. ([GrPhaldl, 9) Com as notagdes anteriores, para todo o € A, existe

uma vizinhanca aberta U de o tal que para todo ty € U, temos
dimg M (to) < dimg M o)

Por ultimo enunciamos e mostramos o teorema mais importante desta secao,

provando assim, como caso particular o Teorema |3.3.1]

Teorema 3.3.26. ([GrPhal9l, 10) Seja A = [f1,..., i)t € m - M,,, | > 1. Para

1 <l < n assumamos que K € infinito. Entdao os sequintes enunciados sao equivalentes:

1. A é G-finitamente determinada.
2. dimg(Mp1/T5(GA)) :=d, < o0

A condig¢ao de K ser infinito nao € necessario para 2. = 1. Além, se a sequnda condi¢ao
¢ satisfeita entao A é (2d. — ord(A) +2) -G determinada.

Demonstragao. A prova da implicacdo 2. = 1 é provada em (|GrPhal§|, 767) quando
char(K) = p > 0. A implicagdo 1. = 2. é verdade quando char(K) = 0.

Agora suponhamos que char(K) = p > 0 e assumamos que A é G
k—determinada. O caso é relevante nesta disertagao é supor que [ < n.

Pela determinagao finita podemos assumir que A = [fi,..., fi]* é uma
matriz de polinémios.

Seja N € N tal que N > k e p{ N. Agora consideremos B = [g1,...,q]* €
Mat(l,1,m), onde parai=1,...,[,

gi = card + CiQxéV +oeee cmxff
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e ¢;; € K como na construcao na prova da Proposicao | Agora denotemos a matriz
ij

Bi=B+tA=[g+tfi ... g +tfi]* € Mat(l,1,K[t][z]).

d(g1 +tf1) d(g1 +tf1)
81’1 o 81’n
Jac(By) = : :
dg +tfi) ANagi +tf1)
0x; 0x,,

Definamos Q; = I,(B;) + I;(Jac(B;)) como o ideal gerado pelas entradas da
matriz By e I, ( [a—t]) Consideremos
x

J

K] [[z]]
(gr+tf,..,q+th) + L(Jac(By))

M, =

o K[t][[z]]-mo6dulo finitamente gerado.
Entao pela Proposigao [3.3.25 existe uma vizinhanga U C A de 0 tal que
para todo ty € U,

dimKMt(t0> S dmeMt(O),

logo pelo teorema de isomorfismo de médulos temos:

dimy (K[[z]]/ Q) < dimk (K{[z]]/Qo)

e pela Proposicao [3.3.25 dimg (K[[z]]/ Qo) < oc.
Logo pelo Lema [3.3.19) temos que dimK(Ml’l/fgto (GBy,)) < oo. Para
to € U, ty # 0. Desde que By, ~¢ topA ~g A obtemos

dlmK(Ml,l/Tz(GA» = dimK(Ml,l/TEto (GBtO)) < 0.

]

Por tltimo considerando para o grupo G, quando [ = s = 0 (respectivamente
[ = 1,s = 0) na Definigao [3.3.15 agindo em Mat(l,1, R) e aplicando o Teorema |3.3.26

concluimos com o resultado principal de esta subsecao, o Teorema (3.3.1]
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