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Resumo

Este trabalho propoe-se a introduzir a Teoria de Representacao de grupos finitos, apre-
sentando o Lema de Schur e o Teorema de Maschke, dois resultados importantes a teoria.
E ainda trata da decomposicao isotipica de uma representacao e dos caracteres de um
grupo.
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chke, Decomposicao isotipica, Caracteres de um grupo.






Abstract

This work aims to introduce the Theory of Representation of finite groups, presenting
Schur’s Lemma and Maschke’s Theorem, two important results to the theory. It also
deals with the isotopic decomposition of a representation and the characters of a group.
Keywords: Representations of finite groups, Schur’s lemma, Maschke’s theorem, isotopic

decomposition, characters of a group.
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Introducao

Os primeiros artigos sobre representagoes de grupos finitos foram publicados no final do
século XIX por Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), veja [1]. Entre as referéncias de
Frobenius nesses artigos, detacamos o uso, mesmo que implicito, de caracteres de grupos
abelianos finitos e pesquisas sobre algebras de Lie. Como ¢é de se esperar, a teoria de
representacao de grupos finitos encontra aplicacao em algebras de Lie, mas nao se limita
apenas a elas, podendo ser empregada, por exemplo, nos ramos da matematica da teoria
invariante, teoria de Galois, geometria algébrica, teoria dos niimeros e andalise harmonica.
Na época, os trabalhos de Frobenius sobre a teoria de representacao de grupos finitos nao
eram introdutivos, pois requerem, por exemplo, referéncias de trabalhos anteriores dele e
de Richard Dedekind (1831-1916). Entretanto, em 1905, Issai Schur (1875-1941), aluno de
doutorado de Frobenius, formula uma introducao a teoria tomando como alicerce fatos ele-
mentares da algebra linear e, assim, tornando-a acessivel a um publico maior. O objetivo
deste trabalho é apresentar a teoria de representacao de grupos finitos nos fundamentando
em [2-7]. Para tanto, iniciamos o texto com uma breve introdugao sobre teoria de grupos
e algebra linear. No segundo capitulo, abordamos as definigbes de acao de um grupo
sobre um conjunto e de representacao de um grupo finito. Por meio das representacgoes de
grupos finitos, obtemos uma perspectiva excepcional sobre grupos, transferindo e adap-
tando propriedades dos espacos vetoriais aos grupos em questao e, assim, oferecendo a
eles aspectos mais corpulentos e maleaveis. Também apresentamos no segundo capitulo os
conceitos de subrepresentacoes e de subrepresentacoes irredutiveis de uma representacao
e alguns exemplos de representacoes de grupos entre os quais estao destacados a soma
direta de representacoes, a representacao de permutacao e a representacao regular. No
terceiro capitulo, estudamos homomorfismos de representacoes, consolidando o terreno
para a introducao do Lema de Schur e o Teorema de Maschke, resultados que nos auxi-
liam a entender uma representacao como a soma direta de subrepresentagoes irredutiveis
dela, o que compreendemos como a decomposicao isotipica da representacao em questao.
Finalmente, no tultimo capitulo, definimos e analisamos os caracteres de representagoes,
um objeto que nos permite perceber uma representacao de um grupo como vetores da

representacao regular do grupo.






Capitulo 1
Preliminares

O intuito deste capitulo é expor nogoes, conceitos e resultados tanto de teoria de grupos
quanto de algebra linear que sao pertinentes através do texto. Neste capitulo, nos funda-
mentamos em [3, 8H11] e os resultados ndo demonstrados aqui podem ser encontrados em

tais referéncias.

1.1 Grupos

Definicao 1.1. Sejam G um conjunto nao vazio e uma operagao x : G X G — G tal que

(g,h) — g * h. Dizemos que (G,*) € um grupo se
i. A operagdo x é associativa, isto €, que (gxh)xk = g* (hxk), para todos g, h,k € G;
1. Eriste um elemento neutro e € G tal que gxe =ex g =g, para todo g € G;

iii. Existe um elemento inverso g=' € G tal que gxg~' = g~ txg = e, para todo elemento

geq.

Exemplo 1.2. O conjunto (Z,+) € um grupo, pois a soma usual € associativa, o elemento
neutro é 0 e o inverso de x € 7Z é dado por x™' = —x € Z. Os conjuntos (Q,+), (R, +)

e (C,+4) também sao grupos.

Por vezes, denotamos o grupo (G, *) apenas por G e a operacao de dois elementos
g e h de G é expressa por gh deixando subentendida a operacao * em ambos os casos. A

proposicao que segue retine algumas das propriedades imediatas de um grupo.
Proposicao 1.3. Seja G um grupo. Entao

i. O elemento neutro € unico;

1. O 1nverso de cada elemento € unico;

11
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1i. O inverso do inverso de um elemento g € G € o proprio g.

Se a operacao de um grupo G é comutativa, isto é, se gh = hg, para todos

g,h € G, dizemos que G é um grupo abeliano.

Exemplo 1.4. O conjunto (Q*,-) € um grupo abeliano, pois a multiplicagao usual €
associativa, comutativa, o elemento neutro é a unidade e se 3 € Q*, entao (%)_1 = g e Q.

Analogamente, (R*,-) e (C*,-) também sao grupos abelianos.

Temos que (Z,+) é um grupo e também subconjunto do grupo (Q,+) e ambos
compartilham a mesma operagao. Dizemos que Z é subgrupo de QQ e tratamos subgrupos

formalmente na seguinte definicao.

Definicao 1.5. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H

¢ um subgrupo de G se
1. H € um grupo com a operacao de G;
1. H € fechado para a operacao de G, isto €, gh € H, para todos g,h € H.

Exemplo 1.6. O grupo Q* é um subgrupo de R*, ambos com a multiplica¢ao usual como
operacao, uma vez que Q* € um subconjunto nao vazio de R* € um grupo e é fechado para

a multiplicagao.

A proposi¢ao subsequente nos permite identificar subgrupos apenas ao operar

elementos do conjunto em questao.

Proposicao 1.7. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Entao H é

um subgrupo de G se, e somente se, hk=' € H, para todos h,k € H.

A definicao a seguir expoe aplicacoes entre grupos que, por assim dizer, preservam

as operagcoes deles.

Definigao 1.8. Sejam (G, %), (H,-) grupos e f : G — H uma aplicagdo. Dizemos que f

¢ uwm homomorfismo entre os grupos G e H se

flg=h)=f(g)- f(h),
para todos g, h € G.

Podemos nos referir a um homomorfismo entre os grupos G e H apenas por homo-
morfismo de grupos sempre que os grupos G e H estiverem subentendidos. A proposi¢ao

que segue retne algumas propriedades de homomorfismos de grupos.
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Proposicao 1.9. Sejam G, H e K grupos. Sejam também f, : G — H e fo : H - K

homomorfismos de grupos. Entao
i. fi(e) € o elemento neutro de H se e € o elemento neutro de G
ii. filg™") = (fi(9))"" segeG;
1i. A imagem de um subgrupo de G por fi € um subgrupo de H;
iv. A composicao fao fi: G — K € um homomorfismo de grupos.

Homomorfismos bijetores de grupos desempenham um papel relevante na teoria
de grupos, uma vez que acabam por revelar grupos “idéenticos”, isto é, um homomorfismo
bijetor de grupos, além de preservar as operacoes dos grupos, também gera uma corres-
pondéncia biunivoca entre os elementos de ambos de forma a nao haver necessidade em

distinguirmos um grupo do outro.

Definicao 1.10. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Dizemos que f é um

isomorfismo de grupos se f ¢ bijetor.

Se existe um isomorfismo entre dois grupos G e H dizemos que G e H sao iso-

morfos como grupos e denotamos G ~ H.

Exemplo 1.11. Os grupos (R%,-) e (R,+) sao isomorfos. De fato, seja f : R% — R tal

*

%, vale

que f(x) = In(x), entao, para todo x,y € R

i. f éum homomorfismo de grupos, pois
flay) = In(xy) = In(x) + In(y) = f(2) + fy);
ii. [ € injetora, pois se f(z) = f(y), temos que
In(zy™") = In(z) — In(y) = f(z) - f(y) =0,
0 que implica que © = y.

1i. f € sobrejetora, pois se z € R, temos que

Relagbes de equivaléncia e classes de equivaléncia (veja [9, se¢ao I11-1.2.]) assu-
mem notavel importancia na teoria de grupos e a seguir abordamos algumas que sao

relevantes para este texto.
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Proposicao 1.12. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e g,h € G. A relagcao ~

sobre G dada por g ~ h se, e somente se, gh~* € H é uma relagcdio de equivaléncia.

Note que a classe de equivaléncia [k] = {g € G|g ~ k} induzida pela relagao da
Proposigao pode ser escrita como Hk = {hk|h € H}. Com efeito,

k| ={g€Glg~k}={geGlgk '€ H} ={ge€ G|3h € H: g =hk} = Hk.

Dizemos que a classe de equivaléncia Hk é a classe lateral (ou coclasse) de k a direita de
H em G.

De modo anélogo, a relacao ~ sobre G definida por g =~ k se, e somente se, g~k €
H também ¢é uma relagao de equivaléncia e a classe de equivaléncia kH = {kh|h € H} é
dita classe lateral (ou coclasse) de k a esquerda de H em G.

A relacao de equivaléncia introduzida na préxima proposicao e as classes de equi-

valéncia induzidas por ela sao fundamentais para o quarto capitulo deste trabalho.

Proposigao 1.13. Sejam G um grupo e g,h € G. A relagao = em G dada por g = h se,

e somente se, emiste k € G tal que g = khk™' € uma relacdo de equivaléncia.

De acordo com a Proposicao dizemos que g e h sao elementos conjugados
se ¢ ® h. Mais ainda, a classe de equivaléncia [g] = {h € G|g = h} é dita classe de
conjugacao de G.

1.2 Espacos vetoriais

Definigao 1.14. Sejam (V,+) um grupo abeliano, K um corpo e - : K x V. — V uma
operagao dita produto por escalar. Dizemos que V € um espaco vetorial sobre K se, para

todos u,v € V e a,b € K, o produto por escalar satisfaz
i. a(v+u) = av + au;
ii. (a+ b)v = av + bv;
iii. (ab)v = a(bv);
w. lv =wv.

Intuitivamente os elementos do espaco vetorial V' e do corpo K sao chamados de
vetores e escalares, respectivamente, e o vetor neutro de V', denotado por 0, é dito vetor

nulo.
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Exemplo 1.15. O grupo abeliando (R,+) é um espago vetorial sobre R com a multi-
plicacao de R como produto por escalar, pois a multiplicacao € associativa e distributiva
em relagdo a soma. Analogamente, (C,4) € um espago vetorial sobre R e sobre C com a

multiplicagao de C como produto por escalar.

Exemplo 1.16. O conjunto R* = {(z1,z2)|x; € R} é um espaco vetorial sobre R com a
soma e produto por escalar usuais, isto é, a soma é (x1,x2) + (y1,Y2) = (X1 + Y1, T2 + y2)
e o produto por escalar € a(xy,x9) = (axy,axy), para a,x1,T2,y1,y2 € R. De fato, para

todos a,b, xq,x2,Y1,Ys, 21, 22 € R, temos que:

1. A soma de vetores € associativa, pois

(1, 9) + (Y1, 92)) + (21, 22) = (1 4+ Y1, 22+ Y2) + (21, 22)

(

(21 + 1 + 21,02 + Y2 + 22)
= (21,%2) + (Y1 + 21, Y2 + 22)

(21, 2) + (Y1, 92) + (21, 22));

i. O vetor nulo de R* € (0,0);
iii. Se (x1,72) € R%, entdo seu inverso é dado por (—xy, —x3) € R?;
iv. A soma de vetores € comutativa, pois
(21, 22) + (Y1, 92) = (01 +y1, 22 +12) = (Y1 + 21,92 + 22) = (Y1, 42) + (21, 12);
v. O produto por escalar € distributivo a esquerda em relagdo a soma de vetores,

a((z1, ) + (y1,92)) = alxy +y1,x2 + y2) = (ax1 + ayi, axs + ays)
= (axy1,ax2) + (ay1,ays) = a(x1, x2) + aly1, y2);

vi. O produto por escalar € distributivo a direta em relagao a soma de escalares,

(a+0b)(x1,22) = ((a+b)xy, (a+b)zs) = (axy + by, axs + bxs)

= a(xy,z2) + b(xy, z2);

vii. (ab)(x1,x2) = ((ab)zy, (ab)xs) = (a(bxy), a(bxs)) = a(bxy, bxrs) = a(b(xy, x2));

vigi. 1(x1, 1) = (lay, 1zg) = (21, x2).

Note que ao definirmos R" = {(z1, -+ ,z,)|z; € R}, onde n € N, obtemos um
espaco vetorial sobre R e podemos provar isso com um argumento analogo ao usado no
Exemplo [I.16, O mesmo vale para C" = {(z1,--- ,z,)|z; € C}, mas aqui C" pode ser
um espago vetorial tanto sobre R quanto sobre C. Como é de se esperar, podemos definir

uma subestrutura para espacos vetoriais como segue.
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Definicao 1.17. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo K e W um subconjunto nao
vazio de V. Dizemos que W € um subespaco vetorial de V se W € fechado tanto para a

soma quanto para o produto por escalar.

Em outras palavras, a Definicao afirma que W é um subespago vetorial de
V' se, para todos u,v € W e a € K, temos que av +u € W.

Exemplo 1.18. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. O espago vetorial V' € um
subespago dele mesmo, pois av +u € V, para todos u,v € V e a € K. O conjunto {0}
¢ um subespago de V', pois a0 + 0 € {0}, para todo a € K. Dizemos que {0} é o espago

vetorial nulo.

Note que, se V' é um espaco vetorial sobre um corpo K e W é um subespaco de
V', como av +u € W, para todos u,v € W e a € K, ao tomarmos a = —1 extraimos que
u—ov € W, ou seja, W é um subgrupo abeliano de V. Mais ainda, os quatro itens da
Definigao valem, em particular, para todos os vetores de W. Portanto, W é também

um espaco vetorial sobre o corpo K.

1.3 Base e Dimensao

Quaisquer vetores de um espaco vetorial podem ser determinados a partir de um conjunto
de determinados vetores e, nesta se¢ao, embora o conceito de dimensao de um espago ve-
torial nao tenha sido propriamente introduzido, buscamos entender tais vetores de espacos

vetoriais de dimensao finita.

Definicao 1.19. Sejam V' um espago wvetorial sobre um corpo K e v,--- v, € V.
Dizemos que v € V € a combinacao linear dos vetores vy,--- ,v, se existem escalares

ar, -+, a, € K tais que v ="> . | a;v;.

Se existem vetores vy,---,v, € V tais que todo vetor de V pode ser escrito
como combinacao linear desses vetores, dizemos que os vetores vy, - - - , v, geram o espaco
vetorial V. A préxima definicdo nos auxilia a encontrar a menor lista possivel de vetores

de um espaco vetorial que o geram.

Definicao 1.20. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e vy,--- v, € V. Dize-
mos que os vetores vy, - -+ , v, sao linearmente independentes (LI) se a equagao
n
> aw; =0 (1.1)
i=1
implicar que todos ay--- ,a, € K sao nulos. Dizemos que vq,--- ,v, sao linearmente

dependentes (LD) se ezistem ay--- ,a, € K, nao todos nulos, tais que a equa¢ao

vale.
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Exemplo 1.21. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. O vetor nulo de V é LD,
pois o produto por escalar entre o vetor nulo e qualquer escalar € o vetor nulo. Qualquer

v € V diferente do vetor nulo é LI, pois av = 0 se, e somente se, a = 0.

Exemplo 1.22. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K gerado pelos vetores nao
nulos vy e vy e seja v3 = vy + vo. Os trés vetores sao LD, pois vi + vy —vs = 0. Agora,
se vy = avy, para algum a € K, entao os vetores vy e vy sao LD, pois vy — avy = 0.
Finalmente, se vi # avq, para todo a € K, entdo vy e vy sao LI, pois, se assumirmos que
eles sao LD, temos que existem aq,as € K nao todos nulos tais que a1vq + asve = 0. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que ay # 0 e, assim, obtemos que vy = —Z—va,

uma contradicao.

O Exemplo[1.22) mostra que dois vetores v; e vy de um espago vetorial sobre K sdo
LD se, e somente se, existe um escalar a tal que v; = avy. Se tal escalar existe, dizemos
que v1 e vy sao paralelos. Note que v; e vy sao LI se, e somente se, nao existe a € K tal

que v1 = avs.

Definicao 1.23. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo qualquer e vy,--- v, € V.

Dizemos que {vy,--- ,v,} € uma base de V se vy, -+ v, sio LI e geram V.

Exemplo 1.24. Seja V' o espaco vetorial dado no Exemplo . O conjunto {vy, vy} €

base de V' se, e somente se, v| # avsy, para todo a € K.

A proposicao abaixo infere que uma base de um espacgo vetorial V' é o maior

conjunto de vetores LI de V' e o menor conjunto de vetores geradores de V.

Proposicao 1.25. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K e B = {vy,-++ ,v,}

um base de V. Entao BU {v} é LD, qualquer que seja v € V.

Demonstra¢ao. Sejam a € K um escalar nao nulo e v = 0, entao

a0+ Ov; = ad = 0.
i=1
Logo, B U {0} é um conjunto LD. Agora, se v # 0, existem aq,---,a, € K tais que
v =73, au;, porque B é base. Logo B U {v} é LD, pois

v — i a;v; = 0.
i=1
O

A Proposigao [1.25| garante que todas as bases de um espago vetorial possuem o

mesmo numero de vetores. A definicao abaixo trata de identificar esse nimero.
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Definicao 1.26. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Dizemos que a dimensao

de V' € o nimero de vetores em uma base de V' e a denotamos por dimg (V).

Na Definicao se corpo K esta subentendido, podemos denotar a dimensao
de V' por dim(V) e convencionamos que dimg({0}) = 0, pois o espago vetorial {0} nao

possui uma base.

Exemplo 1.27. Seja R? o espaco vetorial do Exemplo . Os wvetores (1,0) e (0,1)
formam uma base de V', pois: (ai,as) = a1(1,0) + a2(0,1) = (0,0) se, e somente se,
a; = ay = 0; e qualquer vetor (z1,z2) € R? € tal que x1(1,0) + 25(0,1), isto é, (1,0) e
(0,1) geram V. Portanto, dim(R?) = 2.

1.4 Aplicacoes Lineares

Abaixo, assim como fizemos para grupos, definimos um morfismo entre espacgos vetoriais.
Tal aplicacao nao preserva apenas a soma de vetores, mas preserva também o produto

por escalar dos espacos vetoriais envolvidos.

Definigao 1.28. Sejam V' e W espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K e f:V — W
uma aplicagao. Dizemos que f € uma aplicacao linear entre os espagos vetoriais Ve W

se flav+u) =af(v)+ f(u), para todos u,v € V e a € K.

Analogamente aos homomorfismos de grupos, podemos nos referir a uma
aplicacao entre os espacos V' e W apenas por aplicacao linear sempre que os espagos
vetoriais V' e W estiverem implicitos. Note que, se f : V — W é uma aplicagao linear,

entdo f é um homomorfismo entre os grupos (V,+) e (W, +) e, assim, f(0) = 0.

Exemplo 1.29. Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K e B = {vy,--- ,v,}
uma base de V. Se f:V — W € tal que

f(i ai%) = i aif(vi), (1.2)

i=1 i=1
para todos ay, - -+ ,a, € K, entao f ¢ uma aplicacao linear. Com efeito, como, para todos
u,v € V, podemos escrever v ="y av; euw =y .  bv;, temos que

n

fv+u) = f()\ Zi: a;v; + i bivi> = f(Z()\ai + bi)vi> = Zn:()\ai +b;) f(v;)

= )\iaif(vi) + ibiﬂvi) = )‘f(iaivi) + f(ibivi) = Af(v) + f(u).

Ou seja, com a equagdo , basta identificar os valores de f em uma base de V' que

sabemos o valor de f em qualquer vetor de V.



1.4. APLICACOES LINEARES 19

Exemplo 1.30. Seja f:V — W um aplicacao linear entre os espagos vetoriais V e W,
ambos sobre o corpo K. O nicleo ker(f) = {v € V|f(v) =0} é um subespago de V', pois,
para todos vy, ve € ker(f) e a € K, temos que f(avy +v2) = af(v1) + f(v2) = 0, ou seja,
avy + vy € ker(f). A imagem f(V') € um subespaco de W, pois, para todos wy,wy € f(V),

existem uy, uy tais que f(uy) = wy e f(ug) = weq, assim, para todo a € K, vale

awy +wy = af(uy) + fluz) = flauy +us) € f(V).

A partir de qualquer conjunto de vetores LI de um espaco vetorial V', podemos

obter uma base de V' como garante a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.31. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K.

Qualquer conjunto de vetores LI de V pode ser completado de modo a formar uma base

de V.

Observe que, como o Exemplo indica, se v é um vetor nao nulo de um espaco
vetorial V', entao v é LI e a Proposicao [1.31] garante que podemos obter uma base de V'
através desse vetor.

O teorema que segue relaciona as dimensoes do dominio, imagem e nicleo de
uma aplicacao linear qualquer e, por conta disso, recebe o nome de Teorema do Ntcleo e

Imagem.

Teorema 1.32 (Nucleo e Imagem). Seja f : V. — W wma aplicagao linear entre os

espacos vetoriais Ve W, ambos sobre K. Entao
dim(ker(f)) + dim(f(V)) = dim(V).

Do mesmo modo que isomorfismos de grupos se mostram tteis a teoria de grupos,
é de se esperar que aplicacoes lineares bijetoras também o sejam. A seguir, definimos tais

aplicagoes.

Definicao 1.33. Seja f : V. — W uma aplicagao linear. Dizemos que f € um isomorfismo

de espacos vetoriais se f € bijetora.

Se existe um isomorfismo entre os espacos vetoriais V e W, dizemos que V e W
sao espacos vetoriais isomorfos. Podemos identificar se dois espagos vetoriais sao isomorfos

mais facilmente com os seguinte resultados.

Proposicao 1.34. Sejam V e W espacgos vetoriais de dimensao n ambos sobre um corpo

Kef:V —W uma aplicagao linear. Entao, sao equivalentes:

i ker(f) = {0}7
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f € injetora;

a 1magem de qualquer base de V' por f é uma base de W ;

w f € sobrejetora.

Demonstragao. Sejam B = {vy,--- ,v,} uma base de V e u,v € V. Entao

0.

190

w.

Assumindo que ker(f) = {0}, se f(v) = f(u), entdo f(v —w) = f(v) — f(w) =0,

ou seja, v — w € ker(f), assim v = w. Portanto, f é injetora;

Assumindo que f é injetora, os vetores f(vq),--- , f(v,) s@o LI, uma vez que
F0)=0=3aifw) = /(D awi)
i=1 i=1

implica que >, a;v; =0 e, como B é base de V, a; = 0, para todo i € {1,--- ,n}.
Agora, como dim(W) = n, temos que {f(v1), -, f(v,)} é base de W. Portanto, a

imagem de qualquer base de V' por f é uma base de W,

Assumindo que a imagem de qualquer base de V por f é uma base de W, entéao,
para todo w € W podemos escrever w = Y, a;f(v;) = f(O_1, a;v;). Portanto, f

¢é sobrejetora;

Assumindo que f é sobrejetora, entdao dim(f(V)) = dim(W) = dim(V) e o Teo-
rema do Nucleo e Imagem garante que dim(ker(f)) = 0 e, portanto, ker(f) = {0}.
Portanto, ker(f) = {0}.

O

Como a Proposigao [1.34] indica, para que dois espagos vetoriais sejam isomorfos,

basta que ambos possuam a mesma dimensao. A reciproca também é verdadeira como

podemos ver a seguir.

Proposicao 1.35. Sejam V' e W espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Se V e W

s@o isomorfos como espagos vetoriais, entdo dim(V') = dim(W).

Demonstragao. Sejam f : 'V — W o isomorfismo entre V' e W. Como f(0) = 0 e f

é, em particular, injetora, ker(f) = {0}. Logo, o Teorema do Nucleo e Imagem nos
garante que dim(f(V)) = dim(V) e, como f é um isomorfismo de espagos vetoriais,
dim(W) = dim(f(V)). Portanto, dim(W) = dim(V). O

Abaixo, tratamos dos subespacos vetoriais que estao contidos neles mesmos

através de alguma aplicacao linear f: V — V.
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Definicao 1.36. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K, W um subespaco vetorial

deV e f:V — V uma aplicagao linear. Dizemos que W € invariante por f se f(W) C W.

Exemplo 1.37. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K e {vy,vs} uma base de
V. Seja também f :V — V tal que f(vy) = vy e f(ve) = vyi. O subespaco W, gerado
por vy, € um subespaco invariante de V' por f, pois, para todo w € W, existe um escalar

a € K tal que w = avy e, portanto,

f(w) = f(avi) = af(vi) = avi € W.

Note que o subespaco vetorial U gerado por vy mao € um subespaco invariante de V' por
f, pois vy € U, mas f(vy) = v, ¢ U.

Vetores como o vetor v; do Exemplo ganham destaque em algebra linear
como autovetores. Notamos que um autovetor v de uma aplicacao linear f : V' — V é um
vetor nao nulo de V' tal que f(v) = av, para algum escalar a € K. Dizemos que a é um

autovalor de v.

1.5 Soma Direta de Espacos Vetoriais

A proxima definicao introduz os conceitos de soma direta de espagos vetoriais e soma

direta interna de subespacos vetoriais.
Definicao 1.38. Sejam V' um espaco vetorial e U e W subespacos de V. Dizemos que
i. U W ={(u,w)|lu € Uyw e W} € a soma direta dos espagos vetoriais U e W,

ii. 'V é a soma direta interna de U e W se: UNW = {0}; e, para todo v € V, existem
uelU eweW tais que v =u+ w;

As duas proposigoes que seguem expoem a razao de apresentarmos as definicoes de
soma direta e soma direta interna juntas. Antes, note que, analogamente ao Exemplo[1.16]
onde R? = R@R, a soma direta de U e W é também um espaco vetorial ao considerarmos

a soma de vetores e o produto por escalar usadas no exemplo.

Proposicao 1.39. Sejam U e W espacos vetoriais e U & W. Entao existem U; e Wy
subespacos de U D W, tais que Uy e W sao isomorfos a U e W, respectivamente, e, ainda,

UadW € a soma direta interna de U; e W.

Proposigcao 1.40. Sejam V um espago vetorial e U e W subespacos de V. Se V € a

soma direta interna de U e W, entao V' € isomorfo a U & W.
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As proposigoes e garantem que a soma direta e a soma direta interna
sao, essencialmente, a mesma estrutura proposta de diferentes formas. Agora, sejam V'
um espago vetorial sobre um corpo K e U e W subespagos de V. Dizemos que W é um
complemento de U em V se V' é soma direta W e U. Nos referimos também a U e W

como subespagos complementares de V.

Proposicao 1.41. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo K e U um subespaco de

V. Entao existe um subespaco W de V tal que W é um complemento de U em V.

Dizemos que uma aplicacao f : V — V tal que f2 = f é uma aplicacao idem-
potente. Podemos usar aplicagoes lineares idempotentes para encontrar complementos de

subespagcos vetoriais, como vemos na seguinte proposicao.

Proposicao 1.42. Sejam V um espago vetorial e f : 'V — V uma aplicacdo linear tal
que f2 = f. EntioV = ker(f)® f(V).

1.6 Traco e Produto Interno

Nesta secao, quando nos referimos genericamente a um espago vetorial nos referimos a
um espaco vetorial sobre C de dimensao finita. O conjunto das aplicacoes bijetoras de um
conjunto X a ele mesmo, denotado por S(X), é um grupo com a composi¢ao de fungoes
como operacao e possui um papel relevante na definicao de acgoes no préximo capitulo.
Fora isso, se V' é um espaco vetorial, entao o espaco vetorial de todos os isomorfismos de
V' a ele mesmo, denotado por GL(V'), é um subgrupo de S(V') que, por sua vez, é funda-
mental para a teoria de representacao por estar presente na definicao de representacao de
grupos. Em vista disso, dedicamos atencao a eles nos seguintes paragrafos.

Se V' é um espaco vetorial cuja dimensao é n, uma importante caracteristica do
grupo G L(V') reside no fato de ser isomorfo a G L,[C], o grupo das matrizes nxn inversiveis
com o produto de matrizes como operacao. Antes de validarmos esse isomorfismo entre

espagos vetoriais, vejamos um pouco mais da teoria que o embasa.

Definigao 1.43. Sejam V' um espago vetorial de dimensao n com base B = {vy,...,v,}
e M,[C] o espaco vetorial das matrizes n X n com entradas complezas. Seja também

f:V =V a aplicagao linear definida por
flv) =Y Ay,
i=1

para todo v; € B. Dizemos que a matriz de M,[C| que tem como entradas os escalares

A;; € a matriz de f em relagdo a base B e a denotamos por [f]p.
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Como f é uma aplicacao linear de V, ela é totalmente determinada ao atribuirmos
valores para cada vetor da base B, isto é, sabemos determinar o vetor f(v), para todo

v € V. De fato, seja v € V tal que v = Z? 1 a;v; com a; € C, entao

n

f(v) = f(i%”j) = é%’f@j) = é%‘ éAiﬂ)i => (éAija])'Ui-

=1
A proposicao que segue é o primeiro passo que damos para provar que ha um

isomorfismo de grupos entre GL(V') e GL,[C].

Proposicao 1.44. Sejam V um espaco vetorial e f € GL(V). Entdo [f]|p € inversivel.

Demonstracao. Sejam dim(V) =ne f:V — V um isomorfismo tal que

F;) = aivr.
=1

Por ser um isomorfismo, f leva base em base e, assim, By = {f(v1),..., f(v,)} é uma
base de V', mais precisamente, 2?21 bjf(v;) = 0 se, e somente se, b; = 0, para todo

j €{1,--- ,n}. Ou seja, o sistema de equagoes

> i bjay =0

> i1 bjan; = 0

admite apenas a solucao trivial e, portanto, [f]p é inversivel. O

Com isso esbocamos uma fungao que leva aplicagoes de GL(V) a matrizes do
grupo GL,[C], a proposi¢ao a seguir exprime com mais rigor essa funcao e com ele esta-

belece o isomorfismo entre os grupos.

Proposicao 1.45. Seja V' um espago vetorial de dimensao n com base B = {vq,...,v,}.
A fungio F : GL(V) — GL,[C|, dada por F(f) = [f|g, onde [f]p € a matriz de f em

relagao a base B, € linear e um isomorfismo de grupos.

Demonstracao. Nosso objetivo é provar que F' ¢ linear, bijetora e um homomorfismo de
grupos. Primeiramente, considere A, A;;, B;; € C,ondei,j € {1,--- ,n}, e f1, fo € GL(V)

tais que
filv) =D Ayvi e falv) =) Byws, (1.3)
=1 =1

entao

n

Afi+ fo) () = Mfi(vy) + folv;) = A D Agvi+ > Bijvi = Y (Mg + By,

=1 =1 =1
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ou seja, as entradas de [\f; + fao] g sdo AA;; + B;;, por definicao. Por outro lado, a soma
A fils + [f2] B €, entrada a entrada, AA;; + B;;. Dal, A[fi]s + [f2]s = [M 1+ fo] B, uma vez

que sao matrizes iguais em todas as entradas. Portanto F' é linear, pois

AF(fi) + F(f2) = Al + [fels = Mo+ fols = F(AML + f2).

Agora, se F' nao é injetora, entdo existem f1, fo € GL(V) tais que fi # fae F(f1) = F(f2),
assim

F(fi— f2) = F(fi) — F(f2) = 0.
Dai F(f1— f2) é a matriz identicamente nula, mas a Proposicao[1.44] garante que F/(f1— f2)

é inversivel, uma contradi¢ao. Logo F' é injetora. Para verificar que F' é sobrejetora, seja
M € GL,|C] com entradas a;j. Considere f:V — V tal que

f(v) = Z%‘vz‘a

para todos os vetores de B, e

f(i ai”i) = i i f(vs),

para todos aq, -+, a, € C, temos que f é uma aplicacao linear pelo Exemplo [1.29) e que
M = [f]B, por definigao. Os vetores f(v;) sdo linearmente independentes. De fato, para

todos fy,---, B, € C, temos que

Zﬁjf(vj) =0 Zﬁjzaijw =0
J=1 j=1 i=1
= Z <Z@jazj)vz‘ =0,
=1 j=1

como B ¢é base de V, temos que

> i1 B = 0

> i Bian; =0

e, porque, M é uma matriz inversivel, temos que §; = 0, para j € {1,---,n}. Entao
By ={f(v1),..., f(vs), } é uma base de V e, assim, f é bijetora, ja que leva base em base.
Em outras palavras, f € GL(V). Concluimos que, para toda matriz M € GL,[C], existe
uma f € GL(V) tal que F(f) = M e, portanto, F' é sobrejetora. Finalmente, sejam
f1. f2 € GL(V) como na equacao (1.3)). Note que

(frofo)(vj) = filfalvy)) = fl(ZBijk> =Y Bihi(o) =) By Y Awvi
k=1 k=1 k=1 =1
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= z": (i AikBk:j>Ui
=1 k=1

ou seja, as entradas de [fi o fo]p sdo Ci; = > _, A By, por definicdo. Por outro lado,
as entradas do produto das matrizes [fi]p e [f2]p sd0 também C;;. Logo, vale a igualdade

[f1 0 folg = [f1]lf2] 5. Portanto, F' é um homomorfismo de grupos, pois

F(fio fa) = [fio fo]s = [filslfolB = F(f1)F(f2)
O

A Proposicao [1.45] garante que os grupos GL(V) e GL,[C] sdo essencialmente o
mesmo grupo. A seguir vemos um modo de relacionar duas matrizes de M, [C] que acaba

por ampliar nosso conhecimento sobre aplicagoes lineares de espagos vetoriais.

Definigao 1.46. Sejam P e Q) duas matrizes de M,[C]. Dizemos que P é semelhante a
Q se existe uma matriz M € GL,[C] tal que P = MQM .

A semelhanga de matrizes da Definicao [1.46] é uma relacao de equivaléncia, pois,
para P,Q,S € M,[C], vale

i. Se Id € GL,[C] é a matriz identidade, entdao P = IdPId, ou seja, P é semelhante

a ele mesmo;

ii. Se P é semelhante a Q, existe M € GL,[C] tal que P = MQM™!, assim Q =
M~1PM, ou seja, Q é semelhante a P; e

iii. Se P é semelhante a () e () é semelhante a S, existem M, N € GL,[C] tais que
P=MQMte@Q=NSN! assim

P=MQM*=MNSN Mt =MNSMN)™*,
ou seja, P é semelhante a S.

A matriz de uma aplicagao linear f : V. — V em relagao a uma base B do
espaco vetorial V' é semelhante a matriz de f em relagao a qualquer outra base de V,
veja [11], segao 3.4]. O traco de uma matriz é essencial para definirmos o caracter de uma

representacao e, portanto, introduzimos seu conceito propriamente a seguir.

Definicao 1.47. Sejam B uma base de um espaco vetorial V e f -V — V uma aplicacao
linear. Dizemos que a soma das entradas da diagonal da matriz [f]p € o trago de f e o

denotamos por Tr(f).
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Em outras palavras, se dim(V') = n e a;; s@o as entradas da matriz [f]z, entao

n

TI'(f) = Z (077D

i=1
Note que, como a soma de matrizes é linear, entao o trago é também linear. Mais ainda,

o traco de f: V — V independe da base, pois, se P e () sao matrizes com entradas a;; e
b

ij, Tespectivamente, temos que

i. O traco da matriz PQ ¢ igual ao traco da matriz QQ P, pois

Tr(PQ) = Zn: zn: aijbji = Zn: 2”: bjiai; = Tr(QP);

i=1 j=1 j=1 i=1
1. Se P é inversivel, entao

Tr(PQP™) Tr(P'PQ) = Tr(Q);

iii. Sejam B e C bases de V. Como [f]p e [f]c s@o semelhantes, existe uma matriz M
tal que [f]p = M[f]cM !, assim

Tr([f]) = Te(M[f]leM ™) = Tr([flc)-

Portanto, o traco de qualquer aplicagao linear f : V' — V independe das bases de V.
Agora, sejam V' é um espaco vetorial de dimensao n e U e W subespacos de V
tais que U é complemento de W em V. Considere as aplicacoes lineares f; : U — U e
fo: W — W. Como, para todo v € V, existem u € U e w € W tais que v = u + w, temos
que ao definirmos f: V — V por f(v) = f(u+w) = fi(u) + fo(w), obtemos que f é uma
aplicacao linear e que U e W sao invariantes por f. Mais ainda, como o trago é linear,

temos que

Te([f]) = Te([f2 + fao]) = Te([A2]) + Tr([fa])-

Ainda visando caracteres de uma representacao, definimos abaixo o conceito de produto

interno de espacos vetoriais.

Definigao 1.48. Sejam V um espago vetorial e (-,-) : V x V — C uma aplicag¢ao tal que

(v,u) — (v,u). Dizemos que (-,-) € um produto interno de V' se
i. (Av,u) = Xv,u), para todos u,v € V e X € C;

it. (V4 u,w) = (v,w) + (u,w), para todos u,v,w € V;

iti. (v,u) = (u,v), para todos u,v € V;
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. (v,v) >0 para todo v € V e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.

Note que, para que uma aplicacao satisfaca os primeiros dois itens da De-
finicao[L.48] basta que (A\v+u, w) = A{v, w)+ (u, w), para todos u,v,w € V e X € C, pois:
tomando u = v obtemos o primeiro item; e tomando A = 1 obtemos o segundo item. Se
V' é um espaco vetorial com produto interno, dizemos que dois vetores sao ortogonais em
V' se o produto interno entre os dois vetores é igual a zero. Destacamos também que se
u,v € V sao vetores nao nulos e ortogonais, entao, para quaisquer a,b € K, se av+bu = 0,

vale
0= (0,v) = (av + bu,v) = a(v,v) + b{u,v) = a(v,v)

e, assim, como v é um vetor nao nulo, temos que a = 0. De modo andlogo, b = 0 e,

consequentemente, v e u sao LI.

Proposicao 1.49. Sejam V um espaco vetorial, v € V um vetor nao nulo e W um

subespago de V. Se (v,w) =0, para todo w € W, entao v ¢ W.

Demonstragao. Seja B' = {wy, -+ , Wy, Wni1, -+ ,w,} a base ortogonal de V' tal que
B ={wy, - ,wy,} é base de W. Existem a; € C, com i € {1,--- ,n}, tais que
n
vV = Zazwz
i=1
Por hipétese, (v,w;) =0, para j € {1,--- ,m}, assim

0= (v,w;) = O amwi,wy) = aiwi, wy) = a;(w;, w;)
=1 =1

e, como w; ¢ um vetor nao nulo, temos que a; = 0. Portanto, v nao ¢ gerado pela base
B, isto é, v ¢ W. ]






Capitulo 2
Representacoes de Grupos Finitos

Adiante, a menos que expressa atribuicao de outros valores, todo grupo é finito e os espacos
vetoriais sao todos sobre o corpo dos complexos e possuem dimensao finita. Comecamos
a primeira se¢ao deste capitulo com a definicao de agao de um grupo sobre um corpo e
a definigdo de representagoes de grupos finitos encontradas em [3], mas com a linguagem
mais préxima de [4], e sdo seguidas de exemplos entre os quais destacamos a soma direta de
representacoes, representacao de permutacao e a representacao regular. Outros conceitos
apresentados neste capitulo sao os de subrepresentacoes e de subrepresentacoes irredutiveis
de uma representacao, que sao fundamentais para entendermos as representacoes em si,

como verificamos no terceiro capitulo.

2.1 Representacao de Grupos finitos

Definicao 2.1. Seja G um grupo e X um conjunto. Uma agao de G sobre X pode ser

definida das sequintes maneiras:

i. Uma agdo ¢ de G sobre X € uma aplicagao ¢ : G x X — X, com (g, ) = p,(x),
que, para quaisquer g,h € G e x € X, satisfaz p.(v) = x e pg(x) = (40 ¢n)(x);

it. Seja S(X) o grupo das aplicagcoes bijetoras com a composi¢ao de fung¢oes como
operagao. Dizemos que a aplicagao p : G — S(X) € uma acao de G sobre X se é

um homomorfismo de grupos. Denotamos p(g) = py: X — X.
Neste caso, dizemos que G age sobre X.

Os itens da Definicao sao equivalentes, ou seja, a partir de qualquer um
dos dois, podemos extrair o outro. Com efeito, assumindo o primeiro item e definindo

p:G— S(X) por p, = ¢,, temos que p é um homomorfismo de grupos, pois

Pgh = Pgh = Pg © Ph = Pg O Ph-

29
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Perceba também que p, é bijetora, para qualquer g € G, porque possui inversa pg_1 = pPg-1,
isto é,

(g © pg=1)() = pgg=1(x) = pe(x) = pe(x) = .
Logo, a aplicacao p é uma acao de G sobre X como no segundo item da Defini¢ao [2.1]
Agora, assumindo o item . e definindo ¢ : G x X — X por ¢4(x) = py(x), para todos
g € Gexe X, obtemos que

Pg © Phn = Pg © Ph = Pgh = Pgh

e pe(r) = pe(x) = x, uma vez que p é um homomorfismo de grupos, portanto ¢ é uma
acao como no item 4..

Abaixo, vemos a definicao de representacoes de grupos que, em linhas gerais, é
uma agao de um grupo G sobre um espago vetorial V' cuja imagem esté contida em GL(V),
o grupo dos isomorfismos de espacos vetoriais de V' a ele mesmo no qual consideramos a

composi¢ao de aplicacoes como operagao.

Definigao 2.2 (Representagao de um grupo). Sejam G um grupo e V. um espago vetorial.
Dizemos que V' € uma representacao do grupo G se existe um homomorfismo de grupos
p:G— GL(V). Denotamos p(g) = p,.

Dizemos que o homomorfismo de grupos p : G — GL(V) estd associado ao
espaco vetorial V' e vice-versa e, por vezes, nos referimos apenas ao espago vetorial V'
ou ao homomorfismo de grupos p para indicar a representacao de um grupo. Abaixo

tratamos de alguns exemplos de representagoes.

Exemplo 2.3. Sejam G um grupo e V um espago vetorial. Ao definirmos p : G — GL(V)
como py, = Idy, onde Idy € a identidade de GL(V'), obtemos que p € uma representagao
de G. De fato, para g, h € G, vale

Pgh = Idv = ]dv Oldv = Pg © Ph-
Se dim(V') = n, dizemos que esta € representacdo trivial de dimensao n.

Exemplo 2.4. Seja S, o grupo de permutacao de ordem n e V um espago vetorial.
Obtemos um representagdo p : S, — GL(V) de S, ao definirmos p, = 0(g)Idy onde
1 se g € par
—1 se g é impar
De fato, como
1 se gh € par

—1  se gh € impar
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1 se g e h tém mesma paridade

—1 se g e h tém diferentes paridades
1 se d(g) =

- 5(h)
-1 sed(g) #d(h)

e, para g, h € G, vale
Pgh = (5(gh>ldv = (5(9)(5(h)]dv o ]dv = 5(9)]61‘/ e} (5(h)]dv = Pg © Ph-
Essa representacao é chamada de representacao por sinal de S, .

Exemplo 2.5. Sejam V uma representacao de um grupo G associada ao homomorfismo
de grupos p: G — GL(V') e H um subgrupo de G. Temos que V' é uma representagdio de
H ao a associarmos ao homomorfismo de grupos o = p|ly. De fato, para h,k € H, temos

que
Ohk = Phk = Ph © Pr = Op O Ok.

Como GL,[C], o grupo das matrizes n X n inversiveis com entradas complexas,
¢ isomorfo ao grupo GL(V') quando dim(V') = n, podemos o identificar como o contra-

dominio da representagao p, o que por vezes acaba por simplificar nossos raciocinios.
Exemplo 2.6. Seja H = (h) o grupo ciclico de ordem n gerado por h. Ao definirmos
p: H — GL(C) como ppm = e%, obtemos uma representacao 1-dimensional de H, pois,
para a,b € Z, a aplicacao p satisfaz

2(a+b)mi 2ami  2bmi
ph“hb = ph(a+b) = e n = e n e n = phaphb'

Exemplo 2.7. Seja G = {e, g} o grupo ciclico de ordem 2. Ao definirmos p : G — G Lo[C]

10 1 0
€: e:
Pe= 10 1 Pr= g 4

obtemos uma representacao de G em C?, porque pey = py = pepy € 08 demais casos seque

como

de modo andlogo. Dizemos que C* é uma representacio 2-dimensional de G. Note que, ao
identificarmos G L |C] por GL(C?), o homomorfismo de grupos p € tal que p.(z,y) = (z,y)
e py(w,y) = (v, —y), para (z,y) € C.

Exemplo 2.8. Seja D,, = {r,s|r" = s*> = (sr)* = e} o grupo diedral do poligono reqular
de n > 3 lados, veja (5, capitulo 4. Obtemos uma representacao de D, ao associarmos
C? a aplicagao p : D,, — GLy[C] definida por

2

2mm )

n

- cos( —sen(22m)
cos(Z=m)

sen( -
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o]
S
_O _1_
1 o] 2mmy 2mm
TN cos(<T™)  —sen(=™)
0 —1] |[sen(¥Z2)  cos(*)

Primeiramente, note que, para k,l € Z, temos

-COS(%) —sen(2ZE) | | cos(2
) cos() | [sen(

.

PrepPrt =

3

) —sen@)]
)

) cos(*E

sen(

27 (k+1) ) _sen ( 27r(:+l) )]

(
Sen(27r(k+l)) Cos(zw(z—i-l))

e assim verificamos
cos(Z)  —sen (22 10
(pr)n:pr":[ (Z) (")]Zl ]Zpe-

Ademais, (ps)? = pe e

ooy = | [<—>) —Sengjf)] [1 o]
(

_ cos(2) sen(%“)] [cos(%’r) —sen %)]
[ —sen(5F) cos(3F) ] [sen(TF)  cos(3F)
_ cos(0) sen(O)] _
sen(0) cos(0)

Logo, p(Dy) = {pr, ps|(pr)" = (ps)* = (pspr)? = pe}, ou seja, p(Dy,) € 0 mesmo grupo que
D,,. Sejam g,h € D, tais que g = s*r', h = sPr?, para k,p € {0,1} e l,q € Z, sabemos

k
Dt = 1 0 cos(*2)  —sen(%) .
. 0 -1 sen(Z)  cos(2L) o

s e ps(p.)t = (p,)"!ps. Portanto, para k = p =1, temos

que

l

srl =7t

Pgh = Psrlsra = Psgr—lra = Pr—l+tq = Pr—1Pra = Psps(Pr)_l(Pr)q = ps(pr)lps<p7”)q
= PsPriPsPra = PsriPsra = PgPh-

O caso em que k = 0 e p = 1 seque andlogo, o caso em que k = p = 0 estd foi compreendido

acima e é andlogo ao caso em que k=1 ep=0.



2.2. SUBREPRESENTACOES 33
2.2 Subrepresentacoes

Assim como no caso de subespacos vetoriais e subgrupos é de se esperar que uma estrutura

similar apareca para representacoes, a definicao a seguir trata exatamente deste topico.

Definicao 2.9. Sejam V wuma representacao de um grupo G e W um subespago de V.

Dizemos que W € uma subrepresentacao de V' se, para todo g € G, temos p,(W) C W.

Em outras palavras, W é uma subrepresentacao de V' se W é um subespaco
invariante de V' por todos os isomorfismos p.

Uma subrepresentagao ¢ também uma representacao. De fato, sejam V' uma
representacao de GG associada ao homomorfismo de grupos p e W uma subrepresentagao
de V. Ao tomarmos o : G — GL(W) como o, = py|w, para todo g € G, temos que o é

um homomorfismo de grupos, isto é, para g, h € G, vale

Ogh = pgh’W = pg’W © Ph|W = 040 Op.
Portanto, W é uma representacao de GG associada ao homomorfismo de grupos o.

Exemplo 2.10. A representacao V- de um grupo G é uma subrepresentacao dela mesma,
porque py(V) C V', para todo g € G. Fora essa, nos referirmos a todas as outras subre-
presentacoes de V' por subrepresentacoes proprias de V. O subespaco vetorial nulo de V
também € uma subrepresentacao de V', porque é invariante por qualquer aplicagao linear,
ou seja, py({0}) = {0}, para todo g € G. Nos referimos a subrepresentagao {0} por

subrepresentacao nula de V.

Exemplo 2.11. Seja V' a representagio trivial G dada no Exemplo[2.3. Como, para todo
g € G, pg = Idy, temos que qualquer subespaco W de V' é uma subrepresentagao de V.

De fato, para todos g € G e w € W, vale
pg(w) = Idy(w) =w e W.
Exemplo 2.12. Seja V' uma representacao de um grupo G. Ao definirmos
W ={veV|p,(v) =v, para todo g € G},

o subespaco gerado pelos vetores invariantes por p,, para todo g € G, temos que W € uma
subrepresentacao de V. Note que W € um subespaco de V', pois, para v,w € W e X € C,
vale

(A0 +w) = Apg(v) + pg(w) = Av+w € W,

jd que py € linear para qualquer g € G. Além disso, py|w = Idw e, como no Exemplo

W € uma subrepresentacao de V.
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Exemplo 2.13. Seja V' a representacao de G = {e, g} como no Ezxemplo . Os su-
bespagos W = {(w,0) € C*|w € C} e U = {(0,u) € C*|u € C} sdo subrepresentacies de

V, entretanto o subespago S = {(s,s) € C?|s € C} ndo é uma subrepresentagdo. De fato,

. O subespaco W é uma subrepresentacao de V, pois
w 1 0f |w w w 1 0 w w
Pe = = cWe Pg = = S
0 0 110 0 0 0 —1(10 0
logo p,(W) =W, qualquer que seja o g € G;
1. O subespaco U é uma subrepresentacao de V, pois
O (1 0] 0] |0 of (1 0 fjof 1|0
ul o 1] |ul  |u ul o =1 [u| |-u
logo py(U) = U, qualquer que seja g € G
1. O subespaco S nao € uma subrepresentacdao de V, pois
s 1 0 S S
pu— pu— S,

Se V' é uma representacao de um grupo G cuja dimensao é igual a 1, a Unica

Pe e U ep, e,

ou seja, py(S) € S.

subrepresentacao préopria de V' é a subrepresentacao nula, porque os tinicos subespacos de
V' sao o proprio V' e o subespago nulo que por sua vez sao subrepresentacoes de V' como
exposto no Exemplo[2.10 As representacoes que possuem apenas a subrepresentacao nula

como subrepresentacao prépria sao destacadas na seguinte defini¢ao.

Definicao 2.14. Seja V' uma representacao de um grupo G. A representacdo V € dita

irredutivel se a unica subrepresentacao propria de V é a subrepresentacao nula.

Exemplo 2.15. Como jd discutido, se V' € uma representagdo tal que dim(V') = 1, entdo

V' € irredutivel.

Exemplo 2.16. Seja V' a representacao trivial de G dada no Ezemplo[2.3. As subrepre-
sentacoes de V' que possuem dimensao iqual 1 sao as unicas subrepresentacoes irredutiveis
de V', pois se uma subrepresentacao U de V' tem dimensao maior ou igual a dois, qualquer

subespaco de U de dimensao 1 é também uma subrepresentagao de U.

Exemplo 2.17. A representacio C* de D,, como no Ezemplo ¢ irredutivel, pois Ssu-
pormos o contrdrio significa que existe uma subrepresentacio W de C? de dimensdo 1.

Entao, para todos w € W e g € D,,, vale que py(w) = Aw para algum A\, € C, em outras
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palavras, todo vetor de W é autovetor de py, para todo g € D,,. Mas a iltima afirmagao

¢ uma contradigcao, pois os dois autovetores de p. nao sao autovetores, por exemplo, de

pr, veja
1 0] [1] _ 1] y -cos(%”) _ cos(%) —sen(3) 1
0 1] (0] [0 | sen(3X) sen(2)  cos(32) | |0
1 0] [o] _ 0] y -—sen(%’r) _ cos(%) —sen(%ﬂ)_ 0
0 1) (1] |1 | cos(3X) sen(2)  cos(3X) | |1 .

Portanto a unica subrepresentacio de V' é a subrepresentacao nula.

Exemplo 2.18. A representa¢ao {0} de um grupo G ndo € irredutivel, porque sequer

possui subrepresentacoes proprias.

2.3 Soma direta de Representacoes

Uma nogao necessaria, em especial para o Teorema de Maschke, é a soma direta de re-
presentacoes e a abordamos nesta secao. Sejam U e W representacoes de um grupo G
associadas aos homomorfismos de grupos p: G — GL(U) e 0 : G — GL(W), respectiva-
mente e consideramos U @& W, a soma direta dos espagos vetoriais U e W. Para g, h € G,

uwelUeweW, ao definirmos p: G — GL(U & W) por py(u, w) = (pg(u), o4(w)), vale

pgn(u,w) = (pgn(u),ogn(w))
= (g 0 pn(u), 09 0 o (w))
= pg(pn(u), on(w))
= (pg o pn)(u,w),

ou seja, p ¢ um homomorfismo e, portanto, U & W ¢é uma representacao de G associada

ao homomorfismo de grupos p. Isso nos conduz a seguinte definicao.

Definicao 2.19. Sejam U e W representagoes de um grupo G associadas aos homo-
morfismos de grupos p e o, respectivamente. Sejam também g € G, u € U ew € W.
Dizemos que a representagao U & W associada a aplicagdo p : G — GL(U @ W) tal que

pg(u, w) = (pg(u), o4(w)) € a soma direta das representagoes U e W.

Exemplo 2.20. Seja L a representagdo trivial de um grupo G tal que dim(L) = 1. Seja
também o o homomorfismo de grupos associado a L. Ao tomarmos p: G — GL(L & L)
tal que py(x,y) = (04(x),04(y)) = (z,y) obtemos exatamente a representagao trivial de G
de dimensdo 2. Analogamente, a representacao trivial V' de dimensao n € a representacao

trivial L somada n vezes.
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Agora, analogamente a soma direta interna de subespacos vetoriais, definimos a

soma direta interna de subrepresentacoes de um representacao a seguir.

Definicao 2.21. Sejam V' uma representacao de G e U e W subrepresentacoes de V.
Dizemos que V' € a soma direta interna das subrepresentacoes U e W se V € a soma

direta interna dos subespacos vetoriais U e W.

Observacao 2.22. Se V' é a soma direta interna das subrepresentacoes U e W como na
Definigao [2.21] e p, 1 e o sao, respectivamente, os homomorfismos de grupos associados
aV,U eW tais que pglu = p1g € pglw = 04, para todo g € G. Como, para todo v € V,

evistem u € U e w € W tais que v = u + w, podemos escrever, para todo g € G,

pg(”) = pg(“ + w) = pg(u) + pg(w) = Ng(u> + Ug(w>~

Adiantamos que a soma direta de representacoes e a soma direta interna de
subrepresentagoes sao equivalentes, tal qual suas andlogas no caso de algebra linear, mas
demonstramos esse fato apenas no terceiro capitulo onde apresentamos isomorfismos de
representacoes. Entretanto, ressaltamos que, diferentemente da soma direta de espagos
vetoriais, encontrar o “complementar” de uma subrepresentacao nao se da de forma trivial,
porque um subespaco complementar nao é necessariamente uma subrepresentacao como

podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 2.23. Sejam, como no Exemplo U = {(0,u) € C*|u € C} a subrepre-
sentagdo de C* e S = {(s,s) € C?|s € C} o subespago de C*. Perceba que S nio é uma

subrepresentacdo de V', mesmo sendo um subespaco complementar de U em C2.

2.4 Representacoes de Permutacao

Nesta secao apresentamos dois exemplos de representacoes de grupos que devido a re-
levancia que assumem através deste texto ganham destaque como definigoes. Primeira-
mente, consideramos X um conjunto finito e V(X) = {v : X — C}, o espago vetorial das
aplicagoes de X a C com soma de vetores dada por (v + w)(z) = v(x) + w(x) e produto

por escalar dado por (A\v)(x) = Av(x).

Definigao 2.24. Seja ¢ : G — S(X) uma agdo de G sobre um conjunto X finito.
Dizemos que V(X)) é a representagao de permutacao de G correspondente a agdo ¢ quando
associada a aplicacao p : G — GL(V (X)) tal que py(v) = vopy-1, para todo g € G e todo
ve V(X).

Observagao 2.25. V(X) ¢ uma representa¢io de G, porque, para todos g,h € G e

v e V(X), a aplicagao p € um homomorfismo de grupos como seque

pgn(v) = wvo Q(gh)-1 = VO Q-14-1) = V O (pp-10 gpgq) =(voyp-1)o0 Qg1
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= pn(v) 0 g1 = (pg o pu)(v).
Agora, buscando entender o nome dado a essa representacao, consideramos
vy X — C

1 sex=y

0 sex#y.

O conjunto B = {v, € V(X) |z € X} é uma base de V(X). Com efeito, os vetores v, sdo

y— v(y) =

linearmente independentes, pois, para A\, € C, temos que
> Av(y) =0 & Auy(y) =0 & A, =0,

para todo y € X, ou seja, B é um conjunto de vetores LI e como, para qualquer v € V(X),
podemos escrever

v = Z v(x) vy, (2.1)

rzeX
vemos que V(X)) é gerado por B e, portanto, B é base. A representacao de permutacao
V(X) de G permuta os elementos v, de B através de p,, para todo g € G, isto é,
Pg(Vz) = Uy, (z). De fato, para todos g € G e x,y € X, vale
1, sex=p,1(y)

Pg(V2)(Y) = va(pg-1(y)) =
0, sex#p,1(y)

B 1, segy(z)=y
0, sey(r)#y
= Vg, () (Y)-

Chamaremos a base B de base de permutagao de V(X). Se |X| é a cardinalidade do
conjunto X, concluimos que dim(V (X)) = |X|, uma vez que esse é o nimero de vetores

da base de permutacao.

Defini¢ao 2.26. Seja G um grupo. Dizemos que V(G) € a representacao regular de G
se V(G) € a representagao de permutacao de G correspondente d agao ¢ : G — S(G)
definida por p4(h) = gh, para g,h € G. Denotamos a representa¢ao regular por Vieg.

Resumindo, a representacao regular de G é uma representacao de permutacao
cujo conjunto no qual G age é o préprio GG. Note que, se p é o homomorfismo de grupos

associado a V., e h € G, temos que

ph(vg) = Vypn(g) = Uhg (2.2)

para vy na base de permutacao de V4.
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Exemplo 2.27. Sejam G = {e, g} um grupo, V., a representa¢dio regular de G' associada
ao homomorfismo de grupo p e B = {v.,v,} a base de permutagao de V,ey. O conjunto

By = {ve + vy, v. — vy} € uma base de V4, assim p, aplicada nos vetores de By
Pg(Ve 1+ 1g) = pg(ve) + pg(vy) = vy + Ve = ve + v,

e, analogamente, py(ve —vy) = —(ve +v,). Logo, a matriz de p, em relagdo a base By €

_10
Pg_o_l-

Jd a matriz de p. em relagdo o base By é a matriz identidade de C*. Portanto, a repre-

sentacio C? exibida no Exemplo ¢ a representagao reqular de G = {e, g}.

Exemplo 2.28. Sejam H um subgrupo do grupo G e ¢ : G — S(G/H) uma agdo de G
sobre G/H, o conjunto das coclasses a esquerda de H em G, onde p,(kH) = (gk)H, para
todos g,k € G.

Se H =G, entao kH = G, para todo k € G, assim G/H ~ {e}. Entdo a base de
permutacio B = {v.} tem apenas um elemento, assim dimV(G/H) = 1. Logo V(G/H),
a representacao de permutacao de G correspondente a acdao @, € a representacao trivial
do Ezemplo POis

(pg (V) (KH) = v(py-1(kH)) = v((g~" k) H) = v(kH),

para todos v € V(G/H) e g,k € G.
Se H é um subgrupo de Z(G) = {z € G|zy = yx, para todo y € G}, entio a
representagao de permutacio V(G/H) € a representacao trivial, pois, para todos v €

V(G/H) e h,k € H, temos que
(00 (o)) (KH) = o(pnes (KH)) = (b K H) = o(kh™ H) = (k).

Exemplo 2.29. Sejam ¢ : G — S(X) uma a¢ao do grupo G sobre o conjunto finito X e
V =V(X) a representacao de permutacao de G correspondente a a¢ao ¢. Seja também
V=1 cxVs €V, onde B = {v;} . € a base de permutagio de V. Entao py(v) = v,
para todo g € G, como podemos ver a sequir
pg(v) = /)g(Z Uz) = 0g(Va) =Y V)= D Upyw) = U
reX reX reX pg(z)eX

Consequentemente, o subespaco U gerado por v é uma subrepresentacao de V', pois aca-
bamos de mostrar que p,(U) C U, para todo g € G.

Tomando W = {3 x aovs | Y ,cx @z = 0} obtemos wma subrepresentagdio de
V. De fato, seja w € W tal que w =) byv, com b, € C, entdo

pg(w) = pg(Z bwi) = Z bapy(ve) = Z baVpy(2) = Z CyVy,

zeX zeX zeX yeX
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onde y = py(x) € ¢y = Cy,(2) = b, para todo x € X. Como

o= Yo
yeX zeX
temos que py(w) € W, para quaisquer g € G e w € W.
A representacao V € a soma direta interna das subrepresentacoes U e W, pois

ses e WNU, entao s € W, ou seja, existem a, € C, para todo x € X, tais que

s:Zaxvx e Zac,;:()

reX zeX

e, como s € U,

s:)\v:)\va.

zeX

O que implica que X = a,, para todo x € X, assim

0= a,=>» A=|X[)

zeX zeX

onde | X| € a cardinalidade do conjunto X, mas isso implica que A = 0, ou seja, s = 0
e, portanto, mostramos que W NU = {0}. Agora, sejamy € X eY = X — {y}. Sejam
também v, = (vy —v,) € W, para todo x € Y, ev =) v, € U. Esses vetores sdo

linearmente independentes, porque, para a, € C com x € X, vale

0 = ayv+ Z%Ux

zeY

e, porque B € a base de permutacdo de V', temos que (a, — a,) = 0, para todo x € Y, e

Y wex @z =0, logo
0= Zax = Zay = |X|ay.

zeX zeX
Portanto, a, = 0, para todo x € X, e podemos concluir que {u, € Wz € X, x # y}U{v}
¢ uma base de V' por possuir dim(V') = | X| vetores. Finalmente, V € a soma direta interna

de U e W como afirmamos acima.






Capitulo 3
Homomorfismos de Representacoes

Na primeira secao deste capitulo apresentamos os homomorfismos de representagoes, uma
estrutura que 1til para o entendimento de algumas semelhancas entre representagoes de
um mesmo grupo e que é alicerce tanto para o Lema de Schur quanto para o Teorema
de Maschke. O Lema de Schur, resultado central da segunda secao, mostra que todos
os homomorfismos de representacoes que existem entre uma representacao irredutivel e
ela mesma é um multiplo da identidade. Ja na terceira secao, objetivamos o Teorema de
Maschke que afirma que para toda subrepresentacao U de uma representacao V existe
outra subrepresentacao W tal que V é a soma direta de U e W e tratamos o teorema
tomando a abordagem estabelecida em [3, 6], [7]. Finalizamos o capitulo com a se¢ao de
decomposigao de representacoes regulares, onde comecamos a entender as representagoes

de grupos através de suas subrepresentacoes irredutiveis.

3.1 Homomorfismos de representacoes

Definicao 3.1. Sejam U e W representacoes de um grupo G associados aos homomor-
fismos de grupos j1: G — GL(V) e 0 : G — GL(W), respectivamente. Dizemos que uma
aplicagao linear v : U — W ¢ um homomorfismo de representacoes se 1) o yy = 0401,

para todo g € G. Se 1) é também bijetora, 1 € dito isomorfismo de representacoes.

Em outros termos, v : U — W é um homomorfismo de representacoes se o

diagrama subsequente comuta para todos os elementos do grupo

Uy

al It

w2 W

Se existe um isomorfismo de representacoes ¢ : U — W, dizemos que as representagoes U

e W sao isomorfas e denotamos U = W. Observamos também que, U e W serem espagos

41
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vetoriais isomorfos é uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente para que U e W sejam

representacoes isomorfas.

Exemplo 3.2. Seja V' a representagio trivial de um grupo G apresentada no Exemplo[2.3.
Toda aplicacao linear 1 : V — V' é um homomorfismo de representacoes. De fato, para
todos g e G ev eV,
U(pg(v)) = ¥(v) = pg(th(v)).

Mais ainda, temos que, se U e W sao subrepresentacoes de V' que possuem dimensoes
wguais, entao U = W. De fato, U e W sao isomorfos como espacos vetoriais, seja
entao ¢ : U — W um isomorfismo de espacos vetoriais entre eles. Sejam p e o o0s
homomorfismos de grupos associados a U e W, respectivamente. Para todo g € G, temos

que
P(hg(u) = p(u) = g4(p(u)).

Logo p é um isomorfismo de representacoes e, portanto, U e W sao isomorfos.

Exemplo 3.3. Seja C* a representacio de G = {e, g} introduzida no Ezemplo . Os
tinicos homomorfismos 1 : C* — C? sao dados por ¥(x,y) = (Mx, \ay), onde A\, Ay € C.
De fato, seja A = [¢|p a matriz de ¢ em relagio a uma base B = {(1,0),(0,1)} de C?

tal que
a b
c d|’

para a,b,c,d € C. Como queremos que 1 seja wm homomorfismo de representacoes,

A—

tomamos Apy, = pgA, assim

a —b
c —d

Logo b =c =0 e, portanto, A € diagonal. Note que a matriz A € exatamente a matriz de

a b

Pg = Pg e —_d

[Y]p se tomarmos a = A\ e d = A,.

Exemplo 3.4. Seja C? a representacio de G = {e, g} como no Ezemplo e considere
as subrepresentagoes W = {(w,0) € C*|w e C} e U = {(0,u) € C*|u € C} do Ezem-
plo . Sejam também p, o e p os homomorfismos de grupos associados a C?, W e
U, respectivamente, e lembramos que, para todo v = wi + uy € V', podemos escrever
pg(w1 +u1) = pg(ur) + og(wy), onde wy € W euy € U. Sep: U — W é um homomor-
fismo de representagoes qualquer de U a W, ao tomarmos 1) : C* — C? como ¢|y = ¢ e

Ylw = 0 obtemos um homomorfismo da representagio C* a ela mesma, veja

(Yopg)(wr+u) = P(og(wr)) + P(pg(ur)) =0+ @(pg(wr)) = (¥ (wi)) + pg(ep(ur))
= oy(V(w1)) + pe((ur)) = pg((wi) + ¥(u1)) = (pg 0 V) (w1 + wy).
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Perceba que, como (U) C W, entdo para cada vetor (0,y) € U, eziste (z,0) € W tal que
¥(0,y) = (x,0). O Ezemplo garante que Y(x,y) = (Mx, \ay) e, consequentemente,
Y e p sao identicamente nulos. Portanto, nao existem isomorfismos de representagoes

entre U e W, isto €, U e W nao sao isomorfos.

Perceba que no Exemplo mesmo que as representacoes U e W possuam a
mesma dimensao, ou seja, mesmo que elas sejam isomorfas como espacos vetoriais, elas

nao sao isomorfas como representagoes.

Exemplo 3.5. Seja C? a representacao de D,, como no Exemplo . A matriz de todo

homomorfismo de representagdo ¢ : C* — C? ¢

A0
W)]c: [O )\],

para A € C. De fato, como no exemplo anterior obtemos que [¢], € diagonal por conta

C

de ps. Além disso, temos

Arcos(3) - —Xysen ()

Apsen(Z)  Agcos(

Arcos(E) - —Xgpsen ()

n
21

P g Arsen(=™) - Apcos(

2w m) 27 m)
e assim Ay = Mo.
Agora que introduzimos propriamente o conceito de isomorfismo entre repre-

sentagoes, estamos aptos a demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.6. Seja U & W a soma direta das representacoes U e W de G. Fxis-
tem Uy e W1 subrepresentacoes de U & W tais que: Uy e Wi sao isomorfas a U e W,

respectivamente; e U & W é a soma direta interna das subrepresentacoes Uy e Wi.

Demonstracao. Sejam p, e o os homomorfismos de grupos associados a U@ W, U e W,
onde, por definicao, p,(u, w) = (py4(u), o4,(w)), para todo g € G. Considere o subespaco
Uy de U @ WV tal que

Uy ={(u,0) e U W|ueU},

temos que U; é uma subrepresentacao de U @ W, pois, para todo (u,0) € Uy, temos que
pg(u,0) = (py(u),0) € Uy. Mais ainda, considerando ¢ : Uy — U dado por ¥ (u,0) = u,

temos que v é linear, pois
1/1()\(u1, 0) + <UQ, 0)) = @/)(/\ul + Ug, 0) = )\u1 + Uy = )\¢(U1, 0) + ¢(U2, 0),

para todos uj,us € U e A € C. Se (u,0) € ker(¢)), entdo u = 0, ou seja, ker(¢)) = {0} e a
Proposicao garante que v é uma aplicacao bijetora. Finalmente, ¢ é um isomorfismo

de representacoes, pois

(1 0 pglu ) (u, 0) = (pg(u),0) = pg(u) = p1g(¥(u,0)) = (pg 0 Y)(u).
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Logo, U; e U sao representacoes isomorfas. Analogamente, conjecturamos que
Wy ={0,w) eUdW|we W}

é uma subrepresentacao de U @ W isomorfo a representacao W. Ademais, Uy NW; = {0}
e, todo (u,w) € U & W pode ser escrito como (u,w) = (u,0) + (0, w) e, portanto, U & W

¢ a soma direta interna das subrepresentacoes U; e Wj. O

Em outras palavras, se U & W é a soma direta de representacoes U e W, entao
U ® W pode ser vista como soma direta interna de subrepresentacoes isomorfas a U e W.
Vale também a reciproca, isto é, a soma direta interna de subrepresentacoes U e W de
uma representacao V' de GG pode ser identificada como a soma direta das representacoes

U e W e a verificamos com a proposicao que segue.

Proposicao 3.7. Sejam V' uma representacao de G e U e W subrepresentagoes de V.
Se V' é a soma direta interna das subrepresentacoes U e W, entao V € isomorfa a soma

direta das representacoes U e W.
Demonstragao. Seja ¢ : U @ W — V uma aplicagao dada por ¢(u,w) = u + w. A
aplicagao 1 é linear, pois, para (uy,wy), (ug, we) € UG W e A € C, temos que
(M ug,wr) + (ug,we)) = (Aug + ug, Awy + wy)

= )\u1+u2+)\w1+w2

= )\(ul + QU1) + (UQ + w2)

= M(u1,wr) + P (ug, ws).
Fora isso, se (u1,w;) € ker(¢), entao

ur +wy = Y(ug, wy) =0,

o que implica que u; = —w; € W. Como U NW = {0}, por hipdtese, temos que
(u1,wq) = (0,0). Logo, ker(¢)) = {0} e a Proposicao [1.34] garante que ¢ é um isomorfismo
de espacos vetoriais. Agora, sejam v, u, o e p os homomorfismos de grupos associados as
representacoes V., U, W e U @& W, respectivamente. Lembramos que, para todos g € G,
ue Uewe W, a Observacao garante que

vo(u+w) = pg(u) + og(w)
e, pela definicao de soma direta de representagoes, temos que
pg(u, w) = (pg(u), og(w)).
Finalmente, 1 é um isomorfismo de representacoes, pois
(¢ 0 pg) (1, w) = P(pg(u), og(w)) = pg(u) + og(w) = vg(u+w) = (vg 0 ) (u, w).

Portanto, U & W e V sao representagoes isomorfas. ]
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Como ja observado, as proposicoes [3.6] e [3.7] nos permitem perceber a soma direta
de representagoes e a soma direta interna de subrepresentagoes como o mesmo objeto.

Fora isso, note que as proposicoes e sao corolarios das proposicoes e 3.7

respectivamente.

Exemplo 3.8. Seja C* a representagio de G = {e, g} introduzida no Ezemplo e
considere as subrepresentacoes U e W do FExemplo . A representacao C? de G € a
soma direta das representacoes U e W, uma vez que C? é a soma direta dos espacos

vetoriais U e W.

3.2 Lema de Schur

Comecamos esta secao apresentando alguns resultados que sao pertinentes a demonstracao
do Lema da Schur. O lema subsequente afirma que a imagem e o nicleo de um homo-
morfismo de representagoes sao subrepresentacoes, respectivamente, do contradominio e

do dominio do homomorfismo de representacoes.

Lema 3.9. Seja ¢ : V. — W um homomorfismo de representagoes. Entdo (V') é uma

subrepresentacdo de W e ker(v) é uma subrepresentagdao de V.

Demonstracdao. Sejam p e o os homomorfismos de grupos associados a V' e W, respec-
tivamente. Afirmar que ¥ (V') é uma subrepresentagdo de W é o mesmo que afirmar
o4(¥(v)) C(V), para todos g € G e v € V, e é exatamente isso que a igualdade abaixo
implica

aq(1(v)) = (pg(v)) € V(V),

O nicleo ker(y) é uma subrepresentagao de V', pois py(ker(y)) C ker(¢), para todo
g € G. Com efeito, para v € ker(1), vale

U(pg(v)) = a4(¥(v)) = 04(0) = 0,
e assim p,(v) € ker(¢). O

Vale notar que um homomorfismo de representacoes ainda é uma aplicacao linear
e, portanto, preserva as propriedades da Proposicao [1.34 Entretanto, para verificar a
harmonia entre as teorias, vejamos um resultado similar em que usamos o que vimos até

aqui.

Proposicao 3.10. Sejam V e W representagoes de G e ) : V. — W um homomorfismo

de representacoes. Entao ker(i) = {0} se, e somente se, 1 € injetora.
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Demonstra¢ao. Sejam p e o0 os homomorfismos de grupos associados a V' e W, respecti-

vamente. Suponhamos que v,u € V sdo tais que ¥ (v) = ¢(u). Entao

(¥ 0 pg)(v) = (0 0 P)(v) = (04 0 Y)(u) = (¥ 0 py)(w),

0= (0 pg)(v) = (Y0 pg) (1) =1 (pg(v) — py(u)),

e, assumindo ker(y)) = {0}, py(v) = py(u). A aplicacdo p, é bijetora, implicando v = w.

Portanto, ¢ é injetora. Reciprocamente, seja v € ker(v)), isto é, 1)(v) = 0, temos que

(¥ 0 pg)(v) = (04 0P)(v) = 74(0) = O,

como ¥ (0) = 0 e estamos supondo que ¥ é injetora, p,(v) = 0. A aplicagao p, é bijetora,

implicando que v = 0. Concluimos que ker(¢)) = {0}. O

Através do lema subsequente vemos como os homomorfismos entre representacoes

irredutiveis se comportam.

Lema 3.11. Seja ¢ : V. — W um homomorfismo de representacoes de um grupo G com
V e W irredutiveis. Entao 1 é um isomorfismo de representacoes ou € identidamente

nulo.

Demonstragao. O Lema garante que ker(1)) é uma subrepresentagao de V' e, como V' é
irredutivel, ker(¢)) = {0} ou ker(¢)) = V. Se ker(¢)) =V, entdo ¢ ¢ um homomorfismo de
representagoes identicamente nulo. Caso contrario, ker(¢)) = {0} e, pela Proposigao m,
temos que 1 é injetor. Por outro lado, ainda pelo Lema , (V') é uma subrepresentagao
de W e, como W ¢ irredutivel, ¥(V) = {0} ou (V) = W. Se ¢(V) = {0}, entdo ¢ é

identicamente nulo, caso contrario, ¥ (V') = W e, portanto, 1) é sobrejetor. O

O corolario que segue, diferente do Lema [3.11] nao restringe o contradominio do
homomorfismo de representacoes em questao a uma representacao irredutivel e, ocasio-

nalmente, pode ser aplicado em teses nas quais o lema nao pode.

Corolario 3.12. Seja ¢ : V. — W um homomorfismo de representacoes. Se V ¢é ir-
redutivel, entao (V') é uma subrepresentagdao irredutivel de W ou € a subrepresenta¢do

nula.

Demonstrag¢ao. Sejam p e o os homomorfismos de grupos associadas a V' e W, respecti-
vamente. O Lema garante que (V') é uma subrepresentagao de W e a demonstragao
do Lema [3.11| nos garante que v é identicamente nulo ou é injetor. Se v é identicamente

nulo, entao (V) = {0}. Caso contrério, ou seja, se ¥ é injetor, verificamos que (V') é
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irredutivel, pois, se S é uma subrepresentacao prépria de 1(V'), entao existe U C V tal
que Y(U) = S, assim

(pg(U)) = o4(¥(U)) = 0,4(5) € 5 = (V)

e, como supomos que ) é injetor, segue que p,(U) C U, isto é, U é uma subrepresentacao
prépria de V. Logo, U = {0}, uma vez que V é irredutivel. Portanto, a tinica subrepre-
sentagao prépria de (V') é ¢({0}) = {0}. O

Agora mostramos que o conjunto de todos os homomorfismos de representacao

de V a W é um subespaco do espaco vetorial das aplicacoes lineares de V a W.

Proposigao 3.13. A soma de homomorfismos de representacoes é um homomorfismo de
representacoes. Além disso, o produto de homomorfismo de representacao por um escalar

¢ um homomorfismo de representacoes.

Demonstracao. Sejam ¢, : V. — W homomorfismos de representacoes entre V e W,
representacoes de GG. Sejam também p e o os homomorfismos de grupos associados as

representacoes V' e W, respectivamente, e g € G. Entao

(V+@)opy=1op,+pop, =050 +0,00=040(1+p).

Logo (¢ + ¢) é um homomorfismo de representagoes. Seja A € C. Entao

(Mp) 0 pg = AW 0 pg) = Aog o tp) = 040 (AY).
Portanto, Ay ¢ um homomorfismo de representagoes. O]

Usamos a Proposicao de fato na se¢ao de decomposicao de representacoes

regulares, mas ja colhemos seus frutos no Lema de Schur que segue.

Lema 3.14 (Schur). Sejam V' uma representa¢ao irredutivel de um grupo G e : V. — 'V
um homomorfismo de representagoes. Entao existe um A € C tal que ¥(v) = v, para
todov e V.

Demonstracao. Seja A a matriz de ¢p. Como C é algebricamente fechado, existe um
A € C que é autovalor de A. O Exemplo mostra que V', a representacao trivial de G,
¢ um homomorfismo de representacoes e designando sua matriz, a matriz identidade, por
Idy, temos que A — Al dy continua sendo um homomorfismo de representacoes e, ainda,
ker(A — Ady) # {0}, isto é, A — AIdy nao é injetora. Logo, A — A dy ¢é identicamente
nula, pelo Lema [3.11], e, portanto, A = Al dy . O

Corolario 3.15. Sejam G um grupo abeliano e V uma representacao irredutivel de G.
Entao dim(V) = 1.
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Demonstragao. Seja p o homomorfismo de grupos associado a representagao V. Perceba
que, por GG ser um grupo abeliano, p, é um homomorfismo de representagoes qualquer

que seja h € G, pois, para todo g € G, vale

Pr O Pg = Phg = Pgh = Pg © Ph-

Agora, pelo Lema de Schur, para cada h € G existe um A, € C tal que p,(v) = A\yv, para
todo v € V. Entao, para qualquer v € V diferente do vetor nulo, o subespago W gerado
por v é uma subrepresentacao de V. Como V é irredutivel e escolhemos v # 0, W = V.
Portanto dim(V') = 1. O

Com o intuito de encontrarmos homomorfismos de representacoes que nos apro-
ximem da demonstragao do Corolério [3.15] sem impormos que o grupo G seja abeliano,

definimos a aplicacao v, : Vieg — Vg tal que

Yo(u) = v(g)pg(u), (3.1)

geG

onde v,u € Ve = {w:G — C} e p é o homomorfismo de grupos associado a V., O

lema a seguir garante que v, é determinado univocamente por v € V.

Lema 3.16. Sejam V., a representacao regular de um grupo G' e vi,vy : G — C. Se

Yo, = Yoy, €NLAO V1 = V2.

Demonstragao. Lembramos que py(vy) = vpg, para todos g, h € G, onde v, é um vetor
qualquer da base de permutacao de V,.,. Entao, usando as equacoes (2.1)), (3.1]) e dado

que Yy, = Yoy, t€mMos

vo= Y og)vg = 01(9)pg(ve) = Yo, (ve) = Vs (ve) = D va(g)pg(ve) = Y va(g)vy

geG geG geqG geG
= V2.

]
Considere, para cada classe de conjugacao C' de G, a funcao ve : G — C tal que

1 segeC
ve(g) = : (3.2)
0 seg¢C
Procuramos entender qual natureza de v torna -, em um homomorfismo de representacoes

e as fungoes v definidas acima nos ajudam nessa tarefa como podemos ver na proxima

proposicao.

Proposicao 3.17. Sejam V,., a representacao reqular de G, v € V,.y € X 0 conjunto das
classes de conjugacao de G. Entao 7, : Vieg = Vieg € um homomorfismo de representacoes

se, e somente se, v € combinagao linear de fungoes do conjunto {vc}oex-
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Demonstragcao. Sejam v € V.., € p 0 homomorfismo de grupos associado a V,.,. Se v, é

um homomorfismo de representagoes, entao v, o pp = pn © Y, para todo h € G. Logo,

Yo = PhOVeO Pp-1 = PO (Zv(g)pg> opr-1 = _v(g)pngn—1 = »_v(h~'kh)p

geG geG keG
= § Ul(k)pk = Yoy
keG

onde k = hgh™ e vy (k) = v(h~'kh). O Lema afirma que v(g) = v1(g9) = v(h~tgh),
ou seja, v nao varia quando aplicada a elementos de uma mesma classe de conjugacao.

Seja Ac = v(g) tal que g pertence a classe de conjugacao C, entao
v = Z )\cvc.
CeXx

Reciprocamente, assumimos que v é combinacao linear de fungdes do conjunto {ve}eex,

ou seja,

v = Z )\Cvc.

CceX

Tomando | = h~'gh, temos

Yoo pn = (Z (g)pg) o pp = Zv 9P =Y ( > Acvc(g))pgh

geaq geG  Cex
= 3 (3 reve(nin™ )phl =3 (X Acve®) =D vlt)om
leG  CeX leG  CexX leG
= pno (ZNUM) = Ph © Vo-
le@
Portanto, v, é um homomorfismo de representacoes. O]

Observacao 3.18. As fungoes v € V. que, assim como na demonstracio da Pro-
POSICA0 nao variam para elementos de uma mesma classe de conjugacao sao cha-

madas de funcoes de classe de G.

Note que, se v € V., ¢ uma combinacao linear de funcoes de classe, entao v
¢ também uma funcao de classe. Mais ainda, o conjunto das fungoes de classe de G é
uma subespaco vetorial de V,.,. Esse fato se da importante na se¢ao de caracteres de

representacoes onde é tratado de modo mais detalhado.

Observagao 3.19. Ao definirmos o produto f : Vieg X Vieg = Vieg por f(u,v) = v,(v), o0

espago vetorial V,.qy ganha a estrutura de anel. De fato, sejam u,v,w € V,q € g,h, k € G,

1. O produto € distributivo em relagao a soma, pois

Flo.u) + flo,w) = p(u) +70(w) = D 0(g)pg(u) + Y v(g)pg(w)

geG geqG
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= Zv(g)(pg(u) + Pg(w>) = Zv(g)pg(u + w)

geG geq
= ’Yv(u—i_w) = f(v,u+w),

Flo,w) + fluw) = (w)+7u(w) =Y v(g)py(w) + ) ulg)p(w)

geG geG

= 3" (0(9) + u(9))pg(w) = Yoru(w) = f(v+u,w).

geG

ii. Lembramos que py(vy) = vng, para todo vetor v, na base de permutacio de Vie,.

Fora isso, ainda temos que

FWg,0) =70, (0) =Y vy(0)pi(v) = v4(g)pg(v) = py(v). (3.3)
heG

O produto € associativo, porque € associativo para todos os elementos da base de

permutacao de V,.,. Com efeito,

f(f(vg,vn),v6) = f(pg(vn), vk) = f(vgn, V&) = pgn(v) = Vgnk = pg(vnr)
= f(vg,vnr) = f(vg, pu(vr)) = f(vg, f(vn; Vi)

3.3 Teorema de Maschke

Como ja citado no Capitulo 2, encontrar complementos de subrepresentacoes nao é uma
tarefa trivial como é a de encontrar complementos de subespagos vetoriais. O Teorema
de Maschke sana essa dificuldade. Antes de partirmos para o teorema, construimos um

homomorfismo de representacoes especial e o fazemos com os lemas que seguem.

Lema 3.20. Sejam V' uma representacao de um grupo G associada ao homomorfismo de
grupos p e L (V) o espago vetorial das aplicagoes lineares de V. em V. Sejam também
geGeye Z(V). Entao

i. O espago L (V) é uma representacio de G quando associado a aplicagdo linear
7: G = GL[.ZL (V)| definida por 74(1)) = (pg 01 0 pg-1);

it. A aplicagao p : V. — V' € um homomorfismo de representagoes se, e somente se,

7,(¢) =1, para todo g € G.
Demonstragao. Sejam g, h € G.

i. O espago Z (V) é uma representacao de G, porque

Tgh(¢) = Pgh © 77Z) © P(gh)—1 = Pgh © ﬂ) O Pp—1g-1 = Pg © (Th(w)) O pPg-1 = Tg(Th(w))'
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11. Assumindo que ¥ é um homomorfismo de representacoes, temos

7(1) = pg 00 Py = 0 py 0 g1 = V.
Reciprocamente, se 7,(¢)) = 9, verificamos que p, 0 1) = ¢ o p,,.
O

Resumindo, o Lema reduz a tarefa de encontrar homomorfismos de repre-
sentacoes de V a V' a um problema de encontrar pontos fixos de uma determinada repre-
sentagao. O seguinte lema mostra uma forma de se obter um vetor com essa propriedade

para qualquer representacao.

Lema 3.21. Seja V' uma representacao de um grupo G associada ao homomorfismo de

grupos p. Sejam também v €V e w =3 ., py(v). Entio py(w) = w, para todo g € G.

Demonstracao. Para todo h € G, vale

on(w) = o (D 2a()) = D pnlpa®)) = 3 png(v) = 3 pelv) = w,

geG geG geG keG

onde k = hg. O]

Nosso objetivo com o proximo lema é apontar uma aplicacao da representacao
Z (V) que faga com que 7, seja idempotente, para todo g € G, para que possamos utilizar

a Proposicao [1.42| na prova do teorema de Maschke.

Lema 3.22. Sejam V' uma representacao qualquer de G e £ (V) a representagio de G
do Lema|3.20. Seja também 7 :V — V uma proje¢ao de V a U tal que m(u) = u, para

todo w € U. Se U € uma subrepresentacao de V', entao, para todos g, h € G, temos que
i. (14(m))(v) € U, para todo v € V;
ii. (14(m))(u) = u, para todo w € U;
iii. Ty(m) o Th(m) = (7).
Demonstracao. Para todos g,h € G,veVeueU,

i. Como m(v) € U, entao (mo p,~1)(v) € U e, porque U é subrepresentacao de V/,
temos que (7,4(m))(v) = (pg o 7o py-1)(v) € U;

ii. Como U é subrepresentacao de V', entéo p,-1(u) € U e, porque 7(u) = u, temos que

(0 pg-1)(u) = pg—1(u). Logo,

(Tg(m))(u) = (pg 070 pg-1)(u) = (pg © pg-1)(u) = pe(u) = u;
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iii. Pelo primeiro item, (75,(7))(v) € U e, aplicando o segundo item, temos que
(74(7) 0 (7)) (v) = 70 () ().
]

Reunindo o que apresentamos até aqui nesta segao, sejam V e Z(V') as repre-
sentacoes do grupo G associadas, respectivamente, aos homomorfismos de grupos p e
7: G — GL[Z(V)], onde 14(¢) = (pg 01 0 p,-1), para todo g € G, e sejam € L(V) a
projecao de V' a U tal que 7(u) = u, para todo u € U. Entao, considerando a aplicagao
linear v : V' — V definida por

=1 Z T,(m (3.4)

geG

onde |G| é a ordem do grupo G, temos que ¥ é:
i. Um ponto fixo de 74, para todo g € G, pelo Lema [3.21}

1. Um homomorfismo de representacoes de V a ele mesmo pelo segundo item do
Lema [3.20} e

112. Uma aplicagao idempotente pelo terceiro item do Lema [3.22, pois

(ﬁZ ) (|G|hez(fh )

geG

} %Z%( (\G|ZT’Z )

heG

= erg o Th(m

ge€G heG

R OWRT

geG heG

— |Z¢

geG
= w

Yot

Com esse homomorfismo de representacoes podemos demonstrar o Teorema de Maschke.

Teorema 3.23 (Maschke). Sejam V' uma representac¢ao de um grupo G e U uma subre-

presentacao de V. Entdao existe uma subrepresentacao W de V tal que V =U & W.

Demonstracao. Seja v : V. — V o homomorfismo de representacoes idempotente da
equagao (B.4). Note que ¢(V) = U, pois (4(m))(V) = U, para todo g € G, pelos
dois primeiros itens do Lema [3.22] Fora isso, o Lema garante que ker(¢)) é uma
subrepresentacao de V', uma vez que ¢ é um homomorfismo de representacoes. Tomando
W = ker(¢), a Proposicao [1.42] garante que V = ¢(V) @ ker(¢v) = U & W. O
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Nos referimos a W como subrepresentacao complementar de U em V se temos que
V =U@®W. Como corolario de Teorema de Maschke obtemos que qualquer representacao

nao nula pode ser decomposta como soma direta de subrepresentacoes irredutiveis.

Corolario 3.24. Seja V' uma representacao nao nula de G. Entao existem Ly,--- | L,

subrepresentacgoes irredutiveis de V' tais que V = L1 & --- D L,,.

Demonstracao. Por inducao suponhamos que vale para representacoes de dimensao n — 1
ou menor, vamos mostrar que vale para representacoes de dimensao n. Seja V' uma
representagao tal que dim (V') = n. Se V' é irredutivel, o resultado é imediato. Suponhamos
que V nao é irredutivel e entao escolhemos U uma subrepresentacao propria de V' diferente
da nula. O Teorema de Maschke garante que existe W subrepresentagao de V' tal que
V =U®W, perceba que W é uma subrepresentacao prépria de V' diferente da nula. Como
dim(U), dim(W) < n, a hipétese de indugao vale para U e W, ou seja, existem Uy, - -+ , U,
subrepresentagoes irredutiveis de U e Wy, --- W, subrepresentagoes irredutiveis de W
taisque U 2 U, @& --- U, e W =2 W, @ ---d W, Portanto, tomando m = r + s,
obtemos m subrepresentacoes irredutiveis da representacao V' tais que vale o isomorfismo
velUoe---alU, oW .- W, m

Com o Teorema de Maschke e o Lema de Schur obtemos o seguinte resultado.
Proposicao 3.25. Seja A € GL,[C]| tal que A™ = Id para algum m € N. Entdo

i. A matriz A € semelhante a uma matriz diagonal com autovalores iguais a raizes

m-ésimas da unidade;

1. Seja V- uma representacao de um grupo H associada ao homomorfismo de grupos o,
entao oy, € diagonalizdvel, para todo h € H, e seus autovalores sao iguais a raizes

p-ésimas da unidade.

Demonstracao. Sejam G o grupo ciclico gerado por g de ordem m e C" a representacao
de G associdada ao homomorfismo de grupos p tal que pjr = Ak Note que p é um

homomorfismo de grupos, porque pyr i = pgrtt = A= AFAL = ppg.

1. Pelo Teorema de Maschke podemos decompor C" em subrepresentacoes irredutiveis
e, como G é abeliano, o Corolario [3.15| nos garante que tais subrepresentacoes
possuem dimensao 1 e, consequentemente, a representacao C™ possui n subrepre-
sentagoes irredutiveis. Escolhendo um vetor em cada uma dessas subrepresentacoes
construimos uma base {u;} de C", para i € {1,---,n}, esta é uma base de auto-
vetores de p,, para todo g € GG, e com isso mostramos que p, ¢ semelhante a uma

matriz diagonal. Agora, seja A; o autovalor de u;, para i € {1,--- ,n}, temos que

Uy = pe(ui) = pgm(ui) = N ui,



54 CAPITULO 3. HOMOMORFISMOS DE REPRESENTACOES

isto é, A" = 1. Logo, A = p, é semelhante a uma matriz diagonal com autovalores

A\;, raizes m-ésimas da unidade;

it. Para cada h; € H consideramos (h;), o subgrupo de H gerado pelo elemento h;.
Como V é representagao de H, entdo V é representacao de (h;) ao a associarmos a

t = 0|, Note que, se p; = | (h;) |, entao

(bn )P = pprs = pe = 1d.

Segue do primeiro item que pu;, é diagonalizavel e seus autovalores sao iguais a raizes
pi-ésimas da unidade, para todo h € (h;). Como H é finito, existem ¢ elementos h;
de H tais que os subgrupos (h;) sao disjuntos e a uniao deles é o préprio H. Portanto,
concluimos que oy, é diagonalizavel, para todo h € H, e seus autovalores sao iguais

a raizes p-ésimas da unidade, onde p ¢ o produto de todos p; com j € {1,--- q}.

]

3.4 Decomposicao de Representacoes Regulares

Com o Lema de Schur e o Teorema de Maschke em maos, voltamos nossos esforcos para o
conjunto dos homomorfismos de representacgoes entre duas representacoes quaisquer de um
mesmo grupo. Primeiramente, adotamos a notagdo Homg(V, W) para nos referirmos ao
conjunto de todos os homomorfismos de representacoes de V' a W, ambas representacoes
de G. Note que, como visto na Proposicao , Homg(V, W) é um subespago vetorial de
Z(V,W), o espago vetorial das aplicagoes lineares de V' a W. Agora, considere o seguinte

resultado.

Lema 3.26. Sejam V,U e W representacoes de G. Entao temos os sequintes isomorfismos

de espacos vetoriais

Homg(V @ U, W) = Homg(V, W) @ Homg (U, W)

Homg(V,U @ W) = Homg(V,U) @ Homg(V, W).

Demonstragao. Sejam v € Veu € U. Tome ¢ : (Vo U W) - Z(V,W)o LU, W)
tal que

(p(a))(v,u) = (a1 (v), as(u)),
onde oy : V. — W é dada por oy (v) = a(v,0) e ag : U — W, por as(u) = a(0,u). A
inversa de ¢ ¢ a aplicagdo ¢ : L(V,W) & L (U,W) - Z(V & U, W) definida por

U(Br, Ba) = B,
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onde 8 :V @& U — W tal que 5(v,0) = B1(v) e B(0,u) = B2(u). De fato,

(¥ 0 (@) (v, u) = Pl (v), az(u)) = 1 (v) + az(u) = a(v,0) + (0, u) = a(v, u).

As aplicacoes ¢ e ¥ sao lineares, pois, para A € C, vale

Ap(@))(v,u) + (9(B8)) (v, u) = (Aai(v), Aaz(u)) + (Bi(v), Ba2(u))
= ((Aa1 + B1)(v), (Aaz + B2)(u))
= (90()\& + 6))(”7 u),

M (a1 (v), az(w)) + P (B1(v), Ba(u)) = Aar(v) + Aaa(u) + Bi(v) + B2(u)
= A1 (v) + 51(v) + Aaa(u) + F2(u)
= Y((Aar + B1)(v), (Aag + B2)(u)).

Agora, sejam p, v, u e 0 os homomorfismos de grupos associados a V @ U, V, U e W, res-
pectivamente, lembrando que p, (v, ) = (v4(v), pty(w)), por definicao. Se o é um vetor de
Homg(V @ U, W), isto é, se a0 p, = 0,0, entdo ag o vy, = 0,0y € Qg O fiy = 0y O Q.

Com efeito,

(1 0vy(v), g0 pg(u)) = (@) (vy(v), py(u)) = @l o pg)(u, v) = p(ag 0 a)(u,v),

note que (ocy0a1)(v) = (040a)(v,0) e (050a2)(u) = (040a)(0,u) e, portanto, a definicao

de ¢ nos da

(a1 07y(v), 2 0 pig(u)) = p(og 0 a)(u,v) = (040 a1(v), 04 0 az(u)).

Em outros termos, mostramos que oy € Homg(V,W) e ay € Homg(U,W). Logo
a aplicacdo ¢ quando restrito a Homg(V & U, W) tem como imagem Homg(V, W) &
Homg (U, W) e, portanto, Homg(V & U, W) e Homg(V, W) @ Homg(U, W) sao espagos
vetoriais isomorfos. A demonstracao do segundo isomorfismo de espagos vetoriais segue

de modo analogo. O]

Seja L, uma representacao qualquer. Com o objetivo de sintetizar a notacao, ao
invés de escrever @?Zl L,=1L,®- & L, vamos tomar simplesmente @?ll L, =L e,
por convengao, L2 = {0}. Em outras palavras, usamos L" para nos referir a soma direta
da representacao L, a, vezes. O Corolario |3.24] afirma que qualquer representacao pode
ser escrita como soma direta de suas subrepresentacoes irredutiveis e nos permite definir

a decomposicao apresentada abaixo.
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Definicao 3.27. Seja V' uma representacao de um grupo G. Dizemos que uma decom-
posi¢io em somas diretas da representacio V' € a decomposicao isotipica se V = @), L
€ tal que, para i,j € {1,--- ,n}, L; € uma subrepresentacao irredutivel de V e L; e L;
sao representagoes isomorfas somente quando i = j. Cada parcela L} € dita componente

isotopico.

Exemplo 3.28. Seja V a representagio trivial do Exemplo[2.3. Vimos no Exemplo
que as unicas subrepresentacoes irredutiveis de V sdao as subrepresentacoes que possuem
dimensao igual a 1 e do Exemplo[2.2( extraimos que V € a soma direta delas. Mais ainda,
o Exemplo implica que essas subrepresentagoes sao isomorfas. Se dim(V) =n e L €

uma subrepresentacao de V' tal que dim(L) = 1, temos que a decomposi¢ao isotipica de V
¢ dada por V= L™

Exemplo 3.29. Seja C? a representacio de G = {e,g} como no Ezemplo e con-
sidere as subrepresentagoes W = {(w,0) € C*|w € C} e U = {(0,u) € C*|u € C} do
Ezemplo [2.19. Temos que U e W sdo irredutiveis, pois dim(U) = dim(W) = 1. No
Exemplo vimos que U e W nao sao isomorfas e o Fxemplo garante que V € a
soma direta das representacoes U e W. Portanto V.=U & W € a decomposicao isotipica

de V.

Note que a Definigao dé a entender que existe uma tnica decomposigao
isotipica de V ao afirmar que V = @ | L{* é “a” decomposi¢ao isotipica de V. H4 um
fundo de verdade nessa afirmagcao e a proxima proposicao trata de esclarecer a unicidade

que a decomposicao isotipica de uma representacao possui.

Proposicao 3.30. A decomposicao isotipica de qualquer representacdo V' € inica a menos

de isomorfismos.

Demonstrag¢ao. Seja V uma representagdo nao nula. Se dim(V) = n, vamos supor por
inducao que o resultado vale para todas representacoes cuja dimensao é menor que n. Se
V' é irredutivel, o resultado é imediato. Agora, se V nao é irredutivel, podemos escolher
um subrepresentacao L; de V nao nula tal que a dimensao de L; é a menor possivel.
Essa subrepresentacao existe, porque a dimensao de V ¢ finita. A subrepresentagao L
é também irredutivel, porque se nao o fosse, existiria uma subrepresentacao nao nula de
L e, consequentemente, de V' cuja dimensao seria menor que dim(L;), uma contradigao.
Agora, digamos que existam a; subrepresentacoes de V' que sao isomorfas a L;. Note que,
da forma como o construimos, o componente L{* é tinico. O Teorema de Maschke garante
que existe uma subrepresentagao W de V tal que V = LI* @W. Como dim(W) < dim(V),
W possui decomposicao isotipica tnica pela hipotese de inducao e, portanto, V' também

possui decomposicao isotipica unica. O
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Com a Proposicao ganhamos o seguinte corolario.

Corolario 3.31. Duas representagoes sao isomorfas se, e somente se, possuem mesma

decomposicao isotipica.

Demonstragao. Seja ¢ : V- — W isomorfismo de representagoes. Se V = @ | L ¢ a

decomposigao isotipica de V', verificamos que

W= ) = o( @) = e = DD ur) - DD

i=1 j=1 i=1 j=1
onde W; = ¢(L;), para i € {1---,n}. Como 9|, : L; — W; é um isomorfismo de
representacoes, temos que L; é isomorfo a W; e o Corolario garante que W; é subre-
presentacao irredutivel de W, ou seja, encontramos a decomposicao isotipica de W. Como
W; = L;, parai € {1---,n}, as representagoes V e W possuem mesma decomposi¢ao
isotipica. Reciprocamente, temos que se V' e W possuem mesma decomposicao isotipica,

entao é imediato que eles sao isomorfos quanto representacoes. ]

O Lema juntamente com o que apresentamos sobre decomposicoes isotipicas

nos auxiliam a determinar a dimensao de Homg(V, W) no seguinte resultado.

Proposicio 3.32. Sejam V = @I, LY e W = @), LY decomposicoes isotipicas das

representacoes Ve W. Entao

dim(Home(V,W)) = a;b;

i=1
e, em particular, dim(Homg(L;, W)) = b; e dim(Homg(V, L;)) = a;.

Demonstragao. O Lema [3.26] aplicado repetidas vezes fornece

Homg(V, W) = @D Homg(L{", W)
=1

= é é HOIIlG<Li, W)

i=1 k=1

= é é} é Homg (L, LY)

i=1 k=1 j=1
n a; n b;
= DHDDHomo(r L)
i=1 k=1 j=1 I=1
Se i = j, o Lema de Schur implica que dim(Homeg(L;, L;)) = 1. Se i # j, entéo L; 22 L, e
o Lema implica que o unico elemento de Homg(L;, L;) € a aplicacdo identicamente
nula, ou seja, dim(Homeg(L;, L;)) = 0. Assim,

n a; n bj

dim(Homg(V,W)) = Z Z Z Z dim(Home(L;, L;))

i=1 k=1 j=1 =1
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_ Z i ZZ dim(Homeg(L;, L;))

i=1 k=1 I=1
i=1
Analogamente, obtemos dim(Homg(L;, W)) = b; e dim(Homg(V, L;)) = a;. O

Extraimos da Proposicao m que, se V = @ | LY é a decomposi¢ao isotipica
de V, entao as dimensodes dos espagos Homg(L;, V) e Homg(V, L;) s@o iguais ao expoente
de componente isotépico L{*. A decomposicao isotipica da representagao regular de um
grupo qualquer G nos possibilita entender melhor todas a representacoes do grupo G como

a proposicao abaixo e seus corolarios evidenciam.

Proposicao 3.33. Sejam V.., a representacao reqular e V' uma representacao qualquer,

ambas representacoes de G. Entao dim(Homeg(V,ey, V') = dim(V).

Demonstragao. Sejam p e o os homomorfismos de grupos associados a V,.4 e V, respecti-
vamente. Seja ¢ : Homg(V,e,, V) — V tal que p(¢) = 9 (v.), onde v, é o vetor da base de
permutacao B de V., correspondente ao elemento neutro de G. A aplicacao ¢ ¢ linear,

pois
P(Ah1 + 1) = (M1 + o) (ve) = M1 (ve) + Pa(ve) = Ap(¢1) + @(t2).

Agora, se 1 € ker(yp), temos que ¢(v.) = ¢(¢) = 0 e, lembrando que, para todo v, € B,
vale v, = vge = py(ve) pela equacao (2.2)), temos que

Y(vg) = (Y 0 pg)(ve) = (04 0)(ve) = 0,4(0) =0,

ou seja, ¥ leva todos os vetores de B ao vetor nulo de V. Logo, ¥ é um homomorfismo de
representagoes identicamente nulo e, assim, ker(¢) = {0}, ou seja, ¢ é também bijetora.

Mostramos até aqui que ¢ é um isomorfismo entre os espacos vetoriais Homeg(V,ey, V) €

V e, portanto, dim(Homg (V4. V) = dim(V). O

Corolario 3.34. Sejam V' uma representagao irredutivel de G e V,eg = @, Li" a de-

composicao isotipica da representacdao reqular de G. Entao
i. dim(Homg(Vieq, V7)) > 0;
ii. V= L;, para algum i € {1,--- ,n};
1i. O congunto das representacgoes irredutiveis de G € finito a menos de isomorfismos;

w. dim(L;) = r;, para todo i € {1,--- n}.
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Demonstracao. Lembramos que se V' é irredutivel, entao V' nao é a subrepresentagao nula.

i. Como V é irredutivel, dim(V') > 0 e o resultado segue da Proposigao m, porque
dim(Homg(Vyeq, V') = dim(V) > 0;

it. Ao supormos que V 2 L;, para todo ¢ € {1,--- ,n}, o Lema nos garante que
0 tnico homomorfismo de representacoes entre V' e L; é identicamente nulo, assim
dim(Homg(L;, V) = 0. Analogamente a demonstragao da Proposicao |3.32} temos

que

dim(Home(Vyeg, V) = Y _ ridim(Homg(L;, V)) =0,

i=1
uma contradi¢ao, pois dim(Homeg (V4. V')) > 0, como visto no primeiro item. Por-

tanto, V' = L;, para algum i € {1,--- n};

11. Como toda representacao irredutivel de G é isomorfa a alguma subrepresentacao
irredutivel de V,.., e a decomposigao isotipica de V,., é composta por um nimero
finito de subrepresentacoes irredutiveis, temos que o conjunto das representacoes

irredutiveis de G ¢ finito a menos de isomorfismos;

1. Pelas proposicoes e temos

dim(L;) = dim(Homg (Vyeq, Li)) = 7.

O

Em outras palavras, a menos de isomorfismos, todas as representacoes irredutiveis
de um grupo G estao compreendidas na decomposicao isotipica da representacao regular
do grupo G. Mais ainda, ao analisarmos a decomposicao isotipica de V.4, temos que
o expoente de um componente isotépico é a dimensao da subrepresentacao irredutivel
correspondente a esse componente. Entdo, fixamos Ly, - -, L, tais que V., = @;_, Li* é

a decomposicao isotipica da representagao regular.

Corolario 3.35. Seja V,ey a representacao reqular de um grupo G. Entao

S

G| = (dim(L;))*.

i=1
Demonstragao. Lembramos que dim(V,.,) = |G|, porque a base de permutagio de V.,
possui |G| elementos, assim, aplicando as proposicoes e e o Corolario [3.34] temos

|G| = dim(V;eg) = dim(Home (Veg, Vieg)) = » 17 = > _(dim(L;))”.
=1 =1






Capitulo 4
Caracteres de Representacoes

Comecamos este capitulo definindo o caracter de uma representacao, atrelando a cada
representacao um conjunto finito de ntimeros, de forma que nao ha necessidade em distin-
guirmos o caracter da representacao. A segunda secao, embora breve, assenta como é o
caracter de uma representagao de permutacao qualquer e o caracter da representacao regu-
lar de um grupo. Por sua vez, na secao sobre produto interno de caracteres, aproveitamos
que podemos entender caracteres como vetores da representacao regular e utilizamos o
produto interno para inferir resultados como, por exemplo, como se da o produto interno
entre caracteres de representacoes irredutiveis de um mesmo grupo. Concluimos esse tra-
balho abordando o conjunto das fungoes de classe de G' que, além de ser um subespaco

vetorial de V¢4, contém todos os caracteres do grupo.

4.1 Caracteres de Representacoes
O caracter de uma representacao calcula o traco de cada matriz na imagem do homomor-
fismo de grupos associado a representagao em questao, como podemos ver a seguir.

Definicao 4.1. Seja V uma representagao de um grupo G. Dizemos que xy : G — C tal

que xv(g) = Tr(p,) € o caracter da representagdio V.

Exemplo 4.2. Sejam V' a representacao trivial de G dada no Exemplo e p o homo-
morfismo de grupos associado a V. Como p, € a matriz identidade, para todo g € G,

temos que xy(g) = dim(V).

Exemplo 4.3. Seja C? a representacao de G apresentada no Exemplo associada ao

homomorfismo de grupos p tal que

10 1 0
e — e P, = .
P 0 1 Pe= 19 1

O caracter xc2 : G — C assume os valores xcz2(e) = Tr(pe) =2 € xc2(g) = Tr(py) = 0.

61
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Exemplo 4.4. Seja C? a representacao de D,, apresentada no Exemplo associada ao

homomorfismo de grupos p tal que

o cos(T) —sen(T) 7
sen(#)  cos(*Tm)
o

S ;
_0 _1_
(1 0] [cos(Zm) —sen(Zm

sr’™ (%) (%) .
0 —1] [sen(#™)  cos(*™)

O caracter xc: : D, — C? assume os valores xcz2(r™) = 2003(2”77”), Xcz(s) = 0 e

xcz(sr™) = 0.

Note que o caracter de qualquer representacao aplicado no elemento neutro do
grupo retorna a dimensao da representagao, pois calcula o trago da matriz identidade
daquela representacao. A proposicao a seguir retne algumas propriedades de caracteres

de representagoes. O
Proposicao 4.5. Sejam V uma representacio de G e g,h € G. Entao
i. xv(gh) = xv(hg);
ii. Se g e h pertencem a mesma classe de conjugacao, entao xv(g) = xv(h);
1i. Se W € uma representacao de G tal que V=W, entdio xv = xw.

Demonstra¢ao. Sejam p e o os homomorfismos de grupos associados as representacoes V'

e W, respectivamente. Temos que

i. xv(gh) =Tr(pgn) = Tr(pgpn) = Tr(pnpy) = Tr(png) = xv(hg);

1. Como g e h pertencem a mesma classe de conjugacao, existe um k£ € G tal que

g = khk™!, assim
xv(9) = xv(khk™) = xv(hk™'k) = xv (h);
13. Seja 1 : V — W um isomorfismo das representacoes V e W. Verificamos

xv(g9) = Tr(pg) = Tr(¢¥ " og1b) = Tr(oy) = xw(9),

para todo g € G.
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Lembramos que fungoes que nao variam para elementos de uma mesma classe de
conjugacao sao chamadas de fungoes de classe de G' e o segundo item da Proposicao 4.5
afirma que os caracteres de uma representacao V' sao funcgoes de classe de G.

O resultado a seguir nos ajuda a lidar com o caracter de uma representacao de

um grupo qualquer quando a identificamos pela decomposigao isotipica dela.

Proposigao 4.6. Sejam V uma representacio de G e U e W subrepresentacies de V tais

que V. =U @& W. Entao xv = xu + Xw-

Demonstragao. Sejam p, o e p os homomorfismos de grupos associados as representagoes

U, W eV de G. Para todo g € G, temos que py|ly = g € py|lw = o4. Portanto

xv(g) = Tr(py) = Tr(pglu + pglw) = Tr(pg) + Tr(oy) = xv(g) + xw(9)-

4.2 Caracter de uma Representacao de Permutacao

As bases de permutacao ja se mostraram uteis para extrairmos significantes resultados
sobre suas representagoes e para os caracteres nao sera diferente como é de se esperar.
A proposicao a seguir nos mostra qual o valor dos caracteres de uma representacao de

permutacao qualquer.

Proposicao 4.7. Sejam X = {xy,---,x,} um conjunto finito e V.= V(X) a repre-
sentagdo de permutacdo de G correspondente a acao ¢ : G — S(X). Entao xv(g) € igual

ao numero de pontos fizxos de p,.

Demonstragao. Sejam p o homomorfismo de grupos associado a V e B = {vg, -+ , 0., }
base de permutagao de V. Identificamos v,, = v;, para todo i € {1,--- ,n}. Escrevemos

py(v;) na base B da seguinte forma

po(v;) = aijui.
=1

Lembre-se que os escalares a;; sao as entradas da matriz de p, na base B. Fora isso, ainda
n
temos que, para todo v; € B, vale pg(v;) = Uy, (2,). 1080, Uy, (e;) = D iy GijVi €

L se vy (ay) = i
aij =

T
Como xv(g) = Tr(py) = >, @i, as tnicas entradas a; que sdo iguais a 1 sdo tais que
Vg, () = Vi = Vg, € consequentemente ¢, (x;) = ;. Portanto, xv(g) ¢ igual ao nimero de

pontos fixos de ¢g. O]
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A representacao regular de um grupo qualquer, sendo um caso particular de

representacoes de permutagao, se beneficia da Proposigao [4.7| como podemos ver a seguir.

Corolario 4.8. Seja V = V.., a representacao reqular de G. Entao

|G| seg=e

xv(g) = :
0 seg#e

Demonstracao. Sejam ¢ a agao correspondente a V., e g,h € G quaisquer. Lembramos
que, por definicdo, ¢,(h) = gh. Se h é ponto fixo de ¢ , temos que h = @4(h) = gh, o
que implica que ¢, possui pontos fixos se, e somente se, g = e. Seja H o conjunto dos
pontos fixos de ¢, entdo H = 0 se g #e ¢ H= G se g = e. A Proposi¢ao garante

que o xy(g) é igual a cardinalidade de H e o resultado segue. O

Outra interpretacao para o Proposicao [4.7| é que o caracter da representacao de
permutacao V(X)) aplicado em g € G conta quantos vetores na base de permutagao de
V(X) sao autovetores de py. Jé o Coroldrio 4.8} nos garante que os vetores da base de
permutacao de V,., sao autovetores de p, apenas quando g = e. Com isso em mente,

extraimos o coroldrio abaixo.

Corolario 4.9. Seja V,., = @;_, L' a decomposi¢do isotipica da representagao reqular
de G. Entao

r, seg=e
0 seg#e

Demonstracao. Seja B a base de permutacao de V,,. O Coroldrio garante que

dim(L;) = r;, logo L; contém r; vetores de B, seja By a base de L; formada por es-

XL; (g) =

ses vetores. Sejam também p e o os homomorfismos de grupos associados a V., e L;,
respectivamente, com ¢ € {1,---,s}. Lembramos que o, = p,|z,, para todo g € G, e,
consequentemente, um vetor de V,., é autovetor de o, se, e somente se, ¢ autovetor de
pg- Logo, o Corolério garante que B contém autovetores de p, somente quando g é
um elemento neutro de G' e, assim, B; contém autovetores de o, somente quando g = e.

Portanto, xr,(e) =71; e x1,(9) = 0se g # e. O

4.3 Produto Interno de Caracteres

Note que a representacao regular de um grupo G, sendo uma representacao de permutagao,
é tal que Vo = {v : G — C}. A seguir, apresentamos um produto interno desse
espaco vetorial e a partir dele ampliamos nosso conhecimento sobre os caracteres de uma

representacao qualquer, uma vez que os caracteres sao vetores da representagao regular.
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Proposicao 4.10. Sejam vi,vy : G — C. Entao

(v, v2) Z vi(yg

gEG

define um produto interno.
Demonstracdao. Sejam vy, v9,v3: G — C e X € C, entao

1. o produto é linear em relacao a primeira entrada, pois

(Avy + v, v3) ;= Z vy +v2)(9)v3(9)
gGG
= Z 1)1 U3 Z U2
geG’ QEG

— )\<U1a1)3>6’+ <1}2av3>G;

1. o produto satisfaz a seguinte simetria, pois

<UI7U2 G ’G| Zvl g |G| ZUQ Ul <U27U1>G;

geG geqG

111. o produto de um elemento por ele mesmo pertence a R, pois
(v, v1)g = Z 9 Z lui(g
1G] = e =

Mais ainda, (v1,v1)5 = 0 se, e somente se, vy é identicamente nulo.
]

Exemplo 4.11. Seja V' a representagdo trivial de G apresentada no Exemplo [2.5. O
caracter de V' € constante assim como € a imagem do homomorfismo de grupos associado
a'V', mais ainda, o valor que xv assume, para qualquer elemento do grupo, € a dimensao
de V. Logo, o produto interno do caracter de V' por ele mesmo € dado por

(Xv, xv)g |G| ZXV XV 9) |G| Z dim(V))* = (dim(V'))?.

gea

Conhecemos o valor do caracter da representacao regular aplicado em qualquer

elemento do grupo em questao e, portanto, conhecemos o produto interno desse caracter

por ele mesmo também, veja.
Corolario 4.12. Seja V = V,, a representacdo regular de G. Entao (xv,xv)c = xv(e).

Demonstragao. O Corolério [4.8) garante

1
(xv.xv)a \G] %XV ]G|XV(6)XV(6) = xv(e).
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Note que o Corolario 4.12[é um caso especial do produto interno entre o caracter
da representagao regular V' =V, e o caracter de qualquer outra representacao U de G,
veja
1
(Xv, xv)a \G| ZXU @XU(e)XV(e) = xv(e).

heG

Mais ainda, xp(e) é a dimensao de U, pois é o traco da matriz identidade de U, assim
obtemos que (xv,Xv)c = WG = (xv,Xxv)qg, ou seja, o produto interno entre o
caracter de uma representacao qualquer e o caracter da representacao regular comutam.
Os préximos dois resultados nos asseguram que essa comutatividade é vélida para o

produto interno dos caracteres de quaisquer duas representacoes de um mesmo grupo.

Lema 4.13. Sejam V uma representacdo de G e xy o caracter de V. Entdo, para qualquer

g € G, vale que xv(g7') = xv(9).

Demonstracao. Seja p o homomorfismo de grupos associado a V. A Proposicao [3.25| nos
garante que p, ¢ diagonalizdvel e seus autovalores sao raizes n-ésimas da unidade. Vamos
mostrar que o inverso de qualquer raiz da unidade é o conjugado da raiz. Para tanto,
seja z € C uma raiz n-ésima de unidade, isto é, 2" = 1. Como, para quaisquer z,y € C,
2

vale |zy| = |z||y|, temos que |z|" = |z""| = 1, assim 2Z = |z|* = 1. Concluimos que Z é o

inverso de z, e o resultado segue. O]

Proposicao 4.14. Sejam xy e xw caracteres, respectivamente, de U e W, ambas repre-

sentacoes de G. Entao <XU7XW>G = <XW7XU>G

Demonstracao. O Lema [4.13| nos garante que, para qualquer representacao V de G, vale
xv(g™") = xv(g), para todo g € G, assim

Xv:xw)g = ZXU ZXU ]G| ZXW

geG geG heG
= <XW> XU>G

onde h = g1 O

Usamos adiante o produto f : Vieg X Vieqg — Viey, apresentado na Observagao[3.19]
Destacamos que, para todo vetor v, na base de permutacao de V., e todo v € Vg, vale
que f(vg,v) = py(v), como visto na equagao , onde p é o homomorfismo de grupos
associado a V... O préximo lema usa o produto f para definir um homomorfimo de

representacoes de V.4 a ele mesmo.

Lema 4.15. Sejam V.., a representacao regular, v € V., e f o produto da Ob-
servacgao . Entao ¢ : Vieg = Vieg, dado por p(w) = f(w,v), é um homomorfismo de

representacoes.
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Demonstragao. Seja p o homomorfismo de grupos associado a V,.,. Como, para qualquer

vetor v, na base de permutacao de V,,, vale f(vy,u) = py(u) e, assim,

(o pg)(w) = flpg(w),v) = f(f(vg,w),v) = f(vg, f(w,v)) = pg(f(w,v))
= (pgo)(w).

Portanto ¢ ¢ um homomorfismo de representacoes de V. O

A seguir buscamos entender, em linhas gerais, como o produto f se comporta

entre vetores de subrepresentacoes de V;., que nao sao isomorfas.

Proposicao 4.16. Seja V., = USW onde U e W sao subrepresentacoes de V,e, que ndao
possuem subrepresentagoes irredutiveis isomorfas em comum e seja f o produto definido
na Observagao[3.19. Seu e U ew € W,

i. Entao f(u,w) = f(w,u) =0;
ii. Se v, =e1+eg, comey €U eeg €W, entao f(er,u) =u e f(es,w) = w.
Demonstragao. Consideremos ¢ : W — V tal que ¥ (w) = f(w,u).

i. Note que a equacao (3.1) nos garante que (W) C U, porque U é uma subrepre-
sentagao de V,.,. Pelo Lema 1 é um homomorfismo de representagoes. Se L
é uma subrepresentacao irredutivel de W sabemos que ¢(L) é a subrepresentacao
nula de U pelo Corolario |3.12) uma vez que U e W nao possuem subrepresentacoes
irredutiveis isomorfas em comum. Como isso vale para toda subrepresentacao de

W, 1 é identicamente nula, isto é, f(w,u) = 0. Um argumento anilogo mostra

f(u>w> =0;

ii. Pela Observagao [3.19, f(ve,v) = pe(v) = v, para todo v € V.. Por hipdtese,
Ve = €1 + €3. LOgO U = f(Ue,U) = f(el + 627u> = f(elvu) + f(€27u)' Como u € U
e eg € W, o primeiro item nos garante que f(es,u) = 0, assim f(e;,u) = u. Um

argumento analogo mostra f(es, w) = w.
]

Note que na Proposicao encontramos uma espécie de unidade nas respectivas

subrepresentacgoes de V., relativas ao produto f. O seguinte resultado explicita esse vetor.

Proposicao 4.17. Seja Vieg = U @ W onde U e W sao subrepresentacoes de Vieq que
nao possuem subrepresentacoes irredutiveis isomorfas em comum. Seja v, = eq + e5 com
e1 €U eey € W. Entao

1 ~1
€1 = |_G| ZXU(Q )vg-

geG
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Demonstragao. Sejam p o homomorfismo de grupos associado a V;..4 e f o produto definido
na Observacao m Tomamos 1 : Ve — Vg uma aplicacao linear tal que ¢(v) =

f(vp-1, f(e1,v)) onde h é um elemento qualquer de G.

i. Sabemos que Tr(¢) = Tr(¢|v) + Tr(¢|w). O trago de o restrita a W é zero,
porque a Proposicao m garante que f(e,w) = 0, para qualquer w € W. Ainda

pela Proposicao obtemos ¥ (u) = f(vy-1, f(e1,u)) = f(vp-1,u) = pp-1(u) para
uw € U, assim Tr(¢|y) = xy(h™!). Logo Tr(v) = xu(h™1).

it. Note que como e; € V,.., podemos escrever e; = deG e1(g)v, e, assim,

Y(w) = flunr, flex,v))
= flon-1, FO_er(g)vg,v))

geG

— Z e1(g) f(vp-1, f(vg,v)).

geG

Agora, como f(vp-1, f(vg,v)) = fvp-1,p4(V)) = pr-1pg(v) = pp-14(v) € 0 trago é
linear, temos que Tr(v) = 3 . e1(g) Tr(pa-14). Logo, o Coroldrio 4.8| garante que

|G| seg=nh

Tr(pn-1g) = Xviey (B 'g) = :
0 se g #h

assim Tr(¢) = e;(h)|G].

Com os dois itens obtemos que e;(h)|G| = xy(h™!) e, portanto,
1 -
€1 = 261(9>Ug = @ ZXU(Q vy
geG geG

O

Considerando a Proposicao temos que f(e;,u) = u, para todo u € U. Em
particular, e; € U e, assim, temos que f(ey, e1) = e; e podemos estudar essa igualdade com
mais detalhes, pois a Proposicao nos mostra como e; é escrito na base de permutacao

de V¢, . Esse é exatamente o que o coroldrio abaixo se propoe a fazer.

Corolario 4.18. Seja V.. = U @ W onde U e W sao subrepresentagoes de Vyeq que nao

possuem. subrepresentagoes irredutiveis isomorfas em comum. Entao (xu, xv)e = xv(e).

Demonstra¢ao. Seja f o produto definido na Observagao [3.19. As proposi¢oes Pro-
posicao [£.16] e Proposicao [4.17] garantem que

f(€17 61) =e1 = é ZXU(Q_I)%-

geG
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Por outro lado,

fler,e1) = <‘G’ZXU Uh, |G|ZXU Uk)

heG keq
= X Uh, X v
|G|];U (h|G|I;U ’f)

= |G|};XU ph<|G|keZGXU Uk;)

= \GP ZXU <ZXU )Ph Uk))
keG

= ‘GP ZXU (ZXU Uhk)
kea

= ZZXU )Uhlc~

heq keG

Obtemos entao a seguinte igualdade de vetores
g Yo, = -1
™ = S w0 o a
9€G heG keG

Os coeficientes de cada vetor v, devem ser iguais. O coeficiente de v, do lado esquerdo
~ ’ 1 .
da equacao 1} ¢ igxu(e). Considerando agora

ZXU(h_l)XU(k_I)Uhk;

keG

note que nesse somatério o coeficiente de v, é dado apenas por xy(h™1)xu(h) e, assim, o
coeficiente de v, do lado direito da equacao (4.1)) é

o7 0 )

heG

Portanto, usando o Lema obtemos que

xu(e) = é ZXU(h_ ZXU = (xv, xv)e-

heG heG

]

Sabemos que V., = @;_, L;’, a decomposicao isotipica da representagao regular
de um grupo G, contém todas as representacoes irredutiveis de GG, e com o Corolério [4.18
sabemos o valor do produto interno do caracter de cada componente isotépico de V,.., com
ele mesmo. O seguinte teorema estabelece qual é o valor do produto interno do caracter
de uma subrepresentacao irredutivel da representacao regular nao sé entre ele mesmo,

mas também entre todos os outros caracteres das subrepresentagoes irredutiveis de V..
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Teorema 4.19. Seja Ve, = @;_, Li* a decomposi¢io isotipica da representagio regular

de G e denotamos o caracter de cada subrepresentagao L; por xr, = Xi. Entao

1 seit=y

<Xian>G = .
0 sei#7

Demonstragao. Pela Proposi¢ao sabemos que, para qualquer ¢ € {1,--- s}, vale

i
XL = E Xi = TiXi-
k=1

Aplicando que (x;, X, )c = X (e) segundo o Corolério , obtemos

rixi(e) = XL:Z() <XL i XL |G|ZXL (9)
geG
— |G| sz 9)xi(g) = (1), xide
geG

e, como x;(e) = r; pelo Corolario temos que o produto interno (x;, xi)¢ = 1. Agora,
sejam j € {1,--- ,s}talquei#jeU =L} @L;j. Sabemos que (xu, xv)e = xv(e) pelo

Corolério 1.18 e como

xu(e) = xppi(e) + xpr (€) = rixa(e) +rix;(€) = () + (r;)”,

temos que

(ri)? +(r)* = xu(e)
XU)XU>
XL o + XLT,JWXLU +XL’TJ'>G

ri)*(Xi, Xa)a + 2(rir) (i Xi) e + (1) (X5, Xi) -

(
(
= o xp)e + 20 X le + (X xpa
(
(ri)? =+ 2(rir) (xir i) e + (r5)%.

Logo, (xi;xj)a = 0. O

Como o Teorema trata de todas as subrepresentagoes irredutiveis da repre-
sentacao regular de G podemos estender o resultado para qualquer representacao irre-

dutivel de GG, como fazemos no corolario que segue.
Corolario 4.20. Sejam U e W representagoes irredutiveis de G. Entao

1 seU=W

<XU7XW>G = .
0 seUZW
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Demonstrag¢ao. O resultado é imediato do Teorema [4.19] uma vez que qualquer repre-
sentacao irredutivel de G é isomorfa a alguma subrepresentacao irredutivel da repre-

sentacao regular de G. [

O coroléario subsequente nos da que o produto interno de quaisquer dois carac-
teres de um grupo G pode ser calculado se soubermos as decomposicoes isotipicas das

representacoes em questao.

Corolério 4.21. Sejam V e W representagies de G e V= @7 LY e W = @;_, LY
suas respectivas decomposicoes isotipicas. Entao

S

<Xv7 XW)G = Z a;b;

=1
e, em particular, (Xv,Xi)c = a; € {(Xi, Xw)c = b;.

Demonstragao. Aplicando a Proposicao [4.6] temos que

s a; s by s s
(Xv:xw)e = Z Z Z Z<Xi7 Xj)a = Z Z aibi(xi, Xj)a-
i=1 k=1 j=1 I=1 i=1 j=1
O Teorema garante que
1 sei=y
(Xi> X506 =
0 sei=#j

e, portanto, (xv,xw)c = Y., a;b;. Analogamente, (xv,xi)e = a; ¢ (Xi, Xw)c = b;. O

Considerando o papel crucial que os caracteres de representacoes irredutiveis tém

com o que apresentamos até aqui introduzimos a seguinte definicao.

Definigao 4.22. Seja V' uma representagao de um grupo G cujo caracter € xy. Dizemos

que xy € irredutivel se V' é uma representacao irredutivel.

Ja sabemos o valor exato do produto interno de um caracter irredutivel por ele
mesmo e isso nos fornece um modo simples de determinar quando um caracter é irredutivel

como podemos ver no corolario que segue.

Corolario 4.23. Seja V' uma representacao de um grupo G cujo caracter é xy. FEntao

Xv € irredutivel se, e somente se, {(xv,xv)c = 1.

Demonstragdo. Seja V = @;_, L" a decomposicao isotipica de V. Ao tomarmos como
hipétese que (xv, xv)e = 1, o Corolario m garante que » ;_ (a;)* =1 e como a; € Z7,
para todo i € {1,---,s}, existe dnico j € {1,---,s} tal que a; # 0 e a; = 1. Logo, a
decomposicao isotipica de V' é dada por V' = L; e, portanto, o caracter xy ¢ irredutivel.

Reciprocamente, se yy € irredutivel, entao o Corolério implica que (xv, xv)ec = 1. O
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O terceiro item da proposicao garante que se duas representacoes sao iso-
morfas, entao os caracteres delas sao iguais. O corolario abaixo trata da reciproca dessa

afirmacao.

Corolario 4.24. Sejam V e W representagoes de um grupo G tais que xyv = xw. Entao

V=w.

Demonstragdo. Seja Vg = @;_; LI" a decomposicao isotipica da representacao regular
de G. Como xy = xw, por hipdtese, temos que (xv,Xi)¢ = (Xw,X:i)g, para todo
i€ {l,---,s}. Aplicando o Corolérioobtemos que qualquer representacao irredutivel
ocorre em V e W o mesmo nimero de vezes, ou seja, V' e W possuem mesma decomposicao
isotipica. O resultado segue do Corolério que nos garante que duas representacoes

sao isomorfas se, e somente se, possuem mesma decomposicao isotipica. ]

4.4 Numero de Caracteres Irredutiveis de um Grupo

Encerramos este trabalho buscando estabelecer uma relacao entre os caracteres irre-
dutiveis de G e as classes de conjugacao de GG. Para tanto, consideramos C1(G), o conjunto
das fungoes de classe de G. Note que Cl(G) é um subespago de V,.4, pois, para quaisquer

v,w € CI(G), g e h em uma mesma classe de conjugagao de G e A € C, vale
(v +w)(g) = M(g) +w(g) = Av(h) + w(h) = (Av+w)(h),

isto é, \v + w € CI(G). O raciocinio geral nesta se¢ao pode ser divido em duas partes.
Primeiro, mostramos que a dimensao de Cl(G) é igual ao nimero de classes de conjugagao
de G e, depois, provamos que os caracteres irredutiveis de G formam uma base de Cl(G).

Recorde que, se C' é uma classe de conjugacao de GG, definimos, na equacao ,

a funcao de classe vo : G — C tal que

1 segeC

velg) = :
0 segé¢C

Se X é o conjunto das classes de conjugacao de G, entdo o conjunto {vc}toex gera o
espago Cl(G), ou seja, para qualquer vetor v € Cl(G), ao consideramos Ao = v(g) tal que
g pertence a classe de conjugacao C', vale que
v = Z )\Cvc.
cex

Além disso, se C; e C; sao classes de conjugacao de G, temos que

1 L sei =7
<UCNUCJ‘>G = @ ZUCZ-(Q)UCJ- (9) = 1 . o
ISE: 0 se i F#j
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ou seja, {vc toex é uma base ortogonal de Cl(G) e, consequentemente, dim(Cl(G)) = | X|.
Com isso em mente, podemos reformular o enunciado da Proposicao m para: seja Vi, a
representacao regular de G e v € V,.4, entao a aplicacao v, : V,eg —+ V;¢y dada na equacao
(3.1) ¢ um homomorfismo de representacoes se, e somente se, v € Cl(G).

Sabemos que um caracter qualquer de G é um elemento de Cl(G) pela Pro-

posicao 4.5 e a seguir vemos como os caracteres irredutiveis interagem com outros vetores
de CI(G).

Proposigao 4.25. Sejam Vi, = @;_, L' a decomposi¢io isotipica da representa¢ao
reqular de G e v € CI(G). Se (v,Xi)c =0, entdo v = 0.

Demonstragao. Sejam p o homomorfismo de grupos associado a Vieg € 7y 1 Vieg = Vieg @
aplicagao definido na equagao (i3.1|) por

Yo=Y v(g)py.

geG

Como v € Cl(G), a Proposigao m garante que 7, ¢ um homomorfismo de representacoes

e, assim, o Corolario e o Lema de Schur garantem que v,|., = A\ Idy, para algum
Ai € C. Logo Tr(v,|r,) = Aidim(L;). Por outro lado, seja ¢ o homomorfismo de grupos

associado a L; tal que o, = p,|1,, para todo g € G, como o trago ¢é linear, vale que

Te(yole) = ) o(h) Tr(on) = > w(h)xi(h) = |Gl{v, i)
heaG heaG
Temos entao que
‘ dhn(L]) A

mas, por hipétese, (v, x;)q = 0, ou seja, A; = 0. Consequentemente, v,|z, = 0 e como isso
vale para toda subrepresentacao irredutivel de V.4, 7, = 0. Seja v, o vetor da base de

permutagao de V,.,, sabemos que p,(v.) = v4e = v, €, portanto,

v= Zv(g)vg = ZU(Q)PQ(Ue) = Yo(ve) = 0.

geG geqG

]

Em outras palavras a, Proposicao afirma que o tnico vetor de CI(G) ortogo-
nal a todos os caracteres irredutiveis de G é o vetor nulo e, aplicando a Proposicao [1.49
concluimos que o conjunto dos caracteres irredutiveis de G gera Cl(G). Mais ainda, os
caracteres irredutiveis de G' formam uma base de Cl(G), porque sao ortogonais dois a dois
como visto no Teorema Com isso posto, concluimos nossa linha de raciocinio como

o corolario abaixo.



74 CAPITULO 4. CARACTERES DE REPRESENTACOES

Corolario 4.26. O numero de classes de conjugacao de G € igual ao numero de caracteres

rredutiveis de G.

Demonstragao. A dimensao de CI(G) é igual tanto ao nimero de classes de conjugacao

de GG quanto ao numero de caracteres irredutiveis de G. O
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