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Resumo

Nesse trabalho, visamos dois objetivos: o primeiro mora no contexto da
classificagdo, a menos de cobordismo equivariante, dos pares (M,T), onde M é
uma variedade fechada e suave e T': M — M ¢é uma involucao suave definida em
M, com um conjunto de pontos fixos prefixado F'. Trata-se de um problema bem
estabelecido na literatura, e por razoes que serao explicadas na introducao deste
trabalho um importante caso é quando F é uma uniao de espagos projetivos reais.
Concernente a este caso, para F' = RP", tal classificacao foi determinada por P. E.
Conner e E. E. Floyd em [4] quando n é impar, e por R. E. Stong em [25] quando
n é par. Em [23], D.C. Royster determinou tal classificagdo quando F' é a uniao
disjunta de dois espagos projetivos reais, ' = RP™ U RP", mas deixou em aberto
0S casos em que m e n sao pares e maiores que zero. P. L. Q. Pergher e A. Ramos
trabalharam em tais casos em aberto em [20], resolvendo os casos particulares em
que m é uma poténcia de 2 e n > 0 é um par qualquer. Desta forma, levando em
conta os trabalhos de Royster, P. Pergher e A. Ramos, o primeiro caso particular
em aberto era I’ = RP% URP?*". Em nosso trabalho, obtemos a classificacao para
tal caso; mais ainda, estendemos a mesma para pares (M, ®), onde ¢ é uma agao
do grupo (Z,)* em M, sendo que (Zy)* é entendido como o grupo gerado por k
involugoes comutantes 17, Ts,...., Ty definidas em M.

Nosso segundo objetivo foi trabalhar com uma defini¢ao, por nés criada, relativa
a uma determinada propriedade associada a variedades fechadas, suaves e conexas.
Seja I’ uma tal variedade. Dizemos que F satisfaz a propriedade C'P (compativel
com o ponto) se existe uma variedade fechada e suave M e uma involugao suave
T : M — M tal que o conjunto de pontos fixos de T' é F' U {ponto}. A inspiragdo
para tal defini¢ao foi o fato de que, em [4], Conner e Floyd provaram que, entre
as esferas S™, as unicas que satisfaziam tal propriedade eram S', S?, S* e S8, e
posteriormente, em [19], P. Pergher determinou quais produtos de esferas satisfaziam
tal propriedade. Inicialmente determinamos alguns resultados simples de validade
e nao validade de C'P, entre os quais destacamos o seguinte intrigante resultado:
toda variedade de dimensao 1, 2, 4 ou 8 satisfaz C'P. No entanto, a parte mais
intrincada de nosso estudo foram alguns resultados de nao validade da propriedade
CP para as variedades de Dold P(m,n).



Abstract

In this work, we have two objectives: the first lives in the context of the
classification, up to equivariant cobordism, of the pairs (M, T"), where M is a closed
and smooth manifold and T": M — M is a smooth involution defined in M, with a
prefixed fixed point set F'. This is a well-established problem in the literature, and
for reasons that will be explained in the introduction of this work, an important
case is when F' is an union of real projective spaces. Concerning this case, for
F = RP", such a classification was determined by P. E. Conner and E. E. Floyd
in [4] for n odd, and by R. E. Stong in [25] for n even. In [23], D. C. Royster
determined such a classification when F' is the disjoint union of two real projective
spaces, FF' = RP™ URP"™, but he left open the cases where m and n are even and
greater than zero. P. L. Q. Pergher and A. Ramos worked on such open cases in
[20], solving the particular cases in which m is a power of 2 and n > 0 is any even
natural number. Thus, taking into account the works of Royster, P. Pergher and
A. Ramos, the first open case was F' = RP% URP?". In our work, we obtain the
classification for this open case; furthermore, we extend it to pairs (M, ®), where ®
is an smooth action of the group (Z,)* in M, where (Z,)* is understood here as the
group generated by k commuting involutions T}, T5,...., T} defined in M.

Our second objective is to deal with a definition, created by us, related to a
certain property associated with a closed, connected and smooth manifold. Let F'
be such a manifold. We say that F' satisfies the property C'P (compatible with the
point) if there exists a closed and smooth manifold M and a smooth involution
T : M — M such that the fixed point set of T is F' U {point}. The inspiration
for this definition was the fact that, in [4] , Conner and Floyd proved that, among
the spheres S™, the only ones that satisfy such property were S, S%, S* and S8,
and later, in [19], P. Pergher determined all products of spheres that satisfy this
property. Firstly, we determine some simple results of validity and non-validity of
CP, among which we highlight the following intriguing result: every manifold of
dimension 1, 2, 4 or 8 satisfies C'P. However, the most intricate part of our work
was some results of non validity of the property C'P for Dold manifolds P(m,n).



Sumario

1
[1__Preliminares| 4
(.1 Cobordismo de Variedades . . . . . . . . . . . . .. ... 4
(1.2 Cobordismo Singular| . . . . . . . . . ... 6
(L3 Cobordismo de Fibradosl . . . . . . . .. .. oo 7
(1.4  Cobordismo de Acoes de Grupos| . . . . . . . . . . . .. . ... 9
(1.5 Sequencia de Conner-Floyd|. . . . . . ... ... ... ... ... ... ..., 10
1.6 Ferramentas para o calculo de Classes Caracteristicas| . . . . . . . ... ... .. 15
[1.6.1 Multiplicacao por potencias inteirasde 14+ . . . . . . . ... ... ... 16

[1.6.2 Formulade Conner|. . . . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 17

[1.6.3  Operacoes de Steenrod| . . . . . . . . . . . . . 17

1.7 Seccoes e o Operador . . . . . . . . . ... ... . ... 18
(.8 Caracteristica de Fuler modulo 2l . . . .. . ... ... ... ... ... ..., 20
.9 Teorema de Lucasl. . . . . . . . . . . . 21

2 Algumas consideracoes sobre os espacos projetivos reais 22
2.1 O Espaco RP™| . . . . . . . . 22
2.2 Algumas Involucoes Especiais) . . . . . . . ... o000 23

13 Classificacao das involucoes fixando RP° U RP", com n par | 26
[3.1 Introducao|. . . . . . . . . . e e e 26
3.2 Provadocaso (7). . . . . .. 30

3.3 Prova do caso (i) do Lema[3.1.1) . . . . ... ... ... oo oL 56

4 Classificacao das agoes de Zs que fixam RP° URP", com n par | 65
k.1 Cobordismo de Agoes de Z5| . . . . . . . .. 65
4.1.1 7Zs-acoes especiais|. . . . ... ... 68

4.1.2  ZE-acoes sobre variedades que possuem a propriedade H| . . . . . . . .. 70

K.2  Z5-acoes fixando RPCURP™ comn > 10 par| . . . .. . ... ... ... .... 71

6 Variedades compativeis com o ponto com respeito a involucoes| 73
(5.1 Definicao e Exemplos| . . . . . . . . . 73
B.2 Resultados . . . . . . . . 74
[b.3  Variedades de Dold e a propriedade CP|. . . . . . . ... ... ... .. ..... 76
[Referencias Bibliograficas| 87

X



89



Introducao

Suponha um par (M, T'), onde M é uma variedade fechada e suave, e T' : M — M é uma
involugao suave definida em M. O conjunto F' = Fix(T) = {x € M;T(x) = x} é chamado
conjunto de pontos fixos da involugao 7" em M. O conjunto de pontos fixos é uma uniao disjunta
e finita de subvariedades fechadas de M (ver [13]). Neste contexto, para um F prefixado, uma
questao natural que surge é a classificacao, a menos de cobordismo equivariante, dos pares
(M, T) para o qual o conjunto de pontos fixos é F. Este é um problema bem estabelecido na
literatura, e foi iniciado em 1964 com os resultados de Pierre Conner e Edwin Floyd de [5],
com F' = S™ U {ponto}, onde S™ denota a esfera n-dimensional, F= RP™ e n impar, onde RP"
denota o espaco projetivo real n-dimensional, e F' = um conjunto finito de pontos isolados. Tais
resultados foram obtidos com o uso da Teoria de Cobordismo Equivariante, introduzida em [5],
que estendeu a famosa Teoria de Cobordismo de René Thom de 1954 (o qual proporcionou ao
mesmo a Medalha Fields em 1958).

Este tipo de problema, para ser plausivel de ser atacado, demanda o conhecimento prévio
da K-teoria real de F' ou, mais especificamente, o conhecimento de todas as classes de Stiefel-
Whitney (ou classes caracteristicas) de fibrados vetoriais sobre F', como é o caso dos espagos
projetivos reais, RP". De fato, se « € HY(RP",Z,) = Zy é o elemento niao nulo, entdao a
K-teoria real de RP™ pode ser assim descrita: se 1 é um fibrado vetorial arbitrario sobre
RP™, existe um natural p > 0 de tal sorte que a classe de Stiefel-Whitney de n é dada por
W(n) = (1 + «)?. Portanto o caso F' = uma uniao disjunta e finita de espagos projetivos
tem, na literatura, uma histéria intensa e ainda longe de ser encerrada, iniciada, como acima
mencionado, com o caso F' = RP", onde n é impar, de [5]. Neste caso, P. Conner e E. Floyd
provaram que (M, T') borda equivariantemente.

Posteriormente, em [25], Robert E. Stong solucionou o caso F' = RP™ com n par, mostrando
neste caso que (M, T) é equivariantemente cobordante a involucao (RP™ x RP™, twist), onde
twist leva (z,y) em (y,x). O caso em que F' possui duas componentes de espagos projetivos foi
iniciado com o trabalho de D. C. Royster [23], onde uma classificagao parcial foi obtida para o
caso ' = RP"URP™, deixando em aberto apenas os casos nos quais m e n sao pares e maiores
que zero (isto é, D. C. Royster resolveu também o caso F' = RP° U RP" = {ponto} URP"
para todo n > 1). Entre seus resultados, D. C. Royster provou que, se n e m sao impares,
entao (M, T) borda equivariantemente. Continuando com o caso de duas componentes, em [20]
e [I7) Pedro L. Q. Pergher, Adriana Ramos e Rogério de Oliveira resolveram o caso particular
do problema deixado em aberto por D. C. Royster, dado por F' = RP" URP™, onde n = 2°, m
é par e m > 2°T! o qual inclui o caso F' = RP?2 URP™, m > 4 par, o qual tinha sido provado

m [17]. Ainda, se o nimero de componentes de F' é maior que 2, o tnico caso conhecido é o
Bruce Torrence - Dou Huo teorema de [7]: se F' é uma uniao arbitraria de espagos projetivos
reais de dimens@o fmpar, entdo (M, T') borda equivariantemente.



Em resumo, nés temos o caso F' conexo completamente resolvido e, com exce¢ao dos casos
(m,n) = (par,par), m,n > 0 e m # 2° n # 2° o caso onde F possui duas componentes
resolvido. Nesta tese, o nosso trabalho se concentrara em dois problemas. Assim, a primeira
contribuicao serd situada em resolver o caso em que F = RP% URP", onde n > 10 par,
considerado o primeiro caso em aberto entre os atras citados. Utilizamos a abordagem
empregada por Pedro L. Q. Pergher, Adriana Ramos e Rogério de Oliveira, em [I7] que nos
proporcionou técnicas para atacar o problema; no entanto, em adicao, algumas técnicas originais
por nos criadas foram necessarias para liquidar o problema, isto sera desenvolvido no Capitulo
3l

A segunda contribuicao corresponde a uma certa propriedade, por nés criada, associada a
variedades fechadas suaves. Para justificar a mesma, a seguir descrevemos um breve historico
que inspirou a mesma. Em 1958, J. Milnor provou o seguinte resultado: seja n — S™ um
fibrado vetorial sobre a esfera n-dimensional com w,(n) # 0, onde w,(n) denota a n-ésima
classe de Stiefel-Whitney. Entao n = 1,2,4 ou 8 e em cada caso existe um exemplo de tal
fibrado, com espago base sendo espagos projetivos apropriados (ver [11] ). Em 1964, P. Conner
e E. Floyd misturaram suas técnicas com o resultado acima de Milnor e provaram o seguinte
resultado: seja M uma variedade fechada suave m-dimensional e T": M — M uma involucao
suave satisfazendo o fato de que seu conjunto de pontos fixos F' é a uniao disjunta de uma
n-esfera S™ e um ponto, F' = S™ U {ponto}. Entdo n = 1,2,4 ou 8 e m = 2n e em cada caso
existe um exemplo com o fibrado normal de S™ em M sendo o fibrado de Milnor apropriado (ver
[4]). Posteriormente, P. Pergher estendeu este resultado para um produto de esferas do seguinte
modo: escrevendo SV = S™ x §™2 x ... x S" e N = (ny,na, ...,n,), suponha que T : M — M ¢é
uma involugio fixando F = SN U {ponto}. Entao dim(M) = 2dim(SY), ny +na + ... + n, = 2°
para algum s > 0 e, se s > 3, N é um refinamento de (8,...,8) (2°73 copias) (por exemplo,
N =(3,5,1,7,2,3,3,2,6)). Existem exemplos realizando cada uma das possibilidades descritas
(ver [18]).

Estes resultados nos inspiraram a introduzir a seguinte propriedade: seja F' uma variedade
fechada, suave e conexa. Dizemos que F' satisfaz a propriedade C'P (compativel com o
ponto) se existe uma variedade fechada e suave M e uma involugao suave T : M — M
tal que o conjunto de pontos fixos é F U {ponto}. Alguns exemplos de variedades que
satisfazem a propriedade CP: S!', 82, S* S® o produto de esferas descrito acima, todos
0s espagos projetivos reais RP" (basta tomarmos a involugao T : RP"™! — RP™! dada por
T|xo,T1, T, ..., Tnt1] = [—To, X1, T2, ..., Tpy1]) € de maneira andloga podemos mostrar que os
espagos projetivos complexos e quaternionicos, CP" e KP", também satisfazem a propriedade
CP.

Além disso, relacionado ao resultado de Conner e Floyd citado anteriormente, provamos
o seguinte intrigante resultado: todas as variedades fechadas, suaves e conexas de dimensao
1,2,4 ou 8 satisfazem C'P. Os principais resultados que obtivemos sao relacionados ao estudo
da propriedade C'P para variedades de Dold. As variedades de Dold P(m,n) foram introduzidas
por A. Dold em [6], com o propésito de encontrar geradores impar-dimensionais para o anel de
cobordismo nao orientado. P(m,n) é o espago das érbitas da involugao livre —1 x (conjugacao)
agindo em S™ x CP"; ou seja, P(m,n) é uma variedade fechada suave (m+ 2n)-dimensional. O
anel de cohomologia de P(m,n) é dado por H*(P(m,n)) = Zs[c,d]/(c™ =0 e d"™! = (), onde
c € H'(P(m,n) e d € H*(P(m,n). As ferramentas utilizadas foram a Teoria de Conner-Floyd,
um resultado relativamente recente de Stong a respeito da K-teoria real de P(m,n) em [26] e
um extensivo trabalho de calculos de nimeros caracteristicos. Em termos técnicos, a novidade
¢é a introdugao de uma nova classe caracteristica, W, associada a fibrados linha sobre variedades



fechadas e suaves, esse material serd desenvolvido no Capitulo [5



CAPITULO

1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados e definicoes da teoria de cobordismo
equivariante que serao necessarios nos préoximos capitulos; tais resultados podem ser encontrados
em [3] e [4].

Assumiremos que o leitor possua nocgoes de topologia diferencial, homologia, cohomologia,
teoria de fibrados e classes de Stiefel- Whitney.

Usaremos H,(X) e H"(X) para denotar os n-ésimos médulos de homologia e cohomologia,
respectivamente, de um espaco topoldgico X com coeficientes em Z.

As variedades, aplicacoes entre variedades e agoes sobre variedades serao consideradas como
sendo diferenciaveis de classe C*°. Duas variedades difeomorfas serao consideradas como iguais
neste trabalho.

1.1 Cobordismo de Variedades

Dada uma variedade m-dimensional W™ compacta com bordo, denotamos por OW"™ o bordo
de W™ que é uma variedade (m — 1)-dimensional fechada, isto é, compacta e sem bordo.

Defini¢ao 1.1.1 Uma variedade fechada n-dimensional M™ borda se existe uma variedade (n +
1)-dimensional W™t compacta com bordo tal que OW™ ™ = M™. Dizemos que duas variedades
fechadas M™ e N™ sao cobordantes (ou bordantes) se a unido disjunta M™ U N™ borda.

Lema 1.1.1 A relacao de cobordismo dada pela definicdo acima € uma relagdo de equivaléncia
no conjunto das variedades fechadas n-dimensionais.

Denotaremos por [M"] a classe de equivaléncia a qual M™ pertence, denominada classe de
cobordismo de M"™ e por N, o conjunto das classes de cobordismo das variedades fechadas
n-dimensionais.

Uma estrutura de grupo abeliano pode ser colocada em N, através da operacao de uniao
disjunta, dada por [M™] + [N"] = [M™ U N"]. Com esta operagao N, tem uma estrutura de
Zs-mbdulo (ou seja, um grupo abeliano, no qual todo elemento possui ordem 2). O elemento
neutro ¢ a classe de cobordismo [M"] = 0 das variedades fechadas n-dimensionais M" que
bordam. N, é denominado o grupo de cobordismo nao-orientado n-dimensional de Thom.



1.1 Cobordismo de Variedades

o0
A soma direta N, = @Nn possui estrutura de anel graduado comutativo com unidade. O

n=0
produto cartesiano de variedades induz uma operacao de produto em N, que nos elementos
homogéneos é dada por [M™]-[N"] = [M™ x N"]. A unidade deste anel é a classe de cobordismo

das variedades 0-dimensionais formadas por um ntimero fmpar de pontos. N, é denominado o
anel de cobordismo nao-orientado de Thom.

Definigao 1.1.2 Dada uma variedade fechada n-dimensional M™, definimos a classe de Stiefel-
Whitney (ou classe caracteristica) de M"™ como sendo a classe total de Stiefel-Whitney do
fibrado tangente T(M™) — M™ de M™, e denotamos por

W(M™) =14 w (M") + -+ w,(M").

Para denotar a classe fundamental de homologia modulo2 de uma variedade fechada M™,
usamos [M™]. Para cada w € H"(M™), denotamos por w[M"| € Zs o valor de w em [M"],
chamado de o indice de Kronecker.

Definicao 1.1.3 Seja M"™ uma variedade fechada e considere sua classe de Stiefel-Whitney
W(M™) = 14+wi(M™)+- - -+w,(M™). Dados iy,is,- -+ ,is naturais tais que iy +is+- - +is = n,
0 monomio (via produto cup) w;, (M™)w,(M™) - -w; (M™) é um elemento de H*(M™). O valor

Wiy (M )i, (M™) - - 0; (M")[M"] € Zy

¢ chamado nimero caracteristico (ou nimero de Stiefel- Whitney) de M™ associado ao mondémio
wiy (M")wi, (M™) - - w;, (M™).

Dessa forma, associada a uma variedade fechada M"™, existe uma familia de inteiros
modulo2obtida ao considerarmos todos os possiveis monomios w;, (M™)w;, (M™) - - - w; (M™) em
H"(M™).

Dizemos que duas variedades fechadas M™ e N" possuem o0s mesmos niumeros caracteristicos
se

Wiy (M )wiy (M™) - w; (M")[M"] = w;, (N")wiy (N") -+ - w; (N")[M"],

para cada particao ¢; + iy + -+ - + 15 = n.

A relacao entre niimeros caracteristicos e os elementos de N, é dada por

Teorema 1.1.1 (Teorema de Thom) Uma variedade fechada M™ borda se, e somente se,
todos os niumeros caracteristicos de M™ sao nulos.

Demonstragao: Ver [27]. |

Exemplo 1.1.1 Consideremos o espago projetivo real RP™. Usando o Teorema de Thom acima,
a estrutura multiplicativa do anel de cohomologia H*(RP™) e o fato de que W(RP™) = (1 +
a)"t onde « € HY(RP") € o gerador de H*(RP™), pode-se verificar que RP" borda se, e
somente se, n € impar.

Corolario 1.1.1 Duas variedades fechadas M™ e N™ sao cobordantes se, e somente se, possuem
0S8 mesmos numeros caracteristicos. [ |



1.1 Cobordismo de Variedades

Assim, um elemento de N, é completamente caracterizado pelos niimeros caracteristicos de
qualquer um de seus representantes. A estrutura de N, foi completamente determinada pelo

Teorema 1.1.2 N, ¢ uma dlgebra polinomial graduada sobre Zo com um gerador x, € N, em
cada dimensio 0 < n # 27 — 1.

Demonstragao: Ver [27]. [

Para cada n par, Thom demonstrou que uma possibilidade de gerador é a classe de
cobordismo de RP™. Posteriormente, em [6], Dold exibiu representantes para os geradores no
caso em que n é impar, que sao variedades do tipo P(7,j) = %,
denominadas variedades de Dold. A saber, para n = 2k — 1 {mpar, seja k = 2" !(2s + 1) com
inteiros 7 > 0 e s > 0 (ou seja, k ndo é uma poténcia de 2). Entdao P(2" — 1,2"s) representa

com ¢ e j apropriados,

Tok—1-

Geometricamente, isto significa que toda variedade fechada que nao borda, é cobordante
a uma uniao disjunta de variedades, cada uma delas sendo um produto cartesiano envolvendo
espagos projetivos reais pares e variedades de Dold.

Alguns grupos cobordismo de baixa dimensao: Ny = Zy[RP°], N7 = 0, Ny = Zy[RP?],
N3 =0, Ny = Zs[RP? x RP?] @ Zy|RP?'] e N5 = Zy[P(1,2)].

Por exemplo, qualquer variedade de dimensao 4 que nao borda, ou é cobordante a RP*, ou
é cobordante a RP? x RP?, ou é cobordante a RP* U (RP? x RP?).

1.2 Cobordismo Singular

Fixemos um espaco topoldgico X e um natural n. Uma variedade singular n-dimensional
em X é um par (M", f), constituido por uma variedade fechada M™ e uma fungao continua
fM"— X.

Definigao 1.2.1 Dizemos que uma variedade singular (M™, f) em X borda se existem uma
variedade W™t compacta com bordo e wma funcdo continua F : W™ — X tais que
OW™ = M e F|yn = f. Dizemos que duas variedades singulares em X, (M™, f) e (N",g),
sao cobordantes (ou bordantes), se a unido disjunta (M™ U N™, f U g) borda, onde fU g é
definida pelas restrigoes (f U g)|lyn = f e (fUg)|nn =g.

Lema 1.2.1 A relacao de cobordismo dada pela definicao acima € uma relagao de equivaléncia
no conjunto das variedades singulares n-dimensionais em X.

Denotaremos por [M™, f| a classe de equivaléncia da variedade singular n-dimensional
(M™, f) em X, que é chamada de classe de cobordismo da variedade singular (M™, f) em
X e, por N, (X) o conjunto das classes de cobordismo das variedades singulares n-dimensionais
em X.

Uma estrutura de grupo abeliano pode ser colocada em N,,(X), através da operagao uniao
disjunta, dada por [M™, f] + [N",g] = [M™ U N", f U g]. Um representante para o elemento
neutro é a variedade singular (M", f) em X no qual M™ borda e f é constante. N, (X) é
denominado o grupo de cobordismo n-dimensional nao-orientado de X.

A soma direta N, (X) = @Nn(X ), possui uma estrutura de N,-médulo graduado com a
n=0
operagao N, x N,(X) — N,(X) dada por [V™] - [M™, f] = [V™ x M™, g], onde g(x,y) = f(y).
N.(X) é chamado de grupo de cobordismo ndo-orientado de X.



1.2 Cobordismo Singular

Note que N, ({ponto}) e N, sdo N,-isomorfos.

A definicao de nimeros caracteristicos para variedades fechadas é estendida para variedades
singulares da seguinte forma :

Definigao 1.2.2 Seja (M", f) uma variedade singular em X e considere a classe de Stiefel-
Whitney de M"™, W(M") = 1 +wi(M") + --- + w,(M"). Para cada natural m < n, cada
h € H™(X) e cada particao iy,1s,- - ,is de naturais tais que iy + is + -+ + iy = n — m,
0 mondmio (via produto cup) w; (M™)w;,(M™)---w; (M™)f*(h) é um elemento de H"(M™),
onde f*: H*(X) — H*(M"™) é o homomorfismo induzido em cohomologia por f : M™ — X. O
valor

wiy (M )wiy (M™) - wy, (M) f* () [M™] € Z,

¢ chamado um numero caracteristico (ou numero de Whitney) de (M™, f) associado ao
monomio wy, (M™)wy,(M™) - w; (M™) f*(h).

Se tomarmos h = 1 € H°(X), os nimeros caracteristicos de (M", f) obtidos por esta escolha
de h coincidem com os numeros caracteristicos de M™.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Conner-Floyd) Seja X um CW-complexo finito em cada
dimensao. Uma variedade singular (M", f) em X borda se, e somente se, todos os seus nimeros
caracteristicos sao nulos.

Demonstragao: Ver [3], p. 56, 17.3. |

Corolario 1.2.1 Seja X um CW-complexo finito em cada dimensdao. Duas variedades singulares
em X sao cobordantes se, e somente se, possuem 0s mesmos numeros caracteristicos. [ |

1.3 Cobordismo de Fibrados

Denotaremos por n¥ — X um k-fibrado vetorial, com fibra R¥, sobre um espaco X. Os
k-fibrados triviais serdo denotados por R¥ — X. Diremos que um fibrado é nulo se a fibra
sobre cada componente de X for o espago vetorial trivial {0}, e o denotaremos por 0 — X.

Dado um fibrado vetorial n* — X sobre X paracompacto, denotaremos por

W(n") =1+ wi(n*) + wa(n*) + - + wi(n®)

a classe total de Stiefel-Whitney de n*. Para cada i =0,1,--- , k, temos que w;(n*) € H/(X) é
a i-ésima classe de Stiefel-Whitney de n".

Definicao 1.3.1 Um k-fibrado vetorial n* — M™ sobre uma variedade fechada M™ borda, se
existe um k-fibrado vetorial (¥ — W™ sobre uma variedade W"*! compacta com bordo, tais
que OW™L = M™ e C¥|yn = n*. Dizemos que dois k-fibrados vetoriais n* — M™ e 4% — N"
sdo cobordantes se a unido disjunta (n* — M™) U (v* — N™) borda.

Observacdo 1.3.1 Note que se n* — M™ borda entio M™ borda.

Lema 1.3.1 A relagao de cobordismo dada pela defini¢ao acima € uma relagdo de equivaléncia
no conjunto dos k-fibrados vetoriais sobre variedades fechadas n-dimensionais.



1.3 Cobordismo de Fibrados

Denotaremos por [n* — M™], ou simplesmente por [n*], a classe de equivaléncia do k-fibrado
vetorial n* — M™, a qual é chamada de classe de cobordismo de nf — M™.

Fizados n e k naturais, existe uma bijecao natural entre o conjunto das classes [nf — M"] e
No.(BO(k)), sendo N,,(BO(k)) o conjunto das classes de cobordismo das variedades singulares
n-dimensionais em BO(k), onde BO(k) € o espago universal classificante para fibrados vetoriais
k-dimensionais. Tal bijecao é definida da sequinte maneira:

(<) Dado [M™, f] em N,(BO(k)), associe a ela a classe de cobordismo do pullback
fl(W*) — M™, onde v* — BO(k) denota o fibrado universal k-dimensional.

(+>) Dada uma classe de cobordismo [n* — M™"], associe a ela [M™, f], onde f é uma funcdo
classificante para n*, a qual sabemos ser inica a menos de homotopia.

Dessa forma, podemos ver os elementos do N,-mddulo N.(BO(k)) como classes de
cobordismo de k-fibrados vetoriais. Com esta identificacao, a operacao de unido disjunta dada
por [nf — M"| + [v¥ — N"] = [(n* — M™) U (4% — N™)], estabelece uma estrutura de grupo
abeliano para N, (BO(k)). O elemento neutro de N,,(BO(k)) pode ser representado pelas classes
dos k-fibrados triviais sobre variedades n-dimensionais que bordam.

Além disso, a operagdio [V™]-[nF — M™] = [pa!(n*) — V™ x M™], onde pg : V™ x M™ — M™
¢ a projecao na sequnda coordenada, fornece uma estrutura de N,-mddulo graduado para

N.(BO(k)) = @ N,.(BO(k)).

Fizemos agora uma classe [n*® — M™"] identificada com o elemento [M™, f] de N,(BO(k)).
Considere a classe de Stiefel-Whitney de M™, W(M™) = 1+ wy(M"™) + -+ + w,(M"™). Pelo
C’omldm’o a classe de cobordismo de (M™, f) € totalmente determinada pelos seus nimeros
caracteristicos, os quais tém a forma

Wiy (M™)wi, (M") - w;, (M") f*(R)[M"] € Zs,

com h € H™(BO(k)) e wy(M™)w;,(M"™)---w; (M™) € H"™(M"). Ocorre que o anel
H*(BO(k)) € a dlgebra polinomial Zo[wy(V*), wy(V¥), -+ wp(V*)], onde v* — BO(k) é
o k-fibrado universal. Ou seja, cada h € H™(BO(k)) pode ser escrito da forma h =
ijl(yk)wjz,(yk) —w;, (VF). Agora, lembrando que fl(vF) = n*, temos:

I (wjy (), (VF) - s, (%)) = wj, (0 )wi (n*) - wy, (n),
para cada monémio bdsico wj, (V*)wj, (VF) - - w;, (V*) em H™(BO(k)). Assim, concluimos que
0s numeros da forma
wiy (M )wi, (M™) - - wi, (M"wj, (0% )ws, (n%) - wj, (%) [M"] € Zs,

com iy + iy + -+ g+ j1+ jo+ -+ jr = n, determinam a classe de cobordismo de n* — M™.

Definicdo 1.3.2 Seja n* — M™ um k-fibrado vetorial sobre uma variedade fechada n-
dimensional M™. O valor

Wiy, (M™Ywi, (M™) -+ - wi, (M Yw;, (0" Ywsy () -+ - wj, () [M™] € Z,

com i + iy + -+ + s + j1 + Jo + - + 3 = n, € chamado numero
caracterfstico (ou ntmero de Whitney) de n* — M", associado ao mondmio
wiy (M), (M™) - - wi, (M™)w;, (n*)ws, () - - wj, (n*).



1.3 Cobordismo de Fibrados

Note que se n* — M™ for um fibrado vetorial trivial entdo os mimeros caracteristicos
relevantes de [n® — M™] sdo os mimeros caracteristicos de M™.

1.4 Cobordismo de Ac¢oes de Grupos

Enfatizamos que estamos subentendendo que as variedades, aplicacoes entre variedades e
agoes sobre variedades sao diferencidveis de classe C™.

Definicao 1.4.1 Sejam G um grupo de Lie compacto e M™ uma variedade fechada. Uma agao
suave ¢ de G em M", que serd denotada por (M™, @), é uma aplicagao suave ¢ : GX M™ — M"
tal que:

1) ¢(e,m) =m, para todo m € M™, onde e € o elemento neutro de G;

it) ¢(g1, #(g2,m)) = d(g192. m), para todos g1, g2 € G e m € M™.
Uma agao € dita livre se ¢p(g, m) = m implicar que g = e, para todo m € M™.

Defini¢do 1.4.2 Uma acio (M",¢$) borda equivariantemente, se ezistem uma variedade
compacta W™ com bordo e uma acdo ® : G x Wt — Wt tais que OW™H = M™ ¢
®|pn = ¢. Dizemos que duas agoes (M™,¢) e (N™, 1) sdo equivariantemente cobordantes se a
uniao disjunta (M™U N™ ¢ U1) borda equivariantemente.

Lema 1.4.1 A relacdo de cobordismo de agoes dada pela defini¢cao acima € uma relagao de
equivaléncia no conjunto das agoes (M"™, §).

A classe de equivaléncia (ou classe de cobordismo) de uma a¢ao qualquer (M™, ¢) é denotada
por [M™,¢]. Denotaremos por L,(G) o conjunto das classes de cobordismo das agoes de G
sobre variedades fechadas n-dimensionais, e por N,(G) o conjunto das classes de cobordismo
das agoes livres de G sobre variedades fechadas n-dimensionais.

Uma estrutura de grupo abeliano pode ser colocada em I,(G), através da opera¢ao unido
disjunta, dada por [M™, ¢] + [N™,¢] = [M™ U N"™, ¢ U]. O elemento neutro deste grupo € a
classe de cobordismo [M™, ¢| das G-a¢oes (M™, @) que bordam equivariantemente (por exemplo,
tome M"™ uma variedade que borda e ¢ : G x M™ — M"™ dada por ¢(g,x) = x). T,(G) é
denominado o grupo de G-cobordismo irrestrito n-dimensional. Denotamos por Z,(G) a soma

@In(G) e chamamos a mesma de grupo de G-cobordismo irrestrito.
n=0

De maneira andloga, a operagao entre acgoes livres dada por
[M", @] + [N", 9] = [M" UN", ¢ U )]
(unido disjunta), dd a N,(G) uma estrutura de grupo abeliano, denominado grupo de
G-cobordismo principal n-dimensional. Denotamos por N.(G) a soma @Nn(G) a qual
n=0

chamamos de grupo de G-cobordismo principal.

Existe uma estrutura de N,-mddulo graduado em Z.(G) (analogamente em N.(G)), dada
pela operacao [V'™] - [M", ¢] = [M™ x V™ 4], onde ¢ : G x (M™ x V™) — (M™ x V") é dada
por ¢(g, (m,v)) = (¢(g,m), v).

Agora, vamos analisar com mais detalhes o caso particular em que G = Zso, o qual serd
usado neste trabalho.



14 Cobordismo de Agoes de Grupos

Definicao 1.4.3 Uma involucao suave T sobre uma variedade fechada M"™, denotada por
(M™,T), é uma aplicacao suave T : M™ — M™ tal que T o T = Id.

Note que uma involucdo suave T' sobre uma variedade fechada M™ define uma acdo suave
¢ de Zy em M™, pois podemos identificar o grupo formado por T e T? = Id com a operagdo de
composicao, com o grupo Zo. Assim, (M™, ¢) é uma Zy-agdo tal que ¢(0,m) = ¢(Id,m) =m
e ¢(1,m) = ¢(T,m) = T(m), para todo m € M™. Dessa forma, classes de Zy-cobordismo sao
classes de cobordismo de involugoes suaves. Por conveniéncia, utilizaremos a notagio [M™,T] €
Z.(Z3) ao invés de [M™, ¢]. De maneira andloga, utilizaremos a notag¢io [M™,T] € N,(Zs),
onde T é uma involugdo suave sem pontos fixos, ao invés de [M™, ¢, onde ¢ € livre.

A partir de agora, admitiremos tacitamente que todas as involucoes serao suaves.

Com esta identificacao acima, podemos reescrever a definicao de cobordismo de uma Zo-agao
da sequinte maneira:

Definicao 1.4.4 Dizemos que uma involugao suave (M™,T) borda, se existem uma variedade
compacta W™ e uma involugao suave S sobre W™ tais que W™ = M™ e S|y = T. Duas
involugoes suaves (M™,T) e (N™,T") sao cobordantes se a unido disjunta (M™ U N™, T UT")
borda.

Dada uma involugao (M™,T), o conjunto F = {x € M"™ : T'(z) = z} é chamado de conjunto
de pontos fixos da involugao T'.

Dada uma G-agao qualquer (M™, ), a teoria de grupos de Lie garante que o conjunto de
pontos fixos de ¢, Fl|y = {x € M" : ¢(9,x) = x,Yg € G}, é uma unido disjunta e finita de
subvariedades fechadas de M™ (ver [13]). Em particular, o resultado € valido para o conjunto
de pontos fixos de uma involugao.

Por outro lado, dados um grupo de Lie G compacto e uma unidgo F disjunta e finita de
variedades fechadas, € natural questionarmos sobre as classes de cobordismo equivariante das
inwvolucoes que possuem F' como conjunto de pontos fixos. Neste contexto se encontra um dos
objetivos desta tese, que € o estudo da questio acima no caso especifico em que ' = RPSURP",
n par.

1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

Seja (M™,T) uma involugao em uma variedade fechada n-dimensional M™ e suponha que
T nao possua pontos fizos. Entao o espago de orbitas M™ /T também é uma variedade fechada
n-dimensional.

Definicao 1.5.1 Definimos o fibrado linha canonico associado a T como sendo o fibrado
M™ x R
(m,r) ~ (T(m), —r)’

A — M"™/T com espago total dado pelo espago quociente \ = e com

projecao [(m,r)] — [m].

Exzemplo 1.5.1 O fibrado linha canonico A — RP™ € o fibrado linha associado a involu¢ao
antipodal (S™, A) na esfera S™.

Teorema 1.5.1 A correspondéncia [M™,T| — [\ — M™/T] define um isomorfismo natural
de N.-mddulos entre N, (Z3) e N.(BO(1))

10



1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

Demonstracao: Ver [3], p. 71. |

A classe de cobordismo de uma involugao sem pontos fizos (M™,T) em N,,(Zs) € portanto
caracterizada pelos nimeros caracteristicos do fibrado linha associado X — M"™/T, o qual sdo
denominados nimeros de involugao de (M™,T).

Se (M™,T) € uma involugao cujo conjunto de pontos fizos € nao-vazio, entdo pode ser que
M"/T nao seja uma variedade fechada. Por exemplo, se M = S C R? e T é a reflexao em
uma coordenada, entio M/T é o disco D*.

Assim, mao € possivel caracterizar a classe de cobordismo irrestrito de tais involugoes
utilizando niumeros de involugao, como € feito com involugoes sem pontos fixos. Veremos a
sequir uma ferramenta algébrica utilizada para caracterizar as classes de cobordismo de Z,(Zs)
que € obtida da Sequéncia de Conner-Floyd.

Definicdo 1.5.2 Seja n* — V™ um k-fibrado vetorial, k > 1, sobre uma variedade fechada
n-dimensional V™. Como o grupo de n® é o grupo ortogonal O(k), podemos considerar o fibrado
em esferas associado a n*, S(n*) — V", com fibra S*7! e cujo espago total S(n*) é uma
variedade fechada (n + k — 1)-dimensional. Existe uma involugao A : S(n*) — S(n*), sem
pontos fizos, a qual atua como a antipodal em cada fibra. Chamamos a involugao (S(n*), A) de
fibrado involucao associado a n*.

A projecdo do fibrado n* induz uma projecio no quociente RP(n*) = S(n*)/A de forma que
RP(n*) — V™ é um fibrado, com fibra RP*™1 e cujo espago total RP(n*) é uma variedade
fechada (n + k — 1)-dimensional. Este fibrado é chamado de fibrado projetivo associado a n*.

Definicdo 1.5.3 Seja n* — V"™ um k-fibrado vetorial, k > 1, sobre uma variedade fechada
n-dimensional V". Definimos o fibrado linha associado a 7%, A — RP(n*), como sendo o
fibrado linha candnico associado & involucdo (S(n*), A).

Consideremos agora uma involugao T : M™ — M"™ sobre uma variedade fechada n-
dimensional M™. Lembremos que, (M™,T) representa um elemento de I,(Zs). Como o
conjunto de pontos fizos de T, F = {x € M" : T(z) = x}, € uma unido disjunta e finita

de subvariedades fechadas de M"™, podemos escrever F = UFJ, onde cada F7 é a unido
J=0
(eventualmente vazia) das componentes j-dimensionais de F.

Definicao 1.5.4 Seja (n — F) = U(n"‘j — F9) o fibrado normal de F' em M™. Dizemos

J=0

que n — F € o fixed data de (M™,T).

Exemplo 1.5.2 Dada uma variedade fechada M™ arbitrdria, o fibrado tangente a M™,
T(M™) — M"™, pode ser realizado como o fized data de uma involugdo. De fato, a involugdo
twist : M™ x M™ — M"™ x M™ dada por twist(x,y) = (y,z), V(x,y) € M™ x M"™, tem como
conjunto de pontos fizos a diagonal A = {(x,z) : x € M™}, ou seja, uma copia de M™. Temos
que o fibrado normal de A em M™ x M"™ € equivalente ao fibrado tangente T7(M™) — M™.
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1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

Lembremos que, de acordo com identificacao apresentada na Segao cada fibrado
n" — FJ representa um elemento de N;(BO(n — j)) (se FV = 0, convenciona-se que
i - Fi] = ).

Consideremos o Zy-maodulo

e a aplicagao

Jet To(Zs) = My, dada por j.[M",T) = "~ — F],

onde U(n"’j — FJ) ¢ o fixed data da involucdo (M™,T); e a aplicagdo
=0

0+ M, — N,_1(BO(1)),

definida aditivamente por
Oln — F] = [A = RP(n)] € Noo1(BO(1)),

onde A\ — RP(n) denota o fibrado linha associado a n — F (para o caso em que j = n,
0 : No(BO(0)) = N,_1(BO(1)) € o homomorfismo nulo).

Além de verificar que tais aplicagoes estao bem definidas, a nivel de cobordismo, Conner e
Floyd mostraram que sao homomorfismos e que compoem uma sequéncia exata curta.

Teorema 1.5.2 (Sequéncia de Conner e Floyd) Para cadan, a sequéncia de Zo-mddulos

0= Z(Zs) 25 M, S N, _1(BO(1)) = 0

€ exata. Mais ainda, O|n;,_, (o)) € 0 homomorfismo identidade.

Demonstragao: Ver [3], p. 88, 25.2. |

Consequéncias do Teorema[1.5.3.

Ezemplo 1.5.3 Se (M",T) é uma involugdo sem pontos fizos entao [M™,T| =0 em I,(Z>),
pois j.[M™ T] = 0. Este fato também pode ser visto geometricamente: facamos M™ x [0,1] e
identifiquemos (m,0) com (T'(m),0), para cada m € M™. Denotemos por ~ esta identifica¢ao.

M™x[0,1]

Em Mx104] i[o’”, definamos a involucdo T([m,n]) = [T(m),n]. Entdo € uma variedade com

bordo, equipada com a involu¢io T, e seu bordo é M™ x {1} = M™ equipada com T.

Exemplo 1.5.4 Se (M™,T) é uma involu¢ao cujo conjunto de pontos fixos é uma variedade
™ de mesma dimensao, entao F™ € a uniao das componentes conexas de M"™ em
que T atua como identidade.  Além disso, em M"\F", T atua sem pontos fixos.
Logo, [M™,T) = [F",T] + [M™\F",T| = [F", Id] em I,(Zs).

12



1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

Exemplo 1.5.5 Seja (M™,T) involugao com conjunto de pontos fixros F = U F7. Se F ndo
§=0

borda (ou seja, existe j tal que FV # () ndo borda) entio (M",T) ndo borda equivariantemente,

pois j.[M™,T| € necessariamente ndo nulo.

Exemplo 1.5.6 Nao existe involugao (M™,T), com n > 1, fizando exatamente 1 ponto. De

fato, se existisse tal involugdo teriamos j.[M™,T] = [R™ — {ponto}]. Observe que o fibrado
linha associado a R™ — {ponto} € o fibrado linha candénico X — RP™ 1 sobre RP" 1. Logo,
teriamos 07, [M™, T] = [\ — RP" '] # 0 (conforme veremos na Proposicao [2.1.9), o que

contraria a exatidao da Sequéncia de Conner e Floyd.

A classe de cobordismo de uma involugcao arbitrdaria é determinada, via o homomorfismo j,
pela classe de cobordismo do seu fixed data:

Coroldrio 1.5.1 Duas involugoes (M™,T) e (V™,S) sao equivariantemente cobordantes se,
e somente se, seus fived data n — Fr e v — Fs sao cobordantes. FEquivalentemente, duas
involugoes (M™,T) e (V™ S) sao equivariantemente cobordantes se, e somente se, seus fized
data possuem 0s mesmos niumeros caracteristicos. [ |

n

Considere um fibrado qualquer n — F = U(n"‘j — 7). Se[n — F] € M, estd no

j=0
nicleo de 0, entao [n — F| = j.[M", T, para alguma involugao (M™,T). Em outras palavras,
se dln — F] = 0, entao n € cobordante a um fibrado que pode ser realizado como um fixed

data. Na verdade, a demonstracao do Teorema[1.5.9 diz algo mais forte: o prdprio n pode ser
realizado como o fixed data de uma involucdo. Dessa forma temos que um fibrado cobordante
a um fixed data ¢ também um fixed data. Obtemos assim o sequinte resultado:

Coroldario 1.5.2 Um fibrado

n—F={Jn"7 - F)

J=0

¢ um fized data se, e somente se, n — F|] = 0. Equivalentemente,

n
n—F=Ju — F)
j=0
¢ um fized data se, e somente se, todos os numeros caracteristicos do fibrado linha

A= RP(n) = J(A = RP("))

=0

sao nulos. |

Ezxemplo 1.5.7 Sejan — F = U(n”_j — F9) um fibrado que borda (ou seja, cadan™7 — F7
=0

borda). Entao O[n — F| =0 e, portanto, existe uma involu¢io (M"™,T') cujo fized data é n — F
(neste caso (M™,T) borda equivariantemente).
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1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

O Coroldrio sera uma ferramenta muito wutil nos capitulos subsequentes.  Por
causa disso, vamos reescrevé-lo de maneira mais explicita, utilizando a definicao de numero
caracteristico de um fibrado. Em todo este trabalho, a primeira classe de Stiefel-Whitney de
qualquer fibrado linha associado a um determinado fibrado serd denotada pela letra c.

Coroldario 1.5.3 Um fibrado
n—F =07 - F)
§=0

¢ um fized data se, e somente se,
n—1
> wi (RP(")) - wi, (RP (")) [RP(" )] = 0 € Zy,
5=0

para toda particao i1+ ---1s+t=mn—1. [

Observacgao 1.5.1 Os coroldrios acima sao de essencial importancia para a classificacao que
serd feita nos préximos capitulos. De fato, pelo Coroldrio uma unido de dois fibrados

nnfj nnfk
LUl
F7 Fk

pode ser realizada como o fized data de alguma involu¢ao suave (M™,T), a menos de cobordismo
equivariante, se, e somente se, a uniao dos fibrados linha associados aos fibrados em pauta

A A2

{ U {
RP(n"7) RP(n"*)

borda, ou seja, se, e somente se, o0s fibrados A\; — RP(n"~7) e Ay — RP(n"*) sao cobordantes.
Assim, supondo que uma unido de duas variedades fechadas F7 U F* € o conjunto de pontos
fizos de uma involugao suave (M™,T'), podemos trabalhar com equagoes envolvendo os nimeros
caracteristicos dos fibrados linha associados aos fibrados projetivos correspondentes aos seus
respectivos fibrados normais, a fim de obter alguma informagao relevante sobre (M™,T). Esta
técnica € o ponto de partida para obtermos a classificacdo das involucoes que fizam, a menos
de cobordismo equivariante, a unido dos espacos projetivos RP® URP™, n par.
Para calcularmos os niimeros caracteristicos dos fibrados linha associados aos fibrados normais,
precisamos saber como obter as classes caracteristicas dos espagos RP(n) e para isto faremos
uso do

Teorema 1.5.3 (Teorema de Borel-Hirzebruch) Sejam n* — M um fibrado vetorial
sobre uma variedade fechada, e ¢ a classe caracteristica do fibrado linha A\ — RP(n*) associado
an®. Entio H*(RP(n*)) é um H*(M)-médulo livre graduado, com base 1,¢,c%,--- 71 e a
classe total de Stiefel-Whitney de RP(n*) é dada por

W(RP(1*)) = W(M) - (14 )" +wi(n®)(1+ ) " +wa(n®) (1 + )"+ -+ +wp(n")) .

14



1.5 Sequéncia de Conner-Floyd

Além disso,
&+ wl(nk)ck_l + wg(nk)cl’“_2 4+ -+ wk(nk) =0.

Demonstracgao: Ver [3], p. 75, 21.3. |

Observacdo 1.5.2 Supondo que uma unido de duas variedades fechadas F7UF* é o conjunto
de pontos fizos de uma involu¢ao suave (M™,T), vimos na Observagdo que podemos
trabalhar com equagoes envolvendo os numeros caracteristicos dos fibrados linha associados aos
fibrados projetivos correspondentes aos seus respectivos fibrados normais, a fim de obter alguma
informagao relevante sobre (M™,T), e sabemos que para obtermos tais nimeros caracteristicos,
precisamos calcular as classes caracteristicas das variedades RP(n"~7) e RP(n"*). Para
o cdlculo destas classes caracteristicas, vimos no teorema acima que precisamos conhecer
as classes caracteristicas das variedades F7 e F*, e as classes caracteristicas dos fibrados
" — FJoenF = F* ¢ a dificuldade estd no fato de que estes sio fibrados genéricos
sobre as variedades F7 e F*.

A sequir, temos um dltimo coroldrio do Teorema importante para os estudos feitos
nos proximos capitulos.

Coroldrio 1.5.4 Seja n* — V™ um fibrado vetorial de dimensao 1 sobre uma variedade
fechada V", o qual é um fized data. Entao n* — V™ borda como fibrado e, portanto, V"
borda como variedade.

Demonstragao: Como 9([n' — V") = [n' — V"], seque o resultado. |

1.6 Ferramentas para o cdlculo de Classes Caracteristicas

Seja (M™,T) uma involugao e considere seu fixed data, n — F = U(n”_j — F7), n > m.
=0
Pelo Coroldrio sabemos que, para cada particao iy +---+is+t=m-+n—1,

2w RP(™)) - wi, RP("))e' [RP(y" )] = 0 € Zs,

ou ainda,
m

> (e, wRP(")RP(" )] = 0 € Zy,

J=0

para cada p(c, w(RP(n™™7)) polindmio homogéneo de grau m +mn — 1 nas classes wy,(RP(n) e
c.

Logo, um procedimento razodvel em busca de movas informagoes sobre n, € utilizar as
wqualdades acima com polinomios adequados. Deste modo, pode-se obter pistas sobre a
classificacao pretendida, ou eliminar possibilidades.

Apresentamos a sequir recursos técnicos que podem conduzir a equag¢oes convenientes ou
facilitar o cdlculo.
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1.6 Ferramentas para o cdlculo de Classes Caracteristicas

1.6.1 Multiplicacao por poténcias inteiras de 1+ ¢

Observacao 1.6.1 Seja X um espaco topologico qualquer. A colecao de todos os elementos
da forma
W:1+w1+w2+--~ EH*(X>,

em que w; € H(X) e o termo de grau zero é 1 € H°(X), é um grupo comutativo com a
operagdao dada pelo produto cup (ver [12]). Dado um elemento W =14 w; +wy + -+, 0 seu

inverso (ou dual)

1 -
—=W=14+w,+ws +ws---,
W 1 2 3

caracterizado pela relaggo WW = 1 € H*(X), pode ser construido indutivamente pelo algoritmo

n
wo = ]., @n = E U}iwn_i.
i=1

Consideremos agora um fixed data n — F' = U(n”_j — F7), n > m.
=0
O inverso multiplicativo de 1 4+ ¢ em H*(RP(n)) é dado por

I+c= =l+ct+cE+-- +

1+c¢

lembrando que ¢t =0 set > m+n — 1, pois RP(n) = U RP(n"7) é uma variedade fechada
j=0

(m 4 n — 1)-dimensional.
Mais geralmente, para qualquer inteiro d, (1 + ¢)? pode ser escrito na forma

(I+o)?=14aic+ax®+ -+ ampp1c™" 1,
para certos a; € {0,1}. Assim, fixrando um inteiro d qualquer,
1+ WERP®n) = (1+aic+ -+ apinac™ " (1 +wi(RP(n)) 4 - - - + w,_1 (RP(1)))

é tal que sua parte homogénea de grau i é um polinomio homogéneo de grau i nas classes
wys(RP(n)) e c. Logo, escrevendo

(L+) - WRP[H")) =1+ wjq +wjo+ - + Wimrn-t,

com w;,; € H(RP(n"™7)), temos que

m

para cada particao 11 +is+---+is+t=m+n— 1.
A discussao acima fornece entao a técnica de efetuar multiplicagoes por poténcias inteiras

de 1+ ¢, positivas ou negativas, para obter equacoes com niumeros caracteristicos. Fsta técnica
foi bastante explorada por Pergher e Stong, em [21)], através das chamadas classes Wr]. A
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1.6 Ferramentas para o cdlculo de Classes Caracteristicas

ideia central é que cada parte homogénea de W (RP(n)) pode ser algebricamente complicada, e
a multiplicagao por poténcias de 1 + ¢ pode dar origem a partes homogéneas mais simples.

1.6.2 Formula de Conner

Seja n* — M™ um fibrado vetorial (de dimensio k > 1) sobre uma variedade fechada e
conexa M™. Denotemos
W(ﬂk) =14+vi+ve+--- 4 vg.

Através do Teorema de Borel-Hirzebruch vimos que H*(RP(n*)) é um H*(M™)-
mddulo livre graduado, com base {1,¢,c?,--- ,c*=1}, onde ¢ € a classe caracteristica do fibrado
linha associado a n*, sujeita a relacdo ¢ = vic" ™t 4+ vocf 2 + - .

Note que a,c*~1 =0 se, e somente se, a, =0, para a, € H*(M™). Logo, como H"(M") e
H™ =Y RP(n*)) sdo isomorfos a Zy, temos a,[M"] = a,c* [RP(n*)], para todo a,, € H"(M™).
Se a, € H¥(M™), comn < s <n+k—1, entio a,c" - 1RP(n*)] =0, jd que as = 0.

Agora, para calcular a,c" > *"HRP(n*)] no caso em que 0 < s < n, utilizaremos a sequinte
ferramenta

Teorema 1.6.1 (Formula de Conner) Para cada as pertencente a H*(M™), onde 0 < s <

n, temos
;" TFHRP ()] = agv,- o [M"],

onde ; denota o termo homogéneo de grau i do inverso de W (n*), W (n*) = W(lnk‘) =147+
4T,
Demonstragao: Ver [2)]. |

1.6.3 Operacoes de Steenrod

As operagcoes cohomoldgicas Sq', conhecidas como quadrados de Steenrod, sdo
completamente caracterizadas pelas quatro propriedades a sequir:

Sejam X e Y espacos topoldgicos arbitrdrios.

(1) Para cada n e cada i inteiros ndo negativos,
Sq': H"(X) — H"(X)
define um homomorfismo aditivo, satisfazendo as sequintes propriedades:

(2) (Naturalidade) Se f: X — Y ¢é uma aplicagao continua, entao o diagrama

HWY) —L 17 (x)

Sqil lsqi

Hn—i—z(y) T) Hn—l—i (X)

€ comutativo.
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1.6 Ferramentas para o cdlculo de Classes Caracteristicas

(3) Se a € H(X) entio Sq°(a) = a, Sq"(a) = a*® e Sq'(a) = 0, para todo i > n.

(4) (Foérmula de Cartan) Se a e b sio elementos homogéneos de H*(X) e ab denota o
produto cup entre a e b, entao vale a identidade

S¢WM::§:S¢005¢ﬂ@)

Em relagao as classes caracteristicas de um fibrado vetorial, temos o sequinte resultado

Teorema 1.6.2 (Férmula de Wu) Se n* — X ¢é um fibrado vetorial sobre um espago X
paracompacto, e W (n*) =14+ wy + - -+ +wy, denota a classe de Stiefel-Whitney de n*, entdo

. i1+t
Sq'(w;) = Z ( " )wi—twj—l-t;

t=0
para v < j.

Demonstracao: Ver [12]. |

A Formula de Wu acima € um recurso técnico adicional mo que se refere as técnicas
m

computacionais em discussao. De fato, consideremos um fixed datan — F = U(n”_j — Fi) e
=0

vejamos como aplicar as operacoes Sq* para obter equacoes envolvendo niimeros caracteristicos

do fibrado linha X — RP(n).

Seja p(c,w(RP(n))) um polinomio homogéneo qualquer, de grau t < m + n — 1, nas
classes wys(RP(n)) e c¢. Aplicando as férmulas de Cartan e Wu, e lembrando que cada Sq’
¢ um homomorfismo aditivo, vemos que Sq™ " 1! (p(c,w(RP(n)))) é também um polinémio
homogéneo, agora de grau m +n — 1, nas classes wys(RP(n)) e c. Assim, concluimos que

m

> Sgm T ple, w(RP(n))) RP (")) = 0.

=0

Os quadrados de Steenrod possibilitam mostrar que certos elementos simples de H*(RP(n))
sao de fato polinomios nas classes wys(RP(n)) e ¢, o que poderia ser extremamente dificil
mostrar diretamente; veremos isso posteriormente de forma pratica em nossas computagoes.

1.7 Secgoes e o Operador T’

A soma de Whitney de um fibradon — F = U(n"*j — F9) com o k-fibrado trivial R* — F
=0

¢ denotada por n ®R¥ — F = U(n”*j dRF — F7). Neste caso, dizemos que o fibrado n @ RF
§=0
possui k secgoes.
Nesta secao apresentaremos resultados que nos permitirao obter um fixed data adicionando
ou removendo seccoes de um outro fixed data. Neste contexto, temos o sequinte resultado
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1.7 Seccoes e o Operador T’

Teorema 1.7.1 (Teorema das Secgoes) Se n@R — F' € o fized data de uma involugao, entao
n — F também pode ser realizado como fixed data de alguma involugao.

Demonstragao: Ver [3], p. 85, 24.3. |

O teorema acima conduz a um processo chamado "remocao de seccoes”. Veremos a sequir
que, sob certas condicoes, também pode ser possivel “adicionar secgoes”.

Seja (M™,T) wuma involugao sobre uma wvariedade fechada n-dimensional M™, e
consideremos o circulo S*. No produto cartesiano S' x M™, consideremos o sequinte par de
mvolucoes comutantes:

T1(27ZL‘) = <z7 ZL’); TQ(Zax) = (_ZvT(:L‘))7

onde Z significa o conjugado complexo de z.
Como Ty € livre de pontos fixos, o quociente

St x M

Vn+1 —
Ty

¢ ainda uma variedade fechada.

Além disso, como T, e Ty sao comutantes, em V" existe uma involucdo Ty induzida por
T;.

Definimos o operador I' como sendo o N,-homomorfismo de grau +1,

I: I*(ZQ) — I*+1(Z2),

dado por T[M"™,T] = [V" ™ Tp).
O teorema sequinte mostra que a classe de cobordismo de (V"™ Ty) é completamente
determinada pela classe de cobordismo de (M™,T).

Teorema 1.7.2 Se n — F ¢é o fixed data da involugio (M"™,T), entio o fized data de
L(M™,T) = (V" Ty) é a uniao disjunta

n@dR R
LUl
F M
Demonstragao: Ver [3], p. 90, 25.3. [ |

Seja (M™,T) uma involugao com fixed data n — F e suponha que M™ borda. Entdo
R — M™ borda como fibrado, e portanto, pela sequéncia de Conner-Floyd temos I'(M™,T')
¢ cobordante a uma involugio (V,S) com fized data n @ R — F. Se, novamente, V borda,
entao T'(V,S) = T?(M"™,T) é cobordante a uma involugio com fized data n®R* — F, e assim
sucessivamente. Suponha que, para algum j > 2, a variedade subjacente T7(M™,T) nao borda

Nesse caso, o processo encerra, € nao ocorre mais para nenhum | > j, pois nesse caso,
removendo sec¢oes chegariamos que TV (M™ T) é cobordante a uma involugdo com fived data
n @RI — F o que é um absurdo (uma vez que T7TY(M™ T) tem como componente do fized
data R — W, onde W € a variedade subjacente a T*(M™,T)). No caso em pauta, T*(M™,T),
0 <1 < j fornece uma familia de involugoes com conjunto de pontos fizos F.
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1.8 Caracteristica de Euler médulo 2

1.8 Caracteristica de Euler mddulo 2
Seja X um CW -complexo finito.

Definicao 1.8.1 A caracteristica de Fuler médulo 2 de X € definida como sendo o niumero
X(X) =Y dimH;(X) (mod 2) =Y dimH'(X) (mod 2) € Z,.

Observacao 1.8.1 Se M"™ ¢ uma variedade fechada de dimensao n impar, seque da dualidade

de Poincaré que x(Mm™) = 0.

A caracteristica de FEuler mddulo 2 é um invariante de cobordismo. FEste fato decorre do
Corolario Jjuntamente com o sequinte resultado:

Teorema 1.8.1 Seja M"™ uma variedade fechada. Entao x(M™) coincide com o ndmero
caracteristico w,(M™)[M"].

Demonstragao: Ver [11)], p. 130, 11.12. |

Exemplo 1.8.1 Se n € par, entao

w,(RP™) = ( nTl >a" =a",

onde a € o gerador de H*(RP™). Logo, pelo teorema anterior, x(RP") = o[RP"| = 1.

Destacamos os sequintes resultados no contexto de involugoes e conjuntos de pontos fixos:

n

Teorema 1.8.2 Seja (M™,T) uma involu¢ao com conjunto de pontos fizos F' = U F7. Entdo

=0
X(M™) = x(F) =Y x(F).
=0
Demonstragao: Ver [3], p. 99, 28.2. [ |
Teorema 1.8.3 Seja (M*",T) uma involugdo com fized data
2n—1
n— F= U ("7 — F9).
=0
Se x(M?") =1, entao existe n < j < 2n tal que wa,_;(n*"~7) # 0 € H* I (F7).
Demonstragao: Ver [3], p. 100, 28.5. [ |
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1.9 Teorema de Lucas

1.9 Teorema de Lucas

A expansdo 2-ddica, ou expansao diadica, serd uma ferramenta muito utilizada no estudo feito
nos proximos capitulos. Dado um niumero natural n, sua expansao diddica € dada por

n=mn2"+np_ 128+ 42+ ng, onde cada n; =0 ou 1,

que € equivalente a escrever m como uma soma de poténcias distintas de 2. Se n; = 1, para
algum 0 <1 < k, dizemos que 2* aparece na expansao diadica de n.

Exemplo 1.9.1 Dado um nimero natural t, a expansdo diddica do nimero 2' — 1 € dada por
20 —1=2"142" 4 24 1.
De fato,
2t71+2t72+_+22_}_2+1+1 :2t71+2t72+'._+22+22
:22571_‘_21572_{__._'_23_‘_23
=2t
Exemplo 1.9.2 Dados dois naturais a e b tais que a > b, temos que

20 _ 2b — 2b2a7b _ 2b — 2b(2a7b _ 1)
— 2b(2a—b—1 + 2a—b—2 4+t 1)
= 2071 42072 .. 4 20F 4 9P

Teorema 1.9.1 (Teorema de Lucas) Seja p um nimero primo, e tomemos a e b em suas
expansoes p-ddicas:

a =appf+ap_1pF 14+ Faptag, onde0<a; <p—1,i=0,---,k,
b =bep" +bep M+ bip+bo, onde 0<b; <p—1,i=0,--- k.

(5) = Go) o) Gt ) (i Yot

sequindo a conveng¢ao (Z) =0 sempre que a < b.

Entao,

Demonstragao: Ver [10)]. |

Observemos que (8) = ((1)) (1) =1 (mod 2) e (}) =0 (mod 2).

Dessa forma, em relacdo a expansdo diddica, o Teorema de Lucas quer dizer que, dados
dois naturais a e b, entao (Z) =1 (mod 2) se, e somente se, toda poténcia de 2 que aparece na
expansao diddica de b também aparece na de a, ou seja, a expansao diddica de b estd contida
na expansao diddica de a. Em vdrios cdlculos envolvendo numeros caracteristicos, € importante
determinar a paridade de coeficientes binomiais e, assim, o Teorema de Lucas € extremamente

util neste contexto.
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CAPITULO

2

Algumas consideragoes sobre os espacos
projetivos reais

Nesta segcao enunciaremos alguns resultados envolvendo os espacos projetivos reais RP™;
para mais detalhes, a principal referéncia é [12].

2.1 O Espaco RP"

O espago projetivo real n-dimensional RP™ € uma variedade fechada e conexa, de dimensao
real n, a qual € o espaco quociente

_ R {0F

~Y

RP" {[z];z € R™™ x #£ 0},

onde a relagao de equivaléncia ~ ¢ dada por: z,y € R"™ — {0}, x ~ y se, e somente se,
r=a-y, para algum a € R.

Em relacao aos grupos de cohomologia deste espago, sabe se que

Lo, para k =0,1,....n
0, para k >n

)

H*(RP") = {

Além disso, € bem conhecido o fato de que a estrutura multiplicativa do anel H*(RP™) é
dada por: se a € H(RP™) é o gerador entao, para 0 < j < n, o/ € H/(RP") € o gerador;
para j > n, obviamente o/ = 0.

Jda em relagao as classes de Stiefel-Whitney, temos o sequinte resultado:

Proposi¢cao 2.1.1 A classe de Stiefel-Whitney do espago projetivo RP™ € dada por
W(RP") = (1 + )",

onde a« € H'(RP") € o gerador de H*(RP™).
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2.1 O Espago RP"

Demonstracao: Ver [12]. |
No exemplo vimos que RP™ borda se, e somente se, n € impar.

Para cada n € N, existe um fibrado linha canonico sobre RP™, onde denotaremos por
A — RP", associado a involugao antipodal A sobre S™, sequndo a definicao [1.5.1]

Proposi¢cao 2.1.2 A classe total de Stiefel-Whitney do fibrado \,, — RP™ € dada por

W) =1+ a,
onde a € H'(RP") € o gerador de H*(RP")
Demonstragao: Ver [12]. |

O fato de que W(RP") = (1 + «)" decorre do resultado provado em [12], de que se
T(RP™) — RP"™ € o fibrado tangente a RP™, entao T(RP™) ® R € equivalente a (n+ 1)\,.

Observacao 2.1.1 Pela estrutura do anel de Grothendieck do espaco RP™, todo fibrado n —
RP™ € estavelmente equivalente (isto €, equivalente a menos de somas de Whitney de cdpias
de fibrados triviais) a uma soma de Whitney de copias do fibrado linha candnico sobre RP™,
pA — RP™, p > 0, e assim sua classe é da forma W(n) = W(p\,) = (1 + «)P. Deste modo,
podemos caracterizar o fized data de uma involugao (M™,T) cujo conjunto de pontos fizos é a
uniao disjunta RP™ URP™ pesquisando quem sao os numeros naturais p e q.

Observacdo 2.1.2 Seja n* — RP™ um fibrado vetorial sobre RP™. Pela Observacao m
anterior, temos que existe p > 0 tal que W(n*) = (1 + «)?. Seja r o nimero natural tal que
2" < n < 2" entao

2r+1

(1—}—(1)?“:1—}—04 :1,

pois o " € H¥ " (RP™,Zy) = 0. Logo, se tomarmos p' = 2"+t1 — p, temos que a classe dual de
k 7
nk é

W(n*) = ﬁ

Note também que, pela Férmula de Conner[1.6.1] temos, para cada j = 0,1,...,n,

=(1+ oz)p/.

a" I IHFRP(0M)] = o i (") [RP"] = o7 (Z;'/) 'R = (I;,)'

2.2 Algumas Involucoes Especiais

Apresentaremos aqui alguns modelos de involugoes que possuem como conjunto de pontos
fizos sendo a uniao disjunta RP™ URP™ de dois espagos projetivos reais.

A primeira forma de se obter tais involugoes é: se (M",T) e (V",S) sao involugoes em
variedades fechadas de mesma dimensdo r, com Fr = RP™ e Fg = RP™, entao (M"UV" , TUS)
¢ uma 1mvolucao em M"™U V" com Frys = RP™ URP™. Por exemplo, se m e n sao impares,
o fibrado trivial r-dimensional R" — RP™ borda e, portanto, é um fived data. Assim, (R" —
RP™U(R® — RP™), comm+r =n+s, € um fired data de uma involugdo obtida desta forma.
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2.2 Algumas Involugoes Especiais

Qutro modelo de involucao fizando dois espagos projetivos é
T . RPm-l—’rH—l — RPm+n+1
m,n - )
dada, em coordenadas homogéneas, por

Tm,n[wOax17' Tmy Yo, Y1 7yn] = [_x())_xl)"' y —Tm,y Yo, Y10 - 7yn]

Note que o conjunto de pontos fizos de T, , € a unido disjunta F' = RP™ URP". Além
disso,

(n+ 1)\ (m+1)A,

¢ U oo (2.1)
RP™ RP™

¢ o fired data da involugao (RP™ 1T, ), onde A\, e \, sdo os correspondentes fibrados
linha canonicos. Em particular, para m = 0, a involugao (RP"™, Ty ,,) possui fized data:

A R+

1 v U (2.2)
RP™ {ponto}

uma vez que RP® = {ponto}.

Observacao 2.2.1 Se m +n + 1 € impar, podemos aplicar iterativamente o operador I' em
[RP™H LT ] para obter outras involugoes com conjunto de pontos fivros F = RP" URP™,
conforme discutimos na Segdo [I.7. Em particular, no caso em que m e n sao pares distintos,
F nao € bordo e, portanto, existe k com el*[RP™ ™1 T 140, onde aqui estamos denotando
elk[RP™ LT, ] como a variedade subjacente a TF[RP™™ LT, 1. Isso decorre do 5/2-
Teorema de Boardman de [1]. O menor natural k com tal propriedade serd denotado por
h(m,n), e foi calculado por P. Pergher e A. Ramos em [20]. Assim, em termos de fibrados
sobre F', temos que

(n+ A, &R (m+ 1)\, R
} U } : (2.3)
RP™ RP"

¢ um fixed data se, e somente se, 0 < i < h(m,n).
O terceiro método para se obter involugoes firando RP™ URP™ € dado pela

Observacao 2.2.2 As involucoes que fitam a unido disjunta de um espago projetivo com
um ponto podem ser utilizadas para a obtencao de involugoes com conjunto de pontos fizos da
forma RP™URP™. De fato, suponha que para certo natural r existam duas involugoes (M",T)
e (V",S) com Fr =RP™U {ponto} e Fs = RP" U {ponto}. Se

n?“—’m R?" é"f’—n ]RT
I v 1 e | U . (2.4)
RP™ {ponto} RP" {ponto}
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2.2 Algumas Involugoes Especiais

sao os respectivos fixed data de (M",T) e (V",S), entao

,r]r—m R" gr—n R" nr—m gr—n
P 3 L7k A U T D T U T O (R O I
RP™ {ponto} RP™ {ponto} RP™ RP™

Logo, a classe de cobordismo da unido disjunta (M"™UV7", TUS) contém uma involugdo com
conjunto de pontos firos ' =RP™ URP™.
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CAPITULO

3

Classificacao das involucgoes fixando
RPYURP™, com n par

Neste capitulo, realizaremos a classificacao, a menos de cobordismo equivariante, das
involugoes que fizxam RPS URP™, para n > 10 par. O histérico deste problema estd situado
na Introducao. Faremos uso das ferramentas descritas no primeiro capitulo desta tese para
mostrar que toda tal involucao € equivariantemente cobordante a uma das involucoes descritas

na Secdo [2.3.
3.1 Introducao

Seja (M, T) involugao suave sobre uma wvariedade fechada e conexa M, fizando
F =RP°URP", com n > 10 e par. Denotemos o fixed data de (M, T) por

77k 5l
v (3.1)
RPS RP"

com W(nk) = (1+a)P e W(E) = (1+5)9, a € HY(RP® Zy) e f € HY(RP", Zy) 0s respectivos
geradores.

Pela sequéncia de Conner-Floyd a unido dos fibrados linha associados aos fibrados n*
e &, denotada por

Al A2
! U 1 (3.2)
RP(n*)  RP(£)

borda. Logo, estes fibrados sao cobordantes. Isto implica que os numeros caracteristicos
correspondentes destes fibrados sao iguais. Pelo Teorema de Borel-Hirzebruch as classes
caracteristicas dos espagos RP(n*) e RP(£') sao dadas, respectivamente, por

WRPH)) = (1+a) (1 +c)"+ (1 + )" (Il))a + (1 4+ ¢)"2 (g) a4,
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3.1 Introdugao

WRP(E)) = (1+8)" (1 +¢) + (1 +¢)" (‘11)/3 +(14¢)? (;1) B,

onde ¢ denota a primeira classe caracteristica tanto de Ay — RP(n*) quanto a de
Ay — RP(EY), por economia de notagao.
Dado r inteiro, vamos definir as classes Wr] sobre RP(n*) e RP(£'), conforme vimos na

secdo[1.6.1), por

Wir®P() = S (3.3
)  W(RP(E)
WrJ(RP(£) = Tro (3.4)

Nosso objetivo aqui é mostrar o sequinte teorema:

Teorema 3.1.1 Seja (M, T) involugio suave fizrando F = RP® U RP"™, com M wvariedade
fechada conexa en > 10 e par. Entdo (M, T) € equivariantemente cobordante a TV (RP™ 7 Ty ,,),
para algum 0 < j < h(6,n).

Para provar o Teorema € suficiente provar o sequinte lema:

Lema 3.1.1 Se n > 10 par, entao

(i) W(n*) = (1+a)"+,

(i) W(&) = (1+B)",

onde « € HY(RP%,Zy) e 3 € HY(RP",Zy) sdo os respectivos geradores.

Demonstracao: De fato, suponha que o Lema ¢ verdadeiro. Denotemos por n* — RP®
e &8 — RP™ os fibrados normais de RPS ¢ RP™ em M, respectivamente. Para 0 < j < h(6,n),
a involugio TI(RP™, Tg ) € equivariantemente cobordante a uma involug¢io com fixed data

m+ DA @R Th @ JR
3 U \
RPS RP"
Note que w;(&') = (g)ﬁ7 #0 e assim | > 7. Entdo
Ul e+ (I -7TRUTN, & (I —-T)R

sao cobordantes, pois eles tem os mesmos niumeros caracteristicos. Se | < 7+ h(6,n), entdo
temos que (M, T) e T'"T(RP™7 T; ) sdo equivariantemente cobordantes, provando o resultado.
Suponha por contradi¢ao que | > 7+ h(6,n). Entado,

m+DAs@(—TR A d(-7R
\ U \
R PS RP"

¢ o fixed data de uma involugao (W, S), e removendo secgoes se necessdrio, podemos supor sem
perdas, que dim(W) =n+1+6+ h(6,n) +1 =n+ 8+ h(6,n). Seja (N,T") uma involugdo
cobordante a TH6™) (RP™7 Ty ) e com fixed data
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3.1 Introdugao

(n+1)X¢ ® h(6,n)R TAn ® h(6,n)R
\ U 1
RPS RP™

Sabemos que N nao borda. Entao I'(N, T")U(W,S) é cobordante a uma involugdo com fixed
data R — N, e entao R — N borda, que é uma contradi¢ao.

Resta entdao demonstrarmos o Lema|3.1.1, o que significa que a classificacdo pretendida se
reduz a mostrar que as classes caracteristicas dos fibrados normais n* e £ assumem determinada
forma. Inicialmente, apresentaremos alguns lemas que serao tteis em nossos arqumentos.

Lema 3.1.2 Seja n* — RP™ um k-fibrado vetorial sobre um espago projetivo qualquer, com
k,n>0. Sea € HY(RP",Zy) e c é a primeira classe caracteristica do fibrado linha associado
A — RP(n*), entdo para cada v > 1:

o S¢¥ (o) =a*""¢,
o S¢¥(ac®) = ac®",
° Sq (2v+1) CQU+1+17

onde Sq' sdo as operagoes de Steenrod (vide segdo .
Demonstragao: Ver [2D] p. 81, Lema 4.2.2.

Lema 3.1.3 Os numeros p e q sao impares.

Demonstracao: Calculamos

wy (RP(n)) = G)a + (lf)w G) o,
w(pe) = ("7 o (()er (1)

Como k+6=n+1en é par seque, via Teorema que ( ) (l) Assim,

w1 (RP(n*)) + (]Dc (1+ ( >)a e wy (RP(¢ ( ) ( ) B.

Observe que (wi(RP(n*)) + (H)e)" = (1 + ()a)” = (L + (¥))a™ = 0, pois n > 10 por
hipotese. Entao,

— 3

0= (wi(RP(n") + (})e)"d RP(F)] = (wi(RP(EN)) + (1)e)"d ' [RP(E)]
= (L + ()BT RPE]
+ g;))ﬁ”c“[RP(ﬁl)]

Logo, (’i) = 1. Em particular,

L+ () =1+ (§))a)°c RP(n")]
= (wi(RP(n")) + (})e)°c* [RP(1")]
= (w (RP(&) + (;)e)°cRP(E)]
= ((() + 1B RP(E)] =0
Desse modo, (717) =1, como queriamos. [ |



3.1 Introdugao

Observacdo 3.1.1 Sel =1, entdo & — RP™ € o fibrado linha sobre RP™ e sendo q impar,
temos W () =(1+8)1=1+ (1) =140 e entio q = 1.

Dat, a involugdo (M, T)U(RP™ T, ,,) é cobordante a uma involugdo firando RP*U{ponto},
isto €, (M, T)U(RP"™ Ty ,,) € cobordante a T7(RP7, Ty ), para algum 0 < j < hgg = 2. Assim,
n+1=7+7<9 e, entaon < 8. Como no nosso caso n > 10, seque que | > 1.

Denotaremos por t a menor poténcia de2na expansao diddica de n, com 2t > 8, e porr a
maior poténcia de 2 que aparece na expansdo diddica de n, isto €, 8 < 2" <n < 2",

Podemos assumir que p < 8 e ¢ < 2" onde W(n*) = (1 + a)? e W(&) = (1 + B)4. De
fato, se ¢ > 2"t entdo, como q é impar, temos q > 2", Assim, ¢ = t + 2", para algum t
impar, com 0 <t < 2"t Dessa forma,

(14+8)=@1+p)"(1+5)

2T+1

= (1+ A1+ =1 +8),

e, neste caso, sequiriamos trabalhando com t ao invés de q. Portanto, podemos assumir que
q < 2" Analogamente, podemos assumir que p < 8.

Precisamos mostrar que p e q assumem os valores especificados no Lema [3.1.1. Nessa
direcao, nossa estratégia serd determinar p e q analisando suas expansoes diddicas. Para tanto,
usaremos basicamente o fato de que

ple, w(RP(1")))[RP(1")] = p(e, w(RP(E)))[RP(E)]

para todo polindmio homogéneo p(c,w(RP(—=))), de grau k +6 — 1 = I+ n — 1, nas classes
wys(RP(=)) e c. Além disso, Sq' evaluado em um produto de classes caracteristicas também
nos dd um polinomio nas classes caracteristicas. Definamos p' =8 —p e q = 2" —¢q, obtendo
as classes duais

W' =1+a) eW(E)=(1+05)7.

Pelo Lema[3.1.5, sabemos que p e q sao impares. Assim, p' e ¢’ também sao impares. Além
disso,

{(QZZJ) + (;’;) =1, para cada v =1, 2.

(L) + (L) =1, para cadav=1,---,r.

pois, da maneira como definimos p+p’ = 23, e sendo p,p’ impares, podemos escrever p+p —1 =
22 —1=1+4+2+2% Assim, (p—1)+ (p — 1) = 2+ 22, ou seja, vemos que p e p' tem expansoes
diadicas disjuntas e completas, no sentido de que 2°, com 1 < v < 3, pertence ou a exrpansao
diadica de p ou a de p'.

De maneira andloga, pela forma como foi definido q + ¢ = 2"', e sendo também q, ¢
impares, entao podemos escrever,

g+q —1=2"""—1=1+4+24... 42"

Assim, (q—1)+ (¢ —1) =2+ 2%+ ---+2", ou seja, novamente percebemos que q e ¢’ tem
expansoes diddicas disjuntas e completas , no sentido de que 2¥, com 1 < v < r, pertence ou a
expansdao diddica de q ou a de ¢'.

Note que

1 1 1 1 1 1
(1+oz)”“:1+(n;r >a+(n;r >oﬂ+(n;r )a3+<n1 >a4+(n; )a5+(ng )a6

29



3.1 Introdugao

(L+a) se(l)=0e () =0
e _ J(L+a)® se () =1e(3) =0,
e (14 a)"™ = (1+a) se()=0e(") =1,
(I+a) se(h)=1le(}) =1

Na segao mostramos que W (n*) = (1+a)"*, provando assim o caso (i) do Lemam

e na se¢ao W(fl) (1+ )7, provando o caso (ii) do Lema|[3.1.1]

3.2 Prova do caso (i)

Nesta secao, provaremos os Lemas |53.2.1, |3.2.49, |3.2.5 e |3.2.4. O caso em que n = 10
serd feito separadamente, no Lema pois neste caso precisamos considerar outras classes
caracteristicas.

Lema 3.2.1 Se () =0 ¢ (}) =0, entdo p = 1.

Demonstragao: Sendo (g) =0e (Z) =0 en > 10, entdao temos que n = 85, j > 2 (pois
n > 10). Para mostrar que p = 1, sendo p < 8 e impar, é suficiente provarmos que (’2’) =0e

(8) =o0.

A resolucao deste caso € obtida com o uso das classes W(]RP(_)) = W[1(RP(-)) =
RP
M(/l(—k c)(l p Das equagoesﬂ 6@ obtemos

(I4+a)"((L+ o)+ 1+ ) a+ 1+ (B a + +--+), sobre RP(n*);
TEP) = { (N 0+ 811G ), ol RAE)

Assim, comok+6=n+1=8j+ 1 e, entaok —1+1=n—5=8j —5, temos
W(RP(—)) = (1+a) (1+e)¥(1+c)°+(1+ c)_6 +(1+e)"(H)a? ++4---), sobre RP(n");
(L+B8)%5 (1 +c)+B+1+c) (9B + ), sobre RP(E).

Faremos a prova por contradicao.

(i) Suponha () =0 e (}) = 1. Entdo (*Z/) =1le (’:) = 0. Neste caso, temos

. I+ @) (140140 + 1+ ) Sa+ (1+¢) a4+ (14 ¢)70a®), sobre RP(n*);
WRP(-)) = { (L4 B (L4 0)+ B4 (L+0) ()32 4+ --), sobre RP(E).

Entio w3(RP(n*)) = ¢ + o?c e w3(RP(¢)) = (9) f2c. Assim, obtemos

ws T RP()] = a'e?) T RP(n")]

/-i—
zg +() =1
e 7[RP(§ )]

de onde tem-se que

(q) —1,e (nq_ 4> =1 ¢ entio w3(RP(£)) = ¢, (3.5)
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3.2 Prova do caso (i)

Parat < x <r eusando o Lema[3.1.3, temos

ST (- (SEHSA (P + a20) = F e+ o = e

S¢* (- (Sq* (S (B%)))) = B”c,
que sdo classes correspondentes em RP% e RP". Pela Férmula de Conner e pelo fato
2¢ > 2t > 8, tem-se

/

0= (Zé) = eI IR P ()] = B cd T U RP(E)] = ( 1 ) (3.6)

n—2%
Suponha t =r, isto €, n = 2". Assim, pela equagao temos que (nflzr) =0.

Por outro lado, (n /QT) = (%/) =1, 0 que nos dda uma contradi¢ao.
Suponha agora t < r, isto é, n = 2" + B + 2", onde B representa as poténcias de 2 maiores
que 2' e menores que 2", podendo eventualmente nao ocorrerem. Pela equagdo

q q q
et = :1
(n—4) (2t+B+2r—4) (22+23+---+2t—1+B+27")

!

Dat, (nEQt) = (B?&—QT) =1, contradizendo a equacao . Portanto este caso nao ocorre.
(it) Suponha (5) =1 e (%) = 0. Entdo (’;/) =0e (i/) = 1. Neste caso, temos

(1+a)(1+e)¥((1+¢)7° +(1+c)_6a+(1+c)_7a2+---), em RP(n");
WRP(-)) = { (L+B8)¥ " ((14+¢)+ B4+ (14+c¢) " (Y)B2+---), em RP(&).
(

)"
Entdo wao(RP(11)) = a® + ac+ ¢ e wa(RP(£")) = (%)% + Be. Assim, obtemos

Wk +5-2[RP(n*)] + ac+ )3 [RP(n")]

+(5) + (5) =0
n+l— S[RP( 0]

1)8 + )R P(E))
) (L) + (1)

(g) (nq— 2) * (nq_ 1) =0. (3.7)

Para t < x <r, novamente pelo Lema[3.1.9, temos

2
U)C

= (a
= (4
= ((
= (4

implicando que

Sg (- (Sq"(S¢*((@® + ac+ %)) = (& + ac®)

s o5 ) 8+ s = (§) 8+ 5
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3.2 Prova do caso (i)

sio classes correspondentes em RP® e RP™. Usando a Férmula de Conner e pelo fato que
2% > 2t > 8 tem-se

(C2I+1 + acQI>Ck+5—2Z—1[RP(nk)] _ (%’)/ + (z;’) —
= (5) (%) + ()

(nq— 1) i (q2> (n Elzx) =1 (3.8)

~ a\ _ q _
Somando as equagoes e|3.8 temos que ( ) =1le (n 2) + (n 2I) 1.
Agora, considerando os mimeros caracteristicos associados a Wy c*5~4, obtemos

de onde obtemos que

W FTRP(F)] = (ot + o’ + ) FHRP ()
(o) + )+ (5) =1

=y T ARP(E)]

= (B + B2 RP(E)]

SANENR
)

Suponha t =r, isto €, n =2". Se (

/ /
q = q :1’
n—2 24224 ... 421

dai 2,2%,--- 2! pertencem a expansao diddica de q'. Logo,

/ /
q pumy q :1’
n—4 224234 ... 4201

o que contradiz a equagao[3.9. Assim,

/ /
q p— q :0’
n—2 24224 ... 421

. . A . . / \ ~
ou seja, existe pelo menos uma poténcia 2°, com s > 2 (pois (‘12) = 1) que pertence a expansdao

didadica de n — 2 e que nao pertence a expansao diddica de ¢'. Isto implica que

/ /
q q _o,
n—4 22423 4 ... 421

o que novamente contradiz a equagdo [3.9
Agora suponha que t < r, isto é, n = 2! + B + 2", onde B representa as poténcias de 2
maiores que 2t e menores que 2", podendo eventualmente ndo ocorrerem.

0 que acarreta

=1, entao
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3.2 Prova do caso (i)

q/

Novamente, se (
n—2

) =1, entao

¢ ¢
=1,
<n—2> (2+22+---+2t—1+B+2r)

e dai 2,22 --- 2171, B, 2" pertencem a expansao diddica de ¢'. Logo,

q q
= :1,
(n—4> (22+23+~-+2t—1+B+2r>

o que contradiz a equagao[3.9. Assim,

¢ ¢
=0,
(n—2> (2+22+---+2t—1+B+2T)

. . A . . / \ ~
ou seja, eziste pelo menos uma poténcia 2°, com s > 2 (pois (‘12) = 1) que pertence a expansdio

diddica de n — 2 e que nao pertence a expansao diddica de ¢'. Isto implica que

¢ ¢
pu— :07
(n—4) (22+---+2t—1+B+2T>

o que novamente contradiz a equagao[3.9. Portanto este caso nao ocorre.

(iti) Suponha (}) =1 e (}) = 1. Entdo (I;/) =0e (Z/) = 0. Neste caso, temos

(I+a) (1+)¥(1+c) +(1+c) Pat (1+c)Ta®+---), em RP(n*);
W(RP< )) = { L+ B85 ((1+e)+ B+ (1 +e) (YB*+ ), em RP(E).

+ e wa(RP(E)) = ( /)62 + Be. Também temos

Entao temos @(RP(U ) = a® + ac =2
) = ()82 + () e+ () + (D15

wy(RP(n%)) = o + ac® e wy(RP fl
Suponha que ((12/) = 0. Entao

Wl FH2RP(M)] = (2 + a2 + ac)’T[RP()] = 1
= e PR P(E)]
- <(ﬁg>;cn+l—13mp<fl>1

(1) a0

Suponha que t = r, isto é, n = 2". Assim, pela equagao

/ /
q = q :1’
n—06 2423424 4. 4201

dai, 2,23,2% - .- 2771 pertencem a expansdo diddica do ', o que € impossivel pois supomos que
a\ _
(5) =0.

Agora, suponha que t < r, isto é, n = 2' + B + 2", onde B representa as poténcias de 2

e isto implica que
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3.2 Prova do caso (i)

maiores que 2' e menores que 27, podendo eventualmente nao ocorrerem. Assim, pela equacao

314
/ /
q _ q _1
n—=6 24234244 ... 42014 B4 2

dai, 2,23,2* ... 271 B 2" pertencem a expansao diddica do ¢'. Novamente isto € impossivel
; a\ _ \ _

DOLS SUPOMOS qUE (2) = 0. Portanto, (2) =1. \ \
Considerando os numeros caracteristicos associados a wy 578 e wywy 5712, obtemos

W' FPIRP(M)] = (0 + ac+ )t RP(nY)]
= (5) + (1) =0

= Wy "HISRP(E)]

— <52 4 66 4Cn+l_9[RP(§l)]

- (nq—ls) + (ntill)

q q
(W25 (.)
T ERPOM] = (0 + ac)(a? + ac+ @) 1TRP(P)
)+ )+ () =1
— AR (e
= (B8 + pe)'c I PRP(E)]
= ) [(5) + ().

(n E/12) * (nq—/8> =l <Z) =1 (3.12)

Suponha t = r, isto €, n = 2". Pela equagdo temos que (Z) =1, entao

/ /
¢\ _ q o
n—4 22 493 4 ... 4 21

Assim, pela equacao|3.11|, seque que (nq_IB) = 0. Logo, pela equacgao|3.14, temos (nf/u) =1.

Por outro lado,
/ /
q _ q o,
n—12 22 494 495 4 ... or-1

pois 4 nao pertence a expansao diddica de ¢', o que é uma contradicao.
Agora suponhat < r, isto é, n = 2'+B+2", onde B representa as poténcias de 2 maiores do
que 2t e menores do que 2", podendo eventualmente nao ocorrerem. Pela equacao temos

que (Z) =1, e entao
q/ = Q/ :0
n—4 224234 420714 B4 2
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3.2 Prova do caso (i)

!

Assim, pela equacao|3.11|, seque que (nq_/8) = 0. Logo, pela equacgao|3.19, temos (nfm) =1.
Por outro lado,

! !
q _ q o
n—12 22 194 1 95 4 ... 4 9t-1 4 B Or

pois 4 mao pertence a expansao diddica de ¢', o que € uma contradicao. Portanto, este caso
também ndao ocorre.

Logo, devemos ter (’;) =0e (Z) =0, o que acarreta que p = 1. [

Lema 3.2.2 Se (72‘) =1le (Z) =0, entao p = 3.

n

Demonstragao: Sendo (g) =1le (4) =0 en > 10, podemos supor que n = 8j + 2, j > 2.
O caso n = 10 serd feito separadamente.
Para mostrar que p = 3, sendo p < 8 e impar, é suﬁczente pProvarmos que (p) le

( ) 0. A resolugao deste caso é obtida com o uso das classes W(RP( )) = W[(RP(-))
RP
I/I(/l(—I— c)(l 3) Das equagaesH 6 H obtemos

(L+a)"((L+e) "+ 1+ o) a+ (L+ o) (5)a’ + ), em RP(n"):
WRP(-)) = { (14 B)3((1+ ) + B+ (1+ ) () + ), em RP(£).

Assim, comok+6=n+1=87+2+1 e entaiok—1l+1=n—5=8j— 3, temos
W (RP ) = (I4+a)"1+0)%((1+e)+1Q+c)ta+ (1+e)(B)a?++---), em RP(nF);
RECD =L @+ 0531+ 0)+ B8+ A+ (& +---), em RP(E).

Faremos a prova por contradicao.
(i) Suponha (5) =0 e (¥) = 0. Entdo (p/) =1le (’i) = 1. Pela Formula de Connerm

2
temos que

n

1= (0) = e mPo)] = o RPE)] = (1) (3.13)

ou seja, a expansdao diddica de n estd contida na expansdao diddica de ¢ .
Neste caso, temos

5 _ [ A+ (L +0¥((1+0)7 + (L4 ) ), em RP(n");
W(RP<_>> - { (1 +5)8j+3((1 +C) +B+ (1 +C>—1(g)ﬁ2 + ); em RP(fl).

Entio ws(RP(n%)) = o®c e w3(RP(£Y)) = (%/)620 = [%c pois 2 pertence a expansio diddica
de n.

Pelo Lema[3.1.3, temos que

S¢* (- (Sq* (Sq*(a?c)))) = a*'c
S¢* (- (Sq*(Sg*(B%c)))) = B ¢
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3.2 Prova do caso (i)

sao classes correspondentes em RP® e RP"™. Entao

/

0 = (% )k N RP ()] = (87 )t T RP(EY)] = ( : )

n— 2"

0 que nos dd uma contradicao, pois 2" € a maior poténcia de 2 que pertence a expansao diddica
de n e pela equacao temos que a expansao diddica de n estd contida na de ¢'. Dai, a
expansao diddica de n — 2" também deve estar contida na de ¢, e assim, (7132’”) =1.
Portanto, este caso nao ocorre.

(it) Suponha (5) =0 e (%) = 1. Entao (p/) =1le (p/) = 0. Neste caso, temos

W _ [0+ 0+ Y1+ + (1 + o) ta+ (1+c) " + (1+c) %), em RP(n");
WRP(=)) = { A+ ((1+ )+ 8+ (1 +c) (5B + ), emRP(E).

Entio w3(RP(n%)) = a?c e w3(RP(£Y)) = (’12/)620. Assim, obtemos

W3 FTORP(Y)] = (o) RP ()]
(;)=1

= Ws C”+l_1_6[RP(fl)]

= ((9)8'e)e T TRP(E)
=(3) (L)

e isto implica que
/ /
@) (n‘f_ 4) = 1, ¢ entdo ws(RP(£))) = B2c. (3.14)
Para t < x <r, pelo Lema temos que

Sq* 7 (- (S¢*(Sg* () = ¥’ e = 0

S¢* (- (Sq*(Sq*(B%)))) = B¢

sio classes correspondentes em RPS e RP". Pela Férmula de Conner|1.6.1] e pelo fato de que
2¢ > 2t > 8, tem-se

0 — a2xcck+5_2x_1[RP(nk)] _ B2xccn+l—1—2x—1[RP<§l)] _ ( q ) (3.15)

n — 2%

Suponha t =r, isto €, n =2+ 2". Pela equagao [3.15, seque que

(n2)=(2)-0

Por outro lado, ("2/) =1 pela equagao 0 que € uma contradicdo.

Agora suponha t < r, isto é, n = 2+ 2"+ B + 2", onde B representa as poténcias de 2
maiores que 2t e menores que 2", podendo eventualmente ndo ocorrerem. Pela equacdo
seque que

¢ ¢
= :]_’
<n—4> (2+22+23+---+2t—1+B+2r)
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3.2 Prova do caso (i)

dai 2,2%,23,--- 2171 B 2" pertencem a expansao diddica de ¢'. Logo,

/ /
7 \ _ q 1
n— 2t 2+ B+2r

o que contradiz a equagao[3.15 Portanto, este caso nao ocorre.
(iti) Suponha (}) =1 e (}) =1. Entio (%) =0 ¢ (% ) = 0. Neste caso, temos

1+a) (1+e)¥((1+c)3+(1+4¢)"

a—{—(l—l—c) a2+ (1+¢) %3+ (1+¢)
W(RP(-)) = {(1+5)8J+3((1+c)+5+(1+0) ()ﬁ +

-+, sobreRP(&Y).

Entao temos wa(RP(n")) = o + ac e wa(RP(£')) = ()82 + Be. Também temos que
Wi (RP(n*)) = ¢* + a2 + ot e wa(RP(£)) = (q) + (1) B+ (1)
Suponha que (q) =0, ou equwalentemente (‘12/) = 1. Assim, conszdemndo 0§ NUMEros
k+5-8 76 k+5-12

caracteristicos associados a wg c e ws C , obtemos

W' FHEERP()] = (? + ac)' FARP(M)] = () =0
_{U"4cn+l 1- S[RP(SZ)]
((66)) cHRP(EN)]

(1) o0

@6Ck+5712[RP(nk)] — (a +ac)6 k— 7[ Pl( k)]

= w1 RP()]

= (Bo)cr I RP(E))

- (n(iﬁ)

(7)1 o

Suponha t = r, ou seja, n =2+ 2". Entao, pela equagdo temos

/ /
q = q :17
n—6 22423424 4 ... 42771

dai 22,2324, ... 2" pertencem a expansdio diddica de ¢'. Além disso, pela equacao

/ /
q _ q —o.
n—4 24224 ... 4201

Logo, 2 nao pertence a expansao diddica de ¢', o que € uma contradicdo, pois supomos que

7y — 1
(5) =1L

Agora suponhat < r, ou seja, n = 2-+2'+B+2", onde B representa as poténcias de2maiores
que 2t e menores que 27, podendo eventualmente nao ocorrerem. Entdo, pela equacao

e isto implica que

Seque que
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3.2 Prova do caso (i)

q q
_ =1,
(n—6> (22+23+24+~-+2t—1+B+2r>

dai 2%,2%,2%, - 2171 B, 2" pertencem a expansio diddica de q'. Além disso, pela equagiol3.16,

¢ ¢
= :O
(n—4> (2+22+---+2t1+B+2T>

Logo 2 nao pertence a expansdio diddica de ¢', o que é uma contradi¢do, pois supomos que

(4) =1

Portanto, (q/) =0e (q) =1.

Agora, considerando os nimeros caracteristicos associados a ws 6c
obtemos

temos

k+5—12 e 171?1 Wy Ck+5 12

W P TRRP(M)] = (0 + ac)’FTTRP (7)) = 1
_ 17)/66”” 1— 12[RP(§Z)]
= (82 + e HPRP(E]
= (nq—G) + (nq—8> + (nEIO) + (n312)

(nq— 6) i (nq— 8) * (n 3,10) * (n E/12) =1 (3.18)

Wy Wy FTR2[RP(Y)] = (c, + a2 + at)?(a® + ac)? T RP ("))
(5)+ () +1=1

— w42@520n+l 1- 12[RP(§l)]

= ()85 + fefe ' RP(E))

- (n(i6) + (n(is) + (i) |:(n310) + (n312)i| ’

<nq—6> i (nq—S) * (i) Kn 3/10) + (n 3/12” 1 (3.19)

Suponha t = r, ou seja, n =2+ 2". Entao, como temos que (q;) =0, seque que

(nq—/8> = (2+23+241~~+2T—1) =0e (nzlm) = (2+22+24q+-~+2r—1) = 0. Assim,

<nq— 6> * (n f/m) =1 (3.20)
(n ! 6) i (i) <n 3/10) =1 (3.21)

/ /
q = q :17
n—6 224234 ... 42071

entdo 22,23, .- 2" pertencem a expansao diddica de ¢'. Daf,

e isto implica que

Entao

de onde seque que
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3.2 Prova do caso (i)

/ /
¢ \ _ q 1
n—10 L

o que contradiz a equacao |3.20. Assim, ( )

Dai, pela equacao|3.21|, temos que (q/)( ¢ ) 1. Como

/ / /
q et q :16 q :1’
n—10 28+ 4 201 4

temos que 22,23, ... 2"~ pertencem a expansdo diddica de q'. Logo,

/ /
q pum q :]_7
n—6 22 423 4 ... 421

o que novamente contradiz a equagao [3.20
Suponha agora que t < r, ou seja, n = 2 + 2' + B + 2", onde B representa as poténcias
de 2 maiores do que 2' e menores do que 2", podendo eventualmente nao ocorrerem. Como

! ! /

((12) = 0, segue que (nq—S) = (2+23+24+~32t71+13+2r) 0e (n 12) = (2+22+24+..12t71+3+27) = 0.
Assim temos as sequintes equagoes:

q q

=1 3.22

<n—6>+<n—10) ( )
q q q

=1 3.23

(n—6)+(4) <n—10) ( )

q q
(n—ﬁ) B (22+23+-~-+2t—1+B+2r> -

entdo 22,23, - 271 + B 4 2" pertencem & expansdio diddica de ¢'. Daf,

q q
=1,
(n — 10) (23 +---+21 4+ B+ QT)

o que contradiz a equacdo |3.249.  Assim, (nq_IG) = 0. Dai, pela equacao |3.25, temos que

(q,)( ¢ ) = 1. Como

4) \n—10
/ / /
n— 10 23 4. 4 2L B2 4

temos que 22,23, ... 271 4 B + 2" pertencem a expansdo diddica de ¢'. Logo,

/ /
q = q :]_,
n—6 22423 4 ... 4 2r71

o que novamente contradiz a equagao [3.29. Portanto este caso ndo ocorre.
Logo, devemos ter ( ) =1le (p) = 0. Ou seja, concluimos que, p = 3. [

Lema 3.2.3 Se (g) =0ce (Z) =1, entao p = 5.
Demonstracao: Sendo ( ) =0, ( ) =1 en > 10, podemos supor qu

Para mostrar que p =5, sendo p < 8 e impar, € suficiente mostrar que

\_/3

) -
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3.2 Prova do caso (i)

W(RP(-))

resolugao deste caso é obtida com o uso das classes W(]RP(—)) =W[1](RP(-)) = Tt

Das equagoes[3.9 e obtemos

— A+ )T+ o)+ 1+ o) la+ T+ )1 (B)a? + 4+ ), em RP(n");
W(RP(-)) = { A+8)¥B((1+c)+ 8+ 1A+ (§B+---), eTSL RP(&Y. !

Assim, comok+6=n+1=8j+4+1le entaok—1+1=n—-5=8+4—-5=8j—1,
temos

—~ A4+ 1+ 0¥+ + 1+ Pa+ (1+ )2 (B)a? +---), em RP(n%);
W(RP(_)) - { (1 +B)8j+5((1 +C) “'ﬁ"‘ (1 + C)_l(g)ﬂz + .. .); em RP(fl).

Novamente faremos a prova por contradi¢ao.
(i)Suponha (5) =0 e () = 0. Entio (%) =1 e (%) = 1. Pela Férmula de Connerm

2
temos que

1= () = #RPo)] = o RPE)] = (1) (3:24)

n

ou seja, a exrpansdo diddica de n estd contida na expansdao diddica de ¢ .
Neste caso, temos

= 04+ (1 +)¥((1+ )" + (1+ ) 2a), em RP(1"),
WRP(-)) = { (14 B3 (1 + )+ B+ (1+ ) ()82 +---), em RP(E)).

Entao w3(RP(n*)) = & + a*c e w3(RP(')) = (2)#%c. Pelo Lema temos que

S (- (SgUSE (S + ) = ¢ 4 o e =

T— q q T
5 (a5 () o) = (5) 8
sdo classes correspondentes em RP® e RP". Assim,

C2r+1ck+5—2r—1[RP<nk)] _ (zé’) -1
= ({3 e RP(E)

2

- (g) (nz/y)

(g) (n 3/ 2T) ~ 1. (3.25)

Assim, w3(RP(&)) = (9) 8% = pc.

de onde temos que
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3.2 Prova do caso (i)

2k+5 6

Agora, considerando o niumero caracteristico associado a ws”c , obtemos

@' MIORP()] = (¢ + o) RP()
= (5)+(5) =0
= ' RP(E))]

- ((@ §4CQ><C’”>[RP<€’>J

(nq_/ 4) = 0. (3.26)

Suponha t = r, ou seja, n = 4+ 2". Entao pela equacao temos que 4 e 2" pertencem
a expansao diddica de ¢'. Daf, (n‘il) = (;’;) =1, o que contradiz a equacao |3.26]

Suponha agora que t < r, ou seja, n = 4+ 2"+ B+ 2", onde B representa as poténcias de 2
maiores que 2¢ e menores que 2", podendo eventualmente nao ocorrerem. FEntao, pela equagcao
3.2/ temos que 4,2, B, 2" pertencem a e:cpansao diddica de q'. Daf, (n({4) = 1, 0
que nmovamente contmdzz a equagao [3.26,

Portanto este caso nao ocorre.

(it) Suponha (5) =1 e (¥) = 0. Entdo (g) =0e(} ) = 1. Neste caso, temos

e isto implica que

(2t+B+2T)

= _ A+ a) (1+0)¥(1+ )7 + (1 +o) Pat+ (1+0)” 3a2+<1+c> “1a?), em RP(1"),
WRP(-)) = { (14 B ((14¢) + B+ (1 +¢) () + ), em RP(E)),
Entio wo(RP(n")) = a® + ac+ ¢ e wo(RP(£1) = (%) 52 + Be. Assim,

G RP(0Y)] = (02 + ac+ ) FPRP ()]
= (1) + (5) +(5) =0
=ty TR ()
= ((3) 8 + B RP(&)
= (5) (L) + (L)

(q2) <nq— 2) * (nq— 1) =0 (3.27)

ST (- (S SE (@ +ac+ A)o)))) = ¥ e+ a® +FH = ad? + &

e portanto,

Parat <z <r, temos que

s o ) e+ s = (4) 8 e 5
sdo classes correspondentes em RP® e RP". Seque que
(%) + () =1
(457 e st -1 RP(E))
= () (5%) + (1)

(&CQQ” 4 02m+1>ck+5—2“—1 [RP(Uk)]



3.2 Prova do caso (i)

(q2/) (n 3/2:::) + (nq_/ 1) =1 (3.28)

k+5—4

de onde temos que

Também consideramos o nimero caracteristico associado a W c , e assim obtemos

TEARP(P)] = (of + a2 + ) HRP(rP)

(3) + (2) + (5) =1
EUW "RP(¢")
= (!

B2c) (") [RP(E)
)+ G5

Seque que

(nq_/4) + (nq_, 2) =1. (3.29)

Somando as equacoes e obtemos

@) —le (n Elzw) + (nq_/ 2) =1 (3.30)

Suponha t = r, isto €, n = 4+ 2". Se ( T) 1, entao 2" € a unica poténcia de 2
que pertence a exrpansao diddica de n e nao pertence a de q'. Dai, pela equacao temos
(anQ = (2+27~) = 0. Note também que (n24) = (gr) = 0, o que € uma contradiz a equac¢ao

!

3.29. Assim, (anQT) = 0, e entao, pela equacao |3.30, temos (ng) =
ql
21"

(2+2r) =1, e entao 2 ¢

) =1, o que novamente contradiz a

2" pertencem a expansao diddica de ¢'. Assim, (n({4) = (
equacao [3.29

Suponha agorat < r, isto é,n =4+2'+ B+2". Se (n 2T) =1, entdo 2" € a unica poténcia
de2/que pertence a expansao diddica de n e nao pertence a de ¢'. Dai, pela equacdo temos

(nq_2 = (2+2tle+2r) = 0. Note também que (nq_/4) = (2t+g+2r) 0, o que contradiz a equagdo
3.29. Assim, (nf;r) =0, e entao pela equagdo |3.30 temos (nq 2) (2+2t+B+2T) =1.

Dai, 2,2t B,2" pertencem a expansdo diddica de ¢'. Assim, ( ) = (2f+B+2T) =1, o que
contradiz a equagdo [3.29.
Portanto este caso nao ocorre.

(iti) Suponha (}) =1 e (%) = 1. Entdo (%) =0 e (%) = 0. Neste caso, temos

e _{<1+a> L+e)¥((1+c) '+ (1+e)a+ ( +o) P+ (1+e)*a® + ), em RP(n"),
A+ 4+ )+ B+ 1 +c) (3B + ), emRP(E).

!

) = a4+ ac+ c? e wy(RP(£ ‘12)62 + Be. Também, wi(RP(n*)) =
ot + ac® + 4 e W (RP(€) =(2)6262+(>ﬁ3c+[(> - e
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3.2 Prova do caso (i)

Suponha que ("2/) =0, ou equivalentemente (g) = 1. Assim,

Wy 6Ck+5 12[RP(77k)] — (a2 +/OzC+C )6 ki?[RP(nk)]
—1 )+ () =1
R e LT T)
= (Bo)°c" T BRP(S)]

:(n 6)

(nq_/ 6) = 1. (3.31)

Suponha t =r, isto €, n =4+ 2". Entao, pela equacao |3.51

¢ ¢
pu— :17
(n—G) (2+22+23+24+---+2T—1>

L pertencem & expansio diddica de ¢'. Absurdo, pois

Portanto,

e entdo temos que 2,22 23 2% ... 2~

SuUpomos (q2/) =0.
Suponha agora t < r, isto €, n = 4+ 2" + B + 2", onde B representa as poténcias de 2

maiores que 2t e menores que 2", podendo eventualmente nao ocorrerem. Entao, pela equacao

[3.31), temos
/

q q
= =1
<n—6> (2+22+23+24+--~+2t—1+B+2T) ’
2t=1 B, 2" pertencem a expansio diddica de ¢'. Absurdo, pois

/

o que implica que 2,2%,23 24 ...
SUpPoOmMOos (‘12/) =0.

Portanto, (q/) =1le (q) =0.

Agora, consideramos os nimeros caracteristicos associados a Wy cFT578, Wawy k58,
Watly k5712 ¢ T k54 Temos

B HISRP()] = (o +ac + ) AP RP(Y)
- )+ (1) =0
= IS RP(E)

= (B + Be)'c" O RP(E)]

= (.79 + ()
(nq_/ 8) + (nq_/ 4) = 0. (3.32)

Wity FPSRP ()] = (o' + ac® + ) (0® + ac + AP AP RP ()]
= 1N+N(§) +(&)+ )+ )+ G)
— w4y)2 c"+l—1_8[RP(§l)]
= ((4) 8" (B + Be)* e O[RP(EY)]

~ 07+ (5]

e portanto,

Também,
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3.2 Prova do caso (i)

D)) = )

T R RP(Y)] = (0 + ac® + )0 + ac + )T RP()
= () + (5) + () =1
— R R ()
— ()B4 (8 + o) [RP(¢Y)]

= () (.5 + ()]

(16 5e) (2] = 330

mck+574[RP(nk)]

0 que acarreta

Agora,

o que implica que

Finalmente,

= (a* +ac® + )R P(n")]
=(5) + (’é,) () =0

= Wy RP(EY)]

5 )B4 HRP(E)]

= (4
= (1)),

(1)(,7 ) -0 o9

Pela equacao |3.34), temos que ('f;) =1, e entao (n‘il) = 0. Dat, pela equagao |3.39, seque

que (n'{g) = 0. Assim, pelas equagoes|3.35 €|3.34}, temos que

<nq_/ 6) —0e <n 3,12) = 1. (3.36)

Suponha que t =r, isto €, n =4+ 2". Entao

/ /
q = q :17
n—12 28424 4 ... 420t

e assim, 23,--- 2771 pertencem a expansao diddica de ¢'. Dai, como (‘12) =1le (‘i) =1, seque
que

q q
(n—G) (2+22+23+24+...+2r_1>

o que contradiz a equagao [3.36,
Suponha agora t < r, isto é, n = 4+ 2' + B + 2", onde B representa as poténcias de 2
maiores que 2t e menores que 2", podendo eventualmente nao ocorrerem. Entao

q q
<n—12) (23+24+~-+2t—1+B+2r>

de onde temos que
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3.2 Prova do caso (i)

. — \ ~ -/ - 4 ! !
e assim, 23,--- 271 B 2" pertencem a expansdio diddica de ¢'. Dad, como (‘12) =1le (i) =1,

seque que
/ /
q = q :]_’
n—=6 24234244 ... 42014 B2

o que contradiz a equagao [3.36,
Portanto, este caso nao ocorre. Logo, devemos ter ( ) =0e (p) =1. Seque que, p=5. W

Lema 3.2.4 Se (’2‘) =1le (Z) =1, entao p=1"1.

Demonstragao: Sendo (g) =1, (Z) =1 en > 10, podemos supor que n =8 +6, j > 1 .
Para mostrar que p =7, sendo p < 8 e impar, € suficiente mostrar que (’2)) =1le ( ) =1 A
resolugao deste caso é obtida com o uso das classes W(RP(—)) =WI(RP(-)) = M(/l( ;l p
Das equagoes[3.9 e obtemos

L+ (L+ )"+ 1+ at+ 1+ (5)a> + ), em RP(n");
WRP(-)) = {(1+ﬁ)8’+7((1+0)+5+(1+c) 982 1), em RP(E)),

Assim, comok+6=n+1=8j+6+1le entaiok—1l+1=n—-—5=8+6—-5=8+1,
temos

I+a)"(1+0)¥((Q+c) ' +a+(1+c) (B)ar+ ), em RP(n*);
WRP(-)) = { A+¥ (1 +e)+ 8+ (1 +e) (5B +--), em RP(E).

Os argumentos sequintes sao novamente obtidos usando contradicao.
(i) Suponha (5) =0 e (!) = 0. Entio (%) =1 e () = 1. Pela Férmula de C’onner

temos que:
/

1= () = ewmpi) = e mee) = (1) (3.37)
ou seja, a expansdo diddica de n pertence a expansdao diddica de ¢'. Neste caso temos
W(RP(-)) = (14+a) (14 e)¥((1+c)t +a), em RP(n*);
L+ (L+e)+ B+ (L+)7 (5B + ), em RP(E).

Entio w3(RP(n*)) = a?c e w3(RP(£Y)) = (%)ﬁ% = B¢, pois 2 pertence d expansao diddica
de n.

Sabendo que (‘12/) =1 e usando o Lema temos que

Sq (- (S¢"(Sq*(a*e)))) = o' =0

Sq* (- (S¢'(S¢*(5%e)))) = ¥ ¢
sdo classes correspondentes em RP® e RP". Assim,
/

0 = (o M7 U RP()) = W>l+“-1-2“1[RP<sl>1:( . ) (3.39)

n— 2"
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3.2 Prova do caso (i)

Como 2" é a maior poténcia de 2 na expansao diddica de n, pela equagao [5.57 temos que
(ZL) = 1. Entao a expansao diddica de n—2" também estd contida na de ¢, ou seja, ( f ) =1.
Portanto, este caso nao ocorre.
(it) Suponha () =1 e (*) =0. Entio () =0 e (p) = 1. Neste caso, temos
W(RP(-)) = 1+a) A+)¥((1+c)+a+1+c)a?+ (1+c) %), em RP(nk);
L+ B85 ((A+c)+B+ (1 +) () +:), em RP(E).

Entio temos wz(RP(n%)) = o® + ac e wa(RP(E)) = (9)B% + Be. Também temos,
Wi (RP(n*)) = a®c® e wa(RP(EY)) = (9) B* + (4) Bc + (2) 2. Assim,
= (a?

wac P2 RP ()] = (a +040) k+3[RP( “)]

w42€n+l 1— Q[RP(fl)]
((()62+Bc ¢ HERP(E)]

) (.2o) + (L))
<g>(nq—2)+(nq—1)

Pelo Lema([3.1.9, temos que
S¢ (- (S¢" (S (0 + ac)e)))) = ¥ c + ac” = ac’

~

Il || Il
N

Portanto,

0. (3.39)

r

S (5 (§) e+ s = (§) 8 e 6

sao classes correspondentes em RP® e RP™, e entdo

l

=1
(87 e+ B )+t I RP(€))

() () + (L),

(g) <n ! 2’“) - (nq— 1) =1 (3.40)

Somando as equagoes[3.39 e[3.40 temos

(g) —le (n glzr) + (nq_/ 2) =L (3.41)

Escrevan = 2422421+ B+2", comt > 3, onde B representa as poténcias de 2 maiores que 2*

r e q — —
e menores que 2", podendo eventualmente nao ocorrerem. Note que (nw) = (2+22+2t+3) =0,

oS ((g) = 0. FEntao seque da equagao |3.41 que (q/ ) = 1, e isto implica que 22,2t B,2"

n—2
pertencem a expansdao diddica de ¢ .
A estratégia para resolver este caso depende do valor det, isto é, para cada t, consideraremos
0s numeros caracteristicos associados a

(aC2T)Ck+572T—1 [RP(nk)]

o que implica que

~
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3.2 Prova do caso (i)

’IU4’[U2 Ck+5 12

{U\Z{U\E Ck+5 20

~ —~9t—1 t
Wy o k+5 4— 2

Por exemplo, se t = 3, entao € suficiente considerarmos o numero caracteristico associado
t—1 92

—~ 2 —

2 .
a WalWs = wywy . Assim,

@iy O RRP()] = (02 (0 4 ac) ' TRP()] = 1
—1/1)711752 cnl=1- 12[RP(§Z)]
— (ﬁZ 2)(62 —I—ﬂc)4 n+l— 13[RP(SZ)]

(w10 + (Zo):

Note que (nq_lb,) = ( 4 ) =1 e, assim, temos

204 B2
ql
= 0. 3.42
(n — 10) (342)

Por outro lado, usando que n =2+ 22+ 2"+ B+ 2" et = 3, obtemos

q q q
et — :1,
(n—lO) (2+22+2t+B+2r—2—23) (22+B+2'“)

pois vimos que 22,2t B, 2" pertencem a expansao diddica de ¢'. Isto contradiz a equacdo
Set =4, entdo temos que considerar os numeros caracteristicos associados a wiws 2 k512

~ —~—9t—1
k+5—-20 _ = Wye k+5 4-21

—~93
e Wy~ ¢ . Ou seja, temos que

wii;" M RRP()] = (a%¢) (a2 + ac) ' TRP(n)] = 1

— Gy 2R P(ED)]
(826%)(8* + Be)ier - BRP(E)]
(nzll()) + (nq—G)

= (nglo) +1,

!

implicando que (nzl()) =0.
Mais ainda,

" FTRRPOY)] = (02¢?)(0? + acf P RP()] = 1
_@Z{U\;? 1= ZO[RP(fl)]
— (52/ 2)(/@2 +/ﬂc)8 n+l 21[RP(§l)]
- (ngl18) + (nglo)
- (nEIS)

de onde seque que (nf/ls) =1.
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3.2 Prova do caso (i)

Entretanto, sendon =2+ 224+ 214+ B4+ 2" et =4, temos

q q q
— == :1,
(n—lS) <2+22+2t+B+2T—2—24) (22+B+2’”)

0 que € uma contradicao.
Repetindo este processo para t > 4, temos que considerar os numeros caracteristicos

associados a

T 2% k45— 12

~ 923
W43 Ck+5 20

~ —~9t—1 t
Wy o k+5 4— 2

Assim, obtemos o sequinte sistema de equagoes:

( (nEZIO) + (n 6) =1
(w515 + (,50) =0
0

/

(uZa0) + (. 18)

(n—2§i1—2) + (n—2gi2_2) =0

!

\ (n—g;—Q) + (n_zg—l_z) - O
) =0, e assim (nfllg) =0, e dai (nﬁ/&l) =0,---, ( ¢ ) —0,

n—2t—1-2

Sendo (n_/ ) =1, entdo (nzlm
e finalmente ( ot 2) =0.

Por outro lado, como (;{2) = 1 temos que 2%,2!, B, 2" pertencem a expansao diddica de ¢ .

Dai,
/ / /
q et q p— q :]_7
n—2t—2 24224204+ B4 2r —2t—2 24+ B+2

o que € uma contradicao. Portanto este caso nao ocorre.

Nota : Observamos que este truque envolvendo um sistema de equacoes com o numero de
equagaoes dependendo de t ndo foi necessdrio para elucidar o caso RP2URP?" de [20], portanto
¢ uma novidade técnica.

(iti)Suponha () =0 e (*) = 1. Entdo (1;/) =1le (Z/) = 0. Neste caso, temos

1+a) (1+e)¥((1+e) +a+ (1 +e)2at + (1 +¢)~4a®), em RP(n"),
W(RP(-)) = { L+ 2% (1+e)+ B+ 1L+ (YB*+--+), em RP().

Entio temos w3z(RP(n%)) = a?c e w3(RP(&)) = (‘12/)620. Também temos wy(RP(n*)) =
ot + adc e wa(RP(E)) = (9)* + (4 )ﬁ3c+ (9)52c?. Assim, obtemos
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3.2 Prova do caso (i)

=(P)=0
— Q’Ecn+lflf3[RP(€l)]
= (o) RP(E)]

- (n(iQ) :

Concluimos que 4 € a unica poténcia de 2 que pertence a expansao diddica de m e nao
pertence a expansdao diddica de ¢'. Escrevan = 2+ 22 4+ 24+ B+ 2", com t > 3, onde B
representa as poténcias de 2 maiores que 2t e menores que 27, podendo eventualmente nao
ocorrerem.

Set =3, isto é, n =2+ 22 +234+ B+ 2", entdo consideramos o nimero caracteristico
associado a Wy w5 c*5=1 ¢ obtendo

Wy w3 FURP(M)] = (ot + ade)2(a2e) 2 [RP(nF)] = 0
= wy Wy ¢ HRP(ED)
_ (54 + 630)2(520)26n+l*15
= (n312) + (nglo)'

Como (ngl12) = (2+22+23+g+2r—22—23) = (2+§l+2r) = 1, seque que (nglm) = 1. Entretanto,
(ngll()) = (2+22+23+‘]13/+2T_2_23) = (22+‘]13/+2T) = 0. Entao temos uma contradicao, e assim t > 4.

Agora dividimos a prova em dois casos, quando t € par e quando t € impar.
Primeiro supomos que t € par. Consideremos os numeros caracteristicos associados a
( t—2
—~2 —~92 _R_ot
Wi Wtk t6-2
2T 24207 pys 6ot
)

Wy W3 C
N2t76N2 2t72 2t74 Aot
Wy W3 + + Ck+5 6—2 ,

~—ot—(5=2) 9 9t=2 . 4 ot—(s—4) _a_ot
N Ws + +- Ck+5 6—2

—9t—s 91 9t=21 . 4 ot—(s—2) _g_9t
\w4 W3 + +-t Ck+5 6 2’

Y

onde s € par e 4 < s <t —2.
Por exemplo, se t = 4, entao a unica possibilidade para s € s = 2, isto €, € suficiente
. p . . —~22~—2 —16— .
considerarmos o nimero caracteristico associado a Wy~ ws c*571676 Assim,

TG ORP(F)] = (o + 6e)? (022 T [RP(n})] = 0
_ {U\Z22@520n+l—1—16—6[RP(€l)]
= (B + Fe)” (BB RP(E)
= (B + B2 Bren + 1 — 21[RP(EY)]

- <n320) + (n3/16>'
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3.2 Prova do caso (i)

Entretanto,

q q q
p— p— :]_
(n—20> (2+22+24+B+2’”—22—24> <2+B+2r>

q q q
p— p— :07
(n—lG) <2+22+24+B+27“—24) <2+22+B+2’”>

0 que € uma contradicao.
Para t = 6, tem-se s = 2 e 4, isto €, temos que considerar os numeros caracteristicos

associados a

—ot=2__ 9 _ot__ ~924 9 _o94__
Wy Wy ck+5 2'—6 = W, Ws Ck+5 2*—6

—~ot=4 91 9t=2 _9t_ —~22~— 2494 —94_
W s + ckt5-21—6 = w,2 W 27 k45276

Assim, obtemos

m24%2ck+571676[RP(77k)] — (a4 + oz3c)24 (Oz2c)20k717[]RP(77k)] —0
_ @Z24@520n+l—1—16—6[RP(€l)]
= (8! + B0 (Fep B RP(E))
= (8% + B*8c19) Blen + 1 — 21[RP(€1)]

- (n368) + (n3/52>

@22@52—1-240194-5—16—6[Rp(nk>] = (a* + a3c)22 (a20)2+24ck—17[RP(nk)] —0
_ 1’[}222@52+24Cn+l—1—16—6[RP(£l)]
_ (54 + 630)22 (520)2+24c"+l_23[RP(fl)}
— (616 4 51204)B36Cn+l_5[RP(§l)]

- (nzl52) + (n3/48>'

Entao, como

q q q
p— pr— :1’
(n—68) (2+22+26+B+2r—22—26> (2+B+2T)

seque que (n3/52) =1, e dai (nis) = 1. Entretanto,

q q q
et — :O
(n—48> (2+22+26+B+2T—24—25) (2+22+24+B+2T) ’

pois 4 nao pertence a expansao diddica de ¢', o que é uma contradicdo.
Repetindo este processo para qualquer t > 8, teremos que considerar o0s niumeros
caracteristicos associados a
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3.2 Prova do caso (i)

( —ot—2__ 9 t
Wy~ Wy kO
~9t—4__ 9 9t—2 t
Wt wst ck+5 6-2%

~t—=6__ 94 ot—24 9t—4 t
Wy W3 + + k+562

Nzt (s— 2)N2+2t 2+ +2t (s—4) k+5 6 2t

Wy W3 )
—9t—s 91 9t=24 4 ot—(s—2) _g_9t
\w4 W3 + +-- Ck+5 6—2 )

Assim obtemos,
( qzl t) + ( 2_ ?/—1_ t—2) = 07
(n 22-2 n—24-2 2

/
q —
n—22_ 2t 1 2t 2) + (n72272t—172t—3,2t—4) - 07

/

/
q —
(n 22_9t— 1 Qt 3_9t— 4) + (n_22_2t71_2t—3_2t75_2t76) - 07

q —
n—922_9t—1 Qt 3_9t—5_9ot— 6) + (n_22_2t—1_2t73_2t75_2t77_2t—8) - 07

! q/

(n,22,2t—1,Qt—sg...,Qt—s+5,2z—s+4) + (n,22,2t—1,Qt—s,,,_,Qt—.s+3,2t—s+2) =0,
\ (n—22—2t*1_2t73_q..._2tfs+3_2tfs+2) + (n_22_2t71_2t73q__,,_2t75+1_2t—s) =0.
Note que
/ / /
q _ 4q _ q =1,
n— 22— 2t 24224204+ B42r —22 -2t 2+ B+42
e assim (n_22_2?/,1_2t,2) =1, e dai (n_22_2t,1qi2t,3_2t,4) =1, ---, e finalmente
q _
n—92_9t=1_9t=3 _ ... _9t=s+l _9t—s | "

Fazendo s =t — 2, temos

q/
(n_22_2t—1_2t—3___,25_23_22) =1

Entretanto, se escrevermos n na sequinte forma,

n=2+224+2' -1+1)+B+2"=2+22+(1+22+--- 42"+ 1)+ B+ 2",

seque que
n_22_2t_1_2t—3_...25_23_22 :n_2t—1_2t—3_-__25_24
=2+224+(1+2% - 42 4+ )+ B+2r 2071 - 95 —
=2+422 4204204928 ... 420724 B4 0",
Como 4 pertence & expansao diddica de n — 2% — 2071 —2t=3 — ... 25 23 22 temos

q/
(n_Qt—l_,,,_27_25_24_23> =0.

Isto € uma contradicao.
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3.2 Prova do caso (i)

Nota : Novamente, este procedimento técnico iterativo envolvendo sistemas de muitas

equacoes € uma novidade técnica em relacdo aquelas usadas por P. Pergher e A. Ramos no
caso RP* URP?* em [20).

Agora, suponha t impar. Entdo, como vimos que t = 3 ndo pode ocorrer, temos t > 5.
Entao consideraremos os numeros caracteristicos associados a

(21722 k56— 2

wy” w3 c
N2t 4 N2+2t 2 k 5—6— Qt
Wy w3 + )

N2t 6N2 2t 2 2t 4 +
Wy W3 + + k+5 6— 2

N2t s —9 2t 2 2t 4 2t 542 +
| wa W3 + + +ot k56— 2

onde s € par e 2 < s<t—1.
Por exemplo, set =5, temos que s =2 e s = 4, ou seja, temos que considerar 0s numeros
caracteristicos associados a

—9t=2__9 _ —~ 923 — 5
wy wck+52 6_w4wck+52 —6

_ot—4__oot—2 t ~ 92 ~—92493 _95__
Wal WY k526 _ 252 k526
Assim, obtemos

3

Wy Wy FITEOSRP(pF)] = (@ + a3)% (Pe)2FBRP ()] = 0
= ;" Wy TSR P(ED)
= (B + o) (2c) P RP(E)]
= (8% + p*'c®)Blen +1 - 3T[RP(E)]
= (%56) + (2 08):

@2@2” FH5-32-6[R P(nk)] = (ot + 0)2(a20)2+230k’33[RP(nk)] =0
_W2%2+2 n+l7173276[RP(£l>]

= (B! + B2 (B2)+> R [RP()]
= (B + §°c) e R RP(E)

= (%) + ()

Entao, como

q q q
= = :].7
<n—36) (2+22+25+B+2“—25—22> (2+B+27‘)

seque que (nflzg) =1, e assim, (nfl%) = 1. Entretanto,

q q q
— = :0
(n—26) <2+22+25+B+27“—24—23—2) (22+23+B+2T> ’

pois 4 nao pertence a expansao diddica de ¢', o que é uma contradicdo.
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3.2 Prova do caso (i)

Repetindo este processo para qualquer t > 7, teremos que considerar os numeros

caracteristicos associados a

( — 2t— 2N2 t
Wy Ws Ck+5 6— 2

—~ot— 4~2 ot— 2 t
Wy Ws + Ck+5 6— 2

/\/Zt 6N2 2t 2 2t 4 +
Wy Ws + + ck+5 6—2 ’

~—9t—s__ 9 ot— 2 9t— 4 9t— s+2 +
U}4 W3 + + +-t k+5 6— 2,

onde s € par e 2 < s <t—1. Assim, obtemos o sistema de equacoes:
(( 2q2l Qt) + ( 22—2?:1—2%2) =0,

(n 22_ 2t 1_gt= 2) + (n_22_2t—1qigz—3_2t—4) =0,

) En 22 _ot— N 2t 3_ot— 4) + (n,gz,Qt—l,ggl—s,gt—572t—6> =0,

q —
n—22_9t—1 Qt 3_9t—5_9t— 6) + (n,22,2t—1,2t—3,2t75,2t77,2t—8> - 07

! /

q + q =0
\ \n—22_9t—1_9t—=3__..._9t—s+3_9t—s+2 n—922_9t—1_9ot—=3__..._9t—s+1_9t—s) — V-

Entao, como 4 € a tunica poténcia de 2 que nao pertence a expansao diddica de ¢, seque que

q’ e q, :1
n—22—92t 24204+ B4 2r ’

! !

- q _ - q _
e entao (n—22—2t*1—2t*2) = 1, e assim, (n_22_2t,1_2t,3_2t,4) = 1, ---, e finalmente,

!

iterativamente, (n72272t,172t,3q7_._72t,s+172t,s) = 1. Fazendo s =t — 1, obtemos
/

q
(n—22—2t—1—--~

Entretanto, se escrevermos n na sequinte forma

—24+22—2) -

n=2+224+2' -1+ +B+2"=2+22+(1+22+---+2" '+ )+ B+ 2",

teremos que

n—92 9l ... 94192 9 _y, 9l 98 _ ... _96_ot_93 9
=2+224+(1+2% - +2 4+ )+ B+ 2r 2071 -2
=24 22425427429 4 ... 4202 L B 42",
Como 4 pertence a expansao diddica demn — 2071 — 2073 —...26 24 93 _ 2 temos
q _0
n—2t-1—...-26_24_923_9 ’

o que € uma contradicao. Portanto este caso nao ocorre.

Logo, devemos ter ( ) =1le (p) =1, o que implica que, p =T, como queriamos. [ |

Lema 3.2.5 Sen =10 entao p = 3.
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3.2 Prova do caso (i)

Demonstracao: Para mostrar que p = 3, sendo p < 8 impar, é suﬁczente mostrar que ( ) 1

e (%) = 0. A resolugdo deste caso € obtida com o uso das classes W(RP( ) =W[](RP(-)) =

(1(+ )(l 2) Das equagoesH 6H obtemos
c

I+a)(T+""™ + A+ a+ 1+ 10+ ---), em RP(n*);
W(RP( ) = { (1+B8)¥3(L+c)+B8+(1+c) 1(;1)52+...)7 em RP ().

Assim, como k+6=n+1=10+1 e, entao, k—1+1=10—5 =5, temos

W (RP(1")) = (1+a)7(1+c)8j((1+c)5+(1+c)4<f>a+(1+c)3(§)a2+(1+c)2(§) a4,

W(RP(EY) = (1+ )™M ((1+¢) + (?)B + (147" <;’> B2+ (14¢)2 (g) B4,

Provaremos por contradicao.
(i) Suponha (5) =0 e (¥) = 0. Entdo (’;/) =1le (’i) = 1. Pela Formula de Connerm

temos que
/

1= (7) = ¢mRPOH)] = o RPEO] = (1), (3.43)

ou seja, a expansdo diddica de n = 10 = 2 + 8 esta contida na expansao diddica de q'. Neste
caso temos

W(RP(1") = 1+ ) (1 +¢)° + (1 + o))

WERPEY) = (1+B)™M((1+¢) +()B+ (1+¢) 1(;)52+(1+c)2<§>63+~~).

Entao wy(RP(n%)) = ac e wy(RP(EY)) (
w3(RP(n")) = a?c e w3(RP(¢)) = (9 )6 =

w3 wac I RP(nY)] - = (o)’ (ac)c™ *[RP ()]
= a""2[RP(n*)] =0
= w5 Wy M [RP(E)]
= (B%)*(Bo) ()R P(S)]
= BT RP(E)]
= (%)
0 que contradiz a equacao[3.43. Portanto este caso ndao ocorre.

(i) Suponha (’2’) =0ce¢ (Z) = 1. Entao (’;/) =1le (Z/) = 0. Neste caso, temos que

)B% + Be = Be, pois (q/) = 1. Também temos
c. Assim,

WRPH) =(1+a)(1+)°+ (1+)'a+ (1+c)a*+ad)
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3.2 Prova do caso (i)

WRP(EY)) = (1+ 8)" (1 +¢) + G)B + (140" (g) B+ (1+c)2 (g) B4 o).

Entao wg(RP( ) = a?c e Wy(RP(EY)) = (%) B%c. Também, wa(RP(n*)) = a* + e+t e

wa(RP(&! (‘i) (q/)ﬁ?’c + (9)8%c*. Assim,
Wy’ KSR P(nh)] ((Oiz;CQ)Ck_I[RP (n*)]

wy 1O RP(E)]
((4)8'¢)e-"RP(E)]
() (%)

(g) =1 (3.44)

(@® + abc? + &)k 3[R P(nk)]
1+ (") =1
@ZC”H 1- 8[RP(§Z)]
(8% + B°c*)c" R P(E)]
= (5) + (%),
0 que contradiz a equacao . Portanto este caso nao ocorre.
(iti) Suponha (5) =1 e (}) =1. Entio (%) =0 ¢ (% ) = 0. Neste caso temos que

de onde seque que

Agora, temos que

m20k+5—8 [RP(T}k)]

W(RP(M)) = (14a)"(14+c)¥ ((14c)’+(1+c) *at-(1+c) >+ (1+c)*a +(1+c)at+a° +(14+c) ta)

e

WERPE) = 1+ 97+ o+ (Vo e a (D)o ae o (1)
FEntao "LT)}(RP/(nk)) = o? + ac e w(RP(¢)) = (2 )52 + Bc, e também U)3<]RP(T] ) =0¢
@%(RP(SZ)) = (9)B%c, e por dltimo wy(RP(n*)) = a* + o + ¢* e wy(RP = ) B4
(e (e

Suponha que (q

2) =0, ou equivalentemente (q') = 1. Entao

' HISRP()] = (02 + ac) P RP (7))
:0
SR ()

)4 RPN

8,

1 | | T |
/\/‘\S/—\
CYSNEGVINS N"U\

B

~— O
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3.2 Prova do caso (i)

Como ("2/) =1, entao (‘f;) =0, e assim w;(RP(£Y)) = B3¢ e w3(RP(E)) = B2c. Dai,

TUZQIfﬁgckJFE’*H[RP(nk)] =0
_ @21/11\50"—"1_1_11[1@]:’@1)
— (530)2(626>Cn+l71—11[Rp(glﬂ
= (3),

0 que contradiz a suposicao de que (‘12/) = 1. Portanto, (g) =1le (q) =0.

Note que wy(&') = (1) 8° = 8% # 0. Entdo | > 3. Assim,

@ FHRRP(F)] = (o + ac)’tTRP()] = 1
_ {U‘gﬁcn—kl—l—lz[RP(fl)]
= (8 + po T BRP(E)

implica que

(1) -0 s

{U‘Z2@526k+5710[RP(nk)] — (&4 + a2c? —I—C4)2(042 —l—OzC)ZCk*E’[RP(nk)]
=1+() () =1
— ﬂﬂ @'2’ Cn"'l_l_lO[RP(él)]
= (B2)2(5 + eyt RP(EY)
=(2) + ().

(1)1 40

Assim, das equagoes e temos uma contradi¢ao. Portanto este caso nao ocorre.

Logo, devemos ter (g) =1le (Z) =0, o que implica que p = 3, como queriamos. |

Além disso, temos

e portanto,

3.8  Prova do caso (ii) do Lema|3.1.1

Nesta secao, provaremos que q = 7. Para isto, primeiro provaremos que (g) =1le (Z) =1.
Dai, como q € impar, seque que q > 7.

Lema 3.3.1 (g) =1le (Z) = 1. Em particular, ¢ > 7.

Demonstragdo: (i) Primeiro considere o caso n = 8j, j > 2. Neste caso, sabemos que

() =0 () =0. Butao () =1 ¢ (7) = 1. Assim,

WRPH ) =1+a)(1+)¥(1+e) 5+ (1+¢)° G’) )
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

3

Entio w3(RP(n%)) = +a’c e w3(RP(EY)) = (%) B%c. Mais ainda, ws(RP(n*)) = a*c*+a’c
1

W(RP(E)) = (14 B8)¥ (1 +¢) + <>ﬁ+ (1+¢)” ()52+(1+c)‘2<q>63+---).
e Ws(RP(£))) = B2 + (9) Blc. Pelo Lema gj, temos que

qu«—l(' . (Sq4(5q2(03 + 0420)))) _ CQTC—F azr — 02”0

s oo tsattseP(§) o) = (1) e

sdo classes correspondentes em RP® e RP", o que acarreta

C2rcck+6—1—2*—1[RP(nk>] _ zé’) -1
g)ﬁZTCCH-n—l—QT—l[Rp(gl)]

= (5)(.2%2):

Assim, (g) = 1.
Além disso,
W A RP(Y)] = (@ 4 %) RP ()
1)+ () =0
wy ISR P(EY)]
_fwhm”®mw]

(nq_/ 4) = 0. (3.47)

1/1)\320]“+5_10[RP(77’€)] _ (OfQC?) —|—Oz4c)zck_5[RP(nk)]
- (22 =1
_{Eg cHl=1- 1O[RP(EZ)]
= (R + (5lepe T IRP(E)
= (1) + ()7
=0+ (D5

de onde temos que

Também temos que

Entao, (Z) =1.

(ii) Agora suponha n = 8j + 2, para j > 1. Neste caso, (12’) =1le (Z) = 0. Entao (’;/) =0e
(Z/) = 1. Assim,

WERP(H") = 1 +a) (1 +)¥(1+0) 2+ (1+c)ta+ 1+ + (1+0)~%?)
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

WERP(E) = 1+ 957+ 0+ (1)o7 (300 2 (2) o+

Entio wy(RP(n*)) = o* + ac e wo(RP(&)) = (1) 8% + Be. Também wy(RP(nF)) = c* + a*c?
e wy(RP(E") = 52 + (1) 8",
Deste modo, seque que
T2 RP()] = (a2 + ac) I RP (7))
=)+ (%) =0
— w2cn+17172[RP(§l)]
= (§)* + B)e U RP(E)
= (2)(.22) + (1)

(g) (nq— 2) i (nq— 1) =0 (3.48)

Pelo Lema[3.1.3, temos que

de onde temos que

S (- (S (SR’ +a?)) = ¥ e+ ad? = ac

T q q T r
Sq (- (Sq*(Sq( (2) B2e+ Be?)))) = (2) B¢+ B
sdo classes correspondentes em RPY e RP™. Portanto,

ac? e RP ()] = (7) =1 ) )
— (é)ﬂ% + ﬁCQ )/Cl+n—1—2 _1[RP(§l)]
(3) (2o + (1),

(g) <n 3 27“) * (nq— 1) =1 (3.49)

Somando as equagées em obtemos (q) =1.

Agora, considerando o nimero caracteristico associado a Waws c*+5=8, obtemos

e portanto

Wy 1wy KRR P ()] = (a?¢® + ¢')*(a” + ac)* T [RP(")]
=)+ E)+1=0
— W 2{175207%&-1 1- 12[RP(§Z)]
= (8% + (%) BY)2(B + Be)*cHBRP(E)]
(7o) + (7 + () [ () + ()]

(nq— 6> i <nq— 8) N ((D [(n 3/10> + (n 3,12” =) (3.50)
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

—~6 ckt5-12

Considerando o numero caracteristico associado a ws , obtemos

TEFZRP()] = (o + )i TRP ()] = 1
_ @/6cn+l 1— 12[RP(§l)]
= (8 + Be)fer - BRP(E)]
= (anﬁ) + (ncis) + (nglo) + (n312)7

(nq— 6) * (nq— 8) * (n 3,10) + (n 3/12) =1 (3.51)

Somando as equagoes[3.50 e temos
q q ¢
=1. 3.52
(GG 0)+ 7)) @
Portanto, (‘i’) =1.

(iti) Considere o caso n =8j +4, j > 1. Neste caso, () =0 ¢ (}) = 1. Entdo (g/) =1le
(’i) = 0. Assim,

ou seja,

WRPM)) =(1+a) 1+ ¥(1+0) " + 1+ 2a+ L+ a +-)

W(RP(E)) = (14 B)¥H5((1 +¢) + @5 +(1+0)7? (g) B+ (1+¢)2 @ B4 -0).

Entdo w3(RP(n")) = ¢ + a’c e w3(RP(¢')) = (5) B%c. Também temos wa(RP(n*)) = c* +
ac® +a’c+at e wa(RP(E)) = (1) 8 + P + 5.

Considerando o nimero caracteristico associado a ws 2 ch+5-6

, obtemos

w3 ORP(F)] = (a'e? + )t RP ()]
=)+ () =1
= wy " RP(E)
~ (()8')eTRP())
(3) (L)

(g) —1e¢ (nq_/4> =1 (3.53)

Além disso, considerando o niumero caracteristico associado a w,c*5~, obtemos

ou seja,

wa" S ARP ()] (Oz +o? C+O‘C, + ) FHRP ("))
= (5) + (5) + () + () =0
= Wyt [RP(§ )
()8 + e+ p2e) O RP(E]

=((4
= ()65 + () + (L),
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

(Z) " (nq—/ 3) * (nq_/ 2) =0 (3.54)

pois 2 nao pertence a expansao diadica de ¢'. Pela equacao

ou seja,

Note que (nq—/2> = (8]+2) 0,

3.55, tem-se (nq,4) = (g]) =1, e como ¢ € impar, seque que (n({?)) = (8]+1) =1 . Portanto,

pela equacao temos ( ) 1.
(iv) Fmalmente, consideren = 8j+6, 7 > 1. Neste caso, (’2’) =1le (Z) = 1. Entao (Z;/) =0

e (’:) = 0. Assim,

WRPH)) = (1+a)(1+0)¥((14+c)+a+ 1+ a?+(1+e) 2+ (1+¢) Pat+--)

W(RP(EY) = (14 B)¥((1+¢) + (i’)ﬁ +(1+c)! (g)ﬁQ +(1+¢c)? <§> B4 ).

Entio wa(RP(n*)) = o? + ac e wo(RP(€Y)) = (%) 82 + Be. Também wy(RP(n*)) = a?c* + o*
c TRP(E)) = 26 + (1) B
Suponha (g) = 0. Entao,

W't IERP()] = (02 + ac)’ctTRP ()] =
= @' IR P(E))
_ ((BC,);c”“‘”[RP(ﬁl)]

ou seja,
(nq_G) . (3.55)
Mazs ainda, ,
0= (Pz) — (a2 + ac)4ck*3[RP(77k>]
= Wy FHISRP(n)]
= Wy ISR P(EY)]
= (Be)eH[RP(E))
= (n 4)
ou seja,

(nq_ 4) = 0. (3.56)

(nq—6) - (gj) -

isto €, a expansao diddica de n — 6 estd contida na expansao didadica de ¢. Como supomos

(q/) =1, temos
¢ \_( 4 \_,
n—4 8j +2 ’

2
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

0 que contradiz a equacao . Portanto, (g) =1.

Agora, suponha (Z) = 0. Entao, temos

{U‘Z3Ck+5—12[RP(nk)] — (a4 + a262)3ck_7[RP(nk)] -1
_ I/l\)z?’CnJrlililQ[RP(fl)]
— (5202)3C"H*13[RP(51)]

(7o)

(1) s

ITJZCk+5_4[RP(7]k)] — (O‘,4 +a2/c2)ck+1[RP(77k)]
= () + () =0
= wyetARP(E)
= () RP(E)

(u0):

(7)o s

(nq—6) - (gj) b |

1sto €, a expansao didadica de n — 6 estd contida na expansao diddica de q'.

(q/) =1, temos
¢ \_( 4 \_,
n—2 4+8j ’

4
0 que contradiz a equacao . Portanto, (Z) =1. [ |

ou seja,

Além disso, temos

ou seja,

Pela equagao [3.57, temos

Como supomos

Mostraremos agora que q < 7. A estratégia consiste em encontrar um niumero caracteristico
nao nulo trazendo informacoes das classes caracteristicas envolvendo % . Para fazer isto,
precisamos do sequinte lema :

Lema 3.3.2 n+1—1>2(q—1).

Demonstragao: (i) Primeiro suponha que n = 8j, para j > 2. Da prova do Lema m

temos (%/) = (‘f;) =1, implicando que (g:) =1. Assim, ¢ > 2".

i) Suponha que n = 8§ + 2, para j > 1. Neste caso, sabemos que ws(RP(n*)) = o® 4+ ac e
(i) Sup q j +2, para j : q 7
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

wa(RP(EY)) = B2 + Be. Entdo
T 2RP()] = (0 + ac)c P RP (")
=)+ (%) =0
— U)QCn—H_l_Q[RP(fl)]
= (8% + fe)e S RP(E))]
= (%) + ()

(7 )+ (7)o -

S4% 7 -+ (SeH(SE@RP()))) =S¢ -+ (Sq*(Se* (@ala’eract)))) = o e+ac = ac”

ou seja

Pelo Lema|3.1.9 temos que

e

Sq” (- (S¢* (S (W (RP(§))e)))) = Sg* (+++ (S¢*(Sq*(Wa(Bc + Bc?)))) = B ¢ + B
sdo classes correspondentes em RP% e RP". Dai,

(ac® ) RP ()] = (Ij’)/)r: L .
= (8% c+ pe? I)c””_l_Q “HRP(E)]

(20) + (1)

%)) s

Somando as equagoes |3.59 e |3.60) (n 2,q) + (nq'2) = 1. Como (g) =1, temos que

(ql )zO,eentdo (nq_)—l Daf, (T)—l Assim ¢ > 2".

n—2"

(iii) Suponha n = 8j + 4, para j > 1. Neste caso, temos que wo(RP(n¥)) = ac+ * e
wa(RP(€Y)) = Be. Entao

de onde obtemos que

@4Ck+5_8 [RP(nk)]

- (nq—,4) :

Dai, (anl4) =1 e entao (;1;) = 1. Assim, ¢ > 2.
(iv) Por ltimo, suponha n = 8j + 6, para j > 1. Neste caso, temos que wy(RP(n*)) =

a? + ac e wy(RP(€Y)) = % + Be. Entao

A RRP()] = (0 + ac)’ctTRP () = 1
eI RP(E)
(82 + o) e+ [RP(¢))

- (nq—IG) + (n(i8) + <n3/10) + (nzlm)'
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

Escrevan =2+ 4+20 4+ B+ 2", e note quen —8 = 2+ 2% +--- 4271 + B 42", Day,
n—10=22+.- 4+ 2714+ B+2  en—12=2+2%... 4271 + B+ 2" ¢ entdo

<nq—8> B <n 3/10) - <n 3/12) =0.

Logo, (nq_,ﬁ) =1, e entdo (g;) =1. Assim, ¢ > 2".

Com isso vemos que em todos os casos ¢ > 2", e entdo temos que ¢ +q > 2" + q. Como
q+q =27 seque que 27Tt > 2" + ¢, e assim 2" > q.

Dai, ¢ < 2" < n. Note que como q < n, tem se w,(&") = B # 0 e assim | > q. Portanto,

n+l—1>qg+q—1>2(qg—1) como queriamos. |

O Lema nos permite considerar nimeros caracteristicos envolvendo a classe wy?™
O lema a sequir é um resultado técnico que serd util em algumas computacoes.

Lema 3.3.8 Seja n* — RP™ um k-fibrado vetorial de dimensdo k > 0 sobre um espaco
projetivo RP™ comn > 0. Se

1

W) = g = (0

onde a denota o gerador de H'(RP™), entdo

0" I (a+ et HIRP ()] = Cﬁ?j

para cada f, g naturais tais que f <neg<k—1+ f.
Demonstragao: Ver [22], p.70, 3.5.1. |

Lema 3.3.4 q<7T.

Demonstragao: (i) Primeiro suponha n = 85, para j > 2. Neste caso,
Wa(RP(n%)) + 2 = ac e wa(RP(EY)) + 2 = Be+ 2 = (B+c)e.
Entao, do Lema[3.5.5, seque que

T DRP()] = (a1 oD (R P ()
_@q 1 cnH=1- —2(q— 1)[RP(§Z)]
— (ﬁ—i—C)q lcq lcn+l_1_2(q_1)[RP(fl)]
_ (),
Note que ¢ +q—1=2""1' —1=14+2+---+2" ¢ a expansdo diddica de n estd contida em
1+2+---+2". Logo, (q ta- 1) = 1. Assim, a? 1 40, ou seja, ¢ — 1 <6 e entdo, ¢ < 7.
(i1) Suponha n = 8j + 2 para j > 1. Neste caso, wo(RP(n*)) = o> + ac = a(a+¢) e

wy(RP(E) = B2 + e = B(B + ¢).
Entao, do Lema seque que

(01 () )RV (RP ()] = @0 k2D R P
_~q 1 entH=1- —2(qg—1) [RP(&‘Z)]
—ﬁﬁng“wlwﬂmmw
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3.3 Prova do caso (ii) do Lema [3.1.1

Note que ¢ +q—1=2""1' —1=14+2+---+2" ¢ a expansio diddica de n estd contida em
1+24+---42". Ention<q +q—1.

Suponhan+q—1<q¢ +q—1; comon>n—q+1, temos quen>n—q+1>¢ +q—1.
Dai, n > ¢ 4+ q— 1, que nao ocorre. Entao, (Z:fg;ll) = 1. Assim, a? 1 #£0, isto é, ¢ — 1 < 6.
Portanto, q < 7.

(iii) Suponha n = 8j+4, para j > 1. Neste caso, wa(RP(n*))+c* = ac e wy(RP(E)) +c2 =
fe+ = (B+c)e.

Entao, do Lema seque que

(aq—lcq—l) n+l—1—-2(q— 1)[(RP( ))} _w~2q—1 k-+5—2(q—1) [RP( )
_ @5!1 1 n+l 1-2(g—1) [RP(&
— (B_i_c)q lcq 1 n+l 1-2(q

- ().

Note que ¢ +q—1=2"t1'—1=142+---+2" e a expansio diddica de n estd contida em
{1,2,22,---,2"}. Logo, (q+q 1) =1. Asszm al 1 £0, isto é, ¢ —1<6 e entao qg<T.

(iv) Fmalmente tomen = 8j+6, para j > 1. Neste caso, wy(RP(n")) = a*+ac = a(a+c)
e wa(RP(E) = 52 4 e = B(B + c).

Entao, do Lema seque que

]
]
DRP(E)]

(aq—1<a+C)q—l)cn+l—1—2(q—1)[(Rp(nk;>)] _ "gq—l k+5_2(q_1)[RP(7]k)]
_ @5!1 lcn—H 1-2(q— U[RP(fl)]
— Bq 1(5—l—c)q_lc”+l_1_2(q_1)[Rp(fl)]
— (@)
n—q+1/"
Note que ¢ +q—1=2""' —1=1+4+2+---+2" ¢ a expansio diddica de n estd contida em
{14+24---+2"}. Entdion<q¢ +q—1.
Suponhan+q—1<q¢ +q—1. Comon>n—q+1, temosn>n—q+1>q¢ +q— 1.
Dai, n > ¢ 4+ q—1, o que ndo ocorre. Entao, (q +q_1) =1. Assim, a? 1 #£0, isto é, ¢ —1 <6

~ n—q+1
e entao, q < 7. ]

Portanto, em todos os casos, ¢ <7 e assim q =7, o que encerra a prova do Lema|3.1.1].

64



CAPITULO

4

Classificacao das agoes de Zlg que fixam
RPY URP™. com n par

No capitulo anterior realizamos a classificacdo das involucoes que fixam RPS U RP™,
com n > 10 par, a menos de cobordismo equivariante. Neste capitulo, vamos inicialmente
apresentar alguns conceitos e resultados importantes sobre a teoria de cobordismo de Z&-agdes
e a caracteriza¢io do fived data de uma Zk-acdo. Aqui, 75 serd entendido como o grupo
gerado por k involucoes comutantes Ty, Ty, - -+, T).. Também apresentaremos alguns modelos de
Zk-agoes que sdo obtidas a partir de uma involugao (M, T), e denotadas por T¥(M,T).

Por fim, vamos apresentar a classificacdo das Z&-agoes que fizam RPSURP™, com n > 10
par, a menos de cobordismo equivariante, obtida através do teorema que foi provado por P. L.
Q. Pergher e R. Oliveira em [16]. Ou seja, a classificagio em pauta decorre da jungdo da nossa
classificacao de involugoes com o Teorema de P. Pergher e R. Oliveira.

Para mais detalhes ver [17)].

4.1 Cobordismo de Acdes de 75

Nesta secao vamos desenvolver os conceitos de cobordismo simultaneo de listas de fibrados
e de fived data associado a uma agdo do grupo Z&. Por uma questdo de notacdo, nesta segdo
vamos considerar Zs = {1,—1}, onde 1 € o elemento nulo e —1 € o nao-nulo.

Na secao vimos a definigao de cobordismo de uma a¢ao suave (M™ ¢) de um grupo
de Lie G sobre uma variedade fechada M™. Vimos também que toda agao do grupo Zs sobre
uma variedade fechada M™ pode ser identificada com uma involugao T sobre M™, denotada por
(M™,T), determinando assim o conceito de cobordismo de involugoes.

Consideremos (M™, ¢) uma variedade fechada M™ e uma ¢ agdo do grupo 7k = Z, @
Zo® - ®ZLy (k-vezes), ou uma Z’;—agéo sobre M™. Dada uma colecao ordenada T, Ty - T}
de involugoes diferencidveis comutantes definidas em M™, considere o grupo gerado por estas
mvolugoes, G =< Ty,--- T, >, com a operacao de composi¢cao o. FExiste um isomorfismo
natural entre 75 e G, associando cada involugio T; com o elemento (1,---,1,—1,1--- 1)
(i-ésima coordenada nao nula) de Z&. Desta forma, como acima dito uma agdo de Z5 pode ser
entendida como uma colegao ordenada Ty,T,--- Ty, de involugoes diferencidaveis comutantes
definidas em M™. Denotaremos uma Z&-agdao sobre M™ por (M™; Ty, Ty, -+, Ty).

65



4.1 Cobordismo de Acdes de Z&

Observacado 4.1.1 Se (M™, Ty, Ty, -+ ,T) = (M™,¢) é uma Z5- acio e 0 : G — G é um
automorfismo, entio (M™,¢) = (M™;0Ty,01s,--- ,0T}) é uma nova ac¢ao sobre M™, a qual
em geral pode ser diferente de ¢.

Vamos relembrar a nocio de fixed data de wma Z5-acdo.  Para isso, precisamos
primeiramente introduzir a no¢ao de listas de fibrados.

Definicao 4.1.1 Uma lista de fibrados (M™;ny,--- ,ns) € um objeto constituido por uma
variedade n-dimensional M™ e s fibrados wvetoriais ordenados sobre M"™, com dimensdes
Ti,00,Tse

Defini¢cdo 4.1.2 Dizemos que uma lista de fibrados (M™;n;,--- ,ns) borda simultaneamente
se existem uma variedade (n+1)-dimensional W™ compacta com bordo, e uma lista de fibrados
vetoriais (W™ ¢y, -+ () sobre W™ tais que OW™ = M™ e (;|M = n;, para cada 1 < i < s.
Dizemos que duas listas (M™;ny, -+ ,ns) € (N™; vy, 1), sdo simultaneamente cobordantes
(bordantes) se a unido disjunta (M™U N™;m Uvy, -+ ,nsUvs) borda simultaneamente.

Lema 4.1.1 A relacdo de cobordismo simultaneo dada pela definicao acima € uma relagao de
equivaléncia no conjunto das listas de fibrados sobre variedades fechadas n-dimensionais.

Denotaremos por [M™;ny,--- ,ns] a classe de equivaléncia de uma lista de fibrados
(M"™;my,---,ms), denominada classe de cobordismo simultaneo de (M™;n,---,ns) € por
Noirs s 0 congunto das classes de cobordismo simultaneo de listas de s fibrados ordenados,
com dimensoes 1,79, -+ ,Ts, sobre variedades fechadas n-dimensionais.

o

Além disso, denotaremos por Niyy ry. re = @Nnm,rz,...,rs, o conjunto das classes de
cobordismo simultaneo de listas de s fibrados ordenados, com dimensoes ry,ro,--- ,rs, sobre
variedades de qualquer dimensao.

Note que, se duas listas (M"™;m,- - ,ns) e (N" vy, -+ ,vs) sao simultaneamente

cobordantes, entao n; — M"™ é cobordante a v; — N™, para todo i. Mas se n; — M"™ ¢é
cobordante a v; — N™, para todo ©, nao € necessariamente verdade que ocorra o cobordismo
simultaneo. Isso porque, na definicio acima, todos os fibrados (; estdo sobre a mesma base
W e o cobordismo entre cada fibrado separadamente poderia usar uma base diferente para
cada 1. Por isso o cobordismo acima é chamado de cobordismo simultaneo.

Notemos também que o cobordismo simultaneo entre duas listas implica que os fibrados
totais obtidos pelas somas de Whitney n; &---®ns - M ev; & --- B vy — N sao cobordantes
como fibrados, ou seja, cobordismo simultaneo implica em cobordismo dos fibrados resultantes
da soma de Whitney. Mas a reciproca nao é verdadeira, como veremos apds a introducao de
numeros caracteristicos associados a listas de fibrados.

A aplicagao

I Nuwyrg e — N, (BO(r1) x BO(r3) -+ x BO(ry))

[Mn;nh'" 7778] — [an<f1>"' afs)]

onde cada fun¢ao coordenada f; : M™ — BO(r;) € uma funcao classificante para o fibrado
n; — M™, é bijetora.

Esta bijecao permite introduzir uma estrutura de grupo abeliano em Ny vy r, COM @
operacao uniao disjunta
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4.1 Cobordismo de Acdes de Z&

[Mn§771>"‘ ’n5]+[Nn;V1a"' 71/8] = [MnUNnunluyb 7775UV8]7

e uma estrutura de Ny-mddulo em Ny, ry.... v, COM @ 0peragao

Vo My, ms] = [V X M™5pal(m), - -+, p2! ()],

onde py : V™ X M™ — M"™ € a projecao na sequnda coordenada.

Pelo Teorema m uma classe [M™, f] € totalmente determinada pelos nimeros
caracteristicos de (M™, f). Assim, uma classe [M";m,--- ,ns] também serd totalmente
determinada pelos nimeros caracteristicos correspondentes através da aplicacao I™.

Teorema 4.1.1 Seja (M™;n,--- ,ns) uma lista de fibrados sobre a variedade fechada M",
com W(M") =1+w;+---+w, e W(n;) =1+vi+---+0., para cada 1 < i < s. Os niimeros

caracteristicos (ou nimeros de Whitney) de (M™;ny,--- ,ns) sao nimeros da forma
s s vt v el oS S [M™) € Z
Wiy Wiy *+ Wy Uy Vg oot Vg 0t Vg Vg, w7 Vs, 25

com iy + Xj1, + -+ Xjs, = n.

Demonstracao: Basta observar o efeito da induzida em cohomologia da aplicacao fi X fa X
-+ X fg e a identificacao acima dada por I™. ]

Os numeros caracteristicos de cada fibrado n; estao entre os mumeros caracteristicos de
(M™,m,-++ ,ns). Dessa forma, cobordismo simultineo implica no cobordismo de cada fibrado
componente da lista, como jd foi dito anteriormente. Informalmente falando, os nimeros
caracteristicos de uma lista de fibrados sao provenientes de produtos arbitrarios envolvendo
classes tangenciais de M™ e classes caracteristicas dos componentes da lista.

Exemplo 4.1.1 Seja \' — S! o fibrado linha candnico. Entdo, através de cdlculos de niimeros
caracteristicos, pode-se mostrar que \* & \' — St € cobordante a R ® R — S'. Apesar de no
caso nao haver cobordismo simultaneo, jd que \' — S ndo é cobordante a R — S*.

Para definirmos o fixed data de uma agdo de Z& em uma variedade fechada, consideremos
(M, ¢) = (M™; Ty, Ty, - -, T}.) uma agdo de Z5. Denote por P = Hom(Z5,Zs)—{1} o conjunto
de todos os homomorfismos de 75 em Za ndo triviais. Sejan — Fy € o fibrado normal de F,
em M™, entdo n se decompoe em uma soma de Whitney de 2% — 1 subfibrados, ou seja,

n= @5;)7

pEP

onde €, € o subfibrado de 1 no qual cada T; atua como a multiplicagao por p(T;). Com isso
temos a sequinte definicao:

Definicao 4.1.3 Dada uma agdo de 7, (M™,¢) = (M™; Ty, Ty, -+ ,T}), definimos o seu fived
data como sendo uma lista indezada de fibrados (Fy,{c,}), onde p € P sobre o conjunto de
pontos fixos de ¢, a qual pode ser considerada como elemento do grupo de bordismo singular
N,(I1,.1BO(n,)), em que n = dim(Fy), n, = dim(e,), e BO(n,) € o espaco classificante para
fibrados vetoriais de dimensao n,,.

A conexdo entre os conceitos de cobordismo de Zk-agdes e cobordismo simultaneo de uma
lista de fibrados € devida a R. E. Stong, que em [2]] provou
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Teorema 4.1.2 Duas 7Z5-acoes sio cobordantes se, e somente se, seus fized data forem

simultaneamente cobordantes. [
Coroldrio 4.1.1 Se (M",¢) é uma Zi-acio tal que Fy = 0 entio (M" ¢) borda
equivartantemente. [ |

4.1.1 Z5-acoes especiais

Nesta segio apresentaremos a constru¢io de algumas Z5-acoes especiais em variedades
que, em geral, sao obtidas indutivamente a partir de uma involucao. Tais agoes terao papel
fundamental na classificacao obtida no final deste capitulo.

Definicao 4.1.4 Se M ¢é uma variedade, definimos a involucao twist sobre M x M por
twist(x,y) = (y,x). Entao (M x M;twist) é uma Zo-a¢do, chamada de Za-agao twist.

Teorema 4.1.3 O fized data da Zs-acao twist é (A, TM), onde A = {(z,y) € MxM/z =y}
¢ a diagonal de M x M, a qual é difeomorfa a M, e 1(M) € o fibrado tangente a M.

Demonstragao: Ver [1])], p. 40. |

Definiremos a sequir uma Zk-acdo a qual é uma generalizacio da Zo-acdo twist e que é
chamada de Z%-agao twist.

Definicao 4.1.5 Seja M uma variedade. Definiremos indutivamente uma Z5-acio sobre
M2 =M x - x M (2%-cdpias).

e Para k=1, é a Zy-acgao twist, (M x M;twist) .

o Parak =2, é aZ3-agdo twist sobre M* = (M x M)x (M x M), (M xMxMx M;Ty,Ty),

onde Ty = twist X twist e Ty € dada por Ty(x1, Ta, T3, 4) = (X3, T4, T1,T2).
o Suponhamos definida a 75 '-a¢do twist, (Mzk_l;Tl, v Tiq).

e Definimos (MQk; Ti,--- ,T}) como sendo a Zk-acao twist sobre M?" onde M? = M?" ™" x
M2 eT!: ME T M2 o M2 T M2 para 1 < i < k—1, é dada por T! = T;xT;,
eT): M x M* " = M* x M*" € dada por T)(x,y) = (y, z).

Teorema 4.1.4 O fized data da Z5-acdo twist acima definida é (M, TM,--- , TM) (2% — 1
copias de TM ).

Demonstragao: Ver [1])], p. 42. [ |

Nota : Observe que, no fived data acima, todos os fibrados da lista sao iguais, portanto a
indexacgao € redundante.
Descreveremos agora, outra Z5-acdo especial, que € obtida a partir de uma involugao (M, T).

Defini¢do 4.1.6 Seja (M, T) uma involu¢io comfized data n — F. Vamos definir
indutivamente uma Z%-acio sobre Mzk_l, a partir de T, a qual vamos denotar por T%(M,T).

e Parak=1,T}(M,T)=(M;T).
e Para k=2, T3(M,T)=(M*T,,T;) onde Ty =T x T e Ty(z,y) = (y, ).
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e Suponhamos definida T¥"3(M,T) = (M?" >, Ty, -, Th_y).

e Definimos TF(M,T) = (M2 . TV, | T}), onde

2k—1 2k—2

(M= Ty, Ty = (M x M* Ty x Ty, Ty X T—1)

eT): M7 x M*" — M* 7 x M*™* dada por T}(z,y) = (y,z).
Em relacao ao fixed data desta acao, temos

Teorema 4.1.5 O fired data da Z%-a¢io T¥(M,T) definida acima é (F,{e,}), onde p € P.
Entao, para cada p € P, temos

i) Se p(T1) = —1 (temos 287! representagoes deste tipo), entio €, = n, onden — F € o
fized data de (M,T).

ii) Se p(T1) = 1 (temos 281 —1 representagies deste tipo), entio e, = 7(F), onde 7(F) — F
¢ o fibrado tangente a F.

Demonstragao: Ver [1j)], p. 43. [ |

Teorema 4.1.6 Seja (M,¢) = (M;Ty,--- ,Ty) uma Z-acio com fized data (Fy,{,}ep)-
Entdo o fived data da Z5™ -acdo (M,+)) = (M; Ty, --- , Ty, 1d), onde Id € a involugdo identidade,
é (Fy,{eytper) = (Fp{ep}per, {0}) onde P’ = Hom(ZE™ Zy) — {1}, (2% fibrados nulos
acrescentados aos 2% — 1 fibrados do fized data de ¢), ou seja, se p/(Id) = —1 entdo €, € o
fibrado nulo, enquanto que se p'(Id) =1 entdo e, = €,.

Demonstragao: Ver [1])], p. 44. |
Aplicando o teorema anterior repetidas vezes, obtemos

Coroldrio 4.1.2 Seja (M,¢) = (M;Ty,--- ,Ty) uma Z-acio com fized data (Fy,{c,},ep)-
Entio o fized data da 75 -acio (M,+p) = (M;Ty,---, Ty, Id,--- ,Id), onde foram
acrescentadas s identidades, € (Fy,{cy}yer) = (Fp,{cp}pep,{0}) (2° — 1 fibrados nulos
acrescentados para cada €, e mais o fibrado nulo €,, onde p"(T;) =1 para 1 <i<k+s—1
e p"(Trys) = 1, totalizando (2% — 1)(2° — 1) + 1 fibrados nulos acrescentados ao fived data de

®), ou seja, se p'(Tyti) = —1 para algum 1 < i < s entdo €, € o fibrado nulo, enquanto que se
P (Ti+i) =1 para todo 1 < i < s, entdo ey = €. [ |
Podemos observar que, se tivermos p(T;) = —1 e T; = Id, entdo ¢, € o fibrado nulo.

Aplicando o coroldrio acima as Z5-acoes definidas anteriormente, obtemos novas agoes
Definicao 4.1.7 Seja (M, T) uma involugio com fized data n — F e um inteiro
1 <t <k. Entdo definimos a Zk-agao T'F(M,T) sobre M2 da sequinte forma:

se TUM,T) = (M* "Ty,---,Ty), fazemos TF(M,T) = (M* Ty, T, Id, -, Id)
(Acréscimo de k — t identidades a T*%).

Pelo Teorema[4.1.6 e Coroldrio concluimos o
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Teorema 4.1.7 O fived data de TF(M,T) tem a sequinte descricdo: para cada p € P,
lembrando que Ty =T X --- x T, temos:

i) Se p(T;) = 1 para i >t e se p(Ty) = —1 (temos 2!~ representagoes deste tipo) entao
gp=1).

ii) Se p(T;) =1 para i >t e se p(T1) =1 (temos 2'1 — 1 representagies deste tipo) entao
e, =T(F).

iii) Se p(T;) = —1 para algum i >t (temos 2F — 2
|

 representacgoes deste tipo) entio e, =0.

4.1.2  Z-acoes sobre variedades que possuem a propriedade H

Agora apresentaremos o conceito de propriedade H, que foi introduzido por P. L. Q.
Pergher e R. Oliveira em [16]. Tal propriedade nos permite conhecer, a menos de cobordismo
equivariante, todas as Z5-agoes que fizam uma unido de duas variedades fechadas, desde que
estas variedades possuam a chamada propriedade H. FEste resultado foi obtido por P. L. (.
Pergher e R. Oliveira em [15)].

Definicdo 4.1.8 (Propriedade H) Seja F™ wma wvariedade conera, fechada e n-
dimensional. Dizemos que F™ possui a propriedade H se vale o sequinte: se N™ € uma
variedade fechada m-dimensional comm >n, eT : N™ — N™ ¢é uma involu¢do cujo conjunto
de pontos fixos € igual a F™, entdo m = 2n.

Nota: Em [9], C. Kosniowski e R. E. Stong provaram o seguinte resultado: Se (N™,T)
fira F™ e m = 2n, entao (N™,T) € cobordante a (F™ x F" twist). Seque que F™ possui a
propriedade H se, e so se, a menos de cobordismo equivariante, as unicas involugoes fizando
F" sao (F",Id) e (F™ x F" twist).

Sao exemplos de variedades com a propriedade H: o0s espacos projetivos real, complexo e
quaternionico com dimensdo par, RP?**, CP?*" ¢ HP?", qualquer variedade bidimensional que
nao borda e qualquer variedade 4-dimensional simplesmente conexa que nao borda.

Dada uma Z-acio (M,¢) = (M;Ty,---,Ty), podemos obter uma colecio de novas Zk-
acoes, da sequinte maneira: primeiramente, cada automorfismo o : Zé” — ZS fornece uma nova
Zk-agao, dada por o(M,¢) = (M; 0Ty, -+ ,0T}), como vimos na observagdo .

Em [19], P. L. Q. Pergher provou que, se (M, ¢) possui fixed data (F, {e,},ep) € um dos seus
fibrados componentes €, € isomorfo a uma soma de Whitney e’p, @R, onde R — F € o fibrado
linha trivial, entdo existe uma Z4-ag¢io (N, 1) cujo fixed data € (F,{u,},ep), onde u, = ¢,,
para todo p # p', € py = &tfo/. Em outras palavras, a partir do fixed data de uma Z%-agdo,
podemos obter novo fixed data de Z&-agdes através do processo de remogdo de secgoes.

Resumidamente, temos que, dada uma involugao (M, T), podemos obter uma colegdo de
ZE-agoes por aplicar as operacoes oT¥(M,T), para cada 1 <t < k e para cada o € Aut(ZE),
onde as Z5-agoes TF(M,T) sao as definidas na Segdo e em sequida por remover as
possiveis seccoes dos resultantes fibrados componentes do fixed data.

Observagao 4.1.2 Temos que, se (M,T) e (N,S) sao involugoes equivariantemente
cobordantes, entdo as agées obtidas por remover as mesmas secgoes de oT¥(M,T) e oTF(N, S)
sdo Z5-cobordantes, e a reciproca também é verdadeira. Além disso, se (M, T) fiza F, entdo
toda Z5-acdo obtida como acima fizra F.
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Agora, dada uma variedade fechada F, denotemos por A;(F') a colegio de todas as classes
de cobordismo de involugoes [M,T], contendo um representante, cujo conjunto de pontos fizos
¢ F. Fizado k > 1, obtemos entdo a cole¢cio Ag(F'), formada pelas classes de cobordismo de
acoes de 7% contendo um representante, cujo conjunto de pontos firos é F. Ou seja, para cada
[M,T)] € Ay (F), obtemos a familia de classes de cobordismo de agoes de Z&,

{[oTF(M,T)], 1 <t <k, o€ Aut(ZX)},

e a sequir a familia (eventualmente maior, no minimo igual) obtida a partir desta, removendo
paulatinamente todas as secgoes dos fixed data. Pode ser que esta familia nao seja a colegao
completa de classes de cobordismo de Z5-acoes fizando F. Caso ela seja, F é dita satisfazer a
propriedade Py (F'), conceito que foi introduzido por P. L. Q. Pergher e R. Oliveira em [15].
Ou seja, dada F, Pp(F) € ou nao vdlida. Em [16], P. L. Q. Pergher e R. Oliveira provaram o
sequinte teorema

Teorema 4.1.8 Se F' = K U L é uma uniao disjunta de duas variedades que satisfazem a
propriedade H, com dim(K) # dim(L), entao Py(F) € vdlida. |

Na secao sequinte, utilizaremos o teorema acima para classificar, a menos de cobordismo
equivariante, as Z5-acoes que fitam a unido dos espagos projetivos reais, RP® U RP", com
n > 10 e par.

4.2 Zk-agoes firando RPY URP™ com n > 10 par

Seja (M™,T) uma involugao fizando RP® U RP™ com n > 10 par, conforme vimos no
capitulo anterior.

Vimos na Secao que podemos obter uma colegio de Z5-agoes por aplicar as operagoes
olk(M™,T), para cada automorfismo o : Z5 — 75 e para cada 1 <t < k, onde as Z5-agoes
LF(M™,T) sdo as definidas na Se¢do e em sequida por remover as possiveis secgoes dos
resultantes fibrados componentes do fixed data.

Mais ainda, o Teorema nos diz que, se 6 # n, a menos de cobordismo equivariante,
estas sdo todas as possiveis Z5-acoes firando RPCURP™ neste caso, jd que RPS ¢ RP™ possuem
a propriedade H.

Portanto, juntando o Teoremal].1.8 com a Zy— classificagao feita nesta tese, podemos obter,
a menos de cobordismo equivariante, todas as Z%5-acoes firando RPS URP™, com n > 10 par.

Teorema 4.2.1 Seja (M™, $) uma Z5- agdo firando RP® URP", onde n > 10 e par. Entdo
(M™, @) € equivariantemente cobordante a uma a¢ao que pertence ao conjunto AU B, onde os
conjuntos A e B sao descritos abaizo em termos de n.

(i) n—6=2%, com b impar e a > 1:
A =0 = o conjunto vazio;
B = conjunto obtido de {ocT*T?""Y(RP" T;,.), 0 € Aut(Z%), 1 <r <k} removendo as
possiveis seccoes.

(i) n —6 =2b, com b impar e n ndo é uma poténcia de 2 :
A =0 = o conjunto vazio;
B = conjunto obtido de {oT*T*(RP"7 Ty ,), 0 € Aut(Z%), 1 < r < k} removendo as
possiveis seccoes.
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(iii) n = 6.2", é um multiplo de 6 com t > 1 :
A = {oT*(RPS x RPS twist) U {o'T% ,(RP%* x RP%* twist), 0,0’ € Aut(Zk),
t<r<k};
B = conjunto obtido de {oTEFT*(RP" 7 Ts,), 0 € Aut(Z%), 1 < r < k} removendo as
possiveis secgoes (por razoes dimensionais, neste caso A =1 se t > k).
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CAPITULO

5

Variedades compativeis com o ponto com
respeito a involugoes

Neste capitulo, apresentaremos a defini¢ao da propriedade C' P (compativel com o ponto)
com respeito as involugoes, por nos criada, Sequida por alguns exemplos e resultados que
providenciam exemplos de validade ou nao validade da mesma. Os principais resultados sao
relacionados ao estudo da propriedade C'P para variedades de Dold.

5.1 Definicao e Exemplos

Conforme apresentamos na introducao desta tese, inspirados por certos resultados concernentes
a involugoes com conjunto de pontos fixos do tipo FU{ponto}, introduzimos a sequinte defini¢cdo

Definicao 5.1.1 Seja F' uma variedade suave fechada conexa. Dizemos que F satisfaz a
propriedade C'P (compativel com o ponto ) se existe uma variedade fechada suave M e uma
involugao suave T : M — M tal que o conjunto de pontos fixos é F'U {ponto}.

Alguns exemplos de variedades que satisfazem a propriedade C' P
1. St 5%, 64, 8% ;
2. O produto de esferas descritos na introdugao, vide resultado de Pergher [18];

3. Todos os espacos projetivos reais RP™ satisfazem a propriedade CP: para isso basta
tomarmos a involucao T : RP™ — RP"! dada por

Txo, 1, Ty oy Tpt1] = [—T0, T1, Ty ooy Tpt1);

4. De maneira andloga podemos mostrar que satisfazem a propriedade CP o0s espacos
projetivos compleros e quaternionicos , CP" e KP".

Teorema 5.1.1 A propriedade C'P ndo € invariante por cobordismo.

Demonstracao: Para n impar, S™ e RP™ sao cobordantes. No entanto, para n > 1 e impar,
temos que S™ nao satisfaz a propriedade C'P, mas RP" satisfaz. [ |
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5.2  Resultados

Nesta secao introduziremos alguns resultados preliminares, por nos obtidos,com respeito a
validade ou nao validade da propriedade CP. Denotaremos sempre por A\, — RP™ o fibrado
linha canonico sobre RP™.

A principal ferramenta utilizada nesta secao serd o lema que € uma consequéncia
imediata da sequéncia de Conner-Floyd [I.5.3: se n — F € o fized data de uma involugdo
(M, T), entdo o fibrado linha de Hopf N — RP(n) borda como fibrado; e assim temos

Lema 5.2.1 Seja F' uma variedade que satisfaz a propriedade CP e (M,T) uma involugdo
com fized data (n — F)U (nR — {ponto}), ou seja, dim(M) = n. Entao o fibrado linha de
Hopf A = RP(n) é cobordante a \,_y — RP"!.

Demonstragdo: Da sequéncia de Conner-Floyd[1.5.9, temos que, como (n — F)U (nR —
{ponto}) é o fized data de uma involu¢io, entao X — RP(n) U \,_; — RP"! borda como

fibrado. Entao € suficiente notar que o fibrado linha de Hopf correspondente ao fibrado nR —
{ponto} é \,_1 — RP" 1. Assim, \ — RP(n) € cobordante a \,_, — RP" ™. [

Teorema 5.2.1 Se F satisfaz a propriedade C P, entdo o produto cartesiano F?* de 2° cépias
de F' (s > 1) também satisfaz.

Demonstracdo: E suficiente provarmos o resultado para s = 1. Suponha que (M,T) é uma
involugao com fized data (n — F)U(nR — {ponto}). Entdo a involu¢do produto (M x M, T xT)
tem como fized data

mMxn—=FxF)UnxnkR— F)U((nxnR— F)U(2nR — {ponto}),

e assim, pela sequéncia de Conner-Floyd[1.5.9, temos que a involugdo produto é cobordante
a uma involug¢ao com fized data (n x n — F x F) U (2nR — {ponto}). [

Em [23], D. Royster provou o sequinte resultado: suponha (M,S) uma involu¢ao com
conjunto de pontos fizos sendo da forma F U {ponto}, onde M e F sio m e n-dimensionais,
respectivamente, com n impar. Entaom =n+1 e (M, S) € cobordante a involu¢io (RP™™,T),
onde T : RP"™! — RP"" ¢ dada por

T[IQ, T1,T9, ..., [En+1] = [—l'o, T1,T9, ..., [L’n+1].

Teorema 5.2.2 Seja F' uma variedade n-dimensional que nao borda com n impar. Entao F
nao satisfaz a propriedade C'P.

Demonstragao: Suponha que F satisfaca a propriedade CP, e que (M,T) € uma involugao
com fized data (n — F) U (nR — {ponto}). Entdao pelo resultado acima de Royster temos que
F' ¢ cobordante a RP™, que para n impar borda, o que € um absurdo. [ |

Lema 5.2.2 Seja F' uma variedade n-dimensional com as sequintes propriedades:
i) n € impar; i) se x € H'(F, Zy), entdo 2"[F] = 0. Entio F ndo satisfaz a propriedade C'P.

Demonstragao: Suponha que (M,S) é uma involugdo com fized data (n — F)U (mR —
{ponto}), ou seja, dim(M) = m. Entdo, pelo resultado de Royster, m =n+1 e assimn — F
¢ um fibrado linha. Portanto 0 € a aplicacdo identidade, isto €, d(n — F) =n — F, o qual,
pelo Lema ¢ cobordante a N, — RP™. Tomando o gerador o € HY(RP™, Zy), temos
w1 (An)"[RP"] = a"[RP"] # 0. Assim a propriedade ii) de F' nos dd uma contradigdo. |
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Coroldario 5.2.1 Se F' é uma variedade n-dimensional simplesmente conexa com n impar
entdo F' ndo satisfaz a propriedade C'P.

Demonstracao: Basta lembrar que para F simplesmente conexa, H'(F, Z) = 0. [

Teorema 5.2.3 Sejam W™ e V™ wariedades fechadas suaves com dimensoes m e m,
respectivamente, tal que n +m € impar e n e m tem expansoes diddicas nao disjuntas. Entdo
W™ x V™ nao satisfaz a propriedade CP.

Demonstragdo: Para provar este resultado utilizaremos o lema [5.2.3, e para isso basta
mostrar que a propriedade ii) do lema ocorre.

Assim, se x € HY (W™ x V™ Z,), entao x € da forma z = w; X 1 +1 x vy, onde w; €
HY W™ Zy), vy € HY(V™; Zy) e X € o produto cross. Entdo

n+m
xn—&-m — (wl x14+1x vl)n+m _ Z (n+m

)(w1 X 1)n+m—z(1 X Ul)i.
=0

l

Por razoes dimensionais, (wy x 1)"™™ " =0sei<m e (1Xxv))" =0 sei>m. Parai=m,
(m+n) = 0 pois n e m tem expansoes diddicas nao disjuntas. O teorema seque do Lema .

m

Do teorema|5.2.5, temos o sequinte

Teorema 5.2.4 A propriedade C'P nao é compativel com o produto cartesiano.

Demonstracao: Se m +n € impar e m e n tem expansoes diddicas nao disjuntas, entdo

RP™ x RP™ nao satisfaz a propriedade CP. No entanto, jd vimos que RP"™ e RP™ satisfazem.

Por outro lado, S® x S5 satisfaz a propriedade C'P, pelo resultado de Pergher [18], apesar de

S3 e S° nao satisfazerem. [ ]
Provaremos agora o sequinte intrigante resultado:

Teorema 5.2.5 Suponha que F é uma variedade fechada suave n-dimensional, onde n = 1,
2,4 ou 8. Entao F satisfaz C'P.

Demonstracao: Se n = 1, o teorema € redundante. Entao, suponha que n = 2, 4 ou 8.

Considere (M, T) a involugao de Conner-Floyd, com fized data (n — S™) U (2nR — {ponto})

(ou seja, dim(M) = 2n), e a involugdo twist (F' x F,S), S(x,y) = (y,x). O fixed data de S é

7 — F', onde 7 é o fibrado tangente de F'.

A involucao (M, T)U (F x F,S) tem como fixed data (n — S™) U (2nR — {ponto})U (1t — F).
Podemos construir um novo fibrado vetorial n-dimensional sobre a soma conexa S"{F = F,

a soma conexa de fibrados n e T, niT; isto é possivel pois fibrados sobre n-bolas sao triviais.

O argumento padrao usado para provar que S™$F é cobordante a uniao disjunta S™ U F pode

ser realizado com fibrados sobre S™ e F', mostrando que nf7T é cobordante a uniao disjunta

(n—=S")U(r = F).

Assim, pela sequéncia de Conner-Floyd , (nfr — F') U (2nR — {ponto}) é o fixed data de uma

involugao cobordante a (M, T) U (F x F,S5). [

Observagao 5.2.1 O Teorema pode ser reescrito como seque: se m > 1 € um nimero
natural tal que toda variedade fechada suave n-dimensional F satisfaz CP, entaon =1, 2, 4
ou 8.

Observacao 5.2.2 Tome um produto de esferas SN = S™ x S"2 x ... x 8™ satisfazendo C P, como

descrito por Pergher, e considere F qualquer variedade fechada suave com dim(F) = dim(S™).
O mesmo argumento do Teorema mostra que a soma conexa F4SY satisfaz CP.
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5.3 Variedades de Dold e a propriedade CP

As variedades de Dold P(m,n) foram introduzidas por A. Dold em [6], com o propdésito de
encontrar geradores de dimensao impar para o anel de cobordismo nao orientado. P(m,n) é o
espago de drbitas da involugao livre —1 x (conjugation) agindo em S™ x CP™; ou seja, P(m,n)
¢ uma variedade fechada suave (m + 2n)-dimensional. O anel de cohomologia de P(m,n) é
dado por

H*(P(m,n)) = Zs[c,d]/(c"™ =0 e d" =0),

onde ¢ € H'(P(m,n) e d € H?*(P(m,n). A agdo da algebra de Steenrod é completamente
determinada sabendo que S¢*(d) = cd.

As principais ferramentas desta se¢ao foram o resultado relativamente recente de R. E. Stong
a respeito da K-teoria real de P(m,n), ver em [26], o qual determinou todas as possibilidades
para as classes caracteristicas de fibrados vetoriais sobre variedades de Dold, completando a
descrigao parcial dada por J. J. Ucci [28], além de drduos calculos de nimeros caracteristicos;
e em alguns lugares, precisamos usar alguns teoremas bem conhecidos, como o Teorema 5/2
de J. Boardman de [I] e a classificacao de involugoes dada por Royster que fixa duas cépias
dos espagos projetivos reais [23]. Em termos de técnicos, a novidade serd a introdugao de
uma nova classe de caracteristica, W, associada a fibrados linha sobre variedades fechadas
e suaves. Precisamos desta descrigdo de Stong: sobre P(m,n) existe um fibrado linha real
[l — P(m,n) com W(l) = 1+ ¢, e um fibrado real 2-dimensional n — P(m,n) com W(n) =
1+ c+d. Assim, existem fibrados vetoriais sobre P(m,n) com classes de Stiefel-Whitney dadas
por (1+¢)*(1+ ¢+ d)b. Além desses fibrados, Stong mostrou que existem também os assim
chamados fibrados vetoriais exdticos com classes de Stiefel-Whitney dadas por

. 1+c+(d+c?),param=2en>1;

2. 1+c+(d+c*)? param=4ouben > 2;

3. M+c+(d+c*))*1+c+d)+ & param=6en>1;
4. 1+ c*d® param =2en = 3.

Entao Stong completou a descrigao, mostrando que as classes de Stiefel-Whitney de qualquer
fibrado vetorial sobre P(m,n) é um produto destas classes com as classes 1 +ce 1+ c+d.

Observacgao 5.3.1 Como todas as wvariedades fechadas suaves de dimensdo 1, 2, 4 ou 8
satisfazem C'P, em particular, P(2,1), P(2,3), P(4,2) e P(6,1) satisfazem CP.

A partir de agora apresentaremos resultados de nao validade da propriedade C'P para
variedades de Dold.

Teorema 5.3.1 P(m,n) nao satisfaz CP se m € impar .

Demonstragao: Como m + 2n é impar, o resultado segue imediatamente do Lema e da
estrutura do anel de cohomologia de P(m,n). |

Assim, assumiremos a partir de agora que m ¢é par. De maneira genérica, vamos considerar
uma involucao (M,T) com conjunto de pontos fixos sendo P(m,n) U {ponto} e denotaremos
por v — P(m,n) o fibrado normal de P(m,n) em M, com dim(v) =r > 1.
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Para provar os proximos resultados, precisaremos de alguns lemas técnicos com relagao ao
fato de que r nao pode assumir certos valores pequenos; mais especificamente, provaremos que
r = 1, 2 e 3 nao podem ocorrer. Note que a prova do Lema [5.2.2] mostra que r = 1 nao
pode ocorrer; entao, nossa préxima tarefa é mostrar que r = 2 nao pode ocorrer. Mas antes,
precisamos do seguinte

Lema 5.3.1 O elemento d € H*(P(m,n)) ocorre em W (v); isto é, W(v) nao é uma polinomial
envolvendo apenas ¢ € H'(P(m,n)).

Demonstragao: Do lema [5.2.1] temos que o fibrados linha de Hopf A\ — RP(v) e
Amgonir—1 — RP™P2H=1 636 cobordantes. Escrevendo W(A\) = 1+ee W(Apjonsr—1) = 1+a,
segue que

0 ?é Oém+2n+r71 [RPm+2n+r71] — em+2n+r71 [RP(V)] )

Considere a classe dual de Stiefel-Whitney

— 1
W(v)=W=1+m+---+ﬂm+2n.

Pela férmula de Conner, Teorema [1.6.1], segue que
"R P (V)] = Uppgon|[P(m, n))].

Assim | Up,12, = ¢™d" # 0, e 0 lema segue. |
O lema a seguir mostrara que r = 2 nao pode ocorrer

Lema 5.3.2 Escreva W(v) = 1+ uy + -+ + u, como sendo a classe de Stiefel-Whitney de
v — P(m,n), o fibrado normal de P(m,n) em M. Entao us # 0 para algum s > 3.

Demonstragao: Por contradigdo, vamos supor que W(v) = 1 + uy + ug, ou seja, us = 0 para
s > 3. Assim, podemos escrever W(v) = 1+ &c + B¢® + vd com &, 3,7 = 0 ou 1. Pelo lema
devemos ter v = 1. Da féormula de Wu temos Sql(ug) = U Uy + UgU3 = U U3, onde
Sq' é a operacao de Steenrod; ou seja,

Sq' (B + d) = Sq' ((us) = uyuy = B + Eed
. Mas, usando a féormula de Cartan [1.6.3] temos que

Sq'(Bc* + d) = BSq' (c*) + S¢'(d) = Sq'(d) = cd,

e assim, £6¢® + Ecd = cd. Entao temos duas possibilidades: (1) é =1e 8 =0,0u (2) (¢ =1e
m = 2.

No primeiro caso, (1) { = 1e =0, temos W (v) = 14+c¢+d. Considerando o fibrado vetorial
2-dimensional n — P(m,n) com W(n) = 1 + ¢+ d, que é citado no trabalho de Stong [26],
teremos entao que, v é cobordante a n@®(r—2)R. Pelo teoremal(l.7.1], podemos remover secgoes, e
assim, temos que existe uma involugao com r = 2 e fixed data (n — P(m,n))U((m+2n+2)R —

{ponto}).
Podemos definir em S™ x CP"*! as seguintes involucoes:

S(Zv [207 Tty Zny ZnJrl]) = (—Z, [2_07 e 7%7 ZnJrl])
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5.3 Variedades de Dold e a propriedade CP

T(Za [ZOa Tt Zny Zn+1]) = <Z> [207 crty Zny _Zn—i-l])-

Note que tais involucdes comutam e que S nao tem pontos fixos. Assim 7' induz uma involucao
m n+41
T em % = P(m,n + 1) com fixed data

(n+1l@(n+1)R n
} U A
RP™ P(m,n)

e entao, pela sequéncia de Conner-Floyd [1.5.2) (M, T)U(P(m,n+1),7) é cobordante a uma
involugao (W, S”) com conjunto de pontos fixos RP™ U {ponto} e fixed data

(n+1l@(n+ 1R (m+2n+2)R

\ U \
RP™ {ponto}.

Em [23], Royster descreveu, a menos de cobordismo equivariante, as involugdes cujo conjunto
de pontos fixos é RP™ U {ponto} com m par: ele mostrou que , para tais involugoes, o fibrado
normal sobre RP™ é cobordante a \,, ® p R — RP™ para algum p > 0 (em [21], Pergher e
Stong calcularam o limitante superior para p). Segue que (n + 1)A,, — RP™ é cobordante
a A\, ®nR — RP™. Suponha 1 < n <m,istoé, 2 <n+1<m. Tome 2* < m, z > 1,
qualquer poténcia de 2 da expansao diddica de n+1. Se a« € H'(RP™) é o gerador, entao temos
w1 ((n+1)Ay)™ 2 wse (R+1)A,) [RP™] = a™[RP™] = 1 pois m é par e ("\!) = 1. Entretanto,
o correspondente nimero caracteristico de A, @nR — RP™ ¢ zero pois wa= (A, ®nR) = 0, uma
contradigao. Assim, n > m. Returnando a involucao (W, S") com fixed data ((n+1)(l ®R) —
RP™ U ((m + 2n + 2)R — {ponto}), note que dim(W) =m +2n+2 > 3m + 2 > 3m, o que
contradiz o 5/2-Teorema de J. Boardman de [I], o qual diz que dim(W) < 5/2m.

No segundo caso, (2) ¢ =1 e m = 2, temos W(v) = 1+ ¢+ (¢ + d). Considerando o
fibrado vetorial ex6tico 2-dimensional ¢ — P(2,n) com W(¢) = (1 +¢)*(1 + c+d)(1 + fifl) =
1+c+(c®*+d), que é citado no trabalho do Stong [26], temos que v é cobordante a ¢ (r —2)R .
Novamente removendo secgoes, pelo Teorema [1.7.1] temos que existe uma involugao com r = 2
e fixed data ¢ — P(m,n)) U ((m + 2n + 2)R — {ponto})

Temos

W) = ﬁ
1

(1+c+c2+d)
(1+c)(1+ )
2
_ c2+d c2+d
- (1+c) <1+ The T <1_+c> +>
_ 1 xmt2n ﬁ)i

T 14c 1=0 14c

Zm—l—Zn c +d
- l-l—c)hLl

Note que se i > n+ 1 ou i < n o termo c2d" nao ocorre, ou seja, o termo c?d™ s6 pode
ocorrer quando i =n oui=n—+ 1.
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Para 1 = n, temos

(10+2L)(i)+n1 (1+c+ A" +d)"

(1+c+ )" (d" + termos com poténcias de d menores)
("I + g”“)ch” + termos com poténcias de d menores
{("H) ("+ )} c?d™ + termos com poténcias de d menores

( ; ) c2d™ + termos com poténcias de d menores .

Para ¢t =n 4+ 1, temos

—((612:3):;1 =1 +c+cA)"2(?+d) !
= (1+c+A)"2(d ! + (") c?d" + termos com poténcias de d menores)

1 .
= (n: )CQd" + termos com poténcias de d menores.

Da prova do lema , temos que Up,12, # 0, 0 que acarreta, {(”;2) + ("zl)} c2d™ # 0, ou

seja, (") + (")) # 0.

Para n impar, tem-se (":1) =0, e assim, (";2
n par, tem-se (":1) =1, e assim, ("32) =0, logo temos n = 2 (mod 4).

Portanto, n = 1 ou 2 (mod 4); em ambos os casos, obteremos uma contradigao do tipo 0 = 1
usando o Lema [5.2.11

Do Teorema temos W(RP(v)) = (1 +c)*)(1+c+d)" ™M1 +e)* + (1 + e)us + us},
sujeito a relacao e + eu; + uy = 0, o que implica que
WERPW) = 1+e)?*(1+c+d)"™1+c¢c) =1+ +c+d"!. Temos também que
W(RP2+2n+1) (1 + €>2n+4

Se n = 1 (mod 4), isto é, n = 4k + 1, entdio W(RP(v)) = (1 + ¢)3(1 + ¢ + d)**? ¢
W(RP2+2”+1) (14 €)8%0. Assim, wo(RP(v)) = 0 e wo(RP?*T7 1) = €2 0 que implica que

) = 1, logo devemos ter n = 1 (mod 4). Para

1= e2 8k+3 [Rp8k+5] — w2(RP2+2n+1)€m+2n+r—1—2[Rpm+2n+r—1]
= wo( RP(v))em T2 =122[RP(v)] = 0,

contradicao.

Suponha entdao n = 2(mod4), ou seja, n = 4k+2, e entdao W(RP(v)) = (1+¢)3(1+c+d)*+3
e W(RP?2H) = (1 + )88, Assim, wy(RP(v)) = ¢ + d e wy(RP?*T2"1) = 0; também
w3(RP(v)) = cd e wz(RP?*™"+1) = 0, 0 que implica que

0 = wytwie[RP™2 1] = wytwie[RP(v)]
= (¢ + d)*(cd)’e[RP(v)]
= Ad* 2 [P(2,4k + 2)] = 1,

contradi¢ao. Portanto, segue o resultado, ou seja, r = 2 nao pode ocorrer. [ |
A seguir mostraremos que r = 3 nao pode ocorrer. Isso serd uma consequéncia do

Lema 5.3.3 Escreva W(v) = 1+ uy + -+ + u, como sendo a classe de Stiefel-Whitney de
v — P(m,n), o fibrado normal de P(m,n) em M. Entdo us # 0 para algum s > 4.

Demonstragao: Por contradi¢ao, vamos supor que W (v) = 1 4+ u; + us + ug, ou seja, us = 0,
para s > 4. Assim, podemos escrever W (v) = 1+ ac+ Bd+vc® + ded + ec® com a, 8,7,0,¢ = 0
ou 1.

Vamos dividir a prova em dois casos, i) m = 2; ii) m > 2.
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Se m = 2 entao W(v) = 1 + ac + Bd + yc® + dcd. Pelo caso prévio, uz # 0, e assim § = 1.
Pela férmula de Wu Sq'(uz) = wuz = (ac)(ed) = ac?d, isto é, Sq'(cd) = ac*d. Por
outro lado, pela formula de Cartan [1.6.3 temos Sq'(cd) = 2d + c¢*d = 0. Dai, ac’d = 0, e
entao o = 0.

Novamente usando a féormula de Wu , temos Sq'(uz) = uyus + upus = uz = cd. Mas,
pela formula de Cartan temos Sq'(us) = Sq¢'(Bd + vc?) = Bed. Logo, B = 1 e entao
Ww)=1+d+~v*+ cd.

Sey =1, W(v) =1+d+ c*+ cd; considere o fibrado vetorial 3-dimensional n @1 — P(2,n)
com Wnol) = (1+c)1l+c+d) = W(w). Sevy =0, W) =1+d+ cd, o qual tem
a mesma classe caracteristica do fibrado vetorial exético 3-dimensional ¢ & [ — P(2,n) com
Wial)=0+c)(1+c+d+c?).

Assim, o fibrado v é cobordante ou a n@®1® (r—3)R, ou a (® (r—3)R, respectivamente. Pelo
teorema [I.7.1] podemos remover secgoes, e assim, temos que existe uma involu¢ao com r = 3 e
fixed data ou n®l — P(m,n))U((m+2n+3)R — {ponto}) ou ( = P(m,n))U((m+2n+3)R —
{ponto}).

Se m > 2, entao W(v) = 1+ ac + d + v¢* + dcd + ec®. Pela férmula de Wu ,
Sqt(usz) = ujuz = (ac)(ded + ec®) = adcd + aect. Por outro lado, pela formula de Cartan
temos Sq*(u3) = Sq¢*(ded + ec®) = §S¢* (cd) + €Sq* (?) = 6(cPd + *d) + e(¢*) = ec*. Dali,

adcd + aect = ec?, e assim,

ad = 0; (5.1)

e = €. (5.2)

Agora, S¢*(uz) = usus = (Bd + vc?)(ded + ec®) = Bdcd? + (Be + vd)cPd + yec.
Por outro lado, S¢*(uz) = S¢?(dcd + ec®) = 65¢*(cd) + €Sq?(c?) = ded? + 6c3d + ec® Entao
Bcd? + (Be + v0)Ad + vec® = ded? + 6c3d + ec®, e assim

§ = Po; (5.3)
0 = Be+v9; (5.4)

e
€ = €. (5.5)

Se a = 1, a relacao (5.1) nos dd § = 0. Como uz # 0, temos € = 1 e entao pela relagao
(5.5), v = 1. Finalmente, a relacio implica que 8 = 0. Assim, W(v) =1+c+c+c3 a
qual nao envolve d, contradizendo o Lema [5.3.1}

Logo a = 0, e entao a relagao nos da € = 0. Como uz # 0, temos 6 = 1. Pela relagao
(5.3), 8 =1, epor (5.4), v = 1. Entdo W (v) = 1+d+c*+cd, e temos que existe o fibrado vetorial
3-dimensional n®l — P(2,n) com W(n®l) = (14c)(1+c+d) = W (v). Segue que v é cobordante
a (n®l)®(r—3)R. Novamente usando o teoremall.7.1] podemos remover secgdes, e assim, temos
que existe uma involugao com r = 3 e fixed data n@l — P(m,n))U((m+2n+3)R — {ponto}).

Resumindo, em ambos os casos, m = 2 ou m > 2, temos que existem involugoes r = 3 e
com os fixed data acima descritos. Vamos mostrar que isso é impossivel dividindo a prova nos
casos m impar e n par.

Primeiro vamos considerar n fmpar. Em [§], Khare mostrou que para n impar, P(m,n)
borda e entdo, pelo Teorema [I.1.1] temos que todos os seus numeros caracteristicos sao nulos,

80



5.3 Variedades de Dold e a propriedade CP

e em particular wy, 12,[P(m,n)] = 0. De [9], temos que
N(P(m, 1)) = W20 [P(m, )] (mod 2)
onde y é a caracteristica de Euler, e assim,
X(P(m,n)) =0 (mod 2).
Por outro lado, do Teorema [1.8.2] segue que
Y(M) = (x(P(m, n) + x({ponto})) (mod 2) = 1 (mod 2)
Mas, sendo que dim M = m + 2n +r = m + 2n + 3 é impar, pela observagao temos

X(Mm™) =0, o que é uma contradigao.
Agora vamos considerar n par. Tem-se

W(RP(v)) = W(P(m,n))((1+e)* + (1 +e)*u; + (1 + e)uy + us),

que esta sujeito a relacao e® + e*u; + euy + uz = 0, 0 que acarreta

W(RP(v)) = W(P(m,n))(1 + e+ e* +uy + us).

Também tem-se,
W(RPm+2n+2) — (1 4 e)m+2n+3.

Observamos que, para as duas possibilidades de fixed data, u; = 0. Assim , wi(RP(v)) =
(Me+ ("THe+e+ur = c+e e w (RP™2H1) = (M2 e = ¢ e também, wy, (RP(v)) =
Wan (P(m,n)) + wan_1(P(m,n))(e + u1) + wap_o(P(m,n))(e? + uz) e wy,(RP™27=1) =

(m+22§+3) e*™. Sendo que W (v)W (v) = 1, segue que

w1+ = 0 e assim uq = uy = 0; também us + w1y + Uz = 0, dai uy = us.

Portanto, usando a féormula de Conner [1.6.1], temos

(w1 + €)Mw2ne* [RP(V)] = ™ (wan + wap-1€ + wan—a(e? + us))e*[RP(v)]
= (MW + " Wop_1UT + " Wap—oTs + M Wop—_ous)[P(m, 1))
= meZn[P<m7 n)]
=c™ (("H")d" + termos com poténcia positiva de c) [P(m,n)]

n

= ™d"[P(m,n)] = 1.
Por outro lado,
(wl (RPm+2n+r71) 4 e)mw2ne2 [RPm+2n+2] — 0’

o que é uma contradi¢ao. Entao segue o resultado, ou seja, r = 3 nao pode ocorrer. [

Para continuar, vamos introduzir uma nova classe caracteristica associada a fibrados linha
sobre variedades fechadas suaves. Essa classe é uma novidade técnica no contexto subjacente
a tais computacoes. Seja A — P™ um fibrado linha sobre uma variedade fechada e suave
n-dimensional . Considere a classe

W =W((r(P")®\) &N,
onde 7(P") — P™ é o fibrado tangente de P".

81



5.3 Variedades de Dold e a propriedade CP

Se WA)=1+ceW(r(P") =14 w, + -+ w,, entao

W=[1+c)"4+0+e)"  w+---w,](1+¢)=1+c)" + (1 +0)"w + - (14 c)w,.

Segue que cada WZ ¢ uma polinomial nos wis e ¢, e como consequéncia todo numero
caracteristico de 7(P") ® A\) ® A — P™ é um numero caracteristico de A — P™ .
Se & — F* é um fibrado vetorial j-dimensional sobre F* e A — P" = RP(&7) ¢ o fibrado

linha de Hopf, podemos entao usar W para obter novos niimeros caracteristicos para A — P" =
RP(&7). Temos que

T(RP(¢7)) = 7(F) &9,

onde 6 é o fibrado tangente ao longo das fibras de RP(&7) (cada tal fibra ¢ RP'™!; vide [4].)
Sabemos, pelo Teorema [1.5.3], que

OOR =7 ® N,

onde 7 : RP(£7) — F' é a projegao, e w!(£7) é o pullback. Entao , colocando P" = RP(&),
temos

(T(PY@N) X =(T(PHYRN)D (RN
=(r1(P")®aR)® A
=((1(FY®0)dR) @ A
=(1(F)Y®N) @ (0 R)®\)
=(T(F") @M @ (rH(&) @A) @A)
= (T(F) @A) @ ((r/(&7) @ (A® )
= (7(F") @A) @ (7!(&7)).

Assim temos que N
W =W(r(F) N o (7(&))
=W(r(F") @ )W (&).

Tomando agora uma involugao (M, T') cujo conjunto de pontos fixos é P(m,n) U {ponto}, e
com fixed data sendo

v (m+2n+7)R
1 U \
P(m,n) {ponto},

temos que W, associado ao fibrado de Hopf A\; — RP(v), é

W =W(r(P(m,n) @A)W(v) = ((1+e)" "+ (14e)™ " w4+ Wippon) (1 +ug + - uy)
enquanto W associado ao fibrado de Hopf Ay — RP™+2n+7r-1 g
W = W(r({ponto}) @ \)W((m + 2n +r)R) = 1.

Conforme atras visto, numeros caracteristicos envolvendo os W; produzem nimeros
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caracteristicos dos correspondentes fibrados de Hopf. Em particular, para ¢ > 1, um numero
da forma
Wtem+2n+rflft[RP(y)] _ Wtem+2n+r717t[RPm+2n+r71]

¢é nulo. Portanto, o tinico niimero desta forma nao nulo é

6m+2n+r—1 [RP(V)] — em+2n+r—1 [Rpm+2n+r—1] .

Estamos agora em condigoes de provar o primeiro resultado forte de nao validade de C'P
para P(m,n), conforme atras enunciado.

Teorema 5.3.2 Se m = 0 (mod 4) e n é impar entdo P(m,n) nao satisfaz a propriedade CP .

Demonstragao: Faremos a prova por contradicao.
Temos que W(P(m,n)) = (1 + ¢)™(1 + ¢+ d)"™ é a classe de Stiefel-Whitney do fibrado
tangente a P(m,n). Entdo w; = (7)c+ ("T)e=0.

Agora vamos utilizar a nova classe caracteristica que foi introduzida acima. Manteremos as
notagoes prévias, de que (M, T') é uma involugao com fixed data

v (m+2n+r)R
1 U 1
P(m,n) {ponto}.

Na componente RP(v), temos

~ m—+2n
le( 1 >6+’UJ1+U1:U1

__ m+ 2n m+2n —1 m+ 2n
WQZ( 0 )@2+( ) )ewl—l—wg—i-(( 1 )+w1)u1+u2):e2+(w2+m),

pois m = 0 (mod 4) e n é impar.
Na componente RP™+2+ =1 temos

I/If71 =0e VIZ =0.
Escreva m+2n+2 = 2k, com k > 4. Note que m+2n+r—1—2k > 0, pois r > 4. Assim,

1 = €m+2n+r71[RPm+2n+r71] — 6m+2n+r7172k(f—4\f2 + 62)k[RPm+2n+rfl]

_ 6m+2n+r7172k(f—472 + e2)F[RP(v)]
— em+2n+r7172k(w2 + UQ)k[RP(I/)] — O,

pois (wy + ug)® € H™F2+2(P(m,n); Z,). Entdo m +2n+7 —1— 2k < 0, o que é uma
contradicao. |
A seguir, outro resultado de nao validade de C'P.

Teorema 5.3.3 Se m =2 e n € par entao P(m,n) ndo satisfaz a propriedade C'P.
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Demonstragao: Suponha que P(m,n) satisfaca a propriedade C'P, com as mesmas notagoes
prévias.
Sendo W = (14 €)™ + wy (1 + €)™ 1+ ...+ woro,) (1 +us + ... + u,) entdo

= (M e + (P wie + wy + wiug + (P eus + us
e + wy + wyuy + eu; + us.

Temos entao duas situagoes possiveis i) u; = 0 ou ii) u; = c.
Primeiro vamos supor u; = 0. Entao Wy + €2 = wsy + us. Escreva 2 + 2n + 2 = 2k, com
k > 4. Note que 2+ 2n+7r —1— 2k > 0, pois r > 4. Assim,

e2+2n+r—1[RP2+2n+r—1] — 6r—362k[[RP2+2n+r—1]] — 1

Por outro lado,
"B RP(V)] = "3 (2 + Wa)F[RP(v)] = €3 (wy + us)*[RP(v)] = 0

pois (wa + uz)* = (wy + ug)*™2"2 € H*2"*2(P(m,n)), contradigao.
Suponha agora, u; = c.

Sendo n par, podemos dividir em dois casos: n =4t oun =4t + 2, t > 1.
Para n = 4t + 2, temos

Wg—i—eQ:w2+w1u1+eu1+u2:ec+w2+w1u1+u2.
Denote 2 4+ 2n + 2 = 2k, com k > 4. Note que 2+ 2n+r — 1 — 2k > 0, pois r > 4. Assim,

1= 62+2n+r,1[RP2+2n+r—1] — 3 Qk[RP( )l
e" 3 (e? +W2) [RP(v)]
- 3( c+w2+w1ul + u2)*[RP(v)]

e Z (*7") () (w2 + wiuy + uz)* ") [RP(v)).

Parai > 2, ¢t = 0. Parai < 2,
ci(wg 4+ wiug + u2)2+”_i € H4+2"_i(P(m, n))

e como 4+2n—i > 2+2n, temos ¢ (wa+wius +uz) 2"t = 0; e para i = 2, temos (*3") (ec)?(wo+
wiuy + up)*T™? =0, pois n = 4k + 2.
Assim,

e"’?’(z (2 + n) (ec) (wq + wiuy + up)* ™™ ) [RP(v)] = 0,

i
i=0
o que nos da a contradicao. Agora resta analisar o caso em que n = 4. Denote 4+ 2n + 2 = 2k.

Temos que r > 4, pela exclusao prévia dos casos r = 1, 2 e 3. Primeiro, suponha r > 5, entao
2+2n+r—-1—-2k=r—-1-2—-2=7r—-52>0. Assim
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5.3 Variedades de Dold e a propriedade CP

1= e2+2n+r71[RP2+2n+r71] — e 2k [RP( )]

e 5(W2+6) [RP(v)]
er~ 5(ec+w2 + wiug + us)*[RP(v)]
(

e’ 3 Z (2+n+1) (60) (U]Q —+ wyuy + U2)2+n7i)[RP(V)].

Para i > 2, ¢/ = 0. Para i < 2, temos
ci(wg + R 4 u2)2+n+1—i c H4+2n+2_i<P(m,n))

ecomo 4+2n+2—1i>2+2n+2 temos c(wy + wiuy + uy)? T = 0. Assim,

24n
= (2 et 1) (cc) (s + wts + 1)) RP(w)] = 0

- 1
=0

contradicao, e entao r = 4.

Denotemos W (v) = 1+uy +us+us+uy com uy = ¢, uy = ad*+ Bc*d onde o, 3 =0 ou 1. Da
formula de Wu[1.6.2 temos S¢'(u4) = uyuy = acd®+ Bc*d = acd?. Por outro lado, pela férmula
de Cartan [1.6.3 segue que Sq'(uq) = Sq'(ad?® + Bc*d) = aSq'(d*) + BSq¢' (*d) = B*d = 0,
pois m = 2. Entao acd? = 0, isto é, o = 0. Como, pelo fato de que r = 4 e pelo Lema m,
uy # 0. Portanto, B # 0. Assim, uy = c*d.

Escreva uy = vd + dc?, entdao novamente da férmula de Wu temos Sq?(uy) = uguy =
(vd + 6c*)cPd = yc*d? + 6ctd = ycd?. Por outro lado, pela féormula de Cartan , temos que
Sq*(ug) = Sq?(c2d) = Ad?. Assim, yc?d? = 2d?, isto é, v = 1. Portanto, uy = d + dc*. Note
que wy; = c e wy = ¢ +d, e entdo

Wg:62—|—ew1+w2—|—u1w1—|—u2:eQ+ec+(02+d)+02+(d+§cz):ez—l—ec+562,
ou seja , Wa + €2 = ec + d¢%. Logo,

1 — 62+2n+3[RP2+2n+r—1] — e2n—1€6 [RP(V)]
= "YWy + )3 [RP(v)]
=¥ ec+ 6c%)3[RP(v)] = 0,

o que é uma contradicao. |

Finalmente, nosso ltimo resultado de nao validade da propriedade C'P para variedade de
Dold.

Teorema 5.3.4 Se m > 6, n é impar e m < n, entao P(m,n) nao satisfaz a propriedade C'P.

Demonstragao: Vamos mostrar que se existe uma involucao fixando P(m,n) U {ponto} com
n impar e m > 6, entao devemos ter m > n. Do teorema [5.3.2] podemos assumir que m =
2 (mod 4).

Em []], Khare mostrou que para n fmpar, P(m,n) borda. Repetindo argumento prévio,
temos que Wy, 2,[P(m,n)] = 0 e entdo

X(P(m,n)) = wpian[P(m,n)] (mod 2) =0 (mod 2),
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5.3 Variedades de Dold e a propriedade CP

onde y é a caracteristica de Euler.
Logo, do teorema [1.8.2 segue que

X(M) = (x(P(m,n) + x({ponto}))(mod 2) = 1(mod 2).

Dali, pela observagao [L.8.1], temos que r é par.

Sejam 2° e 2 tais que 2°71 < m < 2% e 2071 < n < 2 isto é, 2° é a menor poténcia de2maior
do que m e 2! é a menor poténcia de2maior do que n.

Sendo m > 6, temos pelo trabalho de Stong [26] que v é nao exético, ou seja,

W)= 0+c)*(1+c+d)’°

e podemos supor que 0 < a < 2°e 0 < b < 2.
Note que, como P(m,n) borda e v — P(m,n) nao borda, W (v) deve ter alguma poténcia
impar de d, e entao b deve ser impar. Assim, temos u; = (a+ 1)c e uy = ( )d+ ( )c + ( )c +

() ()¢ = d+ Nie? com Ny = (5) + (5) + ()()

Por outro lado, wy = me+ (n+ 1)e =0 e = ( )C + (nH) + (T) (nirl)CZ + (nYl)d =
((3) + ("5 = (e

Assim Wi = (a+b)c = (a+1)ce W = (MM e+ (M ews +wa+ (M) et wr )ur +us =

Wo + Uy = d+ N202 co1m N2 = N1 + (m—l—;—&-l)‘
Se a for par, segue que Wl = ¢, e entao
0 = WWie [RP™ 271 = ¢™(d + Noc®)"e" [RP(v)] = ¢™d"[P(m,n)] = 1,

o que é uma contradicao. Portanto a deve ser impar, e entao Wl = 0. Assim, pela férmula de
Wu [1.6.2] tem-se
e ~ ~ 2—1-1+1 —~
Sq (Wg) = W1W2 + 1 W()Wg Wg.

Por outro lado, pela férmula de Cartan|1.6.3, segue que Sq*(Wa) = Sq*(d+ Ny¢?) = cd, isto
é, W3 = cd. Se m < n entao

0 = WP Wi [RP™2"] = (d + Nic2)" " (cd) e [RP(v)] = "d"[P(m,n)] = 1,

absurdo. Portanto, m > n. |
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