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Graduação em Matemática da Universidade Fe-
deral de São Carlos como parte dos requisitos
para a obtenção do Tı́tulo de Mestre em Ma-
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estabelecer a existência de fibrados universais e relacionar esta existência
com poliedros de dimensão finita. Como consequência apresentamos exemplos de fibrados universais
para o caso de grupos clássicos.

Palavras-chave: Fibrado, fibrado principal, fibrado universal, fibrados equivalentes, fibrados G-
equivalentes.
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Abstract

The objective of this work is to establish the existence of universal bundles and to relate this
existence to finite dimension polyhedra. As a consequence, we present examples of universal bundles
for the case of classic groups.

Key-words: Bundle, principal bundle, universal bundle, equivalents bundles, G-equiavents bundles.
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Introdução

A noção de fibrado aparece nos anos 1930 com a topologia e a geometria de variedades. Nos anos
1950, a definição de fibrado foi melhor fundamentada. A primeira definição geral de fibrado foi dada
por H. Whitney. Os trabalhos de H. Whitney, de H. Hopf e de E. Stiefel, mostrou a importância destes
objetos para as aplicações da Topologia à Geometria Diferencial. O livro do Steenrod, que aparece
em 1950, trata com coerência estes objetos.

No seguinte trabalho discutiremos três resultados importantes. O primeiro, a existência de um
fibrado universal, com um poliedro de dimensão finita como seu espaço base e com o grupo de
matrizes com determinante distinto de zero como seu grupo estrutural. O segundo resultado é a
bijetividade de uma correspondência que, dado um subgrupo fechado H, de um grupo topológico
G, associa classes de equivalência de fibrados principais com grupo estrutural H, com classes de
equivalência de fibrados principais com grupo estrutural G. O terceiro resultado relaciona fibrados
principais universais, onde seu grupo estrutural é um dos grupos clássicos, com poliedros de dimensão
finita.

Neste trabalho G representará um grupo topológico. A palavra ”aplicação” é usada para dizer que
uma função é contı́nua.
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CAPÍTULO 1

Resultados Básicos sobre Fibrados

Neste capı́tulo estudamos alguns resultados básicos sobre fibrados. Vemos alguns exemplos de
fibrados e estabelecemos resultados que relacionam estes fibrados. Um dos resultados importantes
deste capı́tulo é o Teorema 1.13. Este teorema é usado para garantir a existência do fibrado prin-
cipal associado ou a G-imagem de um fibrado. Este teorema também é usado nas provas de vários
resultados nos próximos capı́tulos. Definimos quando dois fibrados são equivalentes, Definição 1.21,
e estabelecemos resultados que dão condições para saber quando dois fibrados são equivalentes. O
Corolário 1.27 é outro resultado importante, que relaciona as funções de transição com a equivalência
de fibrados. Definimos fibrado simples, Definição 1.40, como um exemplo de fibrados. No final do
capı́tulo, a modo de introdução, definimos fibrado universal e apresentamos resultados que relacionam
este com o fibrado produto.

1.1 Fibrados

O objetivo desta seção é apresentar algumas definições e notações. Iniciamos com a definição de
grupo topológico, ação de grupo sobre um espaço topológico e a definição de fibrado. Continuamos
com exemplos de fibrados e para finalizar esta seção, garantimos a existência de fibrados.

Definição 1.1. Diremos que G é um grupo topológico se G é um espaço topológico e um grupo tal

que as operações de multiplicação e inversão no grupo são funções contı́nuas.

Definição 1.2. Um grupo topológico G atua sobre um espaço topológico X, pela esquerda, se existe

uma aplicação l : G�X ! X, denotada por l (g,x) = gx, que satisfaz:

(1) (g1g2)x = g1(g2x);

(2) ex = x, onde e é o elemento neutro de G.

3



4 Capı́tulo 1. Resultados Básicos sobre Fibrados

Diremos que G atua pela direita se existe una aplicação g : X �G ! X, denotada por g(x,g) = xg,

satisfazendo:

(1) x(g1g2) = (xg1)g2;

(2) xe = x.

Definição 1.3. A ação de G sobre X é efetiva se para todo y em X tem-se que gy = y implica que

g = e. A ação é chamada livre se gy 6= y, 8y 2 X , e 8g 2 G, com g 6= e.

Observação 1.4. 1. Cada g 2 G determina um homeomorfismo fg : X ! X , dado por fg(y) = gy,
onde seu inverso ( fg)⇥1 : X ! X é dado por ( fg)⇥1(y) = g⇥1y = fg⇥1(y). Temos que fg e fg⇥1

são contı́nuas porque a ação do grupo é contı́nua.

2. A ação de G sobre X ser efetiva é equivalente a dizer que o homomorfismo de grupos s : G !

Homeo(X), dado por s(g) = fg, é injetor. De fato, suponha que a ação de G sobre X é efetiva
e sejam g1,g2 2 G tais que s(g1) = s(g2). Então s(g1)(y) = s(g2)(y), 8y 2 X , assim temos
que g1y = fg1(y) = s(g1)(y) = s(g2)(y) = fg2(y) = g2y, então (g2)⇥1g1y = y, 8y 2 X . Como
a ação é efetiva, (g2)⇥1g1 = e, então g1 = g2. Portanto s é injetora.

Agora suponha que s é injetora e seja g 2 G tal que gy = y, 8y 2 X . Temos que s(g)(y) =

fg(y) = gy = y = ey = fe(y) = s(e)(y). Então s(g) = s(e) e como s é injetora, temos que
g = e. Portanto, a ação de G sobre X é efetiva.

Definição 1.5. Um fibrado, denotado por F = {F,G;X ,B;p,fU}, consiste dos seguintes elementos:

1. Espaços topológicos F, chamado fibra, e B, chamado espaço base.

2. Um grupo topológico G, chamado grupo estrutural, que atua sobre a fibra F, pela esquerda.

3. Um conjunto X, chamado espaço total.

4. Uma função p : X ! B, chamada projeção.

5. Uma cobertura por abertos, {U}, de B tais que para cada U existe uma função bijetora

fU : U�F ! p⇥1(U)

satisfazendo p ⇤ fU(b,y) = b. As funções fU são chamadas funções coordenadas de F e os

conjuntos abertos U são chamados vizinhanças coordenadas de F .

6. (Condição de colagem) Dado b 2U, defina a função bijetora fU,b : F ! p⇥1(b) por fU,b(y) =

fU(b,y). Se b 2 U \V , onde U e V são vizinhanças coordenadas, então f⇥1
U,b ⇤ fV,b 2 G e

depende continuamente de b 2U \V , isto é, existe uma aplicação aU,V : U \V ! G dada por

aU,V (b) = f⇥1
U,b ⇤fV,b. Estas aplicações são chamadas funções de transição de F .
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A topologia de X é definida como segue:
Sejam {N} uma base para a topologia de F e W um conjunto aberto contido numa vizinhança

coordenada U . X tem a topologia induzida dada pela condição de que os conjuntos fU(W �N)

formem uma base topológica.
Com esta topologia, X é um espaço topológico, p uma aplicação e {fU} são homeomorfismos.

Diremos que F é um fibrado sobre B. Para cada b 2 B, o conjunto p⇥1(b) é chamada fibra sobre b.

Observação 1.6. 1. Note que, para cada b 2 B e para cada vizinhança coordenada U contendo b,
as funções fU,b são homeomorfismos e portanto as fibras p⇥1(b) são homeomorfas ao espaço
F , o que também quer dizer que todas as fibras de X , sobre os elementos de B, são homeomorfas
entre si.

2. Se {U 0} é um refinamento de {U}, pode-se ver o fibrado F como um fibrado com vizinhanças
coordenadas {U 0} restringindo cada fU a U 0�F , onde U 0 ⌅U , para obter as novas funções
coordenadas {f 0

U 0}.

3. Para b 2U \V temos que fU(b,y) = fV (b,aV,U(b)y).

4. As funções de transição satisfazem.

(a) aU,W (b)aW,V (b) = aU,V (b), para b 2U \V \W .

(b) aU,U(b) = e, para b 2U .

(c) aV,U(b) = aU,V (b)⇥1, para b 2U \V .

Observação 1.7. É de utilidade introduzir a aplicação pU : p⇥1(U)! F , dada por pU(x) = f⇥1
U,b(x),

onde p(x) = b. Temos as seguintes propriedades.

1. pU ⇤fU(b,y) = y, 8b 2U8y 2 F .

2. fU(p(x),pU(x)) = x, 8x 2 X .

3. aU,V (p(x))pV (x) = pU(x), para p(x) 2U \V .

Definição 1.8. Sejam G um grupo topológico e H um subgrupo fechado de G. Sejam p : G ! G/H a

aplicação dada por p(g) = gH e e0 o elemento neutro do grupo G/H. Uma seção local de H em G é

uma aplicação f : V ! G tal que p⇤ f (x) = x, para todo x 2V , onde V é uma vizinhança de e0.

Exemplo 1.9. Vamos construir um fibrado de grupos quocientes.
Sejam G um grupo topológico, H um subgrupo fechado de G e K um subgrupo fechado de H. Seja
K0 =

\

h2H
hKh⇥1. Considere as aplicações p : G/K ! G/H, dada por p(gK) = gH, p : G ! G/H,

dada por p(g) = gH e q : G ! G/K, dada por q(g) = gK. Temos que p, p e q são contı́nuas e
satisfazem p = p ⇤q. Denote o elemento neutro de G/H por e0. Como K é um subgrupo de H, temos
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que p(H/K) = {e0}. A ação de G sobre G/H é dada por g · (aH) = (ga)H = gaH. Vamos definir
um fibrado F = {H/K,H/K0;G/K,G/H;p,fg} como segue. Seja f : V ! G uma seção local de H

em G, onde V é uma vizinhança de e0. As vizinhanças coordenadas de F são Vg = g ·V , com g 2 G.
Com o objetivo de definir as funções coordenadas, fg, de F precisaremos da seguinte aplicação. Para
g 2 G defina fg : Vg ! G por fg(b) = g f (g⇥1 ·b). Temos que fg é contı́nua, pois f , as operações em G

e a ação de G em G/H são contı́nuas. Temos que p⇤ fg(b) = b. De fato, p⇤ fg(b) = p(g f (g⇥1 ·b)) =

(g f (g⇥1 · b))H = (gH)( f (g⇥1 · b)H) = g · (p ⇤ f (g⇥1 · b)) = g · (g⇥1 · b) = b. Como q aplica H em
H/K, temos que para todo y 2 H/K existe h 2 H tal que q(h) = y. Temos que:

(1) q( fg(b)h) = ( fg(b)h)K = fg(b) · (hK) = fg(b) ·q(h) = fg(b) · y;

(2) p( fg(b)h) = ( fg(b)h)H = ( fg(b)H)(hH) = fg(b)H = p⇤ fg(b);

(3) p⇤ fg(b)= p(g f (g⇥1 ·b))= (g f (g⇥1 ·b))H =(gH)( f (g⇥1 ·b)H)= g ·(p⇤ f (g⇥1 ·b))= (gg⇥1) ·

b = b.

Então temos q( fg(b)h) = fg(b) · y e p( fg(b)h) = p ⇤ fg(b) = b. Agora vamos definir as funções
coordenadas de F por fg :Vg�H/K ! p⇥1(Vg), dada por fg(b,y)= fg(b) ·y. A função fg é contı́nua,
pois fg e a ação de G sobre G/H são contı́nuas. Temos que p ⇤fg(b,y) = b. De fato, p ⇤fg(b,y) =

p( fg(b) · y) = p ⇤q( fg(b) ·h) = p( fg(b)h) = b. Para mostrar que fg está bem definida precisamos da
função pg : p⇥1(Vg)! H/K por pg(x) = fg(p(x))⇥1 ·x. A função pg é contı́nua, pois fg, as operações
em G e a ação de G sobre G/H são contı́nuas. Temos pg ⇤ fg(b,y) = fg(p ⇤ fg(b,y))⇥1 · fg(b,y) =

fg(b)⇥1 fg(b) ·y = y, então pg ⇤fg(b,y) = y, logo fg(b,y) 2 p⇥1
g (y)⌅ p⇥1(Vg). Portanto, fg está bem

definida. Agora vamos mostrar que fg é um homeomorfismo. Temos que fg(p(x),pg(x)) = x. De
fato, fg(p(x),pg(x)) = fg(p(x)) ·pg(x) = fg(p(x)) fg(p(x))⇥1 · x = x. Vamos mostrar que a função
yg : p⇥1(Vg)!Vg�H/K, dada por yg(x) = (p(x),pg(x)), é a inversa de fg. A função yg é contı́nua,
pois p e pg são contı́nuas. Além disso temos que:

(4) fg ⇤yg(x) = f(p(x),pg(x)) = x;

(5) yg ⇤fg(b,y) = (p ⇤fg(b,y),pg ⇤fg(b,y)) = (b,y).

Então yg = f⇥1
g . Assim, fg é um homeomorfismo. Agora vamos ver como são as funções de

transição de F . Temos que f⇥1
g,b : p⇥1(b)! H/K é dada por f⇥1

g,b (x) = fg(p(x))⇥1 ·x, onde p(x) = b.
Para b 2 Vg1 \Vg2 temos que f⇥1

g1,b ⇤ fg2,b(y) = fg1(p ⇤ fg2,b(y))
⇥1 · fg2,b(y) = ( fg1(b)

⇥1 fg2(b)) · y.
Então as funções de transição de F são dadas por ag1,g2(b) = fg1(b)

⇥1 fg2(b), para b 2 Vg1 \Vg2 .
Agora vamos mostrar que H/K0 atua efetivamente sobre H/K. Como p⇤ fg2(b) = p⇤ fg1(b), temos
p( fg1(b)

⇥1 fg2(b)) = e0, logo fg1(b)
⇥1 fg2(b) 2 H. Denote p( fg1(b)

⇥1 fg2(b)) = a e seja h 2 H tal que
(aK0)(hK) = hK. Então ahK = hK implica que a 2 hKh⇥1, logo a 2 hKh⇥1, para todo h 2 H. Então
a 2

\

h2H
hKh⇥1 = K0. Assim aK0 = K0. Portanto H/K0 atua efetivamente sobre H/K. Também temos
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que K0 é o subgrupo maior de K invariante em H. Assim temos que {H/K,H/K0;G/K,G/H;p,fg}

é um fibrado, com funções de transição ag1,g2(b) = fg1(b)
⇥1 fg2(b).

Para finalizar, se tomamos K como o subgrupo trivial, temos que {H,H;G,G/H; p, f̃g} é um fibrado,
onde f̃g : Vg�H ! p⇥1(Vg) é dada por f̃g(b,y) = fg(b)y.

Exemplo 1.10. Vamos ver que acontece quando restringimos o espaço base de um fibrado. Sejam
F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado e B0 um subespaço de B. Definimos a restrição de F sobre B0

como o fibrado F |B0 = {F,G;X |B0 ,B0;p,fU\B0} com vizinhanças coordenadas {U \B0}, espaço
total X |B0 =

[

b2B0

p⇥1(b) e funções coordenadas fU\B0(b,y) = fU(b,y), para b 2U \B0, y 2 F . Mos-

tremos que F |B0 é um fibrado. De fato, é claro que p ⇤fU\B0(b,y) = b, para b 2 B0 e y 2 F . Para
a condição de colagem temos que fU\B0,b(y) = fU\B0(b,y) = fU(b,y) = fU,b(y), então fU\B0,b =

fU,b 8b 2U \B0. Assim, a condição de colagem é satisfeita.

Exemplo 1.11. Vamos definir o produto cartesiano de um fibrado com o intervalo unitário.
Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado e I = [0,1] o intervalo unitário. Defina o fibrado F � I =

{F,G;X � I,B� I;p � idI,jU�I} como segue. As vizinhanças coordenadas são {U � I}. O espaço
total é X � I =

[

b2B
(p⇥1(b)� I). A projeção p � idI : X � I ! B� I está dada por p � idI(c, t) =

(p(c), t), onde idI é a aplicação identidade de I. As funções coordenadas, jU�I : U � I�F ! (p�

idI)⇥1(U � I), são dadas por jU�I(b, t,y) = (fU(b,y), t). Agora vamos verificar que F � I é um
fibrado. Mostremos que (p� idI)⇤ju�I(b,y, t) = (b, t), para b 2U e para t 2 I. De fato,

(p� idI)⇤ju�I(b,y, t) =(p� idI)(fU(b,y), t)

=(p ⇤fU(b,y), t)

=(b, t).

Para mostrar que F�I satisfaz a condição de colagem precisamos de jU�I,(b,t) e de j⇥1
U�I,(b,t). Temos

que:

jU�I,(b,t)(y) =jU�I(b, t,y)

=(fU(b,y), t)

=(fU,b(y), t).

Então jU�I,(b,t)(y) = (fU,b(y), t) e sua inversa é j⇥1
U�I,(b,t)(x, t) = f⇥1

U,b(x). De fato, temos que:

j⇥1
U�I,(b,t) ⇤jU�I,(b,t)(y) =j⇥1

U�I,(b,t)(fU,b(y), t)

=f⇥1
U,b(fU,b(y))

=y
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e que:

jU�I,(b,t) ⇤j⇥1
U�I,(b,t)(x, t) =jU�I,(b,t)(f

⇥1
U,b(x))

=(fU,b(f
⇥1
U,b(x)), t)

=(x, t).

Mostraremos que F � I satisfaz a condição de colagem. Seja (b, t) 2U� I \V � I. Temos que:

j⇥1
U�I,(b,t) ⇤jV�I,(b,t)(y) =j⇥1

U�I,(b,t)(fV,b(y), t)

=f⇥1
U,b(fV,b(y))

=f⇥1
U,b ⇤fV,b(y).

Então j⇥1
U�I,(b,t) ⇤jV�I,(b,t) = f⇥1

U,b ⇤fV,b, que pertence a G. Portanto F � I é um fibrado.

Note que F e F � I têm a mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmas funções de transição,
mas seus espaços base são diferentes.

Dado t 2 I, denotamos por F �{t} a restrição de F � I sobre B�{t}.

Definição 1.12. Dado um fibrado F = {F,G;X ,B;p,fU} e uma aplicação f : A ! B, define-se

o fibrado f ?(F ) = {F,G;Xf ,A;p1,jUf }, chamado o Pullback de F por f . As vizinhanças co-

ordenadas são { f⇥1(U)}, que denotaremos por Uf = f⇥1(U). O espaço total é Xf = {(a,x) 2

A�X : p(x) = f (a)}. A projeção p1 : Xf ! A é dada por p1(a,x) = a. As funções coordenadas,

{jUf : Uf �F ! p⇥1
1 (Uf )}, são dada por jUf (a,y) = (a,fU( f (a),y)).

Vamos mostrar que o pullback f ?(F ) é um fibrado. É claro que p1 ⇤jUf (a,y) = a. Se b = f (a) 2

U , temos que:

jUf ,a(y) =jUf (a,y)

=(a,fU(b,y))

=(a,fU,b(y)).

Então jUf ,a(y) = (a,fU,b(y)) e sua inversa é j⇥1
Uf ,a(a,x) = f⇥1

U,b(x). De fato, temos que:

j⇥1
Uf ,a ⇤jUf ,a(y) =j⇥1

Uf ,a(a,fU,b(y))

=f⇥1
U,b(fU,b(y))

=y

e que:

jUf ,a ⇤j⇥1
Uf ,a(a,x) =jUf ,a(f

⇥1
U,b(x))

=(a,fU,b(f
⇥1
U,b(x)))

=(a,x).
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Sejam a 2Uf \Vf e b = f (a) 2U , temos que:

j⇥1
Uf ,a ⇤jVf ,a(y) =j⇥1

Uf ,a(a,fV,b(y))

=f⇥1
U,b(fV,b(y))

=f⇥1
U,b ⇤fV,b(y).

Então j⇥1
Uf ,a ⇤jVf ,a = f⇥1

U,b ⇤fV,b, que pertence a G. Portanto a condição de colagem é satisfeita.

Note que j⇥1
Uf ,a(a,x) = f⇥1

U,b(x) e que as funções de transição de f ?(F ) e de F são iguais, mas
seus espaços base são distintos.

Note que p⇥1
1 (a) = {a}�p⇥1( f (a)). De fato, seja (a,x)2 p⇥1

1 (a), como p⇥1
1 (a)2 Xf , temos que

p(x) = f (a), então x 2 p⇥1(p(x)) = p⇥1( f (a)), assim (a,x) 2 {a}�p⇥1( f (a)). Portanto p⇥1
1 (a)⌅

{a}�p⇥1( f (a)). Seja (a,x) 2 {a}�p⇥1( f (a)), então x 2 p⇥1( f (a)), então p(x) 2 p(p⇥1( f (a))) =

{ f (a)}, então p(x) = f (a). Assim (a,x) 2 Xf e como p1(a,x) = a, temos que (a,x) 2 p⇥1
1 (a).

Portanto {a}�p⇥1( f (a))⌅ p⇥1
1 (a). E assim temos que

[

a2A
p⇥1

1 (a) =
[

a2A

�

{a}�p⇥1( f (a))
⇥

= Xf .

Teorema 1.13 (Existência de fibrados). Sejam B e F espaços topológicos, G um grupo topológico que

atua, pela esquerda, sobre F. Sejam {Uj} j2D uma cobertura por abertos de B e {aU,V : U \V ! G}

um conjunto de aplicações tais que aU,W (b)aW,V (b) = aU,V (b), para b 2 U \V \W, onde U,V,W

são elementos da cobertura de B. Então existe um fibrado F sobre B, com grupo estrutural G, fibra

F e funções de transição {aU,V}.

Demonstração. Em B�F defina a relação⇧ por (b,y)⇧ (c,z), b = c e aU,V (b)y = z, para b 2U \

V . A relação⇧ é reflexiva: Para (b,y)2B�F temos que b= b e como aU,U(b)= e, então aU,U(b)y=

y. Portanto (b,y)⇧ (b,y). A relação ⇧ é simétrica: Sejam (b,y),(c,z) 2 B�F tais que (b,y)⇧ (c,z).
Então b = c e aU,V (b)y = z, então c = b e aV,U(b)z = aU,V (b)⇥1z = y. Portanto (c,z) ⇧ (b,y).
A relação ⇧ é transitiva: Sejam (b,y),(c,z),(d,x) 2 B�F tais que (b,y) ⇧ (c,z) e (c,z) ⇧ (d,x).
Então b = c, c = d, aV,U(b)y = z e aW,V (b)z = x, para b 2 U \V \W , então b = d e aW,U(b)y =

aW,V (b)aV,U(b)y = aW,V (b)z = x. Portanto (b,y)⇧ (d,x). Então ⇧ é uma relação de equivalência.

Denote por [b,y] a classe de equivalência de (b,y). Na continuação vamos construir um fibrado
F , com fibra F , grupo estrutural G e espaço base B. O espaço total de F é X̃ = (B�F)/ ⇧, o
conjunto quociente de B�F sob a relação ⇧. A projeção de F é p̃ : X̃ ! B dada por p̃([b,y]) = b.
Pela relação de equivalência, p̃ está bem definida. Para mostrar que p̃ é contı́nua precisamos da
função r : B�F ! X̃ , dada por r(b,y) = [b,y]. Temos que W ⌅ X̃ é aberto se r⇥1(W ) é aberto
em B�F . Então r é contı́nua. Vamos mostrar que p̃ é contı́nua. Se O é um aberto em B, então
(p̃ ⇤ r)⇥1(O) = r⇥1(p̃⇥1(O)) = O�F , que é aberto em B�F , então p̃⇥1(O) é um aberto em X .
Portanto p̃ é contı́nua. As funções coordenadas de F são, {f̃U : U � F ! p̃⇥1(U)}, dadas por
f̃U(b,y) = r(b,y) = [b,y], onde U é um elemento da cobertura por abertos de B. Como r é contı́nua,
f̃U também é contı́nua. Vamos mostrar que f̃U está bem definida. De fato p̃ ⇤ f̃U(b,y) = p̃(r(b,y)) =
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p̃([b,y]) = b, então p̃ ⇤ f̃U(b,y) = b 2U , então f̃U(U �F)⌅ p̃⇥1(U). Note que também mostramos
que p̃ ⇤ f̃U(b,y) = b.

Agora vamos mostrar que f̃U é um homeomorfismo. A aplicação f̃U é sobrejetora. De fato, se
[b,y]2 p̃⇥1(U), então (b,y)⇧ (b,aU,V (b)y), onde V é outra vizinhança de b, então f̃U(b,aU,V (b)y) =

r(b,aU,V (b)y) = [b,aU,V (b)y] = [b,y]. A aplicação f̃U é injetora. De fato, suponha que f̃U(b,y) =

f̃U(c,z), então [b,y] = [c,z], então (b,y) ⇧ (c,z), com b,c 2 U , então b = c e aU,U(b)y = z. Como
aU,U(b) é o elemento neutro de G, temos que y = z e assim (b,y) = (c,z). Então temos que f̃U é
bijetora. Para provar que f̃⇥1

U é contı́nua vamos mostrar que f̃U é uma aplicação aberta. Seja W

um aberto de U �F . Temos que {V �F}, onde {V} denota a cobertura por abertos de B, é uma
cobertura por abertos de B�F . Para mostrar que f̃U é uma função aberta é suficiente mostrar que
r⇥1(f̃U(W ))\ (V �F) é um conjunto aberto. Temos r⇥1(f̃U(W ))\ (V �F) ⌅ (U \V )�F , que é
aberto em B�F . Temos que r restrito a (U \V )�F pode-se decompor como

(U \V )�F s
⇥!U�F

f̃U
⇥! X̃ ,

onde s(b,y) = (b,aU,V (b)y), que é contı́nua, logo s⇥1(W ) é aberto. Então

r⇥1(f̃U(W )) =(f̃U ⇤s)⇥1(f̃U(W ))

=s⇥1 ⇤ f̃⇥1
U ⇤ f̃U(W )

=s⇥1(W ),

que é aberto e assim temos que r⇥1(f̃U(W )) é um aberto. Portanto f̃U é uma aplicação aberta e então
f̃⇥1

U é contı́nua. Assim temos que f̃U é um homeomorfismo.

Agora vamos ver como são as funções de transição de F . Considere f̃⇥1
U,b ⇤ f̃V,b, para b 2U \V .

Seja y 2 F . Se z = f̃⇥1
U,b ⇤ f̃V,b(y), então f̃U,b(z) = f̃V,b(y), então r(b,z) = r(b,y), então (b,z)⇧ (b,y)

o que implica que z = aU,V (b)y. Então para todo y 2 F temos f̃⇥1
U,b ⇤ f̃V,b(y) = aU,V (b)y, então f̃⇥1

U,b ⇤

f̃V,b = aU,V (b). Portanto F = {F,G; X̃ ,B; p̃, f̃U} é um fibrado com funções de transição {aU,V}.

1.2 Morfismo de Fibrados

Nesta seção vamos definir o que é um morfismo entre dois fibrados, que é uma forma de estabe-
lecer uma relação entre dois fibrados. Veremos exemplos de morfismos, que utilizaremos nas seções
seguintes. Definiremos quando é que dois fibrados são equivalentes. Acabaremos a seção estabele-
cendo uma série de resultados que darão diferentes condições para dois fibrados serem equivalentes.

Definição 1.14. Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} e F̃ = {F,G; X̃ , B̃; p̃, f̃Ũ} dois fibrados. Um morfismo

de fibrados é um par de aplicações h : X ! X̃ e h̄ : B ! B̃ que satisfazem as seguintes condições.

1. O seguinte diagrama comuta
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X

p
��

h
// X̃

p̃
��

B
h̄

// B̃

Ou seja, p̃ ⇤h = h̄⇤p .

2. Para cada b 2U e h̄(b) = b̃ 2 Ũ , onde U e Ũ são vizinhanças coordenadas, temos que f̃⇥1
Ũ ,b̃⇤h⇤

fU,b é um elemento de G. Além disso, a função āŨ ,U : U \ h̄⇥1(Ũ)! G, dada por āŨ ,U(b) =

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b é contı́nua.

As funções āŨ ,U são chamadas funções de transformação. É claro que āŨ ,U(b) é um homeomor-
fismo. Denotaremos um morfismo de fibrados por (h, h̄) : F ! F̃ .

Observação 1.15. 1. Da definição anterior vemos que h aplica homeomorficamente fibra em fibra.
De fato, se b̃ = h̄(b), então h|p⇥1(b) : p⇥1(b) ! p̃⇥1(h̄(b)) é um homeomorfismo, pois h =

f̃Ũ ,b̃ ⇤ āŨ ,U(b)⇤f⇥1
U,b. Ou seja, para todo b 2 B temos que h(p⇥1(b)) = p̃⇥1(h̄(b)).

2. A condição h(p⇥1(b)) = p̃⇥1(h̄(b)), para b 2 B, implica que p̃ ⇤ h = h̄ ⇤ p . De fato, Seja
x 2 X . Temos que existe b 2 B tal que x 2 p⇥1(b), então h(x) 2 h(p⇥1(b)) = p̃⇥1(h̄(b)), então
p̃ ⇤h(x) 2 p̃(p̃⇥1(h̄(b))) = {h̄(b)} e assim p̃ ⇤h(x) = h̄(b) = h̄⇤p(x).

3. Uma aplicação h : X ! X̃ tal que, para cada b 2 B , acontece que h(p⇥1(b)) = p̃⇥1(b̃), com b̃ 2

B̃, induz uma aplicação h̄ : B ! B̃, dada por h(b) = b̃, tal que p̃ ⇤h = h̄⇤p . Pela Observação 2,
só é preciso mostrar que h̄ é contı́nua. Seja Ũ um aberto em B̃. Como p̃ e h são contı́nuas, temos
que h⇥1(p̃⇥1(Ũ)) é aberto em X . Pela topologia em X , existem uma vizinhança coordenada U

de B, um aberto W em B e um aberto N da base topológica de F tais que W ⌅U e fU(W�N)⌅

h⇥1(p̃⇥1(Ũ)). Então W = p ⇤fU(W �N) ⌅ p(h⇥1 ⇤ p̃⇥1(Ũ)) = p(p⇥1 ⇤ h̄⇥1(Ũ)) ⌅ h̄⇥1(Ũ).
Portanto h̄⇥1(Ũ) é um aberto em B. Então h̄ é contı́nua. Nestas condições, dizemos que h̄ é a
aplicação induzida por h.

4. As funções de transformação e de transição satisfazem
(

āŨ ,V (b)aV,U(b) = āŨ ,U(b), para b 2U \V \ h̄⇥1(Ũ)

ãṼ ,Ũ(h̄(b))āŨ ,V (b) = āṼ ,V (b), para b 2V \ h̄⇥1(Ũ \Ṽ )

De fato, āŨ ,V (b)aV,U(b) =
⇤

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fV,b

⌅⇤

f⇥1
V,b ⇤fU,b

⌅

= f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b = āŨ ,U(b),

ãṼ ,Ũ(h̄(b))āŨ ,V (b) =
⇤

f̃⇥1
Ṽ ,b̃ ⇤ f̃Ũ ,b̃

⌅⇤

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fV,b

⌅

= f̃⇥1
Ṽ ,b̃ ⇤h⇤fV,b = āṼ ,V (b), com h̄(b) = b̃.

Exemplo 1.16. Seja F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado. Considere as aplicações µt : X ! X � I,
dada por µt(x) = (x, t), e µ̄t : B ! B� I, dada por µ̄t(b) = (b, t). Temos que, para todo t em I,
(µt , µ̄t) : F ! F � I é um morfismo de fibrados. É claro que µt e µ̄t são contı́nuas. O seguinte
diagrama comuta.
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X
p
��

µt
// X� I

p�idI
��

B
µ̄t

// B� I

De fato,

(p� idI)⇤µt(x) =(p� idI)(x, t)

=(p(x), t)

=µ̄t(p(x))

=µ̄t ⇤p(x).

Então (p� idI)⇤µt = µ̄t ⇤p , para toda t 2 I. Seja b 2U \V . Temos que:

f⇥1
U�I,(b,t) ⇤µt ⇤fV,b(y) =f⇥1

U�I,(b,t)(fV,b(y), t)

=f⇥1
U�I,(b,t) ⇤fV�I,(b,t)(y).

Então f⇥1
U�I,(b,t) ⇤ µt ⇤ fV,b = f⇥1

U�I,(b,t) ⇤ fV�I,(b,t), que, pelo Exemplo 1.11, pertence a G. Portanto
(µt , µ̄t) é um morfismo de fibrados.

Exemplo 1.17. Seja F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado e considere as aplicações p : X� I ! X , dada
por p(x, t) = x, e p̄ : B� I ! B, dada por p̄(b, t) = b. Temos que (p, p̄) : F � I ! F é um morfismo
de fibrados. É claro que pt e p̄t são contı́nuas. O seguinte diagrama comuta.

X� I
p�idI

��

p
// X

p
��

B� I p̄
// B

De fato, p̄⇤(p� idI)(x, t) = p̄(p(x), t) = p(x) = p ⇤ p(x, t), então p̄⇤(p� idI) = p ⇤ p. Seja b2U \V .
Temos que:

f⇥1
U,b ⇤ p⇤fV�I,(b,t)(y) =f⇥1

U,b ⇤ p(fV,b(y), t)

=f⇥1
U,b ⇤fV,b(y).

Então f⇥1
U,b ⇤ p⇤fV�I,(b,t) = f⇥1

U,b ⇤fV,b, que pertence a G. Portanto (p, p̄) é um morfismo de fibrados.

Exemplo 1.18. Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado e f : A ! B uma aplicação. Considere o
pullback f ?(F )= {F,G;Xf ,A;p1,fUf } e defina a aplicação h : Xf !X por h(a,x)= fU( f (a),pU(x)),
onde f (a) 2U e pU é dada pela Observação 1.7. Temos que (h, f ) : f ?(F )! F é um morfismo de
fibrados. A aplicação h é chamada aplicação induzida pelo pullback f ?(F ). Primeiro vejamos que h

não depende da vizinhança coordenada que contém f (a). Seja f (a) 2 U \V . Pela Observação 1.7,
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temos que:

fU( f (a),pU(x)) =fV ( f (a),aV,U( f (a))pU(x))

=fV ( f (a),aV,U(p(x))pU(x))

=fV ( f (a),pV (x)),

onde {aU,V}são as funções de transição de F . Também temos que h é contı́nua. O seguinte diagrama
comuta.

Xf

p1
��

h
// X

p
��

A
f

// B

De fato, p ⇤h(a,x) = p ⇤fU( f (a),pU(x)) = f (a) = f ⇤p1(a,x). Então p ⇤h = f ⇤p1. Seja b = f (a)2

U \V . Temos que:

f⇥1
U,b ⇤h⇤fVf ,a(y) =f⇥1

U,b ⇤h(a,fV ( f (a),y))

=f⇥1
U,b ⇤fV ( f (a),pV (fV ( f (a),y)))

=f⇥1
U,b ⇤fV,b(f

⇥1
v,b ⇤fV,b(y))

=f⇥1
U,b ⇤fV,b(y).

Então f⇥1
U,b ⇤h⇤fVf ,a = f⇥1

U,b ⇤fV,b, que pertence a G. Portanto (h, f ) é um morfismo de fibrados.

Definição 1.19. Um morfismo de fibrados (h, h̄) : F ! F̃ é chamado isomorfismo de fibrados se

existe um morfismo ( f , f̄ ) : F̃ ! F tal que f ⇤ h e f̄ ⇤ h̄ são a aplicação identidade de X e de B,

respectivamente.

Exemplo 1.20. Seja F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado. Para t 2 I, os fibrados F �{t} e F �{0}
são isomorfos. Temos que F � {t} = {F,G;(X � I)|{t},B� {t};p � {t},jU�{t}}, onde a notação
p � {t} quer dizer que a segunda coordenada é a aplicação constante igual a t. O espaço total é
(X� I)|{t} =

[

b2B
(p� idI)

⇥1(b, t) =
[

b2B
(p⇥1(b)�{t}). Considere o diagrama

(X� I)|{t}

p�{t}
��

h
// (X� I)|{0}

p�{0}
��

B�{t}
h̄

// B�{0}

onde h(x, t) = (x,0) e h̄(b, t) = (b,0). É claro que h e h̄ são contı́nuas. Temos que o diagrama comuta.
De fato, temos que:

(p�{0})⇤h(x, t) =(p�{0})(x,0)

=(p(x),0)

=h̄(p(x), t)

=h̄⇤ (p�{t})(x, t).
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Então (p�{0})⇤h = h̄⇤ (p�{t}). Seja b 2U \V . Temos que:

j⇥1
U�{0},(b,0) ⇤h⇤jV�{t},(b,t)(y) =j⇥1

U�{0},(b,0) ⇤h(fV (b,y), t)

=j⇥1
U�{0},(b,0)(fV (b,y),0)

=j⇥1
U�{0},(b,0) ⇤jV�{0},(b,0)(y).

Então j⇥1
U�{0},(b,0) ⇤h⇤jV�{t},(b,t) = j⇥1

U�{0},(b,0) ⇤jV�{0},(b,0), que pelo Exemplo 1.11 pertence a G.
Assim, (h, h̄) : F �{t}!F �{0} é um morfismo de fibrados. É claro que h e h̄ são invertı́veis e que
suas inversas h⇥1(x,0) = (x, t) e h̄⇥1(b,0) = (b, t) também são contı́nuas. De forma similar temos
que (h⇥1, h̄⇥1) : F � {0} ! F �{t} é um morfismo de fibrados. Portanto (h, h̄) é um isomorfismo
de fibrados e assim F �{t} e F �{0} são isomorfos.

Definição 1.21. Dois fibrados F e F̃ , com a mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaço

base, são equivalentes se existe um morfismo de fibrados (h, idB) : F ! F̃ tal que h é um homeo-

morfismo e idB é a aplicação identidade do espaço base B.

Usaremos a notação F ⌃ F̃ , para dizer que F e F̃ são dois fibrados equivalentes. Note que uma
equivalência de fibrados é um caso particular de um morfismo de fibrados.

A definição anterior define uma relação de equivalência entre fibrados com os mesmos elementos
F, G, B. De fato:

Sejam F1 = {F,G;X1,B;p1,fU1}, F2 = {F,G;X2,B;p2,jU2} e F3 = {F,G;X3,B;p3,yU3} três
fibrados.

Reflexividade de ⌃: Tomando h : X ! X como a aplicação identidade, temos que F ⌃F .
Simetria de ⌃: Suponha que os fibrados F1 e F2 são equivalentes, então existe um homeomor-

fismo h : X1 ! X2 tal que (h, idB) : F1 ! F2 é um morfismo de fibrados. Para b 2U1\U2 temos que
j⇥1

U2,b ⇤h⇤fU1,b pertence a G. Pela Observação 1.15, para cada b 2 B, temos que h(p⇥1
1 (b)) = p⇥1

2 (b).
Como h é um homeomorfismo, está definido o homeomorfismo h⇥1 : X2 ! X1. Então, para cada b 2 B

temos que h⇥1(p⇥1
2 (b)) = p⇥1

1 (b) e pela Observação 1.15, o seguinte diagrama comuta.

X2

p2
��

h⇥1
// X1

p1
��

B
idB

// B

Para b 2 U1 \U2, temos que f⇥1
U1,b ⇤ h⇥1 ⇤ jU2,b =

⇤

j⇥1
U2,b ⇤h⇤fU1,b

⌅⇥1
, que pertence a G. Então

(h⇥1, idB) : F2 !F1 é um morfismo de fibrados, onde h⇥1 é um homeomorfismo. Portanto F2 e F1

são equivalentes.
Transitividade de ⌃: Suponha que os fibrados F1 e F2 são equivalentes e que F2 e F3 também

são equivalentes. Então existem homeomorfismos h : X1 ! X2 e k : X2 ! X3 tais que (h, idB) : F1 !

F2 e (k, idB) : F2 ! F3 são morfismos de fibrados. Para b 2U1\U2\U3 temos que j⇥1
U2,b ⇤h⇤fU1,b
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e y⇥1
U3,b ⇤ k ⇤ jU2,b pertencem a G. Considere o homeomorfismo l = k ⇤ h : X1 ! X3. Para b 2 B

tem-se que l(p⇥1
1 (b)) = k(h(p⇥1

1 (b))) = k(p⇥1
2 (b)) = p⇥1

3 (b). Então, para todo b 2 B, temos que
l(p⇥1

1 (b)) = p⇥1
3 (b), que pela Observação 1.15, temos que o seguinte diagrama comuta.

X1

p1
��

l
// X3

p3
��

B
idB

// B

Para b 2U1 \U3, temos que:

y⇥1
U3,b ⇤ l ⇤fU1,b =y⇥1

U3,b ⇤ k ⇤h⇤fU,b

=
⇤

y⇥1
U3,b ⇤ k ⇤jU2,b

⌅

⇤

⇤

j⇥1
U2,b ⇤ l ⇤fU,b

⌅

,

que é um elemento de G. Então (l, idB) : F1 ! F3 é um morfismo de fibrados, onde l é um homeo-
morfismo. Portanto F1 e equivalente a F3.

Teorema 1.22. Sejam F e F̃ dois fibrados com a mesma fibra e o mesmo grupo estrutural. Seja

(h, h̄) : F ! F̃ um morfismo de fibrados tal que h̄ é um homeomorfismo. Então h possui uma

aplicação inversa tal que (h⇥1, h̄⇥1) : F̃ ! F é um morfismo de fibrados. Como consequência

temos que h é um homeomorfismo.

Demonstração. Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} e F̃ = {F,G; X̃ , B̃; p̃, f̃Ũ}. Para b̃ 2 Ṽ \ h̄(U), seja
b = h̄⇥1(b̃), onde U é uma vizinhança coordenada que contem b e Ṽ uma vizinhança coordenada que
contem b̃. Defina b̄Ũ ,Ṽ : Ũ \ Ṽ ! G por b̃Ũ ,Ṽ (b̃) = f⇥1

U,b ⇤ (h|p⇥1(b))
⇥1 ⇤ f̃Ṽ ,b̃, onde Ũ = h̄(U). Pela

Observação 1.15, b̄Ũ ,Ṽ está bem definida. Temos que b̃Ũ ,Ṽ (b̃) = āU,V (b)⇥1, onde āU,V : U \V ! G

é dada por āU,V (b) = f⇥1
Ṽ ,b̃ ⇤ (h|p⇥1(b)) ⇤ fU,b. Como g 7! g⇥1 é contı́nua em G e āU,V é contı́nua

em b, temos que b̄Ũ ,Ṽ é contı́nua en b̃. Se p̃(x̃) = b̃ 2 Ṽ \ h̄(U), então h⇥1 : X̃ ! X é dada por
h⇥1(x̃) = fU(h̄⇥1(b̃), b̄Ũ ,Ṽ (b̃)p̃Ũ(x̃)), onde p̃Ũ é dada pela Observação 1.7. Temos que h⇥1 é contı́nua
em p̃⇥1(Ṽ \ h̄(U)). Como {Ṽ \ h̄(U)} forma uma cobertura por abertos de B̃, temos que h⇥1 é
contı́nua em X̃ . O seguinte diagrama comuta.

X̃

p̃
��

h⇥1
// X

p
��

B̃
h̄⇥1

// B

De fato, p ⇤h⇥1(x̃) = p ⇤fU(h̄⇥1(b̃), b̄Ũ ,Ṽ (b̃)p̃Ũ(x̃)) = h̄⇥1(b̃) = h̄⇥1(p̃(x̃)) = h̄⇥1 ⇤ p̃(x̃). Então p ⇤

h⇥1 = h̄⇥1 ⇤ p̃ . Sejam b 2 U e b̃ = h̄(b) 2 Ṽ \ h̄(U). Temos
⇤

f⇥1
U,b ⇤h⇥1 ⇤ f̃Ṽ ,b̃

⌅⇥1
= f̃⇥1

Ṽ ,b̃ ⇤ h ⇤fU,b,
que pertence a G. Então f⇥1

U,b ⇤h⇥1 ⇤ f̃Ṽ ,b̃ 2 G. Portanto (h⇥1, h̄⇥1) é um morfismo de fibrados.

Teorema 1.23. Se (h, h̄) : F ! F̃ é um morfismo de fibrados, o pullback h̄?(F̃ ) é equivalente a F .



16 Capı́tulo 1. Resultados Básicos sobre Fibrados

Demonstração. Sejam F = {F,G;X ,B;p,f}, F̃ = {F,G; X̃ , B̃; p̃, f̃} e h̄?(F̃ )= {F,G; X̃h̄,B;p1,jŨh̄
}.

Considere a aplicação f : X ! X̃h̄ dada por f (x) = (p(x),h(x)). É claro que f é contı́nua. O seguinte
diagrama comuta.

X

p
��

f
// X̃ f

p1
��

B
idB

// B

De fato, p1 ⇤ f (x) = p1(p(x),h(x)) = p(x) = idB ⇤p(x), então p1 ⇤ f = idB ⇤p . Para b 2U \Ũh̄ temos
que:

j⇥1
Ũh̄,b

⇤ f ⇤fU,b(y) =j⇥1
Ũh̄,b

(p ⇤fU,b(y),h⇤fU,b(y))

=j⇥1
Ũh̄

(b,h⇤fU,b(y))

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b(y),

onde b̃ = h̄(b). Então j⇥1
Ũh̄,b

⇤ f ⇤fU,b = f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b, que pertence a G, pois (h, h̄) é um morfismo de

fibrados. Então ( f , idB) : F ! h̄?(F̃ ) é um morfismo de fibrados. Como idB é um homeomorfismo,
pelo Teorema 1.22, f é um homeomorfismo. Portanto h̄?(F̃ ) e F são equivalentes.

Lema 1.24. Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} e F̃ = {F,G; X̃ , B̃; p̃, f̃Ũ} dois fibrados com funções de

transição {aU,V} e {ãŨ ,Ṽ}, respectivamente. Sejam h̄ : B! B̃ uma aplicação e {āŨ ,U :U\ h̄⇥1(Ũ)!

G} um conjunto de aplicações que satisfazem
(

āŨ ,U(b)aU,V (b) = āŨ ,V (b), para b 2U \V \ h̄⇥1(Ũ)

ãṼ ,Ũ(h̄(b))āŨ ,U(b) = āṼ ,U(b), para b 2U \ h̄⇥1(Ũ \Ṽ )
(1.1)

Então existe uma única aplicação h : X ! X̃ tal que (h, h̄) : F ! F̃ é um morfismo de fibrados e

āŨ ,U(b) = f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b, com b̃ = h̄(b).

Demonstração. Para p(x) = b 2 U \ h̄⇥1(Ũ) defina hŨ ,U : p⇥1(U \ h̄⇥1(Ũ)) ! X̃ por hŨ ,U(x) =

f̃Ũ(h̄(b), āŨ ,U(b)pU(x)). Temos que hŨ ,U e contı́nua em x e que p̃ ⇤hŨ ,U = h̄⇤p . Sejam p(x) = b 2

U \V \ h̄(Ũ \Ṽ ) e b̃ = h̄(b). Pela Observação 1.6, temos que:

hŨ ,U(x) =f̃Ũ

⇤

b̃, āŨ ,U(b)f
⇥1
U,b(x)

⌅

=f̃Ũ

⇤

b̃, āŨ ,U(b)aU,V (b)pV (x)
⌅

=f̃Ũ

⇤

b̃, āŨ ,V (b)pV (x)
⌅

=f̃Ũ ,b̃

⇤

(f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤ f̃Ṽ ,b̃ ⇤ f̃⇥1

Ṽ ,b̃ ⇤ f̃Ũ ,b̃)āŨ ,V (b)pV (x)
⌅

=f̃Ṽ

⇤

b̃, ãṼ ,Ũ(b̃)āŨ ,V (b)pV (x)
⌅

=f̃Ṽ

⇤

b̃, āṼ ,V (b)pV (x)
⌅

=hṼ ,V (x).
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Então duas funções em {hŨ ,U} são iguais em seus domı́nios comuns. Como {U \V \ h̄⇥1(Ũ \Ṽ )} é
uma cobertura por abertos de B, a função h : X ! X̃ , dada por h(x)= hŨ ,U(x), para p(x)2U\ h̄⇥1(Ũ),
está bem definida e é contı́nua. A relação p̃ ⇤ h = h̄ ⇤ p segue do fato que p̃ ⇤ hŨ ,U = h̄ ⇤ p . Para
h̄(b) = b̃ 2 Ũ e b 2U \ h̄⇥1(Ũ), temos que:

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b(y) =f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤ f̃Ũ(b̃, āŨ ,U(b)pU(fU,b(y)))

=āŨ ,U(b)y.

Então f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤ h ⇤ fU,b = āŨ ,U(b), que pertence a G. Portanto (h, h̄) : F ! F̃ é um morfismo de

fibrados e āŨ ,U(b) = f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b, com b̃ = h̄(b).

Lema 1.25. Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} e F̃ = {F,G; X̃ ,B; p̃, f̃Ũ} dois fibrados, com funções de

transição {aU,V} e {ãŨ ,Ṽ}, respectivamente. Os fibrados F e F̃ são equivalentes se, e somente se,

existem aplicações {āŨ ,U : U \Ũ ! G} tais que
(

āŨ ,U(b)aU,V (b) = āŨ ,V (b), para b 2U \V \Ũ

ãṼ ,Ũ(b)āŨ ,U(b) = āṼ ,U(b), para b 2 Ũ \Ṽ \U
(1.2)

Demonstração. Suponha que F e F̃ são equivalentes. Então existe um morfismo (h, idB) : F ! F̃ .
Para cada Ũ , U defina as aplicações āŨ ,U : Ũ \U ! G por āŨ ,U(b) = f̃⇥1

Ũ ,b ⇤ h ⇤ fU,b. Tomando
h̄ = idB no Lema 1.24, temos que {āŨ ,U} satisfazem as Equações (1.1) e então também satisfazem as
Equações (1.2).

Suponha que existem aplicações {āŨ ,U : Ũ \U ! G} que satisfazem (1.2). Tomando h̄ = idB

no Lema 1.24 temos que estas funções satisfazem as Equações (1.1), então existe uma aplicação
h : X ! X̃ tal que (h, idB) : F ! F̃ é um morfismo de fibrados. Como idB é um homeomorfismo,
pelo Teorema 1.22, h é um homeomorfismo. Então F e F̃ são equivalentes.

Lema 1.26. Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} e F̃ = {F,G; X̃ ,B; p̃, f̃U} dois fibrados, com funções de

transição {aU,V} e {ãU,V}, respectivamente. Então F e F̃ são equivalentes se, e somente se, existem

aplicações {lU : U ! G} tal que ãU,V (b) = lU(b)⇥1aU,V (b)lV (b).

Demonstração. Suponha que F e F̃ são fibrados equivalentes. Pelo Lema 1.25, existem aplicações
{āU,V : U \V ! G} que satisfazem as Equações (1.2). Defina lU : U ! G por lU(b) = (āU,U(b))⇥1.
Das Equações (1.2) temos que āŨ ,U(b) = āŨ ,V (b)aU,V (b)⇥1, então āŨ ,U(b)

⇥1 = aU,V (b)āŨ ,V (b)
⇥1,

e que ãṼ ,Ũ(b) = āṼ ,U(b)āŨ ,U(b)
⇥1 = āṼ ,U(b)aU,V (b)āŨ ,V (b)

⇥1. Tomando Ṽ =U e Ũ =V , temos
que ãU,V (b) = lU(b)⇥1aU,V (b)lV (b).

Suponha que existem aplicações {lU : U !G} tais que ãU,V (b) = lU(b)⇥1aU,V (b)lV (b). Defina
āU,V : U \V ! G por āU,V (b) = lU(b)⇥1aU,V (b). Para b 2U \V \W e pela Observação 1.6, temos
que:

āW,V (b) =lW (b)⇥1aW,V (b)

=lW (b)⇥1aW,U(b)aU,V (b)

=āW,U(b)aU,V (b)
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e que:

āV,U(b) =lV (b)⇥1aV,U(b)

=lV (b)⇥1aV,W (b)aW,U(b)

=lV (b)⇥1aV,W (b)lW (b)lW (b)⇥1aW,U(b)

=ãV,W (b)āW,U(b).

Então {āU,V} satisfazem as Equações (1.2) e portanto F e F̃ são equivalentes.

Corolário 1.27. Se dois fibrados têm mesmo espaço base, mesma fibra, mesmo grupo estrutural e

mesmas funções de transição, então são equivalentes.

Demonstração. No Lema 1.26, para cada vizinhança coordenada U , tome lU como a aplicação cons-
tante igual ao elemento neutro do grupo.

1.3 Fibrado Principal

Iniciamos esta seção com a definição de fibrado principal. Logo introduzimos as operações t e
t⇥1

F , que relacionam fibrados com fibras diferentes. Continuamos estabelecendo resultados para ver
relações entre as classes de equivalência de fibrados, os Pullback de fibrados e as operações t e t⇥1

F .
Finalizaremos a seção definindo uma ação, pela direita, sobre o espaço total de um fibrado principal.

Definição 1.28. Um fibrado F é chamado fibrado principal se sua fibra é igual a seu grupo estrutu-

ral. A ação é definida pela operação do grupo estrutural.

Definição 1.29. Seja F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado com funções de transição {aU,V}. Define-se

o fibrado principal associado a F como tF = {G,G;(B�G)/⇧,B; p̃, f̃U}, onde (B�G)/⇧, B, p̃ ,

e f̃U são dadas como na prova do Teorema 1.13 e com as mesmas funções de transição que o fibrado

F . Se F = {G,G;X ,B;p,fU} é um fibrado principal e G atua, pela esquerda, sobre um espaço

topológico F, defina t⇥1
F F = {F,G;(B�F)/ ⇧,B; p̂, f̂U}, onde (B�F)/ ⇧,B, p̂, e f̂U são dadas

como na prova do Teorema 1.13 e com as mesmas funções de transição que o fibrado F .

Pela demostração do Teorema 1.13, tF e t⇥1
F F são fibrados. Os fibrados F e tF têm o mesmo

grupo estrutural, mesmo espaço base e mesmas funções de transição, mas suas fibras são distintas.
Se F é um fibrado principal, então F e t⇥1

F F têm mesmo grupo estrutural, mesmo espaço base e
mesmas funções de transição, mas suas fibras são distintas.

Teorema 1.30. Se F é um fibrado, com fibra F, então t⇥1
F tF e F são equivalentes. Se F é um

fibrado principal, e seu grupo estrutural atua, pela esquerda, sobre um espaço topológico F, temos

que tt⇥1
F F e F são equivalentes.
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Demonstração. Seja F um fibrado com fibra F . Temos que tF e F têm as mesmas funções de
transição. Como tF é um fibrado principal, t⇥1

F tF e tF têm as mesmas funções de transição,
então F e t⇥1

F tF têm as mesmas funções de transição. Além disso, F e t⇥1
F tF têm mesma

fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaço base, então, pelo Corolário 1.27, t⇥1
F tF e F são

equivalentes.
Suponha que F é um fibrado principal. Então t⇥1

F F e F têm as mesmas funções de transição. As
funções de transição de tt⇥1

F F e t⇥1
F F são as mesmas, então tt⇥1

F F e F têm as mesmas funções
de transição. Além disso, tt⇥1

F F e F têm mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaço
base, então, pelo Corolário 1.27, tt⇥1

F F e F são equivalentes.

Teorema 1.31 (Ehresmann). Dois fibrados são equivalentes se, e somente se, seus fibrados principais

associados são equivalentes.

Demonstração. Sejam F e F̃ dois fibrados com funções de transição {aU,V} e {bU,V}, respec-
tivamente. Suponha que F e F̃ são equivalentes. Então F e F̃ têm mesmo grupo estrutural,
mesmo espaço base e, pelo Lema 1.26, existem aplicações {lU : U ! G} que satisfazem aU,V (b) =

lU(b)⇥1bU,V (b)lV (b). Pela Definição 1.29, tF e tF̃ têm mesma fibra, mesmo grupo estrutural,
mesmo espaço base e mesmas funções de transição que F e F̃ , respectivamente. Pelo Lema 1.26,
tF e tF̃ são equivalentes.

Suponha que tF e tF̃ são equivalentes. Pela definição 1.29, temos que tF e tF̃ têm as
mesmas funções de transição que F e F̃ , respectivamente. Temos que tF e tF̃ têm mesmo
grupo estrutural, mesmo espaço base e, do Lema 1.26, existem aplicações {lU : U ! G} tais que
aU,V (b) = lU(b)⇥1bU,V (b)lV (b). Pela Definição 1.29, t⇥1

F tF e t⇥1
F tF̃ têm mesma fibra, mesmo

grupo estrutural, mesmo espaço base e mesmas funções de transição que tF e tF̃ , respectivamente.
Pelo Lema 1.26, t⇥1

F tF e t⇥1
F tF̃ são equivalentes. Pelo Teorema 1.30, F e F̃ são equivalentes.

Teorema 1.32. Sejam F um fibrado sobre B e f : A ! B uma aplicação. Então f ?(tF ) e t f ?(F )

são equivalentes. Se F é um fibrado principal e seu grupo estrutural atua, pela esquerda, sobre o

espaço topológico F, então f ?(t⇥1
F F ) e t⇥1

F f ?(F ) são equivalentes.

Demonstração. Pelo comentário depois da Definição 1.12, temos que F e f ?(F ) têm as mesmas
funções de transição, então, pela Definição 1.29, tF e t f ?(F ) têm as mesmas funções de transição.
Pelo comentário depois da Definição 1.12, tF e f ?(tF ) têm as mesmas funções de transição. Então
f ?(tF ) e t f ?(F ) têm as mesmas funções de transição. Pelas Definições 1.12 e 1.29, f ?(tF ) e
t f ?(F ) têm mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaço base. Então, pelo Corolário 1.27,
f ?(tF ) e t f ?(F ) são equivalentes.

Suponha que F é um fibrado principal tal que seu grupo estrutural atua, pela esquerda, sobre
F . Pelo comentário depois da Definição 1.12, temos que F e f ?(F ) têm as mesmas funções de
transição, então, pela Definição 1.29, t⇥1

F F e t⇥1
F f ?(F ) têm as mesmas funções de transição. Pelo

comentário depois da Definição 1.12, t⇥1
F F e f ?(t⇥1

F F ) têm as mesmas funções de transição. Então
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f ?(t⇥1
F F ) e t⇥1

F f ?(F ) têm as mesmas funções de transição. Pelas Definições 1.12 e 1.29, f ?(t⇥1
F F )

e t⇥1
F f ?(F ) têm mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaço base. Pelo Corolário 1.27,

f ?(t⇥1
F F ) e t⇥1

F f ?(F ) são equivalentes.

Observação 1.33. Seja F = {G,G;X ,B;p,fU} um fibrado principal. Vamos definir uma ação, pela
direita, de G sobre o espaço total de F . Defina a ação como segue.

x ·g0 = fU,b(f
⇥1
U,b(x)g0), onde b = p(x) 2U.

O lado direito da igualdade anterior não depende da escolha da vizinhança de b. Seja V outra
vizinhança de b. Como f⇥1

U,b ⇤fV,b 2 G, existe g1 2 G tal que f⇥1
U,b ⇤fV,b = g1, então f⇥1

U,b ⇤fV,b(g) =

g1g, então fV,b(g) = fU,b(g1g). Agora, temos que f⇥1
V,b(x) = g⇥1

1 f⇥1
U,b(x). De fato, fV,b(g⇥1

1 f⇥1
U,b(x)) =

fU,b(g1g⇥1
1 f⇥1

U,b(x))= x e também g⇥1
1 f⇥1

U,b(fV,b(g))= g⇥1
1 f⇥1

U,b(fU,b(g1g))= g. Então f⇥1
V,b ⇤fU,b(g)=

g⇥1
1 g. Assim temos que g⇥1

1 (f⇥1
U,b(x)g0) = (g⇥1

1 f⇥1
U,b(x))g0 se, e somente se, f⇥1

V,b ⇤fU,b(f
⇥1
U,b(x)g0) =

f⇥1
V,b(x)g0 se, e somente se, fU,b(f

⇥1
U,b(x)g0) = fV,b(f

⇥1
V,b(x)g0).

1.4 Fibrado Simples

Esta seção inicia com a definição de fibrado produto. Logo estabelecemos uma relação entre
fibrados com distinto grupo estrutural. Continuamos com uma série de resultados que relacionam
fibrados com o fibrado produto.

Definição 1.34. Um fibrado F sobre B é chamado fibrado produto se tem uma única vizinhança

coordenada U = B e seu grupo estrutural é o grupo trivial.

Teorema 1.35. Se um fibrado tem grupo estrutural trivial, então o fibrado é equivalente a um fibrado

produto.

Demonstração. Se o grupo estrutural de um fibrado é trivial, então suas funções de transição são as
mesmas que as funções de transição de um fibrado produto, então, pelo Corolário 1.27, os fibrados
são equivalentes.

Definição 1.36. Seja H um subgrupo fechado de G. Seja F um fibrado com grupo estrutural H e

funções de transição {aU,V}. Se G atua, pela esquerda, sobre a fibra de F , definimos a G-imagem

de F como um fibrado com mesma fibra e mesmas vizinhanças coordenadas que F , com grupo

estrutural G e funções de transição bU,V : U \V ! G dadas por bU,V (b) = aU,V (b).

Observação 1.37. 1. Se G atua, pela esquerda, sobre a fibra de F , então o Teorema 1.13 garante
a existência da G-imagem de F .

2. O Corolário 1.27 diz que se a G-imagem existe, então é única exceto por equivalência.
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3. Se H atua, pela esquerda, sobre F , nem sempre é possı́vel estender ou definir uma ação de G,
pela esquerda, sobre F.

4. Se F é um fibrado com grupo estrutural G, pelo Corolário 1.27, F é equivalente a sua G-
imagem.

5. Se F1 e F2 são dois fibrados equivalentes com grupo estrutural H, pelo Lema 1.26, suas G-
imagens são equivalentes.

Definição 1.38. Sejam H e K subgrupos fechados de G e F e F̃ dois fibrados com grupos estruturais

H e K, respectivamente. Dizemos que F e F̃ são G-equivalentes se as G-imagens de F e F̃ são

equivalentes. Se K é o subgrupo trivial, então F é G-equivalente a um fibrado produto.

Definição 1.39. Seja F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado. Uma aplicação f : B ! X é uma seção

global para F se p ⇤ f = idB, onde idB é a aplicação identidade de B.

Definição 1.40. Seja F = {F,G;X ,B;p,fU} um fibrado. O fibrado F é chamado fibrado simples se

seu fibrado principal associado admite uma seção global.

Teorema 1.41. Seja F um fibrado com funções de transição {aU,V}. Então F é G-equivalente a um

fibrado produto se, e somente se, existem aplicações {lU : U !G} tais que aU,V (b) = lU(b)lV (b)⇥1,

para b 2U \V .

Demonstração. Todas as funções de transição de um fibrado produto são aplicações constantes iguais
a e, o elemento neutro de G. Pela Definição 1.36 e o Lema 1.26, temos que F é G-equivalente a um
fibrado produto se, e somente se, existem aplicações {lU : U ! G} tais que:

aU,V (b) = lU(b)⇥1 e lV (b) = lU(b)⇥1lV (b).

Teorema 1.42. Um fibrado principal F é G-equivalente a um fibrado produto se, e somente se, F

admite uma seção global.

Demonstração. Sejam B, X , {fU} e {aU,V} o espaço base, o espaço total, as funções coordenadas
e as funções de transição de F , respectivamente. Suponha que F é G-equivalente a um fibrado
produto. Pelo Teorema 1.41, existem aplicações {lU : U ! G} tais que aV,U(b) = lV (b)lU(b)⇥1.
Então aV,U(b)lU(b) = lV (b). Defina f : B ! X por f (b) = fU(b,lU(b)), para b 2U . Para b 2U \V

e pela Observação 1.6, temos que fU(b,lU(b)) = fV (b,aV,U(b)lU(b)) = fV (b,lV (b)). Então f está
bem definida e é contı́nua em B. Temos que p ⇤ f (b) = p ⇤fU(b, fU(b)) = b. Então f é uma seção
global para F .

Suponha que f : B ! X é uma seção global para F . Para cada vizinhança coordenada U de-
fina lU : U ! G por lU(b) = pU(l (b)), onde pU é dada pela Observação 1.7. Para b 2 U \V e
pela Observação 1.7, temos que aU,V (b)pV (b) = pU(b). Tomando x = l (b), temos que aU,V (b) =

lU(b)lV (b)⇥1. Pelo Teorema 1.41, F é G-equivalente a um fibrado produto.
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Corolário 1.43. Seja F um fibrado com grupo estrutural G. F é G-equivalente a um fibrado produto

se, e somente se, o fibrado principal associado a F admite uma seção global.

Demonstração. Seja {aU,V} as funções de transição de F . Pelo Teorema 1.42, tF admite uma
seção global se, e somente se, tF é G-equivalente a um fibrado produto. Pela Definição 1.29, tF

tem funções de transição {aU,V}. Pelo Teorema 1.41, existem aplicações {lU : U ! G} tais que
aU,V (b) = lU(b)lV (b)⇥1 se, e somente se, F é G-equivalente a um fibrado produto.

1.5 Fibrado Universal

Nesta seção definimos o que é um fibrado universal e estabelecemos resultados que relacionam o
Pullback de fibrados, fibrado produto, aplicações homotópicas e o fibrado universal.

Definição 1.44. Sejam A e B dois espaços topológicos e I = [0,1] o intervalo unitário. Duas aplicações

h0,h1 : A ! B são homotópicas se existe uma aplicação h : A� I ⇥! B tal que h(a,0) = h0(a) e

h(a,1) = h1(a). A aplicação h é chamada homotopia entre h0 e h1. Dizemos que h0 e h1 são ho-

motópicas.

Definição 1.45. Um fibrado F = {F,G;X ,A;p,fU} é chamado fibrado universal relativo a F,G,B

se as seguintes condições são satisfeitas.

1. Para todo fibrado F̃ sobre B, com fibra F e grupo estrutural G, existe uma aplicação f : B ! A

tal que F̃ e f ?(F ) são equivalentes.

2. Para quaisquer duas aplicações h0,h1 : B ! A, temos que h?0(F ) e h?1(F ) são equivalentes se,

e somente se, h0 e h1 são homotópicas.

Teorema 1.46. Seja F um fibrado sobre B, com grupo estrutural G. Se f : A ! B é uma aplicação

que aplica A em um ponto b0 2 B, então f ?(F ) é G-equivalente a um fibrado produto.

Demonstração. Se {U} são as vizinhanças coordenadas de F , temos que f⇥1(U) =

⇧

/0, se b0 /2U
A, se b0 2U .

Então f ?(F ) tem uma única vizinhança coordenada V = A. Então f ?(F ) tem uma única função
de transição, que tem que ser a aplicação constante igual ao elemento neutro do grupo G. Então as
funções de transição do fibrado f ?(F ) são as mesmas que as funções de transição de um fibrado
produto. Pelo Teorema 1.35, f ?(F ) é G-equivalente a um fibrado produto.

Teorema 1.47. Se F = {F,G;X ,A;p,fU} é um fibrado universal relativo a F, G, B e f : B ! A é

uma aplicação, então f ?(F ) é G-equivalente a um fibrado produto se, e somente se, f é homotópica

a uma constante.
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Demonstração. Suponha que f e g são homotópicas, onde g : B ! A é uma aplicação constante igual
a a0. Como F é um fibrado universal, f ?(F ) é equivalente a g?(F ). Pelo Teorema 1.46, g?(F ) é
G-equivalente a um fibrado produto, então f ?(F ) é G-equivalente a um fibrado produto.

Suponha que f ?(F ) é G-equivalente a um fibrado produto. Seja g : B ! A uma aplicação con-
tante. Pelo Teorema 1.46, g?(F ) é G-equivalente a um fibrado produto. Então f ?(F ) e g?(F ) são
G-equivalentes. Pela Observação 1.37, f ?(F ) e g?(F ) são equivalentes. Como F é um fibrado
universal, f e g são homotópicas. Então f é homotópica a uma constante.
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CAPÍTULO 2

Fibrados e Poliedros Finitos

Neste capı́tulo apresentamos resultados que relacionam conceitos e exemplos dados no capı́tulo
anterior. Também estabelecemos resultados que relacionam aplicações homotópicas e a equivalência
entre os Pulback dados por estas aplicações, assim como uma série de resultados que apresentam
condições de quando dois fibrados são equivalentes. Os Teoremas 2.10 e 2.15 estabelecem condições
para estender morfismos de fibrados. Finalizamos com o objetivo principal deste capı́tulo, mostrar
o Teorema 2.19, que estabelece a existência de um fibrado universal, para fibrados com grupo geral
linear como seu grupo estrutural e a base sendo um poliedro de dimensão finita. Para mais informação
sobre poliedros veja [4].

2.1 Poliedros

Esta é uma seção para apresentar a definição de poliedro finito e alguns resultados básicos ne-
cessários para as seguintes seções.

Definição 2.1. Um complexo simplicial K consiste de um conjunto {v} de vértices e um conjunto {s}

de subconjuntos finitos não vazios de {v}, chamados simplexos, tais que

1. Todo conjunto que consiste de exatamente um vértice é um simplexo.

2. Todo subconjunto não vazio de um simplexo é um simplexo.

Definição 2.2. Seja s um simplexo de um complexo simplicial K e p,m 2 N.

1. s é chamado m-simplexo se contém exatamente m+1 vértices.

2. Se s0 é um p-simplexo, que está contido em s, com p⌥ m, dizemos que s0 é uma p-face de s. Se

p < m, dizemos que s0 é uma p-face própria de s.

25
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3. A fronteira de s, denotada por � s, é a união de todas as faces próprias de s. Se m � 1, então

� s é um (m⇥1)-simplexo que está contido em s.

Note que os 0-simplexos são exatamente os vértices de K.

Definição 2.3. Se K é um complexo simplicial, temos o seguinte.

1. A dimensão de K é n, para n 2N, se K contém um n-simplexo mas não contém nenhum (n+1)-
simplexo. Denotamos a dimensão de K por dim(K).

2. Um subcomplexo L de K, denotado por L ⌅ K, é um subconjunto de K que também é um

complexo simplicial.

3. O m-esqueleto de K, denotado por Km, é um subcomplexo simplicial de K formado por todos

os p-simplexos de K, com p⌥ m.

4. Dizemos que K é finito se contém uma quantidade finita de simplexos.

Note que se K é finito, então é de dimensão finita.

Definição 2.4. Para um complexo simplicial K, seja |K|= {a : K ! I | a é uma função e I = [0,1]}
tal que

1. Para todo a 2 |K|, o conjunto {v 2 K : a(v) 6= 0} é um simplexo de K. Em particular temos

que a(v) 6= 0 para um conjunto finito de vértices.

2. Para todo a 2 |K|, temos que Â
v2K

a(v) = 1 .

O número a(v) é chamada coordenada baricêntrica de v.

Na continuação definiremos duas topologias em |K|. Defina a métrica d(a,b )=
r

Â
v2K

(a(v)⇥b (v))2.

O conjunto |K|, com a topologia dada pela métrica d, é um espaço topológico, que denotaremos por
|K|d . Para s 2 K, defina |s| = {a 2 |K| : a(v) 6= 0 ) v 2 s}. Denote por |s|d ao conjunto |s| como
subespaço de |K|d . Definiremos outra topologia sobre |K| como segue. A⌅ |K| é fechado (ou aberto)
se, e somente se, A\ |s|d é fechado (ou aberto) em |s|d , para todo s 2 K. Se considerará ao conjunto
|K| com esta topologia.

Para um m-simplexo s, temos que.

1. |s| é homeomorfo a Dm =

(

(x1, . . . ,xm) 2 Rm :
m

Â
i=1

x2
i ⌥ 1

)

.

2. A fronteira de |s|, denotada por |� s|, é homeomorfa a Sm⇥1 =

(

(x1, . . . ,xm) 2 Rm :
m

Â
i=1

x2
i = 1

)

.
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Definição 2.5. Uma triangularização (K, f ) de um espaço topológico X consiste de um complexo

simplicial K e um homeomorfismo f : |K| ! X. Um espaço topológico X é chamado poliedro se tem

uma triangularização.

Para um poliedro X com triangularização (K, f ), dizemos que s ⌅ X é um m-simplexo se existe
um m-simplexo s 2 K tal que f (|s|) = s . A fronteira de s é �s = f (|� s|). Assim temos que s é
homeomorfa a Dm e que �s é homeomorfa a Sm⇥1. Dizemos que Xm é um m-esqueleto de X se existe
um m-esqueleto Km em K tal que f (|Km|) = Xm.

Teorema 2.6. Para todo complexo simplicial K, temos que:

1. |K| é um espaço normal e Hausdorff.

2. K é finito se, e somente se, |K| é compacto.

Pelo Teorema 2.6, todo poliedro é um espaço normal e Hausdorff e todo poliedro finito é com-
pacto.

Para um vértice v 2 K, onde K é um complexo simplicial, sua estrela se define por st(v) = {a 2

|K| : a(v) 6= 0}. A estrela de um vértice em K é um conjunto aberto de |K|.

Definição 2.7. Para um poliedro X e uma cobertura por abertos {U} de X, dizemos que uma

triangularização (K, f ) de X é mais fina que {U} se, para cada vértice v 2 K existe U 2 U tal

que f (st(v))⌅U.

Teorema 2.8. Seja {U} uma cobertura por abertos de um poliedro compacto X. Então X tem uma

triangularização mais fina que {U}.

O teorema anterior é válido ainda se X não é compacto.

Observação 2.9. O Teorema 2.8 diz que se X é um poliedro compacto e se {U} é uma cobertura,
por abertos, de X , então X pode-se decompor de tal forma que cada simplexo esteja contido em um
aberto de {U}.

2.2 Fibrados Induzidos por Aplicações Homotópicas

Iniciamos esta seção com um resultado que estabelece condições para estender um morfismo
de fibrados por meio de uma homotopia. Continuamos com resultados que são consequência deste
primeiro. Um destes resultados estabelece relações entre aplicações homotópicas e Pullbacks de um
fibrado.

Teorema 2.10 (Primeiro Teorema de Recobrimento Homotópico). Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} e

F̃ = {F,G; X̃ , B̃; p̃, f̃Ũ} dois fibrados. Suponha B um espaço normal, Lindelöf e localmente com-

pacto. Se (h0, h̄0) : F ! F̃ é um morfismo de fibrados e h̄ : B� I ! B̃ é uma homotopia de h̄0, então

existe uma homotopia h : X� I ! X̃ de h0 tal que (h, h̄) : F � I ! F̃ é um morfismo de fibrados.
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Demonstração. Vamos dividir a prova em dois casos.
Caso B compacto. Para {Ũ} uma cobertura de B̃, temos que {h̄⇥1(Ũ)} é uma cobertura por abertos

de B� I, que tem a forma {Ui� Ik}, onde {Ui} é uma cobertura por abertos de B e {Ik}1⌥k⌥r é uma
cobertura, finita, por abertos de I tais que Ik unicamente intersecta a Ik⇥1 e a Ik+1, para k = 2, . . . ,r⇥1.
Escolha números 0 = t0 ⌥ t1 ⌥ · · · ⌥ tr = 1 tais que tk 2 Ik \ Ik+1, para k = 1 . . . ,r⇥ 1. Note que
[tk, tk+1]⌅ Ik+1, para k = 0, . . . ,r⇥1.

t0 = 0 1 = tr

I1

I2

I3

I4

I5

· · ·
•
t1

•
t2

•
t3

•
t4

Figura 2.1: Representação da construção dos intervalos Ik.

Para cada b 2 B, existe um par de abertos (V,W ) em B tais que b 2 V , V̄ ⌅W e W̄ ⌅Ui, para
algum Ui. Como B é compacto, podemos tomar um número finito destes pares de abertos, diga-
mos {(Vj,Wj)} j=1,...,s, que cobrem B. Pelo Lema de Urysohn, para cada j 2 {1, . . . ,s}, existe uma
aplicação u j : B ! [tk, tk+1] tais que u j(V̄j) = tk+1 e u j(B⇥Wj) = tk.

Vj

Wj

B

tk tk+1

Figura 2.2: Representação das funções u j.

Defina t0 : B ! [tk, tk+1] por t0(b) = tk, t j : B ! [tk, tk+1] por t j(b) = max{u1(b), . . . ,u j(b)}, para
j = 1, . . . ,s. Então tk = t0(b)⌥ t1(b)⌥ · · ·⌥ ts(b) = tk+1. Note que a partição do intervalo [tk, tk+1],
pelas funções t j, dependem do mesmo intervalo [tk, tk+1] e de b.

Defina B j = {(b, t) 2 B� [tk, tk+1] : tk ⌥ t ⌥ t j(b)}. Temos que B�{tk}= B0 ⌅ B1 ⌅ · · ·⌅ Bs =

B� [tk, tk+1] e que B j⇥B j⇥1 = {(b, t) 2 B� [tk, tk+1] : t j⇥1(b)< t ⌥ t j(b)}.
Seja F j a restrição de F � I a B j. Por abuso de notação, denotamos F � {tk} = F0 ⌅F1 ⌅

· · · ⌅Fs = F � [tk, tk+1]. Temos que B0 \ (B j⇥B j⇥1) = /0, para 1 ⌥ j ⌥ s, então para cada (b, t) 2
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t0(b) = tk t1(b) t2(b) · · · ts⇥1(b) tk+1 = ts(b)

Figura 2.3: Representação da divisão do intervalo [tk, tk+1] pelas aplicações t j.

•

•

•

•
b

•

•
b0

⌅ B j⇥B j⇥1

⌅ B j⇥1

B j  B j  

⌅ B j⇥B j⇥1

⌅ B j⇥1

tk

t j⇥1(b)

t j(b)

t j⇥1(b0)

t j(b0)

tk+1

B

Figura 2.4: Representação dos conjuntos B j e B j⇥B j⇥1.

B j⇥B j⇥1 temos que u j(b) 6= tk, então b /2 B⇥Wj, logo b 2Wj. Assim B j⇥B j⇥1 ⌅Wj� [tk, tk+1]⌅

W̄j� [tk, tk+1]⌅Ui� Ik+1, que é aplicado por h̄ em alguma vizinhança coordenada Ũ de F̃ . Note que
Ũ depende de i e de k+1.

(b,t j(b))

(b,t j⇥1(b))

(b0,t j(b0))

(b0,t j⇥1(b0))

B j⇥B j⇥1Wj� [tk, tk+1]
Ui� Ik+1

Figura 2.5: Relação entre os conjuntos B j⇥B j⇥1, Wj� [tk, tk+1], W̄j� [tk, tk+1] e Ui� Ik+1.

Defina h : X�I ! X̃ por h(x,0) = h0(x) e h(x, t) = f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h(x,t j⇥1(b))), onde b= p(x)2

Wj, Wj� [tk, tk+1] ⌅Ui� Ik+1, h̄(Ui� Ik+1) ⌅ Ũ , para j = 1, . . . ,s e p̃Ũ é dada pela Observação 1.7.
Para h̄(b, t) 2 Ũ \Ṽ e pelas Observações 1.6 e 1.7, temos que:

f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h(x,t j⇥1(b))) =f̃Ṽ (h̄(b, t), ãṼ ,Ũ(h̄(b, t))p̃Ũ ⇤h(x,t j⇥1(b)))

=f̃Ṽ (h̄(b, t), p̃Ṽ ⇤h(x,t j⇥1(b))),

onde {ãŨ ,Ṽ} são funções de transição de F̃ . Então h não depende das vizinhanças coordenadas de
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F̃ e portanto h está bem definida e é contı́nua. Vamos ver o comportamento da aplicação h. Seja
x 2 X , com b = p(x). No intervalo [0, t1], tem-se que h̄(Ui1� I1)⌅ Ũ . Para t = 0 temos h(x,t0(b)) =

h(x,0) = h0(x). Para 0 < t ⌥ t1(b) temos que:

h(x, t) =f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h(x,t0(b)))

=f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h0(x)).

Para t1(b)< t ⌥ t2(b) temos que:

h(x, t) =f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h(x,t1(b)))

=f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h0(x)).

Continuando vemos que, para (x, t) 2 X � [0, t1], h é dada por h(x, t) = f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤ h0(x)), para
t 6= 0, e h(x,0) = h0(x). Também temos que h é contı́nua em X � [0, t1], pois f̃Ũ , h̄, p̃Ũ são contı́nuas.
No intervalo [t1, t2], tem-se que h̄(Ui2 � I2) ⌅ Ṽ . Para t = t1 temos que t0(b) = t1 2 [0, t1], então
h(x, t1) = f̃Ũ(h̄(b, t1), p̃Ũ ⇤h0(x)), com h̄(b, t1) 2 Ũ \Ṽ . Para t1 < t ⌥ t1(b) temos que:

h(x, t) =f̃Ṽ (h̄(b, t), p̃Ṽ ⇤h(x,t0(b)))

=f̃Ṽ (h̄(b, t), p̃Ṽ ⇤h(x, t1)).

Para t1(b)< t ⌥ t2(b) temos que:

h(x, t) =f̃Ṽ (h̄(b, t), p̃Ṽ ⇤h(x,t1(b)))

=f̃Ṽ (h̄(b, t), p̃Ṽ ⇤h(x, t1)).

Continuando assim vemos que, para (x, t) 2 X � [t1, t2], h está dada por h(x, t) = f̃Ṽ (h̄(b, t), p̃Ṽ ⇤

h(x, t1)), se t 6= t1 e h(x, t1) = f̃Ũ(h̄(b, t1), p̃Ũ ⇤h0(x)), se h̄(b, t1) 2 Ũ \ Ṽ . Note que h é contı́nua em
(x, t1). Como os tk e os t j são uma quantidade finita, continuando com este processo podemos definir
h em todo X� I, tendo h contı́nua. Agora vamos ver que o seguinte diagrama comuta.

X� I

p�idI
��

h
// X̃

p̃
��

B� I
h̄

// B̃

Para b = p(x) e h̄(b, t) 2 Ũ tem-se que:

p̃ ⇤h(x, t) =p̃ ⇤ f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h(x,t j⇥1(b)))

=h̄(p(x), t)

=h̄⇤ (p� idI)(x, t).
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Então p̃ ⇤h = h̄⇤ (p� idI). Seja b 2U e h̄(b, t) = b̃ 2 Ũ . No intervalo [0, t1], para t = 0, temos que:

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU�I,(b,0)(y) =f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤h(fU(b,y),0)

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h0(fU(b,y))

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h0 ⇤fU,b(y).

Então f̃⇥1
Ũ ,b̃⇤h⇤fU�I,(b,0) = f̃⇥1

Ũ ,b̃⇤h0⇤fU,b, que pertence a G, pois (h0, h̄0) é um morfismo de fibrados.
No intervalo ]0, t1], pelo Exemplo 1.11, temos que:

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU�I,(b,t)(y) =f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤h(fU(b,y), t)

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤ f̃Ũ(h̄(b, t), p̃Ũ ⇤h0(fU(b,y)))

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h0 ⇤fU,b(y).

Então f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU�I,(b,t) = f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤h0 ⇤fU,b, que pertence a G, pois (h0, h̄0) é um morfismo de fibrados.
No intervalo ]t1, t2] temos que:

f̃⇥1
Ṽ ,b̃ ⇤h⇤fU�I,(b,t)(y) =f̃⇥1

Ṽ ,b̃ ⇤h(fU(b,y), t)

=f̃⇥1
Ṽ ,b̃ ⇤ f̃Ṽ (h̄(b, t), p̃Ṽ ⇤h(fU(b,y), t1))

=f̃⇥1
Ṽ ,b̃ ⇤h⇤fU,b(y).

Então f̃⇥1
Ṽ ,b̃ ⇤h⇤fU�I,(b,t) = f̃⇥1

Ṽ ,b̃ ⇤h⇤fU,b, que pertence a G, pois (h0, h̄0) é um morfismo de fibrados.
Os intervalos ]tk, tk+1] são uma quantidade finita e de forma similar temos que f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤ h ⇤ fU�I,(b,t)

pertence a G, para todo (b, t) 2 B� I, onde (b, t) 2 (U� I)\ h̄⇥1(Ũ). Então (h, h̄) : F � I ! F̃ é um
morfismo de fibrados, onde h̄ é uma homotopia de h̄0, se B é compacto.

Agora vamos com o caso geral. Como B é um espaço Lindelöf, temos que B é a união de uma
sequência de conjuntos abertos {Wn}n2N tais que W n é compacto e W n ⌅Wn+1. Pelo Lema se Ury-
sohn, para cada n 2 N existe uma aplicação tn : B ! [0,1] tal que tn(W n) = 1 e tn(B⇥Wn+1) = 0,
para n 6= 0. Seja t0 : B ! [0,1] dada por t0(b) = 0.

Temos que: 1 = tn(W n) = tn+1(W n) = tn+1(W n+1) = tn+1(Wn+1⇥W n). Também temos 0 =

tn(B⇥Wn+1), tn(Wn+1⇥W n)< 1 e 0⌥ tn+1(B⇥Wn+1). Então para todo b 2 B, temos que tn(b)⌥

tn+1(b). Também para todo b 2 B, existe n 2 N tal que tn(b) = 1. Defina Bn = {(b, t) 2 B� I : 0 ⌥
t ⌥ tn(b)}. Note que B0 = B�{0} é homeomorfo a B.

Seja Fn a restrição de F � I a Bn. Note que F0 = F � {0} é isomorfo a F . Seja h̄n = h̄|Bn , a
restrição de h̄ a Bn. Vamos continuar a prova por indução sobre n. Por hipótese, (h0, h̄0) : F0 ! F̃ é
um morfismo de fibrados. Suponha que (hn⇥1, h̄n⇥1) : Fn⇥1 ! F̃ é um morfismo de fibrados, onde
h̄ é uma homotopia de h̄n⇥1. Então temos o seguinte diagrama comutativo.

X� [0,tn⇥1(b)]

p�idI
��

hn⇥1
// X̃

p̃
��

Bn⇥1
h̄n⇥1

// B̃
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Wn

Wn+1

B

tn

1

0

Figura 2.6: Representação da função tn.

Bn⇥1  

⌅ Bn

Bn⇥1  
⌅ Bn

Bn⇥1  ⌅ Bntn⇥1(b0)

tn⇥1(b3) = tn(b3)

tn(b0)

tn⇥1(b1)
tn(b1) = 1

tn⇥1(b2) = tn(b2) = 0 B•b0 2W
n+1 ⇥W

n

•b1 2W
n

•b2 2 B
⇥W

n+1

•b3 2W
n+1 ⇥W

n

Figura 2.7: Representação dos conjuntos Bn.

O conjunto A =W n+1⇥Wn⇥1 = {b 2 B : tn⇥1(b)< tn(b)} é compacto.

Para b 2 B, seja lb : I ! [tn⇥1(b),tn(b)] dada por lb(s) = stn(b)+ (1⇥ s)tn⇥1(b). Temos que

l⇥1
b : [tn⇥1(b),tn(b)]! I, é dada por l⇥1

b (t) =
t⇥ tn⇥1(b)

tn(b)⇥ tn⇥1(b)
. Considere as seguintes aplicações.

h00 : p⇥1(A)! X̃ dada por h00(x) = hn⇥1(x,tn⇥1(p(x))). h̄0 : A� I ! B̃ dada por h̄0(b,s) = h̄(b,lb(s)).
h̄00 : A ! B̃ dada por h̄00(b) = h̄n⇥1(b,tn⇥1(b)). Assim temos o seguinte diagrama comutativo.

p⇥1(A)

p
��

h00
// X̃

p̃
��

A
h̄00

// B̃

Então (h00, h̄
0
0) : F |A ! F̃ é um morfismo de fibrados, pois (hn⇥1, h̄n⇥1) é um morfismo de fibrados.

Também temos que h̄0 é uma homotopia de h̄00 e que A é compacto. Então, pelo caso anterior, existe
uma aplicação h0 : X� I ! X̃ tal que (h0, h̄0) : F |A� I ! F̃ é um morfismo de fibrados. Defina
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Wn⇥1
Wn

Wn+1

tn

tn

tn⇥1

tn⇥1

1

0

Figura 2.8: Representação das funções tn e tn⇥1 sobre o conjunto Wn+1.

hn(x, t) =
⇧

hn⇥1(x, t) para (x, t) 2 X� [0,tn⇥1(b)] e b = p(x)
h0(x,l⇥1

b (t)) para (x, t) 2 X� [tn⇥1(b),tn(b)] e b = p(x)

e defina

h̄n(b, t) =
⇧

h̄n⇥1(b, t) para (b, t) 2 Bn⇥1
h̄0(b,l⇥1

b (t)) para (b, t) 2 A� [tn⇥1(b),tn(b)]

Temos que hn é contı́nua exceto possivelmente nos pontos (x, t) tais que t = tn⇥1(b) = tn(b), com
b = p(x). Neste caso l⇥1

b não está definida. Mas h̄0(b,s) é constante em s. A propriedade estacionária
implica que h0(x,s) também é constante em s. Se Ñ é uma vizinhança de h0(x,s), então h0⇥1(Ñ)

contém {x}� I. Como {x}� I é compacto, existe uma vizinhança N de x tal que h0(N� I) ⌅ Ñ. Se
x1 2 N é tal que tn⇥1(p(x1))< t < tn(p(x1)), então hn(x, t) 2 Ñ. Assim hn é contı́nua. Agora vamos
mostrar que o seguinte diagrama comuta.

X� [0,tn(b)]

p�idI
��

hn
// X̃

p̃
��

A� [0,tn(b)]
h̄n

// B̃

Para (x, t) 2 X � [0,tn⇥1(b)] e b = p(x) temos hn(x, t) = hn⇥1(x, t) e assim p̃ ⇤ hn(x, t) = h̄n ⇤ (p �

idI)(x, t). Para (x, t) 2 X� [tn⇥1(b),tn(b)] e b = p(x) temos que:

p̃ ⇤hn(x, t) =p̃ ⇤h0(x,l⇥1
b (t))

=h̄0 ⇤ (p� idI)(x,l⇥1
b (t))

=h̄0(p(x),l⇥1
b (t))

=h̄n(p(x), t)

=h̄n ⇤ (p� idI)(x, t).
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Então p̃ ⇤hn = h̄n ⇤ (p� idI). Sejam b 2 B e b̃ = h̄n(b, t) 2 Ũ . Temos, para (b, t) 2 A� [0,tn⇥1], que
hn(b, t) = hn⇥1(b, t) e então f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤hn ⇤fU�I,(b,t) pertence a G. Para (b, t) 2 A� [tn⇥1,tn(b)] temos:

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤hn ⇤fU�I,(b,t)(y) =f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤hn(fU(b,y), t)

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h0(fU(b,y),l⇥1

b (t))

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h0 ⇤fU�I,(b,l⇥1

b (t))(y).

Então f̃⇥1
Ũ ,b̃⇤hn⇤fU�I,(b,t) = f̃⇥1

Ũ ,b̃⇤h0⇤fU�I,(b,l⇥1
b (t)), que pertence a G. Portanto (hn, h̄n) : Fn�I ! F̃

é um morfismo de fibrados e isto acaba com a indução.
Então h : X�I ! X̃ dada por h(x, t) = hn(x, t), para (x, t)2X� [0,tn(b)], com b= p(x) é contı́nua

e como Bn⇥1 ⌅ Bn, para n 2 N, temos que (h, h̄) : F � I ! F̃ é um morfismo de fibrados, onde h é
uma homotopia de h0.

Teorema 2.11. Se A é um espaço Lindelöf, então todo fibrado F sobre A� I é equivalente a um

fibrado da forma F̃ � I, onde F̃ é um fibrado sobre A.

Demonstração. Considere a aplicação h̄0 : A ! A� I, dada por h̄0(a) = (a,0) e seja F̃ = h̄?0(F ). Se-
jam {fU} e X as funções coordenadas e o espaço total de F , respectivamente. Considere a aplicação
h0 : Xh̄0

! X dada por h0(a,x) = fU(h̄0(a),pUh̄0
(a,x)), para h̄0(a) 2 U . Pelo Exemplo 1.18, te-

mos que (h0, h̄0) : h̄?0(F ) ! F é um morfismo de fibrados. Note que a aplicação identidade de
A� I, idA�I , é uma homotopia de h̄0. Pelo Teorema 2.10, existe uma homotopia, h, de h0 tal que
(h, idA�I) : h̄?0(F )� I ! F é um morfismo de fibrados. Como idA�I é um homeomorfismo, pelo
Teorema 1.22, temos que h é um homeomorfismo. Então h̄?0(F )� I e F são equivalentes.

Teorema 2.12. Sejam F um fibrado sobre B e A um espaço Lindelöf. Se h̄0, h̄1 : A!B são aplicações

homotópicas, então h̄?0(F ) e h̄?1(F ) são equivalentes.

Demonstração. Seja h̄ : A� I ! B uma homotopia entre h̄0 e h̄1. Considere a aplicação µ̄t : A ! A� I

dada por µ̄t(a) = (a, t). Temos que h̄0 = h̄⇤ µ̄0 e h̄1 = h̄⇤ µ̄1. Pelo Teorema 2.11, h̄?(F ) é equivalente
a um fibrado da forma F̃ � I, onde F̃ é um fibrado sobre A. Para t = 0,1, temos que h̄?t (F ) é
equivalente a µ̄?

t (h̄?(F )) que é equivalente a µ̄?
t (F̃ � I). Pelo Exemplo 1.16, (µt , µ̄t) : F̃ ! F̃ � I

é um morfismo de fibrados, onde t 2 I e µt : X̃ ! X̃ � I é dada por µt(x̃) = (x̃, t). Pelo Teorema
1.23, F̃ é equivalente a µ̄?

t (F̃ � I), para todo t 2 I. Então h̄?0(F ) é equivalente a µ̄?
0 (F̃ � I), que

é equivalente a F̃ , que é equivalente a µ̄?
1 (F̃ � I), que é equivalente a h̄?1(F ). Portanto h̄?0(F ) é

equivalente a h̄?1(F ).

Teorema 2.13 (Segundo Teorema de Recobrimento Homotópico). Sejam F = {F,G;X ,B;p,fU} um

fibrado e A um espaço Lindelöf. Se f0 : A ! X é uma aplicação e f̄ : A� I ! B é uma homotopia de

p ⇤ f0 = f̄0, então existe uma homotopia, f : A� I ! X, de f0 tal que o seguinte diagrama comuta

A� I

f̄ ""

f
// X

p
��

B
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Demonstração. Considere a aplicação h0 : Xf̄0 !X dada por h0(a,x)= fU( f̄0(a),pU(x)), com f̄0(a)2

U . Pelo Exemplo 1.18, (h0, f̄0) : f̄ ?0 (F )! F é um morfismo de fibrados. Pelo Teorema 2.10, existe
uma homotopia, h : Xf̄0� I ! X , de h0 tal que (h, f̄ ) : f̄ ?0 (F )! F é um morfismo de fibrados. De-
fina l : A ! Xf̄0 por l (a) = (a, f0(a)). Temos que l é contı́nua e que p1 ⇤l (a) = p1(a, f0(a)) = a.
Então l é uma seção global para f̄ ?0 (F ). Temos que h0 ⇤l = f0. De fato, h0 ⇤l (a) = h0(a, f0(a)) =

fU( f̄0(a),pU( f0(a))) = fU,b(pU ⇤ f0(a)) = fU,b ⇤f⇥1
U,b( f0(a)) = f0(a), onde b = f̄0(a) = p ⇤ f0(a) 2

U , onde pU é dada pela Observação 1.7. Defina a aplicação f : A� I ! X por f (a, t) = h(l (a), t).
A aplicação f é uma homotopia f0. De fato, f (a,0) = h(l (a),0) = h0(l (a)) = h0 ⇤l (a) = f0(a),
então f (a,0) = f0(a). Agora vamos mostrar que p ⇤ f = f̄ . Temos p ⇤ f (a, t) = p ⇤ h(l (a), t) =

f̄ ⇤ (p1� idI)(l (a), t) = f̄ (p1 ⇤l (a), t) = f̄ (a, t), então p ⇤ f (a, t) = f̄ (a, t).

2.3 Fibrados Equivalentes

O primeiro resultado desta seção estabelece uma condição para a existência de um fibrado univer-
sal. Logo veremos resultados entre fibrados onde seu espaço base é um poliedro de dimensão finita e
fibrados onde seu espaço total tem grupo de homotopia trivial. Estes resultados estabelecem relações
entre fibrados equivalentes, pullback de fibrados, aplicações homotópicas e extensões de morfismos
de fibrados.

Teorema 2.14. Seja F0 um fibrado principal universal relativo a G, G, B. Se G atua, pela esquerda,

sobre um espaço topológico F, então t⇥1
F F0 é um fibrado universal relativo a F, G, B.

Demonstração. Seja A a base de F0. Vamos mostrar que t⇥1
F F0 satisfaz a condição 1 da Definição

1.45. Seja F um fibrado sobre B, com fibra F e grupo estrutural G. Como F0 é um fibrado universal,
pela Definição 1.45, existe uma aplicação f : B!A tal que tF é equivalente a f ?(F0). Então t⇥1

F tF

é equivalente a t⇥1
F f ?(F0). Pelo Teorema 1.32, t⇥1

F f ?(F0) é equivalente a f ?(t⇥1
F F0). Então

t⇥1
F tF é equivalente a f ?(t⇥1

F F0). Do Teorema 1.30, temos que F é equivalente a f ?(t⇥1
F F0).

Agora vamos mostrar que t⇥1
F F0 satisfaz a condição 2 da Definição 1.45. Sejam h0,h1 : B !

A duas aplicações. Pelo Teorema 1.32, h?0(t
⇥1
F F0) e h?1(t

⇥1
F F0) são equivalentes se, e somente

se, t⇥1
F h?0(F0) e t⇥1

F h?1(F0) são equivalentes. Pela Definição 1.29, t⇥1
F h?0(F0) e t⇥1

F h?1(F0) são
equivalentes se, e somente se, tt⇥1

F h?0(F0) e tt⇥1
F h?1(F0) são equivalentes. Pelo Teorema 1.30,

tt⇥1
F h?0(F0) e tt⇥1

F h?1(F0) são equivalentes se, e somente se, h?0(F0) e h?1(F0) são equivalentes.
Como F0 é um fibrado universal, temos que h?0(F0) e h?1(F0) são equivalentes se, e somente se, h0

e h1 são homotópicas. Então h?0(t
⇥1
F F0) e h?1(t

⇥1
F F0) são equivalentes se, e somente se, h0 e h1 são

homotópicas. Portanto t⇥1
F F0 é um fibrado universal relativo a F, G, B.

Teorema 2.15. Sejam F = {G,G;X ,B;p,fU} um fibrado principal, onde B é um poliedro de di-

mensão n, e F̃ = {G,G; X̃ , B̃; p̃, f̃Ũ} um fibrado principal tal que pi(X̃) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1.

Seja B0 um subpoliedro de B e F0 a restrição de F a B0. Então todo morfismo ( f0, f̄0) : F0 ! F̃ ,
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onde f̄0 é a aplicação induzida por f0, pode-se estender a um morfismo ( f , f̄ ) : F ! F̃ , onde f̄ é a

aplicação induzida por f .

Demonstração. Pelo Teorema 2.6 e pela Observação 2.9, podemos supor que todo simplexo de B

está contido em uma vizinhança coordenada de F . Seja Bm o m-esqueleto de B, para m⌥ n. Vamos
proceder por indução sobre m, para definir um morfismo para cada m-simplexo de B não contido
em B0. Para um 0-simplexo s0, não contido em B0, escolha uma aplicação de p⇥1(s0) em X̃ que
satisfaça as condições desejadas. Suponha que f está definida sobre p⇥1(B0 [Bm⇥1). Seja sm um
m-simplexo não contido em B0. Considere uma vizinhança coordenada U contendo sm. Temos que
f ⇤ fU(·,e) : �sm ! X̃ , onde e é o elemento neutro de G, é uma aplicação. Como pi(X̃) = 0, para
0 ⌥ i ⌥ n⇥1, temos que f ⇤fU(·,e) pode-se estender a uma aplicação f̂ : sm ! X̃ , ver [3, Cap. 7].
Para b 2 sm ⌅U , defina h : p⇥1(sm)! X̃ por h(fU(b,g)) = f̂ (b) ·g. Pela Observação 1.33, temos
que f̂ (b) · g = f̃Ũ ,b̃(f̃

⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))g), com b̃ = p̃( f̂ (b)) 2 Ũ . Vamos mostrar que h(p⇥1(b)) = p̃⇥1(b̃),

onde b̃ = p̃( f̂ (b)). Seja x̃ 2 h(p⇥1(b)). Existe g 2 G tal que h(fU(b,g)) = x̃, então f̂ (b) · g = x̃ e
assim temos que:

p̃(x̃) =p̃( f̂ (b) ·g)

=p̃ ⇤ f̃Ũ ,b̃(f̃
⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))g)

=p̃ ⇤ f̃Ũ(b̃, f̃
⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))g)

=b̃

Então x̃ 2 p̃⇥1(b̃). Seja ỹ 2 p̃⇥1(b̃). Então existe g̃ 2 G tal que f̃Ũ ,b̃(g̃) = ỹ. Considere g =
⇤

f̃⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))

⌅⇥1
g̃. Temos que:

h(fU(b,g)) = f̂ (b) ·g

=f̃Ũ ,b̃

⇤

f̃⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))g

⌅

=f̃Ũ ,b̃

⌃

f̃⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))

⇤

f̃⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))

⌅⇥1
g̃
⌥

=f̃Ũ ,b̃(g̃)

=ỹ.

Então ỹ 2 h(p⇥1(b)), pois fU(b,g) 2 p⇥1(b). Portanto h(p⇥1(b)) = p̃⇥1(b̃), onde b̃ = p̃( f̂ (b)).
Então, pela Observação 1.15, podemos definir h̄ : sm ! B̃, a aplicação induzida por h, e assim temos
que o seguinte diagrama comuta

p⇥1(sm)

p
��

h
// X̃

p̃
��

sm
h̄

// B̃
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Sejam b 2U e b̃ = p̃( f̂ (b)) 2 Ũ . Temos que:

f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤h⇤fU,b(g) =f̃⇥1

Ũ ,b̃ ⇤h(fU(b,g))

=f̃⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b) ·g)

=f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤ f̃Ũ ,b̃(f̃

⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))g)

=f̃⇥1
Ũ ,b̃( f̂ (b))g.

Então f̃⇥1
Ũ ,b̃ ⇤ h ⇤ fU,b = f̃⇥1

Ũ ,b̃( f̂ (b)), que pertence a G. Então (h, h̄) : F |sm ! F̃ é um morfismo
de fibrados e assim a indução está completa. Então, definindo um morfismo de fibrados para cada
m-simplexo não contido em B0, podemos estender f0 a p⇥1(B).

Teorema 2.16. Sejam F = {G,G;X ,B;p,fU} um fibrado principal, onde B é um poliedro de di-

mensão n, e F̃ = {G,G; X̃ , B̃; p̃, f̃Ũ} um fibrado principal tal que pi(X̃) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1.

Então existe uma aplicação f : B ! B̃ tal que F e f ?(F̃ ) são equivalentes.

Demonstração. Tomando B0 = /0 no Teorema 2.15, temos que existe um morfismo (h, h̄) : F ! F̃ .
Pelo Teorema 1.23, temos que F e h̄?(F̃ ) são equivalentes. Tomando f = h̄ temos o resultado do
teorema.

Teorema 2.17. Sejam B é um poliedro de dimensão n e F = {G,G;X ,A;p,fU} um fibrado principal

tal que pi(X) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1. Se f ,g : B ! A são aplicações tais que f ?(F ) e g?(F ) são

equivalentes, então f e g são homotópicas.

Demonstração. Considere as aplicações h0 : Xf ! X , dada por h0(b,x) = fU( f (b),pU(x)), para
f (b) 2 U , e h1 : Xg ! X , dada por h1(b,x) = fV (g(b),pV (x)), para g(b) 2 V . Pelo Exemplo 1.18,
(h0, f ) : f ?(F ) ! F e (h1,g) : g?(F ) ! F são morfismos de fibrados. Como f ?(F ) e g?(F )

são equivalentes, existe um homeomorfismo h : Xf ! Xg tal que (h, idB) : f ?(F ) ! g?(F ) é um
morfismo de fibrados. Pelo Exemplo 1.11, f ?(F )� I é um fibrado. Pelo Exemplo 1.17, (p, p̄) :
f ?(F )� I ! f ?(F ), onde p(b,x, t) = (b,x) e p̄(b, t) = b, é um morfismo de fibrados. Sejam F0 e
F1 as restrições de f ?(F )� I a B� {0} e a B� {1}, respectivamente. Sejam p0 e p1 as restrições
de p a Xf � {0} e a Xf � {1}, respectivamente. Defina o morfismo (h0, h̄0) : F0 [F1 ! F por
h0|F0 = h0 ⇤ p0 e h0|F1 = h1 ⇤ p1, onde h̄0 é a plicação induzida por h0, dada na Observação 1.15.
Então temos o seguinte diagrama comutativo

Xf �{0}[Xf �{1}

p1�idI
��

h0
// X

p
��

B�{0}[B�{1}
h̄0

// B
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Temos que

h̄0(b,0) =h̄0 ⇤ (p1� idI)(b,x,0)

=p ⇤h0(b,x,0)

=p ⇤h0 ⇤ p0(b,x,0)

=p ⇤h0(b,x)

=p ⇤fU( f (b),pU(x))

= f (b).

Então h̄0(b,0) = f (b), para todo b 2 B. Similarmente temos que h̄0(b,1) = g(b), para todo b 2 B.
Como B� {0}[B� {1} é um subpoliedro de B� I, pelo Teorema 2.15, (h0, h̄0) pode-se estender a
um morfismo (l, l̄) : f ?(F )� I ! F , onde l̄ : B� I ! B é a aplicação induzida por l. Temos que
l̄(b,0) = h̄0(b,0) = f (b) e que l̄(b,1) = h̄0(b,1) = g(b). Então l̄ é uma homotopia entre f e g.

2.4 Existência de Fibrados Universais

O objetivo desta seção é mostrar a existência de um fibrado universal relativo a F, G, B, onde B é
um poliedro finito e G é o grupo linear geral.

Denote por GL(n) o grupo de matrizes reais n�n com determinante distinto de zero e por GL+(n)

o grupo de matrizes reais n�n com determinante estritamente positivo. Sejam

H(m,n) =
⇧⌃

Im 0
0 A

⌥

2 GL(m+n) : Im é a matriz identidade m�m, A 2 GL(n)
�

,

H+(m,n) =
⇧⌃

Im 0
0 A

⌥

2 GL(m+n) : Im é a matriz identidade m�m, A 2 GL+(n)
�

,

K(m,n) =
⇧⌃

B 0
0 A

⌥

2 GL(m+n) : B 2 GL(m), A 2 GL(n)
�

.

Teorema 2.18. Os espaços
GL(m+n)

H(m,n)
e

GL+(m+n)
H+(m,n)

são conexo por caminhos, pi

⌃

GL(m+n)
H(m,n)

⌥

=

0 e pi

⌃

GL+(m+n)
H+(m,n)

⌥

= 0, para 1⌥ i⌥ n⇥1.

Demonstração. Considere a aplicação l :
GL(m+n)

H(m,n)
!

GL+(m+n)
H+(m,n)

dada por l([A]) = [SAA], onde

SA =

⌃

Im+n⇥1 0
0 sgn(det(A))

⌥

e sgn(r) =
⇧

1, r � 0
⇥1, r < 0. Vamos mostrar que l está bem definida.

Primeiro note que SAA 2 GL+(m+ n). Seja [A] = [B] 2
GL(m+n)

H(m,n)
. Então AB⇥1 =

⌃

Im 0
0 C

⌥

, onde

C 2GL(n). Além disso, det(C)= det(A)det(B⇥1)= det(A)
1

det(B)
. Vamos mostrar que [SAA] = [SBB].
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Temos que:

SAA(SBB)⇥1 = SAAB⇥1SB

=

⌃

Im+n⇥1 0
0 sgn(det(A))

⌥⌃

Im 0
0 C

⌥⌃

Im+n⇥1 0
0 sgn(det(B))

⌥

=

⌃

Im 0
0 D

⌥

,

onde D =

⌃

In⇥1 0
0 sgn(det(A))

⌥

C
⌃

In⇥1 0
0 sgn(det(B))

⌥

. Mostraremos que D 2 GL+(n). De fato,

det(D) = sgn(det(A))det(C)sgn(det(B)) = sgn(det(A))det(A)
1

det(B)
sgn(det(B)) > 0. Consequen-

temente, SAA(SBB)⇥1 =

⌃

Im 0
0 D

⌥

, com D 2 GL+(n). Logo [SAA] = [SBB] e assim l(A) = l(B).

Portanto l está bem definida. Também temos que l é um homeomorfismo. Vamos mostrar que
GL+(m+n)

H+(m,n)
é conexo por caminhos e seu grupo de homotopia pi é trivial, para 1 ⌥ i ⌥ n⇥ 1. Te-

mos que pi

⌃

GL+(m+n)
H+(m,n)

⌥

é isomorfo a pi(GL+(m+n),H+(m,n)). Um elemento em pi(GL+(m+

n),H+(m,n)) está representado por uma aplicação f : Ii ! GL+(m+ n) tal que f (� Ii) ⌅ H+(m,n).

Considere a aplicação p : GL+(m+ n)!
GL+(m+n)

H+(m,n)
dada por p(A) = [A]. Temos o seguinte dia-

grama

� Ii

p⇤ f |
� Ii ##

f |
� Ii

// GL+(m+n)

p
��

GL+(m+n)
H+(m,n)

Note que [p ⇤ f |� Ii ] = [0], então p ⇤ f |� Ii é homotópica a uma constante, ou seja, existe uma homotopia,

h̄ : � Ii� I !
GL+(m+n)

H+(m,n)
, de p ⇤ f |� Ii . Pelo Teorema 2.13, existe uma homotopia, h : � Ii� I !

GL+(m+n), de f |� Ii tal que o seguinte diagrama comuta

� Ii� I

h̄ $$

h
// GL+(m+n)

p
��

GL+(m+n)
H+(m,n)

Como p ⇤ f |� Ii é homotópica a uma constante, temos que f |� Ii é homotópica a uma constante que
pertence a H+(m,n). Portanto f |� Ii é contrátil. Então existe uma aplicação f̂ : Ii ! H+(m,n) que
estende f |� Ii , então f̂ e f são homotópicas em � Ii, ou seja, f é contrátil em GL+(m+ n). Então

[ f ] = [0]. Portanto pi

⌃

GL+(m+n)
H+(m,n)

⌥

= 0, para 1⌥ i⌥ n⇥1.

Teorema 2.19. Seja B um poliedro de dimensão n. Para um fibrado F sobre B, com fibra F e grupo

estrutural G = GL(m), existe um fibrado universal relativo a F, G, B.
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Demonstração. Considere o fibrado principal F̃ = {G,G; X̃ , B̃; p̃, f̃Ũ}, onde X̃ =
GL(m+n)

H(m,n)
e B̃ =

GL(m+n)
K(m,n)

. Vamos mostrar que t⇥1
F F̃ é um fibrado universal relativo a F, G, B. Seja F um fibrado

principal sobre B, com grupo estrutural G. Pelo Teorema 2.18, pi(X̃) = 0, para 0⌥ i⌥ n⇥1. Então,
pelo Teorema 2.16, existe uma aplicação f : B ! B̃ tal que F e f ?(F̃ ) são equivalentes. Sejam
h0,h1 : B ! B̃ duas aplicações. Se h0 e h1 são homotópicas, pelo Teorema 2.12, h?0(F̃ ) e h?1(F̃ )

são equivalentes. Se h?0(F̃ ) e h?1(F̃ ) são equivalentes, pelo Teorema 2.17, h0 e h1 são homotópicas.
Então F̃ é um fibrado principal universal relativo a G, G, B. Pelo Teorema 2.14, t⇥1

F F̃ é um fibrado
universal relativo a F, G, B.



CAPÍTULO 3

Troca do Grupo Estrutural e Produto de
Fibrados

Neste capı́tulo vamos ver sob que condições podemos trocar o grupo estrutural de um fibrado.
Vamos ter resultados para saber quando pode ser estendido, a um grupo maior, ou reduzido, a um
grupo menor, o grupo estrutural de um fibrado. O resultado principal, o Teorema 3.10, estabelece
condições de quando podemos estender ou reduzir o grupo estrutural de fibrados principais. Finaliza-
mos o capı́tulo discutindo sobre o produto de dois fibrados e como decompor um tipo de fibrado em
dois fibrados tais que seu produto é equivalente ao fibrado inicial.

3.1 Troca do Grupo Estrutural

O objetivo desta seção é mostrar a existência de uma correspondência bijetora entre o conjunto
de classes de equivalência de fibrado principais com grupo estrutural G e classes de equivalência de
fibrados principais com grupo estrutural H, onde H é um subgrupo fechado de G.

Denote por (B,G) o conjunto de fibrados principais relativos a G, G, B. Seja H um subgrupo
fechado de G. Considere a correspondência l : (B,H)! (B,G) que associa um fibrado F em (B,H)

com um fibrado em (B,G) que é G-equivalente a F , ou seja, l (F ) é G-equivalente a F . Pela
Observação 1.37, a correspondência l está bem definida.

Teorema 3.1. Sejam H um subgrupo fechado de G e F um fibrado com fibra G/H e grupo estrutural

G. Se F é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H, então F admite uma seção global.

Demonstração. Suponha que F é G-equivalente ao fibrado F̃ , com grupo estrutural H. Sejam F =

{G/H,G;X ,B;p,fU} e {aU,V} suas funções de transição. Considere a aplicação p : G ! G/H dada
por p(g) = gH. Sejam {bU,V} as funções de transição de F̃ . Como F é G-equivalente a F̃ , pelo
Lema 1.26, existem aplicações {lU : U ! G} tais que bV,U(b) = lV (b)⇥1aV,U(b)lU(b). Defina

41
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f : B ! X por f (b) = fU(b, p ⇤ lU(b)), para b 2 U . Vamos mostrar que f está bem definida. Se
b 2U \V , pela Observação 1.6, temos que

fU(b, p⇤lU(b)) =fV (b,aV,U(b) · p⇤lU(b))

=fV (b, p(aV,U(b)lU(b)))

=fV (b, p(lV (b)bV,U(b)))

=fV (b, p⇤lV (b)),

pois bV,U(b) 2 H. Então f não depende da vizinhança coordenada. É claro que p ⇤ f = idB. Pela
Definição 1.39, f é uma seção global para F .

Teorema 3.2. Sejam H um subgrupo fechado de G, que tem uma seção local em G, e F um fibrado

com fibra G/H e grupo estrutural G. Se F admite uma seção global, então F é G-equivalente a um

fibrado com grupo estrutural H.

Demonstração. Sejam F = {G/H,G;X ,B;p,fU} e {aU,V} suas funções de transição. Sejam f :
B ! X uma seção global para F e e0 o elemento neutro de G/H. Seja d : W ! G uma seção local
de H em G, onde W é uma vizinhança de e0. Para cada g 2 G considere Wg = g ·W e a aplicação
dg : Wg ! G dada por dg(y) = g · d(g⇥1 · y). Pela Observação 1.6, podemos supor que U é uma
vizinhança coordenada de F tal que pU ⇤ f (U)⌅Wg, para algum g 2 G. Para cada U escolha g 2 G

e defina lU : U ! G por lU(b) = dg ⇤pU ⇤ f (b), onde pU é dada pela Observação 1.7. Temos que:

p⇤lU(b) =p(dg ⇤pU ⇤ f (b))

=p(g ·d(g⇥1 ·pU ⇤ f (b)))

=g ·d(g⇥1 ·pU ⇤ f (b))H

=(gH)(d(g⇥1 ·pU ⇤ f (b))H)

=g · p⇤d(g⇥1 ·pU ⇤ f (b))

=gg⇥1 ·pU ⇤ f (b)

=pU ⇤ f (b).

Então p ⇤ lU(b) = pU ⇤ f (b), para b 2 U . Defina a aplicação bU,V : U \V ! G por bU,V (b) =

lU(b)⇥1aU,V (b)lV (b). Pela Observação 1.7, temos que:

p⇤bU,V (b) =lU(b)⇥1aU,V (b) · p(lV (b))

=lU(b)⇥1aU,V (b) ·pV ⇤ f (b)

=lU(b)⇥1 ·pU ⇤ f (b)

=lU(b)⇥1 · p(lU(b))

=p(lU(b)⇥1lU(b))

=p(e)

=e0.
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Então bU,V (b)2H, para toda b2U\V . Note que as aplicações {bU,V} satisfazem bU,W (b)bW,V (b) =

bU,V (b). De fato,

bU,W (b)bW,V (b) =lU(b)⇥1aU,W (b)lW (b)lW (b)⇥1aW,V (b)lV (b)

=lU(b)⇥1aU,V (b)lV (b)

=bU,V (b).

Pelo Teorema 1.13, podemos definir um fibrado com mesma fibra e mesmo espaço base que F , grupo
estrutural H e funções de transição {bU,V}. Pelo Lema 1.26, a G-imagem deste fibrado é equivalente a
F . Então F é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H e funções de transição {bU,V}.

Lema 3.3. Sejam F e F̃ dois fibrados equivalentes. Se F admite uma seção global, então F̃ admite

uma seção global.

Demonstração. Sejam f : B ! X uma seção global para F e p e p̃ as projeções de F e F̃ , respec-
tivamente. Como F e F̃ são equivalentes, existe um homeomorfismo, h, entre os espaços totais de
F e F̃ tal que (h, idB) : F ! F̃ é um morfismo de fibrados. Considere a aplicação h ⇤ f : B ! X̃ ,
onde X̃ é o espaço total de F̃ . Temos que p̃ ⇤ (h⇤ f ) = idB ⇤p ⇤ f = p ⇤ f = idB. Portanto, h⇤ f é uma
seção global para F̃ .

Teorema 3.4. Sejam B um poliedro de dimensão n e H um subgrupo fechado de G tal que pi(G/H) =

0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1. Se F é um fibrado sobre B, com fibra G/H e grupo estrutural G, então F

admite uma seção global.

Demonstração. Seja B0 o subconjunto de B formado por todos os 0-simplexos de B. Considere o
fibrado F̂ = {G/H,G;(B�G/H)/ ⇧,B; p̂, f̂U}, dado como na prova do Teorema 1.13, e o fibrado
produto F̃ = {G/H,G;B�G/H,B;p1, idB�G/H}, onde p1 é a projeção na primeira coordenada. De-
fina f0 :

[

b2B0

p̂⇥1(b) ! B�G/H por f0([b,gH]) = f̂⇥1
U ([b,gH]), para b 2 U . Como B0 está for-

mado por uma quantidade finita de pontos, f0 é contı́nua. Para b 2 B0 temos que f0|p̂⇥1(b) = f̂⇥1
U,b

e p⇥1
1 (b) = {b}�G/H, então f0 aplica homeomorficamente fibra em fibra, então f0 induz uma

aplicação de B0 em B. Note que esta aplicação induzida por f0 é a aplicação inclusão, que deno-
taremos por incl. Assim temos que o seguinte diagrama comuta

[

b2B0

p̂⇥1(b)

p̂
��

f0
// B�G/H

p1

��

B0 incl
// B

Para b 2 U \V temos que idB�G/H ⇤ f0 ⇤ f̂V,b = f̂⇥1
U,b ⇤ f̂V,b, que pertence a G. Então ( f0, incl) é um

morfismo de fibrados. Como pi(B�G/H) = pi(B)�pi(G/H) = 0, para 0⌥ i⌥ n⇥1, pelo Teorema
2.15, ( f0, incl) pode-se estender a um morfismo de fibrados ( f , idB) : F̂ ! F̃ . Como idB é um
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homeomorfismo, pelo Teorema 1.22, f é um homeomorfismo. Então F̂ é G-equivalente a um fibrado
produto, logo F̂ admite uma seção global. Pela prova do Teorema 1.13, podemos supor que F̂ e F

têm as mesmas funções de transição. Do Corolário 1.27, F̂ e F são equivalentes. Segue do Lema
3.3 que F admite uma seção global.

Teorema 3.5. Sejam B um poliedro de dimensão n e H um subgrupo fechado de G que tem uma

seção local em G e tal que pi(G/H) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥1. Se F é um fibrado sobre B, com fibra

G/H e grupo estrutural G, então F é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H.

Demonstração. Pelo Teorema 3.4, F admite uma seção global. Como H admite uma seção local em
G, pelo Teorema 3.2, F é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H.

Lema 3.6. Sejam H um subgrupo fechado de G e F̃ um fibrado com fibra G e grupo estrutural H.

Se G atua, pela esquerda, sobre o espaço topológico F e o fibrado principal F é a G-imagem de F̃ ,

então t⇥1
F F é a G-imagem de um fibrado com grupo estrutural H.

Demonstração. Sejam {aU,V} as funções de transição de F̃ . Pela Definição 1.36, temos que F é
um fibrado principal com grupo estrutural G e que suas funções de transição {bU,V : U \V ! G} são
dadas por bU,V (b) = aU,V (b). Pelo Teorema 1.13, podemos definir um fibrado com fibra F , grupo
estrutural H, mesmo espaço base e mesmas funções de transição que F̃ . Pela Definição 1.36, este
fibrado tem como G-imagem a t⇥1

F F .

Lema 3.7. Seja H um subgrupo fechado de G. Se F é G-equivalente a um fibrado com grupo

estrutural H, então tF é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H.

Demonstração. Seja F̃ um fibrado com grupo estrutural H tal que F é G-equivalente a F̃ . Sejam
{aU,V} e {bU,V} as funções de transição de F e de F̃ , respectivamente. Como F é G-equivalente
a F̃ , pelo Lema 1.26, existem aplicações {lU : U ! G} tais que aU,V (b) = lU(b)⇥1bU,V (b)lV (b).
Pelo Teorema 1.13, podemos definir um fibrado F̂ com fibra G, grupo estrutural H, mesmo espaço
base e mesmas funções de transição que F̃ . Pelas Definições 1.29 e 1.36, tF e a G-imagem de F̂

têm mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaço base. Então, pelo Lema 1.26, tF e a
G-imagem de F̂ são equivalentes. Portanto tF é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural
H.

Teorema 3.8. Seja F um fibrado principal com grupo estrutural G. Se H é um subgrupo fechado de

G que tem uma seção local em G, então F é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H se,

e somente se, t⇥1
G/HF admite uma seção global.

Demonstração. Suponha que F é G-equivalente a um fibrado F̃ com grupo estrutural H. Seja F̂

a G-imagem de F̃ . Pelo Lema 3.6, t⇥1
G/HF̂ é a G-imagem de um fibrado com grupo estrutural H.

Então t⇥1
G/HF̂ é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H. Do Teorema 3.1, t⇥1

G/HF̂ admite
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uma seção global. Segue da Definição 1.38 e da Observação 1.37 que F e F̂ são equivalentes. Então
t⇥1

G/HF e t⇥1
G/HF̂ são equivalentes. Pelo Lema 3.3, t⇥1

G/HF admite uma seção global.
Suponha agora que t⇥1

G/HF admite uma seção global. Pelo Teorema 3.2, t⇥1
G/HF é G-equivalente

a um fibrado F̃ com grupo estrutural H. Pelo Lema 3.7, tt⇥1
G/HF é G-equivalente a um fibrado com

grupo estrutural H. Pelo Teorema 1.30, F e tt⇥1
G/HF sao equivalentes. Então F é G-equivalente a

um fibrado com grupo estrutural H.

Teorema 3.9. Sejam B um poliedro de dimensão n e H um subgrupo fechado de G que tem uma seção

local em G e tal que pi(G/H) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1. Sejam F0 e F1 dois fibrados sobre B, com

fibra G/H e grupo estrutural H. Se F0 e F1 são G-equivalentes, então F0 e F1 são equivalente.

Demonstração. Pela Observação 1.6, podemos supor que as vizinhanças coordenadas de F0 e F1

são as mesmas, digamos {U}. Sejam {aU,V} e {bU,V} as funções de transição de F0 e de F1,
respectivamente. Temos que {U � [0,1[}[{U�]0,1]} é uma cobertura, por abertos, de B� I. Como
F0 e F1 são G-equivalentes, pelo Lema 1.26, existem aplicações {lU : U ! G} tais que aU,V (b) =

lU(b)⇥1bU,V (b)lV (b). Defina

gU,V (b, t) =

8

>

<

>

:

aU,V (b) para (b, t) 2
�

U� [0,1[
⇥

S

�

V�]0,1[
⇥

bU,V (b) para (b, t) 2
�

U�]0,1[
⇥

S

�

V�]0,1]
⇥

aU,V (b)lV (b)⇥1 para (b, t) 2
�

U� [0,1[
⇥

S

�

V�]0,1]
⇥

Note que gU,V (b, t) = aU,V (b)lV (b)⇥1 = lU(b)⇥1bU,V (b) e que gU,U(b, t) = lU(b)⇥1. Então {gU,V}

estão bem definidas. Pelo Teorema 1.13, existe um fibrado F sobre B� I, com mesma fibra que F0

e que F1, com grupo estrutural G e funções de transição {gU,V}.
A restrição de F a B� {0} tem funções de transição {gU,V (b, t) = aU,V (b)}, que pertencem a

H. Como F tem fibra G/H e pi(G/H) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1, pelo Teorema 3.4, F admite uma
seção global. Pelo Teorema 3.2, F é G-equivalente a um fibrado F̃ com grupo estrutural H. Então
a restrição de F a B� {0} é equivalente a restrição de F̃ a B� {0}. Similarmente, temos que a
restrição de F a B�{1} é equivalente a restrição de F̃ a B�{1}.

Pelo Lema 1.26, existem aplicações {sU : U ! H} tais que aU,V (b) = sU(b)⇥1dU,V (b)sV (b),
onde {dU,V : U \V ! H} são as funções de transição de F̃ . Pelo Teorema 2.11, F̃ é equivalente
a um fibrado da forma F̂ � I, onde F̂ é um fibrado sobre B. Pela prova do Teorema 2.11 e por um
comentário depois da Definição 1.12, podemos supor que as funções de transição de F̂ e de F̃ são as
mesmas. Então F0 e F̂ têm mesma fibra, mesmo grupo estrutural, mesmo espaço base. Então, pelo
Lema 1.26, F0 e F̂ são equivalentes. Similarmente temos que F1 e F̂ são equivalentes. Portanto
F0 e F1 são equivalentes.

Teorema 3.10. Sejam B um poliedro de dimensão n e H um subgrupo fechado de G que tem uma

seção local em G e tal que pi(G/H) = 0, para 0⌥ i⌥ n⇥1. Então a correspondência l : (B,H)!

(B,G), que associa um fibrado F em (B,H) com um fibrado em (B,G) que é G-equivalente a F , é

bijetora.
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Demonstração. Vamos mostrar que a correspondência l é injetora. Sejam F1,F2 2 (B,H) tais que
l (F1) e l (F2) são equivalentes. Sejam {aU,V} e {bU,V} as funções de transição de F1 e F2,
respectivamente. Como F1 e F2 são G-equivalentes, pelo Lema 1.26, existem aplicações {lU :
U ! G} tais que aU,V (b) = lU(b)⇥1bU,V (b)lV (b). Temos que t⇥1

G/HF1 e t⇥1
G/HF2 têm mesma fibra

e mesmo espaço base. Então, pela Definição 1.36, as G-imagens de t⇥1
G/HF1 e t⇥1

G/HF2 têm mesma
fibra, mesmo grupo estrutural, mesmo espaço base e suas funções de transição são dadas pelas funções
de transição {aU,V} e {bU,V}, respectivamente. Pelo Lema 1.26, temos que as G-imagens de t⇥1

G/HF1

e t⇥1
G/HF2 são equivalentes. Então t⇥1

G/HF1 e t⇥1
G/HF2 são G-equivalentes. Pelo Teorema 3.9, t⇥1

G/HF1

e t⇥1
G/HF2 são equivalentes. Então tt⇥1

G/HF1 e tt⇥1
G/HF2 são equivalentes. Pelo Teorema 1.30, F1 e

F2 são equivalentes.
Agora vamos mostrar que a correspondência l é sobrejetora. Seja F 2 (B,G). Como B é um

poliedro de dimensão n e pi(G/H) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1, pelo Teorema 3.4, t⇥1
G/HF admite uma

seção global. Pelo Teorema 3.8, F é G-equivalente a um fibrado com grupo estrutural H. Então
F = l (F̃ ), onde F̃ 2 (B,H).

3.2 Fibrado Universal e Produto de Fibrados

Nesta seção vamos definir o produto de dois fibrados que possuem o mesmo espaço base. De-
pois vamos decompor um fibrado em dois fibrados tais que seu produto é equivalente ao fibrado
inicial. Para finalizar a seção vamos definir uma tripla de fibrados e dar um par de resultados, sem
demostração, de sua relação com o fibrado universal.

Definição 3.11. Sejam F1 = {F1,G1;X1,B;p1,f1U} e F2 = {F2,G2;X2,B;p2,f2U} dois fibrados

com mesmas vizinhanças coordenadas. Define-se seu produto como o fibrado F1�F2 = {F1�

F2,G1�G2;X ,B;p,fU} onde a ação do grupo estrutural G1�G2 sobre a fibra F1�F2 é dada por

(g1,g2)(y1,y2) = (g1y1,g2y2), para g1,g2 2 G e y1,y2 2 F. O espaço total deste produto é X =
[

b2B

�

f1U,b(F1)�f2U,b(F2)
⇥

. A projeção p : X ! B é dada por p(x1,x2) = b, onde xi 2 fiU,b(Fi),

para i = 1,2. As funções coordenadas, fU : U � (F1�F2)! p⇥1(U), são dadas por fU(b,y1,y2) =

(f1U(b,y1),f2U(b,y2)).

Note que para b 2U , temos que f⇥1
U,b = (f⇥1

1U,b,f
⇥1
2U,b). Vamos ver que a condição de colagem, da

Definição 1.5, é satisfeita. Seja b 2U \V . Temos que:

f⇥1
U,b ⇤fV,b(y1,y2) =f⇥1

U,b(f1V,b(y1),f2V,b(y2))

=(f⇥1
1U,b ⇤f1V,b(y1),f

⇥1
2U,b ⇤f2V,b(y2)).

Então f⇥1
U,b ⇤fV,b = (f⇥1

1U,b ⇤f1V,b,f
⇥1
2U,b ⇤f2V,b), que pertence a G1�G2, pois F1 e F2 são fibrados.

Agora vamos decompor um fibrado em dois fibrados tais que seu produto é equivalente ao fibrado
inicial. Seja {F1�F2,G1�G2;X ,B;p,fU} um fibrado e considere as projeções p1 : F1�F2 ! F1,
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dada por p1(y1,y2) = y1, e p2 : F1�F2 ! F2, dada por p2(y1,y2) = y2. Para b 2U , vamos definir duas
relações de equivalência em p⇥1(b). Para a primeira relação, z⇧1 z0 se, e somente se, p1(f

⇥1
U,b(z)) =

p1(f
⇥1
U,b(z

0)). Para a segunda relação, z⇧2 z0 se, e somente se, p2(f
⇥1
U,b(z)) = p2(f

⇥1
U,b(z

0)). As relações
anteriores são relações de equivalência e são independentes da vizinhança coordenada U . Para a pri-
meira relação temos que a classe de equivalência de z em p⇥1(b) é [z]1 = {z0 2 p⇥1(b) : p1(f

⇥1
U,b(z)) =

p1(f
⇥1
U,b(z

0))}. Denote por Z1(b) o conjunto de classes de equivalência desta primeira relação em
p⇥1(b). De forma similar definimos [z]2 e Z2(b).

Para i = 1,2, defina os fibrados Fi = {Fi,Gi;Xi,B;pi,fiU}, com espaço total Xi =
[

b2B
Zi(b),

projeção, pi : Xi ! B, dada por pi(Zi(b)) = {b} e funções coordenadas, {fiU : U �Fi ! p⇥1
i (U)},

dadas por fiU(b,yi) = [fU(b,y1,y2)]i.
Com esta mesma notação temos o seguinte resultado.

Teorema 3.12. O produto dos fibrados F1 = {F1,G1;X1,B;p1,f1U} e F2 = {F2,G2;X2,B;p2,f2U}

é equivalente ao fibrado F = {F1�F2,G1�G2;X ,B;p,fU}.

Demonstração. Do parágrafo anterior e da Definição 3.11 temos que f̃U,b : F1�F2 ! p̃⇥1(b) é dada
por f̃U,b(y1,y2) =

�

[fU,b(y1,y2)]1, [fU,b(y1,y2)]2
⇥

. Sua inversa, f̃⇥1
U,b : p̃⇥1(b)! F1�F2, é dada por

f̃⇥1
U,b([w]1, [z]2) =

⇤

p1 ⇤f⇥1
U,b(w), p2 ⇤f⇥1

U,b(z)
⌅

. Se b 2U \V , temos que:

f̃⇥1
U,b ⇤ f̃V,b(y1,y2) =f̃⇥1

U,b([fV,b(y1,y2)]1, [fV,b(y1,y2)]2)

=
⇤

p1 ⇤f⇥1
U,b ⇤fV,b(y1,y2), p2 ⇤f⇥1

U,b ⇤fV,b(y1,y2)
⌅

.

Então as funções de transição do fibrado F1�F2 são f̃⇥1
U,b ⇤ f̃V,b =

⇤

p1 ⇤f⇥1
U,b ⇤fV,b, p2 ⇤f⇥1

U,b ⇤fV,b

⌅

.
Pelo cometário depois da Definição 3.11, as funções de transição de F1�F2 são

⇤

f⇥1
1U,b ⇤f1V,b,f

⇥1
2U,b ⇤f2V,b

⌅

.

Então f⇥1
1U,b⇤f1V,b = p1⇤f⇥1

U,b⇤fV,b e f⇥1
2U,b⇤f2V,b = p2⇤f⇥1

U,b⇤fV,b. Assim, as funções de transição do

fibrado F são f⇥1
U,b ⇤fV,b =

⇤

f⇥1
1U,b ⇤f1V,b,f

⇥1
2U,b ⇤f2V,b

⌅

. Portanto, os fibrados F e F1�F2 têm as
mesmas funções de transição. Além disso, F e F1�F2 têm a mesma fibra, mesmo grupo estrutural
e mesmo espaço base. Pelo Corolário 1.27, F e F1�F2 são equivalentes.

Agora vamos definir uma trı́ade e ver a sua relação com o fibrado universal.

Definição 3.13. Considere os fibrados F1 = {F1,G1;X1,B;p1,f1U} , F2 = {F2,G2;X2,B;p2,f2U} e

F1�F2. Uma trı́ade com fibras F1 e F2, grupos estruturais G1 e G2 e espaço base B é uma tripla de

fibrados {F1,F2,F1�F2}.

Definição 3.14. Uma trı́ade {F1,F2,F1�F2}, com fibras F1 e F2, grupos estruturais G1 e G2 e

espaço base A, é uma trı́ade universal de fibrados relativos a F1, F2, G1, G2, B se satisfaz as seguintes

condições.
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1. Para toda trı́ade {F̃1,F̃2,F̃1� F̃2} sobre B, existe uma aplicação f : B ! A tal que F̃1 ⌃

f ?(F1), F̃2 ⌃ f ?(F2) e F̃1� F̃2 ⌃ f ?(F1�F2).

2. Os respectivos pullback, pelas aplicações f0, f1 : B ! A, dos três fibrados F1,F2 e F1�F2

são equivalentes se, e somente se, f0 e f1 são homotópicas.

Para finalizar esta seção temos o seguinte resultado.

Teorema 3.15. A trı́ade {F1,F2,F1�F2} é uma trı́ade universal de fibrados relativos a F1, F2,

G1, G2, B se, e somente se, o fibrado F1�F2 é um fibrado universal relativo a F1�F2, G1�G2, B.

Demonstração. Suponha que {F1,F2,F1�F2} é uma trı́ade universal relativa a F1, F2, G1, G2,
B. Vamos mostrar que a condição (1) da Definição 1.45 é satisfeita. Seja F̃ um fibrado com fibra
F1�F2, grupo estrutural G1�G2 e espaço base B. Pelo Teorema 3.12, F é equivalente a um fibrado
da forma F̃1�F̃2. Temos que {F̃1,F̃2,F̃1�F̃2} é uma trı́ade sobre B. Como {F1,F2,F1�F2}

é uma trı́ade universal, existe uma aplicação f : B ! A tal que F̃1� F̃2 ⌃ f ?(F1�F2). Então
F ⌃ f ?(F1�F2).

Agora vamos mostrar que a condição (2) da Definição 1.45 é satisfeita. Sejam f0, f1 : B ! A duas
aplicações. Como {F1,F2,F1�F2} é uma trı́ade universal, temos que f ?0 (F1�F2) ⌃ f ?1 (F1�

F2) se, e somente se, f0 e f1 são homotópicas. Assim temos que F1�F2 é um fibrado universal
relativo a F1�F2, G1�G2, B.

Suponha que F1�F2 é um fibrado universal relativo a F1�F2, G1�G2, B. Vamos mostrar que
a condição (1) da Definição 3.14 é satisfeita. Seja {F̃1,F̃2,F̃1� F̃2} uma trı́ade sobre B. Como
F1�F2 é um fibrado universal, existe uma aplicação f : B ! A tal que F̃1� F̃2 ⌃ f ?(F1�F2).
Temos que F̃i e f ?(Fi) têm a mesma fibra, mesmo grupo estrutural e mesmo espaço base, para
i= 1,2. Sejam {ãiU,V} e {aiU,V} as funções de transição de F̃i e de Fi, respectivamente, para i= 1,2.
Pelo comentário depois da Definição 3.11, as funções de transição de F1�F2 são {(a1U,V ,a2U,V )}.
Pelo Lema 1.26, F̃1� F̃2 ⌃ f ?(F1�F2) se, e somente se, existem aplicações {(l1U ,l2U) : U !

G1�G2} tais que (ã1U,V (b), ã2U,V (b)) = (l1U(b),l2U(b))⇥1(a1U,V (b),a2U,V (b))(l1V (b),l2V (b)),
e isto acontece se, e somente se, ãiU,V (b) = liU(b)⇥1aiU,V (b)liV (b), para i = 1,2. Então, do Lema
1.26, temos que F̃i ⌃ f ?(Fi), para i = 1,2.

Agora vamos mostrar que a condição (2) da Definição 3.11 é satisfeita. Sejam f0, f1 : B ! A duas
aplicações. Como F1�F2 é um fibrado universal, temos que f ?0 (F1�F2) ⌃ f ?1 (F1�F2) se, e
somente se, f0 e f1 são homotópicas. Por um argumento similar, usado na prova da primeira condição
da Definição 3.14, temos que f ?0 (F1�F2)⌃ f ?1 (F1�F2) se, e somente se, f ?0 (Fi)⌃ f ?1 (Fi), para
i = 1,2. Então, para i = 1,2, temos que f ?0 (Fi)⌃ f ?1 (Fi) se, e somente se, f0 e f1 são homotópicas.
Assim, temos que {F1,F2,F1�F2} é uma trı́ade universal relativa a F1, F2, G1, G2, B.



CAPÍTULO 4

Fibrado Universal para Grupos Clássicos

Neste capı́tulo vamos discutir a relação entre fibrados principais universais, grupos clássicos, po-
liedros de dimensão finita e variedades Grassmaniannas. Iniciaremos discutindo a relação entre fibra-
dos principais universais, grupos clássicos e poliedros de dimensão finita. Para finalizar discutiremos
fibrados principais universais, grupos clássicos e variedades Grassmaniannas.

Denote por H o conjunto dos quatérnios, por F o corpo dos números reais ou dos números
complexos ou dos quatérnios, por Mn(F) o grupo das matrizes quadradas n� n sobre o corpo F.

Para P⌅Mm(F) e Q⌅Mn(F) considere a notação P�Q =

⇧⌃

A 0
0 B

⌥

2 Mm+n(F) : A 2 P, B 2 Q
�

.

Sejam K, H subgrupos fechados de G tais que K ⌅ H. No Exemplo 1.9, construı́mos o fibrado
{H/K,H;G/K,G/H;p,fg}. Denote este fibrado por {G/K,G/H}. Considere os seguintes grupos
clássicos.
GL(n) = {A 2 Mn(R) : det(A) 6= 0},
GL+(n) = {A 2 GL(n) : det(A)> 0},

J(m,n) =
⇧⌃

A 0
C B

⌥

2 GL(m+n) : A 2 GL(m), B 2 GL(n),det(A) ·det(B)> 0, C matriz n�m
�

,

J+(m,n) =
⇧⌃

A 0
C B

⌥

2 GL+(m+n) : A 2 GL+(m), B 2 GL+(n), C uma matriz n�m
�

,

O(n) = {A 2 Mn(R) : det(A) =±1},
SO(n) = {A 2 Mn(R) : det(A) = 1},
U(n) = {A 2 Mn(C) : AA⌦ = I},
Sp(n) = {A 2 Mn(H) : AA⌦ = I}.

Vamos trabalhar com grupos de matrizes quadradas onde os elementos de um grupo têm um
tamanho diferente aos elementos de outro grupo de matrizes. Mas, podemos fazer um mergulho
destes grupos em um grupo maior, para poder trabalhar com grupos nos quais todos os elementos
tenham as mesmas dimensões. Usaremos a seguinte convenção. Podemos identificar, por exemplo,
o grupo SO(n) com {Im}� SO(n), onde Im é a matriz identidade m�m. Assim podemos fazer um
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mergulho de SO(n) em SO(m+n). Similarmente com os outros grupos clássicos.
Considere os seguintes fibrados:
FGL+(m,n) = {GL+(m+n)/GL+(n),GL+(m+n)/J+(m+n)},
FSO(m,n) = {SO(m+n)/SO(n),SO(m+n)/(SO(m)�SO(n))},
FU(m,n) = {U(m+n)/U(n),U(m+n)/(U(m)�U(n))},
FSp(m,n) = {Sp(m+n)/Sp(n),Sp(m+n)/(Sp(m)�Sp(n))}.
Para (SO(m)�SO(n))/SO(n) = (SO(m)�SO(n))/({Im}�SO(n)) temos que:

⌃

A 0
0 B

⌥

⇧

⌃

A0 0
0 B0

⌥

,

⌃

A 0
0 B

⌥⇥1⌃A0 0
0 B0

⌥

2 {Im}�SO(n)

,

⌃

A⇥1A0 0
0 B⇥1B0

⌥

=

⌃

Im 0
0 C

⌥

, com C 2 SO(n)

,A = A0 e B⇥1B0 =C.

Então
⌃

A 0
0 B

⌥

⇧

⌃

A0 0
0 B0

⌥

,A = A0, B⇥1B0 2 SO(n)

e
 ⌃

A 0
0 B

⌥⌦

=

⇧⌃

A 0
0 C

⌥

2 SO(m+n) : C 2 SO(n)
�

.

Assim podemos definir o homeomorfismo (SO(m)�SO(n))/SO(n)! SO(m), dado por
 ⌃

A 0
0 B

⌥⌦

7! A

Temos que SO(m)�SO(n) atua sobre (SO(m)�SO(n))/SO(n) por
⌃

A 0
0 B

⌥

·

 ⌃

A0 0
0 B0

⌥⌦

=

 ⌃

A 0
0 B

⌥⌃

A0 0
0 B0

⌥⌦

=

 ⌃

AA0 0
0 BB0

⌥⌦

Pelo homeomorfismo anterior, podemos identificar
 ⌃

AA0 0
0 BB0

⌥⌦

com AA0 e assim vemos que a

ação anterior está dada pela ação de SO(m) sobre SO(m), por multiplicação pela esquerda. Então
podemos pensar que a fibra e o grupo estrutural de FSO são SO(m). Assim FSO(m,n) é um fibrado
principal com grupo estrutural SO(m). Similarmente temos que os fibrados FGL+(m,n), FU(m,n),
FSP(m,n) são fibrados principais com grupos estruturais GL+(m), U(m) e Sp(m), respectivamente.

Lema 4.1. Para m,n2N temos que SO(m+n)/SO(n) é conexo por caminhos e pi(SO(m+n)/SO(n))=

0, para 1⌥ i⌥ n⇥1.

Demonstração. Sejam e o elemento neutro de SO(k), para n< k⌥m+n, e f 2Fi(SO(k),SO(n),e) =

{ f : Ii ! SO(k)| f (� Ii)⌅ SO(n), f (Ii⇥1) = e}. Considere a aplicação p : SO(k)! SO(k)/SO(k⇥1),
dada por p(A) = [A]. Temos que SO(k)/SO(k⇥1) é homeomorfo a esfera, Sk⇥1, de dimensão k⇥1.
Sabemos que pi(Sk⇥1) = 0, para i < k⇥1. Então existe uma homotopia h : Ii� I ! SO(m+n)/SO(n)
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tal que h(x,0) = p ⇤ f , h(x,1) = constante e h(� Ii, t) ⌅ p(e) = SO(k⇥ 1), para todo i 2 I. Então a
homotopia h deforma f em f 0 2 Fi(SO(k⇥1),SO(n),e) e deixa f (� Ii) fixa durante toda a homotopia.
Se f 2 Fi(SO(m+ n),SO(n),e) e se aplicarmos o argumento anterior para k = m+ n⇥ 1,m+ n⇥

2, . . . ,n+ 1, obtemos uma sequência de homotopias que juntas dão uma homotopia de f em uma
aplicação f 0 : Ii ! SO(n) tal que f (� Ii) permanece fixo durante toda a homotopia. Isto implica que
pi(SO(m+n),SO(n)) = 0, para 2⌥ i⌥ n⇥1. Como pi(SO(m+n)/SO(n)) é isomorfo a pi(SO(m+

n),SO(n)), temos que pi(SO(m+n)/SO(n)) = 0, para 2⌥ i⌥ n⇥1. Para o caso i = 1, vamos supor
que n� 2. Seja C : I ! SO(m+n)/SO(n) uma curva fechada com ponto base [SO(n)]. Cubra C por
uma curva C0 em SO(m+ n) com ponto inicial em e e ponto final dentro de SO(n). Pelo argumento
anterior, C0 pode-se contrair dentro de SO(n), com seus pontos estremos em SO(n). A imagem desta
homotopia é uma contração de C a um ponto, então p1(SO(m+n)/SO(n)) = 0.

Teorema 4.2. Sejam B um poliedro de dimensão k e F um fibrado principal universal relativo a

G, G, B. Quando G é um grupo clássico, o correspondente F é dado pela seguinte tabela.

G F k

SO(m) FSO(m,n) n
GL+(m) FGL+(m,n) n
U(m) FU(m,n) 2n+1
Sp(m) FSp(m,n) 4n+3

Demonstração. Vamos fazer a prova para o fibrado FSO(m,n). Já se mostrou que o fibrado FSO(m,n)

é um fibrado principal. Temos que SO(n+ 1)/SO(n) é homeomorfo a esfera de dimensão n. Pelo
Lema 4.1, pi(SO(m+ n)/SO(n)) = 0, para 0 ⌥ i ⌥ n⇥ 1. Vamos mostrar que o fibrado FSO(m,n)

satisfaz a condição (1) da Definição 1.45. Seja B um poliedro de dimensão n e F um fibrado principal
sobre B, com grupo estrutural SO(m). Pelo Teorema 2.16, existe uma aplicação f : B ! SO(m+

n)/(SO(m)�SO(n)) tal que F e f ?(FSO(m,n)) são equivalentes.
Agora vamos mostrar que o fibrado FSO(m,n) satisfaz a condição (2) da Definição 1.45. Sejam

h0,h1 : B ! SO(m+ n)/(SO(m)� SO(n)) duas aplicações. Pelo Teorema 2.17, se h?0(FSO(m,n)) e
h?1(FSO(m,n)) são equivalentes, então h0 e h1 são homotópicas. Pelo Teorema 2.12, se h0 e h1 são
homotópicas, então h?0(FSO(m,n)) e h?1(FSO(m,n)) são equivalentes. Então FSO(m,n) é um fibrado
universal.

Para os fibrados FU(m,n) e FSp(m,n) é um argumento similar, sabendo que U(n+ 1)/U(n) é
homeomorfo a esfera de dimensão 2(n+ 1)⇥ 1 e que Sp(n+ 1)/Sp(n) é homeomorfo a esfera de
dimensão 4(n+1)⇥1.

Quando o grupo estrutural é O(m) temos que o fibrado correspondente é

FO(m,n) = {SO(m+n)/SO(n),SO(m+n)/(SO(m)↵SO(n))},

onde SO(m)↵SO(n) =
⇧⌃

A 0
0 B

⌥

2 O(m+n) : A 2 O(m),B 2 O(n) e det(A) = det(B)
�

.



52 Capı́tulo 4. Fibrado Universal para Grupos Clássicos

Por um argumento similar usado no fibrado FSO(m,n), temos que FO(m,n) é um fibrado princi-
pal com grupo estrutural O(m) e, pelo Lema 4.1, pi(SO(m+n)/SO(n)) = 0, para 0⌥ i⌥ n⇥1. Então
a prova do Teorema 4.2 pode-se aplicar e assim temos que FO(m,n) é um fibrado principal universal
relativo a O(m), O(m), B, onde B é um poliedro de dimensão n.

Quando o grupo estrutural é GL(m), temos que o fibrado correspondente é

FGL(m,n) = {GL(m+n)/GL(n),GL(m+n)/J(m,n)}.

Um argumento similar ao anterior mostra que este é um fibrado principal universal relativo a GL(m),
B, donde B é um poliedro de dimensão n.

Temos estes dois resultados resumidos no seguinte teorema.

Teorema 4.3. Seja B um poliedro de dimensão n. Então FO(m,n) é um fibrado principal universal

relativo a O(m), O(m), B e FGL(m,n) é um fibrado principal universal relativo a GL(m), GL(m), B.

Agora vamos ver um pouco sobre a relação entre todos estes fibrados e as variedades Grassman-
nianas.

Definição 4.4. Seja V (m+ n,F) = {(v1, . . . ,vm+n) 2 Fm+n : vi 2 F, para 1 ⌥ i ⌥ m+ n}, o espaço

vetorial, das (m+n)-tuplas, de dimensão m+n sobre o corpo F. Definimos a variedade Grassman-

niana, G(m,n,F), como o conjunto de todos os subespaços vetoriais de dimensão m de V (m+n,F).

No caso real também definimos a variedade Grassmanniana orientável, G̃(m,n,R), como o conjunto

de todos os subespaços vetoriais orientáveis de dimensão m de V (m+n,R).

Se pensarmos nos elementos de V (m+n,R) como matrizes (m+n)�1, temos que o grupo O(m+

n) atua sobre V (m+ n,R) por multiplicação pela esquerda. Temos que O(m+ n) envia espaços de
dimensão m em espaços de dimensão m. Então a ação de O(m+ n) sobre V (m+ n,R) é transitiva.
Agora, se Em 2 G(m,n,R) e En é seu complemento ortogonal, o subgrupo de O(m+ n) que aplica
Em em si mesmo, se divide no produto direto O0(m)�O0(n), de dois subgrupos de O(m+n) tais que
O0(m) fixa En, ponto a ponto, e O0(n) fixa Em, ponto a ponto. Então G(m,n,R) = O(m+n)/O0(m)�

O0(n), ver [6, Pág.123, Teorema 3.62]. Assim obtemos um fibrado isomorfo ao fibrado FO(m,n),
segundo a Definição 1.19. Com um argumento similar, para as outras variedades Grassmannianas e
os grupos clássicos correspondentes, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.5. O espaço base dos fibrados principais universais, para grupos clássicos, podem-se

trocar para obter fibrados principais universais isomorfos segundo a seguinte tabela.

Fibrado Espaço base

FGL+(m,n) G̃(m,n,R)
FSO(m,n) G̃(m,n,R)
FU(m,n) G(m,n,C)
FSp(m,n) G(m,n,H)
FO(m,n) G(m,n,R)
FGL(m,n) G(m,n,R)
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