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Resumo

Neste trabalho, estudaremos existéncia de solugoes fracas nao triviais para duas
classes de problemas elipticos e nao lineares, cujas nao linearidades possuem crescimento
subcritico e que envolvem operadores gerais do tipo p&q—Laplaciano.

No primeiro problema abordaremos existéncia de soluc¢oes fracas nao triviais para uma
classe geral de problemas de autovalores, o qual foi estudado em [9].

No segundo problema estudamos existéncia de miltiplas solu¢oes para uma classe
semelhante ao problema anterior, adicionando uma perturbacao & nao linearidade. As
técnicas utilizadas foram motivadas pela tese [32].

Em nossos estudos utilizamos métodos variacionais incluindo os classicos Principio

Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha.






Abstract

In this work, we will study the existence of non-trivial weak solutions for two classes
of elliptic and nonlinear problems, whose growth condition on these nonlinearities is
subcritical and which involve general operators of the p&q-Laplacian type.

The first problem will address the existence of non-trivial weak solutions for a general
class of eigenvalue problems, which was studied in [9).

In the second problem we study the existence of multiple solutions for a class of
equations similar to the previous one, by adding a perturbation to the nonlinearity. The
tecniques was motived by the thesys [32].

The main tools in your study are variational methods, including the classic Ekeland

Variational Principle and the Mountain Pass Theorem.
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Capitulo

1

Introducao

Nesta dissertacao abordaremos duas classes de problemas, ambos elipticos e nao
lineares, que possuem condig¢ao de crescimento subcritico na nao linearidade e o operador
envolvido ¢ um operador nao homogéneo que foi abordado em alguns trabalhos na
ultima década. Apresentaremos neste trabalho trés tipos de resultados: resultados sobre
nao existéncia de solugao, resultados sobre existéncia de solugao com energia minima
e por ultimo resultados sobre existéncia de miltiplas solucoes, podendo estas terem
nivel de energia positiva ou negativa. Estes resultados serao demonstrados via métodos
variacionais, que sao técnicas utilizadas para garantir a existéncia de pontos criticos de
um dado funcional, e nosso trabalho se resume em modelar o problema para aplicarmos os
resultados variacionais e concluir que estes pontos criticos serao nossas solugoes esperadas.

No primeiro problema, que serd abordado no Capitulo 2, estudamos a existéncia
de solugoes fracas nao triviais para uma classe generalizada de problemas de autovalores

dado por:

(1.1)

—div(a(|Vul?)|VulP~2Vu) = Mu|™u, em €,
u =0, em OS2,

onde  C RY é um dominio limitado suave, N > 3,2 < p < N, a(t) é uma fungao de
classe C' que satisfaz algumas possiveis hipoteses, A > 0 é um parametro real e m € R,
onde iremos dar mais detalhes sobre sua localizagao na reta durante o trabalho.

As propriedades que assumiremos sobre a funcao a : R™ — R sao as que seguem:
além de ser uma fungao de classe C!, a(t) também satisfaz a seguinte hipotese:

(aq) existem constantes ¢; e ¢, com i =0,1,2 e 3 e 2 <p < g < N tais que:
a=p a=p
o+ et ? <a(t) <e+et?, paratodot>0.

Ao decorrer dos resultados, iremos precisar de alguma ou algumas das seguintes hipoteses
adicionais sobre a funcao a:

m
(ag) existe uma constante real positiva a satisfazendo q < a < — tal que
p p

1 t
—t < A(t) = / a(s)ds, para todot > 0;
a 0



(a3) a aplicagao
t—a(t)t's

é crescente para qualquer ¢t > 0;

Cada hipotese citada possui sua importéancia. A hipotese (a;) é aquela que nos ajudara
a fazer as contas de majoracao do nosso futuro funcional. A hipétese (ay) é semelhante a
condicao de Ambrosetti-Rabinowitz muito conhecida na literatura, onde este nos ajudara
a provar que o funcional satisfaz a condicao de Palais-Smale quando estivermos no caso
p&g-superlinear. E por altimo, a hipotese (a3) também nos ajudaré a provar a condic¢ao
de Palais-Smale mas para o caso p&g-sublinear.

Esta funcao a abordada nos da um certo grau de generalidade, no sentido de que,
através dela, nosso problema engloba algumas classes de problemas que foram abordados
em literaturas. Vejamos alguns exemplos que deixarao claro o quao geral é o nosso

operador.

Exemplo 1.1. Se a(t) = 1, entao esta satisfaz as hipdteses impostas sobre a com q = p

e €g+ €, =1 = e+ €e3. Desta forma, obtemos o operador
L(u) = —div(|Vu[P~?Vu), (1.2)
que € conhecido como p—laplaciano.

Muitos problemas abordados envolvem este operador. Vejamos algum destes. Em [5]
temos que J.P. Garcia Azorero e I. Peral Alonso demonstraram a existéncia de infinitas

solugoes para o problema

—div(|VulP~2Vu) = Au|™?u, em Q,
u =0, em 02,

considerando ambos os casos semilinear, linear e superlinear. Em [2I] Giovanni Franzina
e Pier Domenico Lamberti estudam existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para

o problema

—div(|Vu|P~2Vu) = )\HuHIq”q|ulq’2u,

Em [6] novamente J.P. Garcia Azorero e I. Peral Alonso estudaram existéncia de
solugoes, a depender de A, para o seguinte problema cujo crescimento da nao linearidade

¢ critico e envolve uma perturbacao:

*_
P2y, em

—div(|VulP72Vu) = Mu|?™2 + |u
u =0, em Of2.

Para este foi estudado existéncia considerando 1 < ¢ < p e o caso p < q < p*.



Exemplo 1.2. Tomando a(t) =1+ t%, entao as hipoteses sobre a sao satisfeitas com

¢ =1, ondei=0,1,2,3. Desta forma, obtemos o operador
L(u) = —div(|VulP~?Vu) — div(|Vul|?*Vu),
que € conhecido como p&q—Ilaplaciano.

Em [IT] foi mostrado a existéncia de autovalores positivos para o problema
{ —div(|VulP~2Vu) — div(|Vu|T?Vu) = Ag(x)|u|P~?u, em RY,

para 1 < g < p < ¢* e A suficientemente grande. Vale a pena ressaltar que para este
operador obtemos equagoes com aplicacoes. Sabemos que esta classe de equagoes veio

inspirada num sistema geral de reagao-difusao dado por:
uy = —div(|VulP"2|Vu|) — div(|Vu|?2|Vul]) + c(z, u),

onde em linguagem de aplicacao, temos que a funcao u pode descrever concentracao,
densidade de alguma substéancia ou até mesmo populacao. A fungao c é dita ser um termo
de reagao e, a depender da aplicagao, ¢ normalmente é um polinémio em u com coeficientes
variaveis. As aplicagdes que apresentam tal comportamento estao em Biofisica, Fisica de

Plasma e modelos de reagoes Fisicas. Para mais detalhes, veja em [37], [22] e [27].

1
Exemplo 1.3. Se a(t) = 1+ ———=, entdo as hipdtese sobre a sio satisfeitas com
(1+1¢)7
c0=1,¢>0,ea=1 ee3 =0. Desta forma obtemos o operador:

p—2
L(u) = —div (]Vu|p2Vu—|— [Vup“vu >

(14 [Vulp)

que € uma perturbacao do operador p—laplaciano.

Exemplo 1.4. Seja a(t) = 1+t7% + 1p;2 . Temos que esta funcao satisfaz as hipdteses

(14+t) P
sobre a(t) come; =1, com i =0,1,3 e e = 2. Desta forma obtemos o operador

p—2
L(u) = —div(|VulP2Vu) — div(|Vu|T2Vu) — div < |Vul[P~2Vu )

—2
1+ [Vulp) 5
onde este é uma perturbagao do operador p&q—Ilaplaciano.

Desta forma, o sentido de generalidade que nés queremos transmitir sobre o operador

¢ dada da seguinte forma: como cada operador L(u) citado nos exemplos satisfaz as

hipoteses impostas sobre a(t), entao todos os teoremas que serdo mostrados no Capitulo



2 também serao validos para os problemas da forma

L(u) = Mu|[™"%u, em £,
u =0, em 02,

onde L(u) é dado por qualquer operador definido nos exemplos acima.
Agora vejamos entao os teoremas principais que demonstraremos no Capitulo 2. Para
este, nos dividimos em alguns casos, onde estes dependerao de p,q e m. Segue abaixo a

lista dos teoremas mostrados, comecando pelos que garantem existéncia de solucao:

Teorema 1.1. Suponha que a € CY(RY,RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m <
pe2 < p<gq. Entio para qualquer A > 0, o problema (2.1)) possui pelo menos uma

solugao fraca nao trivial.

Teorema 1.2. Suponha que a € CYR',RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m =
pe2<p<q. Entao existe uma constante \* > 0 tal que, para qualquer A € (A\**,4+00),

o problema (2.1)) possui pelo menos uma solugao nao trivial.

Teorema 1.3. Suponha que a € C*(RY,RY) satisfaz a hipdtese (a1), com2 < p <m < q.
Entao para qualquer X > 0 limitado inferiormente por uma constante \** > 0, isto €, para

todo A > \**, o problema (2.1)) possui pelo menos uma solugao nao trivial.

Teorema 1.4. Assuma que a € CY(RT R") satisfaz as hipdteses (a1), (as) e (a3) com
2 <p<qg<m<q". Entio para qualquer A\ > 0 o problema (2.1)) possuird pelo menos

uma solu¢ao fraca nao trivial.

Como o objetivo principal do nosso trabalho ¢é explorar a aplicacao de métodos
variacionais, nés provaremos novamente cada teorema anterior via outro método
variacional diferente, onde seré necessario acrescentar a hipotese (a3) junto as outras
hipdteses em cada teorema.

Ainda no Capitulo 2, demonstramos alguns resultados sobre nao existéncia, que sao

0s seguintes:

Teorema 1.5. Suponha que a € CY(R*,RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m =
p e 2 < p=gq. Entao existe uma constante \* > 0 tal que qualquer autovalor generalizado
A > 0 para o problema (2.1)), € limitado inferiormente por \*, ou seja, A > \*.

Teorema 1.6. Suponha que a € C*(R',RY) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m =
pe2 <p<q. Entao existe uma constante \* > 0 tal que o problema (2.1) nao possui

nenhuma solucao fraca nao trivial, para todo A € (0, \*].

Teorema 1.7. Suponha que a € C*(RY,RY) satisfaz a hipdtese (a1), com2 < p <m < q.
Entao existe uma constante A\* > 0 tal que o problema (2.1) nao possui nenhuma solugao

fraca nao trivial para todo A € (0, \*].



Como vimos acima, nosso operador envolvendo a(t) possui suas vantagens para
estudar. Tendo em vista esta afirmacao, muitos autores focaram neste tipo de operador
durante a ultima década, onde destacamos os seguintes trabalhos: [19], [20], [8], [7]
e [I5]. Vale citar também alguns trabalhos que envolvem este operador mas com
coeficientes variaveis, sendo estes: [23] e [24]. Também nesta linha sobre coeficientes
varidveis mas abordando problemas de autovalores generalizados envolvendo os operadores
p(z)—laplaciano e p(z)&q(x)—laplaciano, citamos os trabalhos: [36] e [30]. E vale citar
por tltimo o trabalho [31] também sobre autovalor generalizado, porém o operador deste

generaliza o operador focado neste trabalho.

Para o segundo problema, que é abordado no Capitulo 3, procuramos por existéncia e
multiplicidade de solugbes fracas para um problema semelhante ao problema (1.1]), porém

envolvendo uma perturbacao:

{ —div(a(|Vul?")|VulP-2Va) = Au|™2u+ plul*2u, em 9, 13)

u =0, em 02,

com 2 C R ¢ também um dominio suave e limitado, com N > 3, \, u > 0 sao parametros
reais positivos, m, s € R e a(t) é uma fungao que ira satisfazer as seguintes hipoteses. (a;)

existem constantes €; e ¢, com 1 =0,1,2e 3 e 2 <p < g < N tais que:
qa-p a-p
€0 +erH(es)t 7 <a(t) <e+et?», paratodot >0,

onde H é uma funcdo que satisfaz H(n) =0,se n=0e H(n) =1, se n > 0. Desta forma

definimos v da seguinte forma:
7= (1—H(es))p + H(es)q. (1.4)

Ao decorrer dos resultados, iremos precisar de alguma ou algumas das seguintes hipoteses
adicionais sobre a funcao a:
(as) existe uma constante real positiva « satisfazendo
1 t ¥ m
—a(t) < A(t)= [ a(s)ds, com — <a< —,
o 0 p p
para todo t > 0.

(a) existe uma constante real positiva a satisfazendo
1 ¢ y s
—a(t) < A(t) = | a(s)ds, com - <a< -,
« 0 p p

para todo t > 0.
(as) a aplicagao
t s a(t)t s



é crescente para qualquer ¢ > 0.

Existe um vasto histérico de autores que abordaram problemas com perturbacgao,
onde o operador é um caso particular do que estamos trabalhando, o qual é garantido a
existéncia e multiplicidade de solugoes. Vejamos alguns exemplos:

Em [I0], foi mostrado que existe infinitas solugdes para o problema

—Au = Mu|T% + pluP2u, em €,
u = 0, em Of),

para todo A\, > 0, quando 1 < ¢ < 2 < p < 2*. Temos que este problema em questao
generaliza, até certo ponto, o trabalho que desencadeou todo o estudo e que nomeou a
estrutura concava-convexa, visto em [3], onde o tema abordado é a mesma equagao acima
tomando p = 1 e envolve o caso critico, isto é, 1 < ¢ <2 < p < 2*. E em [3] a existéncia
é vinculada a A suficientemente pequeno.

Em [25] foi provado a existéncia de multiplas solu¢oes nao triviais para o problema

—div(|VulP~2Vu) — div(|Vu|T2Vu) = f(x,u), em Q,
u =0, em Of),

quando 1 < ¢ < p e f(x,u) é uma funcio continua em Q x R satisfazendo algumas
hipoteses dependendo de um parametro r € (p,p*). Temos que este problema engloba
outros, como por exemplo, problemas de autovalores e problemas quando a nao linearidade
possui uma perturbacao, sendo entao um importante exemplo relacionado tanto com os
problemas do Capitulo 2 quanto aos do Capitulo 3.

Os principais resultados mostrados no Capitulo 3 sao os que seguem:
Teorema 1.8. Suponha que a(t) satisfaz (a1) e (az), com 1 <m < s <~. Entdo:

e Se p <m entdo para cada A >0 e > 0, o problema (3.1) possui infinitas solugées

{u,} satisfazendo:

I(un) <0 e |lun]| — 0 quando n — oo.

e Se p > m entdao possuimos duas op¢oes:

i) existe \* > 0 tal que para cada X > \* e > 0, o problema (3.1)) possui infinitas

solugoes {u,} satisfazendo:

In(un) <0 e ||u,|| — 0 quando n — oo.

ii) existe pu* > 0 tal que para todo X > 0 e para cada p > p*, o problema ({3.1))



possui infinitas solugoes {u,} satisfazendo:
In(un) <0 e ||uy|| — 0 quando n — oc.

Teorema 1.9. Suponha que a(t) satisfaz (a1) e (as), com 1 <m <~y < s <~*. Entio

e Se p <m entdo para cada A >0 e > 0, o problema (3.1) possui infinitas solugées

{u,} satisfazendo:

I(un) <0 e |lun|| — 0 quando n — oo.

e Se p > m entao existe \* > 0 tal que para cada X\ > X\* e > 0, o problema (3.1))

possui infinitas solugoes {u,} satisfazendo:

Ia(un) <0 e ||uy|| — 0 quando n — oc.

e Se p > m entao existe u* > 0 tal que para cada pn > p* e A > 0, o problema (3.1))

possui infinitas solugoes {u,} satisfazendo:

I(un) <0 e |lun|| — 0 quando n — oo.

Teorema 1.10. Suponham vdlidas as hipdteses (a1), (ah) e (az), com 1 <m <y <s<
~*. Entao, existe \* > 0 tal que para todos 0 < X\ < \* e u > 0, o problema (3.1)) admite
infinitas solugoes {un,} para o problema (3.1) satisfazendo:

J(Un) — +o0 e ||UnH1,7 — 00, quando n — Q.

Teorema 1.11. Suponham vdlidas as hipdteses (a1), (ay) e (az), com 1 <m =7y <s <
~v*. Entao, existe A > 0 tal que para todos 0 < A < A e > 0, o problema (3.1) admite
infinitas solugoes {u,} para o problema (3.1) satisfazendo:

J(Un) — +00 ¢ ||Un||17 — 00, quando n — 0.

Teorema 1.12. Suponha que a(t) satisfaz as hipdteses (ay) e (az), com1 < s <y=m <

v*. Entao:

1. Sep > s existe \* > 0 tal que para 0 < A < \*, o problema (3.1)) possui pelo menos

uma solucao nao trivial com energia minima;

2. Sep<semiste \* >0 epu* >0 tal que para 0 < A\ < \* e para p > p*, o problema

(13.1) possui pelo menos uma solug¢ao nao trivial com energia minima;

Teorema 1.13. Suponham vdlidas as hipdteses (a1), (az) e (az), com 1 <y <m < s <

~v*. Entao para todos X > 0 e u > 0, existe infinitas solugées {u,} para o problema (3.1)



satisfazendo:

J(un) — 400 € |Jup|l1, —> 00, quando n — occ.

E por tltimo, no apéndice contém todos os resultados basicos que tornou todo este
trabalho possivel.

Gostariamos de enfatizar que esta dissertagao foi um estudo detalhado de duas classes
de problemas variacionais sendo que a primeira é basicamente o trabalho [9] dos autores
Giovany de Jesus Malcher Figueiredo e Sara Barile e para a segunda classe de problemas
tomamos como base as técnicas abordadas na tese de doutorado [32], da autora Amanda

Angélica Feltrin Nunes, em particular o caso concavo-convexo.



Capitulo

2

Existéncia de solugoes com energia minima

para um problema de autovalor generalizado

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia das chamadas solugoes fracas nao triviais, a

qual é definida formalmente na proxima se¢ao, para o problema

(2.1)

—div(a(|VulP)|[VuP~2|Vu|) = Mu|™%u, em €,
u =0, em 02,

onde 2 C RY é um dominio suave e limitado, N > 3,2 <p < N, A > 0 é um parametro
real, 1 < m € R, onde iremos detalhar mais a diante sobre sua localizacao na reta
comparado com p e por tltimo, relembre que @ : R* — R é uma funcao de classe C*
que satisfaz a seguinte hipotese:

(aq) existem constantes ¢; e ¢, com i =0,1,2e 3 e 2 <p < g < N tais que:
a=p a=p
co+et? <a(t) <e+etr, paratodot>0,

onde, em alguns casos especificos, precisaremos de alguma ou algumas das seguintes
hipoteses adicionais sobre a funcao a para alguns resultados:

m
(ag) existe uma constante real positiva a satisfazendo q < a < — tal que
p

1 t
—t < A(t) = / a(s)ds, para todot > 0;
o 0

(a3) a aplicagao
t s a(t)t s

9
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é crescente para qualquer t > 0;

(a4) as fungbes a e sua derivada a’ satisfazem

a(t)t < (%) a(t), para todot > 0.

Vamos agora aos detalhes sobre m. Iremos dividir o trabalho sobre o problema
em casos a depender das constantes p, ¢, p*, ¢*, m e m* e nestes nos fornecerao problemas
nos quais utilizaremos algumas ferramentas variacionais que garantem a existéncia ou nao
de solugoes. Sao os casos:

Caso I: 1<m<pe2<p<yg

Caso 2: 2<p<m<gq;

Caso 3: 2<p<g<m<q’,
onde cada um desses trés casos, além de ter pelo menos dois subcasos cada, eles também
tem algo em comum: todos os resultados contidos nestes casos assumem que a funcao a
satisfaz a hipotese (aq).

Para o Caso 1, teremos quatro subcasos a tratar, os quais serao:

Subcaso 1.1: 1<m<pe2<p<yg,

Subcaso 1.2: 1<m=pe2<p=qg<m*<p' =q"

Subcaso 1.3: 1<m=pe2<p<q.

Os dois primeiros subcasos possuem dois resultados cada um, onde mostramos a
existéncia de uma solugao fraca nao trivial associada a todo A > 0, onde no principal
teorema em cada subcaso garantimos esta existéncia através do Teorema de Weiestrass
Generalizado. Ja no segundo resultado, garantimos novamente existéncia de uma solugao
fraca nao trivial como no resultado principal, porém utilizando uma técnica variacional

diferente, a partir do Principio Variacional de Ekeland.

Ja nos dois ultimos subcasos, nos deparamos com uma classe de problemas especiais,
dado por:
—div(a(|Vul?)|VulP~2|Vu|) = AuP2u, em €,

(2.2)
u =0, em OS2,

onde estes generalizam um problema que muitos pesquisadores investigaram, que é o tipico
problema de autovalor para um operador p—Laplaciano (veja em [5]). Porém ha uma
distingao nos resultados de cada situagao. No Subcaso 1.2, possuimos apenas um resultado
que nos afirma que se a satisfaz a hipotese (a;) e se o problema admite uma solugao fraca
associada a A > 0 entao este parametro é limitado inferiormente por uma constante maior
que zero, ou seja, A > \* > 0. Ja no Subcaso 1.3, possuimos trés resultados onde o
segundo, e principal teorema, utiliza novamente a hipotese (a;) e o Teorema Generalizado
de Weiestrass para garantir a existéncia de uma solucao fraca associada a A\ desde que

A > A > 0, onde esta constante é definida no teorema. No terceiro teorema veremos
)
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novamente o que foi concluido no teorema principal, porém utilizando novamente o outro
método variacional, o Principio de Ekeland, onde este resultado assume as hipoteses
(a1) e (as). Agora, o primeiro resultado deste Subcaso é o primeiro resultado diferente
comparado ao que visto até o momento. Ele é difere no seguinte sentido: ele nos garante a
existéncia de uma constante A\* tal que se A € (0, \*], entao o problema nao possuira

solugao nao trivial, e entao termina o Caso 1.

Para o Caso 2, provamos resultados que afirmam o mesmo que o subcaso passado,
onde o resultado principal nos garante a existéncia de uma solugao fraca nao trivial para
A limitado inferiormente via Teorema Generalizado de Weiestrass, mas com uma diferenca
para verificar uma das hipoteses deste Teorema. O terceiro resultado nos garante a mesma
tese do teorema principal, porém utilizando o Principio Variacional de Ekeland. E por
ultimo, o primeiro resultado nos mostra que para A > 0 em uma vizinhanca pequena da

origem, temos que o problema nao possui solucao fraca nao trivial.

O ultimo caso, se divide novamente em dois subcasos, os quais sao tratados unicamente,
isto é, os resultados valem para ambos os subcasos, que sao:
Subcaso 3.1: 2<p=qg<m < p" =g
Subcaso 3.2: 2<p<qg<m <.

Nesta parte possuimos apenas dois resultados, onde o primeiro nos mostra que o
funcional associado ao problema em questao satisfaz a Geometria do Passo da Montanha,
e o segundo resultado nos garante a existéncia de uma solugao fraca associada a todo
A > 0.

2.2  Formulacao variacional e resultados preliminares

Nesta secao iremos detalhar nossa estratégia para a resolucao do problema juntamente

com algumas ferramentas utilizadas. Para isto, seja {2 um subconjunto suave e limitado
de RY, onde N > 3.

Definigao 2.1. Definimos o espago de Sobolev W*4(Q), com k > 0 um inteiro e ¢ > 1

como sendo:
Whs — {u e L*(Q) : D*u € L*(Q) para todo 0 < |a| < k}.

Este espaco é usualmente munido com a norma

1/s

fulles = [ S0 /Q|Dau|sd:c | (2.3)

0<|a|<k
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Vamos agora definir o espaco com o qual trabalharemos:

Definicao 2.2. Definimos o espag¢o de Sobolev Wg’S(Q) como sendo o fecho do conjunto
Cse(Q2) em Whs(Q), onde C5°(Q) denota o conjunto das funcgoes f :  — R de classe

C> com suporte compacto.

Observagiao 2.1. Neste trabalho denotaremos os conjuntos W*(Q) e Wi*(Q)

. k .
simplesmente por Wk e W"° respectivamente.

. 1 2 .
Tomemos k = 1 e s = g. Assim, temos o espago W,'? e que serda munido com a norma:

1/q
lullsy = (/ |Vu|qu) . (2.4)
Q

Observagao 2.2. Temos que a norma em (2.4) e a norma em (2.3) tomando k =1 e
s = q sao equivalentes em Wol’q (Lema .

Por Q ser limitado, temos valida a igualdade X = W,* N W,? = Wy o que se
demonstra rapidamente utilizando o Teorema [A.I] Este serd o espago que utilizaremos

ao tratar do nosso problema. Iremos munir este espaco com a norma
lull = llullp + [ullq,

no qual esta também é equivalente as outras definidas anteriormente ((2.3) e (2.4)) em
W,

Como nossa abordagem sera variacional, entdo procuramos solugoes fracas para o
problema por meio de pontos criticos para um funcional. Para isso, primeiramente

devemos dar uma definicao formal para o que seria uma solucao fraca.

Definicao 2.3. Seja u € Wol’q. Entao u é dita uma solugcao fraca para o problema {)

se satisfizer

/ a(|Vul|P)|Vu|P~*Vu - Vodz — )\/ |u|™ ?uvdx = 0, (2.5)
0 e
para toda v € Wy

Temos que esta equagao foi inspirada em um argumento visto no problema Laplaciano,

que pode ser visto em [I§].

Observagao 2.3. Temos que a solugao fraca estd diretamente associada ao valor X > 0,

ou seja, diremos que u serd uma solugdo fraca para um X > 0 associado.

Observacao 2.4. Apenas para caso de curiosidade, quando u € uma solucdo fraca
assoctada a A > 0, entao este A > 0 respectivo € dito um autovalor generalizado para
o problema (2.1) e u € sua autofun¢ao associada.
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Assim, baseado nesta definicdo, juntamente com as condicoes de crescimento

subcritico, vamos definir o funcional no qual iremos procurar seus pontos criticos:

Definicao 2.4. Definimos o funcional de energia Jy : Wol’q — R como:

1 A
Ju:—/A Vupdx——/ ul™dz, 2.6
A(w) pgﬂ ”) mQH (2.6)
onde p e m satisfazem as hipdteses definidas e A(t fo

Temos que esta expressao estd bem definida, isto é, estas integrais existem para toda

u e Wy, De fato, se u € Wy, temos pela hipotese (a1) que:

il = | [aqvapyac 2 [

IVl
// s)dsdzx| + ‘ / |u|™dz
m
[VulP
< // e +est v dsdaz—l——/ |u|"dx

= p/EQ\VuP’ —61|Vu\qu+—/ lu|"dx

= /|Vu|pdx+—/|Vu|qu—l——/|u|mdx

::?Wﬁ JH& MM

IN

1/m

onde |[ul|,, representa a norma em L™ dada por |ull, = ([, |u|"dz) ™. Agora, como

visto nos possiveis casos, temos sempre que m < ¢*, entao pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov (Teorema|A.2), temos que a norma ||ul|,, é finita. Portanto o lado direito da
desigualdade

€9 €3 A m
LMWSgwm+gwm+Ewm

é finito, donde concluimos que J, estd bem definido.

Vejamos agora uma importante propriedade deste funcional:

Teorema 2.1. O funcional Jy : Wy — R dado por

1 A
Ja(u) = —/A(]Vu]p)dx—a/ lu|™dz,
Q Q

p

com A(t) = fg a(s)ds, € de classe C', onde sua derivada de Fréchet é dada por:

(Jy(u),v) :/a(|Vu|p)|Vu|p_2VuVde—)\/ |lu|"2uvda, (2.7)
Q Q

para todo u,v € Wol’q
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Demonstragdo. Vamos definir primeiramente duas funcoes, a primeira é F} : Q x RY —s
R dada por:

ly[?
Filey) = [ alsds,
0
e a segunda serd F, : {2 x R — R dada por

|yl
Fy(z,y) = m/ s™ ds.
0

Entao para 0 <t < 1 e utilizando o quociente de Newton, obtemos:

dx

1/A(|Vu+th|p)—A(|Vu|p)dx B 1/F1(a:,Vu+th)—F1(x,Vu)
Q t b Ja

D » t

i/|u+tv|m_|u|mdx _ A/FQ(x,u—i-tv)—Fl(m,u)dx'

Assim, utilizando a hipotese (a1) sobre a funcdo a e aplicando o Teorema do Valor Médio
(ver |28, pagina 137]), existe 0 < 6 < 1 tal que, dado = € €,

|Fi(x,Vu + tVv) — F(z, Vu)| a(|Vu + 6tVo|P)p|Vu + 0tVo|P~! Vol
|t] - |t]
< e+ e5(|Vu + 0tVolP) 5 Ip(|Vu| + [Vo|)P=L Vol

< e+ es(IVul + Vo) TPlp(IVul + [V )P~V
= &|Volp(|Vul + [Vu)P~! + e5(|Vu| + [Vo )77 Vo],

Agora observemos alguns fatos: para prosseguirmos teremos que somar alguns
elementos especificos para chegarmos na desigualdade almejada, e estes elementos serao

dados a partir dos seguintes argumentos:

(IVul+ Vo)) = (|[Vul+[ Vo)~ (IVul+Vol) = (Vul+[Vo] ) Vo +([Vul+[Vo )P [Vl

e

(IVul+ Vo) = (IVul+[ Vo)) (|Vul+]Vo)

(IVul+ Vo) Vol +(|Vul+[ Vo )T [Vul.

Portanto, obtemos que

|Fy(x,Vu + tVv) — Fi(z, Vu)|
i

< &|Vulp(|Vu| + [Vo| )P~ + e3(|Vu| 4+ [Vo])17H Vol
< &|Volp(|Vu| + [Vo])P~ + ep(|Vu| + |Vo] )PVl
+e3|Voulp(|[Vu| + Vo)) i + e,p(|Vu| 4+ | Vo] )T Vul

= ep(|Vu| + |Vv|)? + esp(|Vu| + |Vo|)2
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Agora, como 2 < p < ¢, podemos aplicar o Lema[A.4] e obtermos que:

|Fi(x, Vu+tVv) — Fi(x, Vu)|

m exp(|Vu| +[Vo|)P + esp(|Vul + [Vo])?

IN

< @p2PH(|Vul? + [VulP) + e3p297 1 (|Vul? + |[Vvl?)

e L'(Q),

onde esta tultima afirmacao é facilmente vista pois como u,v € VVO1 ! entao por uma
aplicagao direta da Desigualdade de Hoélder (Teorema [A.1)), temos que estas também

< 1
estao em W,™.

Facamos a mesma estratégia utilizando Fy(z,y): para 0 < ¢t < 1, temos:

i/ lu+ to]™ — |u| dx:i/F2<x’u+tv>_F2($’u)dx.

Assim, aplicando novamente o Teorema do Valor Médio, obtemos que existe 0 < 6§ < 1

tal que:
Fy(z,u+ tv) — Fy(z,u) - mlu + Otv|™ | 0tv)|

t - 2

< m(ful + [v))™ ol

Devemos agora somar um elemento especifico para obtermos as condigoes de aplicar o
Lema[A.4l Observe entao que:

m(Jul + [o))" Mol < m(ful + o)) ol + m(u] + o) ul
= m(Ju| + o))" (o] + Jul) (2.8)
= m([ul +[o])™.
Entao pela equagao , por m > 1 e pelo Lema obtemos entao que:

Fy(z,u+tv) — Fy(x,u)

; < m(jul + o)™ ol
< m(ful + )"
< 27 m(Jul™ + [v|™) € LY(D).

Assim, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema [A.3)), obtemos que:

14 D

lim Fi(x,Vu+tVv) — Fy(z, Vu)

t—s0+ t

PY __ p
1 /A<|Vu+m|> A(Vap) 1 / da
Q Q

= /a(|Vu\p)|Vu|p_2Vu-Vvdac
Q
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|u + to]™ — |u|mdm _ i lim Fy(z,u+tv) — Fi(x,u)
t—0t m Jq t Qt—0+ t

= / |u|™ ?uv da.

Agora, falta apenas provar que esta derivada é continua. Para isto utilizaremos novamente
a Desigualdade de Holder (Teorema [A.1]) da seguinte forma:

dx

‘/ a(|Vul?)|[Vu|P~*Vu - Vuda
Q

‘/ (€2 + 3| Vu|"?)|[Vu|P~2Vu - Vude
0

<

/ | VulP?Vu - Voda
Q

+

e (/(|Vu|p 15 ld:c) (/ \Vv|pdx>
ey (/(|vu|q 1! 1dx) (/ |vu\qu)

= aluli; vl

/ s ([Vul?P) Va2V - Voda
Q

T ol

Agora para segunda componente da derivada, obtemos pelo mesmo argumento:

Teo. [AT] m mW:l i
/ T A( / <|u|m-1>m—1dx) ( / <|v|>mdx)
Q Q Q

= Al ol

A

Ou seja, concluimos que os operadores definidos como as componentes da derivada
(Ji(u),v) sao limitados e, portanto, continuos, e isto conclui o que querfamos

demonstrar. O

Vimos entao acima que o funcional J, é continuo e possui derivada continua. Agora,
vejamos qual a relacao entre a derivada do funcional com as solugoes fracas para o

problema.

Definicao 2.5. Seja E um espaco de Banach e ¢ : E — R um funcional. Entao dizemos

que o funcional possut um ponto de minimo global se existir w € E tal que:
p(w) < p(v), Vo € E,

ou seja,

p(w) = minp(v).
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Agora vejamos o seguinte lema que utilizaremos em todo resultado deste capitulo.

Lema 2.1. Suponhamos que o funcional Jy definido em ([2.6|) possui um ponto de minimo
global w € Wol’q. Entao w € uma solucao fraca para o problema 1)

. ) . 1
Demonstragao. De fato, como w é ponto de minimo, temos que, para h € W%

Ty(w + th) — Jy(w) > 0.

Entao: P h ; 7 h ;
lim Mw £ )_ ’\(w)ZOe lim NChali )_ ,\(w)<0.

t—0+ t t—0— t -

Assim, como sabemos que este quociente é a derivada de J, em w e sabemos ainda
que esta derivada existe pois demonstramos que Jy ¢ de classe C' no Teorema temos
entao que o limite acima tem que ser igual a zero e, entao, concluimos que w é uma

solugao fraca para o problema. O

Com o resultado acima, concluimos nossa argumentacao de como iremos tratar do
nosso problema, que é a busca por pontos criticos para o funcional Jy. Assim, precisaremos
de resultados que nos garantam a existéncia destes pontos, e para isto utilizaremos
os chamados resultados variacionais que sao os seguintes: o Teorema Generalizado de
Weiestrass (Teorema , o Principio de Ekeland (Teorema e Corolario e por
ultimo quando o funcional satisfizer a Geometria do Passo da Montanha, utilizaremos o
Teorema
Vamos definir alguns conceitos que utilizaremos ao decorrer do trabalho. Para isso seja

E um espaco de Banach.

Definicao 2.6. Dizemos que uma funcao ¢ : E — R € fracamente semicontinua

inferiormente se para qualquer sequéncia {u,} C E com u, — u em E tivermos

o(u) < liminf p(u,).

n—>-+400

Definigao 2.7. Dizemos que uma fungio ¢ : E — R € coerciva se p(u) — oo sempre

que |ju|| — oo.

Definigao 2.8. Dizemos que I € CY(E,R) satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel
¢ se toda sequéncia (PS)., isto €, se {z,} C E, com I(z,) — cem E e I'(x,) — 0 em

E', quando n — 0o, possuir uma subsequéncia fortemente convergente.

Agora, usando os argumentos de [20], Lema 2.4| provaremos o seguinte lema que nos

serd muito util em algumas demonstragoes.

Lema 2.2. Suponham wvdlidas as hipdteses (a1) e (a3) sobre a fun¢ao a e suponha

2 < p < q. Entao, para todos z,y € RN, vale a sequinte desigualdade:

(a(|z[P)2P=2 2 — a(ly) |y~ -y, 2 — y) = Cilw — y[P + Colo — y|,
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onde {-,-) € o produto interno usual do RY.

Demonstracao. Notemos primeiramente que

N
(a(jz ")~z —allyl") |y~ -y, 2 —y) :Z (") P25 — allyP)ylP~2y;) - (25— u;)-
(2.9)
Notemos também que, para todos zn € RY e pela Regra do Produto, obtemos:
Y Al )
Z all=) = - z)my = Y [( o all2PDI %) + (all=P) (|l zj>] iy
j=1 i,j=1 “i “i
al 1
= Y d (2Pl =z
i,j=1 |Z|
1
+a(|z[?) {(p - 2)1211073@%2’]' + !Z\pQ(Sz’j} }771'77;'
N
= Z (|2 P)pl=~ zizymim;
ij=1
N
Z (1217 (p = 2)|2["~ zizmim;
N
Z (121) 2726 55mim; -
(2.10)
Portanto,
N N
Z a(|z[")|2|"2z)min; = a(|2]P)(p — 2) 2P~ (Z wmw)
o = (2.11)

N
+a(|zP)] 2P 2n|* + pa’(|2]P)| =~ (Z Zﬂj”i%) :

1,j=1

: L. N . . .
Observemos agora o seguinte, se no somatorio Zm.zl ziz;nn; fixarmos o indice j e

variarmos o indice 7 temos que:

N N N N
E 2iZinim; = E zZ12;mnj + E ZozimaMj + ...+ E ENZFTINT] -
ij=1 j=1 j=1 j=1
~ . N N .
Entao se reorganizarmos os termos e colocarmos » =1 %1 em evidéncia, obtemos que:

N N N N N 2
Z zizmin; = (zim+22me+. . +2N1N) Zzﬂlj = (Z Zﬂ?j) (Z Zﬂlj) = (Z Zﬂb’) -
j=1 j=1 j=1

ij=1 j=1
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Assim, substituindo em ([2.11]), obtemos que

- 0 VP2 . 2 Vs — NZ..2ZP—4aZp _ a' (1217)] z|P
; azi(““Z' )|zl pmin; = (; ﬂ?y) 27 a(|2[P) (p — 2) + pd(|2]")|2["] (212)

+a(|2f?) |27~ .

—2
Pela hipotese (a3) temos que a aplicac¢ao a(t)tpT é crescente e portanto sua derivada é

positiva, ou seja,

(@07 = a5 + at)L =247 > 0. (2.13)

Aplicando esta derivada no valor |z|P; e utilizando o fato de que p > 2, obtemos que:

-2 -2

(1217 = d/(]2")|22 + a(|2") B

d(12)(12")% + a(|2) 27> 0. (214)

Agora, se multiplicarmos p e depois multiplicarmos |z|? de ambos os lados em ({2.14)),

obtemos que
[a([z[")(p — 2) + pa’(]2]")|2["] = O, (2.15)

onde o lado esquerdo desta desigualdade é igual a da equacao entre colchetes em ([2.12]).

Entao, com esta informacao concluimos que

N
0 _ _
> 5, (allzl”)]=” 2o zming > a(|2P)]zP72 0. (2.16)
ij=1 """

Por outro lado, observe que se |y| > |z|, entao:
|z =yl < lz[ + [y < [yl + [yl = 2Jyl,

donde concluimos que
1
e — vl < lyl.
517 =yl <yl
Temos por desigualdade triangular que

ly +t(x —y)| > [ly| — [tz —y)||-

Entéo, se ¢ € [0, 1], temos:

vV
=
|
=
s
|
<
=

ly +t(z —y)|

v
pdlan
S
|
=
|
=
8
|
=

) (%—t) .y (2.17)
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1

A tltima desigualdade se verifica observando que ; — ¢ é uma fungao decrescente que

atinge o valor minimo no ponto ¢t = 1/4. Agora, se tomarmos z = y+t(x—y) en =z —y,

vamos demonstrar que a seguinte igualdade ocorre:

N
a2, — ally) ) - (2; — u) / a2l
j=1 INES 1

(2.18)
De fato, como ‘Z" = x; —y; = 1;, entao desenvolvendo o lado direito da equagao ([2.18))
temos:
a2z mnydt = Z / a2l i,
2,7=1

dz;
al|2P) =22 =Lt (2.19)

:Z/
:Z/

Por outro lado, utilizando a regra da cadeia obtemos:

a(|2I?)|2[P 22 dzim;.

d P p—2 — P p—2
@l z) = V((al(l2)|2l"%) - (& — y)

a(|z[P)]21P~22;)m (2.20)

0 dz;
_ § p p—2, v
: az(a’<|z| )|Z| Z]) dt .

Assim, pelo Teorema Fundamental do Calculo juntamente com a equacao (2.20]) e pela

defini¢ao de z obtemos:

Yot & g dz; al
S [ S getapar e Gam = Y]
j=170 =1 ¥ =1
N
= > fallal?) ol 2a; = ol )y >u5]
j=1

Assim, finalmente concluiremos a desigualdade desejada, pois utilizando a hipotese (a)
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juntamente com as equagoes (2.9)), (2.16), (2.17)) e (2.18) temos:

_ _ 12.9)
(a2 ]?) 2?2z — a(lylP) |y~ -y, @ — y)
N 12.17))
> (a(lzP) a2z — ally )y~ 2y;) - (2 —w;) =
j=1
12.16))
a(|2[P) 2P~ 22 )nimydt. =
4,j=1
(a1)
/ (el e~ yPdt 2
0
1
/ (o + e]2|"P) 2P Pe — ylPdt =
0
!
| ke =yl 4 alelr 2o - yPar
0
1 e —ylP? eyl
|l =yt et e s~
1 €0
_ p _ q _
/0 ==l [419—2] +lz =yl [4q 2] i =
A
‘x y‘ |:4p 2 + |x y| 4(] 2"
onde se tomarmos C; = 4;—22 e Cy = % concluimos o resultado. O

Observacao 2.5. Nds adaptamos a demonstra¢ao vista em [20, Lema 2.4] e assim
demonstramos um caso mais geral, onde também sequem como consequéncia as duas

desigualdades abaixo.

(a(|zP)|z[P~2 -z — ally[")|y[*~* - y,x — y) > Clz — y[?

()"~ 2 = allyl")lyl"™* -y, 2 —y) > Clo —y|".

Proposicao 2.1. Suponhamos vdlidas as hipdteses (a1) e (as) sobre a fung¢do a com
2<p<gqgel <m<q* Seja{u,} C Wol’q uma sequéncia de Palais-Smale no nivel
c em relagao a Jy e limitada em Wol’q. Entao esta sequéncia possut uma subsequéncia

1
fortemente convergente em Wy

- A s s 1
Demonstragao. Pela sequéncia {u,} ser limitada em W%, temos pelo Teorema que
: 1 1 o ) A
existe u € Wy'? tal que u,, — u em W,?. Nosso objetivo serd provar a convergéncia forte

1q
de u, para u em W,
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Assim, temos:
(Ja(un) = Jy(w), un — u) = (J3(un), tn — u) — (J3 (), up — w)

_ /Q (Vi) VetV ) - (Vi — Va)da
) /Q (un| ™20 - (1, — )z

) (/Q<a<|w|p>|w|p-2w> (Y, = Vu)da

—)\/Q(|u|m_ w) - (uy — u)dx)

= /(a(|Vun|p) IV, |P 2 Vu,—a(|Vul|P)| VulP?Vu)-(Vu,—Vu)dz
0

—)\/(|un|m_2un — |u|™ ) - (un — u)dz.
0

E portanto, obtemos a importante igualdade
(N\(un) = S (w), un —u) = /Q (a(!Vun\p)IVunlp_QVun
—a(IVu|p)|Vu|p2Vu) - (Vu, — Vu)dz (2.21)
Y /Q(]un]m2un = 20 - (u, — w)da

Como {u,} é uma sequéncia (PS), fracamente convergente em W,'? e também J'(u) €
(Wol’q)’, isto é, no dual de Wol’q, entdo por uma Proposi¢ao (ver [12, Proposigao 3.5])
obtemos:

(Jy(u), uy —u) — 0.

Agora, como {u,} é limitada, temos entdo que |u, — u| também é limitada e por
Ji () — 0 em (W) temos:

[(JA(un)s un — u)| < ”Jl(un)“(wol’?’)/ [tn — ul| — 0.

Portanto, segue que:

(N(un) = Jy(w)un =) = (Jy(un), un = w) = (Jy(w), un — u)

2.22
— o). (2.22)

quando n — oo. Agora, usando a Desigualdade de Rellich Kondrachov (Teorema [A.2))
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e a Desigualdade de Holder com k =m e k' = -+ obtemos que:

m—1

< (/Q(|u|m‘1)”3n1dx)m (/ﬂ [in —“'mdl"y (2.23)

= Julm ™ lun — ullm — 0

/ lu|™ ?u(u, — u)dz
Q

m—1

< (/Qﬂwm‘l)’“x) m (/Q'“"_“'mdx) (2:24)

= ualls ™ N = wflm — 0.

3=

/ |un|m_2un(un —u)dz
Q

Portanto, obtemos que por (2.23) e (2.24)
/ (™20 = [0 20t — w)dar = / ™1t (1 — )
Q Q
+/ ’u|m72u<un —u)dx (225)
Q
= o,(1).

Assim, aplicando as informagdes obtidas em ([2.22)) e (2.25) na equagao (2.21]), obtemos

que
/ (a(|Vun|P) |V P2V, — a(|Vul?P)|VuP~Vu) - (Vu, — Vu)dr =
Q

(J5(uy) — S5 (u), up — u) + /\/Q(|un|m_2un — |u|™u) - (up —u)dr = o0,(1).
Agora, pelo Lema [2.2] segue que para x = Vu, e y = Vu:
0 < C|Vu, — Vul? < (a(|Vu,|P)|Vu, P2 Vu, — a(|Vul?)|VulP2Vu, Vu, — Vu). (2.27)
Assim, integrando em (2 e utilizando a equacgao obtemos que:
Cllug —ullf, < /Q(a(|Vun|p)]Vun\p2Vun — a(|Vul?)|Vu|P~*Vu) - (Vu, — Vu)dx

= o0,(1),
no que implica |lu, — ul|1,4 = 0,(1), donde concluimos a convergéncia forte pelas normas

||l e -], serem equivalentes. O

Lema 2.3. Suponha que o funcional Jy seja coercivo em Wol’q, onde p < q. Entao, toda

sequéncia de Palais-Smale € limitada.
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Demonstragao. De fato, seja {u,} uma sequéncia (PS). e suponhamos por contradi¢do
que {u,} nao seja limitada. Assim |lu,|| — oo e, portanto, pela coercividade de J,
obtemos que |Jy(u,)| — 00, 0 que contradiz a hipotese de que Jy(u,) — ¢ por {u,}

ser uma sequéncia (PS)., donde concluimos que {u,} é limitada. O

2.3 Demonstrando os resultados principais

Neste capitulo, demonstraremos os resultados de existéncia de solugoes fracas a
depender das condigoes impostas para p, ¢ e m juntamente com as condigoes sobre a
funcao a. Como ja comentado anteriormente dividimos em 3 casos gerais, onde estes
possuem subcasos. Mas antes disso, demonstraremos um resultado que utilizaremos com

grande frequéncia, que é semicontinuidade fraca inferior do funcional Jy quando m < gq.

Lema 2.4. Suponha que a € CY(R*,RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 <m < qe?2 <

. . . , . : : 1,
p < q. Entao o funcional Jy € fracamente semicontinuo inferiormente em Wy'?.

Demonstra¢do. Tome {u,} C Wy? fracamente convergente, isto é, u, — u em Wy
Agora, novamente pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema , a imersao de
Wol’q em L"(2), onde r € [1,¢*), é compacta, e como consequéncia, obtemos que u,, — u
em L"(2). E como m < ¢, entdo esta sequéncia também converge forte em L™ (2) e isto,
juntamente com o Lema de Brézis-Lieb (Lema , mostra que

/ |up|"de — / |u|™dz, se n — oo. (2.28)
Q Q

Ou seja, temos:

lim |un|"dx zlimsup/ |un|"dx = liminf/ |un|"dx = / lu|™dz.

n—aoo 0] n 300

Além disso, pelo Lema de Fatou o funcional
PN / A(Vul)da (2.29)
Q

é fracamente semicontinuo inferiormente, isto é,

/ A(Vul)dz = / lim inf A(|Vun|P)dz < lim inf / A(|Vup|P)dz. (2.30)
Q Q "o n—00 0

Assim, por (2.28) e (2.30]), obtemos que:
1 A
liminf Jy(u,) = —liminf/A(|Vun]p)dx—— lim / |un|"dx
Q m n—oo o

n—oo p n—oo

| A
—/A(]Vu|p)dx——/ | dz
PJa m Ja

v
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Portanto, J, é fracamente semicontinua inferiormente. ]

Agora sim, vamos aos casos!

24 CASOLl:1<m<pe2<p<yq

Vejamos seus subcasos. Para isso, em cada subcaso iremos primeiramente demonstrar
algumas propriedades, tais como propriedades relacionadas com a geometria do funcional

Jy, que serao uteis para mostrar os resultados principais.

241 Subcaso 1.1: 1<m<pe2<p<gq

Antes de abordarmos o teorema principal deste subcaso, vejamos alguns alguns

resultados.

Lema 2.5. Suponha que a € CY(R*,R") satisfaz a hipétese (ar), com 1 <m <pe?2 <

p < q. Dessa forma temos que o funcional Jy é limitado inferiormente em Wol’q.

Demonstra¢ao. Vamos observar que, utilizando a hipotese (a1 ) juntamente com o Teorema

de Imersao Continua (ver [I2, Corolario 9.15]), obtemos que, para qualquer u € W™

1 A
I (u) = —/QA(]VuP)dx—E/Q\u]md:U

p

1 [Vul? A
= —/ / a(t)dt | de — — [ |u|"dx
DJa \Jo mJa

(a1) 1 [VulP
> —/ / o+ et dt d:r;——/\u]mdx

p 0 (2.31)
= /\Vu\%x%——/ |Vu |qd3:——/ |u|"dx

= 2l —H 14 ——||u||m

= o el + il = 2 Clluli

Agora, considerando o caso p < ¢, temos de (2.31]) que

€1 A m
Ia(u) = EHUIH,q—ECIIUIh,q (2.32)

Assim, definimos a fungao baseada no lado direito da desigualdade acima ¢ : [0, +00) —

R por:
o(t) = Lpr - Xogm

q m
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(t)

Temos que ¢ é continua em [0, 00). E como m < p < ¢, temos que T — +00 quando

t — 0. De fato, como ¢ > m > 1, temos que:

o) _ Gl o
B t
A
= ¢m- [e—ltq—m . —O} — oo,
q m

se t —» 00, entao o resultado segue. Assim, para qualquer K > 0, existira ¢, > 0 tal
9(t)

que —~ > K, para todo t > to. Além disso, temos que Jy(u) > ¢(||ull1,4), para qualquer
u € Wy, Assim:

1. Se ||u||14 > to, entao Jy(u) > ¢(||ul

1g) > Kllullrg > Kto;
2. Se ||ull14 < to, entdo Jy(u) > C, com C = min{p(t) : 0 <t <ty}.

Isto conclui que para todo A > 0, temos que J, ¢ limitado inferiormente no caso em que

p<gq.
Por outro lado, quando p = ¢ temos de (2.31]) que

(€0 +€1)

A
Ia(u) = lully, = —CllullF- (2.33)

Dai, definimos a fungéo ¢ : [0,+00) — R pela seguinte regra:

ota),  Aom
P m

o(t) =

(1)

Temos que ¢ é continua em [0, 00). E como m < p, temos que T — +00 quando

t — 0. De fato, como p > m > 1, temos que:

o)y _ - o

t t

A
—<€0 i 61)tp_m —(C—| — o0,
p m

tm—l

se t —» 00, entao o resultado segue. Assim, para qualquer K > 0, existira to > 0 tal que

t
@ > K, para todo t > to. Portanto, temos Jx(u) > ¢(||ull1,), para qualquer u € W,*.
Assim:

1. Se ||ull1p > to, ent@o Jy(u) > o(||ull1,) > K|lull1, > Kto;

2. Se ||ull1p < to, entdo Jy(u) > C, com C' =min{p(t) : 0 <t <tp}.

desta forma, concluimos que para todo A > 0, temos que J, é limitado inferiormente

quando p = q. O
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Lema 2.6. Suponha que a € C'(RT,R") satisfaz a hipdtese (ay), com 1 <m <pe?2 <

. . . ‘ 1
p < q. Entao o funcional Jy € coercivo em Wy

Demonstrag¢ao. No caso p < ¢, utilizando a equagao (2.32)) juntamente com a condigao

q > m > 1 obtemos que:

A

€1 A
w2 Ll = 2O, =ty |2l - 2] —
quando ||ul|1, — 00, 0 que demonstra a coercividade.
Por outro lado, no caso p = ¢, segue da equagao ([2.33]) juntamente com a condicao

p>m > 1 que:

1p

(60 + 61) A m m (60 + 61)
D) = ———|lullt, = —Cllully, = |[ull{ T”“

pm_£4
p

quando ||ul[1, — 00, 0 que demonstra a coercividade. O
Agora vejamos os resultados principais para este caso.

Teorema 2.2. Suponha que a € C'(RT,RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m <
pe2 < p<gq. Entio para qualquer A > 0, o problema (2.1)) possui pelo menos uma

solugao fraca nao trivial.

Demonstragao. Iniciaremos com o caso p < ¢. A ideia desta demonstragao ¢ utilizar o
Teorema de Weiestrass Generalizado para garantir que o funcional J, admite um ponto
de minimo em VVO1 1 e este serd nosso candidato a solucao. Para isto, veja que as duas
hipoteses deste resultado sao satisfeitas: pelo Lema temos que Jy é coercivo e pelo
Lema [2.4] J, é fracamente semicontinuo inferiormente. Assim, pela Generaliza¢ao do
Teorema de Weiestrass (Teorema , garantimos a existéncia de um ponto de minimo
global w € Wy (), ou seja,
Jy(w) = min J,(u).

uEW()l’q

Primeiramente pelo Lema [2.1], temos que w é uma solugao fraca para o problema.

Vejamos agora que w # 0. Para isso sejam u € Wol’q, com u # 0 et > 0. Temos que:

J)(U))

IN

J)\ (tu)

1
= = [ G- 2 [ s
(al) |Vtu\p
< // 62+€38 5 dsdr — —/ |tu|™ dx (2.34)

- ﬁg/wwm+ig/www——/mmw
p Q q Q m Jao

€3 A
— tm pm _tqm q _ m .
2ol + Sl - 2l

7p
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Assim, como ¢ > p > m > 1, temos que existe t* > 0 suficientemente pequeno tal que :

€9

el > @ ulli, + 2@ i,

Portanto, para o mesmo t*, segue que

woym | €2 /s\p—m €3/ 4\qg—m A m
Ja(w) < (t7) ;(t P ullf, + E(t ) lulltg = llulli) < 0.

Como isto ocorre para todo A > 0 e por Jy ser um funcional com J,(0) = 0, temos que
ter entao w # 0.

No caso em que p = ¢, os argumentos sao similares; sendo que devido aos Lemas
e [2.6) a Generaliza¢ao do Teorema de Weiestrass (Teorema [A.5), nos fornece o ponto de
minimo global w € VVO1 (), o qual, pelo Lema , é uma solucao fraca para o problema.

Para mostrarmos que w # 0, veja que se u € Wol’p, com u # 0 et > 0. Temos que:

J)\(U}) S J,\(tu)

a e p= A
() £ p= <w) tp/ \Vu\pdx——/ [tu|"dx
p Q m Jo

m 62+€3 —m )\ m
~ [(—)t ||u||’f,p——||u||m].
P m

Desde que p > m existe t* > 0 suficientemente pequeno tal que :

A m
=l >

Assim, para o mesmo t*, segue que

€9 + €3

) Pl

€2 + €3
p

* * — )\
nw < @ [(252) @yl - S1az] <o
Consequentemente como isso ocorre para todo A > 0 e por Jy ser um funcional com
Jx(0) = 0, temos que ter entao w # 0. O

Agora, como complemento, demonstraremos o proximo resultado. Ele possui a mesma
tese do teorema anterior, isto é, a existéncia de uma solucao fraca nao trivial para cada

A > 0, porém utilizando o Principio Variacional de Ekeland.

Teorema 2.3. Suponha que a € C*(R',RY) satisfaz as hipdteses (ay) e (az), com
l<m<pe2<p<q. FEntio para qualquer X > 0, o problema (2.1) possui pelo

menos uma solu¢ao fraca nao trivial.

Demonstrag¢ao. Neste teorema vamos aplicar o Principio Variacional de FEkeland

(Corolario [A.1)), o qual garantira a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale {u,} C
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1 A A .
Wy, em que provaremos que esta sequéncia, a menos de subsequéncias, convergira para

nosso candidato a solugao.

No caso p < ¢, temos pelo Lema que J) € C’l(WO1 1 R) é limitado inferiormente em
Wy, Assim utilizando o Corolério com E =Wy? e I =Jy, obtemos a existéncia de

uma sequéncia {u,} € W, tal que

Ia(up) — inf Jy(u) e Jy(up) — 0 em (Wy?)', quando n — oo.
ueWy?
Pelo Lema temos que o funcional é coercivo. Portanto pelo Lema temos que {u,}
¢ uma sequéncia limitada e pela Proposigao garantimos que existe u € VVO1 4 tal que, a
menos de subsequéncias, u,, converge forte para u em W,'?. Como u, converge forte para

u, segue da continuidade de Jy que Jy(u) = ¢ = imf1 Jx(v), ou seja, u é ponto de minimo
(S 0’p

global para Jy. Assim, u é uma solugdo fraca para o problema pelo Lema 2.1 Esta é
nao nula para todo A > 0 pois como vimos no teorema anterior, o minimo do funcional é
negativo, isto é, Jy(u) = C < 0.

A demonstracao para o caso p = ¢ € igual a prova acima, trocando apenas o espago
W, 7 pelo espago Wy O

242 Subcaso1l2: 1<m=pe2<p=qg<m*=p"=q"

Para os préoximos teoremas, serao necessarias algumas informagoes sobre um problema
bastante abordado por alguns autores, o tipico problema de autovalor envolvendo o

operador p-Laplaciano que é dado por:
— div(|Vu|T?Vu) = Au|?™? em Q, (2.35)

onde u = 0 em 0f2. Utilizaremos o primeiro autovalor para este problema, o qual minimiza

o chamado Quociente de Rayleigh (veja [21]), que é dado pela equagao:

Jull
A = inf q
W= Tl

(2.36)

Observacgao 2.6. Temos que este autovalor estd relacionado com uma autofunc¢ao ¥ que

possui algumas propriedades que utilizaremos:

1) Podemos normaliza-la de duas formas: Se v, = entdo ||¢g|l, = 1 e, por v, ser

A
I
uma solugao fraca para (2.35)), temos:

/ Vigglidz = M(q) / [yl (2.37)
Q Q
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donde concluimos que

14allt,q = Aa(g)- (2.38)
Agora, se iy, = ﬁ entdo ||11 4|l =1 € pela equagao (2.37) obtemos que:
7q
[0l = N (2.39)
T M)

Para mais detalhes deste assunto citaremos [J] como referéncia.

2) Seja ¢ € Wol’p a autofuncao associada a A\i(p). Queremos concluir que ¥ € Wol’q para
p < q. De fato, temos que existe 8 > 0 tal que 1 € CYP(Q), ou seja, tanto 1 quanto suas
derivadas sao Holder continuas em 0 (veja em [26, Teorema 4.8]), e por Q2 ser limitado,
seque que Y e sua derivada sao limitadas, ou seja, estao em L>®(Q2). Com isto, seque que

suas normas em LI(Q2) sao limitadas, ou seja, |||, < 0o e ||V|, < co. Portanto, seque
que ¢ € W9,

Vejamos agora o principal resultado para este caso:

Teorema 2.4. Suponha que a € C*(R',RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m =
pe2<p=q<m*=p"=q". Entao existe uma constante \* > 0 tal que se A\ > 0 for
um autovalor generalizado de (2.1)) entao A > \*.

Demonstragao. Tome Ai(p) como em (2.36). Como estamos no caso p = ¢, entao
denotaremos A(q) como A(p). Portanto, para todo u € Wol’p \ {0} e para A > 0 obtemos

que:
Jl?
A < »p
s LR
Jul?
& Julp < —Al(;’f (2.40)
Jul?
= AMullr <X L
fully < A

Agora, se u # 0 for uma solugao fraca para (P,), entao utilizando a hipotese (aq), a

equagao ([2.40) e m = p = q obtemos que:

(o +e)ullf, = /(eo+61]Vu]qu)]Vu|pd$
Q

(a1)
< /a(]Vu|p)|Vu|pdm

Q
= )\/|u|pda:
Q

= Aluly
NI

A1(p) 7
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o que implica que
(co +e)Ai(p) < A

Portanto, se 0 < A < (e + €1)A\(p) = A" entdo a solugdo tera de ser a solugdo
trivial, caso contrario, a desigualdade construida nao seria satisfeita, o que completa

a demonstracao. O

24.3 Subcaso1.3: 1<m=pe2<p<qg<(’

Vejamos primeiramente alguns argumentos que iremos utilizar no decorrer dos

resultados. Primeiramente pela hipotese (a;), temos que:

1 1 [Vul|P
L / A(VuP)de = * / / a(t)dt | da
b Ja P Ja 0
(a1) 1 [VulP v
2 —/ / €0+E1t7dt dx
PJa \Jo (2.41)

= 6—0/|Vu]pda:+6—l/]Vu]qda:
P Jo q Jo

€0 €1
= —lullf, + 5|Iull‘{,q-

Agora, pela defini¢cao de A\i(q), temos que por ser um infimo entéo:

lall?,
Mi(g) = inf A < 4
o=l Tl S Tl

para qualquer u € VVO1 I\ {0}. Assim, observe que:

Jull

)\ < )q
N

o M@z < Julf,

(2.42)

P
o M@t < Jul,
P
u
o —fup > -k
>\1(Q)q

Demonstraremos agora as propriedades geométricas satisfeitas por .J, para este caso:

Lema 2.7. Suponha que a € CY(RT,R") satisfaz a hipdtese (ay), com 1 <m =pe?2 <

p < q < q*. Dessa forma temos que o funcional Jy € limitado inferiormente em Wol’q.

Demonstragao. Pela equagao ([2.41)) sabemos que:

1/ €0 €1
= | A(VulP)dx > =l + =||ul|? .
) (Vul?) p|| 17, qH 19,
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Portanto, pelo Teorema |A.1| com k = q e k' = temos que:
q—7p
O /A V) dm——/ ufPdz
< Dl + L, -2 [ o 1o

p a—p
TeolATl € €1 /\ q q e <
g, St -2 ([ qumian) ([
p q p Q Q

€0 €1 A
= —lulli, + —HUII?,q - ];CIIUHZ

v

|| ulliy — —CHUH :

9—pP

onde C' = </Q(1)qudx)q.

Aplicando a desigualdade em ([2.42)) na equagao acima obtemos que

€ - € A
Ja(u) = éIIUII‘f - —CIIUII” : || ullfy — —C'II ullf 4
onde ¢ = ———— | donde concluimos que
(AM(g))e
€1 q A ’ P
Ja(u) = gHu i ]30 [[ul[7 q- (2.43)

Agora defina a fungao baseada no lado direito da desigualdade acima ¢ : [0, 4+00) —

R dada por:
A
o(t) = L9 — 2o,
q p

Temos que ¢ é continua em [0, 00). E como p < ¢, temos que — 400 quando t — 0.

6(t)
t

De fato, como 2 < p < ¢, temos que:

€ b Vali
o) _ ge-iow
t

T .
q p

se t —» 00, entao o resultado segue. Assim, para qualquer K > 0, existira 5 > 0 tal

o(t)

que —— > K, para todo t > ty. Além disso, temos que Jy(u) > ¢(||ull1,4), para qualquer
u € Wy, Assim:
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L. Se [lull1q > to, entao Jx(u) = o([|ullg) > Kllullrq > Kto;
2. Se ||ull1,4 < to, entdo Jy(u) > C, com C' =min{¢(t) : 0 <t <o}
Isto conclui que para todo A > 0, temos que J, é limitado inferiormente. O

Lema 2.8. Suponha que a € CY(RT,R") satisfaz a hipétese (ay), com 1 <m =pe2 <

p < q < q*. Entao o funcional Jy € coercivo em Wol’q.

Demonstragao. Utilizando a equagao (2.43]), juntamente com a condi¢ao 2 < p < ¢

obtemos que:

€1 A
Iw) =zl = 2 Cllull,

€1 _ A
— [;Hur 0 _ ]—90'} e

quando ||ul[1,, — 00, 0 que demonstra a coercividade. O

O primeiro resultado principal desta se¢ao nos fornece uma vizinhanga da origem no

qual nao conseguimos solugoes fracas nao triviais associadas a cada A neste intervalo.

Teorema 2.5. Suponha que a € C*(R',R") satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m =
pe2<p<q<q". FEntio existe uma constante \* > 0 tal que o problema (2.1 nao

possui nenhuma solugao fraca nao trivial, para todo A € (0, \*].

Demonstragao. Esta demonstragao ¢ semelhante a do Teorema[2.4 Tome A;(p) o primeiro

autovalor para o problema p-Laplaciano. Pelo argumento utilizado na demonstragao do
Teorema temos que para todo v € Wy \ {0} e para A > 0:

v]]1,

M(p)

Agora, se u # 0 for uma solugao fraca para (2.26)), entdo pela hipotese (a;), por m =pe
usando a Desigualdade de Holder (Teorema [A.1]), obtemos que:

Allvfl; < A (2.44)

collulli, < ellulli, +elulli,

= /(eo + 1| Vul 7)) | VulPda
Q

)
< / o(|Vul?)|Vuldz
Q

= /\/|u|pdx
Q

= Allully

" IIullff,p7
)\1(27)
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o que implica que A;(p)eg < A. Portanto, se 0 < A < ¢gA1(p) = A* entdo a solugao tera de
ser a solucao trivial, caso contrario, a desigualdade construida nao seria satisfeita, o que

completa a demonstracao. O
Vejamos o principal resultado deste subcaso.

Teorema 2.6. Suponha que a € C'(R',RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < m =
pe2 < p < q < q. Entao existe uma constante \** > 0 tal que, para qualquer
A € (A, 4+00), o problema (2.1)) possui pelo menos uma solug¢ao nao trivial.

Demonstracao. A ideia da demonstragao estd novamente em utilizar o Teorema de
Weiestrass Generalizado para fornecer um candidato para a solugao fraca que buscamos.

Pelo Lema e pelo Lema temos que J, é um funcional coercivo e fracamente
semicontinuo inferiormente. Portanto, pela Generalizacao do Teorema de Weiestrass
(Teorema , garantimos a existéncia de um ponto minimo global w € VVO1 4 para o
funcional.

Pelo Lema temos que w é uma solucao fraca para o problema. Vejamos quando
esta solugao serd nao nula. Para isso tomemos v, a autofuncao associada ao autovalor

A1(p). Como visto na Observagao temos que

[¥plly =1 e [lUpll7, = Ai(p)- (2.45)

Além disso, também pela Observacao temos que 1, € VVO1 . Assim, por w ser um
ponto de minimo para o funcional Jy, utilizando (a1), a equacao (2.45)) e a condigdo p = m

temos que:

J)\<w)

IN

J/\<t¢17)
_ 1/ AVt ?) x——/|t¢p|pdx

(a1) [Vithy|P
< // €+ €35 7 dtdr — —/ |t |Pdx

- or / Vi P+ S / Vi lida — 2 / P

€9 €3
= 5<t>p||wp Tpt 5(t)"llwp||¥,q - ];<t>”ll¢p!|5

A
%(t)pw) + %(tvuwpu‘f,q -y

62)\1(]9) —/\> €3
i + = t q q
p q() [¥pll1.q

A - A
= (AR s gy,

p

N
=~
=

Il
—~
~
N—

=S
VR
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Tomando A > A** = es\1(p), obtemos que

62)\1(19) — A
p

< 0.

E portanto, como ¢ > p, temos que existe t* > 0 suficientemente pequeno tal que :

€3 L ung—
E<t P [pllt, <

)

62)\1(19) - )\’

donde, para este mesmo t*, concluimos que:
I(w) < Jx(t*dy)
. eaM1(p) — A €3, ong
= | (FMEER) s Sy,

p

< 0.

Portanto, concluimos que para A > A\**, temos que Jy(w) < 0 e como J, ¢ um funcional
que satisfaz J,(0) = 0, entdo se tivéssemos que w = 0 entao J)(w) = 0, o que nao ocorre!

Portanto concluimos que w # 0. [

Observacao 2.7. Vejamos um interessante fato que ocorre neste caso e que, no artigo
base estudado ([9]), ndo houve nenhuma prova: Pelos Teoremas e vimos a
existéncia de duas constantes \* e \*, onde para cada elemento \ do intervalo (0, \*],
este A nao possut nenhuma solugao nao trivial associada para o problema e para cada A do
intervalo (A\**, 00), temos que possui pelo menos uma solugao nao trivial associada.
Porém, nao foi mostrado nenhuma relacao entre \* e \**. Se estes forem iguais, nao hd
nada a se mostrar. Entdao suponha N* # N**. Assim, possuimos um intervalo de salto
que nao foi dada nenhuma informagdao, em outras palavras, para A € (X, \**], este \ é
ou nao um autovalor generalizado para o problema (Py)? Ou seja, existe uma solu¢do
fraca nao trivial associada a este A? Este seria um ponto interessante para ser estudado

e respondido futuramente através de outras técnicas variacionais.

Agora vejamos o segundo resultado de existéncia, que nos garante o mesmo que foi
mostrado no teorema anterior, isto é, uma solucao fraca nao trivial porém via outro

método variacional.

Teorema 2.7. Suponha que a € C'(R',RT) satisfaz as hipdteses (ay) e (az), com
2 <m =p < q. Entao eziste uma constante \** > 0 tal que, para qualquer A € (\**, +00),

o problema (2.1)) possui pelo menos uma solugdo nao trivial.

Demonstragao. Esta demonstragao é uma adaptagao do Teorema [2.3] Vimos no Lema

que Jy ¢ limitado inferiormente em VVO1 1. Assim utilizando o Corolario , obtemos
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o N 1
a existéncia de uma sequéncia {u, } € W, tal que

In(up) — inf Jy(u) e Ji(up) — 0, em (Wy?) quando n — oo.
uEWO’q
Pelo Lema temos que o funcional é coercivo. Portanto pelo Lema [2.3] temos que u,
¢ uma sequéncia limitada e pela Proposicao garantimos que existe u € VVO1 1 tal que,
a menos de subsequéncias, u, converge forte para u em Wy, Como u, converge forte

para u, segue da continuidade de Jy que Jy(u) = ¢ = inf1 Jr(v), ou seja, u é ponto de
ve 0’p

minimo global para Jy. Assim, u é uma solugao fraca para o problema pelo Lema [2.1]
Esta é nao nula para todo A > A** pois, como vimos no teorema anterior (Teorema [2.6)),

o funcional aplicado em seu minimo global é negativo, isto é, Jy(u) = C' < 0. O

25 CASO2:2<p<m<yq

Vejamos as propriedades geométricas satisfeitas pelo funcional, dando énfase a
coercividade, pois demonstramos utilizando um argumento diferente do visto até entao. E

em seguida, veremos os resultados de existéncia ou nao de solugoes nao triviais a depender
de \.

Lema 2.9. Suponha que a € C*(RY,RT) satisfaz a hipdtese (a1), com 2 < p < m < q.

. L. . . 1
Dessa forma temos que o funcional Jy € limitado inferiormente em Wy,

Demonstragao. Pela equagao (2.41)) sabemos que:

1/ €0 €1
~— [ A(|VulP)dz > —=||ul|lf  + —|ul|? .
pQU ") pMm JHM
Portanto, pela Desigualdade de Holder (Teorema [A.1), com k = L e k' = 9 temos
—-m
que: g
1 A m
I(uw) = = [ A(VulP)de — — [ |u|"dx
P Ja m.Jjq
A
= Dl + Ll - 5 [ 1o
p ’ q o)
m g—m
TeolAdl ¢ € A ¢ q
Sty St - 2 ([ mEa) (o)
D ’ q Toom \Ja Q
€0 €1 A m
= —M%+5Mm—gﬂwq
€1 A m
> g||u| 1e— ECHUHq ;

qg—m

onde €' = (/9(1)11—‘%@) "
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Aplicando a desigualdade em (2.42)), com m no lugar de p, na equagao acima obtemos

que
€1 A €1 A
Ja(u) = EHUH‘i’,q = Cllell = ol 1q = —Cllulliy,
: ¢ ,
onde " = ——, donde concluimos que

(Ai(g)) «

A

({,q - EC/HUHTq

<mwz§m

Agora defina a fungao baseada no lado direito da desigualdade acima ¢ : [0, 400) —

R dada por:
A

o(t) = Spa_ Zorm,
q m

(1)

Temos que ¢ é continua em [0,00). E como m < ¢, temos que — — 400 quando

t — 0. De fato, como ¢ > m, temos que:

o) _ gt Rt
t t
A
= tm ! {6—175‘1"” — —C’} —> 00,
q m

se t —» 00, entao o resultado segue. Assim, para qualquer K > 0, existird ¢y > 0 tal

t
que @ > K, para todo t > ty. Além disso, temos que Jy(u) > ¢(||ull14), para qualquer
u € Wy, Assim:
1. Se ||ull1,4 > to, entdao Jx(u) > ¢(||lull1,4) > Kl|ull1,q > Kto;
2. Se ||ull14 < to, entdo Jy(u) > C, com C = min{o(t) : 0 <t <t}

Isto conclui que para todo A > 0, temos que J, é limitado inferiormente. O

Lema 2.10. Suponha que a € C*(R*,RY) satisfaz a hipdtese (a1), com 2 < p <m < q.

N : . : 1
Entao o funcional Jy € coercivo em Wy,

Demonstragao. Para cada b € R, vamos definir o seguinte conjunto:
JL={ve Wy Jy(v) <b}. (2.46)

Se provarmos que este conjunto é limitado para cada b, entao isto implicara que o funcional
é coercivo. De fato, se estes conjuntos forem limitados, entao como VVO1 1 ¢ um conjunto
ilimitado, temos entao que VVO1 g J? para cada b € R. Assim, seja (b,), uma sequéncia
real tal que b, — 0o quando n — oo e {u,} C Wy uma sequéncia tal que ||u,| — oo

1 . . .
em Wy?. Assim, para cada n, conseguimos um termo wu, da sequéncia {u,} tal que
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Up, ¢ Jf“, com b, sendo um termo, reindexado se necessario, da sequéncia (by,),. E isto
ocorre pois, caso contrario, {u,} seria uma sequéncia limitada e nao iria para o infinito.
Desta forma, isto nos fornece que, para cada wu,,, Jy(u,) > b,. Assim, se fizermos n — oo
temos entao que Jy(u,) — 00, 0 que prova a coercividade. Entdo vamos provar que este

conjunto ¢ limitado para cada b.

Suponhamos por absurdo que J% ndo seja limitado. Entdo existe uma sequéncia

{un} C J%, tal que ||u,|| — co em J? e

1

A
E / A(VunP)de — 2 / fup " dz < b, (2.47)
Q m Jo

p

para cada n. Pelo argumento feito na equagao (2.41)), obtemos que:

1
|| |7, ||un|| /A(Ivunlp>dcc. (2.48)
pJa

Entao aplicando a Desigualdade de Holder (Teorema } com k = q_Lm e k' = L obtemos

q

/|un|m-1dx§ (/(|un|m)fndx> ’ (/ 1qqmda:) D= (2.49)
Q Q Q

—m

qg—m

onde C' = ( I 1q3md:c> " = med(Q)"7
(Lema |A.3)), obtemos

. Agora, aplicando a Desigualdade de Poincaré

[unllg < Cllunllrg = llunllg” < ()" [lunllT, (2.50)

com C" sendo a constante de Poincaré. Entao, pelas equagoes (2.46), (2.47)), (2.48]), (2.49)

e (2.50) obtemos que:

_ A m €0 €1 A m m
Lg EC’ (") > N ;”“nllép * ;HUn“gq - EC (O lluallTy

€0 m €1

S A
1 A m m
=] APy = 20 ()l
1

A m
= | AUVl - 2C

13

<

50
1

- / A(|Vu,|P) x——/|un|m 1dx
P Ja

-

<

ou seja, obtemos a desigualdade:

>\

6 m
ﬁmw%+mwm(unu <0>) b (2.51)
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Agora vamos dividir em dois casos. Suponha primeiramente que

AN\NTF o w
Hunlll,q§<—q) Cam (C")a=m, (2.52)

€e1m

Assim, temos que {||uy||1,4} € limitada e utilizando que ¢ —m > 0 temos também

(2%)" o=y

<
g < (S
_ Aq
Lem < o™ 2.53
& Jult” < Lo (2.53)
A

€1
& —]

- |un

tffm < Ec(c/)m’

»q -

donde concluimos a desigualdade:
€1 —m A m
(Sl = 2o ) <o

e logo, se passarmos esta parcela para o outro lado na equagao (2.51)), obtemos obtemos

elemento positivo, donde concluimos que
€0 1,p 1,q €1 qg—m A nm
Elluan’ < b+ | —lunllg EHunlll,q - (C)" )| =0+ D, (2.54)

com D = D(q,m,\,C,C"). Assim, nos deparamos com uma contradi¢ao pois, concluimos
que {|lun|l1,p} € limitada e, como haviamos assumindo que {||uy||1,} também ¢é limitada,
concluimos entao que {||u,||} é finita, o que contradiz o fato de ||u,|| — oo, ou seja, para
este caso obtemos que o conjunto J? ¢ limitado.

Agora vamos ao segundo caso onde suporemos que
1

A a=m _1 7N\ =
[unll1g =2 (—q> Cam (C")a=rm. (2.55)

€e1m

Assim pelo mesmo argumento visto na equagao (2.53)), obtemos que

1

)\q g—m _1 _m_
|1 q > (el_m> qum(C/)qu
_ Aq
= S > 2 Ce)™
wlty” = “Lo(e)
& Lulim = o)
7q - m

donde obtemos que

€1 -m A nm
(2l - 2 @) 20
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e concluimos utilizando a equacao (2.51) que
€0 P m €1 q—m A nm
EllunHl,p <b e ull, EHunHLq - O ()" ) b (2.56)

Assim, como tomamos ||u,| — oo, entao ||ul|;, — oo, pois obtivemos que {||un|1,}
é limitada. E, desta forma, obtemos outra contradi¢ao. De fato, como ¢ — m > 0 e

Un 1. —> 00, teriamos que ter
[ttn|1,4 , q

m €1 q—m )\ nm
Up, —||u, - —C-(C — 00,
fonl?, (L enlty” - 22 ()

o que nao ocorre de acordo com a equagao ([2.56]). E assim, temos que ter obrigatoriamente
{|lu,||} limitada, donde concluimos tanto a limitagdo de J? como também a prova da

coercividade. O
Vejamos o primeiro resultado sobre nao existéncia de solucao fraca nao trivial.

Teorema 2.8. Suponha que a € C'(RT,R") satisfaz a hipdtese (ay), com2 < p <m < q.
Entao existe uma constante \* > 0 tal que o problema (2.1) nao possui nenhuma solu¢ao

fraca nao trivial para todo A € (0, \*].

Demonstra¢ao. Suponha que u seja uma solu¢do nao trivial para o problema ([2.26))
associada a um A > 0, entao pela defini¢do de solugao (equagao (2.5))), tomando v = u,

obtemos que
/a(|vu|p)\vu|pdx: /\/ [ dz.
Q Q

Vamos majorar o lado esquerdo desta desigualdade. Utilizando (a;) e aplicando a
Desigualdade de Poincaré (Lema [A.3), obtemos que:

q
1,q

[a@vupvaras = alult, + el
0 (2.57)

> eoCllullp + e Clullf,

onde C' e (' s@o o inverso das constantes fornecidas pela Desigualdade de Poincaré.

Portanto,
EOC’Hqu—l—elC’HuHZ < /a(|Vu|p)]Vu]pdx
Q

_ A/ ™ dz (2.58)
Q

= Allully

Como p < m < g, segue pela Desigualdade de Interpolagao (Lema[A.2)), com « € (0,1) e

1 « l—«
— =24 =2 que
m P+ q q

el < llelly Hull .
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Assim, obtemos que, como m > 1 e como m = S o E— entao:
ga+p(l — «)
pgo pa(l—c)

e e e e 1 R [ P
Agora, tome [ = %. Por a € (0,1) temos entdo que g € (0,1). Além disso,

qo —a)p

1
1—-06= w. Assim, obtemos que:
ga+ (1 —a)p

m qaﬁ?q(bly*a) qtfi(z}(zgi!)
[ull; < ullp |

W grite) i s 2.59
— ”qu(q +p(1 ))HUHq(q +r(1 )) ( . )
1—
= Jullllulg" .
. . 1 1
Agora, aplicando a Desigualdade de Young (Lema |A.1)) com a = B eb = m
obtemos
i < lullg?llell§ =2 < Bllullh + (1 = B)[lulld, (2.60)
e pela equacao (2.58) concluimos que
eoCllully + exCllullg < ABlully + (1 = B)llullg).
Assim, reorganizando os termos obtemos
(A8 = eCO)[ull}y + (AL = B) — exC")[|ul > 0. (2.61)

Entao, o que concluimos nesta argumentacao foi o seguinte: se u for uma solugao nao

trivial para o problema associada a um A > 0 entao ela deve satisfazer a equacao (2.61)).
600 610 !

B (1-8)

(A8 = 0O [ulls + (A1 = B) = ") ullg < 0.

Contudo, se tomarmos A < \* = min{ }, obteremos que

0 que é uma contradigdo de acordo com a equagao ([2.61)), donde concluimos que u = 0
seré a unica solugao fraca para (2.1), com A < \*. O

O proximo e principal teorema nos mostrara quando o problema terda uma solucao

fraca nao trivial.

Teorema 2.9. Suponha que a € C*(RY,RY) satisfaz a hipdtese (a1), com2 < p <m < q.
Entao para qualquer X > 0 limitado inferiormente por uma constante \** > 0, isto €, para

todo A > \**, o problema (2.1)) possui pelo menos uma solugao nao trivial.

Demonstrag¢ao. A ideia desta demonstragao seré utilizar o Teorema Generalizado de

Weiestrass como ja visto em alguns teoremas acima para conseguirmos um candidato
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a solugao. Temos pelo Lema [2.10] que o funcional J) é coercivo e pelo Lema temos
que Jy ¢é fracamente semicontinuo inferiormente.
Assim, pelo Teorema de Weiestrass Generalizado (Teorema, garantimos a existéncia
de um ponto minimo global w € VVO1 ! para o funcional.

Pelo Lema temos que w é uma solucao fraca para o problema. Vejamos agora

quando w # 0. Para isso sejam u € VVOI’q7 com u # 0. Temos que:

(w) < Jy(u)

1
= = [aqvupyts =2 [ jupas
(a1) [VulP
< // €+ €35 7 dsdr — —/ lu|™dx
= /|Vu|pdx+—/ |Vu\qdq;——/ lu|"dx

€2

63
= —lullf, +

—|ulli, — —||U||m
Assim, como u ¢ fixa, temos entao que |jul|1, e ||u||1, sdo constantes, entdo existe A* > 0

tal que para A > \* :

A €9 €3
el > ey + <l

Portanto, para este A limitado inferiormente, segue que
) < |2l + 2lalf, - >ulz] <0
A w -~ p u 17p q u 17(] m u m .

Portanto, concluimos que para A > A\**, temos que Jy(w) < 0 e como J, é um funcional
que satisfaz J5(0) = 0, entao se tivéssemos que w = 0 entao J)(w) = 0, o que nao ocorre!
Portanto concluimos que w # 0. Agora, observe que pelo Teorema temos a existéncia
de \* tal que para A < A* a solugao associada & A sera trivial. Entao vale a seguintes
desigualdades: A > \** > \*.

]

O ultimo resultado para este subcaso nos garantird a existéncia de solugao fraca igual

o teorema anterior, porém utilizando o Principio Variacional de Ekeland.

Teorema 2.10. Suponha que a € CYRT,RT) satisfaz as hipdteses (ay) e (a3), com
2 <p<m<q. Entao existe uma constante \** > 0 onde, para qualquer \ € (\**, 4+00)

o problema (2.1)) possui pelo menos uma solugao nao trivial.

Demonstragao. Esta demonstragao é uma adaptagao do Teorema [2.3] Vimos no Lema

que Jy ¢ limitado inferiormente em VVO1 . Assim utilizando o Corolario , obtemos
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A - 1
a existéncia de uma sequéncia {u,} € W, tal que

In(up) — inf Jy(u) e Ji(up) — 0 em (Wy9), quando n — oo.
uGWO’q
Pelo Lema [2.8| temos que o funcional ¢ coercivo. Portanto pelo Lema [2.3] temos que {u,}
é uma sequéncia limitada e pela Proposicao garantimos que existe u € VVO1 @ tal que,
a menos de subsequéncias, u, converge forte para u em VVO1 . Como u, converge forte

para u, segue da continuidade de Jy que Jy(u) = ¢ = inf1 Jr(v), ou seja, u é ponto de
ve 0’p

minimo global para Jy. Assim, u é uma solugao fraca para o problema pelo Lema [2.1]
Agora, esta solugao sera nao nula apenas se A > A\**| pois no (Teorema [2.9) vimos que
Ja(u) = C < 0 para A > \*™, O

26 CASO3: 2<p<g<m<q*

Temos dois subcasos neste topico, no qual estudaremos ambos ao mesmo tempo , que
sao: 2<p=qg<m<p*=q-e2<p<qg<m<q*. Paraambos os casos, temos que o
funcional satisfaz a geometria do Passo da Montanha, o qual, serd demonstrado no lema

a seguir.

Lema 2.11. Assuma que a € CY(RT,R") satisfaz a hipdtese (a1), com2<p<qg<m <

q*. Entao temos que o funcional linear Jy satisfaz as sequintes condigoes:
1. Ezistem p,a > 0 tal que Jy(u) > «, para qualquer w € Wy com |ju| = p;
2. Eziste e € Bg(0) que verifica Jx(e) < 0.

Demonstragao. 1- Utilizando a equacao (2.31)), sabemos que

€0 €1 A
Ia(u) > gHUHZf,p + EHUH?,q - EHUH%

. . € €1 ~
Assim, tomando C = min {—, —}, obtemos entao que:

p q

€0

J,\(u)

v

€1 A
lullip + llellig = el

A

T T

v

Cillully, + Cillu

A
= O (e, + llellty) — —lulli.

Tomemos ||ul| = [Jul|1p + [Jullig = p < 1. Como p < g e |julli, < 1 entao [[ullf, > |lull{,.

17p -
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Portanto,

I(w) > Cr([lullf, +llullf ) — o lull
(2.62)
> Oy (lullf, + llullf ) = 2 llullim

Aplicando o Lema A4 com 2 < p < ¢, obtemos:
Jullf, + el g > 277 (full1p + llull10)?.

Definindo 27971C, = Cy e substituindo a equacao anterior na desigualdade em ([2.62)
temos: \
M) 2 C(llellt, + llullty) — — el
(2.63)

A
2 Galllullp + llullg)® = —llull.

Temos também que, utilizando o Teorema[A.2] e o Lema [A5| obtemos que:

Teo[AD LemdA.0H] ,
[ulln < Cllully < CCul],

o que implica que
—llullm = =(CC)™ Jull™.

CC/ m
Definindo C,,, = ( ) , e substituindo a equagao anterior na desigualdade obtida em
(2.63)), obtemos:
A m
D) 2 Colllullip + Nullag)® = —lully
> OolJullip =+ [lullg)® = CmAllul™
= Coflull” = CnAllul™
= [lull*[Cy = Callul™ ]
C 1
m—gq
E como m > ¢, existe 0 < p < (C—2> tal que para toda u € Wy? com ||ul| = p,

temos:

Ta(u) > [ul|* [Cy = Cinllul|™™?] = p? [C2 = Crp™ 7] > 0.

Entao, com a = p?[Cy — C,,,p" 7], o resultado segue.
2- Seja v € C§°(£2), com v > 0 em 2. Utilizando o argumento feito na equagao (2.34)

obtemos:

I(to) = 1/ (|Vtv|”)dx——/|tv|mdx

(a1) |Vitv|P
< // € + €35 7 dsdx — —/ |tv|™ dx
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A
- E—%p/ |Vv|pda:+€—3tq/|Vv|qu——/|tv|mdx
P Q q Q m Ja

€9 €3 )\ m m
= E(t)pllvllﬁ’,p + g(t)qllv\l‘iq i QU

€2 ., €3 ,_ A
= o [ 2ol + Dol - 2ol

Assim, como p < g < m, segue entao que se t — oo entao P~ — 0 e t97" — 0.
Portanto, existe ¢ > p tal que, definindo e = v, entao |le|| > p, ou seja, e € (B,(0))°. E

também

m | €2 —m €3 —m
Ja(e) < () b(t’)p HvH’i’,erg(t’)q lollig = v

Hm] < 0.

m

]

Teorema 2.11. Assuma que a € C'(RT,R") satisfaz as hipdteses (ay), (as) e (az) com
2 <p<qg<m<q". Entio para qualquer X > 0 o problema (2.1)) possuird pelo menos

uma solucao fraca nao trivial.

Demonstracao. A demonstracao seguird da seguinte forma: Aplicaremos o Teorema do
Passo da Montanha para garantirmos que a constante ¢ dado pelo teorema é um valor
critico, e assim existirda uma funcao u € I/VO1 ! que serd nossa solucao e que mostraremos
que esta é nao trivial.

Pelo Lema temos que o funcional satisfaz a Geometria do Passo da Montanha,
sendo assim falta apenas mostrar que J) satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale. Para isto

seja {u,} € Wy'? uma sequéncia (PS),, entdo temos que esta satisfaz
In(up) — ce Jy(u,) — 0, quando n — co.

. N . N 1,9
Vejamos que esta sequéncia possui uma subsequéncia que converge fortemente em W
Primeiramente vejamos que esta é limitada. Utilizaremos um argumento muito utilizado
em artigos. Vamos majorar o funcional J, subtraido pela sua derivada (definida pela

equagao (2.7) ), ambos aplicados na sequéncia {u,}, da seguinte forma:

1, 1 A .
D) = et = 5 [ AV Pyde =2 [ e

- (% < /Q 0|Vt ) Vit Pl — A /Q \un\w» (2.64)

1 1
- —/A(|Vun|p)dx——/a(|Vun|p)|Vun|pdx.
P Ja m Ja

m
A hipotese (aq), nos diz que existe o com a < a < — tal que
p p
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éa(t)t < A1),

para todo t > 0. Assim tomando t = |Vu,|P e integrando em 2 de ambos os lados,

obtemos que
1
1 / |V un ) [V Pde < / AV un|?)de,
Q Q

(67

e entdo, substituindo na equagao (2.64)), juntamente com a hipodtese (a;), obtemos:

1 1 1
Iw) = ) =+ [ A(Tu)dz = o [ 0V, PV, P

1
> ——/a(\Vun|p)|Vun|pda:——/a(]Vun\p)|Vun]pd:z:
pa Jo m Jao

11
= (———)/a(|Vun|p)|Vun|pd:B
pba - m Q
(a1) 1 1 q—p
> (———)/ [€0+61(|Vun]p)7] |V, |[Pd
Q

pa m

1 1 1 1
_ - P L4 q
= (oo =) alwlt,+ (o - ) allwl,

= COllunllip + C'llunlli,;
(2.65)

onde C = (i — l) eeC = <L — i) €1 s@o constantes positivas pois, por (as), temos
y4er m po m

que a < %. Por outro lado, sabemos que:

Tn(tn) = 3 ), ) < [aCin) = — (3 ), )| )]+ | ), )

Temos que {J)(u,)} é uma sequéncia real e por {u, } ser uma sequéncia (PS)., temos que
Jr(u,) — c. Portanto, {J\(u,)} é uma sequéncia limitada, no que implica que existe
C; € R tal que

[ Ja(un)| < Cy. (2.66)

Além disso, temos que
(I3 (), ) | < [ T3 ()l gyay = - (2.67)

Portanto, utilizando o fato de que ||.J}(un)|[ (2.0 — 0, temos entdo que existe K tal que

||J//\(Un)||(W01,q)/ < K. E ainda, pelas equacoes 1} 1) e tomando Cy = max{C1, K},

obtemos que:

[ Taun)| =+ 77 (T3 (tn) )|
Cr+ K - |

Cy + Caluy|

Co(1 + [fun]])-

Ta(tm) = T ), )

(2.68)

IAIA A
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Portanto, pelas equagoes (2.65)) e ([2.68]) obtemos a seguinte estimativa:
1
Ollunlfty + Cllunlltyg < Ia(un) = — {3 (wn), tn) < Co1+ [lual]),

donde obtemos que
Clluallf, + C'llunllly < Co(1 + [Junll). (2.69)
Para concluir que {u,} é limitada, dividiremos nos casos p =¢q e p < q.

Caso p = ¢: Se p = ¢, entdo, temos que |[u,|| = 2||uy|l1,. Assim, na equagao ([2.69)
temos:

(C+ Clunlly, < Co(1 +2|Jullyp)- (2.70)

Assim, se supormos por contradigdo que |u|| — oo, entao |lul|;, — oo e, portanto,

|unll1p # 0. Assim, dividindo ambos os lados da equacao (2.70) por ||u,]1,, obtemos:

&

|| nHlp

(C+ a7, < +2C,.
Entao, se ||uy|[1, —> 00, € por p—1 > 1, obtemos uma contradi¢ao pois o lado esquerdo
da desigualdade acima ira para infinito enquanto ¢ majorado por uma constante no lado

direito. Assim, para p = ¢, temos {u,} limitada.

Caso p < ¢: Vamos supor por contradigao que ||u,| — 0o. Temos as trés seguintes
possibilidades:
i) Junllip < K e ||upll1,, —> o0o. Neste caso, podemos supor entdo que ||uy,|1,4 # 0.
Dividindo ambos os lados da equacao por ||u,|1,, obtemos que:

C. Uy, C. K
2 +02” I L0 < —2 4,
|| Un 1 [t |1, [ tn]]1,q

Ly [n]]1.q
Assim, temos que se |lu,|/1, — 00, obtemos uma contradigao pois o lado esquerdo ira

s

[unll1q

o + C'unlf, + Cs.

para infinito enquanto o lado direito é limitado por uma constante.
i) Junll1y < K e |lup|lip —> o0o. Neste caso, podemos supor entdo que ||u,|[1, # 0.

Dividindo ambos os lados da equagao (2.69) por ||u,||1, obtemos que:

. Un || C u C
C||Un||11)7p10, + || n”l,q < 2 + 02 + 02 H TLHL(] < 2 + 02 + 02
[unllip = lunllp [unllip = llunllp [tnll1p

Assim, temos que se |lu,|/1, — 00, obtemos uma contradigao pois o lado esquerdo iré
para infinito enquanto o lado direito é limitado por uma constante.

(149) ||unll1,y — 00 € ||un|l1p, —> 0o. Para este item, observe que como p > g e ||uy |1, —
0o, entao podemos tomar [|u,||{” > 1, donde este implica que [Ju,||{, > [lun ||}, Assim,
substituindo na equagao , obtemos que:

Cllunllty + Cllunllty < Cllunlly, + Cllunlliy < Co(1 4 [unl])-

7q_
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Tome C” = min{C,C"}. Como p > 2, aplicando o Lema [A.4] obtemos que:

Co(I+flunl) = Cllunll¥, + Cllualli,

> Cunlly + Cllunllt,

= C"(llunllt, + [lunllt,)

LemdA4]
> O ([lunllp + [lunllg)?
= GlluaP,
com O3 = C"27P+1 Assim, obtemos que
Csl[unll” < Co(1 + [[ual))- (2.71)

Como ||u,|| — oo, ent@o podemos supor que ||u,|| # 0. Portanto, dividindo ambos os
lados da desigualdade (2.71)) por ||u,|| temos:

&

[

—1
Csllun [P~ < + Oy,
donde concluimos uma contradigao pois, uma vez que ||u,| — oo, entao do lado esquerdo

da desigualdade ira para infinito enquanto o lado direito é limitado por uma constante.

Assim, obtendo uma contradi¢ao para os trés casos, concluimos que {u,} ¢ limitada em
VVO1 1. Entao, pela Proposicao temos que esta possui uma subsequéncia convergente
e portanto, J, satisfaz a condi¢do (PS).. Entao pelo Teorema do Passo da Montanha

(Teorema , temos que c* é um valor critico para .J, com

o= éiiglf“tzl[(l)% Ja(g(t))
I's = {g€C([0,1],X):9(0) =0,9(1) = e}.

Isto significa que existe u € Wy tal que Jy(u) = ¢* e Ji(u) = 0, e portanto, u ¢ uma
solugao fraca para nosso problema. Vejamos agora que u # 0. Suponha por absurdo que
u = 0. Entdo note que, para qualquer curva g € I', temos que ¢([0, 1]) N9B,(0) # 0, pois
g(0)=0eg(l)=ee0<p<]|e|. Entao

max Jy(g(t)) > a > 0.

max (9(1)) =
Portanto, podemos tomar o infimo sobre todas as curvas g € I' na desigualdade acima,
concluindo que

() = inf mnax Ia(g(t) =2 a>0
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entao como J,(0) = 0 temos que

0= Ji(u) = inf mmax Ia(g(t)) = >0,

o que ¢ uma contradi¢ao. Logo u # 0.






Capitulo

3

Existéncia de multiplas solucoes para um
problema p&q-laplaciano geral com

perturbacao

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e multiplicidade de soluc¢oes fracas nao

triviais, a qual é definida formalmente na préxima secao, para o problema

(3.1)

—div(a(|Vul?)[VulP~2|Vu|) = Nu|™2u + plu[*?u, em €,
u =0, em 02,

onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, N > 3, 2 < v < N, onde v ¢ um niimero
real que serd definido mais a diante, A, x > 0 sao parametros reais, 1 < m,s € R, onde
iremos detalhar mais a diante sobre sua localizagao na reta comparado com -y e por ultimo,
a : Rt — R é uma funcao de classe C'! que satisfaz a seguinte hipotese:

(ay1) existem constantes ¢; e ¢, com i =0,1,2e3 e 2 <p<qg< N tais que:

q9—pP

e+ eaH(e)t» <at)<e+ e;;tq;%, para todo t > 0,

onde H ¢é uma funcdo que satisfaz H(n) =0,se n=0e H(n) =1, se n > 0. Desta forma

definimos v da seguinte forma:
7= (1—H(es))p + H(es)q. (3.2)

Ao decorrer dos resultados, iremos precisar de alguma ou algumas das seguintes hipoteses
adicionais sobre a funcao a:
(as) existe uma constante real positiva « satisfazendo

1

t
v m
—a(t SAt:/asds, com - < o< —,
Lat) <Al = [ at) l<a<?”
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para todo t > 0.

(a}) existe uma constante real positiva « satisfazendo
1 t v S
—a(t) < A(t)= [ a(s)ds, com — << —,
o 0 p p

para todo t > 0.

(a3) a aplicagao

t—a(t)t’s

¢é crescente para qualquer ¢t > 0.

Observagao 3.1. Observemos que neste trabalho, quando H(e3) = 1 entdo v = q e se

H(es) = 0 entdo v = p.

Os casos que consideramos para este problema sao:
Caso l: 1<m<s<;
Caso 2: 1<m<y<s<Aa
Caso 3: 1 <m=7vy<s <~
Caso4d: 1 <s<m=r;
Caso b: 1 <y<m< s <oyh.

Para este problema, focaremos em resultados que garantem miltiplas solugoes, com
excegao do Caso 3. Para o Caso 1 temos que o funcional possui geometria de coercividade.
Desta forma, provando que ele satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale com mais um resultado,
conseguimos garantir a existéncia de infinitas solugoes com energia nao positiva via
Teorema de Clark.

Para o segundo caso, mostraremos dois resultados. Primeiramente temos que o
funcional nao é coercivo, visto que v < s. Desta forma, iremos utilizar uma estratégia
que foi inspirado no trabalho [6] e utilizado no trabalho [2], que é truncar o funcional
com o auxilio de uma fungao complementar, obtendo um novo funcional I. Desta forma,
conseguiremos provar que [, é coercivo e satisfaz a condicao de Palais-Smale, além de
um outro resultado que serd necessario. Visto isto, o primeiro resultado afirma que
conseguimos infinitos pontos criticos (com energia negativa, onde estes convergem em
norma a 0) para I, via Teorema de Clark. E desta forma, finalizaremos o primeiro
resultado provando que uma infinidade destes pontos criticos para I, também serao
pontos criticos de Jy (e logo Jy possui infinitas solugdes), para todos A e . Para o segundo
resultado provaremos que, para A suficientemente pequeno, existem infinitas solugoes de
energia positiva para o problema 7 onde estas vao para infinito em norma, e este
resultado seréd via o Teorema do Passo da Montanha Simétrico.

No terceiro caso veremos que o funcional possui a geometria do Passo da Montanha, e
logo conseguiremos a existéncia de uma solucao de energia positiva para A suficientemente

pequeno e para todo p.
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O quarto caso seguird de forma analoga ao terceiro caso, para A suficientemente
pequeno garantiremos que o funcional é coercivo, e desta forma obtemos que o problema
possuiré solucao nao trivial via Principio Variacional de Ekeland.

Para o ultimo caso, conseguiremos o mesmo que foi provado no segundo resultado do
Caso 2. Garantiremos infinitas solugoes para o problema de energia positiva e que
vao para infinito em norma, porém a diferenga é que neste caso, este resultado ocorre para

todos A, u > 0.

3.2 Formulacao variacional e resultados preliminares

Nesta secao iremos detalhar nossa estratégia para a resolucao deste novo problema
juntamente com algumas ferramentas utilizadas. Para isto, seja ) um dominio suave e
limitado de RY, onde N > 3.

1l ) .
O espago com o qual trabalharemos serd W;"”, onde este serd munido com a norma

1/~
lully, = ( / |Vu|wx) |
Q

Novamente nossa abordagem seré variacional, entao procuramos solugoes fracas para
o problema por meio de pontos criticos para um funcional. Para isso, vamos definir uma

solugao fraca para o nosso problema.

Definicao 3.1. Seja u € Wol’w. Entio u é dita uma solugdo fraca para o problema (3.1)

se satisfizer
/ a(|Vul?)|VulP~*Vu - Vodr — )\/ |lu|" 2uvdr — u/ lu|*?uvdr = 0, (3.3)
0 Q Q

para toda v € Wy,

Assim, baseado nesta defini¢ao, juntamente com as condi¢oes do grau subcritico, vamos

definir o funcional no qual iremos procurar seus pontos criticos:

Definicao 3.2. Definimos o funcional de energia Jy : WOM — R como:

| A
Ty (1) :];/QA(\Vu\p)d:c—E/Q|u|mda:—g/ﬂ\u|sd:c, (3.4)

t
onde A(t) = / a(s)ds.
0
Vejamos agora uma importante propriedade deste funcional:

Teorema 3.1. O funcional Jy : W' — R dado por

| A
Ty (1) :5/S2A(|Vu\p)dx—E/Q|u|mdm—%/ﬂ|u|sdx,
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t
com A(t) = / a(s)ds € de classe C1, onde sua derivada de Fréchet é dada por:
0

(Jy(u),v) = / a(|Vu|p)|Vu|p_2Vqud:v—>\/ |u]m_2uvdx—,u/ lu|*?uvdr, (3.5)
0 0 0
onde u,v € Wy,

Demonstragao. Temos que esta demonstragao é analoga a demonstragao do Teorema [2.1]

onde para provar que parcela adicional dada por K |u|*dx ¢ de classe C', o argumento
S Jao

A
¢ o mesmo feito para a parcela — / |u|"dx. O
m Ja

Utilizaremos alguns resultados vistos no primeiro capitulo para algumas
demonstragoes, como o Lema para demonstrar que o funcional dado em ([3.4) satisfaz

a condicao de Palais-Smale em alguns casos.

3.3 Demonstrando os resultados principais

331 Casol: 1<m<s<vy

Para este caso, provaremos que o funcional possui a geometria de coercividade e satisfaz
a condicao de Palais-Smale. Desta forma, conseguiremos mostrar que o problema
possui infinitas solugoes de energia negativa para todos A, u > 0 quando v = p, isto &,
quando €3 = 0. Para quando 7 = ¢, observe que nao possuimos comparacao entre p e m.
Desta forma demonstraremos que possuimos infinitas solucoes de energia negativa desde

que sejam satisfeitas as seguintes condigoes:
e Se m < p, teremos solugoes para todos A, u > 0;
e Se m > p teremos duas ocasioes que garantem existéncia de solugoes:

1. )\ suficientemente grande e para todo p > 0;

2. p suficientemente grande e para todo A > 0.

Lema 3.1. Suponha que a € CY(RT,R") satisfaz a hipdtese (ar), com 1 < m < s < 7.

. . . : 1
Entao o funcional Jy € coercivo em W,

Demonstracao. Utilizando a hipotese (a;) juntamente com o Teorema de Imersao
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Continua (ver [12, Coroléario 9.15]), obtemos que, para qualquer u € VVO1 7

1
Ja(u) = p/ (|Vu|p)dx——/ |u|™dx — /|u| dx

1 [VulP

= / / a(t)dt da:——/ ]u\mdw——/ \ul*dx
P Ja 0

(a1) 1 [VulP

> —/ / 60+61H(63)t 5 dt x——/ |u|™dx — /|u|5dx
p 0 Q

= /|Vu|pdx+H €3)— /|Vu|qu——/|u|mdx /|u|sdx

Q

= —|ullf, + H(e ullf, — —llullm
pH 17, (3)qH [ mH ullm H [

[12, Cor. 9.15] €0 €1 A 1
= S, + A ) 2l - 2 Callal, — Gl
(3.6)
Se H(e3) = 0, temos entao v = p e logo ||ull1, = |lul|1,. Portanto, pela condigao
m < s < 7y obtemos que
w2 Ll + He) Dl — 2l — G ull
TP q m 7 st 7
€0 v A 1%
= — - —C Co—
At )
= i, |2 - 2l - Ll | — oo,
s
quando ||ul[;, — 00, 0 que completa a coercividade para H(e3) = 0.
Se H(e3) = 1, temos entdo que v = ¢ e logo ||u||1, = ||u||1,,. Portanto, pela condicao
m < s < 7y obtemos:
B 2 Dl + He) Al — 2l — Ll
€0 €1 A M
= gHUHﬂD,p + EHquf,q - Ecl ul|y, — Cz;““”f,y
> Lull, — 2l - Gl
— v | & A C m=y _ H 5=y
=l |2 - 2culully” - Gl | — o
quando ||ul|;, — 00, 0 que completa a coercividade para H(e3) = 1. O

Proposicao 3.1. Suponhamos vdlidas as hipéteses (ay) e (az) sobre a fung¢io a com

1 <m < s <~. Temos entao que o funcional Jy satisfaz a condigcao de Palais-Smale.
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Demonstracio. Seja {u,} C Wy” uma sequéncia (PS)., ou seja, Jy(u,) — ¢ e

¢ J 0 q ’ Ja,

J(up) — 0 em (W37) quando n —> oo. Temos entdo que pelo Lema [3.1] o nosso
A 0 q que p

funcional é coercivo e portanto, por um argumento similar ao Lema [2.3] esta sequéncia é

limitada. Ent@o por esta sequéncia {u,} ser limitada em VVO1 "' temos pelo Teorema

que existe u € VVO1 7 tal que u,, — u em VVO1 Y. Vamos provar a convergéncia forte de u,

Ly
para u em W'

Assim, temos:

(Nun) = Jy(w), un =) = (J(un), un = w) = (Jy(w), upn — u)

= /Q(a(|Vun]p)\Vun|p_2Vun) - (Vu,, — Vu)dx
) / (™ 2110) - (11 — )il — / (Jtnl* 210 - (1t — w)d

) (/Q<a<|w|p>|w|p—2w (Y, — Vu)de

A Q™20 Gy = e = [ (a0 - (= u)das>
= /ﬂ (a(|Vun|p)|Vun|p_2Vun
—a(|vu|p)|vu|p2vu) (Vu, — Vu)de

—)\/(|un|m2un — |u|™2u) - (u, — u)dz
0

E portanto, obtemos a importante igualdade

(o) = =) = [ (Vw25
—a(|Vu|p)|Vu|p_2Vu) - (Vu, — Vu)dzx
(3.7)

—)\/Q(]un]mzun — u|™?u) - (u, — u)dw

i / (Tt 2t — ") - (1 — ).
Q

Como {u,} é uma sequéncia (PS), fracamente convergente em W, e também J'(u) €

(W37, isto é, no dual de Wy, entéio por [12, Proposicio 3.5] obtemos:

(Jy(u), uy, —u) — 0.
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Agora, como {u,} é limitada, temos entdo que ||u, — ul|;, também ¢é limitada e por

J4(up) — 0 em (W) temos:
(I3 (Un ), tn — )] < 1T () [ gyrary lten = ttll1 — 0.

Portanto, segue que:

((un) = S (), un —u) = (J\(un), un —u) — (J3(w), u, — u)

— o). (3.8)

quando n — oco. Agora, usando o Teorema de Rellich Kondrachov (Teorema ea
Desigualdade de Holder com k =ie k' = -, onde i = m ou i = s obtemos que:

/W ultn —wda] < (/Q(W ”dx) (/ e = dx) (3.9)

ull;™ wn — ulli — 0

</Q(‘u"‘l T 1d$> (/ i = uf dx) (3.10)

|tk 2, =y
=l o = s — 0,

Portanto, obtemos que por (3.9) e (3.10)
/(\un\’_zun) — u"2u) (uy, — u)dr = / |t | 20, (0 — 0)dz
Q Q

IN

i—2

u(u, —u)dz (3.11)

Assim, aplicando as informacoes obtidas em e na equagao (3.7)), obtemos que
/Q(a(|Vun|p)|Vun|p_2Vun — a(|VulP)|VulP~*Vu) - (Vu, — Vu)dr =
(J\ (upn) — Ji(u), uy, — u) + /\/Q(|un|m_2un — |u|™ ) - (u, — u)dz (3.12)
—i-,u/ﬂ(|un|m_2un — Ju™2u) - (u, —u)dr = o,(1).
Agora, pelo Lema [2.2) e pela definigao de v, para = Vu, e y = Vu temos:

0 < C|Vu, — Vu|' < (a(|Vu, ") |[Vu,[P*Vu, — a(|VulP)|VulP*Vu, Vu, — Vu). (3.13)
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Assim, integrando (3.13]) em 2 e utilizando a equacao (3.12)) obtemos que:

Cllug —ullf, < /(a(|Vun|p)\Vun]p2Vun — a(|Vul”)|[VulP~>Vu) - (Vu, — Vu)dz
Q
= o,(1),

o ) - 1
o que implica ||u, — ul|1, = 0,(1), donde concluimos a convergéncia forte em Wy7. O

Para o préoximo lema, vejamos uma propriedade necessaria para aplicarmos o Teorema
de Clark, sendo que, quando m > p poderemos diminuir ou A ou u para satisfazer
o resultado, obtendo majoragoes diferentes e portanto duas condicoes diferentes para
solugao.

Lema 3.2. Assumamos que 1 < m < s < 7 e que a fun¢ao a satisfaz a hipdtese (ay).

Entao vale as sequintes propriedades:

e Sem < p entao para cada k € N, existem um subespago linear X de WOM, de

dimensao k, e um real pp > 0 tal que sup Jy < 0, onde S,, = {u € WOM
XkﬂSpk

Hu 1,’)/ = pk,‘};

e Sem > p entao existe \* tal que para A > \*, a tese do item anterior € vdlida.

e Sem > p entao existe u* tal que para > p*, a tese do primeiro item € vdlida.

Demonstragao. Escolhamos um subespacgo linear Xj de VVO1 7 com dimensao k. Assim,
temos que X} pode ser visto como subespaco de I/VO1 7 ou como subespaco de L?, com
¢t = m ou 1t = s pois temos por definicao que I/Vol’7 ¢ subespaco de W17 c L7. Porém,
pelo Teorema de Rellich Kondrachov (Teorema temos que W17 é um subespaco de
L' para todo i € [0,7*). Portanto, esta inclusdo continua vélida para i = m e i = s por
serem menor que o expoente critico 7*, e entao a afirmacao segue. Desta forma X pode
ser munido com duas normas, e por ele possuir dimensao finita, entao temos que estas

normas sao equivalentes. Portanto, conseguimos constantes c(k) > 0 e (k) > 0 tal que

m 1 m
eIy, < — Nl Vu e Xi, (3.14)
) 1
) uls, < <l Vue X (3.15)

Agora por (a;) possuimos a seguinte estimativa:

1 (a1) 1 [VulP —p
—/A(|Vu|p)dx < —/ / €2+ €3t P dt | dx
P Ja PJa \Jo

= 6—2/\Vu|7”da:+6—3/|Vu]qd;1:
P Ja q Ja

€9 €3
= —ulli, + EHUII*{,C,.
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Suponha €3 = 0. Entao terfamos v = p e desta forma as normas ||ul|1, e |Ju|i, sdo
iguais. E se supormos €3 > 0 entao p < v = ¢, donde concluimos que para toda u € Xy,
as normas ||ul|1, e ||ul|1,, sd@o equivalentes a norma ||ul|;,, a depender desdes dois casos.

Isto quer dizer que existem constantes c¢1(k) > 0 e co(k) > 0 tais que:

[ulli, < cr(B)llulli, e lulli, < ca(B)ullf,

qd —

Dessa forma, obtemos que

1/ €9 €3
= | A(|VulP)de < =||ul|® . + =u||? 3.16
) (IVul?) p|| [ q|| [k (3.16)

77.

€9 €3
s Cl(k);HuH?,»y + 02(@5”“”({

Desta forma, se m < p, pelas equacoes anteriores e tomando

pr =min g 1, ( Aelk) ) > 0, (3.17)

2eac1 (k) | 2e3ca(k)
P T q

obtemos que, para u € S, N Xy,

1 A
Ja(u) = ];/QA(\VuV’)dx—E/Q|u|md1:—g/ﬂ\u|sd:c

1
< —/ A(|VulP)dx — i/ |u|"dx
b Ja m Ja
€ € .
< Cl(k)iuuHi’y + CQ(k)fHquf,’y = c(R)A[ullT,
€ € .
< Cl(/f)EZHUHIf,V + CQ(k)ESHUHZf,'y — c(R)A[ullT,
€ € m
< ot |(a®2 4 e®D) g - o]
1 p—m
€9 €3 )\C(k) P
< Pk (Cl(k); + C2(k’)g) (262(;1(]6) i 2630(12(k) - C<k)>‘
/S GO
2

m

—ppe

Portanto, sup Jy(u) < ka() < 0, e a prova do primeiro item esta completa.
XkﬁSpk

Se p > m, imporemos condigoes ou sobre v ou sobre y. Comecemos condicionando A.
Para cada Xi, tome 0 < pp, < 1e

1 alk)2e ™ + (k)2

A> N = :
> 2+ () >0

Desta forma obtemos que, para u € S,, N Xj:
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Ja(u) = E A(|Vul?)d :c—— \u|md:£ |u|®dz

P Ja Q

1 p m
< ]—Q/QA|Vu| d:v——/\u| dx
< q(k);nunl,v+c2<k>5||u||1,7—c(k:»uun’;;
< of )%HUH +02(k)%HUHﬁ”,7—C(k)AHUH%
< (c1<k>;+c2<k>;) z—m—cam]
< o (a2 + D) - ey

[ € e\ e (k)< + oK) pf ™

S pk (Cl(k)_+c2(k)g) pi _C(k) <%+ () pp C(k‘) () pp )]
_ —%;%)<O

Dai sup Jy(u) < #C(k) < 0, para todo A > \*, e que conclui a prova do segundo item.
XSy,

Agora vamos impor as condigoes para u. Para cada X, tome 0 < p, <1 e

1 alk)2p " +cak) 2o
>t == 1 0.
p =g ) ~

Desta forma obtemos que, para u € S,, N Xj:

1 A
Ja(u) = 2—)/9/1(|Vu|”)dx—g/g|u|mdx—g/Q|u|sdx

1 p a:—ﬂ ul®dx
S R
< cl(k’)%IIUII’fW+Cz(k>%3HUII‘i,W—c’(k‘)ullwliy
< <k>—nuu +eal) Xl = ¢ Rplel,
< (cl<k>§+cz<k>§) pi—S—c'uf)u]
< n (q(k)g c2<k>3) pﬁ‘tc’(fcm*}

i &\ k)2l + ek ’

< m (C1(k)—2+62(/€)g> vt —d (k) (%‘i‘ () p c’—(;:) i )]
B —@d%)<o
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Portanto, sup Jy(u) <
XSy,

demonstracao do teorema.

—oclk
pk;( ) < 0, sempre que [ Z Iu* e logo concluimos a

[]

Podemos finalmente enunciar o primeiro resultado de existéncia para o problema (3.1]).
Teorema 3.2. Suponha que a(t) satisfaz (a1) e (as), com 1 <m < s <~. Entao:

e Se p <m entdo para cada A >0 e p > 0, o problema (3.1) possui infinitas solugées

{u,} satisfazendo:

I(un) <0 e |lun|| — 0 quando n — oo.

e Se p>m entao possuimos duas opgoes:

i) existe \* > 0 tal que para cada X > \* e u > 0, o problema (3.1)) possui infinitas

solugoes {u,} satisfazendo:
I(un) <0 e |[un]] — 0 quando n — oo.

ii) existe pu* > 0 tal que para todo X > 0 e para cada p > p*, o problema ({3.1))

possui infinitas solugoes {u,} satisfazendo:
Ia(un) <0 e l||u,|| — 0 quando n — oco.

Demonstrag¢ao. Para esta demonstracao, utilizaremos o Teorema de Clark que nos
garantird o que ¢ afirmado nos itens 1 e 2.

Pelo Lema [3.1] e pela Proposigao [B.I], temos que o funcional J, é limitado inferiormente
e satisfaz a condicao de Palais-Smale. Além disso, uma aplicacao direta mostra que o
funcional é par. Entao com estes fatos juntamente com o Lema [3.2] e com o fato de
J\(0) = 0, ficamos aptos a aplicar o Teorema de Clark (Teorema [A.9)), respeitando a
restrigdo sobre A ou sobre p para cada item. Dessa forma, para cada caso (para todo
A, > 0sep<m,para todo A > A e > 0sep>mouparatodo A >0e p > p* se
p > m) obtemos uma sequéncia de pontos criticos (e logo solugoes) {u,} para o funcional

tal que ||up|/1, — 0 em Wy, quando n — oo e Jy(u,) < 0, o que finaliza a prova. [

332 Caso2:l<m<y<s<n*

Como foi comentado acima, para este caso o nosso funcional nao possui a propriedade
de coercividade, pois este nao serd limitado inferiormente e desta forma precisaremos de
outra estratégia, isto é, truncar o funcional, pois desta forma conseguiremos provar que o
funcional truncado possui infinitos pontos criticos que coincidem com o funcional original.

Desta forma vamos definir o funcional truncado.
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Definicao 3.3. Definimos o funcional truncado I : WOM — R por:

/A Vul?) x——/|u!mdx— (ally, /|uy iz,

onde p € C}[0,4+00) € uma funcao auziliar que satisfaz:

0<p<1 em [0, 4+00),

ty=1, se tel0,3],
=0, se te[l,+00),

O'(t) <0  para te€]0,+o0].

(3.18)

Observemos que, mesmo modificando o funcional, ele continua sendo um funcional de
classe C1, visto que a funcao ¢ também ¢é de classe C*, e sua derivada de Fréchet é dada

por:
(I\(u),v) = /Qa(|Vu|p)]Vu|p2Vqudx—)\/Q|u]m2uvd:c

2 s - s
(i) [ e [ [9ar 2 VaVeds = el [ s
(3.19)

1
onde u,v € Wy

Vejamos entao que as propriedades geométricas citadas acima sao satisfeitas por I,.

Lema 3.3. Suponha que a € C*(RY,R") satisfaz a hipdtese (ay), com 1 <m <y <s<

. : . , 1
v*. Entao o funcional Iy é coercivo em Wy™.

Demonstragao. Utilizando a hipdtese (a;) juntamente com o Teorema de Imersao

Continua (ver [12, Coroléario 9.15]), obtemos que, para qualquer u € VVO1 7

nw = o [ AGupde =2 [ mds = o) [ jufda
_ ]1?/9 (/OW a(t)dt> d;z:—E/Q|u\mdx o(lull, /|u\ i
= %/Q (/W €0+ ey H(es)t 5" dt) da:——/ | dz

e} [ fufdo 520
= E—/|Vu|pdx+H(63)—/|Vu|qdzzc—i/|u|mdx
Q m Jjo
ol /wm

€ A m s
= ;Ilull’f,p + H(e?,)gllulli’,q =l = e lulli )7 llull:

€0 €1 A m 1
;IIUII’Lp + H(G3)g|lﬂ|li’,q = —Cillullfly, = ellully, )G llulli -

Y
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Se H(es) = 0, temos entdo v = p e logo ||ull1, = ||u|/1,. Portanto, pela condicao
m < «v e pela equacao (3.20) obtemos que, se ||u|l;, — o0, temos em particular que

|lull14 > 1, e entdo:

€0 €1 A %
Dw) = Dy, + Hles) ulliy = o Crlluliy = GEe(lulisvi,
€0 A
= iy = Gl
€ A _
= lulliq |7 = Gllulis™| — oo

o que completa a coercividade para H(e3) = 0.
Se H(es) = 1, temos entdo que v = ¢ e logo ||ul|1 4 = ||u|14. Portanto, pela condicao
m < ~ e pela equacao (3.20) obtemos que, se ||ull;, — o0, temos em particular que

|lunlliy > 1, e entao:
€0 €1 A 1
L) 2 Jlulliy + Hes) ulliy = S Cullully, = G lellulis)lllli,

A

€0 €1 u
= iy Clelliy = 2 Crllli = GLe(lulis)ui,

€1 )\
> QHUH(f,q = —CillulY,
_ v ol A m—y
= Jull, |2 - ZCulully | — o
o que completa a coercividade para H(e3) = 1. ]

Proposicao 3.2. Suponhamos vdlidas as hipdteses (a1) e (az) sobre a fung¢do a com
l<m<vy<s <y Temos entao que o funcional I satisfaz a condi¢ao de Palais-

Smale.

Demonstragio. Seja {u,} C W,” uma sequéncia (PS)., ou seja, I (u,) — c e
I (u,) — 0 em (W) quando n — co. Temos entdo que pelo Lema o funcional
I, é coercivo e, portanto, esta sequéncia é limitada por um argumento é analogo ao da
demonstra¢ao do Lema Entdo por esta sequéncia {u,} ser limitada em W,”, temos
pelo Teorema que existe u € W, tal que u, — u em W,"?, a menos de subsequéncias,

e vale também que:
/ |Vu,|” — to > 0 em R. (3.21)
Q

A 1
Vamos provar a convergéncia forte de u,, para u em W;".
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Observe que

(I (up) — I{(uw), up, —u) = /Q(a(|Vun|p)|Vun|p_2Vun) - (Vu, — Vu)dz
A /Q (Jnl™ 2100 - (11 — )l

& (lunll],, ’”/ [ |* dx/ V|2V, - V (uyy — u)da

gl ) [ (1l 20) - (0 = o
- ( /Q (a(|Vul?)| Va2V a) - (Vi — Va)da

—)\/Q(\u]mzu) Uy — u)dz
o (lull], “7/|u| dx/ VU2V - V(i — w)de
—W(HUHY,V)/Q(WlS_QU) ' (Un—U)de>
= / (a(|Vun|p)|Vun|p_2Vun - a(|Vu|p)|Vu|p_2Vu> - (Vu,, — Vu)dz
Q
. /Q(|un|m_2un %) - (uy — w)de

Y[ s _
—;(mnunuw [ kit [ 190,750, - ¥ (= wyde

(Il /|u\ dx/mm 2V V(un —u)d)

—H (@(”unm,w) /Q(|UN|S_2un> (U — u)dz

olll1) fo(l*20) - u _um)_
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E portanto, obtemos a importante igualdade
(I (up) — L (uw), up, —u) = / (a(|vun|p)|vun|p—2vun
Q
_a(’Vu|p)‘Vu|P—2vu> (Vu, — Vu)dz

—)\/(|un|m_2un — |u|m_2u) Uy, — u)dz
Q

—%( (lunll?, /|un| dx/wunw 2V, - V(ty — u)d
ol /yu| dx/\vuw 2V V(uy — u)da )

L (ﬂuunnm / (lt]* ) - (11 — )l

el [ (20 -G - um).
(3.22)

Como {u,} é uma sequéncia (PS). fracamente convergente em W, e também
I'(u) € (W), isto é, no dual de W7, entdo por [I2, Proposicao 3.5| obtemos:

(I\(u), u, —u)y — 0.

Agora, como {u,} é limitada, temos entao que ||u,, — ul|;, também é limitada e por
I (u,) — 0 em (W, temos:

(I3 (), = w)| < I3 (un) | oy [lm = ul}1y — 0.

Portanto, segue que:

(I (un) = L (u), un =) = (I3 (un), up = w) = (I3 (w), up — )

3.23
— on(D). (3.23)

quando n —» oco. Agora, usando o Teorema de Rellich Kondrachov (Teorema ea
Desigualdade de Holder (Teorema 7 comk =ick = -+

i—17

(/Q(’u‘i de) (/ = uf dm> (3.24)

ull;™ = wlli — 0

onde i = mout = s

obtemos que:

[t ?utu, = s

IN
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< (/Q<|un|" “dff> (/'“n‘“'d‘”) (3.25)

/ a2t (1, — )
=l fu — lls — .

Portanto, obtemos por (3.24)) e (3.25)) que

/(|un|m_2un) — |u|m_2u)(un —u)dr = |un|m_2un(un —u)dz
Q Q
+ [ ™ 2u(u, — u)de (3.26)
Q
= On(l)

Agora, pela defini¢ao de ¢, temos que 0 < o(||unll1,) < 1. Desta forma, obtemos

novamente por (3.24]) e (3.25)) que:
sO(HUnllY,V)/Q(WnlsZUn)'(un—U)d$—¢(|lull¥,7)/ﬂ(|u|s2u)‘(un—u)df€ = on(1). (3.27)

Assim, aplicando as informagoes obtidas em ([3.23)), (3.26) e (3.27) na equagao (3.22)),

obtemos que

on(1) = / (a(|Vun|P) |V |P 2V, — a(|VulP)|[VulP~2Vu) - (Vu, — Vu)dz
Q

wy
_?< (lunll?, /|un| dx/ V|V -V (t, — u)da (3.28)

(llullf, /|u|8da;/\vuw 2V V(u, — u)dz )

Vamos definir o funcional linear em W, dado por :
v — / |Vu|"2Vu - Vuda.
Q

Temos que este funcional é continuo, e como u,, — u em VVO1 " obtemos por [12], Proposigao
3.5] que:

/ IVu|"2Vu - V(u, — u)dz = o,(1). (3.29)
)
Desta forma, substituindo em ([3.28]) obtemos:
on(l) = /(a(|Vun|p)|Vun]p2Vun — a(|Vul|?)|VulP~*Vu) - (Vu, — Vu)dx
Q

(3.30)
Y umll?, /|un\ dx/wunw 2V, - V(u, — u)dz.
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Agora, defina

1y
an =~ (], /|un|dx

Por (3.21)), obtemos duas opgoes: se tg = 0 entao obtemos que
/ |\Vu, — V0" — 0.
Q

.~ ., 1 . o~
Desta forma, por defini¢ao, concluiriamos que u,, — 0 em W;,"", o que provaria a condi¢ao

de Palais-Smale. Agora suponha ty > 0. Pela continuidade de ¢’, temos que

¢ (llunlll,,) — ¢(to) < 0. (3.31)

Além disso, pelo Teorema de Brezis-Lieb (Veja [13, Teorema 1|), obtemos que ||u, || —
||u||$. Portanto, temos que a, ¢ uma sequéncia convergente e ndo negativa. Assim,

obtemos que:
Y 7, /|un|8da;/|vuw 2V -Vt — u)da = on(1).
Assim, subtraindo esta parcela na equacao , obtemos:
on(1) = /Q (@[ Vi [P) Vet P2V, — a([Vul?) [ VulP2Va) - (Va, — Va)da
L ) [ fnlde [ 1902V, - Vi, — e
= /Q(a(]Vun|p)|Vun\p2Vun — a(|Vul?)|Vu|P~*Vu) - (Vu, — Vu)dx
Y /|un|sdx/|Vun|7 2ty - V(1 — u)da
T (fualli )/|un|5dx/|Vu|7_2Vu-V(un—u)d:v
s Q Q
= /Q(a(]Vun|p)|Vun|p_2Vun — a(|VulP)|[Vu|P~2Vu) - (Vu, — Vu)d

~EL (uall, /|un|sdx/ (I Va2Vt — [V "2V0) - ¥ (u, — u)d,
Q Q

e portanto, obtemos que
on(l) = /(a(]Vun|p)|Vun|p2Vun — a(|Vul’)|[Vu|P~2Vu) - (Vu, — Vu)dz
Q

Y ) / g |*d / (V[ 2Vun — [Vu["2V4) - V(uy — u)d.
Q Q

(3.32)

E por fim, vamos aplicar o Lema[2.2] com = Vu, e y = Vu na primeira componente,
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e para a segunda iremos aplicar o caso classico do Lema (no qual pode ser conferido em
[35]), em que este nos permite aplicar a desigualdade tanto para p quanto para ¢, e logo
seré satisfeito para os nossos dois casos em que estamos trabalhando baseado em ~. Entao

obtemos que:

0 < C1|Vu, — Vau|” < (a(|Vu,|?)|[Vu, [P Vu, —a(|VulP)|VulP~*Vu, Vu, — Vu). (3.33)

0 < Co|Vu, — Vu|? < {(|Vu,|"*Vu,, — |Vu|"*Vu, Vu, — Vu). (3.34)
Assim, integrando (3.33)) e (3.34)) em Q e utilizando a equagao ([3.32)) obtemos que:
on(l) = /(a(]Vun|p)|Vun|p2Vun — a(|Vul’)|[VulP~*Vu) - (Vu, — Vu)dz
Q

Ll ) [ fualde [ (190 2V0, = [90P2V0) - Wty — )
Q Q

2 (Cl + CQCLn)Hun - uH’ly,'w

onde novamente por a, ser uma sequéncia nao negativa e convergente, segue que

|[tt, — u||1.4 = 0n(1), donde concluimos a convergéncia forte em W;,". O

Lema 3.4. Assumamos que 1 < m < v < s < v* e que a fung¢ao a satisfaz a hipotese

(a1). Entao vale as sequintes propriedades:

e Sem < p entao para cada k € N, existem um subespago linear X de Wol’”, de

dimensao k, e um real p, > 0 tal que sup Iy < 0, onde S,, = {u € Wol” :
XkﬂSpk

Hu 1,’)/ = pk};

e Sem > p entao existe \* tal que para A > \*, a tese do item anterior € vdlida.
e Sem > p entao existe u* tal que para > p*, a tese do primeiro item € vdlida.

Demonstracao. Demonstracgao.

Conseguimos duas constantes c(k) > 0 e ¢(k) > 0 tal que

m 1 m
ct)ullfly < —llullm,  Vu € X, (3.35)

1
R ulliy < Slulli, Vo e X, (3.36)
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onde por (a;) possuimos a seguinte estimativa:

1 () 1 IVul? a=p
—/A(|Vu|p)dx < —/ / €2+ €3t P dt | dx
D Ja D Ja \Jo

= 6—2/qu|pdx+€—3/|Vu|qalx
D Ja 4 Ja

€2 €3

Agora, novamente por outro argumento feito no Lema existem constantes ¢;(k) > 0 e

ca(k) > 0 tais que:
[ulli, < cr(B)llully, e ulli, < ca(B)ullf,

Assim, obtemos que

1 €9 €3 €9 €3
- / A(IVulP)de < —=[[ullf ), + —l[ull{, < cr(k)=[[ulli, + (k)= lulli . (3.37)
P Ja p q p q
Desta forma, se m < p, pelas equagoes anteriores e tomando
1
) Ac(k) e
pk‘ = Imin 17 <252C1(k) + 263C2(k,‘)> > 07 (3-38)
p q
obtemos que, para u € S, N Xy, entdo 0 < p(|jull],) <1e
1 A
L(u) < = [ A(|VulP)dz — — [ |u|"dx
P Ja m.Jjq
€2 €3 m
< Cl(k)gHuH’i7 + Cz(’f)gHUH?,7 — c(R)A[ulli"y
€2 €3 m
< Cl(lf)EHUH’f,7 + 02(/<?)EHU||’5,7 — c(B)A[ullY";
m €2 €3 —m
< ot |(a®2 4 e®D) g - i
p q
1 p—m
€9 €3 )\C(k) P
S Pk (Cl(k)g + cQ(’ﬂE) <25201(k) N 2ezca (k) - C(k))‘
p q
_ Pk c(k)A <0
2
—pic(k)

Portanto, sup I)(u) < < 0, e a prova do primeiro item estd completa.

XNS,, 2
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Se p > m, para cada X, tome 0 < p, <1le

1 am)gh ™ +ek)tn ™
A> N =~ 2 .
> 5+ 70 > 0

Desta forma obtemos que, para u € S,, N Xj:

L) — /A Vul?) x——/|u|mdx——<p ulll, /|u|sd:v
E/A(\vmp)dx—i/ ™ dz
P Ja m Jo

A A
o
1
=
+
Q
[\v)
ik
=
>
=
ey
2

AN [\
) @)
=3 iy
o T
A% 1N
= =
I
+ -
N 3
= =
SN— E
bﬁ —
3
|
z =
1 E
5

[\
)
>3
N
o
S
—
o>
N—
|2
no
+
o
(]
—
>
N—
~__
3
3
|
o
—
>
N—
>
I—*I

€9 €3 _ 1 (k) < /Oz " + C2(k)€_3p£_m
< B)2 4 eo(k) 2 ) o™ — (k) | = “
< o |(a®2+am?) g c<>(2+ g
—pic(k)
= 0
5 <
Portanto,
—ome(k
sup Iu) < )
X,NS,, 2

sempre que A > \* e logo a prova do segundo item esta completa.

1
Agora vamos impor as condigoes para u. Para cada X, tome 0 < p < 3 e

Desta forma, para u € S, N X}, temos que ¢(||un|],,) = 1, visto que

e também:
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1 A m Iz ]
B = o [ AQ9apde =2 [ juprde = oll)? [ s

|
< —/A(|Vu|p)dx—ﬁ/ |ul*dz
P Ja s Ja
€ € 5
< Cl(k>§|’u”11),'y + Cz(’f)EP’HUH% —c(k)pllulli,
€ € s
< Cl(/f)ﬁHuH’f,w+C2(/€)§HUH§’,7—C'(k)MHUHm
[ €2 €3 p—s /
< Qmm;wwxm—)@ —c@m}
[ €2 € D—S8 / *
< ot (a2 +a®) o7 - o]

IN
s
ES
/N
(o)
AR
—
-
S~—
|m
[\&)
+
Q
[\v)
—
™
S~—
™
w
~
CH
.
|
Q\
—~
N
N—
VR
N | —
+
o)
A
S
N
N—
1Y
SN
ol
=+
N— Q
(V)
S
N
N—
= |3
=
V2]
N~
1

) < pielh)
2

Portanto, sup Jy(u < 0, sempre que p > p* e logo concluimos a

XgNSp,
demonstracao deste resultado. O]

Podemos entao finalmente demonstrar o primeiro resultado de existéncia para o

problema (3.1)) para este caso.

Teorema 3.3. Suponha que a(t) satisfaz (a1) e (az), com 1 <m <y < s <~*. Entao

e Se p <m entdo para cada X >0 e > 0, o problema (3.1)) possui infinitas solugoes

{u,} satisfazendo:

Jr(un) <0 e |uy|| — 0 quando n — oc.

e Se p > m entao existe \* > 0 tal que para cada X > X\* e > 0, o problema (3.1))

possui infinitas solugoes {u,} satisfazendo:

I(un) <0 e |luy|| — 0 quando n — oo.

e Sep > m entao existe u* > 0 tal que para cada pn > p* e X > 0, o problema (3.1)

possui infinitas solugoes {u,} satisfazendo:

Jr(un) <0 e ||uy|| — 0 quando n — occ.
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Demonstracao. Para esta demonstracao, utilizaremos o Teorema de Clark que nos
garantird a existéncia de pontos criticos para I, os quais, provaremos que sao pontos
criticos para J).

Pelo Lema e pela Proposicao temos que o funcional I, é coercivo e, portanto,
limitado inferiormente e satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. Além disso, uma aplicagao
direta mostra que o funcional é par. Entao com estes fatos juntamente com o Lema
e com o fato de I,(0) = 0, ficamos aptos a aplicar o Teorema de Clark (Teorema
, a depender da condicao relacionada a p e m. Dessa forma, se m < p obtemos
uma sequéncia de pontos criticos {u,} para o funcional I, tal que |u,||1,, — 0, quando
n — oo e Iy(u,) < 0 para todo A\, > 0, enquanto se m > p obteremos o mesmo
afirmado anteriormente, porém para todo A > A\* e para todo pu > 0 ou para todo A > 0
e i > u*. Desta forma, para finalizar esta prova, vamos mostrar que uma infinidade de
pontos criticos para I, com norma suficientemente pequena também sao pontos criticos
para Jy. Por defini¢do de ponto critico, temos que (I§(u,),v) = 0 para todo v € Wol’v.
Entao por (3.19)), obtemos que:

/ a(|Vu,|P)|Vu, P~ *Vu, Vodr — \ /|un|m 2upvdr — ¢ ||unH /]un|5 2upvde

)2 [ fualde [ 190090 F0de = 0.
S Ja Q
(3.39)
Vimos que ||u,|1, — 0 quando n — o0, entdo pela defini¢do de limite, existe ng > 0

tal que para n > ng temos [|u, ||}, < § e consequentemente

pllunlll,) =1 e @ ([lunlli ;) =0

Entao substituindo em ([3.39) obtemos que:
0 = /a(|Vun]p)\Vun]p_2Vuandz—)\/ \un|m_2unvdm—u/ | | 2 vda
Q Q Q

= (Alun),v),

para todo v € T/VO1 ! Desta forma concluimos que u,, é ponto critico para Jy para todo
n > ng. Além disso, por ¢((|unll],) = 1, temos que Jx(un) = Ix(u,) < 0, 0 que completa

a demonstragao. O

O préximo resultado nos garantird que se tomarmos A suficientemente pequeno, entao
o problema (3.1) possui também infinitas solugdes com energia positiva. Desta forma,
os proximos resultados mostram que o funcional J, satisfaz as hipéteses do Teorema do

Passo da Montanha Simétrico para A suficientemente pequeno.

Lema 3.5. Suponha vdlidas as hipéteses (a1), (ah) e (az) com 1 <m < vy < s < ~v*

Entao o funcional Jy satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.
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Demonstragao. Para isto seja {u,} C I/VO1 ! uma sequéncia (PS)., entdo temos que esta
satisfaz

In(up) — ce Jy(u,) — 0, quando n — co.

. N . . N . 1,y
Vejamos que esta sequéncia possui uma subsequéncia que converge fortemente em Wy"'.
Primeiramente vejamos que esta ¢ limitada. Vamos limitar inferiormente e superiormente
a subtragdo do funcional J, pela sua derivada (definida pela equagao (3.5))), ambos

aplicados na sequéncia {u,}, da seguinte forma:

1, 1 A . .
Aw@—#m%mm::5me%mm—aﬁmﬁm—gémdm

1
—= /a(]Vun|p)|Vun|pd:v—)\/ |un|mdx—u/ [un|*dx
S\ Ja Q Q

1 1
- 1/MW%WM——/MW%WWwa
PJa s Ja

A
= +<—%+—>/|un|md:c.
S /) Ja

Pela condigao de s > m, obtemos entao que

(3.40)

AA
C=-——+-<0.
m S

Desta forma, aplicando Imersao Continua de Sobolev (Veja [12], Corolario 9.15]), obtemos
C'" > 0 tal que
C/ \u,|"dx = Cllug||m > CC'||un||T (3.41)
Q

1y

onde denotaremos K = C'C’. A hipotese (a}), nos diz que existe o com

p P
tal que
1
—a(t)t < A(t
Lafir < A,
para todo t > 0. Assim tomando ¢t = |Vu,|P e integrando em 2 de ambos os lados,
obtemos que
1
—/a(|Vun|p)|Vun|pdx§/A(|Vun|p)dx,
@ Ja Q

e entdo, substituindo esta tltima expressao na equacgao (3.40)), juntamente com a hipotese

(ay), obtemos:
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1 1 1
) = () ) = / AV ) — / a(| V)V P

A A
+ (—— + —) / |, | dx
m S Q

(a5) 11 1
>~ | a(|Vunl?) [ Vun|Pde — = | a(|Vu,|P)|Vu,[Pdz
paJq 5Ja
AA
(2 42) [l
m S 0
11
> <_ - _) / a(|Vun ") [Vun|'dz + K Ju, |7,
pa S 0
(a1) /1 1 a-p m
S / o+ 1 H (&) (IVual”) 5" | [Vun[Pde + K |lun |1,
po S [}

(o= 3) llnlity + (o = 3) el + Kol

= Cillunlly,, + H(es)CallunllT g + Kllunll7,

1 1 1 1

onde C) = (— — —) e e Cy = (— - —) €1 sdo constantes positivas pois, por (a}),
pa S pa S

temos que o < —. Desta forma obtemos duas desigualdades importantes: Se H(e3) = 0

entao v = p e logo obtemos:
1 / vy m
alun) =~ (I (un), un) 2 Crljunlli; + KlunllT,
Se H(e3) = 1 entao v = ¢ e logo obtemos

1 m
Ia(un) = —(S(un) un) = Crillunlly, + Collunlli , + KllunllY,
S

= Collunlli, + Kllun[[7;-

Portanto, de ambas as formas obtemos que
1 m
Ta(n) = —(I(un), wn) 2 Mlualli; + KlunlT, (3.42)

com M = Cy ou M = (.

Por outro lado, sabemos que:

) = S tn) ) < ) = SO ) | < )]+ 5 15 ), )
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Temos que {J)(u,)} € uma sequéncia real e por {u, } ser uma sequéncia (PS)., temos que
Jr(u,) — c. Portanto, {Jy(u,)} é uma sequéncia limitada, no que implica que existe
C, € R tal que

| Iy (un)] < Ch. (3.43)

Além disso, temos que

[( I3 (), ) | < T3 () gy = Ml 15- (3.44)

Portanto, utilizando o fato de que ||J//\(“n)H(WgW)' — 0, temos entdo que existe K tal que
”J;\(Un)H(WOI,'y)/ < K. E ainda, pelas equagoes ([3.43), (3.44) e tomando Cy = max{C,, K},

obtemos que:

Ta(un) = L)) < ()] U () )

< O+ K - Junlli 4

(3.45)
< Oy + Collunl|iy
= Co(1+ Jlunlly)-
Portanto, pelas equagoes (3.42)) e (3.45)) obtemos a seguinte estimativa:
m 1 ~
Munl[i + Klluallfy < Ia(un) = —(I3(un) un) < Co(L+ [unlly),
donde obtemos que
lunllly (M + KJun[l757) < Co1 + [Junl1)- (3.46)

Assim, se supormos por contradi¢cdo que ||uy||1, — 00 entdo podemos supor que
|unll1,4 # 0. Assim, dividindo ambos os lados da equagao (3.46) por ||uy|1,, obtemos:

_ - Cy .
Mun| 5" (M + K [Jua 7 7) < + Ca.

~ llunlly

Entao, se ||ull1, — oo, por ¥ —1 > 1 e por 7 > m, obtemos uma contradi¢ao pois
o lado esquerdo da desigualdade acima ira para infinito enquanto é majorado por uma
constante no lado direito. Assim, temos {u,} limitada.

Entao por {u,} ser limitada em VVO1 "7, temos pelo Teorema que existe u € VVO1 7
tal que u, — u em VVO1 7. Entao resta apenas provar a convergéncia forte de u, para u
em VVO1 7, e o argumento para tal segue igualmente o argumento feito na Proposicao ,

donde concluimos a demonstracao deste lema. ]

Lema 3.6. Suponhamos vdlida a hipétese (a1) com 1 < m < vy < s < ~*. Entdo existe

A* > 0 tal que para todos 0 < A < \* e u > 0, existem o, p > 0 tais que Jy(u) > « quando
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[ulliy = p.

Demonstragao. Pelo argumento feito na equagao ([3.6) temos a seguinte desigualdade:

€0 €1 A m o s
N = Dy + He) llulli, = - Crlluli = Gl

7’y7

onde concluimos que

A m Hoyos
Ja(u) > Mull], — ECHHUI o CQ;IIUHM

_ A 1
_ y—m _
= el [l - 200 - el

1
Ms\
com M = L se H(es) =0ou M = D se H(es) = 1. Escolhendo 0 < p < (—S>
p q nCo
temos que

Mpr=m — P e > 0,
s
Desta forma, para toda u € W, com ||ul|;, = p e para todo \ satisfazendo

m(Mp'™™ — Gyl p>™™)

0<A
<A< c,

temos que

A
D(w) > p" [Mp“f—m ~ 20— 02—Ps_m] >0,
m s
donde o resultado segue tomando
_ A _
a=p" {Mp7 m——C) —Cy=p° m} .
m s
]

Lema 3.7. Assuma as hipdteses (a1) e 1 <m <y < s <~*. Entao para todo subespago
linear com dimensdo finita K C W, existe uma constante 0(K) tal que Jy(u) < 0 sempre
que ||lul|1, > 0(K), onde u € K.

Demonstrag¢ao. Seja X um subespaco linear de I/VO1 7 que possui dimensao finita.
Utilizando (a1) juntamente com os argumentos feitos no Lema sobre equivaléncia de
normas em espagos de dimensao finita, obtemos constantes ¢(K), ¢'(K), ¢1(K), c2(K) > 0

tais que, tomando u € X, temos:

€2 €3
Ia(u) < cl(K)gHuHiﬁ@(K);Hu

1y = cCROMullT, = ()l
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Agora, se €3 = 0 temos que v = p, e desta forma, por v < s obtemos:

€2 €3 m s
Ii(u) < Cl(K)EHUH'f,W + Cz(K)gHUH‘iy = c(K)Aullfy, = (K )pllulli

€2
< ;cl(K)HUI!Y,V—c(KWIUI

T’y - CI(K)MHUHL;V
s €2 —s m—s
= lulli, ;Cl(K)HUH,W = c(K)Mull%y* = < (K)p| <0,

quando |ju||;~ for suficientemente grande. Por outro lado se €5 > 0 temos entdo que

p <7y =q<s. Assim, obtemos:

€2 €3 m s
Ia(u) < Cl(K)EHUH’fW+02(K)g||u||'f,7—C(K)AHUHM—C'(K)HJHUHM

1y = cONul|75° = (K)p| <0

€ . €
= lulli, |ex (Ol + ea(K)-

quando ||ul|;, for suficientemente grande, o que completa a demonstragao. ]

Vamos ao resultado principal sobre existéncia.

Teorema 3.4. Suponham vdlidas as hipdteses (ay), (ah) e (az), com1l <m <y <s <.
Assim, existe \* > 0 tal que para todos 0 < A < X\* e u > 0, o problema (3.1) admite

infinitas solugoes {u,} satisfazendo:
J(un) — 400 € |[uy||1,, —> 00, quando n — oo.

Demonstragao. Temos que Jy, é um funcional par satisfazendo J,(0) = 0. Além disso,
pelos Lemas|[3.5] e[3.7temos que todos os requisitos necessarios para aplicar o Teorema
do Passo da Montanha Simétrico (Teorema [A.10|) sdo satisfeitos. Portanto, concluimos
que, para todos 0 < A < A*, com \* dado pelo Lema |3.6| e ¢+ > 0, existe uma sequéncia
ilimitada de valores criticos para Jy, ou seja, existirda uma sequéncia {u, } de pontos criticos
(e portanto solugdes para ([3.1)) que satisfaz Jy(u,) — 400 quando n — oco. Agora,
como para cada subconjunto limitado de VVO1 7. temos que J) é um funcional limitado
para este conjunto, entao temos que ter obrigatoriamente que ||u,||1, — 400 quando

n — 00, o que completa a demonstracao. ]

333 Casod: l1<m=vy<s<y*

Para este temos que a geometria satisfeita pelo funcional sera a de passo da montanha,
onde conseguiremos mostrar a existéncia de infinitas solucoes de energia positiva para todo

A suficientemente pequeno.

Lema 3.8. Suponha vdlidas as hipdteses (a1), (ah) e (az) com 1 <m =y < s < v*.
Entao, existe \* > 0 tal que o funcional Jy satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale para todo

0< A< A
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Demonstragio. Tome {u,} C Wy uma sequéncia (PS).. Desta forma nosso objetivo é
encontrar A* > 0 tal que para todo A < A\* a sequéncia {u, } convirja fortemente a menos
de subsequéncias. Pelo Lema [3.5] majoramos inferiormente e superiormente a subtracao

do funcional pela sua derivada e obtivemos a seguinte desigualdade:
lnllf o (M + Kluall757) < Co(l+ [ualliy),

relembrando que

m S

K:C’C’:C’(—ijLé) < 0.

Aplicando a hipdtese v = m, obtemos que

[unlli, (M + K) < Co(1 + [lunll1), (3.47)
Escolha A\ satisfazendo u
ms
0< A< —— ="
sAs C'(s —m)
Desta forma obtemos que
M+ K > 0. (3.48)

Portanto, se supormos por contradi¢do que ||uy,||1, — 0o entdo podemos supor que
|tn 1,4 # 0. Assim, dividindo ambos os lados da equagao (3.3.3)) por ||u,]1,, obtemos:

Ml 15 (0 + K) € 2 4 G

[n |1
Entdo, se ||uyl|1, — 00, por v —1 > 1 e por M + K > 0 para A < \*, obtemos
uma contradicao pois o lado esquerdo da desigualdade acima ira para infinito enquanto é
majorado por uma constante no lado direito. Assim, temos {u,} limitada.

Entdo por {u,} ser limitada em W,”, temos pelo Teorema que existe u € W,"
tal que u, — u em VVO1 7. Entao resta apenas provar a convergéncia forte de u, para
u em VVO1 Y. e o argumento para tal segue igualmente o argumento feito na Proposicao
.1} donde concluimos que o funcional J, satisfaz a condigao de Palais-Smale para todo
A< AN ]

Lema 3.9. Suponhamos vdlida a hipdtese (a1), com 1 < m =~y < s < v*. Entao existe
A > 0 tal que para todos 0 < X < X* e u > 0, ezistem a,p > 0 tais que Jy(u) > «

quando ||ul, = p.

Demonstragao. Pelo argumento feito na equagao ([3.6) temos a seguinte desigualdade:

€o €1 A 1
I(u) = ;||u||§’,p + H(€3)g\|UH?,q = —Cullully, = G llulli
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onde concluimos que, por v =m

A [T
N(w) = Mlulli, = —Chllulli, — G lulli,

A T
= i, |3 - 201 - Gl

1

M (s=)
com M = < se H(es) =0ou M = D e H(es) = 1. Escolhendo 0 < p < (—S)
p q e
temos que

M- P > 0.
s
Desta forma, para toda u € W, com ||ul|;, = p e para todo \ satisfazendo

m(M — Cylp>™™)
Ch

0< A< = \*

temos que

A
J)\(u) > pm |:M — —Cl — C’QH,OS_7 >0
m S

donde o resultado segue tomando
A
a=p" [M - —C - C’gﬁpsﬂ} .
m s

]

Lema 3.10. Assuma as hipdteses (a1) e 1 <m =~y < s <~*. Entao para todo subespago
linear com dimensdo finita K C W, existe uma constante §(K) tal que Jx(u) < 0 sempre
que ||ull1, > 0(K), onde u € K.

Demonstracao. Seja Xj; um subespago linear de VVO1 7 que possui dimensao finita.
Utilizando (a1) juntamente com os argumentos feitos no Lema sobre equivaléncia de
normas em espagos de dimensao finita, obtemos constantes ¢(K), ¢/(K), ¢1(K), co(K) > 0

tais que, tomando u € X}, temos:

€ 63 m S
I(u) < Cl(K)EzHUHIf,W+02(K)E||U||‘f,y—C(K))\HUHM—C'(K)MHUHM-

Agora, se €3 = 0 temos que m = v = p, e desta forma, por m = v < s obtemos:
€2 €3 m s
a(u) < C1(K)5|IUH’{,7 + 02(K)EHUI|‘{,7 — c(K)Mullfy = (K pllulli

€2

;cl(K)HlLII?,7 — c(K)A[Jul

IN

1y = ) pllulls ,

€2

= ully, ;Cl(K)HUHES — c(E)N[[ull{3” = ¢ (K)p| <0,
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quando |ju||;, for suficientemente grande. Por outro lado se €5 > 0 temos entao que

p<y=q=m <s. Assim, obtemos:

€2 €3 m s
I(u) < Cl(K);HUH%+02(K)E||U||(f,7—C(K)AHUHl,y—C'(K)MHUHM

1y 1y

s €2 —s €3 —s —s
= lully, Cl(K)EHUV) +02(K)E||U|7 — c(K)A[Jull{” = < (K)p| <0

quando ||lul|;, for suficientemente grande, o que completa a demonstragao. O
Vamos ao resultado principal sobre existéncia.

Teorema 3.5. Suponham vdlidas as hipdteses (a1), (ay) e (az), com1 <m =~ <s <"
Assim, eziste A > 0 tal que para todos 0 < X < A ey > 0, o problema (3.1)) admite

infinitas solugoes {u,} satisfazendo:
J(uy) — +o0 e HUnHLW — 00, quando n —» Q.

Demonstra¢ao. Temos que Jy é um funcional par satisfazendo J,(0) = 0. Além disso,
pelos Lemas e temos que todos os requisitos necessarios para aplicar o
Teorema do Passo da Montanha Simétrico (Teorema[A.10) sdo satisfeitos quando tomamos
0 < A < A = min{\,\*"}. Portanto, concluimos que, para todos 0 < A < A e
i > 0, existe uma sequéncia ilimitada de valores criticos para .Jy, ou seja, existira
uma sequéncia {u,} de pontos criticos (e portanto solugdes para (3.1)) que satisfaz
Jr(u,) — 400 quando n — oo. Além disso, pelo mesmo argumento do Teorema

, temos ||uy|[1, — +00 quando n — oo, 0 que completa a demonstracao. ]

334 Casod: 1 <s<y=m<~*

Neste caso, veremos que o problema ird possuir pelo menos uma solugao nao
trivial para A suficientemente pequeno, onde este sera garantido via Principio Variacional
de Ekeland.

Primeiramente observe que J, iréd satisfazer a condigao de Palais-Smale pra este caso,
onde a demonstragao é analoga ao Caso 1, visto na Proposicao Porém, para este
comentario ser valido, precisaremos provar que o J, é coercivo, donde isto nos fornecera

a limitagdo de uma sequéncia (P.S)..

Lema 3.11. Suponhamos que a(t) satisfaz a hipdtese (a1), com 1 < s < v =m < v*.

Entao existe \* > 0 tal que para A < \* o funcional Jy € coercivo.

Demonstragao. Pelo argumento feito na equagao ([3.6) temos a seguinte desigualdade:

€o €1 A 1
Ia(u) = ;||u||§’,p + H(€3)g\|UH?,q = —Cullully, = G llulli
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e, por v = m, concluimos que

A m B s
Ia(u) > M||u||Y,~,—Eclllullm—(?zjlullm

s A s f
= i, | (3= 20 ) i - et
com M = 2 se H(es) =0ou M = “se H(e;) = 1. Entao por s < 7y e para todo A > 0
q
satisfazendo M
m
0<A< =\
i

obtemos que

s A —s H
n@) 2 s, (31 = 200) i - €2t | — 4o

quando ||u||1, — 00, 0 que conclui a coercividade. O
Vamos ao resultado principal deste caso.

Teorema 3.6. Suponha que a(t) satisfaz as hipdteses (a1) e (az), com 1 < s <y=m <

v*. Entao:

1. Se p > s existe \* > 0 tal que para A < X*, o problema (3.1)) possui pelo menos uma

solugao nao trivial com energia minima

2. Sep < s existe \* >0 e p* >0 tal que para X\ < \* e para > p*, o problema (3.1))

possui pelo menos uma solug¢ao nao trivial com energia minima,

Demonstragao. Pelo Lema [3.11], sabemos que o funcional é coercivo e portanto limitado
inferiormente. Desta forma, pelo Corolario temos que existe uma sequéncia (PS),
{u,} € Wy com

I\(uy) — ¢ = inf Jy e Jy(u,) — 0 em (W3, quando n —s oco.
Wi

Porém, temos que o funcional Jy satisfaz a condigao de Palais-Smale, onde a demonstragao
¢ analoga a Proposicao 3.1}, onde desenvolvemos o produto interno (J5 (u,) — J4(u), u, —u)
e provamos que algumas parcelas desta igualdade convergem a 0, para garantir a
convergéncia forte via o Lema Segue entao que existe u € VVO1 7 tal que {u,} converge

forte para u em VVO1 "’ e juntamente com a continuidade de .J, obtemos que:

Jy(u) =c= inf Jy(v),

vEWOLW

onde garantimos que u é uma solugao com energia minima por v ser um ponto de minimo

global para o funcional. A prova deste argumento é analoga a prova do Lema vista
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na primeira parte do trabalho . Vejamos que esta é nao nula. Majorando superiormente
o funcional J, através da hipotese (a;) e por u ser ponto de minimo global, entao para
ve Wy, ondev#0et>0:

Ju) < J(tv)

1
- -/A(|vm|p)dx—i/ |tv|mdx—ﬁ/ lto|*da
P Ja m Jq s Jo

€2 €3 A W
< Et”Hvl\?,p + thHUH?,q = ol = Sl

Se €3 = 0, temos entao v = p. Assim obtemos que:

€2 €3 A W
Jw) < |l 1p T gtqHUH?,q = "ol = Sl
= |26l - 26 ol - Zll|
/y Y ,y Y S S
Entao, como v > s existe t' > 0 tal que

s | €2 —s A —s H s
J(u) < (t) [—(f’)7 lolli, — ;(t')7 llly = llvlls| <0,

v

donde concluimos que u # 0, visto que caso contrario, isto é, se v = 0 entdo J(0) = 0.
Portanto, foi demonstrado que para €3 = 0 o problema (3.1) possui pelo menos uma

solucao nao trivial cuja energia é minima e negativa.

Se €3 > 0, temos entao v = ¢q. Assim obtemos que:

€9 €3 A m m H,s s
J(u) < ;tp||v| 1p+ thHUH(f,q = "ol = Sl

_ €2 p—s|[ P 1 By A o
_ btp ol + 6l = S0l = Sl

Entao, se p > s e utilizando o fato de v > s garantimos a existéncia de ¢’ > 0 tal que

s € N\p—s € NvY—s
J(u) < () BW’ Ilv\l’i’,ﬁf(t)’* v

)\/73 lu S
1= 27l - 1ol <o,

donde concluimos que u # 0. Portanto, para p > s concluimos a existéncia de uma

solucao nao trivial de energia minima negativa sempre que A < A\* e para todo pu > 0.

Se 1 < p < s entao tome p > 0 tal que

s (200l + 210l7,)

=u* > 0. (3.49)
[o]]3

o>
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Desta forma, obtemos por (a;) e por u ser ponto de minimo global que:
J(u) < J(v)
< ol + Lol - 2olly - £l
< [t 7vm vlly = Il
€2 €3 s
< ;Ilvllﬁ’,p + ;IIUIIY,7 =S vl <.

Desta forma, para p < s concluimos que existe uma solugao serd nao nula sempre que

A< A" ep > u* oque conclui a demonstracao do teorema. O

335 Casoh: l<y<m<s<o*

Temos que para este caso, possuiremos infinitas solu¢oes com energia positiva. Para

isto vejamos primeiramente uma propriedade fundamental para o funcional.

Lema 3.12. Suponha vdlidas as hipdteses (a1), (az2) e (az) com 1 <y <m < s <" .

Entao o funcional Jy satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Demonstragdo. Para isto seja {u,} € W,? uma sequéncia (PS),, entdo temos que esta
satisfaz
In(up) — c e Jy(u,) — 0, quando n — co.

. N . A s 1,y
Vejamos que esta sequéncia possui uma subsequéncia que converge fortemente em Wy
Vejamos entao que esta é limitada. Utilizaremos novamente a técnica de majorar
inferiormente e superiormente o funcional .J, subtraido pela sua derivada, ambos aplicados

na sequéncia {u,}, da seguinte forma:

1, ., 1 A m s
J,\(un)—E<J)\(un),un> = 5/9A(|Vun|p)dx—5/ﬂ|un| dx—%/ﬂ|un| dx

1
—— (/ a(\Vun]p)\Vun]pdx—)\/ ]un]mdx—,u/ \un\sdx)
m \Ja Q Q

1 1
_ —/A(|Vun|p)dx——/a(|Vun|p)|Vun|pdx
P Ja m Jq

+ (—H + ﬂ) / |un | dx.
S m Q

Pela condicao de s > m, obtemos entao que

(3.50)

)
S m

Desta forma, obtemos ¢ > 0 tal que

(FE+E) e > —c, wer
S m
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Entao utilizando a equacao anterior obtemos que

(—H + ﬁ) / |un|*dz > —c-med(Q2) := . (3.51)
S m QO
- . : 0 m
A hipotese (ag), nos diz que existe v com — < a < — tal que
p p
Lo < a@)
—a
Qa — Y
para todo t > 0. Assim tomando t = |Vu,|P e integrando em 2 de ambos os lados,

obtemos que

1
—/a(|Vun|p)|Vun]pd:L'§/A(|Vun]p)dx,
a Jo Q

e entdo, substituindo na equagao (3.50)), juntamente com a hipotese (a;), obtemos:

1 1 1
I) = oK) = / AV ) — / |V ?)| Vit P
_H B E
+< s+m)/§2’un|dx
(a2) 11 1
s ——/a(|Vun|p)|Vun|pda7——/a(|Vun|p)|Vun|pdx
pa jo m Jjo

+ (—H + ﬂ) / |u, |*dx
S m Q

B51) 1 1
S (— - —) / o[V |?) | Vun P + ¢
Q

pa m

(a ) 1 1 q9—p
Zl (— - —)/ [60 +61H(63)(|Vun|12)7} YV, Pda + ¢
Q

pa m
1 1 1 1 /
= (oo 2 alulty+ (e - ) Healull, +o

= Cllually, + H(es)C'|Junlli g + ¢,

m L 1 1
onde por (ay) temos que a < —, o que implica que as constantes C' = [ — — — | ¢ €
p pa m
1 1
C' = (— — —) €1 sao constantes positivas. Desta forma obtemos duas desigualdades
pa m

importantes: Se H(e3) = 0 entdo v = p e logo obtemos:

1
E(ﬂ(un% Un) > Cllug ], + ¢

J)\(un) —
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Se H(e3) = 1 entao v = ¢ e logo obtemos

1
Ia(n) = — {3 (un),un) 2 Cllunllyy, + Cllualli, + ¢

> C'llunlll, + .

Portanto, de ambas as formas obtemos que

1
In(tn) — —(J\(un), un) > MHunH,lY,y +c, (3.52)

m

com M =C ou M =C(C".

Por outro lado, sabemos que:
L L L
Ia(un) — E<J>\(un)aun> < | Ia(un) = E<J/\(un>aun> < [Ia(un)| + m [(Sa(un), un)| -

Temos que {Jy(u,)} é uma sequéncia real e por {u,} ser uma sequéncia (PS)., temos
que Jy(u,) — c. Portanto, {J)\(u,)} é uma sequéncia limitada, o que implica que existe
C:1 € R tal que

[ Ia(un)] < Ch. (3.53)

Além disso, temos que

[T\ (), ) | < T3 () gy vy - Ml (3.54)

Portanto, utilizando o fato de que ||J/’\(un)||(wol,w), — 0, temos entao que existe K tal que

”J,,\(Un)H(W(}W)/ < K. E ainda, pelas equagoes 1) 1) e tomando Cy = max{C, K},

obtemos que:

1
Talun) = — {3 (un)sun) < [ Ia(un)l + 55 (T3 () )|
< Ci+ K- lunll1y (3.55)
< Oy + Coflunlliy
= 1+l
Portanto, pelas equacgoes (3.52)) e (3.55)) obtemos a seguinte estimativa:
1
M1+ ¢ < In(un) = —{J\(un)s un) < Co(1+ [|unlhy),
donde obtemos que
M[unlli, + ¢ < Co(1 + [[unll1y)- (3.56)

Assim, se supormos por contradi¢cdo que ||uy||1, —> 0o entdo podemos supor que
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|unll14 # 0. Assim, dividindo ambos os lados da equagao ([3.56]) por ||u,||1, obtemos:

C, 02

< + Co.
lunlliy = llunlliy

Mlun|l7" +

Entao, se ||uy||1, — 00, e por 7y —1 > 1, obtemos uma contradigao pois o lado esquerdo
da desigualdade acima ira para infinito enquanto é majorado por uma constante no lado
direito. Assim, temos {u,} limitada em Wy,

Entao por {u,} ser limitada em VVO1 "7, temos pelo Teorema que existe u € VVO1 7
tal que u,, — u em T/VO1 7. Entao resta apenas provar a convergéncia forte de u, para u
em VVO1 7. e 0 argumento para tal segue igualmente o argumento feito na Proposicao ,

donde concluimos a demonstracao deste lema. O]

Os dois proximos resultados mostram que o funcional possui a geometria do Passo da

Montanha Simeétrico.

Lema 3.13. Suponhamos vdlida a hipdtese (a;) com 1 < v < m < s < ~v*. Entdo para
todos A >0 e 1 > 0, existem a, p > 0 tais que Jy(u) > a quando ||ull1, = p.

Demonstragao. Pelo argumento feito na equagao ([3.6) temos a seguinte desigualdade:

€0 €1 A m [T
D) = Dy + He) T llulli, = - Clluli = G,

onde concluimos que

A It
N(w) = Mlulli, = —Chllully, = G flulli,
A _ W _
=l |M = SCillullis - Gl

com M = < se H(es) = 0ou M = < se H(es) = 1. Como v <m ey < s, segue entao
que

m

1 = CoE fulliy — M quando [luf, — 0.
Desta forma, temos que existe 0 < p < 1 onde tomando |ul[;, = p temos:

A i P s—
) 2 Nl (3= Sl - Gl

1y
A
:pﬁM——QW”—@%fq>Q
m S

donde o resultado segue tomando

A
o = p,y lM — EC’lpmﬂ - 025p57:| .
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Lema 3.14. Assuma as hipdteses (a1) e 1 <y <m < s <~*. Entao para todo subespago
linear com dimensao finita K C I/Vol’7 existe uma constante (K) tal que Jy(u) < 0 sempre
que ||ull1,, > 0(K), onde u € K.

Demonstracao. Seja X} um subespaco linear de T/VO1 7 que possui dimensao finita.
Utilizando (a1) juntamente com os argumentos feitos no Lema sobre equivaléncia de
normas em espagos de dimensao finita, obtemos constantes ¢(K), ¢/(K), ¢1(K), c2(K) >0

tais que, tomando u € X}, temos:

€2 €3 m s
I(u) < Cl(K)EHquﬁ+02(K)EHUH?,7—C(K)AHUHM—C'(K)MHUHM-

Agora, se €3 = 0 temos que v = p, e desta forma, por v < s obtemos:
62 63 m S
In(u) < Cl(K)gIIUII’f,7 + Cz(K)EIIUH‘i7 — c(FOA[Jullf, = ¢ (K)plulli,

€9

;(31(1?<')|IUH'{,7 — c(K)A[JullT, = ¢/ (K)pllull3

IA

S 62 —S m—s
= llulliy | ZeaE)llliy” = (A uli — d(K)u| <0,

quando |lul|;~ for suficientemente grande. Por outro lado se €3 > 0 temos entdo que

p <y =gq<s. Assim, obtemos:

€ € m s
Ia(u) < Cl(K)ﬁllullli’,y+C2(K)§’IWH‘1’,7—C(K)Allullm—C'(K)/LHqu,7

S 62 —S8 63
= Mulliy | (E)Tluliy” + e (K)

1y = c(EAMullT5* = (K)pu| <0

quando ||ul|;, for suficientemente grande, o que completa a demonstracao. O
Vamos ao resultado principal sobre existéncia.

Teorema 3.7. Suponham vdlidas as hipdteses (ay), (az) e (az), com1 <y <m <s <y
Assim para todos X > 0 e u > 0 , existe infinitas solugoes {u,} para o problema (3.1
satisfazendo:

J(uy) — 400 e ||upll14y —> 00, quando n — oo.

Demonstragao. Temos que J, ¢ um funcional par satisfazendo J,(0) = 0. Além disso,

pelos Lemas [3.192], 3.13] e 3.14] temos que todos os requisitos necessarios para aplicar o

Teorema do Passo da Montanha Simétrico (Teorema [A.10|) sdo satisfeitos. Portanto,
concluimos que, para todos A > 0 e u > 0, existe uma sequéncia ilimitada de valores

criticos para Jy, ou seja, existirdA uma sequéncia {u,} de pontos criticos (e portanto
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solugbes para (3.1)) que satisfaz Jy(u,) — 400 quando n — oo. Agora, devido a
hipotese (aq), para cada subconjunto limitado K de VVO1 7. temos que J, ¢ limitado em
K, entao temos que ter obrigatoriamente que ||u,|/;, — 400 quando n — o0, 0 que

completa a demonstracao. O]



Apéndice

A

Apéndice

A.1 Desigualdades

Lema A.1 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p < oo. Entao, para todo a,b > 0, tem-se

a?
CLbS —+—/.
b p

Demonstragao. Ver p. 92 de [12]. O

Lema A.2 (Desigualdade de Interpolagao). Temos vdlida a segquinte desigualdade:

lually < flell luell g™,

1 o 11—«
onde — = — ,eomO0<a<lep<r<yg.
rp
Demonstrag¢ao. Ver em [12]. O

Teorema A.1 (Desigualdade de Holder). Se 1 < k < oo eu € LF(Q), v € L¥(Q), entio

uwv € LY(Q) e
1/k /K
/uvdm < (/ |u]kd:c) (/ ]U]k/da;) .
0 Q Q

Demonstracao. Veja [1l, Teorema 2.4]. O]

Lema A.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que 1 < p < oo e Q um conjunto aberto

e limitado de RY. Entdo existe uma constante C = C(§2,p) tal que:
Jull, < Cllullyp, Yu e Wy
Demonstragao. Confira em [12, Corolério 9.19]. ]
Lema A4. Sel<p<ooea>0,b>0, entao
(a+b)P < 2071 (a? + bP).

89
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Demonstracao. Veja [1l, Lema 2.2]. ]

Lema A.5. Sejam Q C RN um dominio limitado. Suponha que comp < q e tome o espaco

1 1 1 . . . .
de Sobolev Wy = Wy? N Wy9. Temos entao que as sequintes normas sao equivalentes
neste espaco:

1/q 1/q
Hulh,q:(/g Vs + [ ru\qu) Nl :</ rwq) e Nlull = leullp + v

Demonstracao. Primeiramente observe que para p = ¢ o resultado segue obviamente.

Vejamos o caso p > ¢. Para a equivaléncia das duas normas denotadas por ||ul1 4, veja em

[12]. Agora vejamos que as duas tltimas normas sao equivalentes. De fato, a desigualdade
[ullg < [lul

é imediata. Por outro lado, sabemos que pelo Teorema temos que:
Jullt, = [ 1-%ap
Q

(/Q(\vu|P)de)p/q </ﬂ1qudx)

= Clully,

9—pP
q

IA

onde C' é a poténcia ¢ — p da constante de medida de €2. Assim, obtemos que
lullip < Cllullig = llull = llullip + lullig < Cllullig,

com C" =1+ C. E assim, concluimos o que queriamos. O

A.2 Resultados de convergéncia

Teorema A.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponha que Q2 € limitado e de classe
C'. Entao a imersao W'P(Q) C LY(Q) é compacta para todo q € [1,p*), onde p < N e
1 1 1

popr N
Demonstragao. Ver em [12, Teorema 9.16]. O

Lema A.6 (Lema de Fatou). Sejam Q C RN wum conjunto mensurdvel e {u,} uma

sequéncia de func¢oes mensurdveis nao negativas. Entao,

/ (hm inf un) dr < lim inf/ U, dr.
0 n—oo n—oo 0

Demonstracao. Veja [1, Teorema 1.49). O
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Teorema A.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam Q C RY um conjunto
mensurdvel e {u,} uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que u,(xr) — u(z) gq.t.p.

x € Q. Se existe g € L*(Q) tal que |u,(x)| < g(x), para todo n e para q.t.p. x € Q, entio

lim Uy, dT :/ lim w,dz.
Q Q

n—0o0 n—o0

Demonstragao. Veja [Il, Teorema 1.50]. O

Teorema A.4. Se X ¢ um espaco de Banach reflexivo, entao toda sequéncia limitada em

X possui uma subsequéncia fracamente convergente.
Demonstracao. Veja [12], Proposigao 3.5]. O

Lema A.7 (Brézis-Lieb). Seja {u,} C LPF(RY), 0 < p < oo uma sequéncia limitada tal
que u, — u q.t.p. x € RN. Entdo,

/ |un|pdx:/ \un—u|pdx—|—/ |ulPdz + 0, (1).
RN RN RN

Demonstragao. Confira [13, Teorema 1]. O

Lema A.8. Se {u,} ¢ uma sequéncia limitada em W5*(Q) e existe u € W' (Q) tal que

un(z) = u(z), ¢.t.p. x € Q, entao
[ = ul[” = lun[|” = [[ul]” + 0n(1).

Demonstragao. Veja [33, Lemma 3.2]. O

A.3 Resultados de métodos variacionais

Teorema A.5 (Teorema Generalizado de Weiestrass). Seja E um espago de Hilbert (ou,
mais de forma mais geral, um espago de Banach reflexivo) e suponha que um funcional
p: E—RE:

1) fracamente semicontinuo inferiormente;

2) coercivo.

Entao ¢ € limitada inferiormente e existe ug € E tal que

p(u) = inf .

Demonstracao. Veja em [10, Teorema 1.2] O

Teorema A.6 (Ekeland). Sejam E um espago métrico completo, e I : E — R um
funcional semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Entao, para todo u € E
e todo €, 6 > 0 tal que

inf I < I(u) <infl+e,
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existe v € E tal que
I(v) < I(u),
d(u,v) <9,
I(w) > I(v) — (g) d(v,w), Yw # v.

Demonstracao. Confira [I7, Teorema 1.1]. O

Corolério A.1. Sejam E um espago de Banach e I € C'(E,R) inferiormente limitado

em E. Entao existe uma sequéncia {x,} C E tal que:

I(x,) — ingl(x) eI'(x,) = 0 em E*, quando n — oc.
Te

Teorema A.7 (Teorema do passo da montanha). Sejam X wum espago de Banach e
I € CY(X,R) satisfazendo a condigao de Palais-Smale. Suponha que I satisfaz 1(0) = 0

e também as sequintes condigoes:
(i) existem d,d' > 0 tais que I(u) > d’ para todo u € X com |jul| = d;
(i1) eziste e € X tal que |le|| > d e I(e) < 0.

Entao, ¢ € um valor critico, onde este ¢ dado por:

c¢: = inf sup I(g(t)) >0,
9€l ¢e0,1]
I = {g€C([0,1], X) : g(0) = 0,9(1) = e}.
Demonstragao. Veja 4. O

Teorema A.8 (Teorema do passo da montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale). Sejam

X um espago de Banach e I € C*(X,R) tal que I(0) = 0 e satisfaz as sequintes condigoes:
(i) existem d,d' > 0 tais que I(u) > d’ para todo u € X com |jul| = d;
(i1) existe e € X tal que |le|| > d e I(e) < 0.

Entao, existe uma sequéncia {u,} C X tal que

I(up) = ¢, I'(u,) — 0,

sendo

c: = ;Iellf“til[(l)pl}[(g(t))>0’
I': = {g€C([0,1],X):9(0) =0,9(1) = e}.

Demonstracao. Veja [14, Teorema 2.2]. O
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Teorema A.9 (Teorema de Clark). Sejam E um espa¢o de Banach e I € C'(E,R)

satisfazendo as sequintes hipoteses:

e [ ¢ um funcional par;
o [ ¢ limitado inferiormente;
e [ satisfaz a condi¢io (PS)..

Se para qualquer k € N existir um subespaco k-dimensional X, de E e uma constante
pr > 0 tal que

sup [ <0,
kaspk

onde
Sy={u€ L : |ul| = p},

entao pelo menos uma das alternativas abaixo ocorre:

1. I possui uma sequéncia de pontos criticos {u,} satisfazendo ||u,|| — 0 quando

n — oo e I(u,) < 0 para todo n;

2. existe v > 0 tal que para todo 0 < a < r ewiste um ponto critico u satisfazendo
|lu|| = a e I(u) =0.

Demonstracao. Veja em [29, Teorema 1.1]. O

Teorema A.10 (Passo da Montanha Simétrico). Sejam E um espag¢o de Banach e

I € CY(E,R) satisfazendo as sequintes hipdteses:
1. I € um funcional par satisfazendo 1(0) = 0;
2. Ezistem o, p > 0 tais que I(u) > a sempre que ||u|| = p;
3. I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale;

4. Para todo subespago de dimensao finita K C R, existe C(K) > 0 de modo que
I(u) <0 para todo v € K, com ||ul]| > C(K).

Entao I possui uma sequéncia tlimitada de valores criticos.

Demonstragao. Veja |34, Teorema 1.9]. O
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