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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos inicialmente os fibrados generalizados, conceito desenvolvido
por Fadell com o objetivo generalizar os fibrados vetoriais, as classes de Stiefel-Whitney e a
féormula de Wu do contexto de variedades suaves para variedades topoldgicas. Feito isso, uti-
lizaremos os fibrados generalizados para obter resultados originais sobre classes de Thom, de
Stiefel-Whitney, de Wu e de Euler de variedades topoldgicas, bem como apresentar uma se-
gunda prova da férmula de Wu para variedades topoldgicas e a versdo topoldgica do teorema
de Poincaré-Hopf. Por fim, utilizaremos as dualidades de Poincaré e Poincaré-Lefschetz para
construir de forma mais abrangente as classes de Stiefel-Whitney de variedades generalizadas
afim de apresentar pela primeira vez na literatura uma prova da férmula de Wu para tais varie-
dades.

Palavras-chaves: classes caracteristicas, fibrados generalizados, variedades topoldgicas, varie-
dades generalizadas, formula de Wu.



Abstract

In this work, we will initially present generalized bundles, a concept developed by Fadell with
the objective of generalizing vector bundles, Stiefel-Whitney classes and Wu’s formula from the
context of smooth manifolds to topological manifolds. After that, we will use the generalized
bundles to obtain original results of Thom, Stiefel-Whitney, Wu and Euler classes of topological
manifolds, as well as present a second proof of Wu’s formula for topological manifolds and
the topological version of the Poincaré-Hopf theorem. Finally, we will use the Poincaré and
Poincaré-Lefschetz dualities to more comprehensively construct the Stiefel-Whitney classes of
generalized manifolds in order to present, for the first time in the literature, a proof of the Wu’s
formula for such manifolds.

Keywords: characteristic classes, generalized bundles, topological manifolds, generalized ma-
nifolds, Wu’s formula.
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.Se H : X xY — Z é uma aplicacdo definida num cartesiano, entdo H (

. Dizer que f : X — Y é uma aplicagao significa o mesmo que f ser uma fungao continua

entre espacos topologicos.

f X 2 Y : g denota duas aplicagdes quando f : X — Y eg : Y — X, ndo
necessariamente uma inversa da outra.

1: X — X denota a aplicacdo identidade de X.

/! denota a pré-imagem de uma aplica¢do f, bem como sua aplica¢do inversa (quando
existir).

. Se f: X — Y é uma aplicagdo, entdo f(_) denota f(z) para todo z € X.

y) denota

—)

H(z,y) para todo x € X. O mesmo para H(x,_).

. pi s Xy x -+ x X, = X, denota a proje¢ao no :—ésimo fator.
. d: X — X x X denota a aplicagio diagonal dada por d(x) = (z, z).

. Dizer que U C X ¢é uma vizinhanga aberta de algum subconjunto A C X significa o

mesmo que U ser um subespaco aberto de X que contem A.

Dizer que U/ € uma cobertura aberta de um espaco topoldgico B significa 0 mesmo que
dizer que Y = {U C B}, de modo que U C B é um subespago aberto de B para todo

UeueUU:B.

veld

X =Y denota quando dois espagos topoldgicos sdo homeomorfos.

f ~ g denota quando duas funcdes sdo homotdpicas.

X ~'Y denota quando dois espagos topoldgicos tem 0 mesmo tipo de homotopia.
G1 = G4 denota quando dois objetos algébricos sao, apropriadamente, isomorfos.
S*lt={zeR" : |z| =1}.

D"={zeR" : |z|| <1}

B"={zxeR" : |z|| < 1}.

I=[0,1 CcR.

X7 denota o espago topolégico dos caminhos em X .
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QX 20) = {we X : w(0) =w(l) =10}

Hi(X, A; R) e H*(X, A; R) denotam os k—ésimos R—mddulos de homologia e cohomo-
logia singular, respectivamente, do par (X, A) com coeficientes em um anel R comutativo
e com unidade.

HS(X, A; R) e HE(X, A; R) denotam, respectivamente, os k—ésimos R—moédulos de
homologia e cohomologia singular com suporte compacto.

Hi(X, A;R) e H*(X, A; R) denotam, respectivamente, os k—ésimos R—médulos de
homologia e cohomologia singular reduzidos.

H*(X, A; R) denota o k—ésimo R—médulo de cohomologia de Cech.

H*(X, A; R) = (z) denota que o k—ésimo R—médulo de cohomologia do par (X, A) é
gerado pelo elemento # € H*(X, A; R). O mesmo para médulos de homologia.

se v € H*(X, A; R), entdo denotamos |x| = k. O mesmo para médulos de homologia.

<,> H¥X,A;R) ® Hi(X,A;R) — R, que associa ¢ ® 0 +< ¢, >, denota o
produto de Kronecker.

~: H(X,AUB;R) ® H(X,A; R) — Hy_(X, B; R), que associa 0 @ ¢ +— 0 —~ ¢,
denota o produto cap.

—: H*(X, A; R) @ H'((X, B; R) — H*/(X, AU B; R), que associa ¢ ® 1) — ¢ — 1),
denota o produto cup.

x : H*(X,A; R) @ H(Y,B; R) — H*(X x Y, (X x B)U (A x Y); R), que associa
» ® Y — p X 1, denota o produto cross.



Capitulo 1

Introducao

"Entre os dias 4 e 10 de Setembro de 1935, durante o Congresso Internacional de Topologia
realizado em Moscow, foram apresentados vdrios trabalhos que mudariam pra sempre o futuro
da Topologia Algébrica, sendo alguns desses trabalhos considerados hoje linhas de pesquisa
base dessa teoria. Dentre esses trabalhos, podemos citar:

e qa introducdo dada por Witold Hurewicz aos grupos de homotopia;

e as palestras de Heinz Hopf e Hassler Whitney sobre campo de vetores e fibrados de es-
fera, que deram inicio aos estudos dos fibrados vetoriais e, consequentemente, as classes
caracteristicas;

e as introdugoes independentes dadas por James Alexander e Andrei Kolmogorov a teoria
de cohomologia, bem como ao produto cup."

Neste trabalho, iremos contribuir para a teoria das classes caracteristicas, mais especifica-
mente, classes caracteristicas de variedades topoldgicas e generalizadas.

Feita essa contextualizagao histdrica sobre o surgimento da teoria das classes caracteristicas,
comecaremos a introduzir os conceitos base que foram utilizados para o desenvolvimento deste
trabalho.

Em 1955, Nash apresentava em [42] o conceito que ficaria conhecido como campo de ca-
minhos ndo singulares de uma variedade topoldgica, que pode ser entendido como a versao
topoldgica de um campo de vetores nao nulos. Essencialmente, Nash mostrou que dada uma
variedade suave M e fixado um ponto b € M, o espago dos vetores tangentes ndo nulos de
M em b também pode ser definido do ponto de vista topoldgico, a menos de uma equivaléncia
homotépica, como sendo o conjunto {w € M! : w(t) =b&t =0}.

Uma década depois, em 1965, Fadell definia em [18] os fibrados generalizados, conceito
esse que além de generalizar os fibrados vetoriais, também permitiu extender, através das ideias
de Nash em [42], a nocdo de fibrados tangente e normal do contexto de variedades suaves
para variedades topoldgicas. Ainda, Fadell construiu as classes de Stiefel-Whitney dos fibrados
generalizados a fim de obter a dualidade de Whitney para mergulhos topoldgicos especificos e
demonstrar a férmula de Wu para variedades topoldgicas.

A teoria desenvolvida por Fadell em [18] servird como base para o desenvolvimento de todo
0 nosso trabalho, que poderd ser dividido em duas partes:

e a primeira parte consistird dos capitulos 2, 3 e 4. Esses capitulos poderao ser interpretados
como uma releitura, numa linguagem mais moderna, dos resultados obtidos por Fadell em
[18], bem como uma continuacdo do mesmo, uma vez que apresentaremos resultados a
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mais tanto sobre fibrados generalizados em si, quanto sobre classes de Thom, de Stiefel-
Whitney, de Euler e de Wu de variedades topolégicas;

e jad a segunda parte desse trabalho consistird apenas do capitulo 5, em que construiremos
de forma mais abrangente as classes de Stiefel-Whitney de variedades generalizadas afim
de apresentar pela primeira vez na literatura uma prova da férmula de Wu para tais varie-
dades.

Agora, veremos mais detalhadamente como organizaremos a estrutura do nosso trabalho,
apontando nossas contribui¢des e a relevancia dos resultados que serdo aqui apresentados.

No capitulo 2, iniciaremos nosso trabalho apresentando os estudos realizados sobre fibrados
generalizados, ferramenta desenvolvida por Fadell em [18] que além de generalizar os concei-
tos de fibrados vetoriais tangente e normal do contexto de variedades suaves para variedades
topoldgicas, também o permitiu definir as classes de Stiefel-Whitney e provar a dualidade de
Whitney e a férmula de Wu para o contexto de variedades topoldgicas.

Concatenando as defini¢des 2.5, 2.7 e 2.8, podemos definir um fibrado generalizado mais
diretamente do seguinte modo:

Definicao. Dados E e B espagos topologicos, Fy C FE e p : E — B uma aplicacdo
sobrejetiva, chamamos o par (F,Fy) = (E, Eo, p, B) de R"—fibrado generalizado quando:

1. para quaisquer aplicagdes h:X —-FEeH:X xI — B, tais que H(_,0) = po h,
existir H : X x I — E continua tal que H(_,0) = hepo H = H;

2. se xg € X étal que h(xy) € Fy, entdo I?[(xo,_) € Ey;
3. existir uma aplicagdo s : B — E tal que Ey = E — s(B);
4. paratodo b € B, (p~'(b),p 1 (b) (N Eo) ~ (R™,R™ — {0}).

Com essa defini¢ao, podemos interpretar um fibrado generalizado como sendo uma fibracao
com as seguintes caracteristicas:

e 0 espago total € um par de espagos topoldgicos;
e sempre existe a0 menos uma se¢do global;
e a fibra se comporta, a menos de equivaléncia homotépica, como um espaco Euclidiano.

Durante a leitura do capitulo 2, o leitor perceberd que o desenvolvimento do capitulo ndao
serd tdo direto quando comparado com a definicdo acima, pois nosso objetivo principal serd
o de apresentar a teoria de fibrados generalizados de forma mais detalhada e numa linguagem
mais moderna do que os resultados apresentados por Fadell na primeira metade de [18].

Mais explicitamente, mostraremos no exemplo 2.5 como os fibrados generalizados de fato
generalizam os fibrados vetoriais e na proposi¢ao 2.1 como a no¢ao de isomorfismo entre fibra-
dos vetoriais se mantém quando extendida para a categoria de fibrados generalizados. Ainda,
também mostraremos que € possivel construir novos fibrados generalizados a partir de outros
da mesma forma que ocorre com fibrados vetoriais, como por exemplo: fibrados generalizados
restri¢do, produto e soma de Whitney.

Mesmo o capitulo 2 sendo um capitulo de preliminares, contribuiremos com resultados ori-
ginais referentes ao fibrado generalizado pullback, que foi desenvolvido por Brown em [9], mas
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que sequer foi citado ou utilizado por Fadell em [18]. Tais resultados se mostrardao bem relevan-
tes quando os utilizarmos nas constru¢des de algumas aplicacdes sobre classes caracteristicas
de variedades topoldgicas nos capitulos 3 e 4.

Ja no capitulo 3, abordaremos o tema de classes caracteristicas de fibrados generalizados
e de variedades topoldgicas, mais especificamente, classes de Thom, de Stiefel-Whitney e de
Euler. Em um primeiro momento, introduziremos a no¢ao de R—orientabilidade de fibrados
generalizados, sendo R um anel comutativo e com unidade, e suas respectivas classes de Thom,
conceitos propostos originalmente por Fadell em [18], porém pouco abordados por ele, uma
vez que o tema principal desenvolvido na segunda metade de [18] foi sobre classes de Stiefel-
Whitney e, nesse sentido, ndo hd necessidade de se preocupar com a orientabilidade.

Dito isso, detalharemos um pouco mais a definicio de R—orientabilidade de fibrados ge-
neralizados e apresentaremos alguns resultados técnicos sobre o comportamento das classes
de Thom nos fibrados generalizados pullback e produto, bem como mostraremos o que ocorre
quando invertemos a orientabilidade de um fibrado generalizado e qual a relacio entre a dimen-
sdo de uma variedade topoldgica Z—orientavel e a classe de Thom do seu fibrado generalizado
tangente. Mesmo que esses resultados ja sejam conhecidos no contexto de fibrados vetoriais
e de variedades suaves, eles poderdo ser considerados originais, uma vez que ainda ndo foram
descritos no contexto de fibrados generalizados e variedades topoldgicas.

O segundo tema que abordaremos no capitulo 3 serd sobre classes de Stiefel-Whitney. O
intuito desse topico serd o de reescrever as principais propriedades e consequéncias sobre essas
classes, que também ja sdo difundidas na literatura, para o contexto de fibrados generalizados
e variedades topoldgicas seguindo os mesmos passos que Milnor utilizou em ([41], Capitulo 8)
para fibrados vetoriais e variedades suaves, fazendo assim uma releitura mais ampla, moderna e
detalhada dos resultados propostos por Fadell na segunda metade de [18]. Nossas contribui¢des
para esse topico serdo os resultados envolvendo os fibrados generalizados pullbacks.

O terceiro e ultimo tema que serd abordado no capitulo 3 sera sobre classes de Euler. Di-
ferentemente das classes de Stiefel-Whitney, as classes de Euler s6 podem ser definidas para
fibrados generalizados Z—orientaveis. Assim, devido aos lemas técnicos referentes as classes
de Thom de fibrados generalizados Z—orientdveis obtidos no inicio do capitulo 3, consegui-
remos concluir diversas consequéncias e aplicagdes sobre classes de Euler de fibrados genera-
lizados e variedades topoldgicas, ambos Z—orientdveis. Nesse topico, exceto pela proposi¢ao
3.4, todos os outro resultados serdo originais, sendo generalizagdes de resultados ja conhecidos
sobre classes de Euler para fibrados vetoriais e variedades suaves. Dentre essas generalizacdes,
destacamos:

Proposicao 3.7. Consideremos (F,Fy) = (E,Ey,p, B) um R"—fibrado generalizado
Z—orientdvel. Se (F,Fy) admitir uma secdo s : B — F tal que s(B) C E, entdo e(F,Fy) =
0.1

A proposicdo acima em sua versao para fibrados vetoriais ¢ amplamente conhecida, pois
possibilita interpretar a classe de Euler de um fibrado vetorial como sendo uma obstru¢do para
a existéncia de uma secdo ndo nula desse fibrado. Nesse trabalho, apresentaremos a versao
generalizada dessa interpretacdo, que nos permitird obter a principal aplicacdo referente a classe
de Euler no capitulo 4, a versdo topoldgica do teorema de Poincaré-Hopf.

Até aqui, o leitor ja deve ter percebido o objetivo principal dos capitulos 2 € 3 do nosso
trabalho, que serd o de estruturar detalhadamente e numa linguagem mais atual a teoria de fi-
brados generalizados e de suas classes caracteristicas, apresentando também diversas contribui-

Le(F,Fo) denotaré a classe de Euler do fibrado generalizado (F, Fy).
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coes técnicas, com o intuito de obter generalizagdes de aplicacdes sobre classes caracteristicas
de variedades suaves para o contexto de variedades topoldgicas, como veremos a seguir.

O desfecho do nosso trabalho referente a classes caracteristicas de fibrados generalizados se
dard no capitulo 4, em que apresentaremos trés grandes aplicagdes com demonstracdes técnicas
originais sobre classes de Stiefel-Whitney, de Euler e de Wu de variedades topoldgicas fechadas.
Inicialmente, apresentaremos uma prova alternativa da versao topoldgica da famosa férmula de
Wu, a qual relaciona as classes de Stiefel-Whitney e de Wu de uma variedade suave por meio
dos quadrados de Steenrod.

Em [18], Fadell utiliza os fibrados generalizados para dar uma primeira demonstra¢do da
féormula de Wu para variedades topoldgicas, baseando-se nas técnicas utilizadas por Milnor
em ([40], Capitulo 9). Ainda, os resultados preliminares que Fadell desenvolve para provar a
féormula de Wu sdo todos no ambito de Z;—modulos de (co)homologia singular. Ja a prova
alternativa da férmula de Wu para variedades topoldgicas que apresentaremos no capitulo 4
serd baseada em outras técnicas apresentadas também por Milnor, agora encontradas em ([41],
Capitulo 11).

Comparando as demonstracdes apresentadas por nds nesse trabalho e por Fadell em [18], as
principais diferengas serdo encontradas no lemas preliminares que serdo utilizados na férmula
de Wu, pois nesse trabalho os demonstraremos no ambito de R—mddulos de (co)homologia
singular com R = Z ou R = Z,. Como utilizaremos a mesma sequéncia de resultados utili-
zada por Milnor em [41], utilizando agora fibrados generalizados ao invés de fibrados vetoriais,
nossa principal contribui¢do se dard na obten¢@o do caso R = Z do seguinte resultado:

Lema 4.1. Sejam M™ uma variedade topologica fechada, conexa e R—orientdvel com
R =ZouR = Zy, b € M arbitrdrio, j, : (M,M — {b}) — (M x M,(M x M) —A)a
inclusdo canonica, [M], € H,,(M, M — {b}; R) a classe de R—orientagdo local de M em b e
o gerador (') = H™(M x M, (M x M) — A; R) definido unicamente pela classe de Thom do
fibrado generalizado tangente de M. Entdo:

<Jp(7',[M]y) >=1€ R

A prova do lema acima, em sua versdo para variedades suaves, pode ser encontrada em ([41],
Lema 11.7, p. 123), sendo que em tal demonstragcdo € utilizada a estrutura Riemanniana da
variedade, bem como a existéncia da aplicacido exponencial, enquanto nossa demonstrac¢ao sera
obtida de forma totalmente algébrica, nos permitindo generalizar para o contexto de variedades
topoldgicas, o que serd imprescindivel para as aplica¢des topoldgicas da classe de Euler.

A segunda aplicacao do capitulo 4 serd sobre classes de Euler. Na verdade, apresentaremos
duas aplicacdes sobre esse tema, uma delas sendo a relagc@o entre a classe e a caracteristica de
Euler de uma variedade topoldgica e a outra sendo a versao topoldgica do teorema de Poincaré-
Hopf. O leitor perceberd a importancia do caso R = Z do Lema 4.1 para a primeira aplicagio,
cujo enunciado € o seguinte:

Teorema 4.2. Se M ¢é uma variedade topolégica fechada, conexa e Z—orientdvel, entdo®:
< e(M),[M] >= x(M)

Ja para a segunda aplicacdo sobre classe de Euler, precisaremos definir o conceito de campo
de caminhos de uma variedade topoldgica, que foi apresentado por Nash em [42] da seguinte

2e(M), [M] e x(M) denotarao, respectivamente, a classe de Euler, a classe de orientagao global e a
caracteristica de Euler da variedade M.



15

maneira:

Definicao 4.1. Chamamos de campo de caminhos de uma variedade topologica M qual-
quer sec¢do do seu fibrado generalizado (T M, 70M) = (T M, ToM, p, M). Ainda, um campo de
caminhos ndo singulares de M é uma se¢dao s : M — T M tal que s(M) C Ty M.

Como mostraremos no capitulo 4, os fibrados generalizados nos permitirdo generalizar a
no¢ao de campo de vetores nao nulos do contexto de variedades suaves para variedades topo-
l6gicas, uma vez toda variedade suave admitird um campo de vetores nio nulos se, € somente
se, admitir um campo de caminhos ndo singulares. Dito isso, conseguiremos provar a versao
topoldgica do teorema de Poincaré-Hopf, cujo enunciado ficard como:

Teorema 4.3. Seja M uma variedade topologica fechada, conexa e Z—orientdvel. Se M
admitir um campo de caminhos ndo singulares, entdo x(M) = 0.

Esse resultado foi apresentado pela primeira vez por Brown em [9], utilizando em sua de-
monstracdo essencialmente os ndmeros de Lefschetz. No nosso trabalho, mostraremos uma
prova alternativa desse resultado utilizando classe de Euler.

Como tltima aplicagdo do capitulo 4, veremos como alguns resultados técnicos sobre fibra-
dos generalizados nos permitirdo provar o seguinte:

Teorema 4.4. Se i : M™ < S™ % é um mergulho local-flat®, entre variedades topolégicas
fechadas e conexas, com fibrado generalizado normal trivial, entdo v(M) = i*(v(S))*

Aparentemente, o teorema acima parece ser bem claro e direto, pois se trocarmos as clas-
ses de Wu totais pelas classes de Stiefel-Whitney totais, esse resultado serd uma consequéncia
imediata da dualidade de Whitney. Entretanto, quando olhamos com mais aten¢do a demons-
tracdo do teorema 4.4 em sua versdo para fibrados vetoriais e variedades suaves, que foi dada
por Stong em [46] e que pode ser encontrada mais detalhadamente em [43], ficara evidente o
uso direto da existéncia de vizinhanga tubular para mergulhos suaves.

Como ndo podemos garantir a existéncia de vizinhanca tubular no contexto topoldgico,
nossa principal contribuicio foi conseguir contornar esse problema utilizando apenas resulta-
dos sobre fibrados generalizados, mostrando que a existéncia da vizinhanca tubular ndo sera
essencial e sim certas consequéncias algébricas de um mergulho local-flat.

No ultimo capitulo do nosso trabalho, o capitulo 5, serd apresentado pela primeira vez na
literatura uma prova da férmula de Wu para o contexto de variedades generalizadas, utilizando
suas dualidades de Poincaré e Poincaré-Lefschetz. Para tanto, faremos no inicio do capitulo um
breve resumo, baseado em [4], [38] e [6], sobre o conceito de variedades generalizadas. Mais
explicitamente, faremos as construcdes desse capitulo para ENR-variedades Z,—homoldgicas,
que sdo variedades generalizadas particulares. Por praticidade, continuaremos chamando tais
espacos apenas por variedades generalizadas.

Nesse resumo inicial, veremos que as variedades generalizadas sdo, essencialmente, espa-
cos topoldgicos que se comportam como variedades topoldgicas no ambito de Z,—maoddulos de
(co)homologia singular. Em particular, poderemos construir as classes de Wu para tais varieda-
des, bem como suas dualidades de Poincaré e de Poincaré-Lefschetz.

3Um mergulho local-flat serd um mergulho topolégico que se comporta localmente como um mergulho
suave, cuja defini¢ao formal se encontra na defini¢ao 2.14.
4v(M) e v(S) denotardo, respectivamente, as classes de Wu totais de M e S.
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Estabelecidos esses objetos, associaremos a cada mergulho s : M™ — N?™ entre varie-
dades generalizadas compactas, conexas e de modo que exista uma retracio® p : N — M, o
seu isomorfismo transfer dado pela seguinte composi¢do da dualidade de Poincaré-Lefschetz
do mergulho s com a dualidade de Poincaré da variedade M:

—1

DN,M Dy

sy Hy(N,N — M;Zs) H?=K(M; Zs) Hym(M;Zs)

Assim, o isomorfismo transfer associado ao mergulho s nos permitird definir a classe de
Thom também associada ao mergulho s como sendo o gerador (75) = H™(N, N — M; Z,).

Motivados pelas técnicas apresentadas por Dold em ([17], Capitulo 8), mostraremos que o
homomorfismo ¢, : H*(M;Zy) — H*™ (N, N — M;Z,) dado por ¢,(z) = p*(z) — 7, €, de
fato, a dualizacdo (via Coeficientes Universais) do isomorfismo transfer s;.

Feito isso, chamaremos ¢, de isomorfismo de Thom associado ao mergulho s e definiremos

a k—ésima classe de Stiefel-Whitney associada ao mergulho s como sendo:
wi(s) = @5 0 Sq*(7s) € H*(M; Zy)

Em particular, definiremos a k—ésima classe de Stiefel-Whitney de uma variedade genera-
lizada M como sendo a k—ésima classe de Stiefel-Whitney associada ao mergulho dado pela
aplicagdo diagonal d : M — M x M. Ainda, para que esta defini¢do esteja de fato bem de-
finida, utilizaremos alguns resultados sobre fibrados generalizados apresentados no capitulo 4
para mostrar no teorema 5.5 que, no contexto de variedades topoldgicas, a defini¢ao das classes
de Stiefel-Whitney via fibrados generalizados coincide com a defini¢do proposta por nés via
classes de Stiefel-Whitney associadas ao mergulho dado pela aplicagao diagonal.

Por fim, motivados pelas técnicas apresentadas por Bredon em ([7], Capitulo 6), finalizare-
mos o capitulo 5, e consequentemente nosso trabalho, mostrando que € possivel obter a féormula
de Wu para variedades generalizadas utilizando nossa defini¢do de classes de Stiefel-Whitney
associadas ao mergulho dado pela aplicacdo diagonal de uma variedade generalizada.

Uma vez que Biasi, Daccach e Saeki definiram em [4] as classes de Stiefel-Whitney de vari-
edades generalizadas como sendo a propria formula de Wu e apresentaram diversos resultados
nesse contexto, ressaltamos a importancia da originalidade do capitulo 5 quando definimos as
classes de Stiefel-Whitney para variedades generalizadas de uma forma alternativa e provamos
a férmula de Wu para tais variedades.

Encerraremos o capitulo de introdu¢do do nosso trabalho com as palavras de Massey, que
podem ser encontradas ([32], Capitulo 21), sobre mais um contexto histérico do surgimento das
classes caracteristicas:

"Na conferéncia de 1935 em Moscow, Hopf apresentou o trabalho
de um dos seus alunos, Stiefel, cuja publicacdo ocorreu somente no ano
seguinte. Nesse trabalho, Stiefel definiu certas classes de homologia
de uma variedade suave que, numa linguagem moderna, sdo as clas-
ses de Poincaré-dual das classes de Stiefel-Whitney do fibrado vetorial
tangente. Seu método consistia em construir, por um processo muito
geométrico, os ciclos que representavam essas classes de homologia.

®Ou seja, pos = 1.
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Whitney deu uma palestra na conferéncia de Moscow intitulada
"Sphere spaces", o que hoje chamamos de fibrados de esferas. Essas
duas palestras, e os artigos seguintes, marcaram o inicio dos trabalhos
sobre o tema geral de fibrados vetoriais. Os invariantes mais importan-
tes dos fibrados vetoriais sdo geralmente vdrias classes caracteristicas,

mas sempre classes de cohomologia."
William S. Massey



Capitulo 2

Fibrados

Iniciaremos este trabalho apresentando os chamados fibrados generalizados, ferramenta de-
senvolvida por Fadell em [18] com o intuito de definir as classes de Stiefel-Whitney e provar a
dualidade de Whitney e a formula de Wu para o contexto de variedades topoldgicas.

Em um primeiro instante, na sec¢do 2.1, revisaremos conceitos pontuais sobre fibrados ve-
toriais para fixarmos notacdes e esclarecer ao leitor de qual maneira os fibrados vetoriais serdo
naturalmente generalizados no decorrer deste capitulo.

Feito isso, a secdo 2.2 servird como um passo intermedidrio para definirmos os fibrados
generalizados e para exibir os resultados que serdo apresentados na secdo 2.3 de modo mais
claro e sucinto.

Por fim, encontraremos na se¢do 2.3 a defini¢do e propriedades envolvendo os fibrados
generalizados, sendo quase todas retiradas de [18].

Como serd explicado na observagdo 2.1, toda variedade topoldgica citada no decorrer de
todo esse trabalho serd uma variedade sem bordo.

2.1 Fibrado Vetorial

Para uma leitura mais especifica e detalhada sobre a teoria de fibrados vetoriais, no ambito
de definir classes caracteristicas, sugerimos [2], [24], [31] e [41].

Defini¢ao 2.1. (Fibrado Vetorial) Considerando E e B espacos topoldgicos e uma
aplicacdo sobrejetiva p : E — B, chamamos a terna & = (E,p, B) de R"— fibrado vetorial
se:

e para todo b € B, o conjunto p~(b) admite uma estrutura de espago vetorial real
n—dimensional;

e crigimos que & seja localmente trivial, isto é: existe uma cobertura aberta U U,=B

de modo que, para cada aberto Uy, exista hy : Uy, X R™ — p~Y(U,) homeomorfismo
comutando o sequinte diagrama:

U, x R"®

pil(Ua>
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o ainda, ho|gpyxrn : {b} X R™ — p~1(b) € um isomorfismo vetorial para todo b € U, e
todo «.

Neste contexto, chamamos & de fibrado vetorial sobre um espaco base B, com espaco
total E e fibra F = p~1(b) sobre b € B. Ainda, diremos que uma aplicacio s : B — E €
uma se¢ao de & sepos=1.

E
A\
)

VP
B—u

Figura 2.1: Ilustracao da trivialidade local de um fibrado vetorial.

Note que, todo fibrado vetorial ¢ = (E, p, B) admite uma se¢do s : B — FE, chamada de
secdo nula, que € definida por s(b) = 0 € p~1(b).

Definigao 2.2. Dizemos que dois R"—fibrados vetoriais £ = (E,p,B) e = (E',q, B)
sao isomorfos, denotado por & = &', se existir um homeomorfismo h : E — E' tal que
goh=p ehlp-1p) :p~t(b) = ¢ '(b) seja um isomorfismo vetorial para todo b € B.

Agora, lembremos como definir em especifico os fibrados vetoriais tangente e normal de
uma variedade suave e de um mergulho suave, respectivamente.
Considere M™ uma variedade suave m—dimensional e defina T'M = U {b} x T,M, lem-

beM
brando que 7, M é o espaco tangente de M em b.

Entio, 7(M) = (T'M, p, M) serd um R™—fibrado vetorial com fibra p; * (b) = {b} x T,M
sobre b € M.

Defini¢ao 2.3. 7(M) é chamado de fibrado vetorial tangente da variedade suave M.

z

Por outro lado, recordemos que uma imersdo i : N® — M"**k é uma aplicac¢io entre
variedades suaves de modo que sua diferencial dyi : T, N — Tj) M € uma transformag@o linear
injetiva, paratodo b € N.

Neste contexto, podemos garantir que dyi(73/NV') é¢ um subespago linear de T;,) M. Assim,
fica bem definido o conjunto E(i) = {(b,v) € N x Ty,yM : v € [dyi(T,N)]* C TypyM}.

Logo, v(i) = (E(i), p1, N) serd um RF—fibrado vetorial sendo p; *(b) = {b} x [dyi(T,N)]*
sua fibra sobre b € M.

Defini¢ao 2.4. v(i) é chamado de fibrado vetorial normal da imersao i : N — M.

Note que o fibrado vetorial normal pode ser definido para um mergulho suave, uma vez que
todo mergulho suave ¢ um mergulho topolégico e uma imersao.

Encerrando os tdpicos sobre fibrados vetoriais, vejamos a seguinte relacao entre os fibrados
vetoriais tangente e normal de um mergulho suave, entre variedades suaves, cuja prova pode ser
encontrada em ([41], Corolarios 3.4 e 3.5, p. 30-31).
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Teorema 2.1. Sei : N* — M"* é um merqgulho suave entre variedades suaves, entdo:

T(N) @ (i) = i*(1(M))

2.2 Fibracao e Fibracao de Pares

Definiremos nesta se¢do o conceito de fibragdo de pares, também desenvolvido por Fadell
em [18], que pode ser considerado como uma fibrag@o cujo espago total € um par de espagos
topoldgicos.

A defini¢ao de fibracdo de pares serd necessaria quando definirmos os fibrados generalizados
na préxima se¢do. Utilizaremos as propriedades desenvolvidas nesta se¢do como um passo
intermedidrio nas demonstracdes dos resultados que envolverdo fibrados generalizados.

Com excecdo do exemplo 2.2, todos o resultados que serdo apresentados no decorrer desta
secdo podem ser encontrados, sem muito detalhes, em [18] e [9].

Definicao 2.5. Dizemos que uma aplicacao p : E — B admite a propriedade do levan-
tamento de homotopia (PLH) sobre um espago topoldgico X se para quaisquer aplicagoes
h:X —-FeH:XxI— B, tais que H(_,0) =poh, existir H: X x [ — E continua

tal que ?[(_,O) =h epo H = H. Deste modo, temos o sequinte diagrama comutativo:

X x {0} U )

X x 1 a B

Definicao 2.6. Uma aplicacao sobrejetiva p : E — B € dita uma fibracao se p admite
a PLH sobre qualquer espaco topoldgico X.

Neste contexto, chamamos a terna F = (E,p, B) de fibragcdo sobre um espago base B,
com espago total E e fibra F = p~'(b) sobre b € B. Diremos que uma aplicacio s : B — E
€ uma se¢ao de F se pos = 1.

Defini¢ao 2.7. (Fibragao de Pares) Sejam p : E — B uma aplicacdo sobrejetiva e
Ey C E. Chamamos (F,Fo) = (E, Eo,p, B) de fibracdo de pares se para qualquer espaco
topoldgico X e quaisquer aplicagoes h : X — FE e H : X xI — B, tais que H(_,0) = poh,
ezistir H: X x [ — E continua tal que f[(_,()) —h,poH =H e sexy € X 6 tal que
h(zo) € Ey, entio H(zy, ) € Ey.

Neste contexto, diremos que (F,Fq) € uma fibracdo de pares sobre um espago base B,
com espaco total (E, Ey) e fibra (F, Fy) = (p~*(b),p~1(b) N Ey) sobre b € B.

Diremos também que uma aplica¢io s: B — E é uma secao de (F,Fy) se pos = 1.

Note que, a defini¢do 2.7 garante que 7 = (E,p,B) e Fy = (Eo,po = P|g,, B) sdo
fibragdes.

Historicamente, o conceito de fibragdo coincide com o conceito de "fiber space"dado por
Hurewicz em ([28], Secdo 1, p. 956), como mostrado também em ([28], Secdo 2, p. 957).
Assim, o conceito de fibracdo de pares coincide com o chamado "fibered pair"dado por Fadell
em ([18], Definicdo 2.3, p. 489), como mostrado em ([9], Lema 1.4, p. 183).

Como exemplo mais simples de uma fibracdo de pares, temos o ja esperado:
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Exemplo 2.1. Considerando B um espaco topoldgico arbitrdrio, entdo obtemos que
(e'y, 5%’0) = (BxR" Bx(R"—{0}),p1, B) € uma fibracio de pares com fibra homeomorfa
a (R™, R" —{0}).

Demonstracao.
Inicialmente, considere X um espaco topologico qualquer e aplicagoes h : X — B xXR"
e H: X xI— B demodo a obter o seguinte diagrama comutativo:

X x {0} —L—= B xR"

p1

X x T H B

Como h = (hy, hs), defina H : X x I — B xR" por H(z,t) = (H(z,t), hao(z)). E claro
que Hé continua, p; o H=He ﬁ(_,O) = h, pois H(_,0) = hy. Ainda, se xo € X é tal
que h(zg) € B x (R"—{0}), entdo hy(zy) € R* —{0}, e assim, H(zo, ) € Bx (R"—{0}).

Por fim, dada (F, Fyy) a fibra de (F, Fy) sobre b € B qualquer, entao:

F = p'(b)

|
—
o>
—

X
e
3

=
I

pr () N[B x (R™ — {0})]
[{o} x R"][B x (R" — {0})]
{o} x (R —{0})

~ R"—{0}

Logo, ('3, 52}’0) é, de fato, uma fibracao de pares.

O

Note que o exemplo 2.1 também continua valido se trocarmos R™ por um espaco topolégico
F qualquer e R™ — {0} por um subespago Fy C F' qualquer. Entretanto, a fibra seria, neste
caso, homeomorfa ao par (F, Fy).

A seguir, veremos um modo alternativo de construir fibragdes de pares, cuja prova pode ser
encontrada em ([1], Teorema 2.5, p.241).

Teorema 2.2. Sejam p : E — B uma aplicacao sobrejetiva com B paracompacto e
pares (F, Fy) e (E, Ey). Se ezistir uma cobertura aberta U de B tal que, para todo U € U,
ezistir um homeomorfismo hy : (U x F,U x Fy) — (p~Y(U),p~(U) N Ey) de modo que
pohy = p1, entao (E, Ey,p, B) serd uma fibra¢ao de pares.

O teorema 2.2 pode ser considerado a versdo do teorema da Uniformizagio de Hurewicz!
para fibracdes de pares.
Deste modo, podemos obter o seguinte:

Exemplo 2.2. Todo R"—fibrado vetorial, sobre uma base paracompacta, pode ser as-
sociado a uma fibragao de pares, cuja fibra serd homeomorfa ao par (R™,R™ — {0}).

'Para mais detalhes sobre o teorema da Uniformizagio de Hurewicz, ver [28].
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Demonstracao.

Primeiramente, considere ¢ = (E,p, B) um R"—fibrado vetorial sobre B paracom-
pacto. Pela definicao 2.1, sabemos que existe uma cobertura aberta U de B tal que, para
todo U € U, existe um homeomorﬁsmo hy : U x R* — p~}(U) satisfazendo p o hy = py.

Assim, denotando por s : B — F a secao nula de £ e Ey = E — s(B), fica evidente
que podemos considerar hy : (U x R*, U x (R" — {0})) — (p~"(U),p~*(U) N Ey) como
um homeomorfismo de pares.

Portanto, segue do teorema 2.2 que (§,&y) = (E, Eo, p, B) serd uma fibracao de pares.

]

Agora, como udltima parte desta secdo, vejamos como construir algumas fibracdes de pares
a partir de outras.

Lema 2.1. Sejam (F,Fy) = (F, Ey,p, B) uma fibracao de pares e U C B qualquer.
Entao, (F, Fo)w = (p~ " (U),p~ (U) N Eo, pp—1v), U) serd uma fibragdao de pares com fibra
igual a fibra de (F,Fy).

Demonstracao.

Primeiramente, denotemos g = pj,-1() e consideremos X um espago topologico qual-
quer e aplicagoes h : X — p }(U) e H : X x I — U de modo que o seguinte diagrama
comute:

X x {0}

p ' (U)

X x T Ll U

Como Im(H) C U C B e (F,Fy) ¢ uma fibracao de pares, entao existe uma aplica¢ao
H:XxI— EtalquepoH He H(_,0) = h. Poroutro lado, Im(poH) = Im(H) C U,
e assim, Im(H) c p~(U).

Por outro lado, se zy € X é tal que h(zg) € Ep, entao ﬁ(mo,_) € FEy, ou seja, se
h(zo) € p~H(U) N Ey, entdo H(zo, ) € p~*(U) N Ey.

Por fim, sendo (F', Fy) e (F, Fy) as fibras de (F,Fo)u e (F,Fo), respectivamente,
sobre o mesmo b € U, temos que:

F'o= q7'(b)
= p '(O)Np (V)
= p'(b)
= F

Fy = ¢ (0)Nlp~"(U) N Ey
= p (O (U) N Ey
= pil(b)ﬂEO
= F,

Portanto, (F, Fo)j serd uma fibragao de pares.
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Lema 2.2. Sejam (F,Fy) = (E, Ey,p, B) uma fibra¢ao de pares e f : B' — B uma
aplicacdo. FEntao, f*(F,Fo) = (f*E, f*Eo,p1, B') também serd uma fibracao de pares e
com fibra homeomorfa a fibra de (F,Fy), em que:

1. ffE={(,e)e B'xE : f(l/)=p(e)}
2. [*Eg={(b,e) e f*E : e€ Ey}

Demonstracao.
Inicialmente, considere X um espaco topologico qualquer e aplicacoes h: X — f*F e
H : X x I — B’ tais que o seguinte diagrama comuta:

X x {0} ffE—2 - F

P p

Xxi1— % .p_ T .p

Denotando g =pyoh: X - EeG = foH: X xI— B, como o diagrama acima ¢é
comutativo e (F, Fy) ¢ uma fibracdo de pares, entao existe G : X x I — E de modo que
poG =G, G(_,0)=gesex e X étal que g(zo) € Ep, entdo G(xo, ) € Ey.

Por outro lado, é claro que H = (H, G) X x I — f*E estd bem definido, pois
foH=CG= poG. Ainda, p; o H = HeH( ,0) = h, uma vez que H(_,0) =p;ohe
G(_,0)=pyoh.

Assim, se xg € X & tal que h(xg) € f*Ey, entdo, g(xg) = paoh(zg) € Ep, e consequen-
temente, G(zq, ) € Ey. Logo, H(zy, ) € f*Ey.

Por fim, se (F', F{) e (F, Fy) sao fibras de f*(F, Fy) e (F, Fo) sobre by € B'e f(b)) € B,

respectivamente, entao:

F' = prt(bg)

{(V';e) e fFE : b =pi(V,e) = b}

{(bg,e) € B'x E + f(by) = ple)}

}(567 e)€B' X E : ecp ' (f(by))}
b;

{b

3> p (b))

= }x F

F) = pit(bh) N f*Ey
= ({b} x F)N [*Eo
= {bo} x (FN Ep)
= {b/}XFO
~ FO

Logo, f*(F,Fo) é, de fato, uma fibragdo de pares.
]

Lema 2.3. Sejam (F,Fy) = (E, Ey,p,B) e (F',Fy) = (E', Ej,q, B") duas fibragdes
de pares. Entao, (F,Fo) x (F,Fo) = (E",E{/,r,B") serd uma fibra¢io de pares com
fibra igual ao produto das fibras de (F,Fo) e (F', F'o), em que:
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1. " =EXxF
2. Bl = (F x E))U(Ey x E')
3. r=pxq

Demonstracao.
Inicialmente, considere X um espaco topologico qualquer e aplicacoes h : X — E” e
H: X x I — B"” de modo que o seguinte diagrama comute:

E//

X x {0}

X xI B”

Como h = (hy,hy), H = (Hy,Hs) e H(_,0) = roh, entdo Hy(_,0) = pohy e
Hy(_,0) = qo hy. Sendo (F,Fy) e (F',F'y) fibragoes de pares, entdo existem aplicagoes
Hi: X xI— EeH,: X xI— E tais que po H, = Hy, go Hy = Hy, Hy(_,0) = hy,
Hy(_,0) = hy e se 1y € X & tal que hy(zo) € Ey, entdo Hy(zo, ) € Ey. Ainda, se 29 € X
é tal que hy(zo) € Ef, entdo PAI;(Q:O, ) € E|.

Deste modo, definindo H = (Hy,Hs) : X x I — E", & claro que H(_,0) = h e
roH = H. Ainda, se o € X ¢ tal que h(zg) € Eg, entdao hy(zo) € Eo ou ha(zo) € Ej,.
Assim, H1<SC(], ) € Eyou HQ(:UO, )€ E), isto é, H(zo, ) € E.

Por fim, considere, respectivamente, (F, FO), (F',F}) e (F”,Fé/) fibras de (F,Fo),
(F', Flo) e (F,Fo) X (F',F'y) sobre be B,V € B" e (b,l/) € B". Entao:

F" = r7b, b’)
= p7'(b) x ¢ (V)
= FxF

Fy = r (b)) N EY

(Fx F)YN(E x Ej) U (Ey x E")]
FF x F'YN(E x Eg)]UI(F x F') N (Ey x E')]
(

(F" N Ep)]UI(F N Eo) x F]
F x F))U (Fy x F')

Portanto, (F, Fy) x (F', F'y) serd uma fibragao de pares.

2.3 Fibrado Generalizado

Nesta secdo, apresentaremos a ferramenta desenvolvida por Fadell em [18] que possibilita
generalizarmos fibrados vetoriais tangente e normal de variedades suaves para variedades topo-
16gicas. Tal ferramenta foi denominada de fibrado generalizado.

Com excecdo dos exemplos 2.4 € 2.5, dos lemas 2.5 e 2.7 e das proposicoes 2.1, 2.4, 2.5
e 2.8, todos os outros resultados foram retirados de [18], entretanto, apresentaremos aqui de-
monstra¢des mais detalhadas destes.
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Definicao 2.8. (Fibrado Generalizado) Chamamos uma fibragao de pares (F, Fo) =
(E, Ey,p, B) de R"—fibrado generalizado quando:

1. existir uma se¢io s : B — E de (F,Fy) que realiza Ey, isto é, Fg = E — s(B)
2. toda fibra (F, Fy) de (F,Fo) € tal que (F, Fy) ~ (R",R" — {0})
Exemplo 2.3. A fibracao de pares (5%,5%’0) ¢ um R"—fibrado generalizado.

Demonstracao.

Devido ao exemplo 2.1, ja sabemos que (5%,5%’0) ¢ uma fibracao de pares com fibra
homeomorfa ao par (R", R™ — {0}). Deste modo, basta definir uma se¢ao de (g%, 5%’0) que
realize B x (R" — {0}).

Note que s : B — B x R™ definida por s(b) = (b,0) é a se¢do procurada.

Logo, (%, e%") é um R"—fibrado geberalizado.

[

Lema 2.4. Se (F, Fy) € um R"—fibrado generalizado sobre B, entao (F, Fo)u também
serd um R"—fibrado generalizado para todo U C B.

Demonstracao.

Devido ao lema 2.1, ji sabemos que se (F,Fy) é uma fibracao de pares, entdo dado
U C B arbitrario, (.7:, Fo)ju também serd uma fibragao de pares com fibra igual a fi-
bra de (F,F;). Deste modo, ao denotarmos (F,Fy) = (E,Eo,p,B) e (F,Fo)uv =
(p~"(U),p~"(U) N Eo, pp-1n), U), basta encontrar uma secao de (F,Fy)y que realize
pil(U) N Eo.

Para tanto, como (F,Fy) ¢ um R"—fibrado generalizado, entdo existe s : B — F
segao de (F,Fy) que realiza Ey. Agora, defina s’ = sy : U — p 1(U). E claro que
Im(s') C p~Y(U), pois po s(U) = U. Ainda, temos:

pHU)NEy = p(U)N[E — s(B)]
= [p 1(U)ﬁE} [~ (U) N s(B)]
= p '(U) —s(U)
= p '(U) - ¢ (U)
Portanto, (F, Fo)y também serd um R"—fibrado generalizado, para todo U C B.

]

Seguindo as notag¢des do lema 2.4, sendo (F, Fy) um R"—fibrado generalizado, chamamos
(F,Fo)w de R"—fibrado generalizado restricdo de (F, ) aU C B.

Definicao 2.9. Sejam (F,Fy) = (E, Eo,p, B) e (F',F'o) = (E', E}), q, B) R"— fibrados
generalizados sobre a mesma base. Chamamos ¢ : (F,Fo) — (F',F'y) de aplicagcio
fibrada se ¢ : (E, Ey) — (E', E{) for uma aplica¢ao que preserva fibra, isto é, qo ¢ = p.

Definicao 2.10. Dizemos que dois R"—fibrados generalizados (F,Fy) = (E, Ey, p, B)
e (F,Fo) = (E Ey,q,B), sobre a mesma base, sao homotopicamente isomorfos se existi-
rem aplicagoes fibradas ¢ : (F, Fo) = (F', F'o) : ¢ e homotopias H : (E, Ey)xI — (E, Ey)
e G:(E' E)) x1— (E' E|) tais que:

1LH(_,0)=4¢o0¢ 4.G(_,0)=9¢o0v
2. H(_,1)=1 5.G(.1) =1
3.poH( ,t)=pVtel 6. goG(_,t)=gq,Vt el

O isomorfismo homotdpico, acima definido, serd denotado por (F,Fo) ~¢ (F', F'o).
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A nog¢do de isomorfismo homotdpico, dada na defini¢ao acima, coincide com o conceito de
"fiber homotopy equivalence"dada por Fadell em ([18], Defini¢do 2.4, p. 489).

Definigao 2.11. Chamamos um R"—fibrado generalizado (F,Fy), sobre B, de local-
mente trivial se existir uma cobertura aberta U de B tal que (F,Fo)w ~¢ (e, ep°), para

qualquer U € U. Em particular, (F,Fy) serd chamado de R"— fibrado generalizado trivial
se (F,Fo) ~y (b e5").

Exemplo 2.4. Todo R"—fibrado generalizado sobre um ponto € trivial.

Demonstracao.

Denotemos por (F, Fy) = (E, Eo, p, {*}) um R"—fibrado generalizado cujo espago base
é constituido de apenas um ponto.

Assim, ¢ claro que (E, Ey) = (p~1(%),p7 (*) N Ey) ~ (R™,R™ — {0}), isto &, existem
aplicacoes ¢ : (E, Ey) = (R",R" — {0}) : ¢ e homotopias H : (E,Ey) x I — (F, Ep)
e G: (R",R"—{0}) x I — (R",R™ — {0}) tais que H(_,0) = Yoo, H(_,1) = 1,
G(_,0)=¢ovveG(_,1)=1.

Deste modo, ficam bem definidas as seguintes aplicacoes fibradas e homotopias:

—_

< |ole
~~ (.0 .o

) = ({x} x R", {} x R* — {0}) : ¢
(%, &(e))
) = (x)

(B, Ey) x [ — (B, Ey)
(e,t) = H(e,t)

I
&

*

2.

| =

3. G ({*} xR {x} x R* = {0}) x I — ({*} x R™, {x} x R™ — {0})

((*7 I)7 t) = (*7 G(l‘, t))

Eclaroque H(_,1)=1,G(_,1)=1,poH(_,t) =pepoG(_,t) = p; para qualquer
t € I. Ainda:

Ql @l

Ve € E, H(e,0) = H(e,0)
= Yoole)
= (x, 9(e))
= odle
Ve e R", G((*,2),0) = (%, G(z,0))
= (x,00v(x))
= ¢(y(x))
= ¢0¢(*7$)
Logo, (F,Fo) ~s (3,12

O

Sobre condig¢des especificas, o isomorfismo homotdpico pode ser garantido, de modo mais
simples, como no seguinte:

Lema 2.5. Sejam (F,Fy) e (F',F'y) dois R"—fibrados generalizados, sobre a mesma
base. Se ¢ : (F,Fo) — (F', F'o) for uma aplicagao fibrada tal que ¢ é um homeomorfismo,
entao (F,Fo) ~5 (F', F'y).
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Demonstracao.

Inicialmente, como ¢ um homeomorfismo e g o ¢ = p, entdo po ¢~ = ¢, ou seja,
o' (F, Fo) — (F', Fy) também é uma aplicagio fibrada.

Assim, fica evidente que (F,Fy) ~¢ (F,Fp), uma vez que é suficiente definir as ho-

motopias triviais para que as condigoes sobre isomorfismo homotopico sejam satisfeitas.
m

Deste modo, utilizando o lema 2.5 e a construcio do exemplo 2.2, obtemos o seguinte:

Exemplo 2.5. Se £ é um R"—fibrado vetorial sobre uma base paracompacta, entao sua
fibracao de pares associada (€,&y) serd um R™—fibrado generalizado localmente trivial.

Com isso, podemos considerar que a no¢do de fibrados generalizados generaliza o conceito
de fibrados vetoriais. Assim, € esperado que a estrutura de isomorfismo entre fibrados vetoriais
seja mantida quando passada para isomorfismo homotdpico, como na seguinte:

Proposicao 2.1. Sejam & e n dois R"— fibrados vetoriais isomorfos sobre uma mesma
base paracompacta. Entao, seus respectivos R"—fibrados generalizados associados (€, &)
e (n,1m0) sao homotopicamente isomorfos.

Demonstracao.

Primeiramente, denotemos & = (E,p,B) = n = (F’,q,B). Deste modo, segue da
definicao 2.2 que existe um homeomorfismo h : F — E' tal que goh =pe hyp: F — F'
¢ um isomorfismo vetorial, para quaisquer fibras F' e F’ de £ e n, respectivamente, sobre
o mesmo b € B.

Sendo s: B — Ees : B— E assecoes nulas de £ e ), respectivamente, consideremos
Ey = FE —s(B) e E) = E' — §(B). Se mostrarmos que h(Ey) C Ej, teremos que
h:(E,Ey) — (E', Ej) serd um homeomorfismo e uma aplicagao fibrada, e assim, o lema

2.5 garantird que (§,&) ~¢ (1, m0)-
Para tanto, note que:

e€By= ecF=p'(ple) ZR"ee#0
= h(e) € F'=q ' (p(e)) ZR" e h(e) #0
= h(e) € E|

Portanto, concluimos que (&, &) ~¢ (n,70)-
[

Lema 2.6. Se (F,Fy) € um R"—fibrado generalizado sobre B e f : B' — B é uma
aplicagao qualquer, entio f*(F,Fo) também serd um R"—fibrado generalizado. Em par-
ticular, se (F,Fo) for trivial, entao f*(F,Fo) também serd trivial.

Demonstracao.

Devido ao lema 2.2, ja sabemos que se (F, Fy) é uma fibragao de pares, entao f*(F, Fy)
serd uma fibra¢ao de pares com fibra homeomorfa a fibra de (F, Fy). Com isso, denotando
(F,Fo) = (E,Eo,p,B) e f*(F,Fo) = (f*E, f*Ey, p1, B'), basta mostrar que existe uma
segao de f*(F,Fo) que realiza f*FEj.

Para tanto, como (F,F;) é um R"—fibrado generalizado, entdo existe uma se¢io
s: B — Ede (F,Fy) querealiza Fy. Deste modo, fica bem definida a se¢ao s’ : B' — f*E,
de f*(F,Fo), dada por s'(b') = (V',s(f(b'))). Por fim:
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E

BNINTE

J*Eo f(
(B'x s(B)|NfE
f( !/

[B’ x Eo] N
(B x (E
[(B"x E) — )
(B"x E)n f*E] — [(B' x s(B)) N f*E]
fTE—={(t,s(b)) € B'x s(B) : f(V') = p(s(b)) = b}
J"E—[B xs(f(B))
f*E —§'(B)

Logo, f*(F,Fo) serda um R"—fibrado generalizado.

Agora, resta mostrar que se (F,Fo) ~y (eh,e5"), entdo f*(F,Fo) ~p (€%, en).
Assim, suponha que existam as seguintes aplicacoes fibradas e homotopias satlsfazendo
as relagoes a seguir:

1. ¢: (E,E) = (BxR",Bx (R*—{0})) : ¢
2. H: (B, Eo) x I — (E, E)

3. G: (BxR" Bx (R"—{0})) x I — (BxR", Bx (R"—{0}))
H(_,0)=1vo¢ G(_,0)=¢ov

4. ¢, 1, H e G satisfazem: H(_,1) =1 G(_,1)=1
poH( ) =pvtel ploG( ) =pL,Vtel

Com isso, ficam bem definidas as seguintes aplicagoes fibradas e homotopias:

(f*E, f*Ey) = (B'x R", B' x (R —{0})) : ¥
Vye) = (b,paodle))

,)=( (), )

(f Eon>><[%(fEon)

((t',e),t) = (V, H(e,t))

3. G: (B'xR",B' x (R" — {0})) x I — (B x R", B x (R" — {0}))

G((b/>$)’ t) = (V,p20 G((f(b/)>x)a t))

Mostremos que ¢, ¥, H e G satisfazem as condicoes da definicao 2.10. De fato:

L ¢:
o,
(b
2. H:
o

1. & claro que pyo H((_, _),t) = p1 e pr o G((
2. também & claro que H((_, ),1)=1eG((_, ), 1) =1
0)

V(t/,e) € fE, H((V,e),0) = (¥, H(e,
= (V,ogle))
= (V;9(p1og(e),p20¢(e)))
3 = (U,9(p(e),p2 0 ¢(e)))
= (U, %(f(V), p200(e)))
= %(bILPZ o ¢<€))
= ¢ © ¢(b/7 6)
V(') € B'xR", G((V/,2),0) = (V,p20G((f(V),2),0))
4 = (_b/,pzoﬁﬁow(f(b/ , )
~ — G0, U(f(b), )
= (b © w(b/7 ‘T)
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Portanto, f*(F,Fo) ~¢ (5%/75%’/0)'
O

Seguindo as notag¢des do lema 2.6, dado (F, Fy) um R"—fibrado generalizado, chamamos
f*(F, Fy) de R"—fibrado generalizado pullback de (F, Fy) pela aplicacéo f.
Agora, vejamos alguns exemplos envolvendo fibrados generalizados pullbacks.

Exemplo 2.6. Sejam (F,Fy) e (F',F'y) dois R"—fibrados generalizados, sobre a
mesma base B, tais que (F,Fo) ~¢ (F',Fo). Entio, sendo 1 : B — B a aplicagdo
identidade, temos (F,Fo) ~y 1*(F', F'y).

Demonstracao.

Inicialmente, denotemos (F,Fy) = (E, Eo,p,B) e (F,F'y) = (£, Ej,q,B). Como
(F,Fo) ~¢ (F', F'y), entdo existem as seguintes aplicagdes fibradas e homotopias satisfa-
zendo as relacoes a seguir:

1. ¢: (E,Ey) = (E'E|) : 9
2. H: (E,Eo) x I — (E,E())
3. G (B, E) x [ — (E',EY)

H(_,0)=4v¢o0¢ G(_,0)=¢ov
4. ¢, H e G sao tais que: H(_,1)=1 G(_,1)=1
poH(_ ,t)=pVtel goG(_,t)=q,Vtel

Recordando que o R"—fibrado generalizado pullback 1*(F', F'y) = (1*E’, 1*E}, p1, B)
étal que I*E' = {(b,¢') e BXE' : b=q(e)} e I"E[ = {(b,e') € I*E' : ¢ € E[}, entdo
ficam bem definidas as seguintes aplicacoes fibradas e homotopias:

=
< ele

E,Ey) = (I"E', 1*E}) : ¢
(p(e), d(e))

o>~ O
- ~— —~
I

|

Com isso, & claro que H(e,1) = e, para todo e € E, epo H(_,t) = p, para todo
t € I, pois H tem essas propriedades. Analogamente, G((b,e’),1) = (b,€’), para todo
(b,e') € 1*E’, e py o G(_,t) = pq, para todo t € I. Ainda, temos que:

Ve € E, H(e,0) =

e
—~
Q]
—~ O
QA ~—

@)
-

I
<=
o &=
=S
OF

X
N



2.3. FIBRADO GENERALIZADO 30

V(b,¢') € 1°E', G((b,¢),0) =

@
—
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ou
O
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Portanto, (F, Fo) ~¢ 1*(F', F'y).
[

Exemplo 2.7. Sejam B um espago topoldgico, by € B qualquer e ¢ : B — {by} a
aplicacio constante. Entdo, (€,€5°) ~; c*(a’{"”bo},é?ég}).

Demonstracao.
Lembremos que c*(&?bo},g?ég}) = (¢*({bo} x R™),c*[{bo} x (R™ — {0})],p1,B) & o
R"—fibrado generalizado pullback tal que:

({bo} xR") = {(b,(bg,z)) € Bx ({bo} x R™) : by = c(b) = p1(bo, ) = bo}
= Bx{b} xR"

c*[{bo} x (R* = {0})] = B x {b} x (R" —{0})

Assim, ¢ : (B xR", B x (R"—{0})) 2 (B x {bo} x R", B x {bo} x (R" —{0})) : ¢,
dadas por ¢(b, x) = (b, by, x) e ¥ (b, by, x) = (b, x), respectivamente, sdo aplicac¢oes fibradas
bem definidas, sendo ¢ um homeomorfismo com inversa .

n ~n0 x(.n n,0

Logo, segue do lema 2.5 que (e}, €5 ) ~ ¢ €*(€74,15 E1hy)-

]

O préximo resultado é uma versdo mais geral do lema 2.5, envolvendo, agora, fibrados
generalizados sobre diferentes bases.

Lema 2.7. Seja (F,Fy) = (E, Eo,p, B) um R"—fibrado generalizado. Se h: B — B e
H: (E' E})) — (E,Ey) forem homeomorfismos, entao (F', Fy) = (E',Ej,h ' opo H, B')
também serd um R"—fibrado generalizado. Ainda, (F',F'o) ~¢ h*(F,Fo).

Demonstracao.

Denotando ¢ = h™! o po H, provemos, inicialmente, que (F', F'y) ¢ uma fibragao de
pares. Para tanto, considere X um espago topologico qualquer e aplicagoes f: X — E' e
F: X x1I— B taisque F(_,0)=gqo f.

Ao definirmos as aplicagoes g = Ho f: X - FeG =hoF : X xI — B, é claro que:

G(_,0) = hoF(_,0)
= hogqof
= poHof
= DPog

Deste modo, obtemos o seguinte diagrama comutativo:
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g

A e

X x {0} E E

Sendg (F,Fp) uma ﬁb@géo de pares, sabemos que existe uma aplicacao G:XxI—>E
tal que G(_,0) =g, poG =G e se g(x) € Ey, entdo G(z, ) € Ey. Assim, definindo a

aplicacado F' = H oG : X x I — E', temos:

F(_,0) = H'oG(_,0)
= H_log
= H'oHof
= f
qo;'; = h_lopoHoH_loé
hlopoG
hto@G
hohoF
= F

f@) € By = g(x) = Ho f(x) € Eg

= G(z,_)eky
= F(z, )=H 'oG(z, )€ E}

Com isso, concluimos que (F’, F'y) ¢, de fato, uma fibracao de pares.
Agora, provemos que (F', F'y) ¢ um R"—fibrado generalizado. Como existe s : B — E
se¢ao de (F, Fo) que realiza Ej, entdo, ao definirmos s’ : H osoh : B’ — E', teremos que:

gos' = hlopoHoH 'osoh
hiloposoh
h=toh

1
E/—S/(B/) _

Assim, s’ é uma segdo de (F', F'y) que realiza Ej. Por outro lado, como toda fibra de
(F,Fo) tem o mesmo tipo de homotopia que (R",R" — {0}), entdo, para todo ¥’ € B’,
temos:
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g '(t') = H'(p~'(h(V)))
~ p '(h(V))
~ R"

/

(V)N Ey = H'(p~ (())) N H ™ (Eo)
= H'(p~'(h(¥)) N Ep)
~ p H(h())NEy
~ R"—{0}

Deste modo, (F', F'y) serd um R"—fibrado generalizado.
Por fim, mostremos que (F', F'y) ~¢ h*(F, Fy). Para tanto, lembremos que h*(F, Fy) =
(h*E,h*Ey,p1, B'), em que:

hWE={(b'e)e B xE : h(')=npe)}

h*EO = {(b/, 6) eEh'E : ec E()}

Considerando ¢ : (E', Ey) = (h*E,h*Ey) : ¢ dadas por ¢(¢') = (q(¢), H(€')) e
Y(b,e) = H '(e), respectivamente, conluimos que ¢ e 1 sao aplicagdes fibradas bem
definidas sendo ¢ um homeomorfismo com inversa 1.

Portanto, segue do lema 2.5 que (F', F'o) ~¢ h*(F, Fy).

O

Lema 2.8. Se (F,Fy) é um R"—fibrado generalizado e (F', F'y) € um R™—fibrado ge-
neralizado, entao (F,Fo) X (F', Fo) serd um R*"T™—fibrado generalizado. Em particular,
se (F,Fo) e (F',Fly) forem triviais, entao (F,Fo) x (F',F'y) também serd trivial.

Demonstracao.

Primeiramente, denotemos (F, Fy) = (F, Ey,p, B) e (F',Fo) = (F', E|, q, B) e consi-
dere (F, Fo) x (F/, F'o) = (E", E!,r, B"), em que E" = Ex E', B!l = (Ex EL)U(Eox E'),
r=pxqeB”"=BxB.

Devido ao lema 2.3, ja sabemos que se (F, Fo) e (F', F'y) sao fibragoes de pares, entao
(F,Fo) x (F', F'y) serd uma fibragdo de pares com fibra igual ao produto das fibras de
(F,Fo) e (F', F'g). Assim, resta mostrar que existe uma secao de (F, Fy) x (F', F'y) que
realiza Ef.

Para tanto, como (F, Fy) e (F', F'y) sdo fibrados generalizados, entao existem segoes
s:B—FEes:B — E'de (F,F) e (F,Fo) que realizam Ej e E|, respectivamente.
Deste modo, temos que s” : B” — E” definida por s”(b,0') = (s(b), s'(b')), é uma segao
de (F,Fo) x (F', F'p) tal que:

El = (Ex E)U(Ey x E")
= [Ex(E =& (B))UIE
= [(ExFE)—(ExSs(B
(EX E)—[(Ex s (B
= E"—(s(B) xs(B'))
- E'_ S//(B//)
Assim, (F, Fo) x (F', F'y) sera um R"*" —fibrado generalizado.
Agora, resta mostrar que se (F,Fo) ~; (€%, e5%) e (F,F'o) ~; (€8,em°), entdo
(F,Fo) x (F,Flo) ~s (g™ ™). Para tanto, suponha que existam as seguintes
aplicacoes fibradas e homotopias satisfazendo as relacoes a seguir:
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1. ¢: (E,E)) = (BxR", B x (R" — {0})) : ¢

N

H:(E,Ey) x I — (E, Ey)
3. G:(BxR",Bx (R"—{0})) x I - (BxR" Bx(R"—{0}))

H(_,0)=1o¢ G(_,0)=¢ov
4. ¢, ¢, H e G sao tais que: H(_,1)=1 G(_,1)=1
poH(_ ,t)=pVtel loG( ) =p,Vtel

Ainda, suponha que também existam as seguintes aplicacoes fibradas e homotopias
satisfazendo também as relagoes a seguir:

—_

Lo (B E) = (B x R™, B x (R™ — {0})) : ¥
0. H': (B, E}) x [ — (E', E})
3. G': (B'x R™, B’ x (R — {0})) x [ — (B' x R™, B’ x (R™ — {0}))

H/(_)O) — w/ o (b/ G/(_70) — ¢/ o w/
4. ¢’ ', H' e G'sdo taisque: H'(_,1) =1 G'( ,1)=1
qoH'(_,t)=¢q,Vtel proG'(_,t)=p,Vtel

Com isso, ficam bem definidas as seguintes aplicacoes fibradas e homotopias:

1. ¢ : (E",Ey) = (B" x R B x (R™™ — {0})) : o
¢"(e,¢') = ((p(e), (), (p2 © d(e), p2 0 ¢'(¢)))
(0, V), (2, 2)) = (P(b, 2), ¢/ (', 2'))

2. H": (E",E}) x I — (E", E})
H"((e,¢'),t) = (H(e,t), H'(¢, 1))

3. G": (B" x R™™ B" x (R — {0})) x I — (B" x R"™™ B" x (R™™ — {0}))
G”(((b’ bl)? (1’, :El))v t) = ((bv b/)v (pQ © G((b’ ZE), t)ap2 © G/((b/a I/)v t)))

Mostremos que ¢”, ", H"” e G” satisfazem as condi¢oes da defini¢ao 2.10. De fato:

1. éclaroque ro H"((_, ),t)=re (p1 xp2)oG"((_, ),t) = p1 X pa, para qualquer
tel

2. também ¢é claro que H"((_, ), 1)=1eG"((_,_),1) =1

Y(e,¢) € B, H"((e,¢),0) = (H(e,0), H’(e 0))
= (Yog(e), v og'(e))
5 = (d(p1o9le), 20¢(6 ), (pro¢(e'),p20¢(€)))
' = (¥(p(e), p2 o d(e)), v (q(€), p2 0 ¢'(€)))
= "((p(e),q(€)), (p2 0 ¢(e), p2 0 ¢'(€')))
= Yo" (e €)
V(b V), (z,2)) € B” x R,
G"(((b,V), (z,2)),0) = ((b,b"), (p2 0 G((b,x), )pzoG’((b’ ),0)))
4. = ((0,0),(p2odo(b,x),pro¢ oy)'(V,2')))

¢"(1(b, ), 4" (¥, 2"))
= ¢"oy((bV), (,2))
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Logo, (F,Fo) x (F',F'y) ~y (S%J,Cm,egﬁm’o).
Il

Seguindo as notacdes do lema 2.8, dado (F, F;) um R"—fibrado generalizado e (F', F'y)
um R —fibrado generalizado, chamamos (F, Fy) X (F', F'y) de R"*™—fibrado generalizado
produto de (F, Fo) e (F', Fo).

Definigao 2.12. (Soma de Whitney) Sejam (F, Fy) um R"—fibrado generalizado e
(F', F'o) um R™—fibrado generalizado, ambos sobre a mesma base B, ed: B — B X B a
aplicagdo diagonal. Definimos a soma de Whitney entre (F,Fy) e (F',F'o) como sendo
o sequinte R"™— fibrado generalizado:

(‘vao)@(flvflo) :d*[(‘/—:7f0) X (f/7f/0)]

2.3.1 Fibrado Tangente de uma Variedade Topolégica

Nesta subsecdo, mostraremos que o conceito de fibrado generalizado permite generalizar a
nog¢do de fibrado vetorial tangente de variedades suaves para variedades topoldgicas.
Para tanto, considere M uma variedade topoldgica e defina:

o oM ={we M : w(t)=w(0)=t=0}

o TM =ToM | J{w e M! : w(t) =w(0), Vt € I}
e p:TM — M, dada por p(w) = w(0)

Entdo, obtemos a seguinte:

Proposicao 2.2. Seja M™ wuma variedade topoldgica. Entao, o par (TM,7oM) =
(TM, ToM,p, M) serd um R™—fibrado generalizado localmente trivial.

A prova da proposi¢do acima pode ser encontrada em ([ 18], Proposicdo 3.8, p. 493).

Observacao 2.1. Vale ressaltar que a construgdo feita por Fadell em [18] para de-
monstrar a proposicao 2.2 so € valida para variedades topoldgicas sem bordo.

Assim, todas as variedades topoldgicas que serao mencionadas até o final desse trabalho
nao terao bordo.

Definig¢ao 2.13. Dada uma variedade topoldgica M™, chamamos o par (TM,1oM) de
R™—fibrado generalizado tangente de M.

Por outro lado, sendo M™ uma variedade suave e £ seu R™—fibrado vetorial tangente, como
na definigdo 2.3, considere seu R™—fibrado generalizado associado (¢, &). Entéo, obtemos a
seguinte relacdo entre o fibrado vetorial tangente e o fibrado generalizado tangente de uma
variedade suave:

Proposicao 2.3. (£, &) ~f (TM, 70M)

Sketch da demonstracdo:
A prova se resume em mostrar que as fibras desses fibrados generalizados, sobre 0 mesmo
ponto, sdo homotopicamente equivalentes.
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Devido a importancia desse resultado, daremos aqui apenas uma breve intui¢do de como
isso € feito. A demonstragao completa pode ser encontrada em ([ 18], Proposi¢do 3.17, p. 495)
e [42].

Fixado b € M, sabemos que a fibra de £ sobre b consiste de todos os vetores tangentes de
M em b. Ainda, os vetores tangentes nao nulos podem ser considerados derivadas no zero de
geodésicas 7y :] — 0, d[— M tais que y(0) = b.

Como estamos considerando M uma variedade suave sem bordo, entdo podemos considerar
que os vetores tangentes ndo nulos de 7, M sdo derivadas no zero de geodésicas v : [0,1] — M
reparametrizadas por comprimento de arco com comprimento igual a 1 tais que (0) = b.

Agora, devido ao teorema do mergulho de Whitney?, sabemos que M pode ser mergulhada
em um espaco Euclidiano. Sendo assim, temos ambiente o suficiente para garantir a equivalén-
cia homotdpica entre 7, M e o seguinte espaco:

E = {y & M" : véuma geodésica reparametrizada por comprimento de arco com
comprimento igual a 1 € y(0) = b} [J{y € M constante em b}

Por outro lado, Nash garante em [42] que o espaco £ definido acima € homotopicamente
equivalente a fibra de (7 M, 7o M) sobre b, isto é, o seguinte conjunto:

{weM' : wit)=bet=0} U{w € M' constante em b}

Assim, concluimos intuitivamente que as fibras de (£,&) e (7M, 79M) sobre o mesmo
ponto s@o homotopicamente equivalentes.

O

J///

Figura 2.2: Equivaléncia homotopica entre uma geodésica v € M’ e seu vetor tangente
em (0).

Deste modo, a proposi¢do 2.3 nos permite afirmar que a nocao de fibrado tangente pode ser
extendida do conceito de variedades suaves para variedades topoldgicas.

Proposicao 2.4. Se h : M — N é um homeomorfismo entre variedades topoldgicas,
entao (TM,7oM) ~¢ h*(TN, 0N).

Demonstracao.

Uma vez que h é um homeomorfismo, fica bem definido, o também homeomorfismo,
H : (TM,TyM) — (T'N,TyN) dado por H(w) = h o w, em que sua aplicacdo inversa
H=': (TN, TyN) — (TM,TyM) & dada por H'(w) = h™ ! ow.

2Para mais detalhes sobre o teorema do mergulho de Whitney, ver ([34], Teorema 6.15, p. 134).
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Por fim, se denotarmos por p: TM — M e q : TN — N as projecoes de (TM, 1oM)
e (TN, 79N), respectivamente, entao a aplicacio h™'oqo H : TM — M sera tal que
h='oqo H(w) = p(w).
Assim, o lema 2.7 garantird que (7M, 70M) ~¢ h*(TN,7oN).
O

Vejamos que a no¢ao de fibrado generalizado tangente € natural com respeito ao cartesiano
de variedades topoldgicas, no seguinte sentido:

Proposicao 2.5. Sejam M e S duas variedades topologicas quaisquer. Entdo:

(T(M x S), 10(M x S)) ~¢ (1M, 70M) x (75, 705)

Demonstracao.

Inicialmente, considere (7M,70M) = (TM,ToM,p, M), (15,70S) = (T'S,TuS,q,S),
(T(M x S),79(M x S)) = (T(M x S),To(M x S),r,M x S) e denotemos o produto
(TM,1oM) x (15,70S) = (E, Eo,p X ¢, M x S), em que:

E = (TM) x (TS)
Ey = [(TM) x (ToS)]UI(ToM) x (T'S)]

Deste modo, fica bem definida a aplicagao ¢ : (T'(M x S),To(M x S)) — (E, Ey) dada
por ¢p(w) = (p1 ow, py ow), uma vez que se w € To(M x 5), entdo w(t) # w(0) para todo
0 <t <1, ouseja, p; ow(t) # p; ow(0) para todo 0 < t < 1ei =1 ou 2, e assim,
piow € Fy parat =1 ou 2.

Por outro lado, observe que ¢ é um homeomorfismo em que sua aplicacdo inversa
o' (B, Ey) — (T(M x S), To(M x S)) é, naturalmente, dada por ¢~ (wy, ws) = (wy,ws).
Ainda, é claro que (p X q¢) o ¢p = .

Assim, segue do lema 2.5 que (7(M x S), 70(M x S)) ~p (tM,70M) x (15, 705).

]

2.3.2 Fibrado Normal de um Mergulho Local-Flat

Nesta subsecdo, mostraremos que o conceito de fibrado generalizado também permite ge-
neralizar a no¢do de fibrado vetorial normal de variedades suaves para variedades topoldgicas.

Mas antes, recordemos® que se M™ e Sm+k ¢30 variedades suaves e se i : M <— S é um
mergulho suave, entdo i(M) serd uma subvariedade suave de S de modo que, para todo b € M,
existe uma vizinhanga aberta U C S de i(b) tal que (U, U Ni(M)) ~ (R™* R™),

Esta caracteristica nos induz a seguinte:

Definicao 2.14. Um mergulho topoldgico i : M™ < S™ % entre variedades topoldgi-
cas, € dito locally-flat, ou apenas local-flat, se para todo b € M, existir uma vizinhanga

aberta U C S de i(b) tal que (U, U Ni(M)) ~ (R™F R™).

Nas notagdes da defini¢do acima, como M == i(M ), entdo podemos reescrever M™ C S™+F
como um mergulho local-flat de modo que (U,U N M) ~ (R™"* R™). A notagdo que serd
usada para descrever um mergulho local-flat dependerd do problema em questao.

Para o préximo resultado, considere:

3Para mais detalhes, ver (|34, Proposicao 5.16, p. 106).



2.3. FIBRADO GENERALIZADO 37

M™ C S™** um mergulho local-flat

No={weSl : wit)e M &t=0}

N =Ny J{we S : w(t) =w(0) € M, Vt € I}
e ¢: N — M dada por g(w) = w(0)
Assim:

Proposigao 2.6. Seja M™ C S™* é um mergulho local-flat. Entdo, o par (N, Ny) =
(N, Ny, q, M) serd um R*—fibrado generalizado localmente trivial.

A prova da proposicao acima pode ser encontrada em ([18], Proposigao 4.1, p. 496).

Definigao 2.15. Chamamos (N, Ny) de R¥— fibrado generalizado normal do mergulho
local-flat M™ C S™+F,

Por outro lado, considere M™ C R™¥ uym mergulho suave, de uma variedade suave num
espaco Euclidiano, e n o R*—fibrado vetorial normal desse mergulho, como na definico 2.4.
Com isso, temos a seguinte relagdo entre o fibrado vetorial normal e o fibrado generalizado
normal do mergulho local-flat M C R™**:

Proposigao 2.7. (n,n) ~¢ (N.Np)

A prova da proposi¢do acima pode ser encontrada em ([18], Corolério 4.9, p. 498).
Em ([18], Teorema 4.11, p. 498), Fadell mostra que o teorema 2.1 € vélido no contexto de
mergulhos local-flat, como no seguinte:

Teorema 2.3. Se M™ C S™* ¢ um mergulho local-flat com R¥— fibrado generalizado
normal (N, Ny), entédo:

(TM,1oM) & (N, No) ~f (1S, 705)|m
Ainda, podemos obter a seguinte:
Proposicao 2.8. Sei: M™ < S™* ¢ um mergulho local-flat, entdo:
(78, 708) M ~5 (TS, 705)

Demonstracao.
Primeiramente, fixemos as seguintes notacoes:

1. (78,715) = (T, Ty, p, S), em que:

e Th={wes : wt)=w()et=0}
o T=TyH{we St : w(t)=w(0), Vt eI}
e p: T — S dada por p(w) = w(0)

2. (18,108 = (p (M), p~ (M) N Ty, q, M), em que:

e p'(M)={weT : w0)eM}
] p_l<M)ﬂT0:{weTo : M(O)EM}



2.3. FIBRADO GENERALIZADO 38

® ¢ =pp-1m) : p (M) — M dada por g(w) = w(0)
3. i*(TS, TOS) = (i*T, 1" To, p1, M), em que:

o "T'={(bjw)e M xT : i(b) =w(0)}
o My = {(b, W) el @ we To}
e py T — M dada por p;(b,w) =b

Assim, fica bem definida a aplicagao fibrada ¢ : (p~'(M),p~' (M) NTy) — (i*T,i*Ty)
dada por ¢(w) = (w(0),w). Por outro lado, note que também fica bem definida a aplicagao
v (T, i*Ty) — (p~ (M), p~ (M) N'Tp) dada por ¢ (b,w) = w.

Ainda, é claro que ¢ ¢ um homeomorfismo com inversa ). Logo, o lema 2.5 garante
que (7.5, 705) M ~y (75, 10.5).

O

Com isso, concluimos nesse capitulo os estudos sobre fibrados generalizados, conceito de-
senvolvido por Fadell em [18] com o intuito de generalizar as noc¢des de fibrados vetoriais
tangente e normal do contexto de variedades suaves para variedades topoldgicas, sendo que
apresentamos aqui apenas a prova intuitiva, baseada nas ideias de Nash em [42], sobre como
ocorre a generalizacao do fibrado vetorial tangente.

Com o intuito de fazermos ndo s6 uma releitura numa linguagem mais moderna da pri-
meira metade dos resultados apresentados pro Fadell em [18], mas de fazermos também uma
complementacdo de [18], tomamos o cuidado de mostrar detalhadamente como os fibrados ge-
neralizados de fato generalizam os fibrados vetoriais, bem como a nocdo de isomorfismo de
fibrados vetoriais se mantém quando a extendemos para a categoria de fibrados generalizados.

Vale destacar que também desenvolvemos nesse capitulo o conceito de fibrado generali-
zado pullback, bem como algumas consequéncias de tal fibrado, conceito esse que em nenhum
momento foi citado por Fadell em [18].

De todo modo, os resultados sobre fibrados generalizados desenvolvidos cuidadosamente
nesse capitulo sugerem olharmos para esse conceito como uma teoria em si € ndo apenas como
uma ferramenta para construirmos as classes caracteristicas conforme apresentaremos no capi-
tulo a seguir.



Capitulo 3

Classes Caracteristicas de Variedades
Topolobgicas

Neste capitulo, iremos construir as classes de Thom, de Stiefel-Whitney e de Euler de fibra-
dos generalizados e apresentar algumas consequéncias de tais objetos. Em particular, veremos
o comportamento dessas classes para os fibrados generalizados tangentes de variedades topol6-
gicas.

Para tanto, introduziremos na secdo 3.1 o conceito de orientabilidade de fibrados generali-
zados, que foi proposto originalmente por Fadell em [18], a fim de garantirmos a existéncia da
classe e do isomorfismo de Thom de tais fibrados. Também veremos como a classe de Thom se
comporta em fibrados generalizados especificos.

Ja na secdo 3.2, definiremos as classes de Stiefel-Whitney de fibrados generalizados de
forma idéntica a definicao das classes de Stiefel-Whitney de fibrados vetoriais apresentada em
[41]. Ainda, veremos como a nog¢ao do fibrado generalizado pullback apresentada no capitulo
anterior serd relevante para concluirmos algumas consequéncias das classes de Stiefel-Whitney,
uma vez que Fadell ndo abordou esse conceito em [18].

Encerrando o capitulo, definiremos na secdo 3.3 a classe de Euler de fibrados generalizados,
sendo tal classe muito pouco abordada por Fadell em [18]. Nessa secao, apresentaremos varios
resultados conhecidos sobre classes de Euler de fibrados vetoriais e de variedades suaves, porém
em suas versoes para de fibrados generalizados e de variedades topoldgicas.

Como explicado na observagdo 2.1, vamos ressaltar que toda variedade topoldgica citada
nesse capitulo serd uma variedade sem bordo.

3.1 Orientabilidade e Classe de Thom

Antes de construirmos as classes de Stiefel-Whitney e de Euler de fibrados generalizados,
precisamos introduzir o conceito de orientabilidade desses fibrados. Tal conceito serd funda-
mental para garantir a existéncia da classe e do isomorfismo de Thom, como serd visto mais
adiante.

O conceito de orientabilidade de fibrados generalizados foi proposto por Fadell em [18].
Entretanto, Fadell nao se aprofundou muito nessa questao, uma vez que o tema principal desen-
volvido em [18] foi sobre classes de Stiefel-Whitney e, nesse sentido, ndo hé a necessidade de
se preocupar com a orientabilidade.

Nesta secdo vamos abordar com um pouco mais de detalhes a nocdo de orientabilidade de
fibrados generalizados e apresentar alguns resultados técnicos sobre a classe de Thom, mais
especificamente, qual o comportamento da classe de Thom nos fibrados generalizados pullback
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e produto, o que ocorre quando invertemos a orientabilidade de um fibrado generalizado e qual
a relacdo entre a dimensdo de uma variedade topoldgica e a classe de Thom do seu fibrado
generalizado tangente.

Com excecdo dos lemas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, os resultados apresentados nessa secdo foram
retirados de [18].

Assim, consideremos primeiramente (F, Fy) = (E, Ey, p, B) um R"—fibrado generalizado
€ 0 seguinte conjunto:

Q, = {(e,w) € E x B : pe) = w(0)}

Em particular, como (F, ;) é uma fibragdo de pares, entdo ao definirmos as aplicagdes
h:Q,— EeH:Q,x I — B, respectivamente, por h(e,w) = e e H((e,w),t) = w(t), entdo
existird uma aplicacdo H : (), x I — I tal que o seguinte diagrama comuta:

Q, x {0} b E

Q

o X T 1 B

Ainda, se (e,w) € Q, é tal que h(e,w) € Ey, entdo sabemos que H((e,w),_) € E,. Deste
modo, podemos definir a aplicagdo A : Q, — E’ por [A(e,w)] (t) = H((e,w), ).
Assim, fixada a fibra (F, Fy) de (F, Fy) sobre by € B, fica bem definida a seguinte aplica-
¢do:
QB by) x (F, Fy) = (F, Fy)

(w,e) — w-e=[A(e,w)](1)

Note que, fixando w € Q(B, by), é evidente que a aplicacdo (F, Fy) — (F, Fp), que associa
e — w - e, induz uma agdo de (B, by) em H,(F, Fy; R) para qualquer anel R comutativo e
com unidade.

Com isso, temos a seguinte:

Defini¢ao 3.1. (Orientabilidade) Um R"—fibrado generalizado (F,Fy) sobre B é
dito R—orientdvel se para todo by € B, a a¢ao acima definida de Q(B,by) em H,(F, Fo; R)
é trivial, em que (F, Fy) denota a fibra de (F,Fy) sobre by € B.

Naturalmente, a orientacdo de uma variedade topoldgica estd diretamente relacionada com
a orientacdo do seu respectivo fibrado generalizado tangente, como enunciaremos no proximo
resultado e cuja prova pode ser encontrada em ([ 18], Proposicdo 3.16, p. 495).

Proposicao 3.1. Uma variedade topologica M é R—orientdvel se, e somente se, seu
fibrado generalizado tangente (TM,70M) é R—orientdvel.

Observacao 3.1. Todo fibrado generalizado é Zs— orientdvel, como garantido em ([1],
Coroldrio 2.8, p. 243).
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Com o intuito de definirmos as classes de Stiefel-Whitney de um fibrado generalizado qual-
quer e a classe de Euler de um fibrado generalizado Z—orientdvel, precisamos garantir a exis-
téncia da classe e do isomorfismo de Thom, do mesmo modo que € feita a construgcao destas
classes para fibrados vetoriais, como em ([41], Capitulos 8,9 e 10).

Teorema 3.1. Seja (F, Fo) = (F, Eo, p, B) um R"—fibrado generalizado R— orientdvel.
Entdo, existe uma tnica classe T € H"(E, Ey; R) tal que ¢ : H*(B; R) — H""*(E, Ey; R),
dado por ¢(x) = p*(x) — T, é um isomorfismo para todo inteiro k > 0. Ainda, sendo
i (F,Fy) — (B, Ey) a inclusao de uma fibra (F, Fy) de (F,Fo) em seu espaco total e
(u) = H"(F, Fy; R) = R, entdo a classe T é unicamente determinada por i*(T) = u.

A prova do teorema acima pode ser encontrada em ([18], Teorema 5.2, p. 502).

Observacao 3.2. No decorrer da demonstracao do teorema 5.1, é mostrado que as in-
duzidas i* : H"(E, Eo; R) — H™(F, Fy; R) e p* : H*(B; R) — H*(E; R) sdo isomorfismos
para todo k > 0.

Defini¢ao 3.2. (Classe e Isomorfismo de Thom) Dado um R"—fibrado generali-
zado (F,Fo) = (E, Ey,p, B) R—orientdvel, chamamos o gerador (1) = H"(E, Eo; R) 2 R
e o isomorfismo ¢ : H*(B;R) — H"™*(E, Ey; R), dados no teorema 8.1, por classe e
isomorfismo de Thom de (F,Fy), respectivamente.

Agora, vejamos algumas consequéncias envolvendo orientabilidade e as classes de Thom
de fibrados generalizados. Como vamos trabalhar com classes de Stiefel-Whitney e de Euler no
decorrer deste capitulo, entdo os lemas finais dessa secdo serdo feitos para R = Zs e R = Z.

Lema 3.1. Sejam (F,Fy) um R"—fibrado generalizado R—orientdvel sobre uma base
B, f: B"— B uma aplicagdo qualquer e T a classe de Thom de (F, Fy). Assim:

1. f*(F,Fo) serd um R"—fibrado generalizado R—orientdvel;
2. sendo T a classe de Thom de f*(F,Fy), entdo 78 =1 X T.

Demonstracao.
Primeiramente, denotando (F,F,) = (F, Ey,p, B), ja sabemos pelo lema 2.6 que
f*(F, Fo) = (f*E, f*Ey, p1, B') sera um R"—fibrado generalizado, em que:

fTE=A{(V,e)e B"xE : f(V')=p(e)}
f*Ey={(b,e) € f*E : e € Ey}

Agora, fixados b, € B’ e f(b,) € B, consideremos (F*, Fy) e (F, Fy) as fibras de
[*(F,Fo) e (F,Fo) sobre b € B e f(lj) € B, respectivamente. Devido ao lema 2.2,
também sabemos que (F*, Fy) = {b)} x (F, Fp).

Assim, a acdo dada na defini¢do 3.1 de Q(B’, b)) em H,(F*, F{j; R) se resume a a¢ao
de Q(B, f(b})) em H,(F, Fo; R).

Como (F,Fy) ¢ um fibrado generalizado R—orientavel, entao a acao de Q(B, f(b}))
em H,(F, Fy; R) é trivial. Com isso, a acao de Q(B’, b)) em H,(F*, F{; R) sera trivial e,
consequentemente, f*(F,Fy) serd um fibrado generalizado R—orientavel.

Por fim, denotando as classes de Thom de (F, Fy) e f*(F, Fo) respectivamente pelos
geradores (1) = H"(F, Ey; R) e (7%) = H"(f*E, f*Eo; R), provemos que 7% = 1 X 7.

Para tanto, consideremos i : (F,Fy) — (E,Ey) e j : (F*, F}) — (f*E, f*Ey) as
inclusdes canonicas. Como (F*, Fy) = {b}} x (F, Fy), entao j =1 x i.
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Agora, fixando os geradores (u) = H"(F, Fy; R) e (1xu) = H"(F*, F{; R)!, lembremos
que as classe de Thom 7 e 7 sdo unicamente determinadas de modo que i*(7) = u e
JH (") =1 X u.

Entretanto, veja que:

JAx71) = (Ixi)(1x7)
i 1)(2'*(7')

Logo, concluimos por unicidade que 7 =1 x 7.
m

Lema 3.2. Sejam (F,Fy) um R"—fibrado generalizado, (F', F'y) um R™—fibrado ge-
neralizado, ambos R—orientdveis. Denotando por T e 7' as classes de Thom de (F,Fy) e
(F', Fy), respectivamente, entdo:

1. (F, Fo) x (F',Fo) serd um R"™™— fibrado generalizado R—orientdvel;
2. sendo 7" a classe de Thom de (F,Fo) x (F', F'y), entdo 7" =71 x 7.

Demonstracao.

Inicialmente, recordando o lema 2.8, ja sabemos que (F,Fy) X (F',F'o) serd um
R™*™_fibrado generalizado. Ainda, denotaremos (F,Fy) = (E, Eg,p, B), (F,Fo) =
(E',E},q,B") e (F,Fo) x (F',Fo) = (E",E{,r,B"), em que:

F'=FExFE

E} = (E x By)U (Bo x E)
r=pXxq

B"=Bx DB

Fixando by € B, b, € B’ e (by, b)) € B”, consideremos (F, Fy), (F', F}) e (F", Fy) as
fibras de (F,Fy), (F',Fo) e (F,Fo) x (F',F'y) sobre by € B, b, € B e (by,by,) € B”,
respectivamente.

Como (F", FY) = (F, Fy) x (F', F{), entao a formula de Kiinneth nos garantira que:

H,im(F" F}; R) = H,(F, Fy; R) ® H,,(F', F};; R)
Ainda, também temos o seguinte homeomorfismo:
Q(B”, (bo, by)) =~ Q(B,by) x QB', by)

Deste modo, a acao dada na defini¢ao 3.1 de Q(B”, (bo,b})) em H, i (F”, FY; R) se
resume as acgoes de (B, by) e Q(B’, b)) em H,(F, Fy; R) e H,,(F', F{; R), respectivamente.

Como (F,Fy) e (F',F'y) sao fibrados generalizados R—orientéaveis, entdo as agoes
de Q(B,by) e Q(B',by) em H,(F, Fy; R) e H,(F', Fj; R), respectivamente, sdo triviais.
Assim, a acdo de Q(B”, (bo, b)) em H,n(F", F{; R) sera trivial e, consequentemente,
(F,Fo) x (F', F'y) serd um fibrado generalizado R—orientavel.

Por fim, denotando os geradores (1) = H"(E, Eo; R), (1) = H™(E',E}; R) e (") =
H™™(E", El; R) como sendo as classes de Thom de (F, Fy), (F', F'o) e (F, Fo) X (F', Fo),

respectivamente, provemos que 77 =7 X 7.

LA formula de Kiinneth nos permite afirmar que 1 x u ser4 um gerador de H"(F*, F;; R).
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Para tanto, vamos considerar i : (F, Fy) — (F,Ey), ¢ : (F',F}) — (E',E}) e
i" o (F",F)) — (E",E{)) as inclusoes canonicas. Como (F”, FJ') = (F, Fy) x (F', F})
e (E" El) = (E, Ey) x (E', E]), entao i" =i x i'.

Agora, fixando os geradores (u) = H"(F, Fo; R), (v/) = H™(F',Fj;R) e (u x v) =
H™™(F" F}; R)?, lembremos que as classes de Thom 7, 7/ e 7" sdo unicamente determi-
nadas de modo que i*(7) = u, i"*(7') = v’ e "*(7") = u x u/, respectivamente.

Entretanto, note que:

i/,*(T % 7_/) — (Z % Z")*(T X 7'/)
= (1) x (1)

= uxu

Assim, concluimos por unicidade que 7 =7 x 7.

]

Lema 3.3. Sejam (F, Fo) um R"—fibrado generalizado Z— orientdvel e T sua classe de
Thom. Denotando por —(F,Fy) o proprio R"—fibrado generalizado (F,Fy), porém com
orientacao invertida, e 7' sua classe de Thom, entao 7" = —.

Demonstracao.

Inicialmente, denotemos por (F, Ey) o espaco total de (F,Fy) e (F, Fy) uma fibra
arbitraria de (F, Fo).

Assim, o resultado seguira diretamente do teorema 3.1 e da defini¢ao 3.2, uma vez que
a classe de Thom de (F,Fy) é o gerador (1) = H"(E, Ey; Z) = 7 que esta diretamente
relacionado com o gerador (u) = H™(F, Fy; Z) = 7Z e, consequentemente, a classe de Thom
de —(F, Fy) serd o gerador (—7) = H"(E, Ey;Z) = Z que estéa diretamente relacionado
com o gerador (—u) = H"(F, Fy; Z) = 7.

L]

Lema 3.4. Sejam M™ é uma variedade topoldgica fechada Z—orientdvel de dimensao
impar e (TM,70M) seu R™—fibrado generalizado tangente. Entao, a classe de Thom T de
(TM,7oM) € tal que 7 — T = 0.

Demonstracao.

Primeiramente, como M™ é uma variedade topolégica Z—orientavel, entao a pro-
posicdo 3.1 nos garante que o R™—fibrado generalizado tangente (TM,7oM) de M é
Z—orientavel.

Por outro lado, denotando por (T'M, Ty M) o espago total de (1M, 79M) e lembrando
que M é compacta, entdo o isomorfismo de Thom de (7M, oM ) nos garantira que:

H*™(TM, ToM;7Z) = H™(M;7Z) = Z

Deste modo, denotando o gerador (1) = H™(TM,TyM;Z) como sendo a classe de
Thom de (7M,7,M), como o item 5 do lema A.1 afirma que 7 — 7 = (=1)"" (7 — 7) e
m é impar, entdo 7 — 7 = —(7 — 7), ou seja, 2(7 — 1) = 0.

Uma vez que 2(7 — 1) € H*™(TM,TyM;Z) = Z, entdao 7 — 7 = 0.

2A férmula de Kiinneth nos permite afirmar que u x u’ serd um gerador de H" ™ (F" F{/; R).



3.2. CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY 44

3.2 Classes de Stiefel-Whitney

A construgdo das classes de Stiefel-Whitney para fibrados generalizados seguird, devido ao
teorema 3.1, de modo idéntico a construcao feita em ([41], Capitulo 8) para fibrados vetoriais.
Note que, como todo fibrado generalizado é Z,—orientdvel e as classes de Stiefel-Whitney sao
construidas no ambito de Z;—mddulos de cohomologia singular, entdo nio precisaremos impor
nenhuma condig¢do de orientabilidade nos fibrados generalizados no decorrer dessa se¢ao.

Com excecdo das proposi¢des 3.2 e 3.3, os resultados desta secdo foram retirados de [18]
e [19]. Ainda, vale destacar que os teoremas 3.3 e 3.6 e o coroldrio 3.3 podem ser encontra-
dos em ([19], Lema 2.11, p. 39), ([19], Teorema 5.2, p. 52) e ([18], Teorema 6.11, p. 504),
respectivamente, sendo que Fadell apresenta provas mais técnicas sem a utilizacao dos fibra-
dos generalizados pullbacks. Em contrapartida, as provas de tais resultados aqui apresentadas
realcam a importancia do fibrado generalizado pullback.

Deste modo, sendo (F, Fy) = (F, Ey, p, B) um R"—fibrado generalizado e ¢ seu isomor-
fismo de Thom, faz sentido, para todo k > 0, a seguinte composi¢io®:

Sqk ¢t

HH(E’ E07 ZQ)

H"(E, Eo; Zs) H*(B; Zsy)

Definigao 3.3. (Classes de Stiefel-Whitney) Sejam (F, Fy) um R"—fibrado gene-
ralizado sobre uma base B e ¢ e T seu isomorfismo e sua classe de Thom, respectivamente.
Para cada k > 0, chamamos de k—ésima classe de Stiefel-Whitney de (F, Fo) a sequinte
classe:

wi(F, Fo) = ¢ 0 S¢"(u) € H¥(B; Zy)
Ainda, chamamos o elemento W(F,Fy) = Zwk(]:, Fo) € H*(B;Zs) de classe de

k>0

Stiefel-Whitney total de (F,Fo).

Agora, vejamos algumas consequéncias das classes de Stiefel-Whitney.

Teorema 3.2. Seja (F,Fo) um R"—fibrado generalizado. Entao, wo(F,Fy) = 1 e
wi(F,Fo) =0 para k > n. Em outras palavras, W(F,Fy) =1+ zn:wk(]:, Fo).

k=1

Demonstracao.
Considere (F,Fy) = (E, Ey,p, B), ¢ seu isomorfismo de Thom e 7 € H"(E, Ey; Z>)
sua classe de Thom. Como ¢(1) =7 e S¢" = 1, entdo:

wo(F,Fo) = ¢ 0Sqr)
- @1251(7)

Por outro lado, para k > n, temos que S¢* = 0 e, assim, wy(F,Fy) = 0. Logo, a

classe de Stiefel-Whitney total de (F, Fy) ¢ W(F,Fy) =1+ Zwk(}", Fo).
k=1

]

35¢* denota a operacdo quadrado de Steenrod, cuja algumas propriedades podem sem encontradas
na se¢ao A.3.
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Note que, dado um R"—fibrado generalizado (F, F,) sobre B, como o teorema 3.2 garante
que wo(F, Fy) = 1, entdo a classe de Stiefel-Whitney total é um elemento inversivel* no anel
H*(B;Zs), cujo elemento inverso serd denotado por W1 (F, Fy).

Teorema 3.3. Sejam (F,Fy) e (F', F'o) dois R"—fibrados generalizados sobre B e B’,
respectivamente. Se f : B — B’ € uma aplicagao tal que (F,Fo) ~5 f*(F',F'y), entdo
W(F,Fo) = f*(W(F,Fo))-

Demonstracao.
Inicialmente, considere (F,Fy) = (E, Eo,p, B) e (F',Fo) = (E', E|, q, B") e recorde-
mos que f*(F',F'y) = (f*E', f*E},p1, B) ¢ o R"—fibrado generalizado tal que:

[FE'={(b,) e BxE : f(b)=q(e)}
[FEy={(b€) e f*E" : € € E}}

Como (F,Fy) ~5 f*(F,F), entdo a definicdo 2.10 nos garante que existe uma
aplicacao fibrada g : (E, Ey) — (f*E', f*E{) tal que g é, em particular, uma equivaléncia
homotopica.

Assim, considerando as classes de Thom de (F, Fo) e f*(F', F'y) respectivamente como
sendo os geradores (1) = H"(E, Eo;Zs) e (%) = H"(f*E', f*E}; Zs), entdo o fato de g
ser uma equivaléncia homotopica nos permite afirmar que:

g(r) =7

Por outro lado, considerando a classe de Thom de (F',F’y) como sendo o gera-
dor (7') = H™(E',E|;Zs), entdo o lema 3.1 nos garantird que a projecao canodnica
po: (fFE', f*E)) — (E', E}) é tal que:

pa(t)=7"=1x71

Deste modo, temos que:
g opy(r) =T

Ainda, por definicao, temos o seguinte diagrama comutativo:

E 9 f* E P2 £
P p1 q
B ! B

Agora, denotando os isomorfismos de Thom de (F, Fy) e (F', F'y) respectivamente por
¢ H¥(B;Zs) — H*™(E, Ey;Zs) e ¢ : H*(B';Zy) — HM"(E', E}; Zy), entdo também
podemos afirmar que ¢ o f* = g* o p5 o ¢'. De fato:

4Ver teorema A.3.
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Vo € H*(B';Zy), g*opso¢'(x) = g"ops(q*(x) — 1)
= [g"op;0q*(z)] — [g" o p5(7')]
= [pfo fH(x)] — 7
= ¢o f*(x)

Com isso, temos que:

vk Z 0, f*(wk(}_/yflo)) — f* o gb/—l o qu(T/)
¢~ og"op; o Sqt(r!)
¢~' 0.Sq" o g* o p3(7')
¢~ o S¢*(T)

== wk(f,f0>

Portanto, f*(W(F',F'y)) = W(F,Fo)-

]

Corolario 3.1. Sejam (F,Fy) e (F',F'o) dois R"—fibrados generalizados sobre a
mesma base. Se (F,Fo) ~y (F', F'o), entao W(F,Fo) = W(F', Fo).

Demonstracao.

Sendo B a base de (F,Fy) e (F',F'y) e 1 : B — B a aplicagao identidade, sabemos
pelo exemplo 2.6 que (F, Fy) ~f 1*(F', F'y).

Assim, segue do teorema 3.3 que:

W(F,Fo) = 1"(W(F,Fy)) = W(F,Fo)
]

Corolario 3.2. Se (F,Fy) for um R"—fibrado generalizado trivial, entao W (F,Fy) =
1.

Demonstracao.

Inicialmente, segue do teorema 3.2 que wy(F, Fo) = 1.

Por outro lado, sendo B a base de (F, Fy), como (F, Fy) ¢ um R"—fibrado generalizado
trivial, entdo (F, Fo) ~ (%, 573’0). Ainda, dado b € B qualquer e ¢ : B — {b} a aplicacdo
constante, segue do exemplo 2.7.que (e, e5°) ~; C*(E?b},é?é?).

Assim, combinando o corolario 3.1 com o teorema 3.3, obtemos que:

W(F,Fo) = C*(W(g?b}75?é(}]))

Mas, como wk(€?b},€?£) € H*({b}; Z;) = 0 para k > 0, entdo wy(F, Fy) = 0, quando
k> 0.
Portanto, W (F, Fo) = 1.
[

Teorema 3.4. Sejam (F, Fo) um R"—fibrado generalizado e (F', F'o) um R™—fibrado
generalizado. Entao:

WI(F,Fo) x (F',Fo)| = W(F, Fo) x W(F',Fo)

Demonstracao.
Inicialmente, denotemos (F, Fy) = (E, Eo, p, B), (F',Fo) = (E', E}, q, B") e lembre-
mos que (F, Fy) X (F,Fo) = (E", E{,r, B") é o R"™™—fibrado generalizado tal que:
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E'=FEx FE'

El = (FE x E)J(Ey x E')
r=pXxXq

B"=Bx B

Ainda, considerando as classes de Thom de (F, Fy), (F', F'o) e (F, Fo) x(F', F'y) como
sendo os geradores (1) = H"(FE, Ey; Zs), (') = H™(E', E}; Zs) e (7") = H"™™(E", E{j; Zs),
respectivamente, sabemos pelo lema 3.2 que 77 = 7 x 7.

Agora, sendo ¢ : H¥(B;Zy) — H*"(E, Eo; Zs), ¢/ : H*(B';Zy) — H¥™(E', E}y; Zs)
e ¢ H¥(B";Zy) — H*"™(E" EJ; Zy) os isomorfismos de Thom de (F, Fy), (F', Fo)
e (F,Fo) x (F', Fy), respectivamente, obtemos que ¢ = ¢ x ¢'. De fato:

Vo x o' € H*(B";Zs), ¢"(x x2') = r*(x xa') — 7"
p(x) x q*(x )] (17
= [p'(x) = 7] x [¢" () — 7]
= ¢(z) x ¢'(2)
= (¢ x ¢)(z xa')
Com isso, concluimos que:
Vk > 0, wi[(F, Fo) x (F',Flo)] = ¢"~' o Sq"(r")
— ¢//—1 o qu(T % 7_/)
_ ¢//—1 Z (Sq“(T) « qu(T/))
a+b=k
— ("1 (Sq*(T) x Sq’(7))]
= > (@70 Sq"(r)) x (¢ 0 Sq(7))]
a+b=k

= > [walF, Fo) x wy(F, Fly)]
Logo, W[(F, Fo) x (F', Flo)] = W(F, Fo) x W(F, Fy).
O]

Corolario 3.3. (Produto de Whitney) Sejam (F,Fy) um R"—fibrado generalizado
e (F', F'y) um R™—fibrado generalizado, ambos sobre uma mesma base. Entao:

W((F, Fo) & (F',Fo)] = W(F, Fo) — W(F,Fo)

Demonstracao.
Sendo B a base de (F, Fy) e (F', F'y) e d: B — B x B a aplicagao diagonal, sabemos
que (F,Fo) ® (F',Fo) = d*[(F, Fo) x (F', Fo)l.

Entao, os teoremas 3.3 e 3.4 garantem que:

WIF, Fo) @ (F', Fo)l = & [W[(F, Fo) x (F', Fo)]]
= d[W(F,Fo) x W(F,F)
= W(F,F) — W(F Fl)
O

Como combinacgao direta do produto de Whitney com o corolario 3.2, obtemos o seguinte:
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Corolario 3.4. Sejam (F, Fy) um R"—fibrado generalizado e (F', F'y) um R™— fibrado
generalizado, ambos sobre uma mesma base. FEntao:

1. se (F,Fo) for trivial, entao W|[(F,Fo) & (F', Fo)] = W(F', Fo)
2. se (F,Fo) ® (F', Fo) for trivial, entao W (F,Fy) = W HF', F'y)

Agora, vejamos como as classes de Stiefel-Whitney se comportam no contexto de varieda-
des topoldgicas. Para tanto, precisaremos da seguinte:

Definicao 3.4. Dada uma variedade topologica M, denotaremos sua classe de Stiefel-
Whitney total por W (M) = W (r M, 1oM).

Teorema 3.5. Se M™ ¢é uma variedade suave, entio a construcao de W (M) (feita
nesta se¢ao) coincide com a nogao cldssica das classes de Stiefel-Whitney como em ([41],
Capitulo 8).

Demonstracao.

Sendo M suave, entao podemos combinar a proposicao 2.3 com o corolario 3.1, uma
vez que denotando por £ o R™—fibrado vetorial tangente de M e (&, &) seu R™—fibrado
generalizado associado, a construcao de W (¢, &) coincide com a construcgao classica de
W (&) como em ([41], Capitulo 8).

O

Proposicao 3.2. Sejam M e S duas variedades topologicas. Entao:
W(M x S) =W (M) x W(S)

Demonstracao.
Segue diretamente da combinacao da proposi¢ao 2.5 com o corolario 3.1 e o teorema
3.4.
m

Como uma combinagdo direta do lema 2.7 com o teorema 3.3, obtemos a seguinte:

Proposicao 3.3. Se h: M — S for um homeomorfismo entre duas variedades topolo-
gicas, entao W (M) = h*(W(5S)).

A proposicdo 3.3 pode ser extendida para equivaléncia de homotopia, entretanto, como sua
prova necessitard de ferramentas mais avancadas, deixaremos para o préximo capitulo.
Vejamos também o comportamento das classes de Stiefel-Whitney em mergulhos local-flat.

Teorema 3.6. (Dualidade de Whitney) Se i : M™ — S™* ¢ um mergulho local-
flat com R*—fibrado generalizado normal (N, Ny), entdo:

W(M) — W(N,No) =i"(W(9))

Demonstracao.
Devido ao teorema 2.3 e a proposicao 2.8, temos que:

(TM, 70M) & (N, No) ~¢ (15, 705) |1

(15, 708)|m ~5 (7S, 705)
Combinando o produto de Whitney, com o corolario 3.1 e o teorema 3.3, concluimos
que W(M) — W(N,Ny) = *(W(S)).
m
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Corolario 3.5. Se M™ C R™* ¢ um mergulho local-flat com R*— fibrado generalizado
normal (N, Np), entao W (M) = W=HN, Np).

Demonstracao.
Segue diretamente do teorema 3.6, pois R™** ¢ um espaco topoldgico contratil, e
consequentemente, W (R" ) = 1.
m

3.3 Classe de Euler

Encerraremos este capitulo definindo a classe de Euler de um fibrado generalizado, que
agora precisaremos impor a condi¢io de Z—orientabilidade.

Mostraremos como a classe de Euler se relaciona com as classes de Stiefel-Whitney e como
essa condi¢do induz alguns resultados similares do contexto de classe de Stiefel-Whitney para o
contexto de classe de Euler. Ainda, veremos quais condi¢des nos garantem a nulidade da classe
de Euler.

Nesta secdo, apenas a proposi¢ao 3.4 foi retirada de [18].

Definicao 3.5. (Classe de Euler) Considere (F,Fy) um R"—fibrado generalizado
Z—orientdvel sobre uma base B e ¢ e T seu isomorfismo e sua classe de Thom, respecti-
vamente. A classe de Euler de (F,Fy) € definida como sendo a seguinte classe:

e(F, Fo)=¢ 't — 7)€ H'(B;Z)
Em particular, denotamos a classe de Fuler de uma variedade topoldgica M por:
e(M) =e(tM, M)

Lembrando da obervacdo 3.2, o préximo resultado serd uma caracterizacio alternativa para
a classe de Euler, cuja prova pode ser encontrada em ([18], Proposi¢ao 7.11, p. 510)

Proposicao 3.4. Consideremos (F,Fy) = (E, Eo,p, B) um R"—fibrado generalizado
Z—orientdvel, T sua classe de Thom e ip: E — (E, Ey) a inclusdo candnica. Entao:

e(F, Fo) = (p) " o ip(7)
Agora, mostraremos como as classes de Stiefel-Whitney e de Euler se relacionam.

Teorema 3.7. Considere (F,Fy) um R"—fibrado generalizado Z— orientdvel. Entdo,
a n—ésima classe de Stiefel-Whitney de (F, Fy) € a reducdo mddulo 2 da sua classe Euler.
Em outras palavras, a projegao canonica py : 7 — Zo € tal que:

(p2)n(e(F, Fo)) = wn(F, Fo)

Demonstracao.
Primeiramente, vejamos como construir uma reducao modulo 2 no ambito de modulos
de cohomologia singular. Para tanto, considere a seguinte sequéncia exata curta:

X2

0—7 7— 7y —0
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Com isso, denotando (F,Fy) = (E, Eo, p, B) segue de (|44], Teorema 11, p. 239) que
existem homomorfismos® (x2); : H*(B;Z) — H*(B;Z), (p2)i : H*(B;Z) — H*(B;Zy) e
B* . H*(B;Zs) — H*"'(B;Z) tais que a seguinte sequéncia é uma sequéncia exata longa:

k
o HY(B; Z) 225 5By 7) —2 s HY(B; ) — - HMY(BZ) — - - -

De modo anélogo, os mesmos homomorfismos acima também sao definidos para o par
(E7 EO) :

Agora, como (F, Fy) é um R"—fibrado generalizado Z—orientavel, podemos considerar
sua classe e isomorfismo de Thom 7 € H"(E,Ey;Z) e ¢ : H*(B;Z) — H*™"(E, Ey; Z),
respectivamente.

Por outro lado, como (F, Fy) também é um R"—fibrado generalizado Zy—orientavel,
entdo também podemos considerar sua classe e isomorfismo de Thom 7 € H"(FE, Ey; Zs3)
e ¢y : H¥(B;Zy) — H*™(E, Ey; Zy), respectivamente.

Devido a naturalidade do homomorfismo reducao modulo 2, obtemos que o seguinte
diagrama comuta:

HY(B; Z) o2 HY(B; Z)
¢ b2
H (B, By, Z) Pein (B, By Z,)

Apenas para esclarecermos as notacoes acima, ps e ps denotam as redugoes modulo 2
para B e (E, Ey), respectivamente.
Em particular, se considerarmos o diagrama acima para k = 0, obtemos que:

(P2)n(T) = (P2)n o 9(1)
= ¢20(p2)o(1)
= ¢o(1)

—= T2

Logo, concluimos que:

(p2)n(e(F, Fo)) = (p2)nod (T —7)

¢2—1 © (E)Qn(T ~ T)

03 (P2)n(T) = (P2)n(T))
0y (12— )

¢y ' 0 Sq™(7y)

= wn(f,fo)

]

Teorema 3.8. Sejam (F,Fo) um R"—fibrado generalizado Z—orientdvel sobre uma
base B e f : B' = B uma aplicagdo qualquer. Entdo:

e (f"(F,Fo)) = f (e(F, Fo))

>0 homomorfismo conectante ¥ ¢ conhecido como homomorfismo cohomolégico de Bockstein.
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Demonstracao.
Primeiramente, denotemos (F, Fy) = (F, Eo,p, B) e f*(F,Fo) = (f*E, f*Eo,p1, B),
em que:

[TE={(,e) e B'xE : f(') =ple)}
f*EO = {(b’,e) € f*E e c EQ}

Agora, consideremos as classes de Thom de (F,Fy) e f*(F,Fy) como sendo, res-
pectivamente, os geradores (1) = H"(E,EyZ) e (7°) = H"(f*E, f*Ey;Z). Sendo
pe: (f*E, f*Ey) — (E, Epy) a projecao canonica, entdao o lema 3.1 garantira que:

py(t)=1"=1x71
Por outro lado, considerando os isomorfismos de Thom de (F,Fy) e f*(F, Fo) como

sendo ¢ : H¥(B;Z) — H" (E,Ey;Z) e ¢ : HY(B';Z) — H*"(f*E, f*Eo; Z), respecti-
vamente, entao obteremos com contas analogas ao teorema 3.3 que:

pyop=1vof*
Assim, concluimos que:
e(f"(F, Fo)) = o777 —77)
= ¢ (p3(7) — p3(7))
= Y lopy(r—T)
= Jrooi(r—7)
= [ (e(F, Fo))

]

Teorema 3.9. Sejam (F, Fo) um R"—fibrado generalizado e (F', F'o) um R™— fibrado
generalizado, ambos Z—orientdveis. Entao:

6[(?, fg) X (f/,./_"/o)] = 6(?, fg) X e(f/,f/(])

Demonstracao.
Inicialmente, vamos denotar (F,Fy) = (F,Eo,p,B), (F,Fo) = (F',E),q,B) e
(F,Fo) x (F,Fo) = (E",E{,r, B"), em que:

E'=Fx E'

El =(E x E)) U(Eo x E")
r=pXxXq

B"=Bx B

Ainda, considerando os geradores (1) = H"(E, Ey; Z), (7') = H™(E', E};Z) e (17") =
H™™(E", El; Z) como sendo as classes de Thom de (F, Fy), (F', F'o) e (F, Fo)x(F', F'o),
respectivamente, sabemos pelo lema 3.2 que 7/ =7 x 7/.

Agora, sendo ¢ : H"(B;Z) — H*(E,Ey;Z), ¢/ : H™(B;Z) — H*™(E',E};Z) e
¢" : H"t™(B"; Z) — H*"+™)(E" E!:7) os isomorfismos de Thom de (F, Fp), (F/,Fy) e
(F,Fo) X (F', F'y), respectivamente, obteremos com contas analogas ao teorema 3.4 que:

= ()"0 x 4)
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Deste modo, concluimos que:

e[(F,Fo) x (F',Fy)]
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= e(F,Fo) X e(F,Flo)
Il

Corolario 3.6. (Produto de Whitney) Sejam (F,Fy) um R"—fibrado generalizado
e (F',Fo) um R™—fibrado generalizado, ambos R—orientdveis e sobre uma mesma base.
Entao:
6[(./_", fo) ) (F/, .Flo)] = 6(./_", fo) ~ €<.F/, .F/o)

Demonstracao.
Demonstracao andloga ao corolario 3.3, bastando utilizar os teoremas 3.8 e 3.9.
O

Proposicao 3.5. Seja (F, Fo) um R"—fibrado generalizado Z—orientdvel. Denotando
por —(F,Fo) o mesmo fibrado generalizado, porém com orienta¢ao invertida, entdo:

€ (—(F, .Fo)) = —e(F, ./T"o)

Demonstracao.

Inicialmente, denotemos (F, Fy) = (E, Ey, p, B). Deste modo, considerando os gera-
dores (1) = H"(E, Ey; Z) e (') = H"(FE, Ey; Z) como sendo as classes de Thom de (F, Fo)
e —(F, Fo), respectivamente, entdo o lema 3.3 nos garantira que 7/ = —7.

Por outro lado, denotando os isomorfismos de Thom de (F, Fy) e —(F, Foy) respecti-
vamente por ¢ : H*(B;Z) — H*"(E,Ey;Z) e ¢ - H*(B;Z) — H*"(E, Ey; Z), entio:

Vz € HY(B;Z), ¢/(x) = p'(x) — 7'
= p(x) — (=7)
= — (@) —7)

= —o(x)

Logo, concluimos que:

e(=(F. Fo) = ¢

I
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Por fim, vejamos quais condi¢des garantem a nulidade da classe de Euler.

Proposicao 3.6. Se M ¢ uma variedade topoldgica fechada Z— orientdvel de dimensdo
impar, entao e(M) = 0.
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Demonstracao.

Primeiramente, considerando m = dim(M), denote (tM,70M) = (T'M,ToM,p, M) o
R™—fibrado generalizado tangente de M e considere o gerador (1) = H™(TM,ToyM;7Z)
como sendo a classe de Thom de (7 M, 7oM).

Ja sabemos pelo lema 3.4 que 7 — 7 = 0.

Assim, denotando por ¢ : H*(M;Z) — H*™(TM,TyM;Z) o isomorfismo de Thom
de (TM,79M), entao e(M) = ¢~ (1 — 7) = 0.

O

Proposicao 3.7. Consideremos (F,Fy) = (E, Eo,p, B) um R"—fibrado generalizado
Z—orientdvel. Se (F,Fy) admitir uma se¢io s : B — E tal que s(B) C Ey, entdo
6(?, ./—"0) =0.

Demonstracao.

Inicialmente, ja sabemos pela observagao 3.2 que se (F, Fy) é um fibrado generalizado
Z—orientavel, entao p* : H"(B;7Z) — H™(F;Z) sera um isomorfismo. Deste modo, como
s ¢ uma se¢ao de p, isto é, po s = 1, entdo s* = (p*)~ L.

Assim, segue da proposi¢ao 3.4 que e(F, Fo) = s* o i5(7), em que i : F — (F, Ey) é
a inclusao canonica e T € H"(E, Ey; Z) é a classe de Thom de (F, Fp).

Por outro lado, denotando por j : (Fo, Fy) — (F, Ey) a inclusdo canonica, entdo o
seguinte diagrama comuta:

B s EO( (ZE)IEO (EO7 EO)
S J
B (E, Ey)

Entretanto, j* : H"(E, Ey;Z) — H"(Ey, Eo; Z) ¢ o homomorfismo nulo, uma vez que
H"(Eo, Eo; Z) = 0. Assim, s™ o1} = s" o (ig)fp, 0 j" = 0.
Logo, e(F,Fy) = s* oiy(1) = 0.
]

Deste modo, encerramos esse capitulo apresentando diversos resultados, retirados de [18] e
também originais, sobre as classes de Thom, de Stiefel-Whitney e de Euler de fibrados genera-
lizados e, consequentemente, de variedades topoldgicas.

Por um lado, ao compararmos esse capitulo com a segunda metade dos resultados apre-
sentados por Fadell em [18], referentes as classes de Stiefel-Whitney e de Euler, concluiremos
que esse capitulo é uma releitura do trabalho de Fadell numa linguagem mais moderna e com
demonstracdes mais detalhadas de grande parte dos resultados de [18].

Por outro lado, também concluiremos que esse capitulo é uma continuagio de [18], uma
vez que apresentamos resultados relacionados ao fibrado generalizado pullback, conceito que
sequer foi citado em [18], e também apresentamos resultados envolvendo a orientabilidade dos
fibrados generalizados, que foram pouco abordados em [18]. Em particular, a secdo 3.3 sobre
classe de Euler consiste quase que totalmente de resultados originais.
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De qualquer maneira, a forma como desenvolvemos nossas contribui¢des para a teoria das
classes caracteristicas de variedades topoldgicas nesse capitulo refor¢ca a importancia de todas
as propriedades sobre fibrados generalizados desenvolvidas no capitulo anterior.



Capitulo 4

Aplicacoes em Variedades Topologicas
Fechadas

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicacdes sobre as classes de Stiefel-Whitney, de
Euler e de Wu de variedades topoldgicas fechadas.

Inicialmente, na se¢do 4.1, daremos uma prova alternativa da versdo topoldgica da férmula
de Wu, que foi mostrada pela primeira vez por Fadell em [18]. Também veremos algumas
consequéncias de tal resultado.

Utilizando os lemas preliminares da féormula de Wu, veremos na se¢do 4.2 como a classe
de Euler e a caracteristica de Euler de uma variedade topoldgica se relacionam e como isso
nos permitiu generalizar uma das consequéncias do teorema de Poincaré-Hopf do contexto de
variedades suaves pra variedades topoldgicas.

Encerrando o capitulo, veremos na secdo 4.3 como a teoria de fibrados generalizados nos
permitiu generalizar, novamente do contexto de variedades suaves para topologicas, um dos
resultados apresentados por de Stong em [46], envolvendo classes de Wu, cuja demonstracao é
baseada fortemente na existéncia da vizinhanca tubular para mergulhos suaves.

4.1 Versao Topologica da Formula de Wu

Em ([40], Capitulo 9) e ([41], Capitulo 11), Milnor apresenta duas demonstra¢gdes da for-
mula de Wu para variedades suaves, muito semelhantes entre si, mas diferindo em alguns deta-
lhes técnicos.

Em [18], Fadell utiliza os fibrados generalizados para dar uma primeira demonstra¢do da
féormula de Wu para variedades topoldgicas, baseando-se em [40]. Vale ressaltar que os resul-
tados preliminares que Fadell desenvolve em [18], para provar a férmula de Wu, sdo todos no
ambito de Zy,—mddulos de (co)homologia singular.

Nesta secao, também utilizaremos os fibrados generalizados para dar uma segunda prova da
féormula de Wu para variedades topoldgicas, agora, baseada em [41]. Entretanto, os resultados
preliminares aqui desenvolvidos, para a férmula de Wu, serdo feitos no ambito de R—mddulos
de (co)homologia singular com R = Z ou R = Zs,, pois as versdes de tais resultados para
R = Z serdo de extrema valia para concluirmos, na proxima secao, as aplicacoes sobre a classe
de Euler.

Para tanto, fixaremos durante toda esta sec@o os seguintes objetos:
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M™ uma variedade topoldgica fechada, conexa e R—orientdvel, com R = Z ou R = Zo;

dada {b;}7_, uma base para H*(M; R), {b?}_, seré sua base dual;

(TM,70M) = (TM, Ty M, p, M) o R™—fibrado generalizado tangente de M

(1) =H™(TM,ToM; R) = R aclasse de Thom de (1M, 7o M);

¢ : H*(M; R) — H™™ (T M, TyM; R) o isomorfismo de Thom de (7 M, 7oM) definido
por ¢(x) = p*(x) — .

Por outro lado, sendo d : M — M x M a aplicacdo diagonal e A = d(M), segue de ([18],
Proposi¢do 6.14, p. 505) que a aplicagdo v : (T'M, TyM) — (M x M, M x M — A) definida por
Y(w) = (w(0),w(1)) induz isomorfismo no dmbito de R—mddulos de cohomologia singular.
Deste modo, podemos denotar (7') = H™(M x M, M x M — A;R) =2 R de modo que
(1) = 7.

Antes de enunciarmos o primeiro resultado técnico para prova da férmula de Wu, conside-
remos b € M arbitrdrio e a inclusdo candnica j, : (M, M — {b}) — (M x M, M x M — A)
dada por j,(z) = (b,x). Deste modo, a induzida j; relaciona a classe 7" com a classe de
R—orientagdo! local de M em b € M da seguinte maneira:

Lema 4.1. Para qualquer b € M, temos:
<j(),[Mly>=1€R

Demonstracao.

Primeiramente, fixado b € M, denotemos por (F, Fy) a fibra de (1M, 79M) sobre b € M
e consideremos a inclusdo canonica f, : (F, Fy) — (TM,TyM). Ainda, defina a aplicagao
Yo @ (F, Fy) — (M, M —{b}) por ¢p(w) = w(1). Deste modo, o seguinte diagrama comuta:

o

(F, Fo) (M, M — {b})
fo Jo
(TM, TyM) v (M x M, M x M — A)

Por outro lado, lembrando que a classe de R—orientacao local de M em b € M é o
gerador ([M],) = H,,(M; R) = R, entdo a proposicdo A.l nos garantird que existe um
tnico elemento x, € H™(M; R) tal que x, # 0 e < ay, [M], >= 1.

Agora, como (F, Fy) ~ (R™,R™ — {0}) e, segundo ([18], Proposi¢ao 3.12, p. 494), 1
induz isomorfismo no ambito de R—modulos de (co)homologia singular, entao podemos
escolher um gerador ([Flo) = H,,(F, Fo; R) de modo que (¢g)«([Fo) = [M]s.

Ainda, como a proposicao A.l nos garante novamente que existe um tnico elemento
xp € H™(F, Fo; R) tal que 2p # 0 e < xp, [F|o >= 1, entdo ¢§(x) = o, pois:

< g(a), [Flo > = <y, (¢0):([Flo) >
= < Iy, [M]b >
~ 1

IPara mais detalhes sobre as classes de orientacio, ver a secdo A.4.
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Por fim, como a classe de Thom 7 de (1M, 79M) é unicamente determinada de modo
que f7(7) = xp, entdo concluimos que:

<Gy (r'), [M]y > = < j5o (@) Hr), [M]y >
= <( 6) Lo fy (7). [M], >
= < ()" (zr), [M], >
= <Q7b,[M]b>
= 1
]

Note que a versao do lema 4.1 para R = Z, segue diretamente da comutatividade do dia-
grama apresentado em sua demonstrac¢do, uma vez que j; € um isomorfismo e os tnicos elemen-
tos ndo nulos de H™ (M x M, M x M — A;Zsy) e H,,(M, M — {b}; Zs) sdo, respectivamente,
e [M }b-

Com isso, queremos destacar que a nossa contribui¢do na demonstragdo do lema 4.1 € para
o caso R = 7Z, sendo tal caso imprescindivel para as versdes do lema 4.2 e da proposi¢do 4.1
para R = Z e, consequentemente, para as aplicacdes que serdo apresentadas na se¢do 4.2 sobre
classe de Euler.

Também queremos ressaltar que a prova do lema 4.1, em sua versdo para variedades suaves,
pode ser encontrada em ([41], Lema 11.7, p. 123), sendo que em tal demonstracdo € utilizada a
estrutura Rimenniana da variedade bem como a existéncia da aplicacdo exponencial, enquanto
que a nossa demonstracio foi obtida de forma totalmente algébrica, nos permitindo generalizar
para o contexto de variedades topoldgicas.

Agora, retornando aos resultados preliminares referentes a prova da versao topoldgica da
formula de Wu, vamos considerar j : M x M < (M x M, M x M — A) ainclusdo candnica
e definir U = j*(7') € H™(M x M; R). Assim, o produto slant relaciona U e a classe de
R—orientagdo global de M da seguinte maneira:

Lema 4.2. U/[M]=1¢€ H°(M;R) >~ R

Demonstracao.
Considerando b € M arbitrario e denotando por k; : {b} — M a inclusdo canonica, o
seguinte diagrama serd comutativo:

H™M x M;R) aiil HO(M;R)
ki x1 ki
H™({b} x M; B) —— 2 HO({b}; R)

De fato, para qualquer x @ y € H(M; R) @ H™(M; R), temos:

ki ((zxy)/IM]) = kp(<y, [M] > )
= <y, [M]> kj(z)
= (kp(z) xy) /[M]
= (kg x 1)z xy)) /[M]
Agora, lembremos que as classes de orientacao global e local de M sao relacionadas
pela inclusdo p, : M — (M, M — {b}) por (pp)«([M]) = [M],. Ainda, denotando por
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ip, + M — M x M a inclusdo definida por i,(z) = (b,z), é evidente que os seguintes
diagramas comutam:

M = (M, M — {b})
ip Jb
M x Mc¢ ! (M x M, M x M — A)
{b} x MC¢ Sl {0} x (M x M)
Fyx1 P2
M x M

Deste modo, obtemos que:

ky(U/[M]) =

= (1 xid;(U))/[M]

= < (U),[M]>1

= <iZoj*(T/,[M]>1
= < ppogi(r),[M]>1
= <jy(m), (pp)«([M]) > 1
= <ji(r),[M], > 1

=1

Assim, como ki (U/[M]) =1 € H°({b}; R) = R para qualquer b € M, concluimos que
U/[M] =1€ H(M; R) = R.
[l

Lema 4.3. (z x1) —U=(1xz)— U, Vo € H*(M;R)

Demonstracao.

Inicialmente, lembremos que as projecoes candnicas py,ps : M x M — M sao tais que
(p1)ja = (p2)|a. Ainda, como M é uma variedade topologica, entao M serda um ENR.

Deste modo, segue de ([17], Proposicao 8.6, p. 81) que existirda A, C M x M vizinhanga
aberta de A tal que (p1)ja, ~ (p2)ja.. Em outras palavras, sendo ¢’ : A. — M x M a
inclusao canodnica, entao €* o pj = €’* o pj.

Por outro lado, considerando a inclusdo e : (A, Ac — A) — (M x M, M x M — A) a
versao de pares da inclusao €/, fica evidente que a inclusao e é uma excisao e, assim, sua
induzida no ambito de R—moddulos de cohomologia singular serd um isomorfismo.

Assim, teremos para todo x € H*(M; R) que:

e opi(x) = €™ opy(x)
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Logo, concluimos que (z x 1) — U = (1 x x) — U para todo x € H*(M; R).

[
Proposicao 4.1. U = Z(—l)‘bi‘ (bz- X bf)
i=1
Demonstracao.
Lembrando que U € H™(M x M; R) = EB H'(M;R) ® H?(M; R), entdo existem

i+j=m

e, ¢ € HY(M; R) tais que |b;] + |c;| =me U = Z (b; X ¢;). Note que, para cada
i=1
b; € {bi}I_,, temos:

[(b; x 1) — U] /[M] = Zjng/[M])
o

Por outro lado, o lema anterior nos garante que:

(b x 1) — U] /[M] = |/ 1M]
= [1><b V<becz>]/[M]
= Z (1 xb;) — (bi x ) /[M]]

_ Z(_nlbﬂ-lbil [((1— b;) x (bj — ¢;)) /[M]]
S < by e ] b

Deste modo, como b; = Z(—l)lbﬁl'“’i'bi < bj — ¢;, [M] >, entao:
i=1

1, i=
0, i#J
Por fim, veja que para i = j, temos (—1) = (—1)®! mas por outro lado, para

i # j, entdo < b; — ¢;,[M] >= 0 independentemente do sinal (—1)!%/ Com isso,
podemos reescrever a igualdade acima por:

(—1)‘b3‘|bl‘ < bj ~— Ci, [M] >= {

[bs -6

1, i=j

Devido a unicidade da base dual, como no teorema A.7, entao be = (—1)lle;, ou seja,

¢ = (=1)¥Ib#. Logo, U = i(—l)'bi| (bi X bfé)

i=1

Lema 4.4. Para qualquer k > 0, temos:

w,(M) = Sq"(U)/[M]
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Demonstracao.
Recordando que wi(M) = ¢~ o S¢¥(7), entdo:

S¢" () = ¢(wi(M)) = p*(w(M)) — 7

Agora, definindo os homomorfismos ¢’ : H¥(M; Zo) — H* ™ (M x M, M x M — A; Zy)
e ¢" : HY¥(M;Zy) — HFT™(M x M;Zs,), respectivamente, por ¢'(z) = pi(x) — 7’ e

¢"(x) = pi(x) — U, temos que o seguinte diagrama comuta:

HYS (T Ts ) < HE™ (M X MM x M = A; Z) I HR(M x M;Z)

¢//

HY(M; Zy)
De fato, pois para qualquer x € H*(M;Z,), temos:

pro¢i(x) = ¢ (pi(x) — 7))
= P (7')

[
=N
—% =%

&
~— —

Note que, sendo ¢ e ¥* isomorfismos tais que ¢ = 1V* o ¢, entdo ¢’ também serd um

isomorfismo. Assim:

¢'"1o St () = ¢t oSq" o (¥)H(r)
= ¢To(¥) o S¢k(r)

= ¢7oSq(r)
= wi(M)
Com isso, garantimos que S¢*(7') = ¢/ (wy,(M)) e:
S¢"(U) = Sq o j*(7')
= j*oSq¢(T)
= J o ¢'(wi(M))

~ (M) x 1) — U

Portanto, concluimos que:

S¢*(U)/[M] = [(wi(M) x 1) — U] /[M]

|
g
EEE
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Finalmente, podemos enunciar e provar o principal resultado desta secdo, a férmula de Wu:

Teorema 4.1. (Férmula de Wu) Para qualquer k > 0, temos:
wi(M) = > S¢'(v;(M))
i+j=k

Demonstracao.
Devido ao Corolario A.1 e a propria definicao das classes de Wu, temos:

W) = 3 < (M) — b, [M] > b

Portanto, concluimos que:

S st = S ST < S@H), (M) > Sqi(b)

i+i=k itj=k =1

= Y 3 [(su) < se ) /v

i+j=k =1

S [( > (sa'tw) x SqJ'(b#))) /[M]]

1=1 iti=k
T

-y [sqk(bl x bl#)/[M]}

=1

Agora, vejamos algumas consequéncias da férmula de Wu.

Corolario 4.1. Se f : M™ — S™ é uma aplicacao entre variedades topoldgicas fechadas
e conezas, que induz isomorfismo no ambito de Zo—mddulos de (co)homologia singular,
entao f*(W(S)) = W(M). Em particular, o mesmo ocorre se [ for uma equivaléncia
homotopica.

Demonstracao.
Basta mostrar que, nestas condigoes, as classes de Wu de M e S sao tais que f*(v(S5)) =
v(M), pois assim a formula de Wu garantira que:

fFW(S)) = f(Sq(v(9)))
= Sq(f*(
= Sq(v

= W(M)

Devido a unicidade das classes de Wu, é suficiente mostrar para todo 0 < i < m que:

< [ (vi(8)) = &, [M] >=< 8¢'(x),[M] >, Yo € H"'(M; Zs)
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Primeiramente, como f. e f* sdo isomorfismos, entdo f.([M]) = [S] e para todo
0 < i < me qualquer v € H™""(M;Z,), existe um tnico y € H™(S;Zy) tal que
f*(y) = z. Assim:

< fr(i(S)) — x, [M] > = < f*(wi(S)) — f*(y), [M] >

= < f1(wi(S) —y), [M] >
= <u(S) =y fu([M]) >
= < UZ(S) ~ Y, [S] >
= <5q¢'(y), f.([M]) >
= < f(Sq'(y), [M] >
= < S¢(f*(y),[M] >
= < S5¢'(z),[M]>
Logo, f*(v(S)) = v(M) e, consequentemente, f*(W(S)) = W (M).
O
Corolario 4.2. Considere M™ wuma variedade topoldgica fechada e conexa de modo
que w (M) = -+ = w,.(M) = 0 para algum inteiro 0 < r < m. Entao, as classes de Wu
de M sao tais que vy(M) =+ =v,.(M) =0 e v,11(M) = w41 (M).
Demonstracao.

Utilizando diretamente a formula de Wu e as propriedades dos quadrados de Steenrod,
obtemos recurssivamente que:

0 = ’LUl(M)
= 5¢°(vi(M)) + Sq' (vo(M))
= 5¢°(ni(M))
= (M)

0 = w2(M)

Sq°(v2(M)) + Sq* (vi(M)) + Sq*(vo(M))
Sq°(va(M))

= v(M)

0 = w (M)
— Y Se )

— SO
= v, (M)
w1 (M) = ZSqi(er,i(M))
= S () + Y Se'(0rn-i(M))
= SPwna (M)

= Upt1 (M>
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]

Corolario 4.3. Seja M™ uma variedade topoldgica fechada e conexa. Entao, para todo
inteiro 0 < i < m tal que 2i > m, obtemos que v;(M) = 0.

Demonstracao.
Lembremos que a classe de Wu v;(M) € H'(M;Z,) ¢ unicamente determinada pela
seguinte relacao:

<vi(M) — x,[M] >=< Sq'(z),[M] >, Vo € H™ "(M; Zs)

Agora, como 2i > m, isto é, i > m — i, entao dado x € H™ (M;Z,), teremos que
Sq'(x) = 0 e, consequentemente, < Sq'(x),[M] >= 0. Com isso, < v;(M) — z,[M] >=0
e, assim, v;(M) — z = 0.

Caso H™(M;Zs) = 0, a dualidade de Poincaré e o teorema dos Coeficientes Univer-
sais nos garantem que H'(M;Z,) = 0. Deste modo, v;(M) = 0.

Por outro lado, se H™ (M Zy) # 0, entao v;(M) — z = 0, em particular para x # 0,
e assim, v;(M) = 0.

Independentemente, obtemos que v;(M) = 0 quando 2i > m.

m
Corolario 4.4. Considere M™ uma variedade topoldgica fechada e conexa com m = 2r
oum = 2r+1 para algum inteiror > 0. Sew,; (M) =--- = w,(M) =0, entao W (M) = 1.
Demonstracao.
Segue do corolério 4.2 que vy(M) =--- = v, (M) = 0.

Por outro lado, se ¢« > r 4+ 1, entao 2i > 2r + 2 > m e, assim, segue do corolario 4.3
que v;(M) =0 para i > r + 1.
Logo, v(M) =1 e, pela formula de Wu, concluimos que W (M) = 1.
]

Corolario 4.5. Considere M™ wuma variedade topoldgica fechada e conexra tal que
W(M) # 1. Sei > 0 é o menor inteiro tal que w;(M) # 0, entao i deve ser uma
poténcia de dois.

Demonstracao.
Supondo ¢ > 0 o menor inteiro tal que w;(M) # 0, entao wy (M) = --- = w;_1(M) =0
e, pelo corolario 4.2, segue que vy (M) =--- =v;1(M) =0e v;(M) = w;(M) # 0.
Assim, como < Sq¥(x),[M] >=< vp(M) — x,[M] >= 0 para todo k =1,--- ;i—1e
x € H"*(M;Zs), entao S¢* sera o homomorfismo nulo para todo k= 1,--- ,i — 1,

Agora, caso H™ '(M;Z,) = 0, entao a dualidade de Poincaré e o teorema dos Coe-
ficientes Universais garantiriam que H'(M;Z,) = 0, e consequentemente, w;(M) = 0, o
que seria um absurdo por hipotese. Deste modo, como existe x # 0 em H™ '(M;Z,),
entdo v;(M) — x # 0. Com isso, < Sq'(x),[M] >=< v;(M) — z,[M] ># 0 e, assim,
Sq'(z) # 0, ou seja, Sq* nao serd o homomorfismo nulo.

Logo, ndo podemos decompor Sq' como soma de composicoes de S¢¥ com 1 < k < i—1.

Portanto, segue de (|7], Teorema 15.8, p. 407)? que ¢ deve ser uma poténcia de dois.

]

21Se um inteiro i > 0 ndo € uma poténcia de dois, entdo Sq' se decompde como soma de composicies
de Sq¥, com 0 < k < i,
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Como tltima aplicacdo da férmula de Wu, vejamos como tal férmula nos permite calcular
a classe de Stiefel-Whitney total dos espacos projetivos reais sem dependermos de resultados
sobre fibrados generalizados, como no teorema 3.5, e sem dependermos de sua estrutura suave,
como feito em ([41], Teorema 4.5, p. 45).

Em outras palavras, a versdo topoldgica da férmula de Wu nos permite calcular a classe de
Stiefel-Whitney total de RP" dependendo apenas de sua estrutura celular e ndo mais de sua
estrutura diferencial.

Corolario 4.6. Denotando por (a) = H'(RP";Z,), entio W (RP™) = (1 + a)".

Demonstracao.

Inicialmente, recordemos que a inclusao canonica ¢ : RP" — RP* induz, segundo o
lema A.4, isomorfismo i* : HY(RP>;Zy) — H'(RP";Z,). Sendo assim, denotando por
(b) = H'(RP>;Zy), temos que i*(b) = a.

Agora, fixando o binémio de Newton (;) = 0 quando 72 < k ou k < 0, defina para todo
inteiro m > 0 o seguinte elemento:

" " m—k & . o
v(m)-Z( L )b € H*(RP>;Z,)
k=0
Note que ©(0) = 1 = v(1). Por outro lado, para m > 1, temos:
m—+1
~ 1—k
vm+1) = (m—i—k )bk
ol
& m—k m—k\| .
-2 ()l
& m—k < m—k
("2 (i)
k=0 k=0
B m—k\ .. = (m—k\
-2 (e
k=0 X k=1
~— /m—-1—k
— bk—l—l
v(m)—l—Z( f )

Por outro lado, defina, para todo inteiro m > 0, o elemento:
B(m) = Sq(v(m)) € H*(RP*;Zsy)
Novamente, note que 3(0) =1 = 5(1). Ainda, para m > 1, temos:

Bim+1) = Sqw(m+1))
= Sq(v(m)+b—v(m—1))
= Sq(v(m)) + [Sq(b) — Sq(v(m — 1))]
= B(m) +[(b+0%) — B(m —1)]
Agora, provemos por indugao sobre m > 0 que 3(m) = (1 + b)™*! — p™FL, Primeira-
mente, é claro que 3(0) = 1 = (1+b) —b. Assim, supondo valido 8(k) = (1 +b)kL — p*+!
para todo 0 < k < m, observe que:
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Bm+1) = B(m)+[(b+b°) — B(m —1)]

(1+0)™Ht — o) + [(b+ %) — [(1 +b)™ — b™]

1+ b)™H — L [(b+0%) — (1+0)™] — [(b+ %) — b™]
1+ b)erl _ bm+1 + [b — (1 + b)m+1] _ bm+1 _ bm+2
(1+0)™ — (14 b)] — o™ +?

1+ b)mt? — pm+?

[
(
(
[
(

"\ (n—k
Lembrando que o exemplo A.1 garante que v(RP") = <n )ak, temos que:

—~ k
Sq(v(RP")) = Sq (i (n ; k) a’“)

“(B(n))
* [<1 + b)n—H _ bn+1]
14+ Z*(b))n—H _ (Z*<b>>n+1
— (1 + a)nJrl
Portanto, a formula de Wu garante que W (RP") = (1 4 a)™*,

(

4.2 Versao Topolbogica do Teorema de Poincaré-Hopf

Nesta secdo, veremos algumas aplicagdes da classe de Euler de uma variedade topoldgica,
cujas demonstracdes somente foram possiveis devido aos resultados preliminares para a obten-
cdo da férmula de Wu também terem sido feitos no ambito de Z—mddulos de cohomologia
singular.

Em um primeiro momento, veremos qual a relagcdo entre a classe e a caracteristica de Euler
de uma variedade topoldgica. Feito isso, mostraremos como generalizar o conceito de campo
de vetores do contexto de variedades suaves para variedades topolégicas e como combinar esses
resultados para enunciar a versdo topolédgica do teorema de Poincaré-Hopf.

Comecemos com a seguinte relacdo entre classe de Euler, classe de Z—orientacdo global e
caracteristica de Euler de uma variedade topolégica:

Teorema 4.2. Se M ¢ uma variedade topologica fechada, conexa e Z—orientdvel, en-
tao:
< e(M),[M] >= x(M)

Demonstracao.

Inicialmente, vamos fixar algumas notagoes. Considere dim(M) = m, (TM,7oM) =
(TM,ToM,p, M) o R™—fibrado generalizado tangente de M, (1) = H™(TM,ToM;7Z) a
classe de Thom de (7M,7oM), d : M — M x M a aplicagdo diagonal e as inclusoes
canonicas iry : TM — (TM,ToM) e j: M x M — (M x M,M x M — A), em que
A =d(M).

Agora, sendo s : M — T'M asegao de (7M, 79M) que associa, a cada b € M, o caminho
constante em M igual a b € M, a proposicao 3.4 garante que e(M) = s* o i,,(7).
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Por outro lado, se definirmos a aplicagdo ¢ : (T M, ToM) — (M x M, M x M — A)
por ¢ (w) = (w(0),w(1)), é claro que o seguinte diagrama comuta:

(TM, TyM) v (M x M, M x M — A)
T M J
TM M d M X M

s

Como ja sabemos que v induz ismorfismo no ambito de Z—modulos de cohomo-
logia singular, entdo ao definirmos 7 = (¢v*)"}(7) € H™(M x M,M x M — A;Z) e
U=j*(t") € H™"(M x M;Z), obtemos:

e(M) = s*oiky, (1)

= 5" ity 0 47(r)
= o (r)
= d*(U)
Finalmente, se denotarmos por {b;}/_, uma base de H*(M;Z) e por {b7}_, sua base

dual, como e(M) = d*(U), entao a proposi¢ao 4.1 nos garantira que:

<e(M),[M]>= <d*(U),[M] >
- < <Z(—1)'bi (bi x b#)) ,M] >

ST < (b x ), [M] >
= 2:(—1)“”| < b — bf,[M] >

- Z(_l)\bil

— Z(—l)krank’(Hk(M;Z))

el

= X((])V[)

]

Naturalmente, devido ao teorema 3.7, se retirarmos a condi¢do de Z—orientabilidade no
corolério acima, podemos reescrevé-lo do seguinte modo:

Corolario 4.7. Se M ¢ uma variedade topoldgica fechada e conexa, entdo:
< wy (M), [M] >= x(M)(mod 2)
Agora, o proximo resultado € uma combinagdo direta da proposi¢do 3.6 com o teorema 4.2.

Corolario 4.8. Se M ¢é uma variedade topoldgica fechada, conexa e Z—orientdvel de
dimensao impar, entao x(M) = 0.

A préxima defini¢do ird generalizar o conceito de campo de vetores de uma variedade suave
para o contexto de variedades topoldgicas, com o intuito de enunciarmos a versao topoldgica
de uma das consequéncias do teorema de Poincaré-Hopf para variedades suaves.
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Defini¢ao 4.1. (Campo de Caminhos) Chamamos de campo de caminhos de uma
variedade topoldgica M qualquer secao do seu fibrado generalizado tangente (T M, 1o M)

(TM,ToM,p, M). Ainda, um campo de caminhos nao singulares de M é uma se¢ao
s: M —TM de (M, 7oM) tal que s(M) C ToyM.

Devido a definicao de campo de caminhos e a proposicao 2.3, fica evidente que toda va-
riedade suave admite um campo de vetores ndao nulos se, € somente se, admite um campo de
caminhos ndo singulares.

Dito isso, relembremos o enunciado de uma das consequéncias do teorema de Poincaré-
Hopf:

(corolario de Poincaré-Hopf)"Uma variedade suave fe-
chada, conexa e Z—orientdvel M admite um campo de ve-
tores ndo nulos se, e somente se, x(M) = 0"

Em [9], Brown apresenta pela primeira vez a versao topoldgica do resultado acima citado,
trocando-se campo de vetores ndo nulos por campo de caminhos nio singulares, cujo enunciado
fica da seguinte forma:

"Uma variedade topoldgica fechada, conexa e
Z—orientdvel M admite um campo de caminhos ndo
singulares se, e somente se, x(M) = 0"

Jaem [10], Brown e Fadell mostraram que esse resultado pode ser extendido para variedades
topoldgicas com bordo e ndo orientdveis da seguinte maneira:

"Uma variedade topologica compacta, conexa, com ou
sem bordo e ndo necessariamente Z—orientdvel M admite
um campo de caminhos ndo singulares se, e somente se,
X(M) = 0"

Tanto em [9], quanto em [10], foram utilizadas técnicas envolvendo fibrados generalizados
e nimero de Lefschetz, mas em nenhum momento a no¢do da classe de Euler foi utilizada nas
demonstracoes.

A classe de Euler permite uma prova mais sucinta do resultado apresentado em [9], entre-
tanto, apenas em uma das direcdes, como no seguinte:

Teorema 4.3. (Poincaré-Hopf) Seja M uma variedade topoldgica fechada, coneza e
Z—orientdvel. Se M admite um campo de caminhos nao singulares, entao x(M) = 0.

Demonstracao.

Sendo M uma variedade topologica compacta, Z—orientavel e que admite um campo de
caminhos nao singulares, ou seja, existe uma secao s : M — T'M do fibrado generalizado
tangente (1M, 7oM) = (T M, ToM,p, M) tal que s(M) C Ty M, entao segue da proposicao
3.7 que e(M) = 0.

Assim, o corolario 4.2 nos garantira que x (M) = 0.
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4.3 Um Problema de Vizinhanca Tubular

Vamos encerrar este capitulo demonstrando a tnica aplicacdo que nao envolve classes de
Stiefel-Whitney ou de Euler, mas apenas classes de Wu e alguns resultados técnicos sobre
fibrados generalizados.

Para entendermos melhor a importancia de tal resultado, facamos algumas observacdes.
Inicialmente, relembremos que ao combinar o teorema 3.6 com o coroldrio 3.2, obtemos que:

"Se i : M™ — S™* 6 um mergulho local-flat com fibrado
generalizado normal trivial, entdo W (M) = i*(W(.5))"

Nosso objetivo € provar esse mesmo resultado para classe de Wu total, isto é:

"Se i : M™ — S™* ¢ um mergulho local-flat com fibrado
generalizado normal trivial, entdo v(M) = i*(v(S))"

Em ([46], Lema 7, p. 274), Stong mostra o mesmo resultado no contexto suave, da seguinte
maneira:

"Se i : M™ < S™k ¢ um mergulho suave com fibrado
vetorial normal trivial, entdo v(M) = i*(v(S5))"

A demonstragdo do resultado acima pode ser encontrada mais detalhadamente em ([43],
Lema 7, p. 33). Ainda, em tal demonstragdo, fica evidente o uso direto da existéncia de vizi-
nhancga tubular para mergulhos suaves.

Com o intuito de ilustrarmos como tal generalizacao foi feita e motivar a demonstragdo do
resultado final do capitulo, considere M™ C S™** um mergulho suave com fibrado vetorial
normal trivial e V' a vizinhanca tubular de M em S, como na seguinte figura:

Figura 4.1: Vizinhanca tubular de um mergulho suave.

Dito isso, a prova de Stong em ([46], Lema 7, p. 274) se resume, a grosso modo, em
encontrar um diagrama comutativo nas seguintes condicoes:
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H*(S;Zs) ® H*(S; Zs) H*(S;Zs)
H*(S;Z) @ H*(S, S — V: Zy) H*(S,S — V;Z,)
H*(V;Zy) @ H*(V, 0V Zy)
H*(V,0V; Zy) H*(S;Zs)

Como ndo existe vizinhanga tubular no contexto topoldgico, conseguimos contornar esse
problema utilizando apenas resultados sobre fibrados generalizados a fim de obter um diagrama
comutativo parecido com o diagrama mostrado acima e, assim, mostramos que a existéncia da
vizinhancga tubular ndo € essencial para esse resultado e sim certas consequéncias algébricas de
um mergulho local-flat.

Finalmente, temos o:

Teorema 4.4. Se i : M™ < S™* ¢ um mergulho local-flat, entre variedades topoldgi-
cas fechadas e conezxas, com fibrado generalizado normal trivial, entdo v(M) = i*(v(S5)).

Demonstracao.

Primeiramente, fixemos algumas notac¢oes. Denotemos por (N, Ny) = (N, No,q, M) o
R¥—fibrado generalizado normal do mergulho local-flat i e as equivaléncias homotopicas
f:(N,Ng) &= (MxRF, M x(RF—{0})) : g dadas pela trivialidade de (N, Nj). Lembremos
também que f e g sao aplicagoes fibradas, ou seja, p1o f =q e go g = p;.

Considere ¢ : S — (5,5 — M) a inclusao canodnica e £ : (N, Ny) — (5,5 — M) a apli-
cagao dada por {(w) = w(1), que segundo ([18], Teorema 7.5, p. 509) induz isomorfismo
no ambito de Zy—moddulos de (co)homologia singular.

Deste modo, ficam bem definidos para qualquer inteiro ¢ > 0 os homomorfismos:

B=f,0(&) o, H(S;Zy) — Hy(M x (R¥R* — {0}): Zy)

A=c"o (&) o f : H(M x (R*RF — {0}); Zy) — H'(S;Zs)
Vale notar que o homomorifmos A ¢ o dual cohomologico do homomorfismo B.
Ainda, também sabemos que a féormula de Kiinneth garante que:

HH(M x (R, RF —{0}); Zy) = H'(M; Zy) ® H*(R¥, RF — {0}; Zy)

Entdo ao denotarmos (¢) = H*(R*, R* — {0};Z,), fica bem definido o homomorfismo
i HY(M;Zy) — H'™*(S;Zy) dado por i(z) = A(x x ).
Fixadas as notagoes acima, comecemos a demontracao.
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Se denotarmos por (o) = Hy(RF, RF — {0};Z,), entao B([S]) = [M] x 0. Para tanto,
note que:

B([9)) € Hpix(M x (RF,RF — {0}); Zo) = H,,(M; Zy) @ Hp(RF, RF — {0};Z,) =2 Z,

Como H,,(M;Zsy) e Hp(R¥ R¥ —{0};Z,) sdo unicamente gerados por [M] e o, respec-
tivamente, entdo H,,(M;Zy) @ Hy,(R¥ RF —{0}; Zy) serd unicamente gerado por [M]® o,
isto é, a tinica classe nao nula de H,,, (M x (R*, R¥ — {0});Z,) sera [M] x o.

Com isso, para que B([S]) = [M] x o, é suficiente que B([S]) # 0. Por outro lado,
como B = f,o (&) toc, e f. e & sdo isomorfismos, entao B([S]) # 0 se, e somente se,
c.([S]) # 0.

Agora, dado b € M C S arbitrario, entdo a inclusdo j, : S < (5,5 — {b}) pode ser
decomposta nas seguintes inclusoes:

S (8,8 — M)— (8,5 — {b})

Como (j3). é um isomorfismo?, entao c, serd um monomorfismo e, assim, c,([S]) # 0
uma vez que [S] # 0.

Logo, B([S]) = [M] x o.

Feito isso, mostremos que ao definirmos e = o g : M x (R*,RF — {0}) — (S, S — M),
o seguinte diagrama sera comutativo para todo ¢t > 0:

Hm—t(S;ZQ) ®Ht+k(S,Z2) = Hm+k(S, Zz)

1xc* c*

H™Y(S;Zy) @ HT*(S, S — M; Zs) — H™ (S, S — M;Z,)

H™ (M x R Zy) ® H(M x (R*, R — {0}); Z)

H™ (M x (R¥ RF — {0}); Zy) H™ (S, Zs)

Mostremos tal comutatividade por partes. Inicialmente, devido as proprias definicoes
dos homomorfismos A e e*, fica evidente que A o e* = ¢*.

Por outro lado, o lema A.2 garante que a inclusao ¢ : S < (S, S—M) tem a propriedade
de que c*(x — y) = z — c*(y) para quaisquer x € H™ %(S;Zs) e y € H* (S, S — M; Z,).

Agora, podemos imaginar, sem perda de generalidade, o mergulho ¢ : M — S tendo
como induzida i* : HY(S;Zy) — H'(M x R¥;Zy), uma vez que R* é um espaco topologico
contratil. Ainda, podemos tomar tal contracdo como sendo M — M x R* que associa
b (b,0).

3Ver proposicao A.3.
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Assim, para que possamos restringir a imagem de e : M x (RF, R* —{0}) — (5,5 — M)
para S, é necessario que o dominio seja restrito a M x {0}. Deste modo, a restrigdo
enx{o} : M x {0} = S se resume ao mergulho i, pois fixado b € M, g(b,0) € N — Ny é o
caminho em S constante igual a b € M, e assim:

e(b,0) = £og(b,0)
= [g(b,0)](1
= b
= i(b)

Com isso, teremos para quaisquer x € H™ (S;Zy) e y € HK(S, S — M;Zy) que
'z —y) =i"(x) — e (y).

Feito isso, o diagrama mostrado acima é, de fato, comutativo. Ainda, lembrando
que i : H{(M;Zy) — H'™(S;Z;) ¢ o homomorfismo definido por i(z) = A(x x ),
em que (p) = HF¥(RF RF — {0};Z,), podemos obter para quaisquer & € HY(M;Zs) e
y € H™ (S, Zs), que:

A (y) — (x x9)) = y—c((e) (%)
= y— Az x p)
= y—i(z)
Portanto, temos para quaisquer x € H'(M;Zs) e y € H™ '(S;Zs) que:

<i(z) —y,[S]>= <A@

I
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*
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= <T—1
Finalmente, estamos aptos para provar que *(v(S)) = v(M). Para tanto, devido a
unicidade das classes de Wu, é suficiente mostrar para todo 0 <t < n que:

< i*(v(9)) — z,[M] >=< Sq¢'(x), [M] >, Vo € H" (M;Zy)

Mas antes, note que Sq¢'(¢) = 0 quando t > 0, uma vez que H*"(R¥ RF—{0};Z,) =0
para t > 0 e Sq'(p) € H*'(R* R* — {0};Z;). Com isso, obtemos que S¢'(z x ¢) =
Sqt(z) x o, para qualquer x € H*(M; Zs).

Deste modo, temos para quaisquer 0 <t <m e x € H™ '(M;Zy) que:

< (v(9)) — @, [M] > = < Z(ZE)_\/ v (S), 5] >

< 5¢'(i(2)), [S] >

< 5¢'(A(z x ¢)), 5] >
< A(5q'(z) x ), [S] >

= <i(Sq¢'(x)),[9] >

= <i(5¢'(x)) —1,[5] >

= <i"(1) — S¢'(x), [M] >

= < 5¢'(x),[M] >

Portanto, i*(v(S)) = v(M).
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Assim, concluimos esse capitulo com vdrias contribui¢cdes no contexto de classes caracte-
risticas de variedades topoldgicas. Mais especificamente, apresentamos aplicacdes referentes
as classes de Stiefel-Whitney, de Euler e de Wu de variedades topoldgicas fechadas.

Entre tais contribui¢des, destacamos:

e uma segunda demonstracdo da versdo topoldgica da férmula de Wu, sendo alguns dos
lemas preliminares desenvolvidos tanto para Zs—moddulos, quanto para Z—mddulos de
(co)homologia singular;

e como os lemas preliminares da férmula de Wu nos permitiram relacionar a classe e a
caracteristica de Euler de uma variedade topoldgica e, consequentemente, garantir a nu-
lidade da caracteristica de Euler de uma variedade topoldgica de dimensdo impar;

e uma demonstracao alternativa de uma das direcdes da versdo topoldgica do teorema de
Poincaré-Hopf, o qual mostra a relag@o entre a existéncia de um campo de caminhos nio
singulares de uma variedade topoldgica com a nulidade de sua caracteristica de Euler,
utilizando em sua demonstracao a classe de Euler;

e como a teoria de fibrados generalizados foi essencial para relacionarmos as classes de Wu
de variedades topoldgicas por meio de um mergulho local-flat com fibrado generalizado
normal trivial.

Ainda, com todos os resultados até aqui apresentados, também concluimos a importancia
dos fibrados generalizados ndo s6 como uma ferramenta para a teoria de classes caracteristicas
de variedades topoldgicas, mas como uma teoria em si.



Capitulo 5

Classes Caracteristicas de Variedades
(Generalizadas

Nesse capitulo, serd apresentado pela primeira vez na literatura uma prova da férmula de
Wu para o contexto de variedades generalizadas.

Inicialmente, faremos na sec¢do 5.1 um breve resumo, baseado em [4], [38] e [6], sobre o
conceito de variedades generalizadas, apresentando a defini¢do de tal objeto bem como algumas
de suas propriedades.

Construiremos algebricamente na se¢io 5.2 a classe e o isomorfismo de Thom associados a
um mergulho entre variedades generalizadas com codimensao especifica, sendo tal constru¢ao
baseada nos resultados apresentados por Dold em ([17], Capitulo 8).

Ja na se¢@o 5.3, construiremos as classes de Stiefel-Whitney de mergulhos entre variedades
generalizadas com codimensao especifica, as classes de Stiefel-Whitney de variedades generali-
zadas e também mostraremos qual a semelhanca dessas constru¢des com o contexto topologico
apresentado no capitulo 3.

E para encerrarmos o capitulo, apresentaremos na se¢io 5.4 a demonstracio da férmula de
Wu para variedades generalizadas utilizando apenas suas dualidades, ou seja, sem necessaria-
mente a existéncia de um fibrado tangente para tais variedades, cujas técnicas utilizadas foram
baseadas nos resultados apresentados por Bredon em ([7], Capitulo 6).

5.1 Variedades Generalizadas

Essa secdo tem como objetivo principal apresentar os resultados bdsicos sobre variedades
generalizadas, bem como a defini¢do formal de tais objetos.

Para uma leitura mais detalhada sobre variedades generalizadas, ver [4], [6], [11], [12], [38]
e [50].

Comecaremos o capitulo final desse trabalho com as seguintes defini¢des:

Definig¢ao 5.1. (Dimensao Cohomolégica) Seja M um espago topoldgico localmente
compacto e de Hausdorff. Dizemos que M tem Zo—dimensdo cohomoldgica finita, que
denotaremos por dimgz, M < oo, se existir um inteiro m > 0 tal que H™(U;Zs) = 0
para toda vizinhanca aberta U C M.

A defini¢do 5.1 €, na verdade, uma consequéncia sobre a dimensdao cohomoldgica de um
espaco, cuja demonstracao pode ser encontrada em ([6], Teorema 16,14, p. 115).
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Defini¢ao 5.2. (Variedade Homoldgica) Dizemos que um espago topoldgico local-
mente compacto e de Hausdorff M € uma m—uvariedade Zo—homoldgica se:

o dimy, M < oo;

Zo , se k=m

o Vbe M, Hk(MyM_{b};ZQ)g{ 0 se k#m

Definic¢ao 5.3. (Hereditariamente Paracompacto) Chamamos um espago topold-
gico de Hausdorff M de hereditariamente paracompacto se toda vizinhanca aberta de M
€ paracompacta.

Em particular, todo espaco métrico é hereditariamente paracompacto’.

Definigao 5.4. (Localmente Homologicamente Conexo) Dizemos que um espago
topoldgico M € localmente homologicamente conero, que denotaremos por HLCF;, se para
qualquer b € M e qualquer vizinhanga aberta U C M de b, existir uma vizinhanga aberta

V C U também de b tal que o homomorfismo Hy(V:Zs) — Hy(U:Zs) induzido pela
mclusao V. — U € trivial para todo inteiro k > 0.

Definic¢ao 5.5. (Variedade Generalizada) Dizemos que um espago topoldgico local-
mente compacto e de Hausdorff M é uma m-variedade Zo—generalizada se:

1. M for uma m—uvariedade Zo—homoldgica;
2. M for hereditariamente paracompacto;
3. M for HLCF;.

Note que as definicdes acima podem ser feitas para um coeficiente arbitrario e ndo necessa-
riamente Zs, mas como o intuito desse capitulo € trabalhar com classes de Stiefel-Whitney e de
Wu, entdo ndo nos preocuparemos com as variedades que ndo sejam Z,—generalizadas.

Por outro lado, mesmo que a defini¢do de uma variedade generalizada seja de certa forma
complexa, essas variedades sdo bem controlados no ponto de vista algébrico, como veremos
adiante.

Primeiramente, a dimensdo de uma variedade generalizada coincide com sua dimensdo
cohomoldgica, como podemos ver na proposicdo abaixo e cuja demonstracio se encontra em
([6], Observagdo 9.6, p. 331).

Proposicao 5.1. Se M™ ¢é uma variedade Zy—generalizada, entao dimg, M = m.

Ainda, os médulos de cohomologia singular das variedades generalizadas sao bem compor-
tados no seguinte sentido:

Proposicgao 5.2. Se M™ ¢é uma variedade Zo—generalizada compacta, entio H*(M; Zs)
serd um maodulo finitamente gerado para todo inteiro 0 < k < m.

A prova da proposicao acima pode ser encontrada em ([6], Corolério 17.7, p. 129).

A titulo de curiosidade, as variedades generalizadas se diferenciam das variedades topol6-
gicas a partir da dimensao trés, como podemos ver no teorema abaixo, cuja prova se encontra
em ([6], Teorema 16.32, p. 388).

'Para mais detalhes sobre espagos hereditariamente paracompactos, ver ([6], Capitulo 1, Segdo 6).
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Teorema 5.1. Seja M™ uma variedade homoldgica 2°-enumerdvel e m < 2, entao M
serd uma variedade topologica.

Antes de prosseguirmos, queremos destacar que existem diversos estudos referentes a exis-
téncia de variedades generalizadas que ndo sejam variedades topoldgicas. Inclusive, existem
condicdes especificas que garantem quando uma variedade generalizada possui 0 mesmo tipo
de homotopia, ou ndo, de uma variedade topoldgica. Mas, como ndo seguiremos esse caminho
e caso o leitor tenha se interessado sobre o assunto, sugerimos [11], [12] e [13].

Dando sequéncia ao nosso resumo sobre variedades generalizadas, o préximo resultado
garante a existéncia da dualidade de Poincaré para o contexto dessas variedades, como podemos
encontrar em ([6], Corolério 10.2, p. 338) e cujo enunciado € idéntico para variedades suaves e
topologicas:

Teorema 5.2. Sejam M™ uma variedade generalizada compacta e conexa e o gerador
([M]) = H™(M;Zy) = Zy. Entio, o homomorfismo Dy : H¥(M;Zy) — Hp 1 (M; Zs)
dado por Dy(x) = [M] ~ x €, de fato, um isomorfismo para todo k > 0.

Agora, de forma mais geral, Halverson provou em ([22], Teorema 5.2, p. 242) que a du-
alidade de Poincaré-Hopf também € vdlida para variedades generalizadas, em que podemos
considerar o seguinte enunciado:

Teorema 5.3. Sejam N" uma variedade generalizada compacta, M C N um subespaco
fechado e o gerador ([N]y) = Hy(N,N — M;Zy) = Zs. Deste modo, o homomorfismo
Dy H*(M:;Zy) — Hy_y(N,N — M;Zy) dado por Dyu(z) = [N]y — x €, de fato, um
1somorfismo para todo k > 0.

Apoés essas consideracdes iniciais sobre variedades generalizadas, podemos assumir que
esses objetos sdo, a grosso modo, espacos topoldgicos que possuem 0 mesmo comportamento
de variedades topoldgicas no ambito de Z,—mddulos de (co)homologia singular.

Ainda, devido a algumas técnicas que utilizaremos no decorrer do capitulo, iremos trabalhar
a partir de agora com uma classe particular, mas ainda ampla, de variedades generalizadas, que
sdo as ENR-variedades homolégicas®. A fim de ilustrarmos brevemente essa classe de varie-
dades que utilizaremos nesses capitulo, veremos a seguir um exemplo de uma ENR-variedade
homoldgica que ndo é homeomorfa a uma variedade topoldgica.

Exemplo 5.1. Seja M™ uma variedade topolégica nao homeomorfa a esfera S™, mas
que € uma (Zo, m)—esfera de homologia, ou seja, Hyp(M;Zs) = Hy(S™;Zs) para todo
inteiro k > 0. Entdo, a suspensio S(M) de M serd uma ENR-variedade homoldgica de
dimensao m + 1.

De fato, como M ¢é um espaco ENR, entio a suspensio S(M) também serd um ENR.
Por outro lado, sabemos que Hy(S(M), S(M)—{b}; Zy) = Hp(R™ R™ —{0};Zy) para
quaisquer b € S(M) e k > 0 inteiro, isto é, S(M) € uma variedade homoldgica.

Entretanto, S(M) ndao é uma variedade topoldgica, pois dada qualquer vizinhan¢a
aberta V- C S(M) do vértice superior vy € S(M) da suspensao S(M), também sabemos
que V = C (M) em que C (M) é o cone superior da suspensio S(M), porém C(M)
nao homeomorfo ao disco D™, uma vez que o bordo O(Cy(M)) = M nao é homeomorfo
a esfera S™.

O exemplo acima foi retirado de ([38], Exemplo 2.2.4, p. 23).

2Um espaco topolégico é dito 2°-enumeravel se possuir uma base enumeravel.
3A condicdo de ENR ¢é suficiente para garantir que uma variedade homolégica seja uma variedade
generalizada.
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5.2 Classe e Isomorfismo de Thom

Em ([17], Capitulo 8), Dold construiu a classe e o isomorfismo de Thom associados a
um mergulho entre variedades topoldgicas utilizando as dualidades de Poincaré e Poincaré-
Lefschetz. Apds estudarmos mais atenciosamente essas construcdes, percebemos que Dold uti-
lizou apenas propriedades algébricas das variedades topoldgicas, nos motivando a tentar fazer
0 mesmo para o contexto de variedades generalizadas.

Feitas algumas adaptacdes nos resultados apresentados por Dold, veremos nessa se¢do como
construir algebricamente a classe e o isomorfismo de Thom associados a um mergulho topo-
16gico, com codimensdo especifica, entre ENR-variedades homoldgicas utilizando apenas as
dualidades de Poincaré e Poincaré-Lefschetz dessas variedades.

Para tanto, vamos fixar ao longo dessa se¢do as seguintes condi¢des:

e 5: M™ — N?™ serda um mergulho topoldgico entre ENR-variedades homolégicas com-
pactas e conexas;

e como podemos considerar, sem perda de generalidade, que M/ C N, entdo vamos supor
que M é um retrato de IV, ou seja, vamos supor que exista uma aplicagio p : N*™ — M™
talque pos =1;

e Dy : H¥(M;Zy) — H,, 1,(M;Zs) serd a dualidade de Poincaré de M, que é definida
por Dy (z) = [M] —~ x;

o Dy : H¥(N;Zy) — Hop_1(N;Zs) serd a dualidade de Poincaré de NN, que é definida
por Dy(x) = [N] —~ x;

e Dy i HY(M;Zy) — Hapm_i(N,N — M;Zs) seré a dualidade de Poincaré-Lefschetz
de M C N, que é definida por Dy p/(x) = [N]y — .

Antes de prosseguirmos, recordemos que como toda variedade homolégica € Zs—orientével,
entdo nada nos impede de considerarmos as dualidades citadas acima, lembrando que as classes
de orientacdo global de M e N sdo, respectivamente, os geradores ([M]) = H,,(M;Zs) e
([N]) = Hom(N;Zs) e a classe de orientacdo local de N ao longo de M é o gerador ([N]y) =
Hgm(N, N — M, ZQ)

Ainda, ao fixarmos a inclusdo candnica j : N — (N, N — M), também sabemos que as
dualidades Dy e Dy s se relacionam por meio do seguinte diagrama comutativo:

H*(N; Zs) - H*(M; Zy)

[N~
Dn Dn,m

Hom—(N; Zy) —L— Hop_ (N, N — M; Zy)

Uma vez que Dy (1) = [N] e o diagrama acima comuta, concluimos a seguinte relagio:

Ainda, o diagrama acima també€m nos garante o seguinte:
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Lema 5.1. Dado a € H,(N, N — M;Z,) arbitrdrio, entdo existe v € H*"*(N;Zy) tal
que a =[Ny —~

Demonstracao.
Segue diretamente da relagdo Dy aro0s*(_) = [N]ar — (_) e dos fatos que Dy ps ¢ um
isomorfismo e s* é sobrejetora, uma vez que pos = 1.

O

Agora que fixamos todas as notagdes necessdrias para o desenvolvimento do restante deste
capitulo, vejamos como construir a classe de Thom associada ao mergulho s : M™ — N?™,
Para tanto, comecemos definindo o isomorfismo transfer:

Defini¢ao 5.6. (Isomorfismo Transfer) Chamaremos de isomorfismo transfer asso-
ciado ao mergulho s : M™ — N?™ o homomorfismo sy : Hy(N, N—M;Zy) — Hy,_ (M Zs)
dado pela seguinte composicao de isomorfismos:

—1

Dy m D

sy Hy (N, N — M;Zs) HQm*k(M;Zg) Hy_ (M Zs)

Devido ao isomorfismo transfer, temos que:

Zo ,k=mek=2m

Hy(N,N — M;Zy) = { 0 ,k<mouk>2m

Com isso, o teorema dos Coeficientes Universais nos garante que:

Zoy , k=mek=2m

k - . ~
HY (N, N M’ZQ>_{O , k<mouk >2m

Definicao 5.7. (Classe de Thom) Chamamos de classe de Thom associada ao mer-
gulho s : M™ — N*™ o gerador (1,) = H™(N,N — M;Zs,)

Vejamos também que o isomorfismo transfer s, € o mergulho s se relacionam da seguinte
maneira:

Lema 5.2. Para qualquer x € H*(N;Zy), temos que:
si([NJy — z) = [M] ~ s"(z)

Demonstracao.
Dado z € H*(N;Z,) qualquer e lembrando que Dy j08*(x) = [N]y — x, concluimos:

si[Nly ~x) = sy0oDyy o s*(x)
= Dy oDyl 0Dy os™(x)
= DMOS*($>
= [M] ~ s*(z)
[

Agora, os dois lemas a seguir nos garantirdo em H™(N;Z,) um representante da classe de
Thom 7, € H™(N, N — M; Z5) associada ao mergulho s : M™ — N?™,

Lema 5.3. Eziste uma unica classe nao-nula Us € H™(N;Zs) de modo que:

s«([M]) = [N] ~ U,
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Demonstracao.
Inicialmente, como [M] # 0 em H,,(M;Zs) e s, é injetora, uma vez que po s = 1,
entao s.([M]) # 0 em H,,(N;Zs).
Sendo Dy : H™(N;Zy) — H,,(N;Zs) um isomorfismo, entao existird uma tnica classe
nao-nula Ug € H™(N;Zs) tal que Dn(Us) = s.([M]), ou seja, [N] ~ Us = s.([M]).
[

Proposicao 5.3. A inclusdo candnica j: N — (N, N — M) é tal que:

j*<7_s> = Us
Demonstracao.

Inicialmente, como U; # 0 em H™(N;Zy) e s # 0 em H™(N,N — M;Z,), entao
teremos que 7, — 7, # 0 e Uy — 7, # 0, ambos em H*"(N,N — M;Z,). Deste modo,
como H*™ (N, N — M;Z,) = Zs, entao:

(1o — 75) = H*™(N,N — M;Zy) = (Us — 7,)

Ainda, como ([N]y) = Hopm (N, N — M;Zsy) = Zs, entao:

<TS\/TS,[N]M>: 1 :<US\/TS,[N}]V[>

< J*(15), [Ny — 76 > =

I
NN N A
S S S,

< Ty — Ts, Jx([N]) >
= < Ty — Ts, [Ny >
=1

Por outro lado, caso j*(75) = 0, entao teriamos que < j*(75), [N]y — 75 >= 0, 0 que
seria um absurdo. Assim, j*(7) # 0.

Com isso, como j*(75) # 0, entdo a proposicdo A.l nos garantird que existe uma
tnica classe x € H™(N;Zsy) tal que x # 0 e < x,Dn(j*(75)) >= 1. Se provarmos que
< U, Dn(j*(75)) >= 1 =< j*(15),Dn(j*(75)) >, entdo concluiremos por unicidade que
7*(15) = Us. Fagamos isso:

< Us,Dn(j*(15)) > = < Us, [N] ~ j*(75)
<U — J*(7s), V]

7" (Us = 75), [N]
<U — 7, 3+ ([N])
<USVTS,[N]M>
=1

1
\/\/\/\/

Por outro lado:
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<J' (1), Pn(j*(75)) > = < J7°(7), [N] ~ J’*({%) >

= <j*(7's)vj* TSaN]>
= < j*(1s — 7),[N] >
= < Ts— Ts, Ju([IV]) >

)
< Tg VTS,[N]M/ >
=1

Portanto, j*(75) = Us.
]

Assim, precisamos mostrar apenas mais alguns resultados técnicos sobre a classe de Thom
para finalmente podermos definir o isomorfismo de Thom.

Lema 5.4. s,([M]) = [Ny — 7s

Demonstracao.
Basta combinar o lema 5.3, a proposicao 5.3 e o lema A.3 da seguinte forma:

s«([M]) = [N]~ U,
= [N~ j"(7)
= J(IN)) ~ 7
= [N}M T

Proposicao 5.4. Para qualquer a € H,(N, N — M;Zs), temos:
sy 0s(a) =a ~ T

Demonstracao.

Primeiramente, sabemos pelo lema 5.1 que dado a € Hy(N,N — M;Zy) qualquer,
existe v € H*™ *(N;Z,) tal que a = [N]y — .

Deste modo, os lemas 5.2 e 5.4 nos garantem que:

scosi(a) = scos([Nly —~ x)
[M] ~ 5%(x))

I
V2)
*
—~~

|
==
=
)
o)
)
K

I
==
=
))
)
(
A

]

Teorema 5.4. O isomorfismo transfer sy : Hy(N, N — M;Zs) — Hy_n(M;Zsy) pode
ser decomposto da sequinte maneira:

1t Ho(N,N — M; Zy) —=> Hy_ (N Zy) —2— Hy_ (M Zs)

Demonstracao.
Dado a € Hi(N, N — M;Zs) qualquer e lembrando que po s = 1, entdo a proposigao
anterior nos garantird que:

psla ~7) = p.os.osifa)

= si(a)



5.3. CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY 80

Teorema 5.5. (Isomorfismo de Thom) Para qualquer inteiro k > 0, a seguinte
composicao serd um isomorfismo:

by + HY(M; Zo) —2—= HF(N; Zy) —== H¥"(N, N — M;Z,)

Demonstracao.
Primeiramente, note que para quaisquer a € Hy (N, N — M;Zs) e x € H¥(M;Zy),
temos que:

< ¢s(x),a > = p(x) — 15,0 >
= p(z),a ~ 15 >
= <x,p*(aATS) >
= <uzs(a) >

Deste modo, ¢, é o dual cohomolbgico de s, e, uma vez que s é um isomorfismo, entao

o teorema dos Coeficientes Universais garantird que ¢ serd um isomorfismo.
O

Definigao 5.8. Chamamos o isomorfismo ¢, : H¥(M;Zy) — H**™(N, N — M;Z,)
dado no teorema 5.5 de isomorfismo de Thom associado ao merqulho s : M™ — N?™,

5.3 Classes de Stiefel-Whitney

Construiremos nessa se¢do, de forma totalmente algébrica, as classes de Stiefel-Whitney de
mergulhos entre variedades homoldgicas e as classes de Stiefel-Whitney de variedades homol6-
gicas. Ainda, utilizando resultados técnicos obtidos por Fadell em [18], mostraremos algumas
semelhangas dessas construgdes com as classes de Stiefel-Whitney dos fibrados generalizados
normais de mergulhos local-flat e as classes de Stiefel-Whitney de variedades topoldgicas apre-
sentadas no capitulo 3.

Inicialmente, como podemos associar a cada mergulho topolégico entre variedades homol6-
gicas, sobre condicdes especificas, a sua classe e o seu isomorfismo de Thom, é possivel definir
as classes de Stiefel-Whitney desse mergulho de modo andlogo ao que foi feito para fibrados
vetoriais em ([41], Capitulo 4) e para fibrados generalizados no capitulo 3, da seguinte maneira:

Defini¢ao 5.9. (Classes de Stiefel-Whitney) Considere s : M™ — N*™ um mer-
gulho topoldgico entre ENR-variedades homologicas compactas e conexas de modo que M
seja um retrato de N. Denotando por 7, e ¢s a classe e o isomorfismo de Thom associ-
ados ao mergulho s, respectivamente, definimos a k—ésima classe de Stiefel-Whitney do

mergulho s por:
W (8) = ¢;" 0 Sq"(r.) € H*(M; Zy)

Ainda, chamamos W (s Zwk € H*(M;Zs) de classe de Stiefel-Whitney total
k>0
de s.

Devido as propriedades dos quadrados de Steenrod, o préximo resultado € andlogo ao teo-
rema 3.2.



5.3. CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY 81

Proposicao 5.5. Se s : M™ — N?™ ¢ um mergulho topoldgico entre ENR-variedades
homologicas compactas e conexas de modo que M seja um retmto de N, entao wo(s) =1

e wg(s) =0 para k > m. Em outras palavras, W(s) =1+ Zwk

Agora, como todo mergulho local-flat ¢ um mergulho topolégico e toda variedade topolo-
gica é uma ENR-variedade homoldgica, entdo obtemos o seguinte:

Teorema 5.6. Sejam s : M™ — S*™ um mergulho local-flat entre variedades topoldyi-
cas fechadas e conexas, de modo que M seja um retrato de S, e (N, Np) o seu R™—fibrado
generalizado normal. Denotando por W (N, No) e W(s) as classes de Stiefel-Whitney to-
tais dadas pelas definicoes 3.4 e 5.9, respectivamente, entio W (N, Ny) = W(s).

Demonstracao.

Inicialmente, lembremos que o R™—fibrado generalizado normal do mergulho local-flat
s: M — S éopar (N,Ny) = (N, Ny, q, M)* em que:

e Ny={wes : wit)e M &t=0}
o N=NyUJ{we St : w(t)=w(0)e M, Vtel}
e ¢: N — M édada por ¢(w) = w(0)

Sendo s : M — S um mergulho local-flat, denotemos por 7 € H™(N, Ny;Zs) e
¢ HE(M;Zy) — H*™(N, Ny; Zs) a classe e o isomorfismo de Thom, respectivamente,
de (N, Np), em que ¢(z) = ¢*(z) — 7.

Por outro lado, considerando s : M — S como um mergulho topolégico entre ENR-
variedades homolégicas compactas e conexas de modo que M seja um retrato de .S, consi-
deremos p : S — M tal retragao e denotemos por 7, € H™(S,S—M;Zs) a classe de Thom
e ¢s 1 H¥(M;Zy) — H*™(S,S — M;Zs,) o isomorfismo de Thom, ambos associados ao
mergulho s, em que ¢4(z) = p*(x) — 7s.

Agora, definindo € : (N, Ny) — (5,5 — M) por {(w) = w(l), entdo (|18, Teorema
7.5, p. 509) nos garantirda que £ induzird isomorfismo no ambito de Zs—modulos de
cohomologia singular de modo que £*(75) = 7.

Ainda, como N — Ny = {w € ST : w(t) = w(0

= € M, Vt € I}, entdo podemos
considerar a restri¢do {n_n, : (N — No) = (5 — (S

)
— M)) definida por:

g\N—No(w> = W(D
= w(0)
= q(w)

Assim, teremos que £* o ¢, = ¢. De fato:

Vk >0, Vo € HY(M;Zs), £ 0 ds(x) = & (p(2) — 7)

= ¢(z)

Deste modo, o seguinte diagrama sera, para qualquer inteiro £ > 0, comutativo:

4Nesse capitulo, a letra N ndo denotara uma variedade apenas na demonstracio do Teorema 5.6.
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H™(S,8 — M;Zs) —2% o HEY™(S, S — M; Z)
o5t

¢ & HY(M;Zs)

Sqk

H™(N, Ny; Zs) H*™(N, No; Zs)

Portanto, temos para todo £ > 0 que:

wip(N,No) = ¢~ o Sg¥(r)

¢! o Sqho&¥(ry)
¢~ o & 0 SqF(ry)
¢s_1 © qu(TS)

= wy(s)

]

Veja que, mesmo nao existindo uma nocao de fibrado tangente para variedades homoldgicas,
€ possivel definir as classes de Stiefel-Whitney de tais variedades da seguinte maneira:

Definigao 5.10. (Classes de Stiefel-Whitney) Seja M™ uma ENR-variedade ho-
mologica compacta e conexa. Como a aplicacao diagonal d : M — M x M é um mergulho
topologico e a projecao candnica py : M X M — M ¢ uma retracao de M x M em M,
entdao podemos definir a classe de Stiefel-Whitney total de M por W (M) = W(d).

Para que a construcdo das classes de Stiefel-Whitney de uma variedade homoldgica seja, de
fato, bem definida, devemos nos atentar ao seguinte ponto: como toda variedade topoldgica é
uma variedade homoldgica, entdo a construcio das classes de Stiefel-Whitney de uma variedade
topoldgica deve ser a mesma independentemente se utilizarmos a constru¢do dada por Fadell
para variedades topoldgicas como na definicdo 3.4 ou se utilizarmos nossa constru¢ao para
variedades generalizadas como na defini¢ao 5.10. Em outras palavras:

Teorema 5.7. Considere M™ uma variedade topoldgica fechada e conexa, (TM,1oM)
o seu R™—fibrado generalizado tangente e d : M — M x M a diagonal. Denotando por
W(rM,0M) e W(d) as classes de Stiefel-Whitney totais de M dadas pelas defini¢des 3.4
e 5.10, respectivamente, entao W (T M, 1oM) = W (d).

Demonstracao.

Lembrando que (tM,70M) = (T'M,ToM,p, M), em que p : TM — M é definida por
p(w) = w(0), e que a projecao candnica p; : M x M — M é uma retracao de M x M em
M, ou seja, p; od = 1, fixemos algumas notagoes.

Como M™ é uma variedade topologica com fibrado generalizado tangente (1M, 1oM),
denotemos por 7 € H™(TM,ToyM;Zs) e ¢ = H*(M;Zs) — H*™(TM,TyM;Zs) a classe
e o isomorfismo de Thom, respectivamente, de (7M,79M), em que ¢(x) = p*(z) — 7.

Por outro lado, considerando M™ como uma ENR-variedade homologica compacta e
conexa, denotemos A = d(M), 7y € H™(M x M, M x M — A;Zs) a classe de Thom
e ¢g : HY(M;Zy) — H*™(M x M, M x M — A;Zy) o isomorfismo de Thom, ambos
associados ao mergulho d, em que ¢4(z) = pi(x) — 74

Agora, devido a parte da demonstracao do Lema 4.4, sabemos que ao definir a aplicacao
v (TM, ToM) — (M x M,M x M — A) por ¢¥)(w) = (w(0),w(1)), entdo ¢ induzira
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isomorfismo no &mbito de Zs—modulos de cohomologia singular de modo que ¥*(7y4) = 7
e Yo dg=¢.

Deste modo, o seguinte diagrama sera, para qualquer inteiro £ > 0, comutativo:

H™(M x M, M x M — A: Zy) —2 o F¥m(M x M, M x M — A: Z,)
Kl
v* W H*(M; Zs)
d)_l
Sqk

H™(TM, TyM; Z,) H*™(TM, TyM; Z,)

Portanto, temos para todo £ > 0 que:

wp(TM,7oM) = ¢~" 0 Sq"(r)

¢~ o Sq¥ o ¥ (1y)
¢~ o p* 0 SqF(1y)
¢g ' 0 Sq"(1a)

= wi(d)

5.4 Foérmula de Wu para Variedades Generalizadas

Em ([7], Capitulo 6), Bredon apresentou uma demonstragdo alternativa para a férmula de
Wu para variedades suaves fechadas e conexas utilizando a aplicagao diagonal, as dualidades
de Poincaré e Poincaré-Lefschetz e algumas propriedades oriundas da existéncia do fibrado
vetorial tangente. Ao percebermos que Bredon utilizou propriedades algébricas referentes as
variedades suaves e aos fibrados vetoriais tangentes, tudo isso combinado com a aplicagdo di-
agonal, ficamos motivados a tentar fazer o mesmo para o contexto de variedades homoldgicas
utilizando a construcgao algébrica da classe e do isomorfismo de Thom dessas variedades obtidas
na secao 5.2.

ApOs algumas adaptacdes nos resultados apresentados por Bredon, demonstraremos nessa
secdo a formula de Wu para variedades homoldgicas sem necessariamente a existéncia de um
fibrado tangente para tais variedades, mas apenas utilizando suas dualidades.

Para tanto, vamos fixar durante toda essa se¢cdo M™ como sendo uma ENR-variedade ho-
moldgica compacta e conexa, d : M — M x M a aplicacdo diagonal e a projecdo candnica
p1: M x M — M como sendo uma retracdo de M x M em M, isto é, p; od = 1.

Fixando também uma base qualquer {b;}7_, de H*(M;Zy) e {b¥}’_, sua base dual, pode-
mos escrever a classe Uy € H™ (M x M;Zs) obtida no lema 5.3 da seguinte maneira:

Lema 5.5. U; = Z(bz x b¥)
i=1
Demonstracao.
Como {b;}7_, e {b7}_, sdo bases para H*(M;Z,), entdo {b; x bf};Fl serd uma
base para H*(M x M;Zs). Com isso, como U; € H*(M x M;Zsy), entdo para cada
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i,7 = 1,---,r, existe Gnico o, ; € Zy tal que:

Ud = Z OéiJ(bi X bf)

i,j=1

Antes de prosseguirmos com a demonstracao, perceba que devido a unicidade da base
dual como no teorema A.7, entdo {b7 x bj}ij—1 serd a base dual de {b; x b}%};’,j:l em
H*(M x M;Zs), uma vez que:

< (b x b)) — (bF x byr), [M x M] > = < (b; — bjy) x (bF — by), [M x M] >
< b= b [M] >< b — by, [M] >
B 1, i'=iej =j
N { 0, caso contrario
Deste modo, (b; x bf)# = bf X b; para quaisquer ¢,j =1,--- 7.
Agora, devido ao corolario A.1, sabemos também que:

Us=> (b x b]) < Uy — (b x b7 )#,[M x M] >

ij=1
Logo, o lema 5.3 nos garante que para quaisquer ¢, = 1,--- ,r temos:

aij = <Ug— (b x b])* [M x M] >
= <bF xb;,[Mx M| ~Uy; >

< bF x bj,d.([M]) >

< d*(b¥ x b)), [M] >

= <bf — b, [M] >

_ L, 1=
L0, A
Portanto, Uy = Z(bZ x b).
i=1

Lema 5.6. U;/[M]|=1¢€ H'(M;Z,) = Zy

Demonstracao.

Inicialmente, fixando o elemento basico (by) = H°(M;Z,) = Z,, entdo by = 1. Assim,
fica evidente que < b [M] >= 1. Em outras palavras, (b¥) = H™(M;Z,) = Zs.

Por outro lado, como b; ¢ H(M;Zsy) para i # 1, entdo é claro que b7 ¢ H™(M;Z,)
quando ¢ # 1.

Deste modo, segue do lema anterior que:
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Ua/[M] = (Z(bi X bf)) /[M]

i=1
>

= 5 [(ooxir) o]

=1
= ) b <bf [M]>
i=1

= b <b7 [M]>

— bl

=1
]

Agora, combinando os lemas 5.3 e 5.4 para o mergulho d : M — M x M e denotando
A = d(M), obtemos a seguinte relacdo:

(M x M| ~Uj=[Mx M|pn —~ 14
Isso nos induz o seguinte:
Lema 5.7. Para todo inteiro k > 0, temos a sequinte rela¢ao:
[M x M] ~ S¢*(Uy) = [M x M]a —~ Sq¢" (1)

Demonstracao.
Basta obervar que para qualquer k£ > 0, a proposi¢ao 5.3 e o lema A.3 nos garantem
que:

[M x M] ~ S¢*(Ua) = [M x M] ~ Sq*(j*(1a))
[M x M] ~ j*(Sq"(7a))
7*([M x M]) ~ Sq*(1a)
= [M x M]an —~ Sq*(74)

O

Deste modo, denotando por ¢4 : H*(M;Zy) — H*™(M x M, M x M — A; Zs) o isomor-
fismo de Thom associado ao mergulho d que é definido por ¢4(x) = pi(x) — 74 e lembrando
que wy,(M) = ¢;' 0S¢*(4), obtemos uma primeira relagio entre as classes de Stiefel-Whitney
de M com a classe U, da seguinte forma:

Lema 5.8. Para todo inteiro k > 0, temos a sequinte relacao:
d([M] ~ wi(M)) = [M x M] ~ Sq"(Ua)

Demonstracao.
Utilizando o lema 5.4 e o lema anterior e lembrando que p; o d = 1, temos para todo
k > 0 que:

d([M] ~wp(M)) = du([M] ~ d o pj(wg(M)))
d.([M]) ~ pi(wp(M))
= ([M x M]a — 14) — pi(wi(M))
[M x M]a —~ (14 — pi(wp(M)))
[ Ja —~ da(wi(M))
= [M X M]A ~ qu(Td)
[ ] ~ S¢"(Uy)
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Com isso, o lema a seguir nos mostra uma relacdo mais elegante entre as classes de Stiefel-
Whitney de M e a classe Uj.

Lema 5.9. Para qualquer inteiro k > 0, temos:
wy(M) = S¢"(Ua) /[M]

Demonstracao.
Lembrando que p; o d = 1 e utilizando o lema anterior com o item 2 do lema A.5,
obtemos para todo k > 0 que:

D (wi(M))

= [M] ~ (Sq"(Ua)/[M])
= Du(Sq*(Ua)/[M])
Com isso, como a dualidade de Poincaré D), ¢ um isomorfismo, concluimos que
wp(M) = Sq*(Ua) /[M].
m

Portanto, obtemos finalmente o:

Teorema 5.8. (Férmula de Wu) Dada M™ uma ENR-variedade homoldgica com-
pacta e conexa, entao:

W(M) = Sq(v(M))
Demonstracao.
Devemos provar, para todo inteiro k > 0, que wy(M) = Z Sq' (v;(M)).

i+j=k
Devido ao corolario A.1 e a propria definicao das classes de Wu, temos:

v (M) = z’": < v;(M) — b, [M] > by

= > <SP, [M] > b
=1

Deste modo, concluimos com o lema anterior e o lema 5.5 que:
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we(M) = Sq"(Ua)/[M]

e (i(bl . b;*)) i)

— 3" [set e x o]

=1

_ Z [( 3 (Sqi(bl) X qu(bl#)>> /[M]]

=1 i+j=k

- 3 S [(su < o) ]

— Z Z <S¢ (), [M] > Sq'(br)

i+j=k 1=1

= ) 3¢ (Z < S¢ (), [M] > bl>
i+j=k =1
= Z Sq'(v;(M))

]

Com isso, finalizamos esse capitulo com contribui¢des totalmente originais para a teoria das
classes caracteristicas de variedades generalizadas, que sdo, a grosso modo, espacos topoldgi-
cos sem nenhuma condi¢do geométrica e que possuem o mesmo comportamento homolégico
e cohomoldgico de variedades topoldgicas. Em particular, concluimos que o fato das dualida-
des de Poincaré e de Poincaré-Lefschetz também serem validas para o contexto de variedades
generalizadas foi primordial para todo o desenvolvimento desse capitulo.

Mesmo nao existindo uma nog¢ao de fibrado normal para mergulhos topolégicos entre varie-
dades generalizadas, construimos algebricamente a classe e o isomorfismo de Thom associados
a esses mergulhos. Consequentemente, definimos as classes de Stiefel-Whitney desses mergu-
lhos de forma andloga a defini¢do classica e a definicao apresentada no capitulo 3, utilizando os
quadrados de Steenrod, o isomorfismo e a classe de Thom.

Ainda, como todo mergulho local-flat entre variedades topoldgicas pode ser visto como um
mergulho topoldgico entre variedades generalizadas, mostramos que a defini¢cdo das classes
de Stiefel-Whitney do fibrado generalizado normal de um mergulho local-flat coincide com a
defini¢do dessas classes quando utilizada a construcao no contexto de variedades generalizadas.

Por outro lado, mesmo nao existindo uma nog¢ao de fibrado tangente para variedades genera-
lizadas, construimos a classe de Thom, o isomorfismo de Thom e as classes de Stiefel-Whitney
de uma variedade generalizada quando consideramos o caso particular do mergulho dado pela
aplicacdo diagonal dessa variedade. Também mostramos que a defini¢ao das classes de Stiefel-
Whitney do fibrado generalizado tangente de uma variedade topoldgica coincide com a defini-
cdo dessas classes quando olhamos para essa variedade como uma variedade generalizada.

Uma vez que Biasi, Daccach e Saeki definiram em [4] as classes de Stiefel-Whitney de vari-
edades generalizadas como sendo a propria formula de Wu e apresentaram diversos resultados
nesse contexto, ressaltamos a importancia da originalidade do capitulo 5 quando definimos as
classes de Stiefel-Whitney para variedades generalizadas de uma forma alternativa e provamos
a férmula de Wu para tais variedades.

Assim, encerramos esse trabalho com diversas contribuicdes para a teoria das classes carac-
teristicas, tanto de variedades topoldgicas, quanto de variedades generalizadas.
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Apéndice A

(Co)homologia Singular

Com o intuito de deixar este trabalho sucinto, mas ao mesmo tempo completo e autoexpli-
cativo, utilizaremos este apéndice como uma breve revisao de alguns conceitos ja conhecidos
da Topologia Algébrica.

Quando nos refirirmos, simultineamente, aos modulos de homologia e cohomologia sin-
gular, vamos escrever, por comodidade, apenas médulos de (co)homologia singular. Assim,
pediremos que o leitor j esteja familiarizado com os conceitos dessas teorias.

A.1 Principais Resultados

Utilizaremos esta secdo para enunciarmos resultados gerais sobre (co)homologia singular
que serdo lteis para o desenvolvimento deste trabalho e para um melhor entendimento das
construcgdes feitas nas se¢des seguintes deste apéndice.

Teorema A.1l. (Coeficientes Universais) Considere (X, A) um par de espagos to-
poldgicos qualquer. Assim:

1. (caso geral para homologia)' Se Hy(X, A;Z) for um mddulo livre* para todo
k>0 ou R for um mddulo livre, entao:

Hi(X,A:R) = Hy(X,A;Z) @ R, Yk > 0

2. (caso geral para cohomologia)® Se Hi (X, A;Z) for um mddulo livre para todo
k>0, entao:
H*(X,A;R) = Hom(Hy(X,A;Z); R), Yk >0

3. (caso particular)* Se F for um corpo, entio o produto de Kronecker garante que:

H*(X, A;F) = Hom(Hy(X, A;F);F), Yk >0

Para R = 7Z no caso 2 ou R = F no caso 3, o isomorfismo € dado pela relagcao
v € H¥X,A;R) — T(a) =< z,a >€ R.

'Pode ser encontrado em ([23], Corolario 3A.4, p. 264).
2Um modulo é chamado de livre se admitir uma base.
3Pode ser encontrado em ([23], Teorema 3.2, p. 195).
4Pode ser encontrado em ([23], p. 198).
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Teorema A.2. (Férmula de Kiinneth) Sejam X e Y espacos topoldgicos quaisquer
e R um dominio de ideais principais finitamente gerado. Deste modo:

1. (ecaso para cohomologia absoluta)® Se todos os R—mddulos de homologia sin-
gular de 'Y forem finitamente gerados, entao:

HYX xY;R)= P [H(X;R)® H(Y;R)], ¥k >0

it+j=k
2. (caso para homologia absoluta)®

Hy(X xY;R) = @) [Hi(X;R)® H;j(Y;R)], Yk >0
i+j=k

As provas dos casos gerais do teorema dos Coeficientes Universais podem ser encontradas
em ([44], Capitulo 5, Secdes 2 e 5).

J4 as provas das férmulas de Kiinneth podem ser encontradas, em suas versdes gerais para
pares, em ([44], Capitulo 5, Secdes 3 e 5).

Agora, vejamos resumidamente algumas propriedades sobre os produtos cap, cup, cross €
de Kronecker.

Lema A.1. Considere X, X', Y e Y’ espacos topoldgicos arbitrdrios, f : X — X'
eqg:Y =Y aplicagoes quaisquer, p1 : X XY = X epy : X XY — Y as projegoes
candnicas e d : X — X x X a diagonal. Se a € H(X;R), b€ H.(Y;R), v € H(X;R),
r1 € HY(X;R), 2o € H?(X;R), y € H/(Y;R), y1 € H*(Y;R), y» € H”2(Y;R),
a € Hy(X;R), 2 € H'(X";R), 2}, € H (X;R), vy € H2(X';R), v € HY(Y';R),
entao:

. 1w x=x=2-—1

2.0—wx2=0=2-—0

3. 11— 1x9=0 <= 11 =0 ouxy =0, quando R = Zs

4. a~1=a

5. 11 — my = (—1)klel(gy — 1)

6. (a ~x1) ~x9 =0~ (T3 — 1)

7. (z1 X 1) = (22 X y2) = (=D)WHl (g — ) X (41— 4a)
8. (axb) ~ (@ x ) = (~1)Hb-W(q ~ 2) x (b ~ y)

9. <T1— 29,04 >=<1T1,0 —~ Ty >

10. <z xy,axb>= (-1 <z 60> <y b>
11. pi(z) =z x L eps(y) =1 xy

12. © xy = pi(z) — pi(y)

>Pode ser encontrado em ([44], Teorema 1, p. 249).
6Pode ser encontrado em ([44], Teorema 10, p. 235).
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13. @1 — x9 = d*(x1 X x2)

14 fila —~ f*(@')) = fula) ~ 2

15. (fxg) (@' xy') = f*(2') x g"(¥)

16. f*(a} — ay) = [*(2)) — f*(a})

17. < f*(2'),a >=< 2, fi(a) >

18. < (f*) Y(a),d >=<z,(£.)"1) >, se f* e f. forem isomorfismos.

As propriedades do lema acima podem ser encontradas, em suas versoes gerais para pares,
em ([44], Capitulo 5).

Ainda, o item 16 do lema A.1 admite um caso particular quando envolvemos a aplicacao
inclusdo no seguinte sentido:

Lema A.2. Sejam (X, A) um par de espagos topoldgicos qualquer e j : X — (X, A)
a inclusio candnica. Entio, obtemos para quaisquer v; € H"(X; R) e 1y € H?(X, A; R)
que:
J (21— @2) = 21— j(22)

A prova do lema acima também pode ser encontrada em ([44], Capitulo 5).
Dito isso, o item 14 do lema A.1 admite o seguinte caso particular:

Lema A.3. Sejam (X, A) um par de espagos topoldgicos qualquer e j : X — (X, A) a
inclusio canonica. Entdo, obtemos para quaisquer v € H"(X, A;R) e a € Hy,(X; R) que:

jula) ~ax=a~j'(z)

Demonstracao.
Basta observar que, para qualquer y € H2~(X; R), temos:

Assim, o teorema dos Coeficientes Universais garante que j.(a) ~x = a —~ j*(z).
]

Agora, também devido ao teorema dos Coeficientes Universais, o proximo resultado € uma
consequéncia direta de ([27], Teorema 4.11, p. 204):

Proposicao A.1. Considere R = 7Z ou R = F um corpo qualquer e (X, A) um par
de espagos topoldgicos quaisquer de modo que Hp(X, A; R) é um R—mddulo finitamente
gerado para todo k > 0. Entdo, para quaisquer k >0, « € R e a € Hi(X, A; R) de modo
que a # 0, existe um vnico v € H*(X, A; R) tal que x # 0 e < 1,a >= Q.

Prosseguindo, construiremos o anel de cohomologia de um par (X, A).
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Defini¢do A.1. (Anel de Cohomologia) Chamaremos (H*(X, A; R),+,—) de anel
de cohomologia do par (X, A) com coeficientes em R o conjunto formado pelas sequintes
séries infinitas formais:

H*(X,A;R)={x =29 +x, +22+... : 2, € H*(X,A;R), Yk > 0}

Ainda, sendo x =xo+x1+ 22+ ..,y =yo+y1 +y2 + ... € H(X, A; R), as operagoes
que definem esse anel sao dadas por:

1. x+y=20+21+ 20+ ..., em que 2 = T + Yi, para todo k > 0

2. x~y=20+ 2 +2+.., emquez, = Z x; — Yj, para todo k >0
it+j=k

Como o produto cup é uma operagido comutativa quando R = Z,, entdo H*(X, A; Z,) serd
um anel comutativo com elemento identidade 1 + 0+ 0+ ... € H*(X, A; Z,).

Teorema A.3. As unidades do anel H*(X, A; Zs) sao elementos da sequinte forma:
Z':$0+.Z‘1—|—$2—|—.‘.€H*(X,A;ZQ) . .730:1
Ainda, o inverso de uma unidade v =1+ 1 + 22 + ... € 0 sequinte elemento:

st =1+a gyt o, emoque 1t = Z x; va:j_l, Vk > 1
A prova do teorema acima pode ser encontrada em ([2], Lema 6.1, p. 53).
Neste momento, vejamos quando um espaco topoldgico possui todos os seus médulos de
(co)homologia singular finitamente gerados e sobre quais condi¢cdes podemos definir a caracte-
ristica de Euler de um espago topoldgico arbitrério.

Proposicao A.2. Todos os modulos de homologia singular de um espaco compacto e
ENR" sao finitamente gerados.

A prova da proposi¢do acima pode ser encontrada em ([23], Corolario A.8, p. 527). Como
consequéncia particular, todos os médulos de homologia singular de uma variedade topoldgica
compacta sdo livres, uma vez que toda variedade topolégica ¢ um ENR e todo médulo finita-
mente gerado € livre. Ainda, devido ao teorema dos Coeficientes Universais, todo médulo de
cohomologia singular de uma variedade topoldgica compacta € livre.

Definigdo A.2. (Caracteristica de Euler) Seja X um espaco topoldgico tal que
exista um inteiro n > 0 de modo que Hy(X;Z) = 0 para k > n e Hi(X;Z) seja um
Z—mddulo finitamente gerado para todo 0 < k < n. Assim, a caracteristica de Euler de
X € dada pela sequinte soma alternada:

n

X(X) =) (=1)*rank(Hy(X;Z))

k=0

"Um ENR ¢é um espaco topolégico que é um retrato de uma vizinhanca Euclidiana, isto é, pode
ser mergulhado em algum espaco Euclidiano como retrato de alguma vizinhanga desse mesmo espago
Euclidiano. Mais detalhes sobre esses espagos podem ser encontrados em ([17], Capitulo 4, Se¢io 8).
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Devido ao teorema dos Coeficientes Universais, a caracteristica de Euler de um espago X
nas condi¢des da defini¢do acima pode ser calculado utilizando médulos de homologia singular
com coeficientes num corpo qualquer [F da seguinte maneira:

n

X(X) = (=1)fdim(Hy(X; F))

k=0

Para encerrarmos esta secdo, fagcamos algumas consideragdes sobre o espago projetivo real
infinito RP*°, o qual sera qtil para calcularmos as classes de Stiefel-Whitney dos espacos pro-
jetivos reais utilizando a versdo topoldgica da férmula de Wu.

Denotando por RP* o k—espago projetivo real, podemos definir o espaco projetivo real
infinito R P> como sendo o limite direto da seguinte sequéncia:

RP'CRP'C---CRP"C---
Em outras palavras, temos que RP* = U RP* é um espaco topolégico munido da se-
k>0
guinte topologia:

"U é um aberto de RP™ se, e somente se, U N RP* é um aberto de RP*, para todo & > 0".

Deste modo, podemos enunciar o seguinte:

Lema A.4. A inclusdo canédnica i : RP" — RP* induz, para todo 0 < k < n, um
isomorfismo i* : HY(RP>; Zy) — H¥(RP"; Zs).

Demonstracao.

Primeiramente, recordemos que RP"™! é um CW-complexo com uma célula aberta
em cada dimensdo, sendo RP* seu k—esqueleto.

Agora, considere ¢, a célula aberta (n + 1)—dimensional de RP"™ e fixe x € e,,1.
Assim, RP"™ — {x} ser4 um retrato por deformagao de RP™.

Por outro lado, considerando, a menos de homeomorfismo, € D"*! C e,,1, entao
U = RP" ! — D" ser4 um subespaco aberto de RP"*! tal que:

U C int(RP"™ — {z}) = RP"! — {2}

Assim, S” = 9D"! serd um retrato por deformagao de (RP"!'—{z})—-U = D" "' —{x}
e também obteremos a seguinte excisao:

(RP™ — U, (RP" — {2}) = U) — (RP"  RP"™ — {z})
Deste modo, temos os seguintes isomorfismos:
HFRPYWIL RPY Zy) & HFRP RP™ — {2};7Z,)
>~ HFYRP™ — U, (RP" ! — {2}) — U;Zy)

=~ HND", S 2,)

I

Zy , k=n4+1
0 ,k#n+1
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Em particular, H*(RP"*1 RP"; Zy) = 0 para 0 < k < n. Com isso, fixemos até o fim
desta demonstracao que 0 < k < n.

Agora, provemos, por inducao sobre t > 2, que H*(RP"* RP";Z,) = 0.

Para tanto, considere, inicialmente, a sequéncia exata longa de cohomologia da terna®
(RP"T2 RP™ RP™):

oo — HE(RP™2 RP™ Y Zy) — HF(RP™2 RP™; Zy) — H¥(RP" RP™, Zy) — -

Uma vez que H¥(RP" ™2 RP"" Zy) = 0 = H¥(RP"™,RP";Z,), entdo a exatidao da
sequéncia acima nos garante que H*(RP" 2 RP";7Z,) = 0.

Assim, supondo H¥(RP"to RP"; Z,) = 0 para algum ¢, > 2, obtemos, analogamente
ao caso t = 2, que HF(RP™+o+1) RP": 7,) = 0, bastando utilizar a sequéncia exata longa
de cohomologia da terna (RP"(to+h) Rprtto RP7),

Deste modo, concluimos que H*(RP" RP";Z,) = 0 para qualquer ¢ > 0. Com isso:

H*(RP> RP", Zy) = lim H*(RP" RP";Zy) =0
_>

Por fim, considere a sequéncia exata longa de cohomologia do par (RP>*, RP™):

HE(RP> RP"; Zs) HM(RP>; Zy) i* HY(RP™; Zs)
Como H¥(RP>,RP";Z;) = 0 e H¥(RP>®;Zy) = 7y = H*(RP™; Zy), entdo i* serd um
monomorfismo entre moédulos de mesma dimensao, ou seja, i* serd um isomorfismo.

[]

A.2 Produto Slant

Nesta secao, iremos definir um produto especifico entre médulos de (co)homologia singular
que serd fundamental na prova da féormula de Wu para variedades topoldgicas e homoldgicas.

Este produto, o qual chamaremos mais adiante de produto slant, é definido para espagos
topoldgicos arbitrérios, utilizando médulos de (co)homologia singular com coeficientes num
anel arbitrario comutativo e com unidade e também ¢é usado na prova da férmula de Wu para
variedades suaves, como visto em ([41], Capitulo 11).

Para o nosso contexto, considere R = Z ou R = Zs, X e Y espagos topoldgicos quaisquer
com Hy(Y'; R) finitamente gerado para todo k& > 0, e inteiros 7, j > 0. Assim, defina o seguinte
homomorfismo envolvendo R—mddulos de (co)homologia singular:

H'(X;R)® H'(Y;R)® H;(Y; R) — H'(X; R)

TRYRb—=><y,b>x

Agora, a formula de Kiinneth garante que H*(X xY; R) = H*(X; R)® H*(Y; R) e sendo
H*(X xY; R) um anel gerado por elementos da forma x x y, entdo fica bem definido o seguinte
homomorfismo: - '

H"™(X xY;R)® H;(Y;R) = H'(X;R)
(xxy) @b (x xy)/b=<y,b>z

Assim, temos a seguinte:

8Para mais detalhes sobre sequéncia exata longa de cohmologia de uma terna, ver (23], p. 200).
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Definicao A.3. (Produto Slant) Chamaremos de produto slant o homomorfismo
H™ (X xY;R)® H;(Y; R) — H'(X; R) que associa z @b+ z/b.

Finalizaremos esta se¢cdo com duas propriedades particulares do produto slant. Para mais
detalhes sobre esta operagcdo, em sua forma mais geral, sugerimos ao leitor ver ([44], Capitulo
6, Secdo 1).

Lema A.5. Sejam * x 1 € H(X x Y;R), z € H™(X x Y;R), a € Hy(X;R),
be Hi(Y;R) ep1 : X XY — X a projecio canonica. Entao, temos as relagoes:

1. [(x x 1) — z]/b=2 — (2/b)

2. (p)((axb) ~2) = a~ (2/b)

A.3 Quadrados de Steenrod

Os quadrados de Steenrod sdo operacOes cohomoldgicas de grande importancia para o de-
senvolvimento deste trabalho, pois sdo indispensdveis para definir as classes de Stiefel-Whitney
de fibrados vetoriais, generalizados e de variedades homoldgicas. Ainda, a férmula de Wu re-
laciona, através desses quadrados de Steenrod, as classes de Stiefel-Whitney e de Wu de uma
variedade suave, topoldgica e homoldgica.

Aqui, iremos enunciar apenas as propriedades bdsicas dessas operacdes. Para mais detalhes
sobre os quadrados de Steenrod, sugerimos o leitor ver ([44], Capitulo 5, Secao 9).

Dados (X, A) um par de espagos topoldgicos e inteiros m, k > 0, os quadrados de Steenrod
sdo operagdes cohomologicas aditivas Sq¢* : H™(X, A; Zy) — H™*(X, A; Z) que satisfazem
as seguintes propriedades:

1. sex € H"(X, A;Zs) ey € H"(X, A;Z5), entdo a férmula de Cartan é valida, isto é:
Sq* (@ —y) = Y S¢'(x) — 5S¢ (y)
itj=k
2. sex € H™(X, A; Zs), entdo:

(@ S¢(z) ==
(b) S¢™(x) =z — x
(c) Sq"(x) =0, parak >m

3. se f:(X,A) — (Y, B) é uma aplicagdo de pares, entdo S¢* o f* = f* 0 Sq¢*, ou seja, 0
seguinte diagrama € comutativo:

*

H™(Y, B: Z) H™(X, A; Zs)

Sqk Sqk

f*

Herk(Yy B; ZQ) Hm%(X: A; Zz)
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Ainda, se f : (X, A) — (Y, B) for uma aplicagdo que induz isomorfismo no dmbito de
Z,—mbdulos de cohomologia singular, entdo fica evidente devido a propriedade acima que:

Sq" o (f) = (f) "o S¢"

Por outro lado, dado = € H™(X, A;Z,), podemos definir a operacdo quadrado total da
seguinte maneira:
Sq(z) =z + S¢* (x) + S¢*(x) + ... + Sq™(x)
Deste modo, a formula de Cartan pode ser reescrita, para quaisquer x € H™(X, A;Z,) e
y € H"(X, A; Z3), como:
Sq(z —y) = Sq(x) — Sq(y)

Finalizando esta se¢do, dados x € H™(X,A;Zy) ey € H"(Y, B;Z,), podemos obter,
utilizando o produto cross e a féormula de Cartan, as seguintes relacoes:

Sq*(wxy) = > Sq'(x) x Sq*(y)
itj=k

Sq(x x y) = Sq(z) x Sq(y)
A.4 Classes de R—orientacao e Dualidades

Nesta secdo, definiremos a no¢do de R—orientabilidade de uma variedade topoldgica e
enunciaremos alguns resultados neste contexto. Feito isso, enunciaremos os resultados mais
importantes envolvendo variedades topoldgicas no ambito de (co)homologia singular, que sao
as chamadas dualidades.

Para uma leitura mais detalhada sobre orientacdes e as dualidades aqui citadas, sugerimos
([23], Capitulo 3, Secdo 3.3).

Definigao A.4. (Orientagao Local) Considere M™ uma variedade topoldgica. En-
tao:

1. Uma R—orientacao local de M em b € M ¢ a escolha de um gerador do R—maodulo
H., (M, M —{b}; R) = R, o qual denotaremos por ([M],) = Hpn(M, M — {b}; R);

2. Uma R—orientacao local de M ao longo de um subespaco U C M € um elemento
(Ml € Hn(M,M —U; R) tal que ((j;)([M]v)) = Ha(M, M — {b}; R) para todo
be U, emque j¥ : (M, M —U) — (M,M — {b}) é a inclusdo canénica.

Os elementos [M], e [M|y sao chamados de classes de R—orientagao local de M em
be M e ao longo de U, respectivamente.

Defini¢ao A.5. (Orientacao Global) Dizemos que uma variedade topoldgica M™ é
R—orientdvel se existir uma cobertura aberta U de M tal que:

1. se Up, Uy €U e b€ U;NUj, entdo (7).((M]u,) = (y ")« ([M]u,);
2. para todo U € U e b € U, temos [M], = (51 )([M]v)

Feitas as definicdes de orientagcdes locais e globais, vejamos a seguinte:
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Proposicao A.3. Seja M™ ¢ uma variedade topoligica R—orientdvel. Deste modo:

1. Se M ¢ conezxa e fechada, entio a inclusao j}M = j, : M — (M, M — {b}) € tal que
(J0)s : Hpn(M; R) — H,,(M, M — {b}; R) é um isomorfismo para todo b € M;

2. Para cada compacto K C M, existe uma unica classe de R—orientacao local de M
ao longo de K, [M|x € H,(M,M — K; R), tal que (j*).([M]x) = [M], para todo
be K.

Definicao A.6. Seja M™ uma variedade topologica coneza, fechada e R—orientdvel.
Chamamos de classe de R—orientagdo global o gerador denotado por ([M]) = H,,,(M; R)
que € tal que (jp)«([M]) = [M], para todo b € M.

E conhecido na literatura que toda variedade topolégica M™ é Z,—orientdvel. Assim, se
M é fechada e conexa, suas classes de Zy—orientagdo (tanto local, quanto global) sdo os unicos
geradores ([M]) = H,,(M;Zs) = Zy = H,, (M, M —{b}; Zs) = ([M],) tais que (jp)«([M]) =
[M], paratodo b € M.

Lema A.6. Se M™ e N" sdo duas variedades topoldgicas fechadas e conexas, entdo
suas classes de Zo—orientacao globais sao tais que:

[M x N] = [M] x [N]

Demonstracao.
Primeiramente, segue da formula de Kiinneth que:

H™™(M x NiZp) = H™(M;Zy) @ H"(N; Zs)

Por outro lado, como H™(M;Zs) e H"(N;Zs) sao modulos gerados unicamente pelas
classes de Zy—orientagao globais [M] e [N], respectivamente, segue de (|27], Corolario
5.12, p. 215) que H™(M;Zy) ® H"(N;Zs) sera gerado unicamente por [M] ® [V].

Como o isomorfismo da formula de Kiinneth é dado pelo produto cross, a classe de
Zs—orientagao global da variedade produto M x N sera o produto [M] x [N].

O]

Antes de enunciarmos as dualidades que utilizaremos nesse trabalho, vejamos uma forma
alternativa de vizualizar o produto cap no contexto de variedades topoldgicas.

Para tanto, considere M™ uma variedade topoldgica e um subespaco K C compacto e
ENR. Como visto em ([17], Capitulo 8, Secdo 7), podemos considerar o produto cap como um
homomorfismo entre os seguintes —moddulos de (co)homologia singular:

~: H;(M,M — K;R)® H'(K;R) = H, j(M,M — K; R)
Com isso, podemos enunciar 0s seguintes:

Teorema A.4. (Dualidade de Poincaré-Lefschetz) Seja M™ uma variedade topo-
logica R—orientdvel e K C M um subespaco compacto e ENR. Entao, o homomorfismo
Dy : HY(K;R) — H,, (M, M — K; R) dado por Dy x(z) = [M]x —~ z é um isomor-
fismo para todo k > 0.

Teorema A.5. (Dualidade de Poincaré) Se M™ ¢é uma variedade topoldgica com-
pacta R—orientdvel, entio o homomorfismo Dy : H*(M; R) — H,,_x(M;R) dado por
Dy (z) = [M] ~ x € um isomorfismo para todo k > 0.
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Encerrando esta secdo, vejamos algumas consequéncias da dualidade de Poincaré.

Teorema A.6. Considere M™ uma variedade topologica compacta e R—orientdvel,
com R =7 ou R = TF um corpo qualquer. FEntao, para todo k > 0, o homomorfismo
HY(M;R) — Hom(H™ *(M;R); R) que associa © + 2'(y) =< x — y,[M] > é um
1somorfismo .

Demonstracao.

Compondo diretamente o teorema dos Coeficientes Universais e a dualidade de Poin-
caré associada a variedade topolégica M™, obtemos, para todo k > 0, o seguinte isomor-
fismo:

H*(M; R) — Hom(Hy(M; R); R) — Hom(H™ *(M; R); R)
THT=T
em que T € Hom(H(M;R);R) e T € Hom(H™ *(M; R); R) sao definidos, respectiva-
mente, por T(a) =< z,a > e z(y) = T([M] ~ y).
Deste modo, o isomorfismo H*(M;R) — Hom(H™ *(M;R); R) é dado, para todo
k > 0, pela seguinte associacao:

r—2(y) = T([M] ~y)

= <z, M ~y>

]

Teorema A.7. (Base Dual) Considere M™ uma variedade topoldgica compacta e
R—orientdvel, com R =7 ou R =TF um corpo qualquer. Entdo, para cada base {b;}!_, de
H*(M; R), existe uma tinica base correspondente {b7 }/_, também de H*(M; R), chamada
de base dual, satisfazendo a sequinte tdentidade:

1, 1=

< b — b7, [M] > {072.7&].

Demonstracao.
Pelo teorema anterior, a correspondéncia H*¥(M;R) — Hom(H™ *(M;R); R) que
associa b < b— _ [M]>: H"*(M;R) — R ¢ um isomorfismo para todo k > 0.
Agora, fixado k > 0 arbitrario, lembremos que sendo H™ *(M; R) um R—moédulo
finitamente gerado, digamos que pela base {bf}é-zl, entdao ([27], Teorema 4.11, p. 204)
garante que Hom(H™ *(M; R); R) também serd um R—modulo finitamente gerado pelos
homomorfismos h; : H™"*(M; R) — R definidos, para todo i = 1,--- 1, por:

1, 1=
#N ) J
m@)‘{ai¢j

Deste modo, para cada elemento bésico b € H*(M; R), existe um tnico elemento
basico b¥ € H™ *(M; R) tal que < b — b [M] >= 1.
O



A5, CLASSES DE WU 101

Corolario A.1. Considere M™ uma variedade topoldgica compacta e R—orientdvel,
com R =7 ou R =TF um corpo qualquer. Sendo {b;}_, wma base de H*(M; R) e {b*}7_,
sua base dual, entio todo x € H*(M; R) se escreve da seguinte maneira:

r=Y <z b, [M>b
=1

Demonstracao.
Sendo {b;};_, uma base de H*(M; R), entdao para cada x € H*(M; R) existem tnicos
T

ag, -+, 0 € R tais que x = Z a;b;. Assim, para cada bf € {b#}gzl, temos que:
i=1

<$vb}¢,[M] >= < (Z@%) \—’b}%a[M] >

A.5 Classes de Wu

Agora, veremos como construir as chamadas classes de Wu de uma variedade topoldgica
fechada. A construgdo de tais classes depende unicamente do teorema dos Coeficientes Univer-
sais e da dualidade de Poincaré.

Para tanto, considere uma variedade topoldgica fechada e conexa M™, um inteiro k£ > 0 ar-
bitrério e os quadrados de Steenrod S¢* : H™*(M;Z,) — H™(M;Z,). Assim, ao tomarmos
o homomorfismo em Hom(H™ *(M;Zs,);Z,) que associa x < Sq*(x),[M] >, obteremos
por meio do teorema A.6 que existe uma tnica classe de cohomologia vy (M) € H*(M;Z,) tal
que:

< vp(M) — z,[M] >=< Sq¢"(z),[M] >, Vo € H™ *(M;Zy)

Definigao A.7. (Classe de Wu) Dada uma variedade topoldgica fechada e conezxa
M™ e um inteiro k > 0, chamamos de k—ésima classe de Wu da variedade M a classe
(M) € H*(M;Zy) caracterizada unicamente pela sequinte relagdo:

< (M) — z,[M] >=< S¢*(z), [M] >, Vo € H™ *(M;Z,)

Ainda, chamamos v(M) = ka(]\/[) € H*(M;Zsy) de classe de Wu total de M.
k=0

Devido a unicidade das classes de Wu, obtemos, em particular, que vo(M) =1 € H 0(M i Zo),
pois para todo x € H™(M;Zs), temos:
< 8¢°(x), [M] >=< z,[M] >=< 1 — x,[M] >

Como exemplo, calculemos a classe de Wu total do espaco projetivo real RP":

n

Exemplo A.1. Sendo H'(RP™;Z,) = (a), entio v(RP") = Z (n ; k) o
k=0



A5, CLASSES DE WU 102

Demonstracao.

Inicialmente, mostremos, por indugao sobre i > 0, que S¢*(a’) = (;) a’t* para qualquer
i

k > 0. Para tanto, fixemos que (k) =0 quando i < k ou k < 0.
Assim, para ¢ = 0, temos:

Sq*(a®) = Sq*(1)

= ("

Agora, supondo S¢*(a’) = (})a™** para todo k > 0, note que:

S¢*(a™!) = Sq*(a’ — a)

= [S¢"(a") = S¢°(@)] + [Sq"(a') — Sq'(a)]
= [(Ja™" —a] +[( e — a’]

= [()+ (L)) e
(ZZI) q+D+k

Deste modo, S¢¥(a’) = (;)a’™* para quaisquer i,k > 0. Por fim, mostremos que
vp(RP™) = (";k) a® para todo 0 < k < n. Para tanto, basta verificar que:

—k
< (" N )ak — 1, [RP"] >=< S¢"(x),[RP"] >, Vo € H" *(RP"; Zy)

Como H" *(RP™ Zy) = (a" %) = {0,a" "}, entdo basta verificar a igualdade acima
para = a" %, pois para = 0 o resultado é imediato. Assim:
< (" Fab —anE [RPY > = < (M F)a" >

k

= <S¢ (a" k), [RP"] >
(")
k=0

Lema A.7. Dadas duas variedades fechadas e conexas M™ e N™, entao v(M x N) =
v(M) x v(N).

Portanto, v(RP™)

]

Demonstracao.
Inicialmente, denotemos a k—ésima classe de Wu da classe total v(M) x v(N) por:

(M) x o(N)]x = D [i(M) x v;(N)]

i+j=k
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Para que v (M x N) = [v(M) x v(N)]x, basta mostrar a seguinte relagao:
< [(M) x v(N)]g — z,[M x N] >=< Sq"(2),[M x N| >, ¥z € H"™ *(M x N;Z)
Por outro lado, a formula de Kiinneth garante que:

H™ " E(M % N; Z) = EB [H™ 7 (M;Zs) @ H"™*(N; Zs)]

r+s=k

Deste modo, ¢é suficiente mostrar a igualdade anterior para um gerador arbitrario
z=xxy € H""*M x N;Zy), em que x € H" " (M;Zs) e y € H"*(N;Z), com
r+s=k. Assim:

< [o(M) x v(N)]x — z,[M x N] > =

= < (Z v; (M) x vj(N)) — (z xy),[M x N|] >
i+j=k
= < [(vi(M) — ) x (v;(N) —y)],[M x N] >
i+j=k
Note que, ao considerarmos i + j = k =r + s, com ¢ > r ou j > s, concluiremos que
v;(M) — x € H" " (M;Zs) = 0 ou vj(N) — y € H"*T(N;Zy) = 0, e assim:

= < (v(M) — ) x (vs(N) — y),[M x N] >
= < (UT(M) vx) X (U5<N) vy),[M] X [N] >
= <v.(M)—x,[M] ><vs(N) — vy, [N] >

= < 5¢"(z),[M] >< Sq¢*(y), [N] >

= < 8q"(z) x S¢*(y), [M] x [N] >

= <S¢ (x) x S¢*(y),[M x N| >

Novamente, se considerarmos ¢ +j =k =r + s, com ¢ > r ou j > s, obteremos que
Sq'(x) € H™"(M;Zs) = 0 ou S¢?(y) € H"**I(N;Zy) = 0, e consequentemente:

< [w(M) x v(N)|g — z,[M x N| >= <8¢ (z) X Sq¢*(y), [M x NJ| >
= < Y Sqi(x) x S¢(y),[M x N] >

i+j=k
= <S¢z xy),[M x N|] >
= < S8¢°(2),[M x N] >

Portanto, concluimos que v(M x N) =v(M) x v(N).
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