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Resumo

FRANCA. G. H. Estudo da correlacao de fotons e controle optico a partir do fenomeno
da transparéncia eletromagneticamente induzida em cavidades para um dtomo de trés
niveis. 2022. Trabalho de Conclusdo de Graduagao (Licenciatura em Fisica) — Universidade

Federal de Sao Carlos, campus Sorocaba, Sorocaba, 2022.

A habilidade de produzir e controlar fétons individuais é hoje um dos fatores mais impor-
tantes na evolucao tecnologica através da éptica quantica. Neste trabalho, apresentamos
um estudo teodrico sobre o fendomeno de transparéncia eletromagneticamente induzida
(EIT-Electromagnetically Induced Transparency) combinado com eletrodindmica quantica
de cavidades (CEIT) para explorar o controle das flutuagoes quénticas e estatistica de
fétons de um feixe de luz. Para isso consideramos um sistema composto por um tnico
atomo de trés niveis em configuracao A acoplado fortemente a um tinico modo do campo
quantico de uma cavidade éptica. As autoenergias e autoestados do sistema foram calcu-
lados analiticamente através da diagonalizacao do hamiltoniano de interagao segundo o
modelo de Jaynes-Cummings. Utilizando o formalismo da equagdao mestra para sistemas
quanticos abertos obtemos a evolucao temporal do valor esperado dos operadores atémicos
e do campo da cavidade, o que nos permitiu calcular numericamente as propriedades do
sistema no estado estaciondrio, como o seu espectro de transmissao, utilizando diferentes
parametros. Para a andlise da estatistica de fétons e do estabelecimento dos requeri-
mentos basicos para a determinacdo da quanticidade da luz transmitida pela cavidade,
nés consideramos o célculo numérico da fungdo de correlaciao de segunda ordem g (0).
Além do controle da estatistica de fétons de sub-Poissoniana para super-Poissoniana,
utilizando um pardmetro externo ao sistema dado pela frequéncia de Rabi de um campo
classico de controle, foi possivel observar a geragao de luz quantica no sistema CEIT como
consequéncia do fendmeno de bloqueio de fotons para um e dois fétons. O controle quantico
observado pode contribuir de maneira significativa para a implementacao de fontes de
fotons individuais ou fortemente correlacionados ou ainda dispositivos que possam atenuar

ou amplificar as flutuagdes do campo.

Palavras-chave: Transparéncia eletromagneticamente induzida. Eletrodinamica quantica

de cavidades. Modelo de Jaynes-Cummings. Bloqueio de f6tons. Estatistica de fétons.



Abstract

FRANCA. G. H. Study of photon correlation and optical control using cavity electromag-
netically induced transparency for a single three-level atom. 2022. Graduation Final Work

(Degree in Physics) — Federal University of Sdo Carlos, campus Sorocaba, Sorocaba, 2022.

The ability to produce and control single photons is one of the outstanding goals of
quantum optics to pave the way towards the implementation of quantum devices. In this
work, we present a theoretical study on the phenomenon of electromagnetically induced
transparency combined with cavity quantum electrodynamics (CEIT) to explore the
control of quantum fluctuations and photon statistics of a light beam. For this purpose, we
consider a system composed of a single three-level atom in A configuration strongly coupled
to a single quantum mode of an optical cavity. The dressed states of the system and its
respective energy eigenvalues were analytically calculated through the diagonalization of
the interaction hamiltonian according to the Jaynes-Cummings model. Using the formalism
of the master equation for open quantum systems, we obtain the temporal evolution of the
expected value of the atomic and cavity field operators, which allowed us to numerically
calculate the properties of the system in the steady state, such as the transmission spectrum
of the system, using different parameters. The photon statistics and the quantumness
of the light emitted from the cavity were featured by calculating the equal-time second-
order intensity correlation function ¢ (0). Additionally to the photon statistics control,
which can be optically tuned via the control field intensity, with ¢(®(0) varying from
sub-Poissonian to super-Poisonian behavior, the correlation function shows two well defined
sub-Poissonian regions, resulting from a single-photon and a two-photon blockade. The
achievable quantum control can significantly contribute to the implementation of individual
or strongly correlated photon sources or devices which attenuates or amplifies the relative

intensity noise of a light beam.

Keywords: Electromagnetically induced transparency. Cavity quantum electrodynamics.

Jaynes-Cummings model. Photon blockade. Photon statistics.
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1 Introducao

Desde a proposta da quantizacao da radiacao conduzida por Max Planck em 1900
até o atual desenvolvimento de tecnologias quanticas, o interesse na compreensao do
comportamento da luz e a sua interagao com a matéria tem sido fundamental para o
progresso no campo da mecanica quantica. As leis que regem a fisica no nivel de particulas
individuais de radiacdo e matéria vém sendo aplicadas de forma satisfatéria em um amplo
espectro de sistemas, fornecendo previsoes e explica¢Oes essenciais para a compreensao
de fendmenos fisicos que nao sao intuitivos do ponto de vista macroscopico, tais como a
dualidade onda particula, o conceito de emaranhamento e a natureza probabilistica na

medigao de propriedades fisicas (ZUBAIRY, 2020).

A éptica quantica é uma area da Fisica formada pela juncao da teoria quantica de
campos com a oOptica, tendo como principal objeto de pesquisa a aplicacao da mecanica
quantica aos fendmenos que envolvem a luz e como esta interage com a matéria em seu
nivel mais fundamental. Do ponto de vista tedrico, a dptica quantica fornece um conjunto
de questoes primordiais que atingem diretamente os fundamentos da fisica quantica
e da filosofia, tais como o conceito de complementaridade e superposicao de estados
quanticos. Experimentalmente, esta area tem contribuido significativamente para o avanco
tanto da ciéncia quanto da tecnologia. Como exemplo, podemos citar o desenvolvimento
do laser gerado a partir de apenas um dtomo (AN; FELD, 1997) ou a producao de
laser sem inversao de populacio (MOMPART; CORBALAN, 2000). Tais avangos tém
sido essenciais para o estabelecimento de protocolos para o desenvolvimento de novas
tecnologias relacionadas principalmente a interacao radiagdo-matéria, sendo promissores
para a expansao das potencialidades dos atuais computadores e avangar nos estudos do

processamento e transmissao de informagao quéantica (SCULLY; ZUBAIRY, 1997).

A outra area da Fisica que é dominante para a descricao da interacao entre luz e
matéria é a Eletrodinamica Quantica, QED, do inglés Quantum Electrodynamics. Nesta,
tanto a matéria quanto a radiagdo sao consideradas em uma abordagem puramente
quantica, de maneira que processos e interacoes sao descritos em termos de quanta de luz,
conhecidos como fétons. Desde a década de 1950 varias explicacoes e predigoes tedricas

precisas tem sido realizadas para diversos fenomenos, as quais vem sendo confirmadas
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experimentalmente ao longo dos anos, como o desvio de Lamb (BARUT; KRAUS, 1983),
o efeito Stark (STROUD, 1971) e o efeito Casimir (PETERSON; HANSSON; JOHNSON,
1982). As teorias da QED também permitiram a compreensao da correlagao entre fétons,
que produz efeitos estritamente quanticos como o bloqueio e o antiagrupamento de fétons,
do inglés photon blockade e photon antibunching, respectivamente. No primeiro fenémeno
a presenca de um tunico féton em uma cavidade 6ptica contendo um atomo aprisionado
bloqueia a entrada de um segundo féton. O segundo fendémeno é consequéncia do primeiro
e evidencia que a luz transmitida por esta mesma cavidade apresenta um comportamento

nao classico.

O estudo destes fendmenos revelaram a possibilidade de produgao de fétons indivi-
duais. Este procedimento é fundamental para o estudo de sistemas 6pticos nao lineares
(HARRIS; HAU, 1999) e para o desenvolvimento tecnolégico relacionado ao processamento
de informagao quéntica, simulagoes quanticas (WITZEL, 2010), criptografia quantica

(SCARANTI, 2009), metrologia quantica (MOTES, 2015) e diversas outras aplicagoes.

Neste trabalho estudamos teoricamente o controle da quanticidade da luz através
da combinacao do fenomeno de transparéncia eletromagneticamente induzida, EIT, do
inglés Electromagnetically Induced Transparency, com eletrodinamica quantica de cavidades
(CEIT). A EIT é um fenémeno quantico de interferéncia capaz de tornar transparente
um meio atémico inicialmente opaco. Este tem sido amplamente estudado desde a sua
observagao na década de 1990 (HARRIS; FIELD; IMAMOGLU, 1990; HARRIS, 1997;
FLEISCHHAUER; IMAMOGLU; MARANGOS, 2005). A nao linearidade caracteristica do
sistema EIT pode ser melhor explorada com o sistema no interior de uma cavidade o6ptica,
pois esta possibilita otimizar a interagao de um tnico &tomo com um tnico modo quantico

do campo da cavidade em um regime de acoplamento dtomo-campo forte (SOUZA, 2013).

Para demonstrar o controle da estatistica de fétons do campo emitido pela cavidade
nos utilizamos exatamente estas condigoes, considerando um tnico atomo de trés niveis
na configuracao A fortemente acoplado a um tnico modo do campo da cavidade. A partir
do célculo da funcio de correlacdo de segunda ordem ¢(®(0), mostramos que a estatistica
do campo pode variar de sub-Poissoniana, com a observacao do bloqueio de um e de
dois fotons, caracterizando o fenomeno de antiagrupamento de fétons e o comportamento
quantico da luz, para uma estatistica super-Poissoniana, usualmente observada para luz

classica. A vantagem do sistema CEIT em relagdo a outros sistemas atémicos, reside no
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fato do mesmo permitir que o controle seja feito pela variacdo de um parametro externo
ao sistema, dado pela frequéncia de Rabi de um campo classico de controle. O controle
quantico observado neste sistema pode contribuir com os estudos e experimentos ja citados
para a producao de fotons individuais e implementacao de dispositivos que possam atenuar

ou amplificar as flutuagdes do campo.

Para melhor orientar o leitor no entendimento do estudo desenvolvido, este trabalho
foi dividido em 6 capitulos. Nos capitulo 2 e 3 fornecemos os elementos bésicos sobre os
conceitos matematicos da fisica quantica e os hamiltonianos utilizados para a modelagem
do nosso sistema. No capitulo 4 os estados vestidos e as respectivas autoenergias do sistema
CEIT sao calculados analiticamente para melhor explicar o espectro de transmissao do
mesmo obtido numericamente. No capitulo 5 apresentamos a funcao de correlacao g®(0)
e como esta pode ser utilizada para caracterizar a estatistica do campo transmitido pelo
sistema atomo-cavidade. Neste mesmo capitulo mostramos como o controle dessa estatistica
é estabelecido pela variacao dos pardmetros do sistema e no capitulo 6 finalizamos com as

nossas conclusoes e futuros estudos que serao conduzidos neste tema.
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2 Formalismo matematico para o estudo de

sistemas quanticos

No livro Lectures on Physics Vol. 1 ( p. 389, 1963), Richard Feynman, um dos
pioneiros no estudo da QED (PLEITEZ, 2018), fala sobre a relagdo entre matemética e a
fisica com a afirmacao de que "na fisica teorica descobrimos que todas as nossas leis podem
ser escritas em forma matemdtica; e isso tem uma certa simplicidade e beleza", com o intuito
de discutir a importancia desta metodologia no desenvolvimento da Fisica. O progresso da
ciéncia, como no caso da Fisica, é marcado pela evolugao de seus métodos. A evolucao
da matematica, com a invencao do céalculo e da algebra, contribuiu significativamente
para a formulacao de uma das teorias mais importantes da Fisica, a mecanica quantica.
Devido a isso, apresentamos neste capitulo, de maneira introdutoéria, a fundamentacao e o
formalismo matematico necessarios para facilitar o entendimento do que é apresentado

nos proximos capitulos.

2.1 A funcio de onda e a equacao de Schrodinger

Na fisica quantica, a evolu¢ao do estado de uma particula de massa m ¢é descrita
pela equagao de Schrodinger, dada em uma dimensao por (COHEN-TANNOUDJI; DIU;
LALOE, 1991):

2m Ox? ot '’

em que V (z) é o potencial de interacao do sistema e h = h/2m é a constante de Planck

<—h282 +V (x)) U (x,t) = ZFLM (2.1)

reduzida, também conhecida como constante de Dirac.

A equagdo (2.1) é caracterizada pela fungao complexa W(x,t), conhecida como
funcao de onda, a qual contém informagoes sobre a posi¢ao e o momento da particula em um
instante de tempo . Conhecendo-se ¥(z,t), podemos calcular |¥(z,t)|> = U*(z,t)¥(z, 1),
sendo U*(z,t) o complexo conjugado de ¥(z,t). Este resultado é interpretado como a
densidade de probabilidade de se encontrar uma particula na posicao x no instante t. Se

considerarmos a existéncia de uma particula no espaco, tem-se a condicao de normalizagao
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dada por,
/°° U (e, ) 2d = 1, (2.2)

— 00

a qual ¢ satisfeita para todas as fungoes de onda.

Como estamos trabalhando com uma densidade de probabilidades, a equacao de
Schrodinger nos permite calcular a média de qualquer propriedade fisica do sistema,
também conhecida como observavel O, através da relagao:

()= [ T W (2, ) AUz, t)da. (2.3)

—0o0
Nesta representacao, o observavel fisico é descrito pelo operador A.

Neste trabalho consideramos a dinamica de um elétron em um atomo. Nesta situacao
dizemos que o elétron estd em um estado ligado. A energia utilizada para estimular este
elétron é proveniente de um campo laser externo. Tanto os féotons que compdem o campo
quanto o atomo em que o elétron estd ligado, estdo sujeitos as condigoes de contorno
impostas por uma cavidade optica, composta por dois espelhos. Neste caso, resolvemos a
equacao de Schréodinger numericamente para obtencao das fungoes de onda dos estados

estacionarios do sistema atomo-campo para analisar o seu respectivo espectro de energia.

2.2 O espaco de Hilbert e a notacdo Bra-Ket

O primeiro postulado da mecéanica quantica diz que o estado quantico de qualquer
particula ou sistema fisico é caracterizado por um vetor de estado, pertencente a um
espago abstrato, definido a partir de suas caracteristicas (COHEN-TANNOUDJI; DIU;
LALOE, 1991).

O espaco que representa tal estado em mecanica quantica possui dimensoes infinitas
e deve possuir um produto interno completo, para que o produto escalar |¥(x,t)[* seja
valido para qualquer estado. Este é classificado como um espaco de Hilbert (COHEN-
TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991). Para ser mais especifico, nos referimos a um subespaco
do espago de Hilbert constituido apenas por fungoes de quadrado integraveis, de forma
que a equagao (2.2) seja vélida para qualquer vetor de estado neste espago. Como apenas
este conjunto possui significado fisico, ele sera referido neste trabalho apenas como espago

de Hilbert H.
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Os vetores pertencentes ao espaco H na notac¢ao de Dirac sao denominados kets
e representados pelo simbolo | ). Dessa forma, podemos representar o estado descrito
pela fungao de onda ¥ como o vetor |¥) (GRIFFITHS, 2005). Os kets, similarmente aos
vetores no espaco euclidiano, estao sujeitos a operagoes de soma vetorial e multiplicagao
por escalar. Se considerarmos os kets {|1), |®),|¢)} € H e os ntmeros {a, f} € C tem-se

que:

) +1o) = o), (2.4)
alp) = o), (2.5)

além de também possuirem as propriedades de comutatividade, associatividade e distribu-

tiva:

) +1o) = o) + 1), (2.6)
)+ (1) +19)) = (1¥) +10) + |9, (2.7)
a(Bly)) = (ab)ly)) = aly)s, (2.8)

a([$) +19)) = ald) +ale). (2.9)

Analogamente ao vetor nulo no espago euclidiano, no espaco de Hilbert existe o

ket nulo definido por |0) = 0]¢)).

Podemos associar o espaco vetorial dos kets a um espago dual, chamado espaco dos
bras, os quais sao representados por ( |. Para entender este espaco dual é necessdria uma
breve recapitulagao de algebra. Em algebra, um corpo é definido como um anel comutativo
com a especificidade de que todo elemento diferente de 0 possui um elemento inverso com
relagdo a multiplicagao. Isto é, para cada elemento z de um anel comutativo F' e que
nao seja 0, existe um elemento y, que também pertence a F, de forma que y = 27}, e

portanto, xy = 1. Um anel é um conjunto com propriedades bem especificas de somatoria

e multiplicagdo. Para maiores informagoes veja a referéncia (DOMINGUES; IEZZI, 1982).

Formalmente, a definicdo acima é descrita por:

(Vo€ F\{0})(3y e F): ay = 1. (2.10)

Para um espaco vetorial V' que esteja sobre um corpo K, existe uma funcao f cujo

dominio é V e a imagem K, ou seja, f : )V — K. Esta funcao f é denominada funcional. No
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nosso caso, o espago vetorial é o espaco de Hilbert H que esta sobre o corpo dos ntimeros
complexos C. Assim sendo, existe um funcional F' que associa um nimero complexo para
cada ket no espago de Hilbert, ou seja, F' : H — C. O conjunto formado por todos os

funcionais definidos sobre os kets [1)) € H também é um espago vetorial, denominado

espago dual de H, simbolizado por H* (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991).

Dessa forma, para cada ket |¢)) no espago de Hilbert existe um bra (1| correspon-
dente no espaco dual, de maneira que o produto escalar, ou interno, neste espaco é definido

pela operagao de um bra (1| sobre um ket |¢), cujo resultado é o niimero complexo (¥|@).

A correspondéncia entre ket [¢)) e (| é antilinear, isto é, sendo « um ntimero

complexo e a* o seu complexo conjugado, tem-se
ol & a* (] (2.11)

As propriedades do produto escalar na notacao de Dirac sao descritas por:

(Wlg) = (olv)", (2.12)
(V]ag + Be) = a(lo) + B(Yle), (2.13)
(ay + Bolp) = o (¥]p) + 87 (dle), (2.14)

(Wly) = 0, (2.15)

em que a igualdade da equagao (2.15) é possivel apenas se |¢) = 0.

2.3 Operadores lineares

Um operador linear A, por definigdo, é uma entidade mateméatica que associa cada

ket |¢) € H com um outro ket ') € H cuja correspondéncia é linear, ou seja:

W) = Ay, (2.16)
A(aly) + Blo)) = aAlp) + BA|6). (2.17)

Assim como os bras, os operadores irao operar em um ket sempre pela esquerda
(GRIFFITHS, 2005). O produto de dois operadores lineares, AB, age sobre um ket conforme
a ordem:

(AB)|w) = A(BJv)), (2.18)
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ou seja, B opera no ket |1}, resultando em um outro ket (é |1))) e o operador A entao age
sobre o ket §|z/1> Essa ordem é significativa porque, em geral, AB %+ éfl, e uma forma de
representar essa propriedade dos operadores é através do comutador [121, E], definido por

(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991):
[A,B] = AB — BA #0, (2.19)
para a maioria dos operadores.

A partir dos conceitos de algebra linear, podemos definir um ket [¢)) como um

autovetor (ou autoestado) se este obedecer a seguinte relagao:

Ajp) = Alw), (2.20)

sendo A um nimero complexo que representa os autovalores (ou autoenergias) de A. No
caso da equacdo de Schrodinger independente do tempo tem-se H|¢)) = E[), sendo H
o operador hamiltoniano do sistema e E seu autovalor de energia ou autoenergia. Essa
notagao ¢ utilizada para representar diversos sistemas quanticos, reduzindo-os assim a um

problema de autovalores e autovetores (GRIFFITHS, 2005).

Como ¢é possivel notar, a representacao de Dirac, ao mesmo tempo que simplifica a
notagao, também exige uma ordem que deve ser respeitada. Um exemplo dessa importancia
é que o produto interno de um ket normalizado resulta em 1, isto é, (¢[1)) = 1, ao passo que
se invertermos a ordem, [¢) (1|, temos um operador, e ndo um nimero, que é denominado

projetor Gy, que pode ser aplicado a um ket arbitrario |¢) resultando em:
Gyplo) = [¥){(P|9). (2.21)

Como ja mencionado, o produto interno (1|¢) resulta em um nimero complexo,
portanto, o operador projetor [¢)(1)| gera em um ket proporcional a [¢), um resultado

totalmente diferente da ordem inversa (|1).

Um operador linear que age em um ket, assim como para os bras, ird resultar em
outro ket. E da mesma forma como existe um bra com correspondéncia antilinear para
cada ket, também pode ser provado de forma analoga que para cada operador A existe
um operador associado At chamado operador adjunto. Essa correspondéncia entre kets e

bras permite definir como o operador adjunto age sobre os vetores:

W) =Aly) = (@] =(@|AT, (2.22)
WlAlg) = (gAT]p)". (2.23)
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Cohen-Tannoudji, Dui e Laloe (1991) resumem as propriedades para se obter o
adjunto de qualquer expressao composta por constantes, kets, bras e operadores em 5
passos. Deve-se substituir: (1) constantes pelo complexo conjugado, (2) os kets pelos
bras correspondentes, (3) os bras pelos kets correspondentes, (4) os operadores pelos seus

adjuntos e, por fim, (5) inverter a ordem dos fatores, como foi feito na Equacao (2.23).

O simbolo T nos operadores adjuntos significa transposto conjugado, e os operadores
que sao iguais aos seus adjuntos, A = AT, sao classificados como hermitianos. Esses
operadores sao fundamentais na mecanica quantica pois possuem autovalores reais e
representam quantidades fisicas que podem ser medidas, e por isso sao chamados de
observaveis. As suas propriedades e classificacoes podem ficar mais claras quando utilizamos

a representacao matricial.

2.4 Representacao matricial

Uma base no espago de Hilbert é constituida por um conjunto discreto de vetores

{le;)} que obedecem a relagdo de ortonormalidade:
<€i|€j> = 61‘]‘, (224)

em que d;; ¢ a delta de Kronecker, que possui o valor 1 quando 7 = j e 0 quando 7 # j.
Esta relacao garante que os elementos da base sao ortogonais entre si e normalizados.

Além disso, o conjunto também obedece a relagdo de completeza

> lei) (el =1, (2.25)
sendo 1 o operador identidade. Com estas propriedades podemos definir qualquer ket |¢))
neste espago vetorial como uma combinagao linear dos elementos desta base:

n

) = ciles), (2.26)

em que ¢; representam coeficientes (e;]¢) (GRIFFITHS, 2005). Na notagao matricial o ket

é representado por um vetor coluna,

C1

C2

[vr=1"1 (2.27)

Cn
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e o bra correspondente por um vetor linha, cujas componentes sao os respectivos conjugados

dos elementos do ket (¢|e;), ou seja,

W=\t & - - (2.28)

n

Portanto, o produto escalar (1)|¢) é descrito pela multiplicagdo de uma matriz linha por

uma matriz coluna (GRIFFITHS, 2005).

Os operadores sao responsaveis por realizar uma transformacao de base, de forma

que sao representados por uma matriz quadrada composta por elementos definidos por

Aij = (eil Aley):

All A12 e Aln
N A A coo Agy,
Ao |7 O 2 (2.29)
_Aml Am2 e Amn_

Como o operador adjunto At éo conjugado transposto de fl, este é representado

pela matriz transposta de A, tomando o complexo conjugado de cada elemento desta

matriz (GRIFFITHS, 2005), ou seja,

Al Ay - AL

A, A, o A

At=|"12 7= m2 (2-30)
(AT, A5 o Al

Esta representacao nos permite verificar algumas propriedades do operador Hermi-
tiano A = A", como por exemplo, os elementos simétricos em relacdo & diagonal principal
serem conjugados complexos uns dos outros, A;; = Aj; e os elementos desta mesma

diagonal serem iguais ao seu proprio complexo conjugado A;; = A%, ou seja, sdo descritos
)

%)

por nuimeros reais. Como as medidas realizadas em um sistema fisico sdo representadas por

numeros reais, isso justifica o fato de grandezas fisicas serem representadas por operadores

Hermitianos (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991).

2.5 Operador densidade p

Na mecanica quantica, por diversas vezes, sao considerados sistemas com estados

muito bem definidos, os quais permitem uma previsao probabilistica do resultado de uma
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série de medigoes. Na pratica, porém, o estado do sistema pode nao ser bem definido, de
maneira que precisamos utilizar um método que incorpore essa informacgao incompleta para
que nossos calculos resultem em predicoes que utilizem o maximo possivel da informacao
parcial que possuimos. Isso pode ser feito através do operador densidade p (COHEN-

TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991).

O operador densidade pode ser utilizado para o calculo de diversas propriedades
fisicas de sistemas quanticos. Por exemplo, conforme a equagao (2.26), um vetor de estado

em um instante ¢t é dado por:

() = X ci(t)les), (2.31)
com o conjunto {e;} formando uma base ortonormal. Os coeficientes ¢;(t) satisfazem a

relacado de normalidade:

Sl =1 (232)

O valor médio de um observavel fl, equacgao (2.3), cujos elementos sao A;; =

(ei|fl|ej>, é representado na notagao de Dirac pelo produto escalar:

(A) () = (@) Al() ZC ¢jAij, (2.33)

em que c;c; pode ser obtido a partir da definicao do vetor de estado dada na equagao
(2.31):
(e;[0(0)) (D(t)]es) = (eslcilei) (ejlesle;) = cie;. (2.34)

Logo, podemos introduzir o operador densidade p(t) como o operador projetor
|1(t)) (1 (t)] e o utilizarmos para reescrever todas estas ultimas equagdes. A equagao (2.34)
torna-se

cic; = (e[v @)W (t)les) = (e;lp(t)|es) = pij(t), (2.35)

e a equagao (2.32) é reescrita como o somatério dos elementos da diagonal principal,

i |ci(t)] ZC ¢ = Z ei|p(t)|e:) me =Tr(p(t)) =1, (2.36)

7

sendo T'r (ﬁ(t)) o trago da matriz densidade p(t), dado pela soma dos elementos da diagonal

principal.
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Com esta definicao, podemos reescrever a média de um observavel, dada pela
equagao (2.33), como:
(A1) =D ciejAiy = Y- e;lp0) e el Ales) = Y- (es1p() Ale;) = Tr(p(H)A).  (2.37)
i,9 i,j 1,J
Dessa forma, o operador densidade pode ser utilizado para calcular diversas predigoes

fisicas obtidas para o estado | (t)) (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991).

Adicionalmente, a partir da propria definicdo do operador densidade podemos
concluir que este é hermitiano, p(t) = p(t), de maneira que o produto dos operadores no

trago da equagao (2.37) comutam, ou seja,
(A)(t) = Tr(pt)A) = Tr(Ap(1)). (2.38)

A equagao (2.38) evidencia a propriedade ciclica do trago do produto de operadores,

isto é:
Tr(AB) = Tr(BA), (2.39)
Tr(ABC) = Tr(CAB) =Tr(BCA). (2.40)

Para a anédlise do sistema atomo-cavidade discutido nesta monografia, utilizamos o

formalismo e as propriedades matematicas apresentados neste capitulo.
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3 Eletrodinamica Quantica de Cavidades

Com o advento da mecanica quantica (MQ) foi possivel aprofundar nosso co-
nhecimento sobre a estrutura da matéria em nivel atomico, trazendo a tona conceitos
contraintuitivos cientificamente bem consolidados atualmente. Concomitantemente, as
ideias fundamentais da M(Q forneceram a base para a explicagao de fendomenos que antes
nao podiam ser entendidos, como no caso do efeito fotoelétrico (WENTZEL, 1926) e da
emissao espontanea (NESBET, 1971). A definigdo de quantizagdo da energia por Max
Planck, estendida por Albert Einstein, evoluiu até a quantizacao do campo eletromagnético,
dos niveis de energia dos dtomos e de sistemas compostos, como o sistema dtomo-campo
que apresentamos neste trabalho, dando origem a eletrodinamica quantica. Esta foi formu-
lada principalmente por Feynman, Dirac, Tomonaga, entre outros, na segunda metade do

século XX.

Para estudarmos o sistema composto por um atomo de trés niveis acoplado a um
unico modo do campo quantico de uma cavidade éptica é necessario conhecer cada parte
desse sistema separadamente, ou seja, além da interacao entre eles, também precisamos
descrever e entender o sistema atomico de trés niveis e o campo eletromagnético quantizado

da cavidade separadamente.

3.1 Quantizacao do campo eletromagnético e o Hamiltoniano da
cavidade

A luz sempre ocupou um lugar de destaque em nossas tentativas de descrever a
natureza classicamente e quanticamente. Até o final do século XVIII a descrig¢ao classica
corpuscular para a luz dada por Newton predominava. Com a evolucao dos experimentos
realizados com a luz, devido principalmente a Thomas Young e Augustin Fresnel, a teoria
classica ondulatéria da luz, que ja era defendida por Christiaan Huygens desde o século
XVII, é retomada e aceita por praticamente todos os estudiosos da época até metade do
século XIX (OLIVEIRA; MARTINS; SILVA, 2019). A teoria classica ondulatéria da luz
¢é consolidada por Maxwell ao mostrar claramente que a luz é descrita por uma onda na

unificacdo da eletricidade com o magnetismo no ano de 1860 (SCULLY; ZUBAIRY, 1997).
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No século XX, com a catastrofe do ultravioleta associada a radiacao de corpo
negro de um lado e o efeito fotoelétrico do outro, sao dados os primeiros passos para a
descri¢ao da luz quanticamente. Estes experimentos foram explicados teoricamente por
Max Planck e Albert Einstein, que introduziu o conceito de fé6ton. A teoria quantica da

radiagdo eletromagnética é estabelecida por Dirac em 1927 (SCULLY; ZUBAIRY, 1997).

Nesta se¢ao discutimos brevemente os conceitos associados a quantizacao do campo
eletromagnético no interior de uma cavidade 6ptica, essencial para a descricao do hamilto-
niano do tinico modo do campo eletromagnético quantico da cavidade nua (isolada), que

acopla o sistema atoémico de trés niveis considerado em nosso trabalho.

Considerando um campo eletromagnético em uma cavidade 6ptica de comprimento
L linearmente polarizada na direcdo do eixo-x (dire¢cdo do campo elétrico), podemos
descrever a componente elétrica como uma expansao infinita dos modos normais do campo

da cavidade (SCULLY; ZUBAIRY, 1997):
E(z,t) =) Aiqi(t)sen(k;z), (3.1)

sendo ¢; a amplitude do i-ésimo modo normal, k; = i7/L com i = 1,2,3,... e

2wim;
A = (22 3.2
& (32)

com w; sendo a frequéncia natural da cavidade, m; uma constante com dimensao de massa,
V' o volume da cavidade e ¢y a permissividade elétrica do vacuo. A componente magnética

do campo eletromagnético é descrita de maneira similar como,

B(z,t) = Z,Ai (CL‘(Z&)) cos(k;z). (3.3)

O hamiltoniano classico desse campo é obtido pela integracao dos componentes

elétrico e magnético do mesmo no volume da cavidade,
1 2 2 /
H= 5/ (c0 B2 + o BY)dV', (3.4)
1%

sendo (9 a permeabilidade magnética do vacuo. Substituindo as Equagoes (3.1) e (3.3) em
(3.4), e calculando a integral, obtém-se o hamiltoniano em fungao das varidveis canonicas
da posicao ¢ e do momento p de cada modo:

2
H=>Y" (miwqu + :;) : (3.5)

7 (2
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Note que a equagao (3.5) é a soma das energias de infinitos osciladores meca-
nicos classicos. Isso significa que cada modo do campo eletromagnético da cavidade é

dinamicamente equivalente a um oscilador harmonico.

A quantizacao do campo eletromagnético consiste em substituir as varidveis candni-
cas q e p pelos seus respectivos operadores de posi¢ao e momento, ¢ e p, os quais obedecem

a relacdo de comutagao [§,p|] = ih (GRYNBERG; ASPECT; FABRE, 2010).

O hamiltoniano da equacao (3.5) pode ser escrito em funcao dos operadores de

aniquilacdo @ e criacdo af, a partir da seguinte transformacdo candnica:

h
j = ol 3.6
0 = g+, (3
v Al IVN
ﬁ = -1 Tr;w ( i —CLI), (37)
de maneira que:
N 1
H=> hw (ajai + 2) . (3.8)

A equagao (3.8) mostra que a substitui¢ao das varidveis cldssicas, canonicamente
conjugadas, de posicdo e momento na equagao (3.5) por seus respectivos operadores
quanticos, equivale a substituir a descricao do campo na cavidade por um conjunto de
osciladores classicos de frequéncia w; por um conjunto equivalente de osciladores quanticos

de mesma frequéncia.

Os operadores de aniquilacio e criacdo obedecem a relagao de comutacio [a,al] = 1
e o operador a'a = f, chamado de operador niimero, decreve o niimero médio de fétons no
interior da cavidade (SCULLY; ZUBAIRY, 1997). A terminologia “aniquilagdo” e “criagao”
é estabelecida porque estes operadores descrevem, respectivamente, a aniquilacao e a
criacdo de fotons no modo do campo considerado, quando aplicados ao estado de Fock, ou

de ntmero, do campo |n).

Neste trabalho consideramos apenas um modo do campo da cavidade, de maneira

que se E,, é a autoenergia correspondente do estado |n), tem-se a partir da equacao (3.8),
N 1
Hin) =t (afa+ 3 ) [n) = Eol) (3.9)

sendo as autoenergias do sistema neste caso dadas por F, = hw (n + %) Este resultado é
obtido a partir da equacdo de autovalores para o operador niimero a'a|n) = n|n), em que

o nimero de fétons n na cavidade é autovalor de a'a.
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Uma vez que Fy = %hw é uma constante aditiva, referente a energia das flutuacoes

do vacuo, o hamiltoniano para o modo do campo quantico da cavidade utilizado em nossos
(3.10)

H = hwata,

calculos é descrito apenas por:

que pode ser considerado sem perda de generalidade.
Para melhor visualizarmos o efeito dos operadores de aniquilagao e criagdo no

(3.11)

estado de Fock |n) vamos considerar a aplicagao do operador de aniquilagao @, por exemplo,
na equacio de Schrodinger independente do tempo H|n) = E,|n) da seguinte forma,
1

Haln) = hwi (a*a + 2) ) = hw (a*& 14 2) aln),
Haln) = (B, — hw)aln), (3.12)
em que utilizamos a relagao de comutacio [a,a!] = 1 e a propriedade ciclica dos operadores

apresentada no capitulo 2.

Pela equagao (3.12) nota-se que o operador de aniquila¢ao reduz o valor da autoe-
nergia do sistema por hw, equivalente a energia de um féton de frequéncia w. Dessa forma,

(3.13)

podemos concluir que o estado resultante com um féton a menos é dado por,
In—1) =

sendo o uma constante de normalizagao, que garante que (n — 1jn — 1) = 1. Uma vez que
(3.14)

a'a|n) = nln) podemos escrever,
(nlataln) n n
(=1 -1y = TR ol = T =1,
(3.15)

aln) = Valn — 1).

o que fornece o = y/n. Logo, a equagao (3.13) pode ser reescrita como
O resultado da equacao (3.15) mostra que o operador de aniquilagio altera o estado

do campo da cavidade subtraindo um féton do mesmo, conforme discutido anteriormente.
(3.16)

Se procedermos de maneira analoga com o operador de criacio a' tem-se (SCULLY;

ZUBAIRY, 1997):
alln) = Vn+1n+1),

mostrando que este operador altera o estado do campo da cavidade adicionando um

quantum de energia no mesmo.
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No6s acabamos de discutir como o campo eletromagnético pode ser quantizado,
quando sujeito as condigoes de contorno impostas pela cavidade para ondas estacionérias.
Apesar do procedimento utilizado, o campo também pode ser quantizado no espaco livre.
Para isso é necessario considerar a propagacao das ondas eletromagnéticas, sujeitas as
condicoes de contorno periddicas, expandindo os campos elétrico e magnético em termos

de ondas planas (SCULLY; ZUBAIRY, 1997),

E(r,t) = Y a&eoe T e, (3.17)
k
k .
B(r,t) = /7 Z X & Eaee HTERT e el (3.18)
0 k

em que a somatoéria é feita sobre um conjunto infinito e discreto de valores do vetor de
onda k = (k,, ky, k). O versor de polarizagao do campo é dado por é, oy é uma amplitude

adimensional, c.c. ¢ o complexo conjugado e
1/2
hw
Ex = ( . ) . (3.19)

Analogamente ao caso estacionario, o campo eletromagnético no espaco livre é

quantizado identificando-se oy e aj com os operadores de aniquilagao ay e criagao &L,

"

respectivamente, de maneira que a relagao de comutacao [ak, a,| = 1 seja satisfeita. Dessa

forma, as equagoes (3.16) e (3.17) para os campos elétrico e magnético, respectivamente,
sdo descritas quanticamente como (SCULLY; ZUBAIRY, 1997),
E(r,t) = nggkake—iwwk'f + He., (3.20)

k><€k

B(r,t) = 72 dee” TR e (3.21)

/’LOk Wi

sendo H.c. o hermitiano conjugado.

Usualmente estes operadores sao escritos separadamente, com um termo contendo

o operador de aniquilagao e o outro contendo o seu hermitiano conjugado, dado pelo

operador de criagdo. Para o campo elétrico, por exemplo, tem-se (SCULLY; ZUBAIRY,
1997):

E(r,t) = EM(r,t) + EO(r, 1), (3.22)

sendo E(+)(r,t) = ) Ebile wrttikr o E(*)(r,t) =>)>" ekc‘,’kaT wpt=ikr Fosa forma
possui uma formalidade matematica ttil que utilizaremos para estudar a deteccao de

fétons no capitulo 5.
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3.2 Hamiltoniano atomico

Para que possamos compreender a dinamica do sistema atomo-campo, além do
hamiltoniano do campo quantico da cavidade, também ¢é necessaria a descricao do hamil-
toniano atémico. Em nosso modelo consideramos um atomo com um tnico elétron em sua
ultima camada de valéncia, como o Rubidio e o Césio, por exemplo. Este elétron pode
ser estimulado e transicionar entre diferentes niveis ou estados de energia dependendo da

energia hw fornecida pelo campo.

Um &tomo real possui inimeros niveis de energia com uma estrutura muito complexa.
Para aproximarmos o mesmo para um sistema de apenas 3 niveis de energia, como o
proposto, € preciso considerar dois fatores: o fenomeno de ressonancia e as regras de selecao

(SOUZA, 2013).

Se o elétron estiver em seu estado fundamental, de menor energia, a absorcao de
um féton com energia hw pode fazer com que o mesmo seja estimulado para um estado
excitado, descrito por um nivel de maior energia. Este processo s6 ocorre se a energia
absorvida pelo elétron é compativel com a energia da respectiva transi¢ao, pois os niveis
de energia do elétron sao quantizados. Como o estado excitado é instavel, o elétron decai
emitindo um féton, de maneira que o sistema pode voltar ao mesmo estado inicial antes
da absorcao do féton ou decair para um estado diferente. Este processo é chamado de

espalhamento.

A eficiéncia do espalhamento varia em funcao da diferenca entre a frequéncia
w do foéton incidente e a frequéncia wy de ressonancia da transicao atomica. Nos casos
em que a frequéncia do campo eletromagnético incidente é menor do que a transicao
atomica, tem-se o espalhamento de Rayleigh e na situacao em que é maior, é observado o
espalhamento Thomson. Para a frequéncia ressonante w ~ wy a eficiéncia do espalhamento
¢ maxima. Neste caso a distribui¢do de frequéncias da luz espalhada ¢ dada por uma funcao
Lorentziana. Quando o elétron emite um féton com frequéncia diferente daquela do féton
absorvido tem-se o espalhamento Raman (GRYNBERG; ASPECT; FABRE, 2010). No
nosso modelo consideramos as frequéncias dos campos que acoplam as transi¢coes atomicas
proximas de suas frequéncias de ressonédncia, de maneira que a eficiéncia do espalhamento
seja maxima. Como utilizamos apenas dois campos de acoplamento, o &tomo pode ser

aproximado para trés niveis de energia, o que nos permite analisar duas transi¢oes, uma
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para cada campo.

O segundo fator a se considerar sao as regras de selecao de dipolo, pois sao
elas que ditam quais transi¢oes entre os subniveis de energia sao ou nao possiveis. Os
estados fundamentais sao representados pelos niimeros quanticos de momento angular
total F. Cada subnivel é degenerado em my possiveis estados, sendo my = [—F, F|. As
possiveis transi¢oes, considerando que o féton possui momento angular igual a 1A, sdo
entre estados F' e I’ cuja diferenca é de AF = (F' — F) = £1, e a variacdo de my,
Amy = 0,£1. Na Figura 1 apresentamos alguns exemplos de transi¢des permitidas pelas
regras de sele¢do para a linha D, do dtomo de Rubidio-87, 525)/2, — 52°P;» (STECK,
2003). Se estimularmos ressonantemente a transicao |F' = 1;my; = 0) — ‘F’ =2;m) = 1>
de frequéncia wy;, representada pela linha sélida, com fétons de frequéncia w, ~ wqq, é
possivel selecionar apenas esta transi¢cao, de maneira que podemos aproximar o sistema
para um atomo de apenas dois niveis de energia.

Figura 1 — Ilustracao de possiveis transi¢coes que podem ser estimuladas por um campo
externo de acordo com as regras de selecao de dipolo e o fendmeno de ressonancia.
A linha solida representa a aproximacao do sistema para dois niveis apenas,

caso a respectiva transicao seja estimulada ressonantemente por um campo
externo de frequéncia w, ~ wo.

A
F'=3
F,:Q /
F'=1
F'=0 -
®¢
F=1
m,= 3 -2 -1 0 1 2 3
\J

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste trabalho consideramos um atomo de trés niveis em configuragdo A, com dois
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estados fundamentais |1), |2) e um estado excitado |3). A disposigao destes niveis remete
ao formato da letra grega A, como mostrado na figura 2. Para que a aproximagao de
trés niveis seja valida sao necessarios pelo menos dois campos selecionando as transi¢oes
atomicas permitidas. Neste caso, temos o campo eletromagnético quéantico da cavidade, de
frequéncia we,,, acoplando a transigao |1) <> |3) e um campo cléssico de controle, dado por
um laser de frequéncia w,, acoplando a transigao |2) <> |3). Como a cavidade 6ptica é um
ressonador eletromagnético, a frequéncia w.q, ¢ definida pela configuracao geométrica da

mesma. Note que na figura 2 é apresentada uma terceira frequéncia, dada por w,. Esta é a

frequéncia de um campo classico de bombeio, ou de prova, utilizado para injetar energia

no modo do campo da cavidade e induzir a dindmica do sistema atomo-campo.

Figura 2 — Representagao da estrutura de um atomo de trés niveis em configuragao A.
A transigao |1) <> |3) é acoplada por um unico modo do campo quantico da
cavidade de frequéncia w,, € a transi¢do |2) <> |3) é acoplada por um campo
classico de controle de frequéncia w,.. Para estimular a dindmica do sistema é

utilizado um campo classico de bombeio no modo do campo da cavidade, de
frequéncia w,. As respectivas dessintonias sao dadas por A;, Ay e A.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O hamiltoniano atémico é obtido a partir da quantizacao dos niveis de energia
do atomo. Pela equacao de Schrodinger [:Iétomoh/)i) = FE;|¢;), parai=1,2,..., em que E;
sao as autoenergias dos autoestados correspondentes [¢);). Por definicao {|t;)} forma uma

base ortonormal que satisfaz a relacio de completeza ¥, [¢;)(¢;] = 1, de maneira que:

A~

Hzitomo - Z’¢z><wz|H|¢]><¢J‘7 (323)
Hitomo = ZI%)(%IEJ'I?M(%IZZEJ‘I%)%'(%I, (3.24)

A

Hétomo = ZEsz)(T/JzL (325)
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sendo 9;; a delta de Kronecker. Como os estados atomicos representados na Figura 2

formam a base ortonormal {|1),|2),|3)}, tem-se pela equacao 3.25 que:

A

Hitomo = En[1) (1] 4 E2|2)(2] 4 E3[3)(3]. (3.26)

Os operadores |1)(1| = 611, |2)(2] = 92 € |3)(3| = &35 sdo denominados operadores
de populagao e indicam a quantidade de elétrons nos respectivos estados. Considerando
que o estado |1) possui energia 0 e que wy, representa a frequéncia da transigao |a) < |b),

podemos reescrever o hamiltoniano atomico (3.26), sem perda de generalidade, como

(SCULLY; ZUBAIRY, 1997):

Hytomo = hwspbaz + hws 633 (3.27)

3.3 Hamiltoniano de interacao

O hamiltoniano de interagao entre o &tomo e o campo utilizado neste trabalho
pode ser obtido formalmente a partir do hamiltoniano de interacdo entre um elétron de
carga e e massa m e um campo eletromagnético externo, dado por (SCULLY; ZUBAIRY,

1997; GRYNBERG; ASPECT; FABRE, 2010):

A 1
H = 2—(13 —eA(8,1))? +eU(8,t) + V(£), (3.28)
m
em que p = —ihV e T sao os operadores de momento e posi¢ao do elétron, respectivamente,

A(#,t) e U(F,t) sdo os potenciais vetor e escalar do campo externo, respectivamente, e
V(%) é o potencial eletrostético de Coulomb, o qual mantém o elétron em um estado ligado

no atomo.

Apods muita manipulacdo matematica é possivel mostrar que a parte do hamiltoniano
(3.28) que descreve a interagao entre o &tomo e o campo externo é dada por (SCULLY;

ZUBAIRY, 1997; GRYNBERG; ASPECT; FABRE, 2010):
Hp = = B(ro, 1), (3.29)

sendo 1 0 operador de dipolo elétrico e £ o campo elétrico. O resultado (3.29) é obtido
com a utilizacao da aproximacao de dipolo, que consiste em considerar o atomo como um
dipolo simples, uma vez que a amplitude do campo eletromagnético é constante em toda a

extensao do atomo. Isso ¢ observado no caso do Rubidio-87, com a transicao ilustrada na
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figura 1 sendo estabelecida pela absor¢ao e emissao de fétons com comprimento de onda

de 780 nm e o raio atdmico é dado por 0,24 nm (STECK, 2003).

O operador de dipolo elétrico pode ainda ser escrito em funcao da base dos

operadores de populacdo e transi¢do {o;;}, com i, j = 1,2, 3..., de maneira que:
fi = p11011 + [22022 + 33033 + 131031 + 113013 + Uz2032 + (123093, (3.30)

sendo que a transigdo |1) — |2) é proibida na configuragao A (SOUZA, 2013). Considerando
a simetria entre os estados, temos para os componentes centrossimétricos pi1; = pigg =
33 = 0, e p13 = ugy e fog = uze. Consequentemente, o operador de dipolo elétrico reduz-se

a7
fi = p31(031 + G13) + p132(G32 + Ga3). (3.31)

Substituindo a equagdo (3.31) no hamiltoniano de interacao (3.29) tem-se:

PIInt = [ps1(G31 + G13) + ps2(Fs2 + F23)] - E<r07 t). (3.32)

Considerando o campo total E(rg,t) do nosso sistema, descrito pelo campo da
cavidade acoplando a transi¢ao |1) — |3) e o campo de controle acoplando a transi¢ao |2) —
|3), e a aproximagao de onda girante, ou RWA, do inglés Rotating Wave Approximation

(SCULLY; ZUBAIRY, 1997), o hamiltoniano de interagao ¢é reduzido a forma,

Hlnt = hgo(&a'gl + &Ta'lg) -+ hQC(&ngi‘%t + 6’23671(#&), (333)

Hp = hgo@bs + Qb3 + h.c. (3.34)

sendo h.c. o hermitiano conjugado.

A RWA consiste basicamente em desconsiderar os termos que nao conservam o
numero de excitagoes do sistema, como a aniquila¢do de um fé6ton no modo do campo ao
mesmo tempo que ocorre o decaimento do atomo, ady3 e a criacao de um féton ao mesmo

tempo que o dtomo é excitado, a'és;.

Note que o hamiltoniano de interagao (3.34) foi reescrito em funcao dos pardmetros
go e .. Estes sao, respectivamente, as frequéncias de Rabi do vacuo e do campo de
controle. O parametro gy também é conhecido como acoplamento atomo-campo e fornece

a taxa com que o atomo, confinado no volume V' da cavidade, troca energia com o modo
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do campo quantico da cavidade. A frequéncia de Rabi €2 de um campo é definida de forma

geral como (GRYNBERG; ASPECT; FABRE, 2010):

we & w
Q = — = . .
o M\ 2ne,v (3:35)

sendo 2 = p/w/2heyV a frequéncia de Rabi do respectivo campo. A equagao (3.35) mostra

que o acoplamento atomo-campo ) = gg pode ser aumentado pela diminui¢cao do volume
da cavidade. Se a cavidade for composta por dois espelhos paralelos, isso pode ser feito

pela diminuicao da distancia entre os espelhos ou do seu raio de curvatura.

3.4 Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Nas secoes anteriores descrevemos os hamiltonianos independentes de um tnico
modo do campo quéntico da cavidade, de um atomo de trés niveis em configuracao A e
da interagao entre estes dois sistemas, considerando adicionalmente o campo de controle
acoplando uma das transi¢oes atomicas. A soma destes trés hamiltonianos, obtidos a
partir das aproximacoes de dipolo e de onda girante, fornece o hamiltoniano total para a

descrigdo do nosso sistema e é chamado de hamiltoniano de Jaynes-Cummings (JAYNES;

CUMMINGS, 1963):

Hjo = Myl + hwsyboy + hws 633 + (hgoddsy + hQe50e™t + h.c.). (3.36)

O hamiltoniano (3.36) é uma extensdo do modelo desenvolvido por Jaynes e Cum-
mings em 1963 para um sistema atomico de dois niveis e tem sido utilizado extensivamente
para a descrigdo do fendmeno de transparéncia eletromagneticamente induzida em cavida-
des, CEIT, do inglés Cavity Eletromagnetically Induced Transparency (FLEISCHHAUER,;
IMAMOGLU; MARANGOS, 2005), o qual seré discutido em maiores detalhes no préximo

capitulo.

Mostramos mais adiante como é possivel diagonalizar o hamiltoniano (3.36) para
obtengao das autoenergias e autoestados do sistema estudado e a partir destes, verificar as
condi¢Oes para observacao das principais caracteristicas do fenémeno da CEIT. Adicio-
nalmente, mostramos como tais caracteristicas podem ser manipuladas para controlar a

estatistica do campo transmitido produzindo bloqueio de um tnico féton e de dois fotons.

Para induzir a interacdo no sistema atomo-cavidade e analisar a estatistica do

campo transmitido pela cavidade é necessario injetar energia no sistema atomo-cavidade
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através de um campo classico coerente de bombeio, usualmente chamado de campo de
prova. Este bombeio ocorre no modo quéantico da cavidade e ¢ modelado teoricamente

através do hamiltoniano Hp, descrito por:

Hp = he(ae™rt 4 ate™rt), (3.37)

De maneira analoga ao que foi descrito para o campo classico de controle interagindo
com o dtomo através do acoplamento com a transi¢do |2) < |3) na equagao (3.34), tem-se
na equagao (3.37) a interagao do campo classico de prova, de frequéncia w, e forca ¢, com

o modo quantico da cavidade, descrito pelos operadores de aniquilacao e criagao.

Considerando i = 1, por simplicidade, o hamiltoniano total H que descreve o
acoplamento atomo-campo do nosso sistema é dado pelo hamiltoniano de Jaynes-Cummings

com bombeio,

H = Hjc+ Hp,

]f] = wcaU&Td + W32099 + w31033 + (90&5'31 + 906326”01” + cqe’rt + hC) (338)

Para simplificar os calculos para obtencao do estado estacionario do sistema, elimi-
namos a dependéncia temporal do hamiltoniano total (3.38) através de uma transformagao
unitaria, o que equivale a mudar o referencial do sistema para outro, conhecido como
referencial girante. Os calculos sao apresentados no Apéndice A desta monografia. O

hamiltoniano independente do tempo é dado por:

FI = AP(AITCAL — Ap611 —+ (Al — AQ)@'QQ + A16'33 + (90631€L + 96632 + ea + hC) (339)
sendo A, = W) — Weaw; A1 = W31 — Weap € Ao = w3z — w, as respectivas dessintonias obtidas
no referencial girante. Todas as propriedades do sistema foram obtidas numericamente

através do hamiltoniano (3.39).
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4 Transmissao Eletromagneticamente Indu-

zida em Cavidades

A Transmissao Eletromagneticamente Induzida (EIT - Electromagnetically Induced
Transparency) é um fendmeno de interferéncia quantica responsavel pelo cancelamento da
absorcao de um campo laser de prova fraco pela aplicacgao de um campo eletromagnético
forte de controle no mesmo meio (FLEISCHHAUER; IMAMOGLU; MARANGOS, 2005).
Desde a década de 90, quando foi formulada teoricamente por Harris, Field, e Imamoglu
(1990), a EIT tem sido utilizada para diversas aplicagoes, como o retardamento de pulsos
luminosos (HAU et al., 1999; KASH et al., 1999; LIU et al., 2001), interagdes 6pticas de
fétons e dtomos individuais (KIMBLE, 2008; LVOVSKY; SANDERS; TITTEL, 2009a;
CHANELIeRE et al., 2005) e, mais recentemente, no desenvolvimento de biosensores a
partir de sistemas com fenomenologias semelhantes (ZHANG et al., 2021; NOURINOVIN;
ALOMAINY, 2021; YAN et al., 2019).

Considerando sua configuracao mais simples no espaco livre, dois campos eletro-
magnéticos excitam uma amostra atomica de trés niveis em configuracao A, e a resposta
optica do meio pela aplicagao do campo de prova é dada pela polarizabilidade atomica
P(r,w) = cox(w)E(r,w), em que a susceptibilidade elétrica complexa de primeira ordem
xM(w) fornece as propriedades 6pticas do meio. Sua parte real Re[y!) (w)] est4 relacionada
ao indice de refragao do meio e é caracterizada por uma regiao de dispersao anomala,
conduzindo & velocidades de grupo muito pequenas (HAU et al., 1999). A janela de
transmissao, ou zero absorcao, que caracteriza a transparéncia induzida no sistema, ¢é

descrita pela parte imaginaria Im[y™® (w)].

O fenémeno da EIT ocorre quando a populagao do sistema é preparada inicialmente
no estado |1) e o estado de zero absorgao, referido como estado escuro, é observado como
consequéncia da superposi¢ao dos estados atdmicos fundamentais |1) e |2), induzida
pelos campos de acoplamento. Isso conduz a interferéncias entre as frequéncias das
transicoes, eliminando assim, as probabilidades de absorc¢ao e de refracao do campo de

prova (FLEISCHHAUER; IMAMOGLU; MARANGOS, 2005). Visando fornecer um melhor

entendimento sobre os mecanismos deste fendmeno, uma analogia classica geral para a
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EIT e sistemas relacionados é fornecida por Souza e colaboradores (2015). Eles mostraram
que, quando as condigoes para a observacao da EIT sao bem estabelecidas, atomos e
modos de uma cavidade 6ptica comportam-se como dipolos oscilantes, de maneira que a
fenomenologia da EIT referente a todos os processos dissipativos e coerentes do sistema
atomo-campo pode ser reproduzida por sistemas descritos por osciladores harmonicos

amortecidos acoplados.

Para explorar o fendmeno da EIT em seu nivel mais fundamental, a eletrodindmica
quantica em cavidades fornece o cenario ideal, pois esta permite estabelecer protocolos
para analisar a interagao entre um tnico atomo e quanta de luz. Nas préximas segoes
apresentamos o desenvolvimento tedrico para demonstrar como a estatistica do campo
de prova pode ser opticamente controlada pela combinacdao do fenomeno da EIT para

um atomo individual situado em uma cavidade de alta-finesse. Este sistema é usualmente

conhecido como CEIT, do inglés Cavity EIT.

4.1 Autoestados e autoenergias do sistema CEIT

Para demonstrar matematicamente a relagdo entre a janela de transmissao e
a coeréncia entre os estados do sistema CEIT é necessario calcular as autoenergias e
autoestados do mesmo através da diagonalizagao do hamiltoniano obtido na equacao
(3.39). Para facilitar os calculos é interessante reescrever o hamiltoniano em uma base

mais conveniente, dada por {|1),|=),|+)}, sendo |+) = (|2) £ [3))/v/2.

O acoplamento forte da transicao atomica |2) <+ |3) com o campo de controle faz
com que o estado |3) seja dividido em um par de estados simétricos |£) com espacamento
proporcional a frequéncia de Rabi €2, do campo considerado, como ilustrado na figura 3.
Esta divisao esta intimamente relacionada ao efeito Autler-Townes, de maneira que os

estados simétricos do sistema dtomo-campo |¥.) sdo usualmente chamados de Autler-
Townes ou do tipo Autler-Townes (GRYNBERG; ASPECT; FABRE, 2010).
O hamiltoniano (3.39) escrito na base {|1),|—),|+)} torna-se:
H=Apata— Apoyy — 201 (64 +6-_) — Dg(64y + 04 +6_ +6__) 1)
+9 (641 — 6-1)a+ (614 — 612)aT | + Qel64y — 6-_) +e(a+al).
Considerando o caso de perfeita ressonancia A; = Ay = 0 e na auséncia do campo

de bombeio, A, e € nulos, pois este é utilizado apenas para injetar energia no sistema
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atomo-cavidade, tem-se:

H=Ao + (a6 +alo1y) + Ao — (a6, +als,), (4.2)
sendo o4 = |+)(%| e 041 = |£)(1| os operadores atomicos na nova base e Ay = £,

as dessintonias dos estados |£) em relacdo ao estado |3), conforme figura 3. Note que
os dois termos com as dessintonias Ay descrevem o atomo nu na nova base e os dois
termos com o acoplamento gy representam os acoplamentos do modo quantico do campo
da cavidade com as transi¢oes atdomicas |1) <> |£). Ou seja, o hamiltoniano total (4.2)
pode ser considerado como dois hamiltonianos de Jaynes-Cummings nao ressonantes, pois
a ressonancia do modo do campo da cavidade é dada no acoplamento com a transicao
|1) <> |3) e nao nas transicoes |1) <> |£), descritas na nova base.
Figura 3 — Tlustracao da divisdo do estado atémico |3) em um dubleto simétrico |+) devido
ao acoplamento forte do campo de controle, de frequéncia w., com a transi¢ao

13) <> ]2). O espagamento entre os estados |+) é descrito pela frequéncia de
Rabi do campo de controle (2.

-Q, 1 ’3>
Mo,
— 2
)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A diagonalizagdo do hamiltoniano total (4.2) é feita considerando a base total
do sistema dtomo-campo {|1,n), |+,n —1),|—,n — 1)} (SOUZA, 2013). Reescrevendo o
mesmo na forma matricial utilizando esta base, equivalente a calcular cada componente

da matriz (i|H|j), com i e j sendo os termos que compoe a base, obtemos

0 Fvn —%/n
H=|%/m Q 0 |- (4.3)

—mn0 -0,
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- Fi =

As autoenergias do sistema CEIT sao calculadas a partir do determinante

0, o que fornece:

EY) = —\/ng2 +Q2, (4.4)

EO = o, (4.5)

EW = \/ng2+Q2. (4.6)

Os respectivos autoestados do sistema atomo-campo, também conhecidos por

estados vestidos, sdo obtidos considerando (H — E;1)|¥;) = 0, de maneira que:

Y = NSO n)+a_|+,n—1)—p_|—,n—1)], (4.7)
W) = NO(1L,n) —n(|+,n—1)+|-.n—1))], (4.8)
Wy = N1 n) + apl+,n— 1) = Bi|—,n—1)], (4.9)

sendo N(¥ e N(*) constantes de normalizacio e

9 n/2 goy/1/2 goy/1/2

= pE o, be=prra,

P (4.10)

Note que os estados vestidos, dados pelas equagoes (4.7) a (4.9), sdo superposigoes
dos estados atomicos |1) e |[£) com os estados do campo |n), como se o campo da cavidade
vestisse os atomos. Isso significa que o sistema atomo-campo é um sistema diferente do
atomo e do campo nus, nao podendo ser mais caracterizado por estes independentemente.

Os estados vestidos nao possuem um analogo classico.

Os autoestados |\IJ7(10)), paran =1,2,3,..., ou qualquer combinacgao destes, sao os
estados escuros do sistema CEIT e possuem autoenergias E®) = 0. Estes sdo responséveis
pela formacao de uma janela de transmissao, do tipo cavidade vazia, no espectro de
transmissdo do sistema. Pela equacdo (4.8) é possivel notar que os estados |¥)® sao
descritos pelo termo 7(|+,n — 1) + |—,n — 1)), de maneira que se este for reescrito na base
{11),12),13)}, pela relacdo |+) = (|2) 4 [3))/+/2, teremos uma superposicio dos estados
atomicos fundamentais |1) e |2) apenas, sem qualquer contribui¢ao do estado excitado |3).
Isto significa que se o elétron do 4tomo estiver no estado |¥(?)), a probabilidade de absorcao
de um féton do campo para elevar o sistema para o estado excitado sera nula, de modo
que o campo elétrico passa pelo dtomo como se o mesmo fosse transparente a luz. E por
esta razao que este estado é denominado de estado escuro (dark state) (FLEISCHHAUER;
IMAMOGLU; MARANGOS, 2005).
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Os estados simétricos do tipo Autler-Townes |U(H)) com autoenergias E(*), descre-
vem o compartilhamento de n excita¢des no sistema dtomo-campo CEIT, sendo por isso
chamados usualmente de estados brilhantes (bright states). Estes formam uma estrutura
anarménica de niveis deslocados por E(H) — E() = 2,/ng2 4+ Q2 e podem ser estimulados
ajustando-se a dessintonia entre o campo de prova e a cavidade por A, = /ngé + Q2/n,

conforme demonstrado por Souza e colaboradores (2013).

Agora que conhecemos o espectro de energia do sistema CEIT, podemos monitorar
e analisar o mesmo utilizando o campo de bombeio (prova), através do célculo numérico

da transmissao do sistema. Para isso, consideramos o formalismo da equagao mestra.

4.2 Método da equacao mestra e obtencdo do espectro de trans-
missao do sistema CEIT

Uma equagao mestra é um conjunto de equacgoes diferenciais que descreve a evolugao
temporal da probabilidade de um sistema ser observado em um determinado estado. Ou
seja, esta fornece uma descricdo quantica da evolugao do sistema através de derivadas do

operador densidade, conforme descrito na secao 2.5.

Para obtermos o resultado da transmissao do sistema atomo-cavidade de maneira
mais realista, precisamos considerar uma equacao que descreva um sistema aberto, ou
seja, que possui interacoes dissipativas com o meio. Para isso, utilizamos a equagao de
Lindblad, que é a forma mais geral de uma equacdo mestra Markoviana. Esta considera
que a probabilidade do sistema estar em um estado no instante t + At depende somente
do estado em que o mesmo estava no instante t anterior. Este método é importante para o
tratamento de processos irreversiveis e nao unitarios, tais como a dissipacao e a decoeréncia

que consideramos no nosso sistema (BRASIL; FANCHINI; NAPOLITANO, 2013).

Omitindo o simbolo (") para os operadores, para evitar uma notacgao carregada, a

equagao mestra tem a seguinte forma:
p=—ilH.pl+ 3 a;Lp. (4.11)
J

O primeiro termo da equacao (4.11) se refere a equagao de Liouville-von Neumann,

que descreve a evolucao unitaria do operador densidade, e o segundo termo, de Lindblad,
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surge quando calculamos o trago de operadores com o grau de liberdade definidos, no
nosso caso, pela interacdo com o meio (BRASIL; FANCHINI; NAPOLITANO, 2013). Os
coeficientes «; representam os processos de relaxagao do sistema e £ um super operador
de Lindblad que pode ser expandido como L;p = 2L,;pL! — {L}Lj, p}. O operador de
Lindblad L esta diretamente relacionado com a base ortonormal utilizada e a dimensao do

espaco de Hilbert definida e os parénteses {} representam um anticomutador, definido por

{a,b} = ab+ ba.

Dessa forma, considerando os trés coeficientes de relaxacao do nosso sistema, dados
pelo decaimento da cavidade k, relacionado aos operadores do modo do campo quéantico
da cavidade a e af, a emissdao espontdnea do dtomo I'y;, devido ao processo de transicao
ou € a taxa de defasagem atémica 7,, relacionada & perda de populagao o, do estado |a),

a equacao mestra para o nosso sitema atomo-cavidade é descrita por:

p = —i[H, p] + k(2apa’ — a'ap — pa'a)
+1'51(2013p031 — 033p — poss) + [s2(2023p032 — 0330 — poss) (4.12)
+’Y2(2U22PU22 — 0220 — P022) + 73(2033PU33 — 0330 — 0033)-

Para obtencao da evolucao temporal de um observavel do sistema, utilizamos a
equacio (2.38), em que (A) = Tr(Ap), cuja derivada temporal é dada por (A) = Tr(Ap).
Considerando os operadores do atomo e do campo do sistema CEIT, a evolu¢ao temporal
da média de cada operador é descrita por um conjunto infinito de equacoes acopladas

denominadas de valores médios de Heisenberg:

= i(Ap+ik)(a) —ic — igo(o13), 4.13

W~
—_

= i(Ap+ Ay — Ay +iy2){012) — i2(013) + igo{aosa), 4

= Z[AP — Al + i(Fgl + F32 -+ ’}/3)]<013> — igo(<a011> — <CL033>) — ch<012>, 4.15

N
—_

= igo(<aT013> + <CL0’31>) + 2F31<0’33>, 7

e~
—_

= iQ.((o32) — (023)) + 2I'52(033), 8

) (4.13)
(612) (4.14)
(613) (4.15)
(023) = i[=Do+i(Ts1 + I'sz + 72 + 73)](023) — igofaoar) — iQe((022) — (033)), (4.16)
(611) (4.17)
(022) (4.18)
(033) = igo((aTo1s) — (aos1)) + i€%((02s) — (032)) — 2(Ts1 + T's2)(033).- (4.19)

4.19

Estas sao todas demonstradas em detalhes no Apéndice B deste trabalho.

Para a analise das propriedades do sistema CEIT, os valores esperados dos ope-

radores do atomo e do campo sao obtidos no estado estacionario, o qual é descrito por
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(@) = (ap) = (Gaa) = 0. A partir disso, podemos calcular a transmissao da cavidade (a'a)
no estado estacionario. Para o caso em que a cavidade esta vazia, obtida para gy = 0 nas
equagoes de Heisenberg, teremos a transmissao maxima da mesma, pois nao ha atomos
para absorver a luz bombeada no modo do campo da cavidade. Isso pode ser verificado

analiticamente a partir da equagao (4.13) fazendo-se gy = 0, o que fornece,

(a) = i(Ap+ik){a) —ic =0,
€
= —. 4.20
@ = = (1.20)
Tomando o hermiteano conjugado da equagao (4.20), o nimero médio de fétons no
interior da cavidade é descrito por:
el

fg) = —— 4.21
@) = Gy (4.21)

Este resultado mostra que a condi¢ao de transmissao maxima ¢ obtida quando
o campo de prova bombeia ressonantemente a cavidade w, = weq, Ou seja, A, = 0,
fornecendo (a'a)prar = |€|?/k2. Para o cdlculo da transmissdo relativa T(%) do sistema

CEIT, (a'a)psq. ¢ utilizado como um fator de normalizacdo, ou seja,

aTa
o - az

Dessa forma, quando tivermos uma transmissao relativa de 100% no sistema CEIT,
significa que o atomo esta no estado escuro, caracterizado pela janela de transmissao do
tipo cavidade vazia. Isso pode ser verificado na figura 4 para A, = 0, em que é apresentado
o grafico da transmissao relativa do sistema em fungao da dessintonia prova-cavidade
normalizada pela taxa de decaimento da cavidade A,/k. Todos os parametros utilizados em
nossas simulagoes sao descritos em funcao de k. Para obtencao deste resultado utilizamos
go = 5,0k, Q. = 3,0k, e = 0,01k, I'3; = '35 = 0,5k e 79 = 73 = 0, considerando o caso de

perfeita ressonancia A; = Ay = 0.

Todos os nossos calculos foram conduzidos numericamente a partir de algoritmos
préprios escritos em Python !, com o auxilio da biblioteca QuTiP, a qual é amplamente
utilizada pela comunidade de 6ptica quantica para simular a dindmica de sistemas quanticos

abertos (JOHANSSON; NATION; NORI, 2012).

1

https://github.com/guhfr/3level atom_ in_ cavity
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A transmissao relativa apresentada na figura 4 fornece o espectro de energia do
sistema. A superposicao dos estados escuros e os estados brilhantes, para n = 1, sdo
identificados no grafico, assim como o espacamento entre os estados brilhantes dado por

E®) — BC) =2,/g2 + 02, conforme demonstrado anteriormente.

Figura 4 — Espectro de transmissao do sistema CEIT em func¢ao da dessintonia prova-
cavidade normalizada A,/k, para os parametros gy = 5,0k, Q. = 3,0k, € =
0,01k, I'sy = I'ss = 0,5k e 75 = 3 = 0, considerando o caso de perfeita
ressonancia entre o atomo e os campos A; = Ay = 0.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Segundo Murr (2003) e Souza (2015) a condigao para observacao do fendmeno da
CEIT ¢ obtida quando a frequéncia de Rabi do campo de controle €2, é muito maior do
que a frequéncia de Rabi da cavidade, dada por g (a) /.., sendo (a) ;.. = €/(A, + k),
ou seja, . >> go(a),,,,- Na Figura 5 é apresentado o espectro de transmissao para o
sistema CEIT para diferentes valores da frequéncia de Rabi do campo de controle ¢,
considerando os mesmos parametros utilizados na figura 4. Em todos os casos a condicao
para observacao da CEIT é satisfeita. Contudo, ¢é interessante notar que o aumento da
frequéncia de Rabi do campo de controle provoca o alargamento da janela de transmissao
da CEIT, caracterizada pelos estados escuros, e uma diminuicao na intensidade dos picos
ressonantes. Isso ocorre porque o aumento de ¢ faz com que a dessintonia entre os niveis

de energia do sistema atomo-campo também aumente. Consequentemente, o sistema passa
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a ser estimulado muito fora da ressonancia, de maneira que o 4&tomo passa a nao interagir
com o campo, fazendo com que a transmissao do sistema passe a ser do tipo cavidade
vazia.

Figura 5 — Transmissao do sistema CEIT obtida utilizando os mesmos parametros apre-
sentados na figura 4 e diferentes valores da frequéncia de Rabi do campo de
controle €2.. O aumento de (). provoca o aumento da largura de banda da
janela de transmissao, com o espectro do sistema tendendo ao espectro de uma
cavidade vazia (linha tracejada na ultima figura).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Outra observacao interessante neste sistema ocorre quando consideramos o sistema
atomo-cavidade no regime de acoplamento forte gy > (x,I';;). Neste regime é possivel
observar transi¢oes de dois fotons ou mais identificadas por picos adicionais no espectro
de transmissao CEIT. Estas transi¢oes sao estimuladas quando A, é ajustado em AZ(?”) =

+1/ngd + Q2/n (SOUZA, 2013). Para uma transicao de um foton, n = 1, tem-se Al =
+1/95 + 2, enquanto que para uma transi¢ao de dois f6tons, A](f) = +4/2¢% + Q2/2, ou

seja, Ag) > Al(f). Logo, os picos do espectro de transmissao CEIT que identificam as

transicoes multiféton sao observados para valores de A, menores.

Isso é mostrado no gréafico da figura 6, em que consideramos o regime de acoplamento
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forte go = 50 k para dois valores de €2.. Como o pico que identifica a transicao de dois fotons
possui uma intensidade muito pequena, o grafico é apresentado em escala logaritmica. Se o
sistema nao for considerado no regime de acoplamento forte os picos multifétons sao todos
sobrepostos pelos picos que identificam o estado para uma tnica excitacdo n = 1. Uma vez
que o espacamento entre os niveis de energia também depende do valor da frequéncia de
Rabi do campo de controle €., pois Az()”) = +/ngé + Q2/n, é possivel controlar a distancia
entre os niveis de energia do sistema, de maneira que é possivel resolver outras transi¢oes
de fotons. Essa peculiaridade do sistema CEIT é essencial para obtermos o controle da
estatistica do campo de prova a partir de um parametro externo. Esse assunto é descrito
em maiores detalhes na proxima secgao.

Figura 6 — Espectro de transmissao do sistema CEIT em escala logaritimica obtido no

regime de acoplamento forte, go = 50,0k, Q. = 15 € 40k, € = K, '3 = '35 = K,
’72:’)/3:06A1:A2:O.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 Caracterizando a Natureza Quantica da Luz

Nesta se¢do mostramos como é possivel modificar coerentemente a estatistica de
fétons do campo transmitido pela cavidade utilizando o sistema CEIT, com o objetivo

principal de identificar a natureza quantica da luz.

Para isso exploramos teorias de fotodetecgao e correlacao baseadas em um interfero-
metro de Hambury-Brown Twiss. A esséncia deste interferémetro consiste em utilizar um
divisor de feixes e dois detectores de fotons dispostos em posi¢oes diferentes, como ilustrado
na figura 7. A interferéncia entre os fétons detectados é analisada pela quantificacao da
diferenca de fase entre os mesmos ou pelo intervalo de tempo observado entre a deteccao

dos fétons. Neste trabalho analisamos a segunda possibilidade.

Glauber (1963) desenvolveu métodos estatisticos para a investigagao destes efeitos
e mostrou que a defini¢ao classica de coeréncia nao é suficiente para a descricdo quantica
da luz. Ele definiu a coeréncia como uma sucessao de funcgoes de correlacdo de n-ésima
ordem para os vetores de estado do campo eletromagnético. Para que um campo apresente
coeréncia completa, as fungoes de correlacdo do mesmo precisam satisfazer uma sucessao
infinita de condigoes de coeréncia.
Figura 7 — Representacao do interferometro de Hambury-Brown Twiss mostrando que o

campo transmitido pela cavidade é dividido em dois feixes, com estes sendo
direcionados para dois detectores individuais.

Qc

Divisor
de feixes
c Detector
—— )
o A\
Atomo Detector

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5.1 Funcao de Correlacao

Para o estudo tedrico da correlagdo vamos considerar o operador do campo elétrico

descrito como uma soma de operadores, conforme descrito na equagao (3.22),
B(r,t) = BV (x,1) + BO(x, 1),

em que cada componente contém um operador do campo, E)(r,t) = 3 e kKT

e EO)N(r,t) = ¥y txbiaif etont—ikr,

A probabilidade de transicao w; para um detector absorver um féton do campo na

posicao r e no tempo ¢ é dada por (SCULLY; ZUBAIRY, 1997),
wi(r,t) = [(fIED (x, 6)[5)]%, (5.1)

sendo |i) o estado inicial do campo, antes da detecgao, e |f) o seu estado final, apds o
processo de deteccao. Note que apenas o operador positivo do campo é considerado, porque
a absorc¢ao do féton no detector é um processo destrutivo, de maneira que é necessario
considerar o operador de aniquilacio descrito por E(). Por ser um processo destrutivo,
o estado final do campo nao é medido, somente a taxa de contagem total. Para obter
a mesma somamos sobre todos os estados do campo que podem ser obtidos a partir do
estado inicial por um processo de absor¢ao. Estendendo a soma sobre o conjunto completo

de estados finais, a taxa total de contagem ou intensidade média do campo é dada por,
I, t) = 3w =3 [(fIED (x,)]i),
! !
= %:(f!E(”(r,t)\@')*<f\E(”(r> t)li) = Zf:(i!E()(I’,t)\f><f\E(+)(r>t)\i>,
= (i|ET(r,t)ED (x,1)]i), (5.2)
em que utilizamos a relagdo de completeza Ef: |IH{f] =1.

Considerando uma mistura estatistica de estados iniciais, cada um com probabili-
dade P; de ocorréncia, o resultado (5.2) descrito para um estado inicial puro |i) do campo,

pode ser generalizado como,

IO (r,t) = Z P, (i|EC) (x, ) EP) (x, 1) |4). (5.3)

Uma vez que o operador densidade é dado por p = 3_ F;|i)(i|, conforme discutido

na se¢ao 2.5, a equagao (5.3) pode ser escrita como,

IV (r,t) = Tr[pE ) (r, t) EF)(x, 1)). (5.4)
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A funcio de correlacao de primeira ordem GV entre o campo na posicdo r em um
instante ¢; e o campo na mesma posicao, dada pelo detector, em um instante posterior to,

é definida por (SCULLY; ZUBAIRY, 1997)
G(l)(r,tl;r,tg) = TT[pE(_) (r,tl)E(+) (I‘,tg)] = <E(_)<I'7 tl)E(+)<I'7 t2)>, (55)

de maneira que esta depende dos tempos t; e t5 somente através do intervalo de tempo

entre uma deteccio e outra 7 =ty — t1, ou seja, G (r,ty: 1, 1) = GW(r, 7).

A funcao de correlacdo de primeira ordem do campo pode ser utilizada para
descrever experimentos de interferéncia classica. Para a descricao de experimentos como
o de Hanbury-Brown e Twiss, com o objetivo de detectar a natureza quantica da luz, é

necessario definir correlagoes de ordem superior.

Para o caso de dois detectores de fétons, como ilustrado na figura 7, posicionados
em r; e ro, a probabilidade de transicao wy para os detectores absorverem fétons nestas

posigoes e nos respectivos tempos t; e ty é descrita por (SCULLY; ZUBAIRY, 1997):

wa(r1, 3 12, t) = [(fI BT (v, £2) B (10, 11) [0) . (5.6)

A intensidade média do campo [ @ (r1,t1;19,t3) = X we é obtida de maneira andloga
f

ao procedimento realizado para um tnico detector, de maneira que,

](2) (I‘l, tl, Iy, tg) = TT[pE(_) (I'l, tl)E(_)<I'2, tg)EH_) (I‘Q, t2)E<+) (I‘17 tl)], (57)

Dessa forma, a probabilidade conjunta de deteccao de fétons realizada pelos dois
detectores é descrita pela funcdo de correlacio de segunda ordem G, definida por

(SCULLY; ZUBAIRY, 1997):

G(2) (1'1, tl; Iy, tg) = T’l“[pE(_) (1‘1, tl)E(_) (1‘2, tg)E(+) (I‘Q, tQ)E(+) (I’l, tl)}

= <E(_)(I'17 tl)E(_)(I'Q, tQ)E(+) (I‘Q, tg)E(+) (I‘17 t1)> (58)

E interessante notar que os operadores do campo nas funcoes de correlacao quantica
aparecem em ordem normal, a qual é descrita considerando todos os operadores de
aniquilagao a direita de todos os operadores de criacao, diferentemente da equagao de
intensidade de um campo descrito classicamente, em que as intensidades sao multiplicadas

de maneira ordinaria. Isso ocorre porque os detectores funcionam pela absorcao dos fétons.
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Podemos escrever as func¢oes de correlagao quantica em fun¢do do tempo 7 entre
duas detecgoes. Considerando que o tempo de chegada de um féton no detector é dado por
t, =t e a chegada de outro se dd no tempo ty =t + 7, as equagoes (5.5) e (5.8) podem ser

reescritas como:

GY(r) = (EDBED (t+71)) (5.9)

GH(r) = (EDOWEDt+1)ED(t+1)ED(t)). (5.10)

Para analisar a estatistica do campo transmitido pela cavidade neste trabalho,
utilizamos a fungao de correlacao de segunda ordem normalizada, definida por (SCULLY;
ZUBAIRY, 1997):

G2 (1)

g?(1) = [GU(0)2 (5.11)

Como os nossos resultados foram obtidos para o estado estacionario do sistema,
podemos fazer t = 0 nas equacdes (5.9) e (5.10). Considerando a expansio de E™) e E()
para o modo quantico da cavidade, a maioria dos termos irdao se cancelar de maneira que
podemos escrever a equagao (5.11) como

(ala’(r)a(r)a) _ {ala'(T)a(7)a)

@) = —
g7 (7) \(aTa)lz (ata)?

(5.12)

Observe que para intervalos de tempo muito longos (7 — o), as correlagoes entre
os fétons desaparecem, de modo que ¢g® (7 — 0o) = 1. Neste caso os fotons chegam
nos detectores aleatoriamente. O laser é um exemplo de fonte de luz que apresenta esse

comportamento. Para um intervalo de tempo tendendo a zero (7 — 0), tem-se:

atafaa at(aa’ — 1)a ataata) — (a'a
(2)(0) = <(aTa>2> = < ((aTa)21> i - < (a3a>2< >7 (5.13)

em que utilizamos [a, aq =aa’ —ata=1.

Uma vez que o operador nimero é dado por a'a = n, com {(a'a) = (n) indicando
o nimero médio de fétons no interior da cavidade do sistema CEIT, podemos somar e

subtrair (n)? no numerador da equacio (5.13) e reescrevé-la como,

(5.14)
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sendo V(n) = (n?) — (n)? a variancia do nimero de fétons. Pela Equagao (5.14) ¢ possivel
notar que a correlagdo de segunda ordem ¢ avaliada a partir do principio de que o campo
possui coeréncia de primeira ordem igual a 1, somada ao termo das flutuagoes do campo
correspondente a correlagao de segunda ordem. Com esta equagao é possivel quantificar a

natureza quantica do campo detectado.

5.2 Photon bunching e antibunching

Para campos classicos os operadores do campo sao substituidos por amplitudes
complexas. Nestes casos, a partir da desigualdade de Schwarz |(a*b)|*> < (|al?)(|b]?),

podemos escrever de forma geral (SCULLY; ZUBAIRY, 1997),

|(T(r, )I(r,t + 7)) * < (PP(r, 1)) (P(r,t +7)). (5.15)

Como discutido anteriormente, para escrevermos equagoes quanticas para a intensi-
dade dos campos é necessario considerar a ordem normal entre os operadores do campo,
com todos os operadores de aniquilagao a direita dos operadores de criagao. Representando

essa ordem por (: :), a equagdo quantica correspondente a desigualdade (5.15) é dada por:
| I(e, ) (et +7) )2 <GP (r,t) )G P, t+7) ), (5.16)

sendo (I(r,t)) = (E) (v, t)E®)(r,1)).
Expandindo a equacio (5.16) em termos de E™) e E(7) e fazendo t = 0 obtém-se,

(a’a’(T)a()a) < (a'a'aa). (5.17)

Dividindo ambos os lados da equacdo (5.17) por {(a'a)? e utilizando os resultados
das equagoes (5.12) e (5.13) obtemos finalmente:
{(aTal(T)a(T)a) < {(ata’aa)
(ata)? —  ({ata)?’
L g@(r) < ¢@(0). (5.18)

Quando o campo satisfaz a desigualdade ¢®(7) < ¢®(0) para um tempo de
correlagao 7 < 7., os fétons detectados exibem um excesso de correlagao para tempos
menores do que 7.. Neste caso é observado um fenémeno conhecido como photon bunching,

em que a distribuicao de fétons se dé preferencialmente em agrupamentos. Em alguns
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sistemas Opticos quanticos, como o que estamos estudando, essa desigualdade é violada,
de forma que é possivel observar g? (1) > ¢ (0) (SOUZA, 2013). Neste caso observa-se
que os fétons sao detectados em intervalos de tempo mais espagados e, portanto, menos
agrupados, dando origem ao fendomeno conhecido como photon antibunching. Este fendmeno
configura uma assinatura quantica da luz e é consequéncia direta do bloqueio de f6tons,
que ocorre quando, devido & absor¢ao de um foton, a transmissao de um segundo féton é

bloqueada até que este primeiro seja emitido.

Outra desigualdade que caracteriza a natureza quéantica do campo é ¢g®(0) < 1.
Este resultado nao pode ser previsto por uma analise classica, pois o campo sempre
exibe photon antibunching para alguma escala de tempo. Os campos classicos sdo sempre
caracterizados por ¢»(0) > 1 (SCULLY; ZUBAIRY, 1997; GRYNBERG; ASPECT;
FABRE, 2010).

Para entender o porqué, podemos reescrever a desigualdade ¢®(0) < 1 da seguinte
forma:
(aTataa)

(alay
(a'a’aa) < (a'a)

1

2

(d'a'aa) — (a'a)* < 0. (5.19)

A desigualdade (5.19) implica em algumas inconsisténcias do ponto de vista classico.
Utilizamos a representacao P (P-representation) para verificar isso. Esta também é
conhecida como representagao de estados coerentes |a), os quais sdo autoestados do
operador a, ou seja, para um nimero complexo « tem-se ala) = aja). Nesta representacao

o operador densidade p pode ser reescrito da seguinte forma:

pz/P@@W@@M%, (5.20)

sendo P(a, a*) uma fungao distribuigao real de quasi-probabilidade. Esta é uma forma
conveniente de escrever o operador densidade para um conjunto de operadores normalmente
ordenados e sua dedug@o pode ser encontrada na referéncia (SCULLY; ZUBAIRY, 1997).
Podemos utilizar a representacao P para escrever o valor médio de um operador arbitrario

(O) =Tr(Op) da seguinte forma,

«»:/Pmﬂwmwmmﬁ. (5.21)
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Dessa forma os valores médios (a'a'aa) e (a'a) apresentados na desigualdade (5.19)

podem ser escritos como:

(a'a) = /P(a,a*)<a|aTa|a>d2a = /P(a,a*)(a|a*a|a>d2a,

(a'a) = /P(a, o)|af*d*a = Ela?], (5.22)
(a'a'aa) = /P(a,a*)<a|a*aTaa|a>d2a = /P(a,a*)<a|a*a*aa|a>d2a,
)

(a'a’aa) = /P(a,a* la|*d*a = Ela). (5.23)

Utilizando a notagao E[X] a varidncia pode ser escrita como (BUSSAB; MORET-
TIN, 2010):

V[X] = B[X?] - BIX]" = E[(X - E[X])’], (5.24)
de maneira que para X = o2, tem-se:

(a'a’aa) — (a'a)® = — E[a?)? = E[(a? — E[a?))?], (5.25)

ElaY]
(a’a’aa) — (a'a)® = /P(a, o) (a? — (a'a))*d*a < 0. (5.26)

Como (a? — {(a'a))? é sempre positivo, para que a desigualdade (5.26) ocorra é
necessario que P(«, a*) seja negativo para alguns valores de «, e, portanto, nao satisfaz as

propriedades de uma funcao distribuicao classica.

A distribuig¢ao de fétons em um experimento de contagem de fétons, em que estes
chegam em um detector em um determinado intervalo de tempo, fornece a estatistica do
campo. Para fétons chegando independentemente, de maneira aleatéria, a estatistica é
Poissoniana. Esta é a estatistica de um campo laser e é caracterizada por ¢ (0) = 1. No
caso da luz proveniente de uma lampada incandescente, por exemplo, a distribuicao de
fétons é Super-Poissoniana. Por ser uma luz cléssica observa-se g2 (0) > 1 e o fendmeno
de photon bunching. E possivel também observar uma estatistica Sub-Poissoniana para a
luz, caracterizada por 9(2)(0) < 1 e a observacao do fendmeno de antibunching. Neste caso,
a intensidade das flutuacoes do campo é reduzida para valores abaixo de um campo laser,

sendo uma evidéncia direta de que a luz é quantica.

Na préxima secao mostramos como a estatistica do campo de prova, e consequen-
temente sua quanticidade, pode ser controlada a partir do sistema CEIT utilizando um

parametro externo de controle.
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5.3 Controle da Coeréncia do Campo de Prova com o Sistema

CEIT

Neste trabalho utilizamos a funcdo de correlacdo de segunda ordem ¢®(0) para
observar o controle da estatistica do campo transmitido pela cavidade. Para isso utilizamos
como referéncia um campo de luz coerente, o qual fornece ¢®(0) = 1 e possui distribuicao
Poissoniana. O campo de prova possui tal comportamento antes de entrar na cavidade.
Este resultado pode ser verificado calculando-se o valor de ¢‘®(0) para a cavidade vazia.
Apés interagir com o sistema CEIT com um tnico atomo no regime de acoplamento forte, a
estatistica do campo de prova pode ser modificada, e até controlada, para sub-Poissoniana

ou super-Poissoniana, dependendo do conjunto de parametros utilizado.

Na figura 8 apresentamos a funcao de correlacio de segunda ordem ¢ (0) em
fungao da dessintonia prova-cavidade normalizada A,/ para o acoplamento atomo-campo
go = 50 k e Q. = 40 K, considerando os mesmos parametros utilizados para o calculo da
transmissdo apresentada na figura 6. A linha tracejada vermelha em ¢®(0) = 1 indica a
referéncia do sistema para a estatistica Poissoniana do campo coerente de prova.

Figura 8 - Funcdo de correlagdo de segunda ordem ¢®(0) e transmissio relativa do
sistema CEIT, para um tnico atomo, em funcao da dessintonia prova-cavidade

normalizada A,/k. Os pardmetros utilizados sao gy = 50k, Q. = 40k, € = K,
Fgl:F32:KJ,’72:’}/3:06A1:A2:0.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Pelo espectro de transmissao do sistema é possivel notar que os picos que carac-
terizam os estados brilhantes para as transi¢oes de um e dois fétons, linhas verticais do
grafico, podem ser também identificados por minimos na funcao de correlaciao ¢ (0). Este
resultado mostra que a Unica regiao em que a luz apresenta estatistica sub-Poissoniana
g(2)(0) < 1, é aquela em que ocorre a transicdo de um tnico féton, caracterizando também
a regiao em que é possivel observar o fenomeno de bloqueio de um tnico foton (photon
blockade), e consequentemente, o estabelecimento do comportamento quéntico do campo

de prova.

A estatistica super-Poissoniana g(2)(0) > 1, caracterizando o comportamento
classico do campo de prova, pode ser observada para varios valores de A,, com a funcao

de correlacio chegando a valores maiores que 103,

Teoricamente, a analise da estatistica de fétons pode ser realizada, a principio, em
funcao de qualquer parametro do sistema. Contudo, nem todos os parametros sao simples
de serem modificados experimentalmente, de maneira que a investigacao de protocolos
que permitam analisar o comportamento do sistema em funcdo de pardmetros externos
pode ser muito promissora para aplicagoes tecnologicas. Neste contexto, a CEIT é muito
interessante, pois podemos verificar o comportamento do sistema em fun¢ao dos parametros
do campo de controle. Na figura 8 o par simétrico de estados brilhantes é observado para
A, = £65x. Como j4 mencionado, os valores minimos da fungdo de correlacio g'?(0)
sao observados quando o sistema atomo-campo ¢é estimulado ressonantemente a partir
do estado fundamental nas transi¢oes de 1 ou mais fétons. Como o espagamento destas
transicoes podem ser modificadas através da frequéncia de Rabi do campo de controle €2,
¢é possivel verificar as consequéncias da variacao de §2. para o fenémeno de bloqueio de

fétons, por exemplo, para um valor fixo de A,,.

Na figura 9 apresentamos a funcdo de correlacio de segunda ordem ¢ (0) em
funcao da frequéncia de Rabi do campo de controle normalizada €2./x para o mesmo
sistema CEIT considerado na figura 8, com A, = 80x. Note que o campo transmitido
pela cavidade apresenta estatistica sub-Poissoniana em duas regioes bem definidas, com
valores minimos obtidos nos estados em que as transi¢goes de um (|\IJ§i)>) e dois (|\Ilgi)>)
fotons sao estimuladas ressonantemente. Para ilustrar melhor tais processos, apresentamos
na figura 10 o diagrama de energia dos estados vestidos do sistema CEIT considerado,

mostrando que o espacamento entre estes podem ser modificados tanto por gg quanto por
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Q. através da relacio /ngg + Q2.

O segundo minimo que aparece no grafico da figura 9 esta associado especificamente

ao bloqueio de dois fétons que ocorre quando a transi¢ao |\IJ(()O)> “ ]\If§+)> é estimulada.
Este bloqueio nao é tao eficiente quanto o bloqueio de um tunico féton, caracterizado
pela transicao \\I’éo)> > |\If§+)>, pelo fato dos estados \\Ifgi)> ainda serem populados
significativamente, mesmo que estes nao estejam sendo estimulados ressonantemente
(SOUZA, 2013).

Figura 9 — Funcao de correlacdo de segunda ordem ¢®(0) em funcio da frequéncia de

Rabi do campo de controle normalizada €. /k, utilizando os mesmos parametros
da figura 8 e para A, = 80k.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O controle 6ptico apresentado na figura 9 mostra também a formacao de um plato
sub-Poissoniano entre a transicdo de um e dois fotons. A regidao deste platé pode ser
significativamente diminuida ou aumentada pela variacao proporcional da dessintonia A,

conforme apresentado na figura 11.

A formacao do plato ocorre a medida que o estado escuro |\Il§0)), que produz luz
coerente ¢?(0) = 1, torna-se mais populado do que o estado |\I/§+)>, conforme explicado por
Souza (2013). A principal relevancia desse resultado reside no fato de que o campo de con-

trole fornece parametros externos ao sistema, podendo ser modificados experimentalmente
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sem alterar a configuracao do mesmo. Simulac¢oes, como as conduzidas neste trabalho,
permitem definir, por exemplo, os melhores parametros possiveis do sistema CEIT para
gerar luz quantica em uma regiao de trabalho mais ampla e acessivel experimentalmente
para o campo de controle utilizado.

Figura 10 — Ilustragao do diagrama de energia dos estados vestidos do sistema CEIT
considerado, mostrando os processos de transicao de um e dois fotons. O

S}) = 2,/ngé + Q2.

espacamento entre os niveis de energia é dado por 2g

CEIT Bl | Foton
g2 2 I otons
Cavidade (n) 2
I I __j___qu
\ |
‘\PZ(O)> T \PZ(-)>
el 3 )
R O T
‘\Pl(0)> T 11 = \{,1(_)>
s it 1283 ?2?3 ‘Péo)>

Fonte: Figura extraida de Souza (p. 98, 2013).

Para visualizar de maneira geral como a funcao de correlacao pode ser modificada,
apresentamos na figura 12 (a) um gréfico em trés dimensoes com gradiente de cores de
g»(0) considerando a variagdo de A, e .. As areas tendendo para o azul, abaixo do
plano onde ¢g®(0) = 1 (em verde), sdo as regides onde o campo transmitido pela cavidade
apresenta comportamento quantico. Na figura 12 (b) apresentamos o mesmo grafico visto
de cima. Neste é possivel ver nitidamente a regiao de bloqueio de um tinico féton, dada pela
linha azul escura inferior, e o surgimento do bloqueio de dois fétons (linha azul superior),
referente & transigao |\I/(()O)) > |\If§i)), surgindo para valores acima de A, = +60 & e

Q. =100 k.

Estudos futuros serdo conduzidos para analisar a funcdo de correlacao g® () para
classificar e caracterizar a ocorréncia dos fendmenos de photon bunching e antibunching,

pois nos casos em que é observado a estatistica super-Poissoniana ¢ (0) > 1, a principio
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para luz classica, é possivel ocorrer o fendomeno de antibunching, conforme demonstrado

por Souza (2013).

Figura 11 — Funcao de correlacio de segunda ordem ¢®(0) em funcio da frequéncia de
Rabi do campo de controle normalizada €./ para diferentes valores de A,,.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 12 — (a) Representagdo em trés dimensoes da fungao de correlagdo de segunda or-
dem ¢®(0) do sistema CEIT, para um tinico 4&tomo no regime de acoplamento
forte go = 50 K, em fungao da frequéncia de Rabi do campo de controle €2./k
e da dessintonia prova-cavidade A,/k normalizadas. Em (b) apresentamos a
vista superior do mesmo grafico.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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6 Conclusoes

Em Janeiro de 2021, Sarah Thomas e Pascale Senellart publicaram na revista
Nature um artigo intitulado The race for the ideal single-photon source is on (THOMAS;
SENELLART, 2021), ou seja, “A busca pela fonte ideal de fétons individuais comegou”.
Neste trabalho os autores discutem intimeras contribuicoes realizadas nas tltimas décadas
que mostram a necessidade de producao de fétons individuais para o desenvolvimento e
estabelecimento de tecnologias quéanticas. Isso ocorre de maneira geral, porque utilizar
fotons individuais implica na diminuicao de ruidos, e, consequentemente, na diminuicao
de erros no transporte e processamento de informacao quantica. No desenvolvimento da
criptografia quantica, por exemplo, quanto menor a quantidade de fétons em um pulso,
maior a seguranca da transmissao de chaves quanticas (XU et al., 2020). Em metrologia,
utilizar fontes de fétons com menos ruido permite obter medi¢oes 6pticas de maior resolucgao
(HELVERSEN et al., 2019). Para se utilizar fétons como qubits ou como geradores de
nimeros aleatdrios, é necessario a produgao de fétons individuais (LIU et al., 2018), além

de uma infinidade de outras aplicagdes tecnolégicas (GIBNEY, 2019).

Além da geracao de fétons individuais, a prépria producao de campos quanticos
possui sua relevancia, em especial para a informacao e comunicacao quéanticas. Parte da
arquitetura da computacao quantica consiste em armazenar estados quanticos em memorias
quanticas, e uma das propostas atuais para o hardware consiste em utilizar a fotonica,
sendo que o principal desafio é superar a presenga de ruidos nos processos (LVOVSKY;
SANDERS; TITTEL, 2009b). Logo, a utilizagdo de campos que apresentam estatistica
sub-Poissoniana, pode ser uma forma de superar o impacto dos ruidos na transmissao de

informagoes.

Diante do exposto, nota-se a importancia do nosso trabalho, pois um dos principais
objetivos na area de Optica quantica é o estabelecimento de protocolos que possibilitem
controlar as nao linearidades de sistemas no nivel mais fundamental de quanta de matéria e
luz individuais. Através da combinagao do fenomeno de transparéncia eletromagneticamente
induzida com eletrodindAmica quantica de cavidades (CEIT), nés exploramos a estatistica
de fotons do campo emitido pela cavidade através do calculo da func¢do de correlacao

de segunda ordem ¢®(0). A partir da variacio de um pardmetro externo ao sistema,



Capitulo 6. Conclusées 60

dado pela frequéncia de Rabi do campo de controle €., foi possivel demonstrar uma
rica estrutura para obtencdo de luz quéntica, com ¢ (0) variando de uma estatistica
de fétons sub-Poissoniana ¢(®(0) ~ 0 para super-Poissoniana ¢(?)(0) ~ 100. No regime
de acoplamento atomo-campo forte, gy = 50 k, o sistema CEIT exibe duas regices bem
definidas para a produc¢ao de luz quantica, como resultado do fendmeno de bloqueio de
fotons para um unico féton e dois fotons. O controle quantico observado neste sistema
pode auxiliar significativamente na implementacao de dispositivos que possam atenuar ou
amplificar as flutuagdes de um campo laser ou ainda dispositivos que possam produzir

fotons individuais e fortemente correlacionados.

Estudos adicionais estao sendo conduzidos para verificar como a estatistica do
campo transmitido pela cavidade pode ser modificada com o aumento do ntmero de

atomos no sistema CEIT, utilizando uma abordagem puramente quantica.
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APENDICE A — Obtenc3o do hamiltoniano

do sistema CEIT independente do tempo

O hamiltoniano de Jaynes-Cummings com bombeio do sistema CEIT, que descreve
a interagdo de um tnico atomo de 3 niveis na configuracdo A com um tinico modo do
campo quantico de uma cavidade 6ptica, acoplando a transi¢ao |1) — |3), e um campo

classico de controle, acoplando a transicao |2) — |3), é dado por:

]f] = WCGU&TCAL + W325'22 + UJ315’33 + (90&6'31 + Qcﬁggemt + €€Leiwpt + hC) (Al)
Este foi obtido utilizando as aproximagoes de dipolo elétrico e de onda girante (RWA),

conforme discutido no capitulo 3.

O hamiltoniano (A.1) é descrito na representacio de Schréodinger, cuja evolugao
temporal é caracterizada pela evolucao das amplitudes dos estados enquanto que os
operadores permanecem constantes. No caso em que a evolucao do sistema se dé através
da evolugao temporal dos operadores, com as amplitudes dos estados sendo tratadas
independentemente do tempo, temos a representacao de Heisenberg. Neste apéndice
utilizamos a representacao de Dirac, também conhecida como representacdo de Intenracao,
para eliminar a dependéncia temporal do hamiltoniano (A.1). Nesta representagio a

evolucao temporal do sistema é feita entre as representagoes de Schrodinger e de Heisenberg.

Para isso vamos escrever o hamiltoniano da Equagao (A.1) separadamente como:
H=Hy+ H,1), (A.2)

com o primeiro termo descrevendo o modo quantico do campo da cavidade e o atomo
individualmente Hy = weapa @ + wyoG99 + w31633, € 0 segundo descrevendo a interacao

adtomo-campo Hj = goads + Q032 + cae™r! + h.c.

O operador unitario que transforma o estado da representacao de Schrodinger para

a representacao de Dirac é dado pela exponencial:

U3 (¢, tg) = etott=t0), (A.3)
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~ . . ~ . sy
A relagao do operador hamiltoniano na representagao de Dirac H com o mesmo

na representacao de Schrodinger H é:
o =UJHU, = U{(Hy + H) Uy (A.4)

Pela equagao (A.3) tem-se que o hamiltoniano Hy é o mesmo nas duas representagoes,
ou seja, H) = Hy. Portanto precisamos apenas calcular o hamiltoniano de interagdo H; na

representacao de Dirac.

Calculo de H;

Considerando cada termo de H 7 e a relagdo de Campbell-Baker-Hausdorff, dada

por eBAe=B = A + [é,/ﬂ + 5 [é, [E,AH + 3 [E, [E, [E,A}H + ..., tem-se:

i) = 0300 = et st
Hi(t) = et ot [g0d631 + Q.b39€™" + cae™r' + h.c.} ¢~ iHot (A.5)
em que substituimos Hye H 1, conforme equagao (A.2), e consideramos ty = 0.

Para organizar melhor os calculos, consideramos os trés primeiros termos da equagao

(A.5) separadamente, de maneira que:

([) — ei(wcaudT&+W32&22+W31333)15 (90&5731) e—i(wcaudfd—&-w;),zﬁgg—i-wgl&33)t (AG)
(]]) _ ei(wcau&T&+w32622+w31633)15 (905.32611%15) e—i(wcav&T&+UJ32622+W31633)t (A7)
(]]I) _ 6i(wca11dT&+W32&22+w31633)t (g&eiwpt> e_i(wcavdTa+w32622+w31&33)t (A8)

Podemos reescrever estas equacoes separando os operadores do atomo e do campo,

pois estes sdo independentes. A equagao (A.6) torna-se:

(]) = go [ei(w32&22+w31633)t (5‘31) e—i(w32622+w31&33)t} [eiwcavdfdt (&) e—iwcavdet} (A9)

Expandindo cada termo da relagao de Campbell-Baker-Hausdorff para a equagao

(A.9), obtemos para o operador atémico 31,

631 = (iwsit)’Gs1, (A.10)

[i (w3260 + w31G33)t, G31] = (iwsit) 631, (A.11)

[i(wsa022 + w31633)t, (w3202 + w31633)E, 631]] = (iwsit)’Gan, (A.12)
(w3200 + w31G33)t, ... [i(wsabo2 + w31G33)t, 031]] = (iwsit)" 631, (A.13)
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e para o operador do campo da cavidade @, considerando a relacio [a,al] = 1,

[zwcava at,

a
[iwcaU&T&t {zwcava at, a” =

[iwcavdT&t, {zwcava at a”

Pela relagoes obtidas em (A.10) até (A.18), podemos reescrever a equacao (A.9)

Ccomao:

(1) = 90 [5-31 e i (_i%a”t)n] : (A.18)

Os somatorios obtidos na equagao (A.18) correspondem as expansoes em série de

Taylor da funcao exponencial e”, de maneira que,

w31t A —iwequt

(1) = gobzie™*""ae = gobs e’ e, (A.19)

Tomando o hermitiano conjugado de (A.19) obtemos o termo correspondente para

(I) em h.c. na equagao (A.5), ou seja,
(T = gioiale i Wnwean)t (A.20)
Reescrevendo o termo (I7), dado pela equagao (A.7),
(II) _ chiwct [ei(w32f722+w315f33)t (5.32) e—i(w32&22+w31633)t} ’ (A'21>

e adotando um procedimento analogo obtemos:

632 = li(ws — ws)t]"632, (A.22)
[i(ws2022 + w31033)t, G3z] = [i(ws) — w32)t]'Gaz,  (A.23)
[i(w32092 + w31033)t, [i(ws2092 + w31033)t, O32]] = [i(ws — W32)t]2&32, (A.24)
[i(ws2G22 + ws1G33)t, ... [1(ws2G22 + ws1G33)t, O30]] = [i(ws1 — waa)t]"Fs2, (A.25)
o que fornece:
t|" )
(][) — Q ezwc 0_32 Z w31 |W32) ] _ 966_3261(w31—w32+wc)t’ (A26)
= n!

(IN)T = Qfggelormwsateelt (A.27)
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Resolvendo para o termo (111), dado pela equacao (A.8),
(IIT) = geirt |eioeenlat () emiveadlal] (A.28)

utilizando a relacdo [a,a'] = 1, tem-se:

a ( ) (A.29)
liweavitlat, ( ) (A.30)

liweaviilt, |iweanitdt, a]| = (—iweant)?d, (A.31)
(iweavitldt, ... [iweadlat, a | ( ) (A.32)

o que fornece,

; = (=t cavt "
(I11) = ec™! [&Z( i ) ]zsae’(wp wean)t (A.33)
n=0 n:
(IINT = erale i wrmwear)t, (A.34)

Considerando todos os termos, a parte de interagao do hamiltoniano do sistema,

dado pela equagao (A.5), na representagao de Dirac torna-se:

Hi(t) = gofaael @)t 4 Q) Gy eiwn—wstwell | qgeilwn—wea)t Lp (A.35)

Hamiltoniano independente do tempo

Agora que o hamiltoniano estd escrito na representacao de Dirac, a dependéncia

temporal do mesmo pode ser eliminada se encontrarmos um operador unitario da forma,
2 iAt
U1 =€ (A36)
sendo A um operador genérico relacionando o hamiltoniano do atomo e do campo da
cavidade independentemente, ou seja, A = A afa + Apgbi1 + A, + Asbss. Os valores

para os A; serdo determinados de maneira que €™t = 1.

A parte de interagao do hamiltoniano independente do tempo na representacao de

Dirac é dada entao por:

Hmt = UlH}(t)Ul = €iAtﬁ}(t>€_ZAt (A37)

Considerando novamente a separagiao dos calculos em trés termos tem-se:

(I) — ei(Aade-l—Aﬁ@'n+A7622+A55'33)t (90631&€i(w31 —wcav)t)e—i(Aa&T&-f—AB&n+AW6'22+A55'33)t, (A38)

(I7) = ei(Aa&T?H-AB&n+Aw5’22+A6?733)t( z'(W31—°"32+‘"C)t)e_i(AC‘(A{”&—FAB&H-i_AW&224_A6&33)t7 (A.39)

966'326

(][I) — ei(Aade+Agﬁ'11+A7&22+A5&33)t(géei(wpfwcav)t)e*i(AadeJrAB&n+A76'22+A5?733)t. <A40)
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Reescrevendo a equagao (A.38) para separar os operadores do 4tomo e do campo

tem-se:

(I) — goei(wm—wcav)t 6i(A5&11+A7522+A5&33)t(A

—i 5 5 5 iA-atat /AN —iA~ata
031)6 z(Aﬁau—i-A,yogg—&-Ago'gg)t] [ezAaa at(a)e [ YA ) at} )

Utilizando a relacdo de Campbell-Baker-Hausdorff e [a,a'] = 1 obtemos:

631 = (A5 —Ap)Y631, (A.42)

[(Apb11 + AyGog + Asbsz), 631] = (As — Ag)tés, (A.43)

[(Aga'u —|— A76'22 + A56'33>, ...[(Aﬁé’n + A,ya'gz + Agé’gg), 6’31] - (Ag — Ag)"&gl. (A44)
a=(—A )Oa (A.45)

[ o) = (—Aq)'a, (A.46)

[Andta, . [Aqdfa, a} = )"a. (A.47)

Analogamente ao que foi feito anteriormente, a equagao (A.41) e o termo hermitiano

conjugado corresponde sao descritos por:

0 goei(“‘"’lwc‘”t[(fslz AB)) di(—ijat)" L (A48)
(1) = goe'lorwem)igy (Ao tllgeitel, . (449
(I) = gobsiae’@s—weartBs—Rs+Ralt (A.50)
() = gioraale e vt Astalt (A-51)

(VA

Aplicando a condi¢do e = 1 para a eliminacao da dependéncia temporal da

equacgao (A.51), obtemos a relagao:

W31 — Weqy + Ag — AB + Aa =0. (A52)

Procedendo de maneira similar para o termo (/7), dado pela equacao (A.39),
(II) = chz’(wglwgﬁwc)t ei(A3611+A7&22+A5633)t(6_32)e*i(A5&11+AW622+A5€733)t} . (A.53)
de maneira que:
630 = (As—A)%3, (A54)

[(Agb1y + Aoy + Nsbss), 635] = (As— A,)' 639, (A.55)
[(Agb11 + AyGag + Nsbs3), ... [(Agd11 + AyGoa + Asbs3), 032] = (As — A)"G32, (A.56)
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o que fornece,

(I1) = Qeiten—wmteor 0322 mre2 (A.57)
(11) = Q e!wsmwatwelt g, o (A‘S AV)t, (A.58)
(II) = Qoge@n—wntwctls=Aq)t (A.59)
(I = Qrogge (s wstwetfomal, (A.60)

Considerando a condicao para a independéncia temporal do hamiltoniano:

W3] — W32 + We + A5 - A,y =0 (A61)

Para o termo (I11), dado pela equagao (A.40),

([[[) _ gei(wp—wcav)t {eiAadT&t<&)e—iAadet:| ’ (A62)
obtemos,
= (= A t)
(III) = eeilorwean)t [a y ] (A.63)
n=0
(I1]) = cae'@rear=Ra)t (A.64)
(I1I)T = erale iwpmwheav=Ra)t (A.65)
fornecendo a relacao:
Wp — Wean + Dy =0 (A.66)
Considerando as equagoes (A.52), (A.61) e (A.66), tem-se o sistema linear:
W31 — Wean T+ A& - Aﬁ + Aa = 07
w3 —wsp +we +As — A, = 0, (A.67)
Wp — Weaw + Aoe = Oa
que possui uma possivel solucdo em que:
—Ay = Ag = Wy — Wean, (A.68)
A(S = W31 — wcav; (A69)
A,y — A(g = W3] — W32 + We (A?O)

Na notacao que utilizamos no capitulo 3, consideramos A, = A,, As; = A; e

Ay = w3y — w,, de maneira que a equacao (A.70) pode ser escrita como A, = Ay — A.
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Como consideramos o zero de energia do nosso sistema atomico no nivel |1) e a frequéncia
de transi¢ao do nivel |2) para o nivel |3) como sendo wss, a dessintonia entre a transigao
|2) — |3) e o campo de controle pode ser equivalentemente escrita como Ay = w3 —wsa +w,

ou Ay = Wy — W,.

Logo, o hamiltoniano independente do tempo H=A+UH }Ul do sistema atomo-

campo com bombeio é descrito na notacao de Dirac por:

A

H = AyaTa — Apo1y + (A1 — Ag)bag + A1G33 + (o010 + Qeaz + ca + hc.), (A.71)

conforme apresentado na equacao (3.39) do capitulo 3.
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APENDICE B - Deducio da evolucio
temporal da média dos operadores do sistema

CEIT

Como apresentado na secao 4, a equacao mestra do sistema CEIT é descrita por:

p=—ilH,p] + Kk(2apa’ — atap — pa'a)+
['s1(2013p031 — 033p — poss) + ['s2(2023p039 — 0330 — poss3) (B.1)
+72(2092p029 — T22p — poaa) + V3(2033p033 — T33p — poss),

sendo o hamiltoniano H correspondente,

I’i] = APO'H + (Al — AQ)UQQ + A10'33 — APGTCL + (goa031 + Qcagg +ea + hC) <B2)

A seguir apresentamos todos os detalhes para obtencao da evolucao temporal dos

operadores do atomo e do campo.

Obtendo (a).

Para obter (a) precisamos multiplicar a equagdo mestra (B.1) por a e calcular o
trago do produto destes operadores a partir de (a) = Tr(pa). Utilizando a propriedade
ciclica do trago dessa operacao, apresentada na secao 2, vamos calcular cada termo da

equagao total separadamente.

Termo s:

T?"[’Y3(2033p033 — 0330 — 0033)61] =73 TT[2033PU33@ — 033p0Q — 0033a] =

= 3 Tr[2a033033p — aozzp — aos3p] = 73 Tr[2ac33p — 2a033p] = 0 (B.3)

Termo ~,:

Tr(v2(2092p092 — O92p — poag)al = Yo Tr[2092p0920 — 0o2pa — poxpal =

= Y2 TT’[2CLO’220’22P — A0220 — GO'QQp] = 2 T?”[ZCLO’QQp — 20/022p] =0 (B4)



APENDICE B. Dedugio da evolugio temporal da média dos operadores do sistema CEIT 73

Termo I's:

Tr(ls2(2023p030 — 033p — poss)al = sy Tr[2093p0320 — 033pa — poszal =

= Fgg TT[QCLO’gQO’Qgp — a033p — CLUggp] = F32 TT[2CLO'33p — 2&033p] =0 (B5)

Termo F31 .

TrTs1(2013p031 — 033p — posz)a) = U'si T'r[2013p0316 — 033pa — posza) =

= T'51Tr[2a031013p — aos3p — aoszp| = T3y Tr[2a033p — 2a033p] = 0 (B.6)

Termo k:

Trlk(2apa’ — a'ap — pata)a) = k Tr[2apa‘a — a'apa — pa‘aa] =
x Tr[2a’aap — aa’ap — a'aap] = Kk Tr[2a'aap — (14 a’a)ap — a'aap] =

=k Tr[2a'aap — ap — a'aap — a'aap] = k Tr[—ap] = —k{a) (B.7)

Counsiderando os termos do hamiltoniano.

Termo €:

Tr{—i[(ca+ e*a)p — p(ea + e*aN]a} = —iTr[capa + *a' pa — peaa — pe*a'a] =
= —iTr[eaap + c*aa'p — caap — e*a'ap] = —iTr[e*aa’p — e*a'ap] =

= —ie*Tr[(aa’ — a'a)p] = —ie*Tr]p] = —ic* (B.8)

Termo €,.:

Tr{—i[(Qo32 + Qo) p — p(Qeo32 + Noas)la} =
—1 Tr[Qcosapa + Qioazpa — pQeosea — pQiogzal =

—1 Tr[Qcaosep + Qraoazp — Qeacsap — Qiacezp] = 0 (B.9)

Termo gg:

Tr{—i[(goacs1 + gia'o1s)p — p(goaos: + ghalors)la} =
—i T'rlgoaosipa + gSaTolgpa — Pgoao31a — pgSaTalga] =

T013P — goaaogz1p — QSGTGUN)P] =

—i Tr(goaacsip + gjaa
—i Trlgsaa’o13p — ghalaoisp] = —igy Trl(aa’ — a'a)oisp] =

—igy Trlowsp] = —igy(o1s) (B.10)
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Termo Ap:
Tr{—i[Ap(oy —a'a)p — pAp(oy — a'a)]a} =
—iAp Trloyipa — a'apa — poyya + pa‘aa) =
—iAp Trlacy,p — aa'ap — aoyyp + a'aap] =
—iAp Tr[—aa'ap + a'aap) = —iAp Tr[—(1 4 a'a)ap + a'aap] =
—iAp Tr[—ap — a'aap + a'aap] = —iAp Tr[—ap] = iAp{a) (B.11)
Termo A;:
Tr[—i(Aio33p — pAqosz)al = —iA; Trlosspa — poszal =
—’LAl TT[CLO’ggp — A033pP = 0 (B12)
Termo (A; — Ay):
Tr{—i[(A; — Ag)ooep — p(A1 — Ag)og]a} =
—i(Ay — Ay)Trlogepa — pogal = —i(A1 — Ag)Trlacsp — acesp =0 (B.13)
Considerando todos os termos, a equacao total para a evolucao temporal do operador

do campo é dada por:

Tr(pa) =(a) = —rla) —ic" —igslois) +iAp(a)
(@) = i(Ap+ir)a) —ic* — igh (o), (B.14)

e o complexo conjugado correspondente,

(@) = —i(Ap—ir)a") + ic +igo(os). (B.15)

Obtendo (c19).

Termo s:
TT[73(2033P<733 — 0330 — P033)012] =73 TT[2033PU33012 — 033P012 — PU33012] =
V311 (20330120330 — 0120330 — 033012p] = 0 (B.16)
Termo ~,:

Tr[v2(2002p09 — T22p — poa)oia] = Y2 TT[2092p022012 — O22pT12 — PO2T12] =

Yo Tr(20201202p — 0120220 — 92012p] = Y2 Tr[—012p] = —72(012) (B.17)
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Termo I's:

TT[F32(2023P032 — 0330 — P<733)<712] = F32TT[2023P032012 — 033P012 — ,0033012] =

F32T7“[2032012023P — 0120330 — 033012,0] =0 (B'18)

Termo I'sq:

TT[F31(2013PU31 — 0330 — ,0033)012] =I5 TT[2013P031012 — 033P012 — ,0033012] =

[s1 Tr[2051012013p — 012033p — 033012p) = 0 (B.19)

Termo k:

Tr(k(2apa’ — a'ap — pa’a)ois] = k Trl2apatoy — alapoyy — palaois) =

k Tr[2a'ao12p — alaoiap — a'acap] = 0 (B.20)

Considerando os termos do hamiltoniano.

Termo €:
Tr{—i[(ca+e*a)p — plea + c*a)]o} =
—iTrleapois + *a’poyy — peaciy — peralory] =
—iTrleacap + €*a'orap — caoiop — 6*aT012p] =0 (B.21)
Termo €).:

TT{—i[(QCUgg + Q:O'Qg)p - p(QCU?,Q + 92023)]012} =
—i Tr[Qco32p012 + Q023p012 — PSleO32012 — PSL023012] =
—1 TT[Qcalzaszp + Q27712(723P — Q0320120 — Qi02301zﬂ] =

—1 TT[QZO’lgp] = —’iQ:<013> (B22)
Termo gg:

Tr{—i[(goaos: + QSGTUB)P — p(goaos; + 9861T013)]<712} =
—i Trlgoacsipois + gia'orspois — pgoacsiois — pgia o13012] =
—1 Tr[goa012031,0 + QSCLT012U13P — §oa0310120 — QSGTUISUHP] =

—1 T?”[—goa(ngp] = ig0<a032) (B23)
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Termo Ap:
Tr{—i[Ap(on — CLTG)P — pAp(o11 — CLTG)]UH} =
—iAp Trloy1pois — alapois — poi1o1s + paTaalg] =
—iAp Trlo1a011p — a'aciop — o11012p + alaciap] =
—’LAP TT[—012p] = iAP(UlQ) (B24)
Termo A;:
TT[—i(A1033P - pA1033)012] = —14 TT’[033/)U12 - /)033012] =
—iAl T?“[O'm()’ggp — 033012p] =0 (B25)
Termo (A; — Ay):

Tr{—i[(A1 — Az)o2p — p(A1 — DAg)op]orn} =

—i(Al - AQ) TT[022PU12 - P022012] = i(AQ - A1) TT[012022P - 022012P} =
Z(AQ — Al) TT[O'lgp} == ’L(AQ - A1)<0'12> (B26)
Portanto, a equacgao total que descreve a evolucao do operador o5 é:

TT’(pO'lg) = —’)/2<O'12> — iQ:<013> + ig0<a032> + iAP<012> + Z(Ag - A1)<0'12>
(012) = [—72+iAp +i(Ay — Ay)[(012) — 82 {013) + igo{aosa)

<('712> = ’L(AP + AQ — Al + i’yg)<012> — iQi<0’13> + igo(a032> (B27>
de maneira que,

<(j'21> = —Z(AP —+ AQ — Al — i72)<021> + iQC<031> — igS<CLT023> (B28)

Obtendo (d13).

Termo ~s:

Tr(vs(2033p033 — 033p — poss)ois] = Y3 11[2033p033013 — 0330013 — pO33013] =

Y3 T'r[2033013033p — 013033p — 033013p] = 3 Tr[—013p] = —73(013) (B.29)
Termo ~,:

Tr[v2(2002p09 — T22p — poae)oi3] = Y2 TT[2092p022013 — O22p013 — pO2013) =

Yo Tr([2099013022p — 0130920 — 022013p] = 0 (B.30)
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Termo I's:

Tr[[s32(2093p030 — 033p — posg)ors] = L'sy Tr[2093p032013 — 033p013 — po33013] =

[so T'r[2050013093p — 013033p — 033013p] = ['so Tr[—013p] = —'32(013) (B.31)

Termo I'sy:

Tr([s31(2013p031 — 033p — posg)ors] = L's1 Tr[2013p031013 — 033p013 — po33o13] =

Ls1 Tr[2051013013p — 013033p — 033013p] = 's1 Tr[—o13p] = —I'31(013) (B.32)

Termo k:

Tr[k(2apa’ — a'ap — pa'a)ois] = k Tr2apatos — a'apoys — palaois) =

k Tr[2a’ac3p — a'aoizp — alaoysp) =0 (B.33)

Para o hamiltoniano.

Termo e:
Tr{—i[(ca +e*a)p — plea + c*a]oys} =
—iTrleapois + *a’poys — peaois — peralors] =
—iTr[eaci3p + *alo13p — caoizp — e*a’or3p] = 0 (B.34)
Termo €),.:

TT{—i[(QCUgg + Q:O'Qg)p - p(QCU?,Q + 92023)]013} =
—i Tr[Qeos30p013 + Qe093p013 — PQle032013 — PSl 023013 =
—1 TT[Qc0130320 + Q27713(723P — Qco32013p — Qi023013ﬂ] =

—1 Tr[Qcalgp] = —iQC<012> (B35)

Termo gg:

Tr{—i[(goacs1 + gia'o1s)p — p(goaos: + ghalors)|ows} =
—1 TT[90a031P(713 + QSGTU13PU13 — PGgoa031013 — PQSGT013U13] =
—1 TT‘[QOCLU13U31;0 + QSGT013013P — goa0310130 — QSCLTU13U13,0] =

—i T'rlgoaoi1p — goaossp] = —igo Trlaciip — aossp] = —igo({ao1) — (aoss)) (B.36)
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Termo Ap:

Tr{—i[Ap(o11 — CLTG)P — pAp(o11 — CLTG)]UB} =
—iAp Trloy1pors — aTapolg — po11013 + paTaalg] =

—iAp Tr(ozonp — a'acizp — onoi3p + alaoczp) =

—iAP TT[—O’B,O] = iAp<013> (B37)
Termo Aq:
Tri—i(Arossp — pAiosz)org] = =iy Trloszporz — posgois] =
—iAl TT‘[O'130'33P — Uggdlgp] = —iAl T’I“[Ulgp] = —?:A1<0'13> (B38)

Termo (A; — Ay):

Tr{—i[(A1 — Az)o22p — p(A1 — Az)o]o13} =
—i(A1 — Ay) Tr[ogpois — poggois] = i(Ay — Ay) Tro13092p — 092013p] =
i(As = Ay) Trlozp) =0 (B.39)
Portanto, a equacao total que descreve a evolugao temporal de 013 é dada por:

—73(013) — I's2(013) — ['31{013) — 1€Q2c(012) —
(o) = (o) = )~ Pl ~ P — )
—igo({ao11) — (aoss)) +iAp(or3) — i (013)

(013) = (—v3 — 'sa — '3y +iAp — iA1)(013) — iQ:(012) — igo{ao11) + igo{aoss)
(013) = i[Ap — Ay +1(T's1 + sz + ¥3)|{013) — ig0{aoii) — iQ(o12) +igo(aoss), (B.40)

e o seu complexo conjugado,

<d’31> = —i[AP — Al — i(Fgl + F32 + ")/3)]<0'31> + igS(aTml} + iQ:<021> — z’gS(aT033>. (B41)
Obtendo <0'23>

Termo s:

TT[73(2033PU33 — 0330 — 0033)023] =73 T?“[2033p033023 — 0330023 — ,0033023] =

Y3 Tr[20330930330 — 0230330 — 033093p] = 3 Tr[—093p] = —73(023) (B.42)
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Termo ~s:

Tr[v2(2022p092 — T22p — po2a)as] = Y2 TT[2092p022023 — O22pT23 — pO2aTag] =

Yo Tr(2029023092p — 0230220 — T22093p] = 2 Tr[—023p] = —72(023) (B.43)

Termo I'35:

Tr[l32(2093p032 — 033p — poss)oas] = U'sa Tr[2093p032093 — 0330093 — po3zoas] =

D30 T'r[2050093023p — 093033p — 0330923p] = 'sg Tr[—093p] = —'33(093) (B.44)

Termo I'sy:

TT[F31(2013P031 — 0330 — 0033)023] =13 TT'[2<713,0031023 — 033P023 — PU33023] =

Ls1 T'r(2031093013p — 093033p — 033023p] = I's1 Tr[—093p] = —'31(023) (B.45)

Termo k:

Tr[k(2apa’ — a'ap — pa'a)oss] = k Tr[2apatoss — alaposs — palaoys) =

Kk Tr[2aacosp — alaoysp — alaoysp] =0 (B.46)

Para os termos do hamiltoniano.

Termo e:
Tr{—i[(ca + c*a')p — p(ca + e*a’)]oos} =
—iTr[eapoas + e*al poyg — peacas — ps*aT@g] =
—iTr[cacysp + e*a’oosp — cacasp — *aloyp] = 0 (B.47)
Termo €.:

Tr{—i[(Qcos2 + Qo23)p — p(Qleosz + Qoas)|oas} =
—1 Tr[Qco30p023 + Q023 p023 — PQ032023 — PSlho23023] =
—1 TT[QcUzsagzp + Q:023023P - Qc032023p - 92023023P] =

—l TT[QCO'QQp — chggp] = —ZQC TT‘[O'QQp — 0'33p] = —ch(<022> — <O'33>) (B48>
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Termo gg:

Tr{=i[(goaos: + gga'ors)p — p(goaos: + gya'ors)]oas} =
—1 Tr[goa031p023 + QSGTU13PU23 — Pgoar31023 — PQSGT013U23] =
—1 Tr[g()a(723‘731p + QSGT023013P — §oQ031023P — QSGT013023P] =

—i Tr[goaoa1p] = —igo{aca) (B.49)

Termo Ap:

Tr{—i[Ap(o1 — a'a)p — pAp(oyy — QTG)]Uzg} =

—iAp Tr[oy1poss — alapoys — po110as + palacss] =

—iAp TT[U23011P - GTGU23P — 011023p + CLTGU%P] =0 (B-50)
Termo A;:
Tr[—i(Ayossp — pA1033)023] = =iy Tr[os3poag — possoas] =
—ZAl T?"[O'230'33p — 0'330'23p] = —ZAl TT[O'Qgp] = —?:A1<0'23> (B51)

Termo (A; — Ay):

Tr{—i[(A1 — A2)oa2p — p(A1 — Ag)on]oas} =
—i(Ay — Ag) Tr[ogapoas — poaoas| =
—i(A1 — Ay) Tr(oyzoeap — 092093p] =

—i(A1 = Ag) Tr[—093p] = i(A1 — Ag){023) (B.52)

Portanto, a equacao total que descreve a evolugao do operador o953 é dada por:

TT(pUgg) _ (623) _ —’YS<023> - 72(023> - F32<U23> - 1ﬂ:«;1<<723> - Z'A1<023>
—i€2({022) — (033)) — igo{aoar) + (A1 — Ag)(09s)
Ag)](023)

—iQ:((022) — (033)) — igo(a0a1)
(Goz) = i[—Dg +i(I's1 + T2 + 72 + 73)|{023) — igo{acar) — iQe({o22) — (033)), (B.53)

) [—v3 — 72 — 3o — sy — Ay +i(A —
(Ga3) =

cujo complexo conjugado é dado por,

(032) = —i[—Ay — i(Ts1 + sz + 72 + 73)(032) + igg (alo12) + i ((022) — (033)). (B.54)
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Obtendo (d11).

Termo ~s:
TT[73(2033PU33 — 0330 — PU33)011] =73 TT‘[2U33PU33011 — 0330011 — ,0033011] =
v3 T'r[2033011033p — 011033p — 033011p) = 0 (B.55)
Termo ~s:
Trv2(2092p092 — 022p — po22)o11] = Y2 TT[2020p020011 — O22p011 — pO22011] =
Yo Tr[2099011022p — 011022p — 022011p] =0 (B.56)
Termo I'so:
Trls2(2003p030 — 033p — poss)or1] = Lag Tr[2093p032011 — 033p011 — poszor] =
I3y TT[2U32011023P — 0110330 — 033011/)] =0 (B-57)
Termo I'sq:
TT[F31(2013P031 — 0330 — PU33)011] =TI'g TT‘[2013P031011 — 033P011 — PU33011] =
Is1 Tr(2051011013p — 011033p — 033011p] = I's1 Tr[2033p] = 2I'31(033) (B.58)
Termo k:

Tr[f<;(2apaT —alap — paTa)aH] =K T?“[QapaTaH —dlapoyy — paTaan] =

.I_

K Tr[2aTa01123p —dlaoiip—a acy1p) =0 (B.59)

Counsiderando os termos do hamiltoniano.

Termo €:
Tr{—i[(ca +e*a')p — p(ea + c*aM]o } =
—iTrleapoyr + e*al poy — peaoyy — petaloy] =
—iTrleaoy1p + e*aloyp — eaoyip — e*aTallp] =0 (B.60)
Termo €),.:

Tr{—i[(Qeos2 + Qio23)p — p(Qeos2 + Qo2s)|o11} =
—i Tr[Qco32po11 + QLoaspors — P01 — pPSU023011] =

—1 T?”[QCO'HO'gzp -+ 920'110'23,0 — QCO'ggUllp — Qzaggaup] =0 (B61)
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Termo gg:

Tr{—i[(goaos: + QSGTUB)P — p(goaos; + QSGTUB)]UH} =
—i Trlgoacsipor + gia'orspor, — pgoacsio — pgial o301, =
—1 TT[90G011031P + QSGT011013P — §0a031011P — QSGTUBUHP] =

—1 TT’[QSCLTO'lgp — goaa31p] = —iga‘(aT013> + ’ig0<a031> (B62)

Termo Ap:

Tr{—i[Ap(o1 — GT@)P — pAp(o1y — GT@)]UM} =

—iAp Trloypo — alapoiy — porio + paTaall] =

—iAp Trloy011p — a'aoi1p — o11011p + a'aoyip] = 0 (B.63)
Termo A;:
TT[—i(A1033P - PA1033)U11] = —14 TT[U33PU11 - /)033011] =
—ZAl T?“[O'HO'ggp — 0'330'11p] =0 (B64)

Termo (A; — Ay):

Tr{—i[(A1 — Ag)ogp — p(A1 — Ag)oxnlon | =

—Z(Al — Ag) TT[O'QQpO'H — pO'QQO'H] = —Z(Al — Ag) TT[O'HO'QQ,O — O'QQO'llp] = 0 (B65>

Portanto, a equacao total que descreve a evolucao temporal do operador oy ¢é

descrita por:
Tr(pon) = (611) = 2T51(oss) — igg{alors) + igo(aos)

<é’11> = —igS<GTO'13> + igo<aa31> + 2F31<O’33> (B66)

Obtendo (G99).

Termo s:

Triys(2033p033 — 033p — poss)02a] = 3 TT[2033p033020 — 033p092 — pO33092] =

Vs Tr[2033022033p — T22033p — 033092p) =0 (B.67)
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Termo ~s:

Tr[v2(2022p092 — T22p — po2g)oan] = Yo TT[2092p022029 — To2p029 — pOoa0an] =

V2 TT[2022022U22,0 — 02209220 — 022022@ =0 (B-68)

Termo F32I
Trse(2003p030 — 0330 — pos3)oas] =
I3y TT[2023P032022 — 0330022 — P033022] =
I35 T7r([2032092023p — 022033 — 033092p) =
[s0 T'r[2053p] = 2I'52(033) (B.69)
Termo I'sy:
Trl31(2013p031 — O33p — po33)oaa) =
I3 T'f’[2013p031022 — 0330022 — ,0033022] =
[s1 Tr(2031092013p — 022033p — 033022p] = 0 (B.70)
Termo «:

Tr[k(2apa’ — a'ap — pa'a)os] = k Tr]2apatcosy — alaposy — palacys) =

Kk Tr[2a'ao1193p — a'aogsp — a'aoyp] =0 (B.71)

Para os termos do hamiltoniano.

Termo €:
Tr{—i[(ca + &*a')p — p(ca + e*a’)|og} =
—iTrleapoy + *a’ pogy — peacsy — peralo] =
—iTrleacap + *a'oyyp — caogp — *aloaap] = 0 (B.72)
Termo €2,:

Tr{—i[(Qeo32 + Qo23)p — p(Qeo32 + Qr093)]022} =
—1 TT[QCU320022 + 920230022 - PQCU32022 - ,092023022] =
—1 TT[QCU22U32p + 92022023[) - 90032022;0 - 92023022[)] =

—1 TT[Q:Uggp — Qcaggp] = —’LQz <O'23> —+ ch<032> (B73)



APENDICE B. Dedugio da evolugio temporal da média dos operadores do sistema CEIT 84

Termo gg:

Tr{—i[(goacs1 + gia'ois)p — p(goaos: + ghalons)|oa} =
—i T'r{goaocsi poas + QSGT013P022 — PYoQ0310922 — PQSCLT013U22] =

—1 TT[QOGUQQU:HP + QSGTU22U13,0 — goa0310220 — gSaTUBUQQP] =0 (B-74)

Termo Ap:

Tr{—i[Ap(o1; — aTa)p — pAp(oy1 — aTa)]agg} =
—iAp TT[O’H,OUQQ — aTapO'QQ — PO11022 + paTchg] =

—iAp Trlogeoi1p — alacap — 011022p + alaoeep) = 0 (B.75)

Termo A;:

TT[—i(A1033P - PA1033)022] = —i/\; TT[U330022 - ,0033022] =

—ZAl TT[O'220'33[) - 0'330'22p] =0 (B76)

Termo (A — Ay):

Tr{—i[(A1 — Az)o92p — p(A1 — Ag)on]oa} =

—i(Al — Ag) T?“[Uggpagg — p0220'22] = —i(Al — Ag) TT[O’QQO’QQP — 0'220'22[)] =0 (B??)

Portanto, a equacao total que descreve a evolucao temporal do operador atéomico

099 € dada por:

Tr(pogg) = (022) = 2D39(033) — iQ5(023) + 1Qe(032)
<(3‘22> = —ZQ; <0’23> + iQC<032> + 2F32<O‘33> (B78)

Obtendo <0’33> = —<(3’11> — <O"22>Z

<é'33> = —(—z’gé(aT013> —+ igo<a031) + 2F31 <O'33>> — (_ZQ:<O-23> + ’iQC<O'32> + 2F32<0'33>)

<é’33> = ZgS <(ZT(713> — 'igo<a031> + ZQZ <0'23> — ch<032> — 2(F31 + F32)<033> (B79)
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Sintese dos operadores

Como as frequéncias de Rabi do sistema sao descritas por valores reais, de maneira

*
c)

que go = g5, € = " e Q. = (), as equacoes de valores médios de Heisenberg, conforme

apresentado na secao 4, sao dadas por:

= Z(AP + /l/'i)<(l> — 1€ — igo<013>,
= i(Ap + Ay — Ay +iv2)(012) — iQe(013) + ig0{aosy),

= i[Ap — Ay +i(T's1 + I'so + 73)](013) — igo({ao11) — (aos3)) — iQd(012),

= igo((a'or3) + (aos)) + 2051 (033),
= iQc((032) — (023)) + 2I'32(033),

) (B.80)
) (B.81)
) (B.82)
Ga3) = i[—As 4+ (31 + Dso + 72 + 73)]{003) — igo(aoar) — iQc({022) — (033)), (B.83)
) (B.84)
) (B.85)
) = igo({alors) — (aos1)) +iQe((0a3) — (32)) — 2(T31 + T2)(033). (B.86)
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