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Resumo

A experiéncia didria nos mostra que a natureza é formada por inimeros corpos interagindo
entre si, sejam estes macroscopicos, como planetas e estrelas, ou microscépicos como atomos
e moléculas. As leis de movimento estabelecidas por Isaac Newton no século XVII foram
desenvolvidas para explicar como as forgcas agem sobre os corpos para produzir movimento
e como os corpos interagem entre si. Newton foi o primeiro a resolver formalmente o
problema de N = 2 corpos massivos movendo-se no espaco tridimensional, com suas
posicoes e velocidades iniciais conhecidas, e interagindo entre si sob a ac¢do exclusiva
da gravidade. O sucesso da aplicacao de sua lei da gravitagdo universal para a solucao
deste problema foi comprovado pela verificacdo das trés leis de Kepler estabelecidas
para a descricao do movimento dos planetas no sistema solar. Diante deste resultado,
naturalmente Newton estendeu sua analise para o problema de N = 3 corpos, com o
intuito de descrever o sistema Terra-Lua-Sol. Contudo, o problema para N > 3 tornou-se
um desafio para a humanidade, permanecendo ainda hoje sem uma solucao analitica
completa que possa fornecer as trajetérias do sistema. Apesar disso, solucoes restritas deste
problema mostraram que dindmicas extremamente complexas poderiam ser observadas
em sistemas deterministicos simples. Estes resultados marcaram o inicio do estudo de
sistemas cadticos. Neste trabalho apresentamos como as propriedades fundamentais destes
sistemas podem ser introduzidas e discutidas a partir do problema de 2 corpos no contexto
da mecanica celeste. Iniciamos com este problema para discutir os principios e conceitos
basicos da Mecanica Classica como o estado inicial de um sistema, seu centro de massa
e os principios de conservacao de energia e dos momentos angular e linear. Estes foram
essenciais para demonstrar analiticamente que as trajetérias do sistema sao descritas por
orbitas estaveis e periddicas, conforme estabelecido pelas leis de Kepler. O surgimento do
caos neste sistema ¢é observado com a consideracao do problema geral de N = 3 corpos.
A adicdo de mais um corpo fez com que a estabilidade e a regularidade das trajetorias
observadas no sistema de 2 corpos desaparecessem, dando lugar a trajetorias irregulares,
nao periddicas e extremamente sensiveis a mudancas nas condigoes iniciais do sistema.
Toda a analise do sistema cadtico foi feita numericamente. Pela comparagao dos resultados
obtidos para o sistema de 2 e 3 corpos foi possivel mostrar que os sistemas cadticos sao
caracterizados nao s6 por serem nao lineares e exibirem sensibilidade as suas condigoes

iniciais, mas também por possuirem uma dindmica deterministica.

Palavras-chave: Problema de 2 corpos. Problema de 3 corpos. Dindmica cadtica. Deter-

minismo.



Abstract

Daily experience shows that nature is made up of countless bodies interacting with each
other, macroscopic, like planets and stars, or microscopic, such as atoms and molecules.
The laws of motion established by Isaac Newton in the 17th century were developed to
explain how forces act on bodies to produce motion and how bodies interact with each
other. Newton was the first to formally solve the problem of N = 2 massive bodies moving
in three-dimensional space, with their initial positions and velocities known, and interacting
with each other under the exclusive action of gravity. The universal gravitational law was
successfully applied to solve this problem, prooving the three laws of Kepler, which were
established for the description of the motion of the planets in the solar system. From
this result, Newton naturally extended his analysis to the three-body problem, in order
to describe the Earth-Moon-Sun system. However, the problem for N > 3 bodies has
become a challenge for humanity, remaining even today without a complete analytical
solution, that can provide the trajectories of the system. Nevertheless, restricted solutions
of this problem showed that extremely complex dynamics could be observed in simple
deterministic systems. These results marked the beginning of the study of chaotic systems.
In this work we present how the fundamental properties of these systems can be introduced
and discussed from the two-body problem in the context of celestial mechanics. We start
with this problem to discuss the basic principles and concepts of Classical Mechanics such
as the initial state of a system, its center of mass and the principles of conservation of energy
and of angular and linear momenta. These were essential to demonstrate analytically that
the trajectories of the system are described by stable and periodic orbits, as established
by Kepler’s laws. The emergence of chaos in this system is observed by considering the
general three-body problem. The addition of one more body caused the stability and
regularity of the trajectories observed in the two-body system to disappear, giving way to
irregular, non-periodic and extremely sensitive dependence on the initial conditions of the
system. All analysis of the chaotic system was done numerically. By comparing the results
obtained for the two- and three-body systems, it was possible to show that the chaotic
systems are characterized not only for being non-linear and showing sensitive dependence

on the initial conditions, but also for having a deterministic dynamics.

Keywords: Two-body problem. Three-body problem. Chaotic dynamics. Determinism.
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1 Introducao

O problema de N corpos consiste na determinacdo do movimento de N corpos
interagindo entre si em varios contextos na natureza, como na intera¢do entre atomos e
moléculas, sistemas biolégicos, corpos celestes, entre outros, em que cada corpo interage
com N — 1 corpos aos pares. Neste trabalho consideramos tal interagao sob a acao exclusiva

da forca gravitacional.

A origem matematica do problema de N corpos deu-se com Newton no século XVII
em sua obra Principios Matemdticos da Filosofia Natural (NEWTON, 1687). Newton
apresentou a sua lei da gravitagdo universal e mostrou que ela concordava com as leis de
Kepler ao resolver o problema de N = 2 corpos. Neste problema sao considerados dois
corpos de extensao desprezivel, pontuais, orbitando o centro de massa do sistema. Um
exemplo tipico de problema de dois corpos neste contexto ¢ a Lua orbitando a Terra ou a

Terra orbitando o Sol.

Newton também foi o primeiro a estudar o problema de N = 3 corpos, pensando
no movimento do sistema Terra-Lua-Sol, mas encontrou dificuldades extremas na busca
de uma solugdao. Apdés Newton, a obtencao de uma solugdo completa para o problema de
N > 2 corpos tornou-se uma prioridade entre varios cientistas e matematicos. No século
X1X o rei Oscar II da Suécia e da Noruega ofereceu um prémio para quem resolvesse o
problema. O prémio foi conferido ao matematico, fisico e filésofo francés Henri Poincaré,
que teve o seu trabalho publicado em 1890. Apesar de Poincaré discutir diversos conceitos
de maneira geral, ele se restringiu ao problema de 3 corpos de maneira bastante simplificada,

considerando apenas dois graus de liberdade, ou seja, ele considerou os 3 corpos se movendo
no mesmo plano (BARROW-GREEN, 1997).

O problema de N corpos permanece ainda hoje sem uma solucao analitica completa
e pratica (ARDOUREL; JEBEILE, 2016). A impossibilidade de obtencao desta solugao
ja havia sido antecipada pelo préprio Poincaré. Segundo ele, se esta solugao existisse, a
mesma exigiria métodos e instrumentos analiticos diferentes e muito mais complicados
do que aqueles que ele conhecia. Apesar da simplificacao utilizada no problema de 3
corpos, Poincaré pode concluir que sistemas deterministicos simples podem apresentar uma
dindmica extremamente complexa. Com esta descoberta ele marcava o inicio da histéria

da teoria do caos (BARROW-GREEN, 1997).

Uma caracteristica marcante na dinamica de sistemas cadticos ¢ a dependéncia,
extremamente sensivel, a modificagoes nas condi¢Oes iniciais do sistema. Isso significa
que um sistema cadtico iniciando o seu movimento a partir de dois estados iniciais

muito parecidos, pode desenvolver trajetorias radicalmente divergentes. Tal sensibilidade
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é referida popularmente como “o efeito borboleta”, para caracterizar de maneira similar
a sensibilidade nas mudancas climaticas observadas em nosso planeta. Nesse efeito, a
movimentagao do ar provocada nas vizinhancas das asas de uma borboleta situada em
alguma regiao do Brasil poderia fazer a diferenca, apds alguns meses, na trajetéria de um
furacdo que poderia passar pelos Estados Unidos, causando destruicdo, ou se dirigir para

o meio do oceano Atlantico sem causar qualquer prejuizo.

Neste trabalho apresentamos como os aspectos fundamentais de um sistema que
apresenta dinamica cadtica, como nao linearidade, sensibilidade as condigoes iniciais e
determinismo, podem ser introduzidos no contexto da mecanica celeste, a partir de um
sistema de 2 corpos sujeito a agdo exclusiva da forga gravitacional. O problema de 2 corpos
foi utilizado para elencar conceitos importantes da Mecanica Classica como o centro de
massa de um sistema de N corpos, leis de Newton e os principios de conservagao de energia
e momentos angular e linear. A partir destes conceitos e da lei da gravitacdo universal
de Newton, que é uma lei de forcas nao lineares, foi possivel obter analiticamente as trés
leis de Kepler. A evolugao temporal do sistema foi obtida numericamente para mostrar a
periodicidade e a estabilidade das trajetérias dos dois corpos orbitando o centro de massa
do sistema. O surgimento do caos neste sistema, observado pela irregularidade de suas
trajetorias e imprevisibilidade de seu estado final, decorrente da sensibilidade a mudancas
em seu estado inicial, foi mostrado pela adi¢do de um terceiro corpo. Como tratamos o
problema geral de 3 corpos, tais trajetorias tiveram que ser obtidas numericamente, uma

vez que o sistema nao possui solucao analitica.

A comparacao dos resultados obtidos para os dois sistemas foi muito importante
para mostrar que a nao linearidade é um requisito necessario, mas nao suficiente para
observacao de uma dinamica cadtica, uma vez que ambos os sistemas de 2 e 3 corpos sao
descritos por leis de forcas nao lineares. Para que o sistema seja cadtico, este deve exibir
também sensibilidade em seu estado em um determinado instante de tempo e possuir
uma dindmica deterministica nao periddica. Tais comparacoes foram tteis também para
elucidar o que é uma solugao analitica e a importancia dos métodos numéricos para a

andlise de sistemas fisicos reais.
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2 O Problema de 2 Corpos

O problema de 2 corpos consiste na determinagdo do movimento realizado por dois
corpos interagindo sob a acgao exclusiva da forca gravitacional. A primeira solucao para
este problema foi publicada em 1687 por Isaac Newton em seus Principia (NEWTON;
1687, 1846), mas o movimento de corpos celestes é estudado desde os primérdios da
humanidade, tendo avancado significativamente com Ptolomeu, Copérnico, Tycho Brahe e
Kepler (VOLCHAN, 2007; CELLETTI, 2010).

Para os povos da antiguidade classica a andlise da dindmica celeste resultou, por
exemplo, na elaboragao de calendarios, em previsdes acerca das cheias do rio Nilo, na
organizacao da agricultura, e também possuia significado religioso e politico (PIRES,
2011; VOLCHAN, 2007). A principal contribuigao desta época para o desenvolvimento da
Astronomia e da Mecanica Celeste foi a grande quantidade de registros do movimento dos

astros.

Baseado nesses registros astrondémicos e também em seus proéprios, Ptolomeu
publicou no século 11, seu livro conhecido como Almagesto, em que o movimento dos
planetas é descrito (PIRES, 2011). Ele considerava os corpos celestes como divinos e,
portanto, nao obedeciam as mesmas leis terrestres. Sua teoria era baseada em movimentos
circulares uniformes, sendo composta por quarenta circulos ao todo. Ele considerou a
Terra como o centro do universo e sem rotagao. O Sol também orbitava a Terra, mas o
centro da orbita circular correspondente era deslocado. Apesar de inconsistente com a
realidade, sua teoria foi muito precisa para a realizacao de previsdoes do movimento dos

astros e permaneceu desta forma até a invencao do telescépio (PIRES, 2011).

Muitos séculos depois, em 1543, Copérnico publicou uma teoria alternativa para
explicar os fendomenos celestes, considerando o Sol como o centro de referéncia no qual
tanto a Terra quanto os outros planetas orbitavam. Em sua representacao, Copérnico
considerava a Terra como um planeta que, além de orbitar o Sol anualmente, também
girava em torno de seu proprio eixo uma vez por dia. A teoria de Copérnico influenciou
de maneira significativa pensadores do pés-revolugao cientifica como Galileu, Kepler,
Descartes e Newton (PIRES, 2011).

Outra figura muito importante para o estudo e a compreensao do sistema solar foi
o astronomo dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601). Ele se dedicou ao desenvolvimento
de instrumentos astronémicos e a observagao do movimento dos astros. Devido ao suporte
financeiro recebido do rei da Dinamarca e da Noruega Frederick II e sua meticulosidade
na organizacao dos dados, suas observacoes e registros foram os mais precisos possiveis

antes da invencao do telescopio. Ele propds uma teoria do sistema solar que continha
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tanto elementos do sistema geocéntrico de Ptolomeu quanto do sistema heliocéntrico de
Copérnico. Sua teoria nao evoluiu devido a sua dificuldade com a Matematica (PIRES,

2011).

O astronomo Johannes Kepler comegou a trabalhar com Tycho Brahe em 1600,
sendo encarregado de estudar o movimento de Marte. Com a morte de Brahe, Kepler
tornou-se seu sucessor e herdou seus registros astronémicos. Em 1609 ele publicou seu livro
Nowva astronomia baseada nas causas, ou Fisica celeste tratada por meio de comentdrios
sobre o movimento do planeta Marte, que contém, entre outras ideias, suas duas primeiras
leis. Em 1619 publicou A Harmonia do Mundo, que contém sua terceira lei, juntamente
com outras informacoes. Apesar de serem hoje conhecidas como as trés leis de Kepler, o

autor nao as destacou de suas outras ideias e elas s6 foram reconhecidas como leis apds
sua morte (PIRES, 2011).

Kepler também apresentou hipéteses sobre a existéncia de uma forga de atracao
entre os corpos, que possuia limite de alcance, atraia apenas corpos iguais e diminuia com
a distancia entre estes. Ele se baseou nas ideias de Gilbert sobre magnetismo, de maneira
que ele nao acreditava em forcas a distancia e, portanto, considerava a forca de atracao
entre o Sol e outros planetas de natureza magnética. Ele concluiu também que as marés
eram causadas pela Lua (PIRES, 2011).

Isaac Newton, com a publicacao de seus Principia no século XVII, unifica a fisica
do movimento terrestre e celeste, introduzindo leis universais. Com a Lei da Gravitacao
Universal e suas trés leis de movimento, ele comprova as trés leis de Kepler e resolve o

problema de dois corpos interagindo sob agao exclusiva da forga gravitacional (PIRES,
2011).

O tratamento das leis de Kepler do movimento planetéario esta entre as partes mais
exaltadas da obra de Newton. Nesta secao resolvemos o problema de dois corpos a partir
do célculo diferencial e integral, inventado independentemente por Newton e Leibniz no
final do século XViI. Apesar disso, o préprio Newton utiliza geometria para obtencao de

sua soluc¢ao nos Principia. A solucao desse problema considerando o calculo diferencial e
integral aparece mais tarde (CHANDRASEKHAR, 1995; GLEISNER, 2013).

2.1 A Lei da Gravitacao Universal

A Lei da Gravitagao Universal de Newton estabelece que duas particulas massivas
quaisquer sao atraidas mutuamente com uma forca cujo modulo é inversamente proporcional
ao quadrado da distancia entre estas. A forma como esta lei é descrita é uma generalizacao
ousada de Newton, pois ele considerou inicialmente em seus estudos apenas a forca da
gravitagao que a Terra exerce sobre a Lua, ambas corpos extensos e nao particulas, ou mais

comumente, pontos materiais. Para provar que estes corpos, considerados como esféricos,
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produziam a mesma forca gravitacional que uma particula pontual de massa equivalente

situada no centro da esfera, ele inventou o calculo diferencial e integral (CUSHING, 1982).

Assim, a interacao entre dois corpos com massas constantes m; e mo sob ac¢ao
exclusiva da forga gravitacional, pode ser descrita considerando os corpos como pontos
materiais, conforme ilustrado na Figura 1. Considerando um referencial inercial em
coordenadas cartesianas (x,y,z), os vetores 7 e 75 descrevem a posigdo dos corpos
com relacao a origem O. Como estabelecido por Newton, a forca gravitacional entre m; e
ms € inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre estes corpos. Na nossa
representacao, Figura 1, esta distancia é descrita pelo vetor 7. Este também define a linha

de acao da forga gravitacional de m; em relagdo a msy e vice-versa.

Figura 1 — Sistema de dois corpos representados por massas pontuais m e ms, localizados
nas posigoes 7] e Ta, respectivamente, em relagao a origem O de um sistema de
coordenadas cartesianas (z,y, z). O vetor 7= 75 — 7, cujo versor é dado por 7,
fornece a direcao de acao da forca gravitacional, com F representando a forga
que o corpo 2 exerce em 1 e ]52 a forca que o corpo 1 exerce em 2. Os vetores
que representam as forcas estao deslocados para melhor visualizagao da figura.
O vetor R representa a posicao do centro de massa do sistema.

£ F

my

Fonte: Elaborado pela autora.

Considerando que 7 inicia em m; e termina em msy, de maneira que 7 = 75 — 7, a
forca gravitacional de 1 em 2, F3, tera direcao oposta, ou seja,

= mims

F2 = —G 5 r,

: (2.1)

sendo G = 6,674 30 x 1071 m3 /kg s? a constante gravitacional universal, r = /a2 + y2 + 22
a magnitude do vetor 7 e 7 = 7/r o seu versor. Naturalmente, se considerarmos a forga
gravitacional de 2 em 1, dada por ﬁl, teremos Fy = —ﬁg, conforme estabelecido pela

terceira lei de Newton.

A equagao da Lei da Gravitagao Universal (2.1) é escrita da forma como a conhe-
cemos hoje devido a Laplace (século XVIII). A constante G foi obtida experimentalmente
em 1798 por Henry Cavendish (PIRES, 2011).

Pela segunda lei de Newton, se o sistema analisado possui massa m constante e

momento linear p'= mu, sendo U = dr/dt sua velocidade, a forga resultante aplicada neste
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é dada por:
- dp dv
F = — = M—
dt dt
em que @ = dv/dt = d*F/dt* é a aceleragao total do sistema. Dessa forma, as forgas em

= md, (2.2)

my e my podem ser descritas, respectivamente, por:

ﬁl = Gmlme = mld’l (23)
(&
ﬁg = —Gmlgnzf = mgc_ig. (24)
r

Para o sistema total, composto pelos dois corpos, as equagoes (2.3) e (2.4) nos
conduzem a,

ﬁl + F:g = mlc_il + mgag =0. (25)

A equagao (2.5) nos diz que o momento linear total P = mqU1 + mqUy do sistema
se conserva, uma vez que podemos escrever (2.5) como dP /dt = 0. Se considerarmos o
momento total do sistema de dois corpos em funcao de sua massa total M = m; + ms e
de uma coordenada total é, esta ultima pode ser identificada como:
dR dr, dr

poyiE_, dn
il L

e portanto,
— mlﬂ + mQFQ
R=——7-—"—. 2.6
= (26)
O vetor R descreve a posicio do centro de massa (CM) do sistema. Todo sistema
fisico massivo possui um CM, seja este composto por um tnico corpo extenso ou por um
conjunto de corpos independentes, como no presente caso. O CM define o ponto comum do
sistema em que este pode ser balanceado, ou seja, ¢ o ponto em que podemos considerar
que toda a massa do sistema esta localizada ou onde todas as forcas estao atuando no
sistema (HALLIDAY; RESNICK, 2012). Intuitivamente utilizamos o CM quando fazemos

o diagrama de forgas de um sistema para descrever o seu movimento de forma tedrica.

No sistema em questao, m; e mqy irao orbitar um em relagdo ao outro em torno do
CM do sistema'. Isso significa que eles descrevem suas trajetérias em relacdo a este ponto
comum, localizado entre m; e msy, como ilustrado na Figura 1. Caso m; > ms, o CM do
sistema estard localizado muito proximo de m; e teremos o movimento de dois corpos
reduzido ao movimento de um tnico corpo orbitando outro, este segundo em repouso.
Uma situacao semelhante a esta é o sistema Sol-Terra. Como o Sol possui uma massa
de mais de 330 mil vezes a massa da Terra, o CM desse sistema é muito préximo do

centro do Sol. E por isso que descrevemos esse sistema como a Terra orbitando o Sol.

L' Em Mecénica Celeste o0 CM é conhecido como o baricentro do sistema.
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Ja se considerarmos Jupiter, por exemplo, cuja massa é mais de 300 vezes a massa da
Terra, o CM do sistema Sol-Jupiter estard localizado fora da superficie solar, de maneira
que é possivel detectar também a érbita do Sol em torno deste ponto. Para o sistema
solar, composto pelo Sol e todos os corpos celestes combinados, como planetas, cometas e
asteroides, este também possui um CM. Como os corpos celestes estao muito distantes
uns dos outros e se movimentando, o CM de massa do sistema solar tem sua posi¢ao

modificada constantemente.

Diante disso, podemos questionar se o CM do sistema de 2 corpos em consideragao
executa algum tipo de movimento. Como a resultante das forgas no CM desse sistema ¢é
nula, pois dpP /dt = 0, pode-se, pela primeira lei de Newton, concluir que o CM se move em
linha reta com velocidade constante. Isso pode ser verificado integrando-se a equagao (2.5)
em relacao ao tempo, ou seja,

4’y d2T2 dry d’f’g -
= 2.
/m1 a2 dt—i—/ dt /Odt - Mi— di +m dt Cl, ( 7)

sendo C; um vetor constante. Integrando novamente:
d?”l
/m1 dt + /m2 /Cl dt — mﬂ"l -+ mg?"z Clt —+ CQ, (28)

em que Cy também é um vetor constante. Reescrevendo a equagao (2.8) com relagao a

posi¢ao do CM, dada por (2.6), tem-se,

MR = Cit + Cs, (2.9)
de maneira que,
dR 01
= 2.10
dt M’ ( )

mostrando que o CM do sistema de dois corpos se move com velocidade constante, uma

vez que C; /M é constante.

O fato da forca gravitacional sempre atrair m; em direcao a ms e vice-versa através
do CM, posicionado na linha que une os dois corpos, faz com que o movimento desse sistema
seja planar. Isso pode facilitar consideravelmente a resolugdo do problema, pois podemos
reduzir a descricao do movimento do sistema para duas dimensoes. Para provar isso,
mostramos na proxima secao que a Lei da Gravitacdo Universal tem como consequéncia

direta a conservacao do momento angular no problema de dois corpos.

2.1.1 Conservacao do Momento Angular

Nosso propoésito nesta secao é demonstrar que o momento angular total do sistema
de dois corpos se conserva. Fisicamente, isso significa que o movimento do sistema é planar,

da mesma forma como nos é apresentado o sistema solar, com as érbitas planetarias,
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como a da Terra, descritas por superficies planas em duas dimensoes. Se considerarmos
um eixo de rotagao, passando pelo centro de massa (CM) do sistema de dois corpos, o
vetor momento angular L teré a direcao deste eixo, sendo perpendicular ao plano da
orbita dos dois corpos. Se o momento angular é conservado, a magnitude e a direcao de
L permanecem inalterados a medida que o tempo evolui, nao havendo giros ou nutagoes

desse vetor em torno do CM, ou seja, o plano da érbita nao é modificado.

Na Figura 2 mostramos isso visualmente através da resolucao numérica da equa-
¢ao (2.5) para m; = mg, a partir de um algoritmo disponibilizado na forma de c6digo
aberto (DESHMUKH, 2019). Como estamos interessados na trajetéria da evolugao tem-
poral do sistema, apresentamos suas Orbitas em trés dimensoes. Note que as espirais
executadas pelo sistema nao sofrem nenhuma deformacao, mostrando que a direcao do
eixo de rotagao, localizado no CM exatamente em r /2, permanece inalterada a medida que
o tempo evolui. E isso que queremos dizer quando falamos que este eixo nao sofre giros ou
nutacoes em torno do CM. Como o momento angular L possui a mesma direcao deste eixo,
tem-se que dL /dt = 0 mostrando que o mesmo se conserva e o sistema mantém sua orbita
planar, aproximadamente em zy, a medida que o tempo evolui. Note também que o CM
do sistema evolui no tempo a velocidade constante, como demonstrado na Equagao (2.9),
uma vez que as distancias entre as Orbitas planares sdo as mesmas. A seguir identificamos

o valor de L e mostramos analiticamente sua conservacao.

Figura 2 — Trajetoria da evolugao temporal no espago tridimensional do sistema de dois
corpos para m; = my interagindo sob a acao exclusiva da for¢a gravitacional,
conforme a equagao (2.5). Note que o CM executa uma trajetdria retilinea, em
pleno acordo com a discussao apresentada para obten¢ao da Equacao (2.9). Os
pardmetros utilizados para obtengao das trajetérias foram 7, = (—0,5;0;0)[m]
e 1 = (0,01;0,01;0) [m/s] para my, em azul, e 7 = (0,5;0;0) [m] e Uy =
(—0,05;0; —0,1) [m/s] para msg, em vermelho.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Para encontrar o vetor momento angular total do sistema analiticamente e mostrar



Capitulo 2. O Problema de 2 Corpos 21

que a lei da gravitacdo conduz a sua conservacgao, vamos utilizar, por simplicidade, o
método da massa reduzida. Semelhante ao que foi feito para o CM do sistema na secao
anterior, este método também consiste em reduzir o problema de dois corpos a um problema
de um tnico corpo. Para isso utilizamos o vetor relativo ¥ = 7y — 7] para expressar o

movimento do corpo my em relagdo a m;.

Reescrevendo o versor de 7, dado por 7 = 7*/r, nas Equagoes (2.3) e (2.4), e fazendo

<d27?2 _ d27_’1> _ _(GmlmQF +Gm1m2 ’F)

dt? dt? me T3 my 13

— —

ay — a; obtém-se:

de maneira que,

dQ(FQ_Fl) meo + My 7
— T —_@G —
dt2 (m1m2) mime 7”37
7 Glmuma) 7
dt? Wy

resultando em

. T
pa = —G(mlmQ)T—?), (2.11)
sendo @ = d*7/dt* a aceleragao e p = myma/(my + my) a massa equivalente do sistema
reduzido. Note que a equagao (2.11) é a expressao da segunda lei de Newton do sistema
reduzido de massa p. Se considerarmos m; > msy ou my > m, tem-se que pu = my ou
i = myq, respectivamente. Para qualquer outra relagao entre m; e mo o valor de u sera

menor que my ou Mo, sendo por isso considerada como a massa reduzida do sistema.

A equagao (2.11) ainda pode ser simplificada como:

. GM GM |
Q=——5T=-—5" (2.12)

onde M = my + ms representa a massa total do sistema. Esta equacao descreve a forca

por unidade de massa reduzida do sistema, ou simplesmente a sua forca reduzida?.

Uma vez que a drbita do sistema é definida pelos vetores 7 e ¥ = di/dt, o momento
angular reduzido é definido por L = Px . Para as trajetorias apresentadas na Figura 2, os
vetores 7 e U estao situados no mesmo plano, aproximadamente em xy. Como o movimento
dos corpos se da no sentido horario neste plano, considerando o eixo y na vertical, pelo
produto vetorial entre 7 e ¥ a direcao e o sentido do vetor momento angular L total do

sistema sera proximo do eixo z negativo.

Para mostrar que esta grandeza é constante vamos fazer o produto vetorial de 7
pela forca reduzida, dada pela equagao (2.12), ou seja,
GM
r3
Sempre que nos referirmos a uma grandeza fisica reduzida, significa que estamos considerando a mesma
grandeza dividida pela massa reduzida p.

X d=—TX

7. (2.13)

2
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Como o produto vetorial no segundo membro da equagao (2.13) é nulo, 7 x (GM/r®) 7 = 0,
tem-se que,
Fxd=0. (2.14)

A expressao (2.14) é o torque reduzido do sistema, 7 = 0, e é nulo porque a forca
gravitacional é paralela ao vetor deslocamento. O torque expressa a variacao temporal do

momento angular do sistema, de modo que:

L
— =0. 2.15
o (2.15)

Esse resultado mostra que na auséncia de qualquer torque o momento angular total do

2

sistema precisa ser constante e portanto, o movimento do sistema de dois corpos é planar e
pode ser descrito em duas dimensoes, como queriamos demonstrar. Uma outra implicagao
direta da lei da gravitacao de Newton é a conservacao da energia mecéanica do sistema,

demonstrada na proxima se¢ao.

2.1.2 Conservacio da Energia

A conservacao da energia é outra lei que também pode ser observada e explorada
a partir da lei da gravitagao de Newton. Uma vez que o sistema de dois corpos interage
através de um potencial central, isto ¢, um potencial de energia que depende apenas da

distancia dos corpos em relacao a origem, esta lei de conservacao é imediata.
Para demonstra-la vamos fazer o produto escalar da forca reduzida, dada pela
equagao (2.12), com a velocidade ¥, de maneira que

GM

r2

Q- T=——i 0 (2.16)

Esta operacao nos fornece a variagdo da energia do sistema no tempo, também conhecida
como a poténcia dissipada pelo mesmo & = dE/dt = F' - U. Se a energia for realmente
conservada devemos observar dF/dt = 0. Para isso precisamos identificar a energia do

sistema.

Vamos escrever a equacdo (2.16) em termos de 7 para facilitar a resolu¢do dos

produtos escalares,
d*r dr GM . dr

- = R— 2.17
ar dt 2 dt (2.17)
O primeiro membro da equagao (2.17) é descrito por,
&7 di 1d|d7|
2o 2 -2 2.18
dt2  dt  2dt|dt|’ ( )

uma vez que:

2

a
dt

dr
dt

d (dF dF\ &F dF dF &F &7 dF

w(wcﬁ)—cm'dﬁwcm— a2 dt
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Sabendo que,
LA
dt  dt’

conforme demonstrado no Apéndice A, podemos resolver o segundo membro de (2.17)

CcOomao:

r- =

72 dt 2 dt dt

GM _ di  GMdr d(—GM)
r Y

resultando em

GM _df d[{-GM
Pe— = — : 2.1
2 dt dt< r ) (2.19)
Substituindo os resultados (2.18) e (2.19) em (2.17) obtém-se:
Ld|dr® __d(-GM
2dt|dt| — dt\ r )
afe oy,
dt \ 2 ro )
de onde conclui-se que
dE
— = 2.2
Ty, (2.20)
sendo > o
p=2 "7 (2.21)
2 r

a energia mecanica reduzida do sistema, dada pela energia cinética mais a energia potencial,
ambos por unidade de massa reduzida. A energia potencial é negativa porque a forca
gravitacional é atrativa. Dessa forma fica demonstrado que a energia do sistema se conserva.
Na proxima secao exploraremos o sistema de dois corpos e as leis de conservacao decorrentes

da lei da gravitacao de Newton para provar as trés leis de Kepler.

2.2 O Problema de 2 Corpos e as Leis de Kepler

O problema de dois corpos também é conhecido como o problema de Newton-Kepler,
pois Johannes Kepler foi um dos gigantes em que Newton se baseou para o desenvolvimento
de seu trabalho. No século XviI Kepler mostrou em seus calculos, utilizando os registros
de observacoes fornecidos por Tycho Brahe, que as 6rbitas planetarias em torno do Sol
sdo elipses. Isso foi, de certa forma, perturbador para os estudiosos da época, pois eles
acreditavam que o circulo era a forma geométrica divina que governava os corpos celestes.
Apesar de sua descoberta, Kepler nunca explicou porque os planetas se moviam em
trajetorias elipticas. A seguir apresentamos como as leis de Kepler podem ser obtidas a

partir da lei da gravitacao de Newton utilizando o calculo diferencial.
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2.2.1 Primeira Lei de Kepler

A Primeira Lei de Kepler estabelece que os planetas se movem em trajetorias
elipticas com o Sol em um dos focos (SYMON, 1996).

Para demonstrar essa lei vamos considerar o sistema de dois corpos reduzido,
apresentado na Sec¢ao 2.1.1, em coordenadas polares com o corpo de massa m; localizado
na origem do nosso referencial inercial, conforme ilustrado na Figura 3. Uma vez que m,
esta parado nesta configuracdo, o que equivale a considerar m; > msy, como o Sol em
relagdo a Terra, a velocidade inicial de my ird definir o plano da érbita. Como ja discutido,

a forga gravitacional age somente na direcao de 7, sem qualquer componente na dire¢ao

de 0.

Figura 3 — Referencial inercial utilizado para obtencao da primeira lei de Kepler, em que
consideramos my estacionario localizado na origem do sistema, de maneira que
7 fornece a posicao de mo. O versores do sistema de coordenadas polares sdo
dados por 7 e 0 e os versores do sistema de coordenadas cartesianas descritos
por T e 4.

Fonte: Elaborado pela autora.

Para obtencao da aceleracao de my consideramos sua posi¢ao ¥ = r7(6) em um
determinado instante de tempo ¢, sendo r = r(t) e @ = 6(t). Dessa forma, sua velocidade é
dada por: B R

7= CZ = d(g) = 0,7 + vg), (2.22)
sendo v, = dr/dt e vy = rdf/dt = rw as velocidades radial e tangencial de ms, respec-
tivamente, com w = df/dt descrevendo sua velocidade angular. Sua aceleragéo é obtida

derivando-se (2.22), ou seja,

v d d, - .

a= dit) = a(vﬂﬁ) + %(vge) = a,7 + ayb, (2.23)

em que a, = (d*r/dt* — rw?) e ayg = (ra + 2wv,) sio as aceleracoes radial e tangencial
de my, respectivamente. A quantidade o = dw/dt é a sua aceleragdo angular. Todos os

detalhes para obtencao dos resultados (2.22) e (2.23) sao apresentados no Apéndice A.
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Pela lei da gravitagdo de Newton, a aceleracao tangencial é nula ag = 0, pois a forca
gravitacional é dada na direcao de 7, ou seja, Fy = ud,. Note que a aceleracao radial é
dada ndo s6 pela variagao de r, mas também pela variacio de 6, sendo o termo rw? = v /r
conhecido como aceleragao centripeta. Dessa forma, ficamos com um sistema composto

por duas equagoes diferenciais dadas por:

dw

T + 2wv, =0, (2.24)
d*r N GM
ﬁ —TrTWw = — 7"2 . (225)

Para demonstrar que ms executa uma trajetéria eliptica em torno de my utilizamos
a equagao (2.25). Esta pode ser escrita em fungdo do momento angular E, que é dado por
(NUSSENZVEIG, 2002):

Fx—=7Fx(&x7)=L. (2.26)

Fx (G X)) =@ (7 F) =7 (7 @) = r@ = L, (2.27)

pois os vetores 7 e J sao ortogonais entre si, de modo que o produto escalar entre eles é

nulo. Assim, o médulo do momento angular do sistema é dado por:
r*w = L. (2.28)

Como vimos anteriormente, tanto o médulo quanto a dire¢cado do momento angular

sdo constantes. Substituindo o resultado (2.28) em (2.25) obtém-se,

d*r L? GM

R (2.29)
Multiplicando (2.29) por r?/L? ficamos com:
2 2 1 GM
rer S (2.30)

L2de2 r L2

A solugao desta ultima equacao diferencial nos fornece a posicao de ms em funcgao
do tempo, ou seja, r(t). Como estamos interessados na trajetéria de mq, vamos eliminar a
dependéncia temporal de (2.30) para obtencao de r(#). Para isso, vamos fazer a mudanga
de varidvel u = 1/r, de maneira que o primeiro termo de (2.30), conforme demonstrado no

Apéndice B, possa ser escrito como,

r? d*r d*u

— = . 2.31

L? dt? d6? (2:31)
Dessa forma a equagao (2.30) torna-se:

d*u GM

— = . 2.32

e tu=—3 (2.32)
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A equagao (2.32) é uma equacao diferencial ordinaria (EDO) nao homogénea de

segunda ordem, cuja solucao geral é dada por:

u(f) = Acosf + Bsenf + GLJ;4’ (2.33)

em que as constantes A e B dependem das condigoes iniciais do problema. Pela relagao
trigonométrica cos( — 0y) = cos 6 cos 6 + sen 6 sen y, podemos reescrever a solucao (2.33)

em funcao de outras duas constantes C' e 6y, uma vez que podemos identificar A = C' cos 6
e B = Csenby, o que fornece C' = v/ A? + B2. Substituindo na solugao (2.33) tem-se:

GM
L2

u(f) = Ccos(0 — by) + (2.34)

A solugao expressa na forma da equagao (2.34) é mais conveniente para compararmos
com a forma polar geral de uma elipse, uma vez que nosso objetivo ¢ demonstrar a primeira
lei de Kepler, também conhecida como a lei das érbitas elipticas. Considerando as condigoes
iniciais, ¢t = 0, do sistema na posigao #(0) = 0 e r(0) = 7o, com velocidade v,(0) = v,, €

vg(0) = rowp = vy,, demonstramos no Apéndice C que,

GM [ = 2EL?
C="\1t Gap (2.35)

sendo F e L a energia e o momento angular totais do sistema reduzido, dados pelas

equagoes (2.21) e (2.28), respectivamente.
Substituindo (2.35) em (2.34) obtém-se,

u(f) = (2];4 [1 + ( 1+ ?;QE]\I;) cos(6 — (90)]. (2.36)

Para obtengao de r = r(6) tem-se que u(f) = 1/r(0), de maneira que:
L?/GM
r(0) = /G )
1+ ( 1T gEJLW) cos(6 — 6)

(2.37)

A forma polar geral de uma elipse com origem em um dos focos, com o outro foco

situado na posicao angular 6y, semieixo maior dado por a e excentricidade e, é dada por:

a(l — e?)

r) = 1+ecos(f —6)’

(2.38)

em que o sinal positivo descreve a elipse com origem no foco direito e o sinal negativo, a
elipse com origem no foco esquerdo (GLEISNER, 2013), conforme ilustrado nas Figuras 4(a)

e (b), respectivamente.
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Figura 4 — Orbita eliptica, com excentricidade e = c¢/a < 1, sendo ¢ = v/a? — b? em que a
e b sdo os semieixos maior e menor, respectivamente. Em (a) ilustramos m; no
foco direito, tendo este como origem do sistema de coordenadas, com o foco
esquerdo, representado por um ponto, na posicao angular #y. Esta configuracao
corresponde ao sinal positivo da equagao (2.38) e descreve a situacao fisica
obtida na equagao (2.37). O corpo my estd posicionado em 7 em um instante
de tempo determinado, orbitando m; com velocidade ¢. Em (b) apresentamos
a situagdo correspondente ao sinal negativo da equagdo (2.38), com m; situado
no foco esquerdo e o foco direito é representado por um ponto.

yA

Fonte: Elaborado pela autora.

Comparando as equagoes (2.37) e (2.38), para o caso em que a elipse possui a

e
origem no foco direito, como na Figura 4(a), tem-se que:

/ 2F 2

GM
- (2.40)

a =

Portanto, podemos identificar a possibilidade de moy orbitar m, a partir dos pa-
rametros fisicos do sistema. Pela equagao (2.39) a o6rbita serd eliptica se e < 1, como
mostrado na Figura 4. Isso é possivel se a energia do sistema for negativa, ou seja, £ < 0,
o que significa que o sistema estd em um estado ligado, o qual é estabelecido através de
uma for¢a de atragdo, como no caso da forga gravitacional de Newton. Isso prova a lei das
orbitas elipticas de Kepler, ou sua primeira lei. Para um estado nao ligado £ > 0 a érbita
nao é limitada e temos uma situacao de espalhamento, que pode ser parabdlico se £ =0 e
e =1 (a — 00), ou hiperbdlico se E > 0e e > 1 (a < 0). Esta tltima situacao fornece

r — oo para algum valor de 0, uma vez que cos(f — 6y) varia entre —1 e 1.

Podemos obter um fator de escala com os parametros fisicos considerando a

excentricidade de um circulo e = 0, pois os focos neste caso sdo coincidentes ¢ = 0,
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o que fornece 2EL?/G?M?* = —1, ou seja, E = —G*M?/2L?. Consequentemente, pela
equagao (2.40), este fator é dado por a = L?/GM, fornecendo o raio da drbita circular.
O gréafico da Figura 5 mostra as trajetorias do corpo ms em relagdo a m;. Para um
estado ligado E < 0 é possivel obter e = 0 e e < 1 para as érbitas circular e eliptica,
respectivamente, e para £ > 0 e e > 1 o corpo msy é espalhado seguindo uma trajetoria

hiperbélica. Note que consideramos o fator de escala L?/GM nos eixos x e y.

Figura 5 — Diferentes trajetorias de msy em relacao a m;. Nesta representacao consideramos
m; localizada na origem da trajetéria circular e = 0 e no foco esquerdo da
elipse, e < 1, obtidas para E < 0. No caso de um estado nao ligado £ > 0,
mso é espalhada por my segundo uma trajetoria hiperbodlica para e > 1. As
excentricidades destas trajetérias foram definidas conforme a equagao (2.39).
Note que o raio da trajetoria circular ¢ dado pelo fator de escala L*/GM.

0 —

25 -

— e =0
— e=0,67] -
—e=1,25

20

15 |-

y (u.a)

_30-.|.|.|.|..|.|.|.|.|.|.|.|.|.|.
5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

X (u.a.)

Fonte: Elaborado pela autora.

2.2.2 Segunda Lei de Kepler

A segunda lei de Kepler, também conhecida como a lei das areas, estabelece que
o vetor radial que liga o Sol a um planeta varre dreas iguais da orbita em tempos iguais
(SYMON, 1996). A demonstracao dessa lei surge como uma consequéncia da conservagao

do momento angular.

Na Figura 6(a) ilustra-se que, a medida que o corpo my se desloca de uma distancia
vdt em sua Orbita em torno de my, o vetor radial ¥ de m; a ms varre, no tempo dt, a
area sombreada dada por dA. Como o intervalo de tempo dt é muito pequeno, a area

sombreada pode ser aproximada pela area de um triangulo, dada por,

, L
dA =5 |7 Fdt] = " ;( U, (2.41)
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o que fornece,
an_L
d 2’

ou seja, a area varrida pelo vetor 7 no tempo dt é constante, uma vez que o momento

(2.42)

angular do sistema reduzido é constante. Isso significa que o vetor i varre areas iguais em

tempos iguais, como ilustrado na Figura 6(b), o que prova a segunda lei de Kepler.

Figura 6 — (a) A regido sombreada ilustra a drea varrida pelo vetor 7 quando o corpo
msy desloca-se de uma distancia v dt em sua 6rbita em relacdo a m;. Como o
momento angular do sistema é conservado, a equagao (2.42) mostra que, (b) 7
varre areas iguais A em tempos iguais At, conforme estabelecido pela segunda
lei de Kepler.

?A 1 A
a) J b) i

Trig t‘."dil-

At

At

Fonte: Elaborado pela autora.

2.2.3 Terceira Lei de Kepler

A terceira Lei de Kepler, também conhecida como a lei dos periodos, estabelece que

a razdo do quadrado do periodo de revolugdo de um planeta pelo cubo do semieixo maior
de sua drbita é a mesma para todas as orbitas fechadas (MACKAY; SALOUR, 2015).

Kepler publicou sua terceira lei em 1619, dez anos depois de ter publicado suas
primeiras duas leis. Usualmente esta lei é obtida de maneira simplificada diretamente
da lei da gravitacao de Newton considerando érbitas circulares, especificamente, o que
equivale a fazer d?r/dt* = 0 na equagio (2.25), levando-se em conta apenas a aceleragio
centripeta rw? = v3/r do sistema (MACKAY; SALOUR, 2015; HALLIDAY; RESNICK,
2012; YOUNG; FREEDMAN;, 2008). Como a terceira lei nao trata especificamente de
orbitas circulares, derivamos a mesma como resultado, ou consequéncia, das duas primeiras

leis de Kepler.
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Pela segunda lei de Kepler, descrita pela equagao (2.42), a area varrida pelo vetor
posicao de my aumenta a uma taxa constante com o tempo, ou seja, dA = (L/2)dt. Se
considerarmos a area total A da orbita varrida no periodo de revolugao de msy, dado por
T, tem-se A = (L/2)T. Para uma orbita eliptica, conforme estabelecido pela primeira lei
de Kepler, com area A = wab, sendo a e b seus semieixos maior e menor, respectivamente,

tem-se:

L
5T = mab. (2.43)

Como a terceira lei de Kepler trata do quadrado do periodo, elevando-se (2.43) ao
quadrado obtém-se,
L2
ZT2 S (2.44)

O semieixo menor b pode ser obtido em funcao do semieixo maior a e da excentrici-
dade e da elipse a partir da relacao com a distancia do centro da elipse ao foco dada por c.
Sendo ¢ = Va2 —b% e e = c/a, tem-se que e = /a2 — b2 /a, o que fornece b? = a? (1 — €?).
Dessa forma, a equacao (2.44) pode ser reescrita como:

L2
ZT2 = n?a*(1 — €?). (2.45)

Para eliminar a excentricidade e da equagao (2.45), consideramos a forma polar
geral da elipse, dada pela equacao (2.38), fazendo-se 6 = 6 para obtengao do valor minimo
de r(6), ou seja, rmin = r(6p), pois para este valor de  obtemos o valor maximo da fungao

cosseno, cos() = 1. Logo,

a(l—e?) _a(l—e?) _ (I+e)(d—e)

0 =0y = =
r( 0) 1+ e cos(6y — bp) l+e ¢ 1+e

)
e assim

Tmin = a(1 —€). (2.46)

Utilizando o mesmo procedimento podemos obter r,;, em funcao dos parametros

fisicos do sistema através da equacao da primeira lei de Kepler (2.37), o que fornece:

L?/GM
min — . 2.47
" 1+e ( )
Das equagoes (2.46) e (2.47) obtém-se,
L?*/GM
a(l—e) = /7,
1+e
que leva a
L2
1— ¢ (2.48)
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Substituindo a relagao (2.48) na equagao (2.45) obtemos

L? 2 2 4 L?
IT —ra aGM’
e finalmente
T2 472

ficando assim demonstrada a terceira lei de Kepler, uma vez que GG e M sdo constantes.

Vimos através do problema de dois corpos que a trajetéria de um corpo em relacgao
ao outro pode ser prevista através da lei de forgas estabelecida por Newton, dada pela
gravitacao universal. A Mecéanica Classica ¢ uma teoria desenvolvida na Fisica para predizer,
em boa aproximacao, o futuro de sistemas a nivel macroscépico. Para isso é necessario
conhecermos o seu estado inicial, dado pela posigao e a velocidade (momento) do mesmo, e
a lei de movimento que governa o sistema. Porém, existem sistemas em que nao ¢é possivel
conhecer com precisao o seu estado inicial. Quando langamos uma moeda, por exemplo,
atribuimos o resultado final & probabilidade de observarmos 50% cara ou coroa. Essa
incerteza no resultado é consequéncia de nao conhecermos exatamente o estado inicial do
sistema. Se fizermos um lancamento controlado da moeda, conhecendo todas as condigoes
iniciais do sistema, como a forca que sera aplicada, a posicdo da moeda, sua distribuicao
de massa, a for¢a de atrito que o ar exerce em sua superficie durante o movimento, etc,
determinariamos com precisao se o resultado final seria cara ou coroa. Adicionalmente a
isso, poderiamos determinar também a trajetoria da moeda, a quantidade de giros que
ela pode dar em seu movimento, o tempo de voo, a velocidade de impacto, entre outras

propriedades.

Diante desse exemplo surge naturalmente a questao sobre o que é conhecer precisa-
mente o estado inicial de um sistema fisico. E isso é muito importante, pois a natureza
nos mostra que diferengas muito pequenas nas condigoes iniciais de um sistema podem
conduzir & consequéncias muito significativas no futuro do mesmo, nos fazendo a acreditar
que tais sistemas evoluem aleatoriamente. Exemplos caracteristicos de sistemas que sao
muito sensiveis as condig¢oes iniciais sdo as turbuléncias observadas no fluxo de fumaca
proveniente de um incenso ou nas correntes oceanicas, ou ainda nas mudancas climaticas

drasticas observadas de um dia para outro.

Na proxima se¢ao mostramos que esse comportamento também pode surgir a
partir de sistemas estaveis, com trajetorias regulares, como o sistema de dois corpos que
acabamos de apresentar, bastando adicionar mais um corpo ao sistema, para que o mesmo

seja conduzido a uma dindmica imprevisivel e irregular, também conhecida como cadtica.
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3 O Problema de N Corpos

O problema de N corpos consiste na determinacao do movimento realizado por N
corpos interagindo entre si aos pares. Considerando o problema na mecanica celeste, esta
interagao se da exclusivamente sob a acdao da forca gravitacional. Para N > 2 o problema
apresenta um grau de complexidade muito maior do que o que vimos anteriormente, pois
este nao possui solugdo analitica na forma fechada (VOLCHAN, 2007; ARDOUREL;
JEBEILE, 2016).

Uma solucao analitica é uma solugao exata que nos permite fazer predi¢oes quan-
titativas precisas sobre o sistema em estudo e pode ser do tipo fechada ou série infinita.
Em ambos os casos, seja através de um ntmero finito de operagoes algébricas ou de uma
soma infinita de funcoes, respectivamente, as solucoes devem ser expressas através de
um nimero finito (ARDOUREL; JEBEILE, 2016). Por fornecerem solugoes exatas, as
solucoes analiticas sao geralmente consideradas como a melhor opg¢ao para a obtencao de
predigoes quantitativas, como as trajetérias do sistema de dois corpos apresentadas na

secao anterior.

Contudo, existem situagdes em que os métodos aproximativos, como o de perturba-
¢Oes ou numéricos, sdo a melhor opc¢ao. Estes sdo imprescindiveis quando a obtenc¢ao da
solucao analitica do problema ¢ inviavel do ponto de vista pratico, ou quando o problema
nao possui solucao analitica. O problema de N corpos, para N > 2, é um exemplo cujas
solugoes analiticas existentes sao inviaveis, pois nao é possivel utiliza-las para calcular as
trajetorias do sistema. Estas solugoes foram obtidas por Sundman (1907; 1909) e Wang
(1991) e sao do tipo séries infinitas. O problema pratico dessas solugoes é que as mesmas
convergem muito lentamente, fazendo com que a obtencao de predi¢oes quantitativas seja
impossivel (ARDOUREL; JEBEILE, 2016). Devido a isso, solugoes do tipo fechada para
algumas configuragoes especificas acerca da posicao e das massas dos corpos foram obtidas
ao longo dos anos e sdo conhecidas como solugoes restritas ou particulares (PRAZERES,
2010; ROY; CLARKE, 2003). As primeiras solugdes particulares foram encontradas para
N = 3 corpos no ano de 1772, sendo uma encontrada por Euler, conhecida como solugao
homografica colinear, e outra obtida por Lagrange, conhecida como solu¢do homografica
equildtera. Apesar disso, existem solugoes restritas para diferentes valores de N (LIMA,
2016; CHAVES, 2009; DEPETRI, 2011).

O método de perturbagoes permite analisar o problema de N > 2 corpos qualita-
tivamente. A partir da obtencao da orbita eliptica devido a interacao de dois corpos, as
pertubagoes sao geradas e analisadas nos elementos dessa orbita pela insercao de outros

corpos. Este método também é aplicado de maneira eficiente em sistemas de satélites, aste-



Capitulo 3. O Problema de N Corpos 33

roides perturbados por Jupiter e nas drbitas de satélites artificiais da Terra (PRAZERES,
2010; ROY; CLARKE, 2003). Dentre as principais desvantagens desse método estd a nao
possibilidade de obtencao de formulas gerais para as trajetérias dos corpos e a geragao de
um grande actiimulo de erros de arredondamento (ROY; CLARKE, 2003).

Os métodos numéricos podem fornecer solugdes aproximadas mais vidveis na
auséncia de solugoes analiticas. Estes transformam equagoes diferenciais em equagoes de
diferencas. Apesar da ocorréncia e acimulo de erros com os métodos numéricos, estes
sao muito mais eficientes e confiaveis do que as solugoes analiticas existentes para a
obtencao das trajetorias dos corpos no problema de N > 2 corpos e tem sido utilizadas
extensivamente para a andlise do problema (ARDOUREL; JEBEILE, 2016).

A seguir apresentamos as consequéncias de adicionarmos apenas um corpo no
problema de 2 corpos e discutimos algumas das principais caracteristicas que o sistema

deve ter para a observacao do surgimento do comportamento cadtico em sua dinamica.

3.1 O Problema de 3 Corpos e sua Relacao com o Caos

O problema de 3 corpos surge em diferentes contextos na natureza. Além de ser
usualmente tratado em mecanica celeste, este também é fundamental em fisica atomica e
de altas energias. O ion negativo do hidrogénio é um exemplo de sistema de 3 corpos, pois
consiste de um proton e dois elétrons. Este é determinante para que a temperatura da
superficie solar atinja 6.000 K. O proton é outro exemplo, sendo constituido de trés quarks
e 0 seu momento magnético ainda nao é adequadamente entendido (GUTZWILLER, 2007).
Na simulagao de fluidos e cristais a consideracao de forcas de 3 corpos nos potenciais
de interacao também tem sido aplicada com sucesso para a obtencao da dindmica e
propriedades dos sistemas simulados (ALLEN; TILDESLEY, 1987).

No contexto em que estamos trabalhando, o da mecanica celeste, o problema de
3 corpos consiste no movimento de trés corpos celestiais interagindo gravitacionalmente.
Newton também considerou este problema para analisar o movimento da Lua sob a
influéncia do Sol e da Terra (VALTONEN; KARTTUNEN, 2005). Essa analise é muito
importante, pois o movimento da Terra e da Lua, ou mesmo de outros planetas, nao é
um problema estritamente de dois corpos. A forga gravitacional de um terceiro corpo
celeste fornece uma forca extra ao sistema de dois corpos que pode fazer com que a orbita
eliptica, calculada anteriormente, seja perturbada significativamente. Esta for¢a adicional
poderia, por exemplo, modificar a érbita da Terra de maneira que a mesma colapsasse
no Sol e o mesmo poderia acontecer com a Lua em relacao a Terra. Outra consequéncia
seria tirar a Terra ou a Lua de érbita de maneira que ambas escapassem e continuassem
seus movimentos no espaco profundo. Em todas essas situagoes, as consequéncias para

nos no planeta Terra seriam devastadoras. E isso é realmente algo para nés pensarmos
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€ Nos preocuparmos, uma vez que o sistema solar é um sistema dindmico. Isso significa
que, com o decorrer do tempo, combinagoes planetarias ou passagens de asteroides muito
massivos nas vizinhancas da Terra ou da Lua podem exercer influéncias significativas em

suas orbitas.

Apesar de sua importéncia, o problema de 3 corpos é muito dificil de ser resolvido
de maneira geral. Neste caso, todas as trés massas do sistema sao diferentes de zero e
suas condig¢oes iniciais, dadas pelas posigoes e velocidades das mesmas, sdo quaisquer. A
dificuldade em derivar uma solucao geral para este problema esta no fato de nao existir,
até onde sabemos, transformacoes de coordenadas que simplificariam o problema, como
o que foi feito na secao 2 para o problema de 2 corpos, ao considerarmos o sistema
reduzido (VALTONEN; KARTTUNEN, 2005). Naquela situagdo a linha da forga de
atracao gravitacional mitua entre as duas massas passa pelo centro de massa do sistema.
J& no sistema geral de trés corpos isso nao acontece, de maneira que o movimento de cada
corpo deve ser considerado em conjunto com o movimento dos outros dois corpos, podendo
ocorrer movimentos de extraordinaria complexidade, o que faz com que o problema seja

intratavel analiticamente.

Para tornar essa discussao mais palpavel, vamos considerar o problema geral de 3
corpos com massas constantes mq, ms e mg sob a agao exclusiva da forca gravitacional,
conforme ilustrado na Figura 7. Considerando um referencial inercial em coordenadas
cartesianas (x,y, z), os vetores 71, 7 e 7’3 descrevem a posi¢ao dos corpos com relagao
a origem O. Como estabelecido por Newton, a for¢a gravitacional entre os pares m; e
m;, para ¢ # j = 1,2,3, é inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre
os respectivos corpos. Na nossa representacao, Figura 7(a), a distancia entre m; e m; é
descrita pelo vetor 7;. Estes também definem as linhas de acao da forca gravitacional

entre os pares, apresentadas na Figura 7(b).

A forca resultante F ri atuando no corpo m; é descrita pela soma das forcas - ﬁﬂ,

J#i
para i e j = 1,2, 3, de maneira que,
= = = mims myms . -
FRl = F21 + F31 = G727’21 + G727"31 =mia (31)
T21 31

= = = mims mommsg -

FR2 = F12 + F32 = —G727"21 + GT'FSQ = Moas (32)
21 32

= = = myms moms -

Fry = Fig + Fys = —G——-131 — G——5"T32 = m3ds (3.3)
7312 7322

Cada corpo no problema geral de N corpos possui 6 graus de liberdade, trés
relacionados ao movimento de translacao em z, y e z e os outros trés relacionados a
velocidade, ou o momento, nestas mesmas diregoes. Dessa forma, o sistema geral de

N = 3 corpos possui 18 graus de liberdade ou 18 dimensoes. Portanto, para obtencgao
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das fungoes incégnitas do sistema de equagoes de (3.1) a (3.3), dadas pelas posigoes

—

7(t) = [z(t), y(t), z(t)] de cada corpo em relagdo ao tempo, precisamos das posigoes e das

velocidades iniciais dos trés corpos.

Figura 7 — Em (a) ilustramos o sistema geral de trés corpos, representados pelas massas
pontuais m;, para i = 1,2, 3, localizados nas respectivas posi¢oes 7; em relacao a
origem O de um sistema de coordenadas cartesianas (x,y, z). O vetor rj; = 7;—7;
representa a distdncia entre m; e m;, para ¢ # j = 1,2,3. Em (b) apresentamos
os vetores das forcas gravitacionais agindo entre os pares m; e m;, sendo Z*?’ﬂ a
forca que o corpo m; exerce em m;.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Como nao existe uma solucao analitica geral para o problema de 3 corpos, como a
apresentada na seg¢ao 2 para o problema de 2 corpos, resolvemos o sistema de equagoes
diferenciais de (3.1) a (3.3) numericamente a partir de um algoritmo de cédigo aberto
(BADGER, 2005). Na Figura 8(a) apresentamos as trajetérias z(t),y(t) e z(t) obtidas
para os trés corpos com massas mi, ms = 2m; € mg = 3m; e estados iniciais dados por
7 = (—10;10; —11) e ¥ = (—3;0;0) para m; (em vermelho), 75 = (0;0;0) e i, = (0;0;0)
para my (em verde) e 73 = (10;10;12) e ¢, = (3;0;0) para mg (em azul). As posigdes e
velocidades sao descritas em metros (m) e metros por segundo (m/s), respectivamente.
Pelas trajetorias apresentadas nesta figura nota-se que as mesmas nao sao periddicas, como

no caso das trajetorias dos dois corpos apresentadas na Figura 9.

Dessa forma podemos dizer que as trajetorias observadas no sistema de dois corpos
sao regulares, enquanto que para o sistema de trés corpos sao irregulares. Um exemplo de
sistema macroscépico que apresenta movimento regular, além das érbitas dos planetas, é
uma bola caindo sob o efeito da forca gravitacional ou uma corrente de elétrons movendo-se
em um fio condutor devido a aplicagdo de uma forca elétrica estabelecida por uma diferenca
de potencial. J4 uma nuvem, por exemplo, executa um movimento irregular. A maneira
que as nuvens se aglomeram ou dispersam ¢é imprevisivel. Este tipo de irregularidade ¢é o
que torna a previsao do clima tao dificil. Uma caracteristica de movimentos irregulares, ou

nao periédicos, é que estes sao muito sensiveis a mudancas no estado do sistema em algum
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instante de tempo. Esta sensibilidade pode ser observada a partir de pequenas alteracoes

nas condigoes iniciais do sistema, por exemplo.

Para verificar isso mostramos as trajetérias do sistema de trés corpos na Figura 8(b),
considerando apenas uma pequena modificacao na coordenada x do corpo m; de 10,0000
para 10,0005 m, ou seja, uma modificacdo da ordem de 0,001% na coordenada. Todos os
outros parametros sao os mesmos utilizados para obtencao das trajetérias apresentadas
na Figura 8(a). Se compararmos as trajetérias obtidas nas Figuras 8(a) e 8(b), é possivel
notar que a pequena modificagao em apenas uma coordenada do corpo m; conduziu a
mudancas dramaticas nas trajetérias dos trés corpos. Estas mostram que os corpos partem
das mesmas posigoes iniciais, dadas pelas bolinhas abertas nas Figuras 8(a) e 8(b), mas
terminam seus movimentos, no tempo utilizado na simulacao, em posi¢oes muito diferentes.
Para melhorar a visualizacao dessa divergéncia apresentamos na Figura 10 a trajetéria de
cada corpo separadamente para as mesmas condigoes utilizadas nas Figuras 8(a) e (b).
Note que cada corpo parte praticamente do mesmo estado inicial nas duas situagoes, com
as trajetorias coincidindo até a metade do intervalo de tempo considerado para a realizacao

das simulacoes e divergindo significativamente até atingir o estado final do sistema.

Figura 8 — (a) Simulagao das trajetérias aproximadas obtida para o problema geral de trés
COTPOos com massas mq, My = 2my € mz = 3m; interagindo sob agao exclusiva da
forga gravitacional, conforme equagoes de (3.1) a (3.3). As condigbes iniciais do
sistema, dadas pela posi¢es (m) e velocidades (m/s), foram 7} = (—10;10; —11)
e U1 = (—3;0;0) para m; (em vermelho), 7% = (0;0;0) e v5 = (0;0;0) (em verde)
e 73 = (10;10;12) e v, = (3;0;0) para mg (em azul). Em (b) apresentamos as
trajetorias do mesmo sistema considerando uma pequena modificagao apenas
na coordenada x do corpo m; de 10,0000 para 10,0005m, para mostrar a
sensibilidade nas condigdes iniciais do sistema. As posi¢oes iniciais sao descritas
nas figuras por bolinhas abertas e as finais por bolinhas fechadas.

(b)

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 9 — Simulacao das trajetorias aproximadas obtidas para o problema de dois corpos
com massas iguais considerando as mesmas condic¢oes iniciais apresentadas
na Figura 2 em (a), ou seja, ™ = (—0,5;0;0) [m] e 7, = (0,01;0,01;0) [m/s]
para mq, em azul, e 75 = (0,5;0;0) [m] e ¥h = (—0,05;0;—0,1) [m/s] para
ms, em vermelho. Em (b) apresentamos o mesmo sistema modificando a
coordenada x do corpo m; de —0,5 para —0,6 m, para mostrar que as trajetorias
se mantém essencialmente as mesmas, nao apresentando qualquer sensibilidade
a modificagoes no estado inicial do sistema.

(a) Ho.0 (b) 0.
—0.5 —0.5
108 102
N N
1.5 —1.5
r—2.0 2.0
2.5 m—2.5
030 0.30
D D
0.15 0.15
,\S ,\\S
-15 _ -15
1.0 -0.5 0.0 s 000 -1.0 -0.5 0.0 0.00
X (m) : X (m) 0.5

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 10 — Trajetérias aproximadas dos corpos de massa m; em (a), my em (b) e mg em
(¢), considerando as mesmas condigoes utilizadas nas Figuras 8(a) e (b) para
melhorar a visualizacdo das trajetorias antes (vermelho) e depois (azul) da
variacao na condigao inicial do corpo m;.

100

)(('71) 150

Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 9(b) consideramos também uma alteragdo na coordenada x do corpo
my do problema de 2 corpos de —0,5m para —0,6 m, o que representa uma modificagao
de 20% na coordenada, ou seja, bem mais expressiva que aquela realizada no problema

de 3 corpos. O resultado mostra que o sistema nao apresenta qualquer sensibilidade as
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condigoes iniciais, de maneira que sua dinamica se mantém regular em ambos os casos,

com Orbitas peridédicas estaveis e bem definidas.

Na linguagem popular, o comportamento irregular e divergente apresentado nas
Figuras 8 e 10 é chamado de “efeito borboleta”. Matematicamente, o termo para tais
irregularidades é conhecido como caos. Qualquer sistema tridimensional composto por trés
ou mais corpos interagindo sob a acao de forcas nao lineares, como a forca gravitacional,
apresentando sensibilidade a modificagoes em seu estado em um determinado instante de
tempo e cuja dinamica é nao periddica, apresenta comportamento cadtico. Esse comporta-
mento é caracterizado pelo crescimento rapido da incerteza dos resultados obtidos para o

sistema através dos modelos matematicos utilizados (SMITH, 2007).

Quando falamos em incerteza e imprevisibilidade do estado de um sistema em um
determinado instante de tempo t, a partir de seu estado inicial, podemos ser levados a
suspeitar de um dos principios basicos da Mecanica Classica, chamado de determinismo.
De acordo com as leis de Newton o futuro do sistema solar, por exemplo, ou qualquer
outro sistema classico, pode ser completamente determinado em um instante de tempo
posterior ty a partir de um instante anterior t; < tq, se tivermos conhecimento sobre o
estado do sistema em t; e a lei de forgas que governa o movimento do mesmo. O sistema
de 3 corpos que acabamos de apresentar foi resolvido utilizando os principios da teoria da
Mecanica Cléssica. Se este é o caso, como se aplica entdao o conceito de determinismo para
as trajetérias obtidas para este sistema, se 0 mesmo apresenta um movimento irregular?
Ou seja, como podemos falar em determinismo se o estado do sistema de 3 corpos em um
tempo posterior é imprevisivel e sofre mudancas significativas quando realizamos pequenas
modificagoes no seu estado inicial? E também, porque as 6rbitas dos planetas do sistema

solar sao tdo bem definidas se este é um sistema de N corpos?

Essas duvidas podem surgir porque o determinismo da Mecanica Cléassica por
vezes é vinculado, de maneira inadequada, ao sucesso de predizer com certeza absoluta o
que ird acontecer com o sistema no futuro. Mas nés s6 adquirimos conhecimento sobre o
estado futuro de um sistema depois que realizamos calculos sobre este estado, os quais
podem ser confirmados através de medi¢des no sistema. Vale lembrar que existe uma
margem de erro nestas previsoes, pois como ja discutido, usualmente utilizamos métodos
aproximativos na ciéncia. Apesar da imprevisibilidade ou incerteza do estado futuro de
um sistema que apresenta comportamento cadtico, apos realizarmos modificagdoes em
seu estado inicial, este é deterministico se o seu estado inicial e a lei de forcas que rege
tal movimento forem conhecidos. Uma prova disso é a obten¢do da mesma trajetéria do
sistema se considerarmos inimeras simulacdes para as mesmas condi¢oes iniciais. Se o
estado final do sistema fosse diferente para cada simulacao, mesmo considerando as mesmas
condicOes iniciais, a dindmica do sistema seria classificada como aleatoria ou estocdstica e

nao deterministica. Portanto, sistemas cadticos além de serem nao lineares, apresentarem



Capitulo 3. O Problema de N Corpos 39

uma dinamica irregular e instavel, devido a sensibilidade em suas condigoes iniciais, estes

também apresentam uma dindmica deterministica (SMITH, 2007).

Os planetas do sistema solar possuem Orbitas bem definidas pois a massa do Sol
¢ muito maior do que a massa dos planetas e a distancia entre eles é muito grande,
permitindo com que a acao gravitacional dos outros corpos sejam desprezadas. Porém,
a mesma estabilidade nao é observada a todo instante no movimento de asteroides, por
exemplo, uma vez que eles estao interagindo com outros corpos proximos e com massas
aproximadas. E importante ressaltar que a estabilidade do sistema solar a longo prazo
nao pode ser definida, pois em bilhoes de anos a acdo conjunta da forga gravitacional
dos planetas e outros corpos podem causar mudancgas drasticas no comportamento desse

sistema.

O inicio dos estudos de sistemas que apresentam dinamica cadtica é creditado ao
matematico francés Henri Poincaré em seus trabalhos desenvolvidos na década de 1890.
Poincaré foi parcialmente motivado pelo comportamento complexo das trajetorias do
sistema de 3 corpos celestes, como o que acabamos de descrever. Dentre outros nomes
que forneceram notaveis contribui¢oes para o desenvolvimento da teoria do caos podemos
citar os trabalhos de G. Birkhoff na década de 1920, M. L. Cartwright e J. E. Littlewood
nos anos 1940, do soviético A. N. Kolmogorov e colaboradores em 1954, de S. Smale em
1960,e Edward Lorenz em 1961 cujo trabalho resultou no termo popular “efeito borboleta”.
Apesar destes e outros trabalhos, a analise de dindmicas cadticas em sistemas fisicos
reais nao foi amplamente apreciada até o final do século XX devido a sua complexidade.
Com o advento dos computadores e o desenvolvimento dos métodos numéricos esta
situagao mudou drasticamente, de maneira que o carater cadtico de evolugoes temporais
em situagoes de importancia pratica tem sido cada vez mais explorado. Para saber mais
sobre o desenvolvimento da teoria do caos e sua importancia recomendamos os livros dos
Gleick (1989) e do Ott (OTT, 1993) e o artigo do Oestreicher (2007).
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4 Consideracoes Finais

Com este trabalho objetivamos introduzir o caos para estudantes de graduacao de
uma maneira mais elementar, elencando seus aspectos fundamentais a partir de conceitos
familiares da Mecanica Classica, e mostrar a importancia da matematica como metodologia
cientifica para a andlise e discussdo de problemas fisicos, seja através da obtencao de

solugoes analiticas ou métodos aproximativos, como simulacoes computacionais.

Para isso, mostramos o surgimento de uma dinamica cadtica no problema geral de
3 corpos tendo como ponto de partida o problema de 2 corpos no contexto da mecanica
celeste. Optamos por esta abordagem para elencar conceitos importantes da Mecanica
Classica como o que ¢é o estado inicial de um sistema, trajetérias, segunda e terceira leis
de Newton, centro de massa, conservacao do momento linear e angular e conservagao da
energia. Com o problema de dois corpos foi possivel demonstrar analiticamente as trés leis
de Kepler a partir da lei da gravitagao universal de Newton. Este também foi resolvido
numericamente para mostrar a estabilidade e a periodicidade das trajetérias dos dois
corpos orbitando o centro de massa do sistema, que se move em linha reta com velocidade
constante. Este resultado contribuiu, adicionalmente, para fornecer uma representacao

visual do significado da lei de conservacao do momento angular.

Ao adicionarmos o terceiro corpo no problema de 2 corpos foi possivel apreciar
o slogan popular do “efeito borboleta” para o caos, traduzido matematicamente na
sensibilidade do sistema a mudancas em seu estado inicial. Os resultados obtidos mostram
claramente que uma modificacdo minima em apenas uma coordenada de um dos trés corpos
considerados, conduz a mudancas surpreendentes na dindmica do sistema. A partir do que
foi desenvolvido para o problema de 2 corpos foi possivel facilitar a descricdo sobre o que
é um movimento irregular e mostrar que a nao linearidade nas equagoes que descrevem a
dindmica cadtica do sistema de 3 corpos nao é suficiente para observar este comportamento,
uma vez que esta também é observada nas equagoes do sistema de 2 corpos. Finalizamos
mostrando que sistemas cadticos no contexto considerado sao caracterizados nao s6 por
serem nao lineares e exibirem sensibilidade em seu estado em um determinado instante de

tempo, mas também por possuirem uma dinamica deterministica.

Do ponto de vista operacional, discutimos de maneira introdutoéria a importancia
da obtencao de uma solucao analitica para a realizacdo de predi¢does em um sistema fisico
e como os métodos aproximativos, como os numéricos, podem contribuir significativamente
diante da impossibilidade de obtencdo de uma soluc¢ao analitica que seja vidvel ou sem

significado préatico, como no caso do problema de N > 2 corpos.

Esperamos que este trabalho possa ser ttil para estudantes de graduagao em Fisica
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que queiram conhecer os aspectos basicos de um sistema que apresenta dindmica cadtica

ou mesmo estudantes em geral que tenham um minimo conhecimento sobre Mecanica

Cléssica.
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APENDICE A - Velocidade e aceleracio

totais do sistema de dois corpos reduzido em

coordenadas polares

Na Secao 2.1.2 utilizamos a relacao,
drdr

Po—=—

dt dt’

para demonstrar a conservacao da energia mecanica do sistema reduzido de dois corpos.
Essa relagao pode ser verificada a partir da velocidade total desse sistema, dada por,

dr d(r?) dr_  dP

—_— = = —Tr+r—.

dt dt dt dt

(A.1)

Como discutido, o sistema reduzido pode ser descrito em duas dimensdes (z,y).

Em coordenadas polares (r,6), as coordenadas x e y sdo relacionadas a r e a 6 como

xr=rcost ey=rsenf. Os versores 7 e é, definidos na direcao de aumento de r e de 6,
respectivamente, sao relacionados aos versores cartesianos Z e ¢ através das relagoes:

7= Zcosf + jsenb, (A.2)

6 = —Zsenf + g cosb. (A.3)

Como r = r(t) e 6 = 6(t), se derivarmos a equagao (A.2) em relagdo ao tempo

tem-se,
dr R ae g do . . _db,
i —xsen@a —i—ycos@a == [—Zsenf + gcosb] = %9,
e portanto,
dr  df
— =—40. A4
dt dt (A-4)

Substituindo este tltimo resultado na equagao (A.1) obtemos a velocidade total do

sistema, ou seja,

drdr do ~

— = —7+r—~0, A5

dt dt * dt (A.5)
a qual pode ser escrita como v = v, + U@é, sendo v, = dr/dt e vy = rdf/dt = rw, suas
componentes radial e tangencial, da mesma maneira que foi apresentado na equacao (2.22)

da Segao 2.2.1. A velocidade angular do sistema é dada por w = df/dt.

Fazendo o produto escalar de # por dr/dt na equagao (A.5) obtemos a relagao

utilizada na Secao 2.1.2,

AP dr, . dB .
r-%—a(r-r)—l—r—(é’-r)——
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uma vez que 7 -7 =1e 6 -7 =0, pois 7 e # sdo ortonormais.

Para obtencao da aceleragao total do sistema de dois corpos reduzido em coordena-
das polares, equivalente a equacao (2.23) da Segao 2.2.1, basta derivar a equagao (A.5)

em relagdo ao tempo,

L dv d (dr, d A
Q== (dtr> + 7 (rw@) : (A.6)

Aplicando a regra do produto para as derivadas, tem-se:

*—&T%— @+ i(r )0 +r d—é
T T T\ v

dr i (dr dw\ db
= = =, A
dt2r+vrdt+<dtw+rdt>9+rw (A.7)

Pela equacio (A.3) a derivada df/dt é calculada como,

W oo
pri T cos 7 7 se i
do .. R
= ——[Zcosf+ gysend, (A.8)
dt
ou seja, .
df do

Utilizando os resultados (A.4) e (A.8) a aceleracao total, dada pela equagao (A.7), pode

ser escrita como:

A

=" f ol + %G s
a=——=7+vw v +r— |0 — rw’f,
dt? dt
d> N
a= <dt§ - rw2> 7+ (ra+2wu,)d,
de onde conclui-se que,
@ = a,? + agh, (A.10)
sendo a = dw/dt a aceleracio angular, a, = (d?r/dt* —rw?) e ag = (ra +2wv,) as

componentes radial e tangencial da aceleragao de my, como apresentado na equacao (2.23).
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APENDICE B - equacdo diferencial na

variavel u(6) e obtencdo de sua solucdo

particular

Na Segao 2.2.1 fizemos a mudanga de varidvel u = 1/r na equagao (2.30), dada por,

r2d’r 1 _ GM

L2de2 r L%
para obtencgao da trajetéria do sistema, ou seja, r(). Para encontrarmos a aceleracao do

sistema d?r/dt? na varidvel u(#), vamos calcular a derivada segunda de u = 1/r em relacio

a 0. Uma vez que 0 = 0(t) tem-se,
du _dflydt  (Lldryl v v
do dt\r)dd  \r2dt)w 1w L

du_ dfv) _ dfv\d 1 l@+ d(L7) (B.1)
402~ " ao\L)” “at\rL)ao = “w\rpat "' ar ) '

Como o momento angular ¢ constante o termo d (L™') /dt ¢ nulo, e sendo dv/dt =

d?r/dt? a equacao (B.1) pode ser escrita como:

dw 1 dr
a2 = Lwdi®’
du r? d?r
CaE T T IEae (B-2)

em que utilizamos w = L/r%. Note que o resultado (B.2) é exatamente o primeiro termo
da equagao diferencial na varidavel r, mostrada no inicio deste apéndice, de maneira que

esta pode ser escrita na variavel v como,

d*u GM
ﬁ +u= L2 . <B3)

Como discutido na Secao 2.2.1, (B.3) é uma equacao diferencial ordinaria nao
homogénea de segunda ordem. A solucao da equacao homogénea,
d*u

¢ do tipo oscilador harménico uy(#) = Acos@ + Bsenf com as constantes A e B obtidas
a partir das condigoes iniciais do problema. A solucao particular serd do mesmo tipo, ou
seja,

uy(0) = A, cosf + B,sen6. (B.5)



APENDICE B. equagio diferencial na varidvel u(6) e obtengio de sua solugio particular 49

Neste apéndice mostramos como obter A, e B, para encontrar a solucao particular

da equagao diferencial nao homogénea. Para isso, vamos calcular a derivada primeira

de (B.5),

d d d
% = @(Ap cosf) + @(Bp sen @),
du, dA, ab,
— = —= A, — B,

70 70 P cosf) — A, sen ) + 70 P sen ) + B, cos?,

A, B,
a;l;p = 29 cosf + dd@ senf| + [B,cosf — A,sen)] . (B.6)
Fazendo,
dA aBb,
a derivada segunda de u,, de acordo com a equacao (B.6), é dada por:
d? ab, dA,
WUQPZW cos — B senﬁ—ﬁsene A, cosb. (B.8)

Pelas equagoes (B.5) e (B.8) podemos escrever a equagao (B.3) como,

B, dA, GM
WCOS@—WSGHQ B,sent — A, cost + A, cost + B, sen@—?,
que leva a
B, dA, GM
WGOSH—WSGHQ—?. <B9>

Multiplicando as equagoes (B.7) e (B.9), por cosf e —sen 6, respectivamente, e

somando-as obtém-se:

dA, __GM
a0 12

sen 6. (B.10)

Para obtengao de A, é necessério integrar a equacao (B.10), ou seja,

o GM , GM
A, = /o — 77 sen(f") db’ = S7E [cos 0 — cos(0)] + Ao,
GM GM
A, = 7R 72 (B.11)
Considerando Ay = GM/L?, obtemos finalmente,
M
A, = GL (B.12)

Para obtencdo de B, basta substituir a equacao (B.10) na equagao (B.7) e integrar,

o que fornece:
GM
B, = 72

(B.13)



APENDICE B. equagio diferencial na varidvel u(6) e obtengio de sua solugio particular 50

Substituindo (B.12) e (B.13) na equagao da solugdo particular (B.5), obtém-se,

GM GM GM
Up = o cos?(0) + 72 sen®(f) = Tz
e finalmente, chega-se a
GM
Up = 5 (B.14)

Desta forma, a solucao geral da equagao diferencial ndo homogénea pode ser escrita como:

u(f) = Acosf + Bsenf + M

= (B.15)

ou em fungao das constantes C' e fy, como na equagao (2.34) apresentada na Secao 2.2.1,

GM
u(f) = C cos(0 — ) + Tz

sendo A = C' cosfy e B = C'senfy, de maneira que C' = /A2 + B2.
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APENDICE C - Condicdes iniciais e

obtencao da constante C

Para obtencao da orbita r(0) de mq em relagdo a mq, como fungao dos parametros
fisicos do sistema ¢é necessario obter a constante C', conforme estabelecido na Secao 2.2.1.

A constante C' esta relacionada com as constantes A e B na forma,
C=vA2+ B? (C.1)

pois A = C'cosfy e B = C'senty. Logo, para determinar C' precisamos obter A e B.

Estas constantes sao determinadas a partir das condigoes iniciais t = 0 do sistema,
as quais sao estabelecidas na posicao 6(0) =0 e r(# = 0) = ry, com as componentes radial
e angular da velocidade inicial vy dadas, respectivamente, por v,.(0) = vy, € v9(0) = rowy =

vg,, conforme ilustrado na figura 11.

Figura 11 — Representacao das condicoes iniciais do sistema de dois corpos com mgy orbi-
tando m;. A posicao inicial de my em ¢t = 0 é dada por 7, para 6§ = 0, e sua
velocidade inicial por Ty = vy, # + vg,0. A origem do sistema é descrita no foco
direito da oOrbita, situado na posicdo de m;, com o angulo 6, descrevendo a
posicao angular do foco esquerdo da orbita.

y A

Para obtencao de A e B vamos considerar a solucao geral da equacao diferencial

(2.32), dada pela equagao,

M
u(6) :ACOSQ—I-BSGHQ—FCZQ, (C.2)
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e sua derivada:
du(6)

dé
Considerando entao # = 0 em t = 0, obtém-se de (C.2) e (C.3) que,

= —Asenf + Bcosb. (C.3)

u(O)—A+GL];4, (C.4)
du(0) _
- =B (C.5)

A constante A pode ser obtida diretamente da equagao (C.4), uma vez que u(0) =

1/ry. Logo,
A1 GM
To L?

(C.6)

Como u =1/r, r=7r(0) e 6 = 0(t) a derivada du/df pode ser escrita como:

du B du dr 1 dr 1 drdt

49 drdf r2df rrdtdo’
Sdu oy

dl T r2w’

(C.7)

o que fornece pela equacao (C.5),

Substituindo (C.6) e (C.8) em (C.1), tem-se:

1 GM\? vo\ 1 2GM  [(GM\® %
C=.[(—- -2 =5 + + -2
To L2 L rég  rol? L2 L2

GM

=5 1+

GM

(
Bz 1+(GM

(

(

GM
= 1+

L2 T0L2

GM
= L2 1 —|—

resultando em,
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Para obtencao deste ultimo resultado utilizamos a velocidade inicial total v§ = v7 +
vg, € a equacao da energia total do sistema reduzido (2.21), dada por E = v§/2 — GM /ry.
Como a energia e o momento angular do sistema se conservam Fy = EF e Ly = L, a

expressao (C.10) é valida para qualquer instante de tempo.
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