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Resumo

Este trabalho consiste na analise de complexidade de um algoritmo para resolucao de
equagoes diferenciais, que compartilha caracteristicas como outros algoritmos designados
para a mesma tarefa. Operacoes como preparacao de estados, implementacao de portas de
multiplos ¢-bits e portas controladas estao presentes em varios algoritmos, e a complexidade
destas, cujos detalhes sdo por vezes negligenciados em anélises de algoritmos novos, sao
tratadas detalhadamente, visando fazer uma anélise de complexidade o mais fiel a realidade
possivel. E possivel concluir que a negligéncia destas operagoes pode levar a uma anélise

erronea da complexidade, através de exemplos praticos.

Palavras-chave: Computacao quantica, algoritmo quantico, equagoes diferenciais, com-

plexidade.






Abstract

This work consists in a complexity analysis of an algorithm for solving differential equations,
which shares common characteristics with other algorithms designed for the same task.
Operations such as state preparation, implementation of multiple g-bit gates and controlled
gates are found in several algorithms and their complexity, whose details are sometimes
neglected when new algorithms are analyzed, are approached with details, intending to
do an analysis as consistent with the reality as possible. It is possible to conclude that

neglecting these operations can lead to a wrong complexity analysis with aid of practical

examples.

Keywords: Quantum computing, quantum algorithm, differential equations, complexity.
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1 Introducao

A computacao quantica é uma das ferramentas tecnoldgicas que surgiram com o
advento da mecanica quantica, um aparato teérico moderno que possibilita a modelagem
e descricao matematica de fendmenos que se mostraram indescritiveis através das teorias
classicas antes existentes .Dentre estes, é possivel citar espectros discretos de emissao e
absor¢ao de alguns atomos e respostas de alguns corpos microscépicos a campos magnéticos

tais quais nao sao observadas na predigao da teoria classica [1].

Desde que foi descoberta a possibilidade de codificacao e processamento de in-
formacao utilizando sistemas quanticos [2], advento este que possibilitou a criagao de
computadores quanticos, tem existido procura por melhores computadores de tal categoria,
bem como também por problemas cuja solugao seja comprovadamente mais eficiente nestes
que em um computador classico. Nesse contexto, o termo supremacia quantica se refere a
uma situcao onde tal superioridade de sistemas quanticos seja de fato atingida através da

exibigao de problemas insoliveis para sistemas cldssicos [3].

Um problema com aplicabilidade cientifica e tecnologica é a resolugdo de equagdes
diferenciais, uma vez que uma ampla gama de modelos mateméticos de interesse tecnolégico
utilizam-nas para fazer previsoes. Dentre estes, é possivel citar a drea de economia [4], da
medicina epidemioldgica [5] e da mecanica de fliidos [6]. Uma vez que solugdes analiticas
de equagoes diferenciais nem sempre sao factiveis, algoritmos que possibilitam utilizacao

de recursos computacionais tornam-se ferramentas indispenséveis [7].

A andlise de complexidade é uma subarea da ciéncia da computacao que visa
estabelecer correlagio entre varidveis caracteristicas das entradas fornecidas (como exemplo
é possivel citar a dimensao de uma matriz da qual se deseja extrair o determinante) a um
algoritmo e os recursos consumidos pelo mesmo para a resolu¢ao do problema para o qual
foi designado (tempo e quantidade de meméria, por exemplo) [8], fornecendo parametros

objetivos para a comparacao de algoritmos.

Devido a importancia enfatizada, este trabalho visa discutir a analise de complexi-
dade de algoritmos quanticos para resolucao de equacoes diferenciais de forma detalhada,
com o objetivo de verificar se os mesmos de fato apresentam ganho em termos de recursos

com relagdo a suas contrapartes classicas.



?2 Fundamentos Tedricos

2.1 Mecanica quantica

A mecanica quantica é uma teoria que foi gradualmente desenvolvida e aprimorada
ao longo do comego do sec XX, através de contribui¢bes notaveis de cientistas como
Einstein, Schrodinger, de Broglie e Bohr [9, 10, 11, 12], com o intuito de explicar o
comportamento da matéria em escalas atdmicas, nas quais as teorias classicas (como o

eletromagnetismo e mecénica newtoniana) falham em fazer predi¢oes adequadas.

O trabalho de Planck para explicar a falha catastrofica da estatistica classica ao
descrever a radiacao de corpo negro [13] ja forneceu indicios de que as teorias classicas
vigentes poderiam ser inadequadas para lidar com alguns aspectos da matéria. Uma nova
constante natural (h), com valor 6,626.1073* J.s, foi descoberta e batizada constante de
Planck. De Broglie foi o primeiro a atribuir comportamento ondulatério a matéria [11],

com comprimento de onda como fun¢ao da quantidade de movimento p:

A= P (2.1)
Outros fendmenos contribuiram para a estruturacdo da mecanica quantica. O efeito
fotoelétrico foi eficazmente explicado por Einstein, inspirado pelo trabalho de Planck,
através da quantizacdo da energia absorvida por elétrons ao interagirem com radiacao
eletromagnética [9]. A existéncia de energias discretas em espectros de emissao e absor¢ao
foram explicados de forma bem sucedida através do modelo atomico de Bohr [12] com
6rbitas discretas (e consequentemente niveis de energia discretos). Estas foram apenas
algumas das manifestagdes naturais que culminaram em uma teoria ondulatéria da matéria
apresentada por Schrodinger, na qual a toda particula hda uma onda associada, cuja
evolugao temporal é regida pela equagao de Schrodinger [10]:
—EVQ\If(r t)+VU(r,t) = ihg\lf(r t) (2.2)
2m ’ ’ ot 7 '
Em tal teoria, a posi¢do das particulas ndo é mais uma medida deterministica, ja
que esta associada uma distribuicao de probabilidades dependente da funcao de onda dada
pela equagao (2.3).
Pr(r,t) = |¥(r, 1) (2.3)

Embora a mecanica ondulatéria seja uma parte importante da teoria quantica, o
formalismo atual da teoria engloba, além desta, outros aspectos nao correlacionados a

ondas [1]. Certas generalidades, como espectros discretos de certas varidveis caracteristicas
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do sistema e probabilidades de obter certos valores para um dada medigao foram observadas
na velha teoria quantica e na formulacao ondulatéria de Schrodinger, e também estao

presentes na teoria quantica atual.

Um dos fenémenos de escopo puramente quantico, e cuja descricao nao esta
relacionada a ondas é fato de entidades corpusculares regidas pela mecanica quantica
exibirem spin. O spin é uma variavel que determina como particulas reagem a campos
magnéticos, influenciando, dentre outros fenémenos, a maneira pela qual a particula sofre

deflexdo ao interagir com o campo.

A teoria quantica pode ser, de forma concisa, sintetizada em um conjunto de seis
postulados, e a ferramenta mateméatica utilizada para formaliza-la é a algebra linear em
espacos complexos. Uma descricao detalhada da teoria pode ser encontrada na literatura

especializada [1, 14].

2.1.1 Postulados da mecanica quantica
2.1.1.1 Primeiro Postulado

O primeiro Postulado da Mecanica Quantica afirma que o estado de um sistema
em um dado instante "t" é descrito por um vetor ket |1)) normalizado em um espaco de
Hilbert H. Espacos de Hilbert sao espacos vetoriais complexos dotados de produto interno,
porém nao necessitam ser finitamente gerados. Isto é, um dado vetor pertencente ao espago
pode ser escrito como combinacao linear de infinitos elementos de base. Sistemas como
o oscilador harmonico quantico, por exemplo, sao descritos por um espaco de dimensao

infinita [1]. Denomina-se vetor bra o vetor dual correspondente ao ket, o qual é denotado
por (4.

Caso o conjunto (ndo necessariamente finito) dos elementos |i) seja uma base do
espago que descreve o sistema, entao é possivel representar o estado deste através de um

conjunto {«;} de coeficientes complexos:
W) =D aili). (2.4)
O vetor bra correspondente sera consequentemente descrito por:

(W] =>_ai (il (2.5)

O produto interno entre dois vetores |¢) e |¢) é denotado por (¥|¢), e obedece
a condi¢ao (Y|¢) = (¢|)". Uma dada base formada pelo conjunto dos |i) ¢ ortogonal
caso seja obedecida a condigao estabelecida pela equacao (2.6). Neste caso, a condigao de

normalizagao implica na equacao (2.7)

(i|7) = 645 (2.6)
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W) = ajo; =1. (2.7)

Tanto a condi¢ao de normalizagdo quanto os coeficientes «; possuem significados

fisicos importantes que serao posteriormente discutidos.

2.1.1.2 Segundo Postulado

O segundo Postulado estabelece que observaveis como energia, momentum e posicao
(dentre outros), devem ser representados por operadores hermitianos, que sdo transforma-
coes lineares denotadas por O : H — H, cuja atuacio leva um vetor no espaco de Hilbert a
outro neste mesmo espago, preservando todas as propriedades de transformagoes lineares
cujo escopo detalhado foge a presente discussdo, mas que podem ser consultadas em [15],

bastando enfatizar a acdo deste operador em cada um dos elementos da base:
Oj) =Y 0y (2.8)

Para uma dada base ortogonal, é possivel entdao obter uma representacao matricial

PN

de O:
(i|O|5) = Oy;. (2.9)

O operador adjunto correspondente a O é definido por:
(O'gly) = (¢|Ov) — Of = 05, (2.10)

Um operador ¢ dito hermitiano se ele e seu adjunto sao iguais. Tal classe apresenta

a importante propriedade de possuir autovalores reais e autovetores ortogonais.

2.1.1.3 Terceiro Postulado

O terceiro Postulado afirma que a medicao de uma grandeza fisica associada a um
observavel O poderd fornecer como resultado somente um dos autovalores de O. A teoria
dos espagos de Hilbert é suficientemente ampla e elegante para englobar espectros continuos
de autovalores (e evidentemente isto é uma exigéncia, visto que nao se observa grandezas
como posi¢ao apresentarem valores discretos mesmo para sistemas quinticos), mas os
espectros discretos que foram observados antes da formalizagao completa da Mecanica

Quantica estao, de certa forma, relacionados ao terceiro Postulado.

O operador associado a energia como observavel fisica, por exemplo, denomina-
se Hamiltoniano e, para um oscilador harmoénico de frequéncia v, possui espectro de

autovalores descrito por fungdes de niimeros inteiros:

E=(n+ ;)hl/. (2.11)

Este espectro explica as energias quantizadas observadas no efeito fotoelétrico.
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2.1.1.4 Quarto Postulado

O quarto Postulado estabelece que a probabilidade de se obter um determinado
autovalor A na medicdo de um observavel O é dada pelo quadrado do médulo do produto
interno entre |\) (autovetor de O cujo autovalor é A) e o vetor de estado do sistema.

Matematicamente, o quarto Postulado pode ser expresso pelas equagoes (2.12) e (2.13).

Py = [(Al9)]* (2.12)

dPy = [(A[Y)]?d). (2.13)

A equagao (2.13) é a contraparte da (2.12) para espectros continuos.

Se |\;) for o conjunto dos possiveis autovetores de um observavel O, a condicio de
hermiticidade implica que este forma uma base ortonormal, e portanto as probabilidades

associadas as medigoes devem obedecer a seguinte relacao:

) = Zai IN) = P(\) = |l (2.14)

Para um estado expandido em termos dos autovetores de um dado observavel, o
fato de os coeficientes da expansao estarem associados a probabilidades implica no valor

médio do observavel em questao descrito pela seguinte relagao:
(0) = (®]Ov). (2.15)

Esta relagao é consequéncia direta da ortogonalidade entre autovetores, e tal média
deve ser interpretada como média de ensamble, ou seja, se for efetuada uma quantidade
muito grande de medi¢oes do observavel O em varios sistemas distintos, porém idénticos,

o valor médio obtido serd dado pela equagao (2.15).

2.1.1.5 Quinto Postulado

O quinto Postulado estabelece o que ocorre com o sistema imediatamente apds a
realizagdo de uma medicao. O efeito destas pode ser representado por um conjunto de
operadores 1\7[i, cada um associado a um dos possiveis resultados, e imediatamente apoés a
medi¢ao, o estado do sistema ¢é alterado de acordo com a seguinte relagao:

) o M 1)) (2.16)

Ny

A equagao (2.16) revela que a medicao efetuada em um sistema quantico pode
alterar consideravelmente seu estado. De fato, excetuando-se os casos nos quais o sistema

ja se encontra em um estado descrito por um dos autoestados da observavel O, este sera
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drasticamente alterado apds a medi¢ao, uma vez que esta implica em uma projecao do
vetor de estados no autovetor correspondente ao autovalor encontrado como resultado.
Desta maneira, estudos descritivos a respeito de sistemas quanticos podem requerer, em
um ambito mais geral, o uso de outros processos ferramentas estatisticas (como tomografia
de estados [16]).

H4, associado a cada um dos possiveis valores mensuraveis de um observavel (valores
estes caracterizados pelo conjunto de autovalores e autovetores (A;,]7))), um operador
que representa o efeito da medi¢cao do observavel em questao no sistema, cuja notagao
representativa, bem como também a condigao geral que deve ser satisfeita pelo conjunto
de operadores, é expressa nas equagoes (2.17) e (2.18) para variaveis discretas e continuas,

respectivamente.

Z| = (2.17)

/_O:o 7 (| dr = 1. (2.18)

As equagbes (2.17) e (2.18) denominam-se relagoes de completeza, e podem ser
deduzidas (no caso destas medigdes especificas) a partir da multiplicacdo de [¢) pela soma

expressa nestas, que resulta no préprio [1), ou seja, é equivalente a identidade.

A notacao utilizada para representar operadores como |i) (i|, por exemplo, é um
simbolo para produto direto, o qual obedece as propriedades listadas nas equagoes (2.19)-

(2.22). Este tipo de notagao é pratica do ponto de vista operacional.

) (Blv) = ((BI) @), (2.19)
{alB) (7] = (el B)) 1) (2.20)
(la)y +18)) (vl = [y + 18Xl (2.21)
(cla)) (B = le) (c(B) = ela)Bl. (2.22)

Os operadores |i)(i| relacionados na equagao (2.17) sdo chamados de projetores, uma
vez que sua atuacao em um vetor de estados obedece a equagio (2.23) como consequéncia
das propriedades anteriormente listadas e da formalizagdo do quinto Postulado (equagao
(2.16)).

Zaz = )il le) = 13) - (2.23)

As medicoes descritas até entdo, que podem ser representadas por projetores,

denominam-se medicoes projetivas e nao sao a classe mais geral possivel de medigoes.
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A generalizacdo do conceito de medicao envolve também a generalizacao do conceito
de estado quantico, a qual pertence ao escopo da mecénica estatistica quantica, que estuda
nao s6 estados puros (associados a um tnico vetor unitario), mas também sistemas aos
quais € possivel associar probabilidades de existéncia em diferentes estados. Neste contexto
mais amplo, ainda assim é possivel afirmar que uma medicao consiste em associar um
conjunto de possiveis eventos (e suas respectivas probabilidades) a um estado generalizado.
A cada evento, ha também um operador M, associado, de tal forma que o conjunto total

destes obedeca a uma relagdo de completeza:

S MINEL =1 (2.24)

Uma das caracteristicas da Mecanica Quantica que a diferencia da Mecanica
Cléssica é a existéncia de observaveis que nao podem ser medidas simultaneamente, para
as quais a medicao precisa de uma prejudica o grau de precisao associado a outra. Um
exemplo conhecido é o caso da posicao e do momentum, que obedecem o principio da

incerteza de Heisenberg:

]

T40p > 5 (2.25)

O que determina se duas observaveis O; e Oy podem ser medidas simultaneamente

¢é a relacao de comutacgao existente entre elas:

[01, O3] = O;05 — 0,0;. (2.26)

Se os observaveis comutam (isto é, [0y, Os] = 0), entfio a medicao pode ser realizada

de forma simultdnea com precisao arbitrariamente alta para ambos. Caso contrario, é
inevitavel que a medicao precisa de um afete a precisao do outro. Para a posicdo e o
momentum, vale relagdo descrita pela equagdo (2.27), ou seja, estes ndo comutam, e por

isso observa-se a ocorréncia intrinseca de incerteza descrita pela equagao (2.25).

%, Pl = ih. (2.27)

2.1.1.6 Sexto Postulado

O sexto Postulado concerne a dinamica dos sistemas regidos pela Mecanica Quantica,
e estabelece que a evolugao temporal destes é regida pela equacgao de Schrodinger, na qual

H é o0 Hamiltoniano, o mesmo operador associado & energia E como observéavel fisica:
L d A
i [0(0)) = ). (225)

E comum referenciar a equacéo (2.28) como equagao de Schrodinger dependente
do tempo, e a equagao de autovetores e autovalores relacionada a energia ((2.29)) como

equagao independente do tempo:

H(y) = E[¢). (2.29)
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E importante ressaltar que a equacao (2.2) representa um caso particular da equacio
de Schrodinger (2.28): Neste caso, a varidvel que representa a posicao x estd associada a
um espectro continuo de valores. Se |i) for um dos possiveis autovetores de um observéavel,
entdo a amplitude «; dada por (i|¢)) pode também ser expressa como uma funcao de onda.
No caso das variaveis continuas, torna-se conveniente fazer manipulacoes algébricas com
o intuito de reescrever a equagao (2.28) em termos da fungdo de onda, por esta ser um

objeto mais apropriado para calculos.

A integracao da equagao (2.28) resulta na equagao de evolugao temporal de sistemas

quanticos:

() = U() [o) , (2.30)

U(t) = exp(—i/hHt). (2.31)

Ou seja, a evolugao temporal do sistema é dada pela acdo de um operador unitario
que é a fungdo do Hamiltoniano descrita pela equagao (2.31). Operadores unitarios

preservam a norma dos vetores nos quais agem e obedecem a seguinte condicao:

Ul =00 =1. (2.32)

Caso a acao nao obedecesse esta condi¢do, o estado obtido apds a evolugdo poderia
nao ter significado fisico, estando inclusive em desacordo com o primeiro e o quarto

Postulados.

2.1.2 Particulas de spin 1/2

O spin é um excelente exemplo de uma variavel quantica que nao possui andlogo
classico. Assim como o elétron foi uma das primeiras particulas subatomicas a serem
descobertas, seu respectivo spin constitui-se como a primeira grandeza desta nova classe
de objetos a ser observada através de experimentos. Atualmente, sao conhecidas outras
particulas elementares como quarks, mions, poésitrons, fétons, dentre outras. O fato de
exibirem spin multiplo de semi-inteiros (1/2,3/2,...) ou de inteiros (0,1,2,...) permite

classificar as particula como férmions no primeiro caso e como bésons, no segundo.

A classe dos férmions engloba uma série de particulas que formam a matéria com
a qual a humanidade tem contato corriqueiro (sendo o préprio elétron um exemplo),
enquanto a dos bdsons engloba os entes mediadores das forgas naturais (como exemplo, ha

o féton, que é o quantum da forca eletromagnética) [17].

A importancia do spin nao se deve sé a sua relevancia tedrica e ao fato de ser uma
excelente ferramenta didatica para compreensao dos Postulados da Mecanica Quantica,

mas também ao fato de ser um sistema quéntico de dois niveis , que é representado por um
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ket bidimensional (outro exemplo sdo f6tons com seu estado de polarizagao). Este tipo de
sistema (bem como as técnicas empregadas para manipuld-los) sdo de suma importancia

para a computagao quantica.

2.1.2.1 Experimento de Stern-Gerlach

O procedimento mais conhecido associado a deteccao da grandeza spin é o experi-
mento de Stern-Gerlach, que consiste em submeter feixes de atomos de prata aquecidos em
um forno a sequéncias de campos magnéticos orientados em diferentes diregoes, e observar

as implicacoes.

Inicialmente, o feixe de atomos é submetido a um campo magnético em uma
diregao especifica, que é definida (por convencao) como sendo o eixo z. Observa-se entao a

ocorréncia de uma bifurcacao, conforme ilustrado na Fig. 1.

Anteparo

Feixe + _

FORNO

Feixe original ‘ ‘

Campo

Feixe -

Figura 1 — Experimento de Stern-Gerlach. FONTE: Elaborada pelo proprio autor.

Ao atravessar a regiao que contém o campo magnético expresso por B = B.z, o
atomo sofre uma forca determinada pela dire¢gdo do momento magnético . Observa-se
que a direcao para a qual o feixe é desviado depende, portanto, do sinal do momento

magnético ., conforme estabelece a relacao a seguir:

0B
F,=u,——. 2.33
0z ( )
O que se esperaria como resultado classico tipico seria a ocorréncia de um pico de
detecgao de larga abertura no anteparo, uma vez que o valor de u, ficaria livre para oscilar

entre um valor méximo e um valor minimo ( denotados, respectivamente, por e —u). O
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observado, porém, é a existéncia de dois picos estreitos e bem definidos, conforme ilustrado
na Fig. 1. Logo, o momento magnético é mais um exemplo de grandeza quantizada, ou
seja, uma varidvel que assume um conjunto finito de valores bem definidos (neste caso,

apenas dois).

Este fato pode ser explicado de forma sucinta e elegante pelo formalismo expresso

nos seis postulados discutidos anteriormente.

O momento magnético na direcao z pode ser definido como uma grandeza proporci-
onal a um observavel S, (u, gz), cujos autovalores possuem o mesmo valor absoluto, mas
diferem quanto ao sinal. Ha, desta maneira, dois estados que podem ser assumidos pelo
4tomo: |+) e |=), correspondentes aos dois respectivos autovalores de S, (h/2 e —h/2).
Portanto, o estado do dtomo pode ser descrito pela equagao (2.34), enquanto os elementos
da matriz que representa o operador S, em funcao de seus autoestados sdo dados pelas
equagoes (2.35) e (2.36)

) =y [+) +a-|-), (2.34)

<+| Sz |+> = h/zv <_| Sz |_> = —5/2, <_| Sz |+> = <_| gz |+> =0, (235)
A h., . 1 0

S, = Eaz, 0, = [O _1] . (2.36)

O experimento revela resultados surpreendentes que contradizem o padrao esperado

pela intui¢do baseada na Fisica Classica, como ilustrado na Fig. 2.

+ +
Feixe - ausente
+ x’+
X’_
g X,+ +
X‘_

Figura 2 — Arranjos sequenciais de Stern-Gerlach
. FONTE: Elaborada pelo préprio autor.
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No primeiro caso, o padrao observado concorda com ponto de vista intuitivo, ou
seja, o feixe que teve sua componente negativa bloqueada continua apresentando apenas a
componente positiva ao passar novamente pelo campo direcionado ao longo do eixo x. Caso
o feixe 4+ resultante da ac¢ao do campo na direcdo z atravesse o campo direcionado em x,
resultara uma nova bifurcacao, que poderia facilmente levar o observador a deduzir que o
feixe - é composto de fragoes idénticas de atomos com componente positiva e negativa em
x. O que ocorre, porém, caso o feixe X,+ seja submetido novamente ao campo na dire¢ao z
mostra que esse nao € o caso, pois este, que supostamente deveria ser composto unicamente
de atomos com componente positiva de momento magnético na direcao z exibe novamente
as duas componentes (+ e -). Ou seja, submeter os feixes a campos em diferentes diregoes
modifica drasticamente o estado destes, resultado este que estda de acordo com o quinto
postulado da mecanica quantica. Assim, quando um atomo atravessa um campo que estd
alinhado em uma determinada direcao, sua configuracao de spin serd projetada para um
dos autoestados associados ao operador que representa esse campo. Apesar de certas
caracteristicas antiintuitivas, o resultado observado permite, ainda assim, afirmar que um
atomo no estado | X, +) possui igual probabilidade de apresentar tanto + quanto - como
resultado para uma medicao de S.. De fato, os estados citados se correlacionam de acordo

com a seguinte relacao:
+) +1-)
N

A realizacao de tais experimentos sequencias com as devidas sucessdes nas diregoes

X,4) = (237)

x,y e z permite correlacionar as bases de autovetores de S,, Sy e Sk, para obter rela-

coes semelhantes as da Eq. (2.37) e construir as respectivas matrizes associadas a estes

operadores:

N h 1 0

Sz = *6’Z,6'Z = y 2.38
5 0 1 (2.38)

~  h. _lo i

Sy = 50% Oy = i 0l (239)

N h 01

S, = =0,,0, = . 2.40
5 Lo (2.40)

As matrizes 6,, 0, e 0, denominam-se matrizes de Pauli, e em conjunto com a
matriz identidade, formam uma base do espago vetorial das matrizes bidimensionais. Tais
matrizes sao importantes para a computacao quantica, visto que estao relacionadas a

operagoes fundamentais presentes nesta [8].

Ademais, as dire¢bes x, ¥y e z nao sdo as Unicas nas quais é possivel efetuar a

medicao do spin ou momento magnético. Para uma dada direcao arbitraria representada

por um vetor unitario it = %(:C}A( +yy + 22z), haverd um operador de spin dado pela equagao
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(2.41).

A 1
G =0,X+06,§+06.2; Sy =10.6 =— (26, +yd, + 25.). (2.41)
r

2.1.2.2 Evolucao temporal do spin

O experimento de Stern-Gerlach e suas respectivas conclusdes sdo exemplos de
cenarios cuja compreensao esta fundamentada nos cinco primeiros Postulados, mas nao
exibem ocorréncia de evolugao temporal, ou seja, nao é evidenciada uma manifestacao

natural do sexto Postulado.

Um exemplo de situacao descritivel pelo sexto Postulado é a evolucao de uma

particula com spin.

O operador relacionado a energia ¢ o Hamiltoniano, que no caso de sistemas com
spin é dado pela equagao (2.42), com o "vetor' § dado por g = (Sx, gy, Sz)

= (— ‘ >§.]§. (2.42)

MeC

Para um campo magnético orientado puramente na direcao z, resultara as seguintes

relacoes para H e seus respectivos autovalores:

2 (— ¢ )BZSZ. (2.43)
MeC
ehB,
E+ = . 2.44
:F2mec ( )

O operador de evolugao para esse sistema sera consequentemente dado por:

R —iwS,t B,
U(t) = exp <%;1> NOES lfr[c' (2.45)

Uma funcao de um dado operador O, f (O), compartilha com este os autovetores,
e se \; for um autovalor de O correspondente ao autovetor |i), entdo f();) serd autovalor
de f (O) para o mesmo autovetor. Isso se deve a expansao em série de Taylor da fun¢ao
f [18]. Consequentemente, se o estado inicial for expresso em termos dos autovetores de S,

segundo a equagao (2.46), entdo apds a evolugao este serd dado pela equagao (2.47).

lag) =c+|+) +c—|—), (2.46)

() = T(t) |ag) = ¢ + exp (‘Z;’t) 4) + ¢ — eap (“;t) =y (2.47)

Os valores das constantes cF dependem da configuragao do estado inicial, de

tal forma que se este for o estado | X, +) dado pela equagao (2.37), por exemplo, entéao

c+=c— = 1/\/§
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Ter uma equagao como (2.47) descrevendo o estado do sistema significa que os
valores esperados irdao mudar com o tempo também. O observavel S, por exemplo, que
tem como autovetores | X, +) e | X, —) e é descrito pela equagao (2.48), possui valor médio

descrito pela equagao (2.49).

iy oy =)
|O[0> - |X7 > - \/5 ) (248)
A h
(Sz) = (a(t)] Sz |a(t)) = §cos(wt). (2.49)

Novamente, é valido ressaltar que tal valor médio se refere a varios sistemas supos-
tamente idénticos analisados no mesmo instante. Este exemplo apresenta o procedimento
comumente adotado para analisar a evolucao de sistemas quanticos com variaveis discretas.
Uma vez que o Hamiltoniano é o operador relacionado & energia como observavel, e também
determina a evolucao temporal dos sistemas, convém resolver a equagao de Schrodinger
independente do tempo (equagao (2.29)) e expandir o estado do sistema em termos dos
autovetores de H. Em seguida, utiliza-se a relacao entre os autovetores de uma funcao
de um operador e os do operador (no caso ﬁ) para determinar o resultado da evolugao

temporal.

O caso de variaveis continuas, apresenta algumas similaridades. Neste caso, resolve-
se a equagao para a fungdo de onda ((2.2)) através do método de separagao de varidveis
para gerar duas equagOes subsequentes, onde apenas uma é dependente do tempo. A
independente do tempo é resolvida primeiro, e as autofungoes espaciais (ou de momentum,)

encontradas permitem determinar e evolugao temporal.

Carater continuo ou discreto nao sao caracteristicas de sistemas especificos, mas
sim do conjunto de observaveis de interesse. O oscilador harmoénico quantico, por exemplo,
exibe um espectro discreto de energias, mas é um sistema cuja esséncia fisica faz desejavel
conhecimento a respeito da posicao. Este sistema pode ser analisado tanto através da
mecanica ondulatoria quanto através de métodos algébricos como o exemplificado nessa
secao. A escolha do método depende de quais observaveis deseja-se extrair informagcao a

respeito.

2.2 Complexidade computacional

A andlise de complexidade computacional estd inserida em um campo de conheci-
mento extremamente relevante para a ciéncia da computagao e areas correlatas, pois é a
principal ferramenta disponivel para classificar algoritmos de forma comparativa, utilizando
como critério o quanto estes consomem de algum recurso pré-estabelecido para a resolucao

da tarefa para a qual foram designados.
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O tipo de recurso a ser analisado depende consideravelmente do modelo compu-
tacional e do estado da arte da tecnologia [8]. As estruturas miniaturizadas atualmente
disponiveis na area eletronica (memdrias, circuitos, dentre outros) tornam a preocupagao
com espaco menos crucial que em tempos nos quais os elementos possuiam maior escala e

poucos bits disponiveis.

Para quantificar a complexidade computacional, define-se um recurso (o mais
comumente analisado é o tempo de execucgao, mas por vezes também ha interesse em
recursos como energia e espago), e estuda-se como este varia como fungao de algum
parametro caracteristico das varidveis iniciais que sao fornecidas ao algoritmo em anélise
para o processamento que levara a resolucao do problema. Um exemplo simples é o
procedimento para calcular o trago de uma matriz M de dimensao n (aqui apresentado em

pseudocddigo).

Algoritmo 1 Trago de uma matriz
traco < 0
for i< 0ton—1do
trago < traco + MT[i|[i]
end for

Nota-se, neste algoritmo, que o comando de somar o i-ésimo elemento da diagonal
da matriz a variavel que armazena o valor do trago sera repetido n vezes. Cada comando
referente a soma demanda um intervalo de tempo constante K, entdo o tempo total

consumido pelo algoritmo é t = Kn.

A fungao que expressa a relagao entre o consumo de recurso e as variaveis da entrada
denomina-se complexidade. A andlise de complexidade é sempre realizada considerando o
melhor algoritmo conhecido para um determinado problema, e costuma-se expressar ordens
assintéticas das fungoes, nao valores exatos. O principal objetivo da andalise de complexidade
é estabelecer, matematicamente, limites inferiores para o consumo de recursos [8], mas

existem situagoes nas quais limites inferiores ou ordens exatas sao almejados.

Ha trés notagoes amplamente utilizadas para representar ordem assintética das
fungdes de complexidade: O, 2 e ©. A ordem O diz respeito ao limite superior das fungoes,
ou seja: Dadas duas fungoes f(n) e g(n), diz-se que f(n) é O(g(n)) se existem duas
constantes ¢ e ng tais que se n > ng, entdao f(n) < cg(n). Esta notacdo é utilizada para

expressar como o algoritmo se comporta no pior caso possivel.

A ordem () representa a situagdo oposta a O, e representa o comportamento do
algoritmo para o melhor caso possivel: O limite inferior. Diz-se que uma fungao f(n) é

Q(g(n)) se existem constante ng e ¢ tais que se n > ny, entao f(n) > cg(n).

Por fim, ha a ordem O, que representa o comportamento assintotico exato. Diz-se

que uma funcao f(n) é ©(g(n)) se existe ng tal que se n > ng, entdo f(n) é simultaneamente
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Q(n) e O(n). O algoritmo utilizado para calcular o trago de uma matriz possui ordens O e
2 que seguem a mesma variacao em relagao a n. Neste caso, O(n) e Q(n) sao idénticas,
e consequentemente a ordem deste algoritmo é ©(n). Qualquer constante numérica é

desprezada no calculo destas ordens.

Alguns exemplos de fungoes e suas ordens assintoticas sao apresentados na tabela

1 a seguir.

Tabela 1 — Ordens assintéticas.

Funcao Q) Q S
f(n) =3n O(n), f(n) < (3n), Q(n) f(n)> n O(n)
f(n) =%+ \/(n)log(n) | O(n?) f(n) < (7n) | Qlog(n)),f(n)> log(n) | N.A

E importante que nao haja confusao entre os limites inferiores e superiores das
fungbes, expressos na tabela 1, e o limite inferior de eficiéncia para os algoritmos. Quando
afirma-se que o limite inferior de eficiéncia para a resolugao de um dado problema é
polinomial, por exemplo, nao significa que utilizou-se a ordem €2 na analise em questao,
mas tao somente que analisou-se a ordem assintotica O ou # para o melhor algoritmo

conhecido para tal tarefa.

Uma vez escolhidos os recursos de interesse (tempo, energia, espago, dentre outros)
e estabelecidas as ordens assintéticas de suas respectivas variagoes com relagao as variaveis
de entrada (a dimensdo de uma matriz ou vetor, por exemplo), é possivel agrupar os

algoritmos em classes de complexidade.

Algumas classes notaveis sao as classes P e NP, que dizem respeito a problemas
de decisao, que podem ser solucionados através de respostas como "sim" ou "nao", ou
seja, consistem em rejeitar ou aceitar uma hipdtese. Um exemplo é a decisdo sobre a
primalidade de um ntmero. A hipdtese é "o nimero N é primo". Apds a execucao do

algoritmo, aceita-se a hipdotese com uma resposta "sim" ou rejeita-se, com a resposta "nao".

A classe P diz respeito a um conjunto de problemas de decisao cuja solug¢ao consome
um tempo polinomial com relagao a uma determinada varidvel "'n"da entrada, ou seja,
t=0(n). A classe NP diz respeito a problemas cuja solugdo pode nao ser factivel em tempo
polinomial, mas se for apresentada uma aceitacdo da hipdétese, em conjunto com uma
varidvel w denominada testemunha, entdo é facil checar se esta reposta estd correta (isto
pode ser executado em tempo polinomial). Na fatora¢ao de um nimero, por exemplo, que
pode ser definida pela hipdtese "Um dado nimero N possui um fator menor que [, sendo
[ < N'", caso haja a aceitagao da hipdtese e seja exibido um niimero w que cumpra os
devidos requisitos, entao é facil verificar se esta resposta em prol da aceitacao esta correta

fazendo a divisao de N por w, que ¢é executavel em tempo polinomial.

Um dos problemas importantes ainda sem solucao na ciéncia da computacgao é
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a relagao existente entre P e NP. Conjectura-se que P seja um subconjunto de NP, ou
seja, P C NP, restando saber se os conjuntos sdo ou nao iguais. Uma classe diretamente
correlacionada a este problema é a NP-completa, que consiste em um subconjunto de NP
que possui a particularidade de que qualquer outro problema em NP pode ser modelado
de forma equivalente a algum elemento NP-completo, e isto implica que a resolucao
de um destes problemas em tempo polinomial automaticamente prova que NP=P. Tal
demonstracao garantiria um limite inferior de eficiéncia para uma quantidade muito grande
de algoritmos, de tal forma que esse feito acarretaria em um grande avango nas ciéncias

da computagao.

Um exemplo de problema NP completo é encontrar solugoes inteiras e positivas de

um polinémio descrito por:

Az + By —C=0. (2.50)

Os fatores A,B,C so inteiros positivos. E facil verificar através de uma substituicdo
direta se valores testemunha fornecidos de x, y sdo solugoes, logo esse problema é claramente
NP. Detalhes de como outros problemas NP podem ser reduzidos a este estao além do

escopo do presente trabalho, e podem ser consultados em [19].

Algumas classes de complexidade dizem respeito a problemas cuja solugao pode ser
dada por um algoritmo probabilistico, ou seja, um algoritmo que ao final de sua execucao

exibe uma probabilidade p de apresentar um solucao correta.

Um exemplo de algoritmo probabilistico é o random sort, que consiste em um
processo que pode levar ao ordenamento de um dado arranjo (um conjunto de elementos
com posicoes definidas, que é por vezes referido na computagao como vetor, de tal forma
que esta palavra adquire, neste contexto, um significado diferente da defini¢io matematica).
O processo consiste em sortear novas posicoes para cada um dos elementos do arranjo,
e realoca-los nestas posi¢oes. Se o numero de elementos do arranjo for N, nota-se que
a probabilidade de sucesso de tal algoritmo é 1/N!, de tal forma que necessita-se, em
média, repetir o processo N! vezes até obter o sucesso. Muito embora esse processo seja

extremamente demorado e custoso, ilustra as caracteristicas deste tipo de algoritmo.

A classe BPP diz respeito a algoritmos probabilisticos. Sua nomenclatura é derivada
de bounded-error probabilistic polinomial time, e esta inclui os problemas de decisao que
podem ser resolvidos em tempo polinomial com uma probabilidade superior a 2/3 de
fornecer a resposta correta (seja ela "sim" ou 'nao"). A escolha do limite 2/3 é arbitraria, e
assim como no caso do random sort, é possivel repetir o processo de tal forma a aproximar

tanto quanto se deseje a probabilidade de sucesso de um.

Devido a natureza estatistica de sistemas quénticos (evidenciada pelo quarto
Postulado) é esperado que algoritmos derivados destes exibam natureza probabilistica,

uma vez que estao comumente condicionados a medicao de estados especificos. Embora



2.3. Computacgdo qudntica 35

classe BQP seja equivalente a BPP para algoritmos quénticos, ela engloba problemas de
decisao que podem ser solucionados em tempo polinomial em um computador quantico,

com probabilidade de acerto superior a 2/3.

2.3 Computacao quantica

A computacao quantica é um ramo de pesquisa e desenvolvimento de tecnologias
que surgiu com a possibilidade de utilizar/controlar sistemas quanticos para processamento
de informacao [2]. Costuma-se usar computagao quantica como termo oposto a computagao
classica, visto que estas diferem tanto nos fundamentos quanto nas caracteristicas dos

sistemas fisicos utilizados.

Em primeiro lugar, enquanto a computacao classica usa como unidade basica de
informacao o bit, a computagao quantica usa o ¢-bit. O bit é uma variavel que pode assumir
dois valores discretos, denotados 0 e 1, que podem representar cenarios como auséncia
ou presenca de corrente elétrica ou a magnetizagao de um determinado elemento de um
circuito. O ¢-bit é uma variavel que corresponde a uma superposicao de estados aos quais
podem ser associados os rétulos 0 e 1, e pode ser representado por um estado quantico

bidimensional descrito por:

) = al0) +51). (2.51)

Outra diferenca fundamental baseia-se na reversibilidade das operagoes logicas:
Enquanto a computagao quantica opera em regime reversivel (pois a evolugao dos sistemas
corresponde e operadores unitarios), a computagao classica é usualmente irreversivel devido
a irreversibilidade de alguns elementos como a porta XOR [8]. Embora busque-se modelos

de computagao classica reversivel [20], estes nao sdo considerados usuais.

Na computagao classica é possivel clonar bits irrestritamente, enquanto g¢-bits nao
podem ser clonados segundo o teorema da nao clonagem [8], além de haver restrigdes
quanto ao tempo necessario para efetuar as operagoes devido a decoeréncia, que distorce
os estados quanticos e leva a perda de informagao. A presenca de ruido é outro problema
tecnolégico relacionado a computagao quantica. A implementacao de computadores quanti-
cos funcionais enfrenta uma série de desafios tecnoldgicos. Projetar sistemas que fornecam
possibilidade de geragao de estados emaranhados, controle da evolugao, viabilidade de
medicao e ainda assim sejam economicamente viaveis nao é uma tarefa trivial. De uma
forma geral, é possivel dizer que a necessidade de isolamento e resfriamento para evitar
ruido e decoeréncia sao necessarios e contribuem para o elevado custo dos computadores

quénticos [21].

Em relacdo a implementacao, ha diversos sistemas para computagao quantica,
cada qual com suas vantagens, desvantagens e métodos especificos para manipulacao

do Hamiltoniano, aplicacao de portas légicas, preparacao de estados iniciais, medigoes
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e criagdo de emaranhamento. Dentre os possiveis sistemas, hd computadores a base de
armadilhas i0nicas [22], de ressonincia magnética [23], de cavidades Opticas [24] e de
osciladores harmonicos [25]. Neste contexto, o termo "estado da maquina" se refere ao

estado quantico composto pelos ¢-bits do sistema fisico usado pelo computador.

Um modelo computacional é a forma utilizada para representar as operagoes que
um computador realiza para processamento informacional. E possivel citar como exemplo
os modelos de maquina de Turing, que utiliza um conjunto de estados, um cabecote de
leitura e escrita, memorias e simbolos gravaveis para processar informacao, e o modelo
de circuito que traduz uma série de operagoes logicas na forma de arranjos de elementos
eletronicos, processando o estado inicial até que nele esteja codificado um dado resultado
desejado. O modelo mais comum para representar a computacao quantica é o de circuitos
de operagoes unitarias, embora haja outros, como computagao quintica adiabatica [26] e

computagao quantica topoldgica [27].

A busca por problemas que podem ser resolvidos mais eficientemente por computa-
dores quanticos do que por computadores classicos vem sendo alvo de ampla investigacao.
O termo “supremacia quantica” se refere, neste contexto, a casos onde tal feito é possivel [3].
Nao existe critério universal que estabeleca em quais casos os computadores quanticos serao
mais eficientes, uma vez que o projeto de algoritmos, tanto quanticos quanto classicos, nao
é tarefa trivial que possua diretrizes universais [8]. H4, porém, alguns casos histéricos de
projecao de algoritmos quanticos mais eficientes que os equivalentes classicos ja conhecidos,

como o algoritmo de Deutsch-Jozsa [8].

Acredita-se que a computacao quéntica tenha potencial de contribuicao para areas
tecnoldgicas como comunicagao, aprendizagem de maquina, otimizagao [28] e simulagao
de sistemas quénticos [8]. O paralelismo quantico, que pode implicar na possibilidade
de manipulacao de informagao em paralelo devido ao fato de estados quanticos serem
superposicoes de diversos elementos, é um dos fatores que contribuem para aumentar o

interesse nestes algoritmos.

2.3.1 Circuitos quanticos e notacoes correlatas

O modelo circuital de computacao quantica consiste na aplicacao de portas logicas
em um conjunto finito de ¢-bits que comumente exibe interagdes entre seus constituintes
através do fendmeno de emaranhamento, que pode resultar de diversas formas de interacao
entre sistemas quanticos, mas uma vez que ocorre, o estado do sistema composto nao pode

ser descrito através do tratamento de suas partes independentemente.

Matematicamente, n ¢-bits podem ser, em certas situagoes, descritos por um produto

tensorial segundo a notacao expressa em:

[9) = |91) [2) - |thn) = (a1 [0) + By 1)) (a2 |0) + By 1)) (an [0) + B 1)), (2.52)
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) = 2‘6 Aild) (2.53)

Este produto é distributivo, de tal forma que os coeficientes \;, expressos na equagao
(2.53) serao produtos cujos fatores sdo as 2" possiveis permutagoes dos coeficientes dos
n ¢bits, mas nao é comutativo, de tal forma que a ordem dos ¢-bits altera o estado
superposto gerado. Caso tenha sido gerado emaranhamento, o estado do sistema nao
podera ser descrito como um produto de estados individuais como apresentado na (2.52),

mas ainda assim serd uma superposicao de 2" estados.

As portas légicas correspondem a operadores unitarios, que obedecem a condigao

descrita pela equagao (2.32).

Operadores unitdrios que atuam em espagos complexos representam a generalizagao
das rotacoes em espacos reais, e portanto preservam a norma do vetor no qual atuam
(caso nao fosse dessa maneira, haveria uma contradigao com os Postulados da Mecénica

Quéntica, uma vez que os estados devem ser normalizados).

Um ¢-bit é um estado quantico descrito pela equagao (2.51). Logo, um operador
que atua em tal estado pode ser descrito como uma matriz 2x2. A forma matematica
para a representacao matricial de um operador unitario é definida por quatro parametros
(0,0, 3) dada pela equacao (2.54):

- a [‘3 s [e3 B
N el(6+§+§)005 (Q) el(6+57§>sen (Q)
U(b,0,0,8) = | . . 2 o a 2. 2.54
( B) (=545 sen (g) o(0-5-5) cog (g) ( )

Nota-se que se as fases «, 8 e § forem reduzidas a 0, o resultado é idéntico a
parametrizacao usual da matriz de rotacao real em termos do angulo 6, e que a fase §
(denominada fase global) pode ser expressa em termos de um fator multiplicativo escalar

62’6

A tabela 2 apresenta as principais portas logicas de um ¢-bit e suas respectivas

representacoes matriciais.

A porta X é por vezes chamada de porta NOT, pois tem efeito de converter o

estado |0) no |1), e vice-versa.

Além das portas de um g¢-bit ha também as de multiplos ¢-bits. Estas podem ser
representadas por matrizes 2"x2", que sao, por vezes, descritas como produtos tensoriais

entre matrizes de portas atuando em m < n ¢-bits.

A Fig. 3 exemplifica um circuito genérico, com representacao matricial equivalente
dada pelo produto expresso na equagao (2.55), na qual a notagao ® se refere a produto

tensorial
M= (U; @ X2 I?°?)Uy(I® H®I%). (2.55)
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Tabela 2 — Portas de um ¢-bit.

Nome da porta | Representacao matricial
. 01
Pauli-X (X) [1 O]
. 0 —1
Pauli-Y(Y) [Z 0 ]
. 1 0
Pauli-Z(Z) [0 _1]
Hadd d(H .
addamard(H) 7l 1
10
Phase(S,P) [O z}
1 0
T i
/(1) o ]

Cada linha (denominada fio) representa um ¢-bit. As portas ldgicas sio representadas
por retangulos que envolvem os ¢-bits em que atuam, e a letra dentro dos retangulos
se refere o nome desta (um quadrado com H dentro, por exemplo, se refere a porta de
Haddamard apresentada na tabela 2). Portas agrupadas na mesma coluna devem ser
processadas através de produtos tensoriais dos elementos da coluna, seguindo a ordem de
cima para baixo (lembrando que este produto nao é comutativo), e com espagos vazios
sendo substituidos pela matriz identidade. Apds essa etapa, os resultados das colunas
adjacentes devem ser multiplicados através do produto matricial padrao, da esquerda para

a direita.

Além de portas de um e multiplos ¢-bits, ha também o conceitos de portas contro-
ladas. Uma porta controlada age em um conjunto de ¢-bits (denominados alvo) somente se
os outros (denominados controle) apresentarem algum valor pré-definido, e é graficamente
representada pelo usual retangulo indicando a porta controlada, com um conjunto de
pontos unidos a esta por uma linha vertical passando pelos ¢-bits de controle. Um ponto
escuro indica que a ac¢ao é condicionada ao ¢-bit de controle no estado "1", e um ponto
claro indica que é condicionada ao controle no estado "0". A Fig. 4 exibe um exemplo de
porta U controlada. Esta porta somente agira nos estados |000) e |001), aplicando a porta

U no ultimo ¢-bit que compde o sistema, e deixando os demais estados intactos.

A representagao matricial de uma porta desse tipo (controlada) segue exemplificada



2.3. Computacgdo qudntica

39

|9)
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|13)

|94)
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Figura 3 — Circuito quantico genérico.Cada linha (denominada fio) representa um g-bit.As
portas légicas sao representadas por retangulos que envolvem os ¢-bits nos
quais elas atuam, e a letra dentro dos retangulos se refere o nome da porta
(um quadrado com H dentro, por exemplo, se refere a porta de Haddamard

apresentada na tabela 2).

Figura 4 — Porta U controlada. Os pontos de controle escuros, unidos pela linha vertical a
sua respectiva porta logica, indicam o condicionamento da aplicagao de U ao
q-bit alvo (terceiro) somente a situagao na qual os g-bits de controle valem "1".

na equagao (2.56), para a porta U da figura 4:

0

a
0
1
0
0
0
0
0
0

o O O O O o o
o O O O O~ O

0

o O O O = O O

o O O = O O o o

S O =R O O O o O

o O O O o O

Uoo

U0

o O O o O

Uo1

U1

(2.56)
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Tratam-se de matrizes bloco-diagonais, nas quais os blocos dos ¢-bits de controle
correspondem a matriz identidade, e o dos ¢-bits alvo corresponde a representacao matricial

da operacgao controlada.

A porta controlada anteriormente ilustrada na Fig. 4 corresponde a um caso no
qual a agdo é condicionada a todos os ¢-bits de controle apresentarem estado com valor "1".
Este nao é o tnico tipo de controle possivel. Outro exemplo seria o de uma porta que age
somente se os primeiros ¢-bits estiverem em estado "1'e "0", respectivamente, modificando
apenas os estados [100) e |101) e deixando os demais intactos. A Fig. 5 ilustra a notacao
para esta porta, bem como também uma forma equivalente de estrutura-la através do
posicionamento de uma porta com controles fechados (ativados por "1") intercalada entre
varias X. Uma vez que a mesma troca os estados dos ¢-bits, basta utiliza-la para converter
0 em 1 e vice-versa, para que possam controlar a agao da porta central, e depois reverté-los

ao valor original através da aplicacao de outra porta X.

I (x]

I '

U]

[v]

Figura 5 — Equivaléncia de controles. Um controle condicionado ao valor zero (ponto
branco) pode ser substituido por um condicionado ao valor um (ponto escuro)
entremeado por duas portas NOT (denotadas por X), uma vez que estas
intercambiam o valor do ¢-bit no qual agem.

Outros simbolos importantes sao os de medida e controle classico, ilustrados na

Fig. 6.

Medicdo  Controle cldssico

I i Lo X
- i |

X ! ~Af ! I

1 1 I
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— = - —

H % { X
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Figura 6 — Medicoes e controles classicos.

O simbolo de medicao indica que sera realizada uma medida nos ¢-bits sobre os
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quais este é posicionado. Apés esta, resulta um estado (n-m)-dimensional (sendo m a
quantidade de ¢-bits medidos), para o qual as probabilidades associadas aos ¢-bits restantes
também devem estar de acordo com a estatistica estabelecida pelo estado imediatamente
anterior a medi¢ao. O resultado obtido pode ser usado como parametro de controle para
outras portas quanticas aplicadas ao longo do circuito. O simbolo com linhas duplas,

similar a uma alavanca, une o simbolo de medi¢ao a porta que esta controla.



3 Analise da complexidade de algorit-

mos quanticos.

Algoritmos quanticos, como discutido no capitulo anterior, possuem uma estrutura
descrita por uma sequéncia de portas logicas (operagdes unitarias) que atuam em um
conjunto de ¢-bits. Quantificar o consumo de elementos fisicos (proporcionais ao espago)
e tempo consumidos por um algoritmo quantico significa, portanto, estabelecer como a
quantidade de portas logicas e o total de ¢-bits que precisam ser utilizados dependem
de alguma caracteristica das varidveis que serao processadas no decorrer da execugao do

algoritmo (a dimensao de uma matriz a se inverter, por exemplo).

Utiliza-se o termo “largura” para indicar a quantidade total de g-bits necessarios
para a execucao do algoritmo, e o termo “profundidade” para referéncia a quantidade total
de grupos de portas que podem ser executadas simultaneamente (ou seja, portas atuando
em grupos de ¢-bits distintos, cujo tempo de aplicagao é igual ao da mais demorada). O
circuito exibido na figura 3, por exemplo, possui largura 6 e profundidade 3. Ha, porém,

certas sutilezas que devem ser levadas em consideracao.

Primeiramente, portas que atuam em n ¢-bits demandam um tempo de aplicagao
que depende de n, e tal dependéncia deve ser considerada para a analise das ordens
assintéticas abordadas no capitulo 2. Além disso, estas mesmas podem ser decompostas
em termos de operagoes em uma quantidade menor de ¢-bits. Esta decomposicao nao é
Unica, de tal forma que ha diversas maneiras de representar o mesmo algoritmo através
de diferentes conjuntos de portas logicas. Desta maneira, analisar efetivamente o tempo
consumido por um algoritmo quantico significa analisar o tempo consumido por uma
representacao do mesmo em termos de elementos cujo tempo individual de execucao nao

dependa das variaveis de entrada.

Um dado conjunto de portas é dito universal caso qualquer outra porta possa
ser representado em termos de uma quantidade finita de elementos desse conjunto. Tal
representacao deve ser feita, algebricamente, através de produtos como o expresso na
equagao (2.55). Embora matrizes possam ser expressas como combinagoes lineares de um
grupo finito de elementos, visto que essas formam um espago vetorial, tal representacao
é de pouca utilidade para designar circuitos quénticos, pois para tal finalidade o ideal é

expressa-las como produtos, nao como somas.

O conjunto de portas logicas executaveis depende, a rigor, do sistema, mas ainda
assim é possivel especificar um conjunto de portas que, devido a possuirem carater amplo

e geral, podem ser efetuadas na ampla gama de sistemas comumente utilizados . Estas
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sao as portas de um ¢-bit e a porta C-NOT (um tipo de porta controlada cuja notacao
estd expressa na Fig. 7, e a representacao matricial expressa na equagao (3.1). O trabalho
desenvolvido por Barenco et. al aborda a complexidade computacional relativa a construcao

de uma série de portas légicas a partir destas duas|29].

1000
01 00
(3.1)
00 01
0010

Figura 7 — Porta C-NOT. Esta porta efetua a inversao do segundo ¢-bit somente se o
primeiro for igual a |1).

3.1 Complexidade de operacoes controladas

Operacoes controladas sao recorrentes em uma série de algoritmos quanticos por
motivos similares aos de serem também nos classicos: Elas indicam para o sistema instrugoes
do tipo “se A for verdadeiro, entao faga B”, algo que é estritamente necessario, tanto no
cenario quantico quanto no classico. Estas possuem representacao matricial descrita pela
equagao (2.56), e sao ilustradas em circuitos conforme a figura 4. Serd utilizada, para a
presente discussao, a notacao cnU para indicar uma operacao controlada por n g-bits.
A agdo dessas operagoes em um estado genérico do sistema, com os estados |¢1) ... |¢y,)
atuando como g¢-bits de controle, é descrita por:

cne 161) ... |62 [00) = P1) - [ &) U [V), se g1 == ..0,=1, (3.2)

|61) . |dn) [Y0) em outros casos.

Evidentemente, o caso mais simples corresponde a uma porta controlada por um
g-bit. A construcao de tal porta tem como base a fatoracao da forma matricial descrita

pela equagao (2.54), tal que:

eid el cos (%) sen (¢
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Para A = R,(o)Ry (g), B = R, (%) R, <*a2*ﬁ) eC =R, B;”‘), é possivel entao
representar a operacao descrita pela equagao (3.3) por U = ¢"AXBXC pelo circuito
exibido na Fig. 8, na qual B = 1.

[E]
==
1| il [ffl T |{”|
| i e = o |

Figura 8 — Implementagio de C'U. Para A = R,(a)R, (g), B =R, (g) R, (_az_ﬁ) e
C =R, (B_TO‘), a aplicagdo das C-NOTs garante que o produto final seja o

descrito pela equagao (3.3).

Para n>1, ha uma divisdo em dois casos. O primeiro caso diz respeito a 2 < n < <8,
e envolve arranjos consideravelmente complexos de operadores \A/', definidos como a n-ésima
raiz do operador U para o qual se deseja implementar a porta CU. Tal implementacao
exige uma quantidade de portas que varia exponencialmente com o niimero de ¢-bits, sendo

eficiente somente para muitos poucos ¢-bits.

A implementagao mais versatil e geral apresentada por Barenco [29] envolve dois
passos: Mostrar que uma porta crX pode ser implementada utilizando apenas portas
C-NOT, e entéo utilizar estas portas (em conjunto com portas de um g¢-bit) para construir

as portas controladas por multiplos g-bits.

3.1.1 Operacoes controladas por n g-bits.

Para operagoes controladas por n ¢-bits, ¢ comumente utilizada, por questao de
conveniéncia e clareza, uma porta denominada porta de Toffoli (ou porta CC-NOT), cuja
notacao circuital é ilustrada na Fig. 9 e a representacao matricial é exibida na equagao
(3.4):

1 000000 0
01000000
00100000
00010000
(3.4)
00001000
00000T1G00
000000O0GO0 1
000000O0T10

Esta porta pode ser implementada pelo arranjo ilustrado na Fig. 10, no qual

A= Ry (7/4). Ou seja, também pode ser construida através da utilizagdo de portas de
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P

L

Figura 9 — Porta de Toffoli.A acdo somente troca um por zero (e vice-versa) no valor do
ultimo ¢-bit se os dois primeiros forem um.

um ¢-bit e de combinagoes de C-NOT. Segundo a notacao adotada, esta pode ser também
chamada de C2X.

Wlw’*lw

1A o LA & 1A' {A'}

Figura 10 — Implementacao da porta de Toffoli utilizando a porta de um g¢-bit A = Ry (7/4)
e C-NOTs para garantir que os produtos de rotagoes no ¢-bit alvo fornecam o
resultado correto.

Estas portas C2X podem ser utilizadas para construir portas cmX que atuam em
um total de n ¢-bits (implicando que uma quantidade de g¢-bits correspondente a n —m
nao ¢é alterada apds a execugao da porta, nem serve como controle). Tal construcao esté
ilustrada na Fig. 11. As primeiras sete portas de Toffoli tém efeito de negar o sexto ¢-bit
apenas se os dois primeiros forem 1, o sétimo serd negado apenas se os trés primeiros
forem 1, e assim sucessivamente, resultando no nono ¢-bit ser negado apenas se os cinco
primeiros forem 1, obtendo, desta maneira, o efeito esperado para uma porta C™X. Para
obter o efeito desejado, os trés penultimos ¢-bits tem seu valor alterado, e a aplicacdo das
proximas quatro portas de Toffoli tem como objetivo restaura-los a seus valores originais,

para completar o efeito esperado da porta [29].

Este tipo de construcao so é possivel para as condigoes nas quais n > 5 e m €
{3,...,[n/2]} [29], e apesar de necessitar n — m g¢-bits livres, estes mantém-se inalterados
apos a execucao da porta, e seu o valor inicial nao interfere no funcionamento correto da
mesma, permitindo entao a combinacao de arranjos como este para construir qualquer
porta C=2X, conforme ilustrado na Fig. 12. A construcao é realizada alternando duas
portas C* ™ 1X entre duas portas C™X, contanto que n >5e m € {2,..,n — 3}. Estes

arranjos sao possiveis porque uma vez que os ¢-bits livres nao possuem seu valor alterado, e
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Figura 11 — Porta C™X com n q-bits totais (m = 5,n = 9), decomposta em termos de
Portas de Toffoli. Esse tipo de construcao é utilizada para estruturar outras
portas controladas

a porta funciona para qualquer valor inicial destes, torna-se entao possivel utilizar os g¢-bits
deixados livres pela C™X como controle da C* ™~ 1X e os que serviram como controle

na C™X ficam vagos para que a C* ™ 1X possa ser efetuada de forma adequada.

_—

L )

& : &
Figura 12 — Porta C*2X (m = 5,n =9).

A Fig. 11 ilustra como cada uma das portas CckX pode ser simulada utilizando um
total de 4(k-2) portas de Toffoli. Logo, a construcao exibida na Fig. 12 exigird um total de
8(m — 2) + 8(n —m — 3) = 8(n — 5) destas, e uma vez que a porta de Toffoli pode ser
executada com a utilizagao de um ntamero fixo de portas C-NOT e de um g¢-bit, resulta
que uma Ccr2X podera ser executada através do uso de uma quantidade de portas que
escala com O(n) (assim como também o tempo de execugdo) e mostra-se mais uma vez

que um amplo conjunto de operagoes pode ser decomposto em termos de portas de um
g-bit e C-NOT.

A importancia dessas C¥X consiste no fato de serem componentes necessarias

para a construcao das portas gerais de um ¢-bit controladas por n — 1 ¢-bits, denotadas
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por c 11U (sendo n o total de g-bits nos quais a porta age). A Fig. 13 mostra como tal
elemento pode ser construido usando duas portas C2X, uma C'V, sua inversa e uma
C"2V. A porta de um g¢-bit V é tal que V2 = U.

L
L

*
.-

»
o

|

L 2
4

&

U] v i) V]

| B L

Figura 13 — Porta C1U. As portas V sdo tais que V2 = ﬂ', e as C"2X garantem
a aplicacao do produto correto no ¢-bit alvo para obtengao do resultado
desejado.

A porta Ccr 2V pode ser decomposta recursivamente através do mesmo método.
Observa-se que a construcgao inicial de Ccr 1y exigird 16(n — 5) portas de Toffoli (pois as
C"2X utilizadas demandam 8(n — 5) cada uma), e as portas V controladas demandam
O(1) operacoes. Além disso, a decomposigao recursiva deverd ser repetida O(n) vezes,
resultando portanto em uma complexidade temporal de O(n?) para a implementacio de
cr1U.

E possivel obter um ganho polinomial na implementacao de uma porta controlada
geral CxU através da utiliza¢ao de apenas um ¢-bit ancilla (posteriormente, o termo ancilla
sera utilizado para referenciar ¢-bits que sao necessarios para a execuc¢ao dos algoritmos,
mas cujo valor nao é diretamente relevante para o resultado destes). A implementagao
de uma porta C*2U com um g-bit ancilla é ilustrada na Fig. 14. Neste caso, nota-se
que a complexidade temporal da implementacao é O(n), pois esta é realizada através da

utilizacio de duas C*2X.

Em suma, paran > 8, qualquer porta de um ¢-bit controlada pode ser implementada
através de portas de um g¢-bit e portas C-NOT, com complexidade O(n?), que pode ser

reduzida para O(n) com a introdugdo de um ¢-bit ancilla .
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Figura 14 — Porta C*20 com um qbit ancilla (peniltimo). A utilizagdo deste poupa a
necessidade de portas V controladas seguindo niveis recursivos, reduzindo
assim a complexidade de O(n?) para O(n).

3.2 Operacoes gerais de n g-bits.

Operagoes gerais de multiplos g¢-bits, representadas por matrizes 2"x2" (ou seja,
4" graus de liberdade) representam uma fracao significativa da totalidade dos algoritmos
quanticos, de tal forma que algoritmos que nao efetuam medigoes podem ser descritos por

uma matriz desse tipo atuando em um determinado estado inicial.

Barenco et. al. [29] e Motonen et. al. [30, 31] abordaram a construcdo do caso mais
geral possivel de tais operagoes. O limite inferior tedrico para a complexidade expressa em
termos da quantidade de elementos de um conjunto fixo de portas ¢ (4" — 3n — 1) [32]
(trata-se do caso para matrizes com total grau de liberdade com respeito a seus pardmetros,
desde que preservando a unitariedade. Para casos especificos, como transformadas de

Fourier, essa complexidade pode ser menor, pois os graus de liberdade sao reduzidos).

Barenco et. al. [29] utilizou a decomposigdo de uma porta de n ¢-bits expressa em
termos de matrizes de dois niveis e implementa a ac¢ao destas ultimas através de portas
C*1X e C* 10, resultando em uma complexidade computacional de O(n?4™). Reck et.
al. [33] havia anteriormente desenvolvido um trabalho semelhante, mas com enfoque em

operacoes em sistemas Opticos.

Vertiainen e Mottonen [30] modificaram o método de Barenco et. al. e utilizaram
uma permutacao entre os elementos da base para para eliminar a necessidade das portas
C*1X, reduzindo assim a complexidade de O(n?4™) para O(n4"), e posteriormente
utilizaram a remocao de ¢-bits de controle supérfluos para reduzir a complexidade para

O(4™) em alguns casos.

Um trabalho posterior de Mottonen [31] estabelece a utilizagao de outro tipo de
decomposicao de matrizes, a decomposi¢ao seno-cosseno, que consiste em expressar uma

matriz em trés fatores, sendo esta uma generalizagao da fatoragao expressa na equagao



3.2. Operagoes gerais de n g-bits. 49

(3.3). A utilizagao recursiva dessa fatoracao permite escrever a operacao em n g¢-bits
em termos de um produto de matrizes que pode ser implementado através de rotagoes
(operagoes de um ¢-bit) uniformemente controladas, para as quais o autor desenvolve, no
mesmo trabalho, um método eficiente para realizacao. A complexidade alcancada neste

trabalho para a implementagdo de uma operagao de n ¢-bits é de O(4™).

3.2.1 Meétodo das matrizes de dois niveis

O método desenvolvido por Barenco et. al. [29] consiste em fatorar a matriz
que representa a operacao de n ¢-bits em matrizes de dois niveis, que representam um
operador agindo nao trivialmente (ou seja, de forma diferente da identidade) apenas em um
subespaco bidimensional do espaco de Hilbert 2™ dimensional do sistema. Estas possuem
apenas duas linhas que diferem da matriz identidade, e cada uma delas contem apenas
dois elementos. A representacao matricial da porta de Toffoli, exibida na equagao (3.4), é

um exemplo.

As matrizes de dois niveis utilizadas na decomposigdo, denotadas L(i, ), sdo tais
que a multiplicacdo por estas resulta em uma nova matriz com os coeficientes na posicao i

e j garantidamente nulos, conforme exemplificado na equagao (3.5).

I !
mi1 myy minN miq mlj myN
[ (s / ’
L(’l,j) m;1 mij m;N mil 0 miN (35)
I / I
_le mpy; mNN_ _le mNj mynN

Devido a propriedade exibida na equagao (3.5), o produto por matrizes ﬁ(z, J)
com coeficientes especificos produzird o efeito descrito pela equagao (3.6), resultando na
fatoracao descrita pela equagao (3.7). O fato do produtoério percorrer somente os indices
correspondentes a parte inferior a diagonal é consequéncia da unitariedade de IAJ, a qual
garante que apos a anulagao dos coeficientes inferiores também ocorrerd a dos superiores.
A matriz D é uma matriz diagonal, cujos coeficientes correspondem a fases que podem ser
implementadas através da aplicacao de sucessivas portas de fase em paralelo, portanto a

complexidade total de sua implementacao ¢ O(1).

N i—1
DIII]LG./)U =1, (3.6)
i=17=0
. . N—1N—i "
U=D']] JILI(N —i,N—i—j3) (3.7)

Esta fatoragao em matrizes de dois niveis nao é tnica, e existem métodos mais

eficientes que exploram esta propriedade.
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As matrizes ﬁ(z’, j) possuem coeficientes descritos pela equagio (3.8), na qual o

termo P se refere ao produto parcial obtido pela multiplicacao de U e todas as IAJ(Z, J)

anteriores, e R é um fator cujo valor é dado por R = /| P;;|2 + |P;;|*.

Omn sen#ien#j,
P;/R sem=ien=j,
f‘<laj)mn =\ jj/R sem=1ien =1, (38)

P/R sem=jen=j,

Px;; /R sem=jen=i.

O nimero Q de fatores na equagao (3.7) é dado por uma progressao aritmética
Q=142+..+4(N—-1)=N(N—-1)/2, com N = 2". Ou seja, qualquer matriz pode
ser decomposta em um produto de O(N?) matrizes de dois niveis, a assim sendo, estas

ultimas formam um conjunto de operagoes universais.

Cada uma das matrizes de dois niveis pode ser individualmente implementada
através de um conjunto de 2[(loga(i) — loga(j)) — 1] portas C* X e uma porta C* 10U,

conforme ilustrado na Fig. 15, para uma matriz descrita por:

(3.9)

S O O O O O O 2
o O O O o o = O
o O O O O = O O
o O O O = O O O
o O O = O O o o
o O = O O O O O
o = O O O o o o
QL O O O O o O O

As portas cr1X cumprem o papel de permutar os ¢-bits, seguindo um Gray code
(sequéncia de cadeias binarias na qual um elemento difere do anterior em apenas um
algarismo) que conecta o j-ésimo e o i-ésimo estados-alvo da matriz de dois niveis. Uma vez
que os g¢-bits foram devidamente permutados até o estado |i — 1) através da utilizagao de
(loga(i) — loga(j) — 1) portas C™1X, a aplicacdo da porta C* LU gera uma superposicio
dos estados |i) e |i — 1), e a atuacdo das mesmas (logs(i) — loga(j) — 1) portas C* X
em ordem inversa retorna o estado |i — 1) novamente ao estado |j), completando a agao
equivalente a da matriz de dois niveis desejada. Para esse fim, a matriz U deve possuir
os coeficientes correspondentes a transformacao de dois niveis desejada. Um exemplo

correspondente a equagao (3.9) é descrito por:

U= [b d] . (3.10)
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LT

Figura 15 — Implementacao de uma matriz de dois niveis. As portas de Toffoli modificam
o estado inicial seguindo um gray code que conecta os niveis nao identitarios
da matriz, enquanto a porta c20 aplica a transformacdo com os devidos
coeficientes.

Um Gray code nao é unico, de tal forma que estas equivaléncias a matrizes de dois
niveis podem ser implementadas utilizando apenas 2(n — 1) = O(n) operagoes controladas,
mas caso um Gray code mais extenso seja utilizado, a implementacao pode terminar
tendo complexidade maior, embora tal particularidade nao refute o fato da implementacao
utilizar O(n) portas, uma vez que estas ordens assintdticas sempre se referem ao algoritmo

mais eficiente.

Em suma, através do método discutido é possivel emular uma operagao de n-gbits
utilizando matrizes de dois niveis, que podem ser implementadas através de O(n) portas
C* X e uma Cn_lﬂ', cada uma destas com complexidade individual de O(n?), resultando
entdo uma complexidade total de O(n?) para a implementagao de cada uma das 4" matrizes
de dois niveis necessarias. Assim, conclui-se que a complexidade de implementacao de
uma transformagao envolvendo n g-bits ¢ O(n®4™) (estas complexidades, assim como todas
discutidas neste capitulo, adotam como métrica a quantidade de portas basicas requeridas

para uma dada tarefa, sendo o tempo de execugdo também proporcional a esta quantidade).

3.2.2 Método de eliminacdao de C-NOTs e controles

Um método que possui certa similaridade com o anterior foi desenvolvido no
trabalho de Vertianen, Mo6ttonen e Saloma [30]. Este método também utiliza decomposicao
em matrizes de dois niveis, porém aproveita a nao-unicidade desta para criar circuitos nos
quais o uso das portas C1X que entremeiam a aplicacao da C*1U como exemplificado

na figura 15 é eliminado, reduzindo a complexidade de forma a obter um ganho polinomial.

A forma mais geral de uma matriz de dois niveis que tem a propriedade de anular
elementos em uma posicao especifica de outra através da multiplicacdo matricial por esta
¢ denominada rotacao de Givens [30]. Uma rotagao de Givens representa um operador
que age nao trivialmente (isto é, de forma diferente do operador identidade) apenas em
dois dos N elementos da base, [j) e |k), e além disso, possui a propriedade de anular os

elementos na posi¢ao i,j de uma dada matriz ap6s multiplicacao através do devido ajuste
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dos coeficientes. Denota-se tais matrizes por G{z}(j, k). Se a matriz da qual se deseja

anular um termo for M, entdo G{z}( J, k) possui a seguinte estrutura:

Omn sen#jen#k,
—M;;/R sem=jen=k,
G{i}(jak)mn: M} /R sem=ken=k, (3.11)

Myi/R  sem=jen=j,
My/R  sem=ken=j.

Através de um procedimento similar ao utilizado para escrever a equagao (3.6), é

possivel fatorar uma matriz unitaria U da seguinte maneira:

( r:[l I GV =i}, - 1)0 =1 (3.12)

Nota-se que os indices de produto seguem uma ordem especifica que pode ser alte-
rada através de uma transformacao de base do tipo permutacao, ou seja, alterando a ordem

das cadeias de ¢-bits que compoem a base, resultando assim na seguinte transformacao:

N-1 N
D([I II PG{N —i}(j,j — 1)PHPUPt =1. (3.13)
i=1 j=i+1

A equacao (3.13) corresponde a utilizacao de uma ordem dos vetores |e;) corres-
pondente a um Gray code, ao invés da usual ordem e; = bin(j — 1) (a escolha deste
Gray code serd elucidada posteriormente), na qual bin(j) se refere a representacao bind-
ria do elemento do ntimero j. Para tal abordagem, o Gray code escolhido é um tal que

e; = bin(5) X OR(bin(j)/2. Tal transformacio de base é representada pela matriz P.

Caso os elementos da base sejam permutados para formar o Gray code desejado, a
ordem da multiplicacdo pelas rotagoes de Givens passa a ser descrita pelos coeficientes

resultantes da soma binaria v(j) = 1 + bin(e;), resultando assim em:

N-1 N

D([] G{Y(N = D)}(v(j) (i — 1)U =1 (3.14)

i=1 j=i+1

Nota-se que as matrizes G utilizadas na fatoracao sempre atuam em elementos
da base adjacentes. A escolha de um Gray code ao invés de ordenagao numérica decimal
para indexar os elementos da base se deve ao fato de, nessa situagao, matrizes unitarias
de dois niveis que atuam em elementos adjacentes da base (|k) e |k + 1)) poderem ser

representadas por uma porta C*1U sem utilizagao das cr1X que permutam g-bits, tal
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qual segue ilustrado na figuras 16 o circuito equivalente & matriz da equagao (3.15):

Q

(3.15)

o O O O O O O
O O O O O O Q o
O O O O O = O O
O O O O = O O O
O O O = O O O o
o O = O O O o o
o = O O O O o o
_ O O O O o o o
(-
S
o
N—
I
1
)
>
| I— |

Figura 16 — Implementagao de uma matriz de dois niveis com niveis adjacentes (no caso
os correspondentes a |000) e |001)). A adjacéncia poupa a necessidade de
utilizagao de portas de Toffoli para permutar os ¢-bits.

Uma vez que a utilizacdo de niveis sempre adjacentes e Gray codes possibilita
remover as portas C* X, cujo exemplo é apresentado na figura 15, e a quantidade
necessaria destas escala com O(n), resultard que a quantidade de portas basicas exigidas

para a implementacio da porta de n g-bits poderd ser reduzida de O(n34™) para O(n?4™).

Além da eliminacao das portas logicas C“flfi, ha também a possibilidade de
eliminacao de alguns pontos de controle. Para que um controle seja eliminado, ¢ necessario
que ainda assim os termos do produto matricial parcial nao se misturem com os termos
j& anteriormente anulados, para que estes nao adquiram novamente valor nao-nulo [30].
Ao considerar este aspecto, os autores concluiram que a quantidade de controles do tipo

C"7'U necessaria ¢ dada recursivamente pela seguinte relagao:

galn— ) =209 4 37 (g0 (m — ) + gua(m — ). (3.16)

m=i+1

O termo ¢° (k) quantifica as portas C X necessérias para anular o quarto inferior

esquerdo da matriz produto parcial, e tem valor dado por:

° (k) = max(2™722F) + O(k — 1)(22mF2 — 2m=2), (3.17)
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Os termos O sao tais que O(z) =1,se 2 > 0e O(x) =0, se x < 0.

A equagao (3.17) garante que a quantidade de portas controladas possua um limite
superior tal que g,(n — i) < 2", Quando os devidos limites e valores de g,(n — i) sdo
considerados, torna-se possivel remover portas controladas de tal forma a garantir que
uma dada matriz unitaria 4"-dimensional possa ser simulada por um circuito executavel

com complexidade O(4").

3.2.3 Método da decomposicao cosseno-seno

Este método, apresentado por Méttonen et. al. [31] utiliza rotagdes uniformemente
controladas para implementar uma fatoracao resultante de miltiplas decomposi¢oes cosseno-

Seno recursivas.

Uma rotacao uniformemente controlada, denotada F@(ﬁa), ¢ um tipo de operacao
composta por um conjunto de possiveis rotacoes do ¢-bit m com k ¢-bits de controle, como

segue ilustrado na figura 17, para 3 (R,).

-
) .
.

Ity |

&>

S A A

|
1 )

I
|

Figura 17 — Rotacao uniformemente controlada. A operagao, representada por um conjunto
de circulos metade preto e metade branco nos pontos de controle (& esquerda),
consiste no conjunto das varias rotacoes controladas compartilhando o mesmo
eixo @, mas com um angulo diferente para cada uma das possiveis combinagoes
de valores dos ¢-bits de controle, conforme pode ser visualizado na sequéncia
a direita.

(7]

A representagao matricial do circuito exemplificado na figura 17 é a matriz bloco-

diagonal a seguir:

Ra(al) e 0
FiaRa) = | L[N =2 (3.18)
0 .. Ra(aN)

Os angulos «; podem ser arbitrariamente escolhidos. Dado um eixo a, um angulo
a e o conjunto de matrizes de Pauli, 6 = [6,,5,,5.], a forma geral das matrizes 2x2 de
rotagao R,(«) é entao descrita por:

Ro(a) = exp <ia.ag> = Tcos (3) +i(a.o)sen <g> . (3.19)
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Caso F,’fl(f{a) seja uma rotacao uniformemente controlada com a, = 0, entao ¢é
possivel implementa-la através do circuito ilustrado na figura 18. Para tal proposito, utiliza-
se 2% portas CX e 2% portas de rotaco ﬁa(éi) agindo no ¢-bit m (logo, a complexidade
temporal é de O(2%)). Estrutura-se um Gray code bindrio refletido percorrendo todos os
elementos de 0 a 2*~!, com componentes denotados g;, e posiciona-se os l-ésimos nés de
controle de tal forma a ocuparem a posi¢ao na qual os bits de g; e g;y1 diferem. Segue

abaixo um exemplo de tal Gray code:

dgo 91 92 93 gs4 Gs G gz
O 0 0 o0 1 1 1

(3.20)
O 01 1 1 1 0 O
O 1 1 0 O 1 1 0
R Rr? &«T'—-L— : R RS —b—

2,

Figura 18 — Implementacao da rotacao uniformemente controlada.Os dngulos das operagoes
de um ¢-bit na figura da direita se correlacionam com os angulos das rotacoes
através de uma matriz dependente do Gray code utilizado para definir as
posicoes dos controles das C-NOT.

O fato de as rotagdes possuirem um eixo a, = 0 implica na condi¢ao de inversao
de sinal descrita a seguir:
6.Ra(0)6, = Ra(—0). (3.21)

A condigao supracitada torna possivel escolher arbitrariamente os angulos 6; para
estruturar o circuito da figura 18 de tal forma que os «; da equagao (3.18) possam, dada
uma representagao binaria b; do inteiro i, ser ajustados de acordo com a seguinte relacao

matricial:

o I I R Y A (3.22)

Uma matriz M N-dimensional pode ser decomposta em trés fatores através do uso

da decomposic¢ao cosseno-seno. Estes sao descritos pela equagao (3.23):

A A A A a 6 ¢ § B 6
M =U,A0, = [a} : ] [C X [} ] . (3.23)
0 & ¢
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Os termos U; e Uy s@o matrizes bloco-diagonais com & e b N/2-dimensionais,

enquanto € e § s40 expressos como:

cos(bh) 0
. 0 cos(0z) | (3.24)
0 0 cos(Ony2)
sen(6) 0 0
s — O Sen:%) o O N =2, (3.25)
6 O e sen(éN/Q)

E possivel dividir M em quatro blocos N/2-dimensionais, da seguinte maneira:

~ m;; 1y,
M = R R , (3.26)
Moy 1Mo
m;; = 4;cb; 1My, = 4;8by, (3 27)
My, = —Aas8b; 1My, = AsCbs.

As formas que aparecem nestas tltimas equacoes para os blocos ;;, expressando
estes como produto de matrizes trifatoriais, sugerem que a decomposi¢ao CS (cosseno-seno)
possa ser feita de forma recursiva caso as matrizes sejam bloco-diagonais, pois basta utiliza-
la novamente nos blocos (4; e &y, por exemplo) para obter estruturas similares as que
aparecem na equagao (3.27), e consequentemente decompor um dos fatores Uy (com uma
pequena modificacdo na forma para a matriz central A, a ser discutida posteriormente).
Os préximos termos obtidos ao se refatorar U, por exemplo, ja nao conterao dois blocos
N/2-dimensionais na diagonal, mas sim quatro blocos N/4-dimensionais, de tal forma que
o processo pode ser repetido recursivamente até a obtencao de um produto de matrizes
contendo N/2 blocos 2X2.

Para representar as matrizes que surgem apoés as miltiplas decomposicoes recursivas,
utiliza-se uma notagao de indices na qual o superior se refere ao nivel na recursao, o
inferior esquerdo se refere a ordem no produto e o inferior direito se refere a ordem em
uma diagonal. A utilizacao correta dos indices estd exemplificada a seguir:
Al A Al oal Al A
N p A A a 0 c S a 0

11 11 11 21
U=UlAUl = (3.28)

A

A Al Al Al A

N —

2

O termo #i};, por exemplo, contém indices que fazem referéncia ao primeiro nivel
de recursdo (primeira decomposi¢do), segunda matriz no produto e primeiro bloco da

diagonal.
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O termo diag;(zy) é utilizado para denotar uma matriz diagonal que contém os
termos xy na diagonal, com k = 0..[. Estes termos podem ser blocos ou um valor numérico.
A matriz € na equagao (3.24), por exemplo, pode ser descrita como € = diagy/2(cos(6y)).
Apos aplicados os multiplos niveis de recursdo, as matrizes que compoem o produto serao

descritas por:

U = diags: (), (3.29)
Ai = diagy ([ Bl S]kD . (3.30)
—Sjr Cjg

O termo A néo possui exatamente a forma descrita na equagao (3.28), mas é

composta por blocos assim descritos.

Para garantir a ordenagdo adequada dos indices, utiliza-se a funcao ((i,j) =
2"~=1(25 — 1) e uma indexacio para as fatoragoes recursivas descrita pela seguinte relagio:
Fri

Uil =0y, AL, 0. (3.31)

J

O intuito de utilizar os indices dessa forma é obter uma sequéncia de indexacao
adequada, com os indices inferiores dos UeA aparecendo, separadamente, na ordem
crescente, conforme o nimero de fatores no produto final aumenta com o avanco da
recursao. Segue um exemplo do que ocorre, para n = 3:

A TrLAL T T12A2 0 TI2Al TI2A2 T2 T2 A2TT2 A LTT2 A 2772
U= U1A<(1,1)U2 = U1A<(2,1)U2Ag(1,1)U3A<(2,2)U4 = UjATU A, U3 AU (3.32)
Caso denote-se como Qp e Q4 as quantidades de matrizes Ue A no produto,

respectivamente, entao estas quantidades serao dadas por:

N
Qu=2""= 5> (3.33)
n—1 ) N
Qa=2 2=2""-1=5-1 (3.34)
=0

Enquanto as matrizes U sao substituidas no produto pelas duas proximas no
avanco da recursao, as A seguem se acumulando, de tal forma que )y é um termo de uma
PG, enquanto @4 é uma soma de termos de PG (mas com um termo inicial menor). O
prosseguimento posterior da fatoragdo exemplificada na equacao (3.32) resulta no produto

expresso por:

U=| ] O A9 | Oyt (3.35)

Os indices v devem corresponder a primeira posi¢ao, da esquerda para a direita,

na qual os algarismos do vetor de representacao binaria de j e j + 1 diferem entre si. Isto
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se deve ao fato de os A’ se arranjarem no produto de uma maneira similar a organizagao

espacial dos nés de uma arvore como a ilustrada na Fig. 19, para n=3.

. 02
0 0
A A2 A2
i B2 A2 PRODUTO
0 ) )
! L 03 03
A ey
A 1 2 -
0 ® Az Ay AL
- » 172 = i
I R
AZ A2
0
2 72 T2
| 03 02
—

Figura 19 — Arranjo do produto de termos matriciais. A arvore a esquerda mostra como a
fatoragao progrlde com cada matriz U que surge sendo decomposta em um
fator do tipo UAU, enquanto a seta da direita mostra a ordem correta do
produto, de acordo com os componentes mais externos da arvore (de cima

para baixo).

As matrizes A; podem ser representadas por operagoes do tipo E”’l(lf{y), com ﬁy
dado pela equagao (3.3). A acio de F""'(R,) em cada um dos elementos da base vetorial
do espaco de Hilbert resulta sempre em uma combinacao linear de dois elementos deste
mesmo conjunto, os quais sao determinados pelas posi¢oes dos g¢-bits alvo e dos ¢-bits de
controle, com coeficientes sen(6;) e cos(6;). Nesta situacao, portanto, é possivel escolher a
posicao do ¢-bit alvo da rotagdo para formar os arranjos angulares descritos pela equacao
(3.30). As matrizes IAJ;»L_I sao bloco-diagonais, mas ainda nao podem ser implementadas
diretamente por meio de operagoes uniformemente controladas. Embora os resultados até
entao discutidos sejam suficientes para designar circuitos que possibilitam a implementacao
de uma dada matriz Ij, ha uma maneira de reduzir a quantidade de portas necessarias
para construi-la.

Define-se matrizes ISJ‘ = diagyi (D} 1./9), com Py = diagon-:(€"). A substituicao
Ole i= lﬁé(m) (ﬁz(i,j))T nas equagoes (3.31) e (3.35), em conjunto com o fato de PC(”)
Al comutarem, resulta em:

U =05, Pl AL, Oy, (3.36)

J

(2 K3 K3

U= O PIVAY | Oy, (3.37)
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(B T, A - . T
A matriz (Pz(m)) ¢ incorporada nos Us; na equagao (3.36), pois a multiplicacao

por estas nao compromete a estrutura bloco-diagonal.

Os angulos {«;} que definem f)jk podem ser escolhidos de forma a possibilitar a
implementacao do produto B; = U?_IPZ-W) através de rotagoes uniformemente controladas,
de acordo com a seguinte relagao:

5 _ —1/D n—1/H n—1/H
B, =F'""(R,)F (R, )Fv(z (R.,). (3.38)

Uma vez que as matrizes P;’(Z) sdo determinadas pelas U}, hd uma ordem correta
para prosseguir com a decomposicao recursiva. As matrizes com indices superiores maiores
tem prioridade na decomposi¢ao, e sendo estes iguais, devem ser decompostas primeiro as

com indices inferiores menores. Sendo as matrizes Aé representadas por F/' '(R,), entdo

os termos que compoem o produto expresso na equagao (3.37) podem ser descritos por:

(BA), = U 'P)VA]Y = Fr Y (R PP (R P (R FIG (R, (3.39)

O termo final U7 N /2 é descrito pelo conjunto de rotagdes uniformemente controladas

eXpresso por:

A

Us = (H o (R F (R F 1<Rz>)<1> (3.40)

Esgota-se a possibilidade de manipulacao de graus de liberdade extras através da
insercao de pi J ao se alcancgar o termo final. O termo P corresponde a uma porta cuja
finalidade é fixar a fase global que nao pode ser observada, a qual pode ser implementada

através de uma unica operagao.

A implementacio de uma operacao unitaria U através da decomposicao CS e de
rotagoes uniformemente controladas pode ser realizada através do produto descrito na
equagao (3.37), cujos fatores sao especificados pela equacao (3.39). O custo computacional
em termos de quantidade de portas para tal realizacio ¢ de O(4.2"1.2"71) = O(N?) (pois
cada F"~! tem complexidade O(2"71)), enquanto a implementacio de cada um dos fatores
da equagao (3.40) escala com O(2"~'7%), resultando em uma complexidade total para

implementagao do produto completo correspondente a soma de uma PG com n termos e

razao 1/2, ou seja, O(2"1(2" — 1)) = O(4") = O(N?).

3.3 Consideracoes finais
Segue, na tabela 3, um resumo dos métodos abordados neste capitulo e suas
respectivas complexidades.

A andlise adequada de um circuito quantico deve sempre considerar a complexidade

de implementacao de cada uma das portas que de fato depende do ntimero de ¢-bits, e nao
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Tabela 3 — Complexidade de operagoes fundamentais (N = 2").

Tipo de operagao Descrigao Complexidade
Operagoes de um ¢-bit
controladas por n g-bits,
implementadas através de
cascatas de portas de Tof-
foli e alternacao do uso
dos ¢-bits ancilla.
Operagoes gerais de n g¢-
bits implementadas atra-
vés de fatoracdo em matri-
zes de dois niveis, que po- | O(n?4") = O(N? (logy(N))?)
dem ser construidas, cada
uma, através de portas
C" X e uma C" 0.
Operagoes gerais de n g¢-
bits, implementadas atra-
vés de permutacoes das
Operagoes gerais de n ¢- | bases computacionais que
bits. permitem eliminar as por-
tas C" X, e com elimina-
¢ao de nos supérfluos de
controle.

Operacgoes gerais de n g¢-
bits implementadas atra-
vés da utilizacao de por-
Operacoes gerais de n ¢- | tas uniformemente contro-
bits ladas para construir as
matrizes bloco-diagonais
oriundas da decomposi¢ao
COSSeno-seno.

O(n?), sem um g¢-bit ancilla,
ou O(n), com um g¢-bit ancilla

(n = logs(I)).

Operagoes controladas.

Operagoes gerais de n ¢-
bits

0(4") = O(N?).

O(4") = O(N?).

somente largura e profundidade. Segue na Fig. 20 um exemplo de circuito com diversos
tipos de portas diferentes, cuja analise detalhada da complexidade é exibida na tabela
4. O circuito utilizado como exemplo possui profundidade 5 e largura 4. As portas que

podem ser executadas simultaneamente sao exibidas verticalmente alinhadas.

Embora nao seja apropriado substituir valores numéricos em ordens assintoticas de
complexidade devido a necessidade de que fique explicito a func¢ao que estas representam,
tal procedimento é adotado apenas para ilustrar o fato de que a complexidade pode ser
analisada com base na porta mais complexa do circuito, visto que a ordem assintotica esta
relacionada a parcela de maior valor para nimeros grandes quando ha termos aditivos

(resultando em uma complexidade total de O(256) para o exemplo apresentado).
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- [+ |
! X |
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L 4 : {.-'I“'i

Figura 20 — Exemplo de circuito utilizado para analise de complexidade, com portas de
multiplos ¢-bits (O(N?)), portas controladas (O(n?)) e portas de um tnico
q-bit. As portas que aparecem verticalmente alinhadas podem ser executadas

simultaneamente.

Tabela 4 — Exemplo de analise de complexidade.

Portas

Complexidade

Porta Ijl

O(4%) = 0(256)

Porta C30U,

Porta C2U,

0(22) = O(4)

Portas X e Y

Portas Ij4 N/

Complexidade total:




4 Algoritmos para Equacoes Diferenci-

ais

O tipo de sistema mais comumente tratado na literatura ¢ o de equagoes diferenciais

ordinarias lineares de primeira ordem, descrito por:

d_» —
X _ AR+ B). (4.1)
dt
A funcdo A(t) é expressa por uma matriz NxN, enquanto %(¢) ¢ B(t) sdo repre-
sentadas por vetores. O valor de X é fornecido em um dado instante inicial, e objetivo do

método é determina-lo em qualquer instante Ou seja, trata-se de um tipico PVI (problema
de Valor Inicial).

A razao do enfoque neste sistema se deve ao fato de ser possivel reduzir equagoes
diferencias parciais a sistemas de equacoes acopladas de primeira ordem através do método
de separacao de variaveis, assim como equacoes de ordem superior também podem ser
reduzidas a tais sistemas através da introducao de varidveis extras que representam as

derivadas de cada ordem envolvida na equagao [34].

O primeiro algoritmo quantico proposto para solucionar um sistema de equagoes
diferenciais lineares acopladas foi abordado de forma especifica no trabalho de Berry
[34], no qual utiliza-se um método multipassos que emprega o método de Euler para
reduzir o problema a resolucao de um sistema linear, tarefa para a qual ja havia sido
anteriormente proposto um algoritmo quéntico [35]. Outro trabalho desenvolvido por
Berry et. al. [36] foca em sistemas com coeficientes constantes, resolvendo-os através de
um método multipassos que também permite a reducao do problema a um sistema linear.
Os autores ressaltam o fato de haver ganho exponencial na dependéncia da complexidade
com relagao a precisao €, quando comparado ao trabalho anteriormente desenvolvido por

eles proprios.

Por sua vez, o trabalho desenvolvido por Childs et. al. [37], utiliza métodos espectrais
para resolver o sistema geral descrito pela equagao (4.1) com coeficientes dependentes do
tempo, alegando obter uma complexidade da ordem O(poly(log(d),log (%)), sendo d a

dimensao do sistema e € a precisao de aproximagao.

Um artigo que reflete bem as generalidades dos métodos de resolugdo em varios
aspectos e enfatiza o ganho exponencial de complexidade com relagao a dimensao N do
vetor X (quando comparado aos algoritmos classicos existentes) foi publicado por Tao
Xin et. al. [23]. Devido a sua representatividade de aspectos e alegacao do fato intrigante

do ganho exponencial de tempo, tal trabalho foi escolhido para anélise detalhada nesta
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dissertacao pelo autor da mesma.

Ha aspectos importantes que podem ser observados nestes algoritmos. O primeiro
deles é a codificagao de solucgoes nas amplitudes de probabilidade de algum sistema
quantico (muitas vezes em um subespago do espago de Hilbert que o descreve). Alguns
algoritmos proprios para a resolugao de equagoes diferenciais parciais, como o desenvolvido
por Fillion-Gourdeau [38] para equagoes hiperbdlicas simétricas de primeira ordem e outro
para resolucao de equagoes diferencias parciais nao-lineares [39] também codificam as

solugoes nas amplitudes.

A codificac@o de solugoes nas amplitudes associadas a um subespago de um sistema
quantico faz com que a probabilidade de sucesso do algoritmo esteja relacionada a dimensao
desse subespaco, pois extrair as solugoes dependerd da realizacao de medidas. Tal cenario
sugere a possibilidade de utilizacao de rotinas de amplificagdo de amplitude (originalmente

desenvolvidas por Brassard e Hoyer [40]) para aumentar a probabilidade de sucesso.

Outro aspecto digno de atencao é a necessidade de preparagao de estados quanticos
que codificam as variaveis de entrada a serem fornecidas para o algoritmo, etapa esta cuja

complexidade é por vezes negligenciada nas analises feitas pelos proprios desenvolvedores.

4.1 Amplificacao de amplitude

4.1.1 Estrutura matematica

O algoritmo de amplificagdo de amplitude, cujo procedimento original foi desenvol-
vido por Brassard e Hoyer [40], pode ser considerado uma generalizagdo do algoritmo de
Grover [41]. Os fundamentos foram paralelamente trabalhados por outros autores, dentre

os quais se destaca o préprio Grover e seu trabalho posterior [42].

O procedimento para modificar as amplitudes do estado quantico gerado por algum
algoritmo genérico que nao realiza medigdes durante sua execugao (podendo portanto ser
representado por um operador A) faz uso da aplicacdo repetida do operador Q descrito
pela equagao (4.2), agindo inicialmente no estado A |0}, que pode ter qualquer dimenséao
N.

Q = —AS,ATS,. (4.2)

O operador Sy modifica o sinal do estado |0) e mantém todos os outros intactos,
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logo deve ser descrito como Sq =1 — 210) (0], e sua representagao matricial é dada por:

-1 0
So=1-2|00(0|=|0 0 1 --- 0. (4.3)
(0 00 1]

O estado N-dimensional produzido por uma tnica aplicagdo do algoritmo descrito
por A pode ser separado em duas parcelas: Uma de interesse (da qual se deseja aumentar
a probabilidade de detecgao) e outra de desinteresse (a qual terd sua probabilidade de

detecgao reduzida). O estado de interesse (denotado por |v;)) é representado por:
k
i) =D ault). (4.4)
=0

J& o estado de desinteresse ¢ representado por:

N-1

) = > oy lt). (4.5)

t'=k+1

O algoritmo de amplificagao é valido quando o estado |1)) = A |0) pode ser expresso
em uma soma ortogonal dos estados de interesse e desinteresse (ou seja, (1;|14) = 0) como

expresso a seguir:

) = A J0) = [vhs) + [¢ha) - (4.6)

A condic¢ao de ortogonalidade implica na existéncia de uma base computacional na
qual inexiste interseccao entre os conjuntos dos respectivos elementos em termos dos quais

1) e |1g) sdo individualmente expandidos.

O operador S, (também chamado de ordculo) possui a fun¢ao de inverter o sinal
apenas dos estados da base que expandem a componenete |1;) de interesse, ou seja,
S, =1—3F ,2t) (t]. A representacdao matricial de um exemplo no qual o estado de

interesse pode ser descrito como combinacao linear dos estados |0) e |1) é descrita por:

-1 0 0
-1 0
S,=1-2/0)(0]—2|1)l=]0 0 1 --- 0]. (4.7)
0 0 0 1]

O trabalho desenvolvido por Brassard et al. [40] ndo menciona diretamente o fato de

|4;) ser um estado expansivel em termos de elementos da base computacional. Grover [42],
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por sua vez, enfatiza esse cenario. Ha diferencas sutis na abordagem e no desenvolvimento

matematico adotado pelos autores, contudo, ambos induzem as mesmas conclusoes.

E possivel denotar o termo a = (1;]1);). Este representa a probabilidade de se
medir o estado de interesse, caso faga-se um tipo de medicao capaz de detecta-lo, ou de
se medir algum dos estados que o expandem, caso sejam realizadas medigoes apenas de
elementos da base computacional. Ambas interpretacoes sdo equivalentes, e a representa
a probabilidade de ocorréncia de um dentre dois eventos excludentes, entdao é possivel

parametrizar o termo como:

=" Jau|* = sen®(6,). (4.8)

t=0

E possivel provar que o subespaco bidimensional expandido em termos dos vetores
[1i) e |1q) é fechado sob a ac¢do do operador Q. ou seja, a acio deste em um elemento do

subespaco sempre resulta em outro elemento do mesmo.
E possivel observar a acio de Q em |1)) através das equacoes (4.9)-(4.11):

A

Qv) = QA|0) = —AS,A'S, A |0) = (—A + 24 |0)0]) (—A* )+ 2AT )¢ |w>> :
B (4.9)

Atlg) = 0): ) AT 1) = a7 = Q) = (1 s w) A S 20, (410)

t=0 t=0

W) = A |0) = [oh;) + [vha) = zatujmwmmw (1 — 4a) [a) + (3 — 4a) |¢)

(4.11)

De uma maneira similar, é notavel também a acao de Q' em [¢)):
Q' = -S,AS)AT = Q' |y) = -8, AS,(0) =S, |v), (4.12)
Su i) = — i) 8e [va) = |va) = QT 1) = [a) — |3} (4.13)

A multiplicagdo de ambos os lados da equagao (4.13) por Q considerando a unita-

riedade desse operador resulta em:
Qva) — Qlvi) = [Ya) + 1) - (4.14)

As equagoes (4.11) e (4.14) formam um sistema que pode ser resolvido para obter

a acao do operador Q no subespago bidimensional invariante expansivel em termos de |v;)
e [Ya):

Qv) = (1 —2a) |v3) — 2a |¢) (4.15)
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Q[va) =2(1 — a) [i) + (1 — 2a) |¢a) - (4.16)

Através das duas ultimas equagoes, € possivel obter a representacao matricial do

operador Q neste subespago (denotado ):

A [(1—=2a) —2a
Q= [2(1 —a) (1- 2@)] ' (4.17)

Os autovetores e autovalores de Q expressos em termos de sua representacao no

subespago v sdo dados, respectivamente, por:

1 1 7
[Vy) = 7 <a i) £ N W)d)) ; (4.18)

Ay = ¢, (4.19)

Ja o estado |¢) pode ser descrito em termos dos autovetores de Q através da

equagao (4.20): .
—i

V2

A escolha pela representacao |+) (em detrimento de |¢;) e |¢4)) permite acessar o

) = AJ0) = —= (e [uy) — e P [y_)). (4.20)

estado final apds a agao sequencial do operador Q m vezes:

Q" [9) = 5 (B0 ) — ey ). (4.21)

Por sua vez, a substituicao da equagao (4.18) na (4.21) resulta em:

Q" ) = jasen«m L 1)0,) ) +

Através desta ultima equacdo, verifica-se que a probabilidade de medicao do estado

— cos((2m + 1)0,) [1a) . (4.22)

Q

|4;) (ou de um dos estados |t), caso sejam feitas medidas na base computacional) é dada
por:
p = sen*((2m + 1)6,). (4.23)

O termo 6, é o mesmo descrito pela equagao (4.8).

A Fig. 21 mostra a variagao da probabilidade p (descrita pela equagao (4.23)) em
fungdo do niimero m de aplicacgoes de Q para quatro ordens de grandeza da probabilidade
inicial @ (1074,1073,1072 e 107!). Observa-se que apenas para valores muito pequenos
de a (e, consequentemente, valores pequenos de 6,) a probabilidade de sucesso podera
seguramente ser amplificada caso nao a conhecamos a priori, para uma ampla faixa de

valores de m. Quando a magnitude de a é da ordem de centésimos ja é possivel observar
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Figura 21 — Variagao da probabilidade final de sucesso (eixo y) com o niimero de aplicagoes
sucessivas de amplificagdo de amplitude (eixo x) para diferentes ordens de
grandeza da probabilidade inicial de sucesso: a) Ordem de 107%. b) Ordem de
1073. ¢) Ordem de 1072, d) Ordem de 107!,

tanto decréscimo quanto aumento da probabilidade, mesmo para poucas repetigoes da

aplicagao de Q

A auséncia de monotonia crescente na variacao da probabilidade evidencia que para
a obtencao do efeito amplificativo desejado, existe necessidade de conhecimento prévio ao
menos da ordem de grandeza das amplitudes as quais se deseja amplificar (ha, inclusive,

valores de a para os quais a probabilidade se mantém constante, a exemplo de a = 0.5).

Caso o valor de a seja realmente muito pequeno (e, de modo semelhante, sen(f,))

é possivel obter a aproximagao da equagio (4.23) como 6, = \/a, o que resulta em:

p=(2m+ 1)%a. (4.24)

Denotando-se m, como o nimero de repeticoes necessérias para alcancar 100% de
probabilidade de obtencao do estado de interesse |¢;) (ou uma das bases que o compoe,

dependendo do que se mede), como resultado direto da equagao (4.23) obtém-se (2m.+1) =

W/\[a ), ou seja, m, = 1/\/>

Para fixar rigorosamente a probabilidade final em p=1, seria necessario conhecer o
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valor da probabilidade inicial a; todavia o comportamento de p é monotdnico crescente
tanto com m quanto com a apenas para valores pequenos desta tltima grandeza, conforme
pode ser observado na figura 21. Tal comportamento garante que seja possivel amplifi-
car substancialmente a probabilidade caso seja conhecido ao menos um limite superior

suficientemente pequeno para a.

O algoritmo de Grover utiliza um operador Q no qual A ¢ a transformada de
Walsh-Haddamard, a qual produz uma superposi¢do uniforme dos N possiveis estados
da base computacional utilizada para codificar os elementos relativos a busca. Nestas
condigoes, portanto, a = 1/N, logo resulta o fato amplamente conhecido de ser necessario

repetir o procedimento um ntmero de vezes que escala com O(v/N).

4.1.2 Analise de complexidade

Segue, na Fig. 22, uma representacao do circuito utilizado para a implementacao do
operador So. A porta y/ possui o efeito de modificar apenas o sinal do estado |1), mantendo
o coeficiente de |0) intacto. Logo, a acao de C»~17 modificaria apenas o sinal do estado
100..01). A adigdo de portas X intercaladas com a Z garante o resultado discutido nos
capitulos anteriores: A transferéncia da acao de uma operagao que tem como alvo exclusivo
apenas um estado especifico (representado por um sequéncia binaria) para outro, através
da permutacao de alguns elementos da respectiva sequéncia, uma vez que a acao de X
converte |0) em |1) (e vice-versa). O resultado, portanto, consiste na alteragao apenas do

sinal do estado |00..00).

n-1

X [ Z ] X n

Figura 22 — Implementagao de S,. A porta 7 possui o efeito intrinseco de alterar apenas o
sinal do estado |1), e o fato de a mesma estar intercalada por portas X e com

n — 1 controles abertos (ativados somente pelo estado |0)) resulta na mudanga
de sinal de |00...0).
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Uma estratégia similar a da implementacao do operador S, pode ser utilizada na
construgao do oraculo S, como mostra o exemplo exibido na Fig. 23 para estados de
interesse |00001) e |10000) em um sistema de cinco ¢-bits. Os operadores X executam a
funcao de intercambiar os estados |0) e |1) (e vice versa) para fazer com que uma base
especifica diferente da [11111) sofra a agao do nicleo cr-17, que consiste em alteracao
do sinal do coeficiente associado. Através deste artificio, é possivel construir portas que
modificam especificamente o sinal de um ou mais estados escolhidos da base computacional

(representados por algarismos bindrios), deixando os demais intactos.

- 1]
F——— & =

Figura 23 - Implementacao de S, (sistema de cinco ¢-bits e estados alvo |00001) e |10000)).
A porta 7 controlada alteraria apenas o sinal do estado |[11111), mas a insercao
das portas X na devida posicao torna possivel alterar o sinal de algum outro
estado alvo.

E importante ressaltar que embora esse processo apresente certa similaridade com
as rotagoes uniformemente controladas, a implementacao de S, ndo se enquadra como
um caso especifico dessa categoria, pois embora esta possa ser representada por matrizes
bloco-diagonais, os quatro possiveis blocos que podem vir a aparecer na matriz de S, em
diferentes ordens e quantidades ndo podem ser descritos como uma rotacdo em torno do
mesmo eixo @ com angulos diferentes, a qual é uma condic¢ao essencial para a implementacao

das rotagoes uniformemente controladas apresentada em [31]. Estes blocos sdo descritos

1 1 —1 -1
0 :BLy = 0 :BL3 = 0 i BLy = 0 . (4.25)
01 0 —1 0 1 0 -1

Cada C*'Z demanda O(n?) operacoes bisicas, e o estado de interesse |¢);) é

por:

BLl -

descrito por k estados da base computacional. Resultara, portanto, que a complexidade de



70 Capitulo 4. Algoritmos para Equacgées Diferenciais

implementagao do ordculo serd O(nk) , pois este corresponde a uma C 17 entremeada
pelas devidas X para cada um dos k estados (denotados individualmente por |t)) que
expandem [1¢;). Uma vez que cada fileira de portas X pode ser executada através da acao
simultanea de seus componentes, estas modificam a complexidade apenas em termos de
uma constante aditiva, portanto nao ha necessidade de contabiliza-las em conjunto com as
C17Z. Essa complexidade pode ser reduzida a O(nk) através do acréscimo de apenas um

g-bit auxiliar, devido aos fundamentos anteriormente discutidos no capitulo 3.

Caso denotemos como C(A) a complexidade individual de A, a complexidade total
da realizacdo de m repeticoes do operador Q sera dada por O(m{max[c(A),nk]}), ja
que sao efetuadas m repeticoes do oraculo e do algoritmo A na sequéncia prevista pela
equacao (4.2). Ou seja, uma vez que n = logy(N), ndo haverd grandes perdas em termos
de eficiéncia caso o processo de amplificacao de amplitude seja necessario para melhorar o

desempenho de algum algoritmo cujo tempo de execucao dependa de N.

Uma precaucao aconselhavel é nao neglicenciar o oraculo nas analises de complexi-
dade. O algoritmo de Grover é muitas vezes referido como O(v/N ), porém tal classificagao
leva em conta somente a quantidade de repeticoes. Caso deseje-se uma anélise mais repre-
sentativa da quantidade de portas necessérias (e consequentemente do tempo de execugio)
é necessario contabilizar as logs(N) operagoes que constituem o ordculo em cada repeticao.
Desta maneira, conclui-se que a complexidade é, na realidade, O(v/Nlog(N)), conforme

cuidadosamente elucidado em [43].

4.2 Preparacao de estados

Uma série de algoritmos, dentre os quais é possivel citar o de Lloyd para resolucao de
sistemas de equagoes lineares [35], varios algoritmos para resolugao de equagoes diferenciais
[23, 34, 36, 38] e alguns protocolos de machine learning [44], requerem procedimentos de
preparacao de estados quanticos. Dada a correlacao direta entre amplitudes e probabilidades,
a simulacao de distribui¢oes de probabilidades também pode ser considerada como uma

possivel aplicagao [42].

A tarefa de preparar estados consiste, em si, em um algoritmo quantico, que
geralmente recebe como pardmetro um conjunto de coeficientes {ayq, ..., an} e os codifica,
a partir de algum estado inicial |i) (geralmente |0)), em um estado quantico de acordo

com a seguinte relagao:
N-1

i) = ) = > aili). (4.26)

1=0

E comum utilizar uma abordagem classico-quantica, na qual algumas etapas do

processo sao classicas e outras quanticas, e exemplo do algoritmo de preparacao baseado
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em divisdo e conquista apresentado em [45]. Tal fato se deve a dificuldade de implementar

certas operagoes em sistemas quanticos, como o calculo de arcos-seno [46].

Existe uma série de métodos para preparacao de estados quanticos. Uma listagem
descritiva pode se encontrada em [47]. Dentre estes, é possivel citar o de divisdo e conquista
[45], a utilizagdo do algoritmo de Grover [42], o método tradicional [48] e os métodos
que utilizam uma g¢-ram (quantum random access memory) [49, 50]. Cada método possui

vantagens e desvantagens de acordo com a respectiva aplicacdo em contexto especifico.

O método de divisdo e conquista aborda o problema dividindo-o em partes e
solucionando-as separadamente. Esta abordagem utiliza O(N) ¢-bits (devido a necessidade
de vérios g¢-bits auxiliares, além dos logy(/N) de trabalho) e um tempo de execugado
O(log*(N)). Em determinadas situacoes, este método apresenta uma permuta atrativa
entre as complexidades espacial e temporal (ja que a complexidade temporal de alguns
métodos O(N) ou O(v/N)). Todavia, a estrutura do estado de saida nao ¢ idéntica a

apresentada na equagao (4.26), mas sim descrita por:

N-1

|¢> = Z o7} |’l> |¢z> . (4-27>

1=0

Devido a estrutura do estado produzido, este método nao seria adequado a utilizacao
no algoritmo para equagdes diferenciais que sera discutido posteriormente, ja que a aplicagao

do mesmo demanda a existéncia de um estado semelhante ao descrito na equagao (4.26).

Uma Q-RAM é um dispositivo capaz de armazenar estados quanticos, disponibilizando-
os para acesso posterior. Hd métodos disponiveis para implementacao de tais dispositivos
através de técnicas distintas, dentre as quais é possivel citar a bucket brigade e a flip-flop
[49, 50].

Os métodos que utilizam Q-RAM apresentam ganho exponencial de complexidade
temporal com relacao ao método tradicional caso o estado seja anteriormente preparado e
armazenado. Todavia, a execucao desta etapa anterior tem custo temporal que escala com
O(N) [51, 52], equiparando-os assim ao método tradicional por rotagoes uniformemente
controladas caso seja feita a analise do processo em sua totalidade. Além disso, ha
necessidade da utilizagdo de ¢-trits (sistemas quanticos com estados tridimensionais,
em contrapartida aos estados bidimensionais dos ¢-bits) no caso da BB-QRAM. Esses
pormenores, além das dificuldades tecnologicas em preservar os estados sem efeitos de
decoeréncia, acabam tornando a utilizacao de protocolos de preparacao via ¢-ram também

desvantajosos.

Os dois métodos seguintes (a forma tradicional via rotagdes uniformemente contro-

ladas e 0 método via algoritmo de Grover) serdo tratados de forma detalhada.
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4.2.1 Preparacao via rotacoes uniformemente controladas

O método desenvolvido por Mottonen et. al. consiste em utilizar rota¢des unifor-
memente controladas para converter um estado inicial |i) em outro estado |¢)). Embora o
trabalho desenvolvido [48] abranja quaisquer estados iniciais e finais, é suficiente para a
classe de algoritmos analisada que o estado do sistema seja inicializado em |0), pois tal

inicializacao pode ser realizada sem grandes dificuldades.

As rotagoes uniformemente controladas foram abordadas detalhadamente na segao

3.2.3. O protocolo de preparagao de estados utiliza rotagoes especificas nos eixos z e y,

[em 0] , (4.28)

descritas por:

|2

R.(a) = Icos (Z) +i6,sen <g> =e 2 01

R, () = fcos (g) + G, sen <g> = [jjjn(gg)“) izz gg))] . (4.29)

A transformacao f{z(a) possui o efeito de multiplicar as bases computacionais por
fatores de fase, enquanto f{y(a) permite criar qualquer superposi¢ao dos estados |0) e |1)

(com coeficientes reais) através da varia¢ao do dngulo a.

Um estado quantico genérico pode ser descrito como:

i) (4.30)

Os termos a; sdo expressos por coeficientes reais enquanto #; representam os
argumentos de fase, de tal forma que as rotacoes Ry («) e R, () podem ser utilizadas para

criar um estado arbitrario através do ajuste adequado de a; e 6;.

A Fig. 24 mostra o circuito utilizado para implementar o protocolo de preparacao
de estados. A acao das rota¢des uniformemente controladas Ry pode ser compreendida
através da arvore ilustrativa na Fig. 25 (para facilitar a compreensao, o processo foi
representado com trés qubits ao invés de quatro como na Fig. 24).

Para o caso mais geral, considerando como ponto de partida o estado |0)%",
a primeira rotacao uniformemente controlada f{; age no primeiro ¢-bit, criando uma
superposicio dos estados |1) [0)®"" e [0) [0)*"'. Na sequéncia, ﬁ; age nos estados
11)[0)" " e 0) [0)2™ ", gerando [1) [1) [0)®" % e [1) |0)]0)*" 7 (a partir de [1) [0)®" 1), e
também |0) 1) [0)2"72 e 0) [0)]0)*"? (a partir de |0)]0)*™" ). As rotacdes posteriores
seguem esta mesma logica: Conforme o nivel da arvore avanga, elas atuam na posicao
correspondente ao respectivo nivel no algarismo binario de cada uma das bases ja geradas,
cujos elementos sao ramificados em pares e geram a superposicao correspondente ao
préximo nivel (até a obtengao da superposicao final de todos os N elementos de uma base

computacional de n ¢-bits). Consequentemente, os coeficientes reais a; das superposigoes
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I .f;'jj'. ‘f

Rl— 1 (7]

Figura 24 — . Preparacao de estados por rotagdes uniformemente controladas (um conjunto
de rotagoes que engloba todas possiveis combinagoes de estados de controle).
As rotagoes ﬁy ajustam as partes reais dos coeficientes, enquanto as ﬁz
ajustam as fases.

podem ser controlados arbitrariamente através da escolha adequada do conjunto de angulos

{ad, .., o}

Figura 25 — Arvore ilustrativa da preparacdo de estados. Cada conjunto de rotacdes
controladas f{y possui como alvo uma posicao especifica dos algarismo de
cada ¢-bits. A sequéncia avanca da esquerda para a direita, assim como os
respectivos indices das rotagoes.

Para obter os coeficientes reais a; do estado desejado, os angulos devem seguir
uma relagao recursiva especifica. Ao converter os algarismos da representacdo bindria

para a base decimal, é possivel observar que se o estado |k) e o indice ¢ representam,
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respectivamente, um né e um nivel da arvore, entdo o primeiro serd transformado de

acordo com a relagao ilustrada na Fig. 26.

v | k>

| k>

[

|k+27 i

Figura 26 — Diagrama geral de transformacdo de uma base através de rotagoes
R, ,considerando que os respectivos coeficientes estao implicitos na opera-
¢ao.

Caso seja denotado por [i, k) o estado com representagao bindria correspondente ao
numero k no i-ésimo nivel da arvore, entao a transformacao dos coeficientes sera expressa

por:

i+ LEk+2"7) i+ L k) = |ik),  (4.31)

ik i, k) = aipin |+ 1, k) + agpn) (eron—)

(ai+1,k)2 + (a(i+1),(k+2"*i))2 = (ai,k)za (4-32)

aik i, k) = aig <cos <O[;k> i, k) 4+ sen (a;k) ‘z +1,k+ 2”_i>> : (4.33)

Consequentemente, a relagao de recursao que define os angulos das rotagoes unifor-

memente controladas serd dada por:

_ Q41K
Q1 = 2arcos . - 4 — . (4.34)
\/(a/l“rl,k) + (a(z+1)7(k+2n71))

Desse modo, o conjunto de todos os angulos pode ser determinado através da
aplicagao de (4.34), a partir do nivel mais avangado da arvore (uma vez que a,, ; S&0 0s

coeficientes reais do estado preparado), e prosseguindo até a raiz.

O segundo conjunto de rota¢des uniformemente controladas, com eixo Z ao invés
de ¥, é melhor compreendido através de perspectivas que nao utilizam uma arvore de
estados, uma vez o inicio da agdo nao ocorre a partir de algum estado especifico, e sim
de uma superposicao que envolve todos os estados. Além disso, ao contrario dos cenarios
apresentados nas Figs. 25 e 26, as rotagdes no eixo z nao geram uma ramificacdo de novos

estados.
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Caso seja denotado como «;; o dngulo adquirido pela base |j) (0 < j < 2"71) ao
passar pela i-ésima rotacao uniformemente controlada, cada estado da base se transformara

de acordo com a equagao (4.35) apds passar por todo o conjunto de rotagoes:
. n FRacIy .
NESTICERINE (4.35)
i=1

Visto que a equagao (4.30) estabelece o estado alvo que deve ser alcangado, os

argumentos «; ; devem estar de acordo com a seguinte condigao:
Z ;5 = 293 (436)
i=1

Nem todos os termos «; ; sao distintos entre si. A andlise da Fig. 17 permite concluir
que dada a representagdo binaria de j, denotada por B(j) = [b(7)1,b())2, ---, b(j)n], @ agdo
das rotacoes serd tal que os indices j que compartilham a mesma sequéncia de algarismos
bindrios até a i-ésima posicao da representagao B(j) apresentam «; ; com o mesmo valor
absoluto, cujo sinal é determinado pelo algarismo binario na posicao ¢ + 1. O sinal sera
negativo para os casos nos quais este algarismo é igual a 1 e positivo para os demais (isto

se deve a alternéncia de sinais do argumento observada na equagao (4.29)).

O resultado das partilhas de valores e alternancia de sinais faz com que a equacao
(4.36) corresponda a um sistema de equagoes lineares que pode ser facilmente resolvido
via escalonamentos sucessivos (a partir da eliminacdo das varidveis que se repetem menos
vezes, ou seja, aquelas que correspondem as rotagdes com maior niimero de controles). Con-
sequentemente, os argumentos das rotagoes (decorrentes das eliminagoes no escalonamento)

podem ser determinados recursivamente através das seguintes relagoes:

app =0 — 0,1, (4.37)
i i o

O conceito da arvore de estados torna-se 1til para compreender o procedimento
das eliminacoes sucessivas ao longo do escalonamento, uma vez que os estados dos nos e
dos niveis da arvore estao respectivamente correlacionados aos indices k e i na recursao
do processo de eliminacao de varidveis. Nas equagoes (4.37) e (4.38), i representa o nivel
da arvore e k um conjunto de indices que apresenta uma correspondéncia direta com os
valores exibidos nos nés (Fig. 25). Desse modo, os valores sequenciais nao diferem por 1
em todos os niveis de recursao, a exemplo do segundo nivel imediatamente antes da raiz,
no qual k assume os valores 0 e 4 (equivalentes respectivamente a 000 e 100 em notagao
bindria).

Por sua vez, como o conjunto de todos os 2" possiveis 0} é conhecido e corresponde

aos argumentos 0 das equagoes (4.30) e (4.36), é possivel determinar todos os argumentos
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de todas as rotacoes Fi’;l(ﬁz) envolvidas na preparacao de estados através das equagoes
(4.37) e (4.38).

Um detalhe adicional é a existéncia da necessidade de realizar uma operacao de
deslocamento de fase no primeiro g¢-bit, ja que as equagoes (4.37) e (4.38) geram uma
aparente contradigdo quando a recursdo (ou iteragao) atinge o valor do angulo final,
correspondente & primeira R, no primeiro g-bit. O angulo deveria assumir dois valores
distintos para satisfazer as devidas condi¢ées. Todavia, o problema pode ser resolvido
se o angulo for especificado com um destes valores e a porta f{; for antecedida por um
deslocamento de fase que corresponde a diferenca entre ambos, uma vez que esta adicao

nao modifica a complexidade total do processo.

O circuito ilustrado na Fig. 24 apresenta um conjunto de varias F} +1(RZ) (nas quais
i varia de 0 a n — 1), cuja complexidade (cap. 3) é de O(2%). Logo, a complexidade total
(em termos de portas C-NOT e portas de um ¢-bit) para a implementacao do processo
de preparagao de estado ¢ resultado da soma de uma progressao geométrica que contém
n termos entre 1 e 2"~ ! Esta soma resulta em 2" — 1, ou seja, a complexidade é de

O(2") = O(N), e nenhum ¢-bit auxiliar é requerido no processo.

4.2.2 Preparacao auxiliada pelo algoritmo de Grover

O método de preparacao de estados auxiliado pelo algoritmo de Grover foi apresen-
tado pelo autor homénimo em [42]. O método pode ser dividido em duas partes, e a Fig.

27 apresenta o circuito correspondente a primeira.
! (4] 0

2 —IH

n-2 [H] O
Nl ——{H]| 0

Figura 27 — Primeiro estagio da preparacgao auxiliada pelo algoritmo de Grover. As portas
de Haddamard produzem uma superposi¢ao uniforme das bases do espaco de
trabalho, enquanto as rotagoes seguintes ajustam os coeficientes reais e fases
do estado aproveitando o grau de liberdade gerado pela presenca dos ¢-bits
auxiliares.

O método consiste em preparar um estado correspondente a n-1 ¢-bits, e portanto
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requer a presenga de um ¢-bit auxiliar (independente da dimensao do estado alvo). A

primeira parte do algoritmo pode ser representada pelo seguinte operador:

A, A A

U =10,0,0;. (4.39)

O termo U, = H®("D representa a transformada de Walsh-Haddamard, que
produz uma superposicao equiprovavel dos N/2 = 2"~! estados da base computacional
dos ¢-bits de trabalho quando atua no estado |O>®n_1. Esta operagao ¢ descrita por:

& n— \/§
U1 |0>® 1 _ Ve

= 21010 (4.40)

g

Na sequéncia, o operador U, aplica uma rotacao uniformemente controlada pelos
¢-bits de trabalho ( F*~'(R,)) atuando no g¢-bit auxiliar. Se a forma geral do estado-alvo

for expressa pela equagao (4.30), as rotagoes f{y devem ser tais que:
R, () ]0) = a; |0) — /1 — a2|1). (4.41)

O intuito da transformacdo descrita pela equacao (4.41) é que F**(R,) tenha, no

estado do sistema, o seguinte efeito:

vz

J1—a2|i)|1). (4.42)

1

0,0, [0)*"

%\&

v ol

a\a

(2

A condigao para que isto ocorra (a qual pode ser compreendida de forma clara com

auxilio da equagao (4.29)) é descrita por:

cos(a;) = a;. (4.43)
Por fim, o operador IAJ3 consiste em uma sequéncia de rotagoes Fﬁfl(ﬁz), tais que:

R.(6;)|0) = ¢

). (4.44)

O estado final, ap6s a aplicagdo sucessiva dos devidos operadores, ¢ descrito por:

i) |0) —Zj:\/l—a

A complexidade do circuito (em termos de portas C-NOT e portas de um ¢-bit)

ﬂgijUl |O Z G/Z

“iy 1) . (4.45)

ilustrado na Fig. 27 é de O(2") = O(N), uma vez que cada rotagdo uniformemente

controlada possui uma complexidade individual de O(2").

Observe que o estado exibido na equagao (4.45) consiste em uma superposicao de

estados, cuja projegao no subespago do g-bit auxiliar quando este é descrito por |0) é
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idéntica ao o estado o qual se deseja preparar (equacao (4.30)). Logo, ha duas escolhas
que podem ser adotadas a partir do momento que o estado do sistema ¢é sintetizado de

acordo com o descrito pela equagao (4.45).

A primeira opgao consiste em aplicar a parte unitaria (excetuando-se eventuais
medigoes) do algoritmo que necessita da preparacao de estados com uma modificagido
para que todo o processo seja controlado pelo ¢-bit auxiliar, para que este seja medido
na sequéncia. Esta escolha faz com que o algoritmo assuma um carater probabilistico, e
reduz a probabilidade total de sucesso do protocolo caso o mesmo nao seja inicialmente

deterministico.

A segunda opcao é utilizar o processo de amplificacao de amplitude, substituindo
na equagao (4.2) o operador U descrito pela equacio (4.39). Caso o oréculo seja preparado
para marcar (ou seja, mudar o sinal) de todo o conjunto de estados nos quais o ¢-bit
auxiliar é descrito por |1) (o que corresponde a uma ordem de O(N/2) estados), serd
necessario repetir uma ordem de O(\/N ) vezes o processo de amplificagdo para alcancar
a probabilidade de 100% de obtencao do ¢-bit auxiliar neste estado em uma medicao. A
necessidade desta repeticao implica em multiplicar a complexidade inicial do processo de
preparacao pelo fator /N, tal que a complexidade total é dada por O(v/NN) (conforme

jé discutido na segao 4.1.1).

As duas opc¢oes disponiveis nao sao atrativas, visto que ambas implicam em uma
complexidade temporal de ao menos O(N), idéntica a do processo que utiliza rotagdes
uniformemente controladas. Além disso, apresentam varias desvantagens com relacao a
este, que prepara o estado de forma exata (e pronto para ser utilizado sem intervengoes
adicionais). Esse procedimento é discutido inclusive pelo préprio Grover em [42] com base
em um enfoque matematico, o qual cita a necessidade (aparentemente atrativa) de repetir
o procedimento apenas O(\/N ) vezes, sem enfatizar o emprego das rotagoes uniformemente
controladas (embora estas sejam as que mais contribuem para aumentar a complexidade

envolvida no processo).

4.3 Algoritmo de Tao Xin et. al.

Um algoritmo elaborado para a resolucdo de um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias (EDOs) lineares acopladas foi apresentado em [23]. Os autores discutem as
dificuldades de implementar os esquemas apresentados em [34, 36] com a tecnologia de
estado da arte disponivel atualmente, destacando que sua proposta pode ser implementada
em um sistema de ressonancia magnética. Além disso, as generalidades sobre natureza
probabilistica e a necessidade de preparacao de estados também estao presente neste

algoritmo.
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4.3.1 Detalhes sobre o método

O problema consiste em resolver um sistema descrito por:

|

I
<
81
o

(4.46)

Os termos M e b referem-se, respectivamente, a uma matriz e um vetor com
coeficientes constantes (ambos N-dimensionais). O valor da variavel £ em um instante

inicial (#(0)) é previamente conhecido.

A integracao direta de (4.46) fornece o seguinte resultado (o qual pode ser aproxi-

mado por uma série de Taylor):
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Mmtm k M~ 1tn
) + Z (4.48)

m)!

Z(t) ~ ZO

De acordo com a equagao (4.48), conclui-se que um possivel algoritmo clssico para
resolucio de tal problema teria complexidade O(kN?), uma vez que esta é determinada
pela poténcia mais alta de M na série de Taylor, e que a complexidade do produto matricial
¢ da ordem de O(N?).

Para fins de processamento em sistemas de quanticos, Z(0) e b podem ser associados

respectivamente aos estados |(0)) e |b), enquanto M pode ser associada a um operador

A

A.

4.3.2 Matriz unitaria

Se a matriz M for unitaria, ela estara diretamente correlacionada com um operador
unitério A. Utilizando os termos U,, = A™, C,, = ||z(0)||(t)"/m! e D,, = ||b||(t)""'t/n!, e
sendo N2 = C?+D? com C=+>Che D= \/Z D,, , é possivel mapear o vetor descrito

pela equagao (4.48) no estado quantico descrito por:

lz(t)) ~ ; (Z Cr Uy |2(0)) + Z D, U,_, yb)> (4.49)

O desenvolvimento deste estado emprega a utilizagio de T = loga(k + 1) gbits
auxiliares, n = loga(N) ¢-bits de trabalho e além destes, um ¢-bit auxiliar adicional, a
partir de um estado inicial no qual todos estes ¢-bits possuem valor nulo. As Figs. 28, 29 e
30 representam, respectivamente, o primeiro, segundo e terceiro estagios da execucgao do

algoritmo.
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O primeiro estagio inicia com a aplicacado da porta V cujos elementos matriciais

sao descritos por:
1

V== 4.50
R (4.50)

D -C

A aplicagdo desse operador possui finalidade de criar um pré-estado no qual
seja possivel aplicar operadores distintos em diferentes subespacos associados aos ¢-bits
auxiliares através de operagoes controladas. A estrutura do algoritmo é essencialmente

baseada nessa técnica, e tal pré-estado é, neste primeiro caso, descrito por:

[0) = iO?|0>KD®tKD®"-%19VUIO>®tKD®"). (4.51)

| l ] ) {[_l O E 2 > -

b

0y - Va V.

I”) T y { 'J_ [ Ib

Figura 28 — Estagio inicial do algoritmo utilizado para resolucao do sistema de equacoes
diferenciais. As portas U, e U, codificam #(0) e b nos g-bits de trabalho,
enquanto \A/'sl e VSQ preparam o espago auxiliar para mapear corretamente as
operacoes controladas dispostas na sequéncia, além de ajustar os respectivos
coeficientes.

Os operadores Uy e Uy, representam as operagoes de preparacao de estado que
possuem a funcdo de criar respectivamente os estados |z(0)) e |b) para processamento
posterior. Os operadores Va eV possuem uma fung¢ao semelhante a V mas criam estados
que servem como alvo de operagoes controladas no espago auxiliar (k + 1)-dimensional.
Como a acao é efetuada somente no estado ]O>®T, apenas a primeira coluna da matriz que

representa ambos operadores ¢ relevante, sendo descrita por:

VAL 0] = é[\@, JCr SO V20,0 = 11)[\/50, VD /De0. (452)

Ao término do primeiro estagio, o estado do sistema é descrito por:

) = g (100 X5 VG im0 + 1) XDl = ) (a59)
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s . 4 *
j0y*= . ¢ .
4 & A
|0)*" Ua Uh Uk

Figura 29 — Segundo estagio do algoritmo utilizado para a resolucao do sistema de equagoes
diferenciais. Os operadores Ijj aplicam as poténcias de ordem k£ da matriz
caracteristica, utilizando os estados superpostos no subespago dos g¢-bits
auxiliares como controle.

|0) T . (W]

o L [ Wal| | Wa

I[ ]) o

Figura 30 — Estagio final do algoritmo. Os operadores W, Wy e W equivalem respecti-
vamente a acao inversa de Vsl, \Y% s € V e terminam de codificar a solugao
no subespago no qual todos os ¢-bits auxiliares se encontram no estado |0).

Os k estados do subespaco auxiliar servem como alvo para as operagoes controladas
do estagio seguinte, que consiste na aplicacao das poténcias do operador U que aparecem
na equagao (4.49). A aplicagdo do segundo estigio gera emaranhamento entre os ¢-bits

auxiliares e os de trabalho, resultando em:
[1hg) = ( \/ |m m |2(0)) + ]1 \/ nin—1U, |b)> (4.54)

O terceiro e ultimo estagio consiste na aplicacao dos operadores inversos de \7, Va
e \752, denotados respectivamente por W = VT, Wsl = \Afll e WSQ = VZQ Neste caso,
tanto \A/'sl e \752 quanto Wsl e ng sao operadores cuja exigéncia de valores especificos
se aplica somente a uma unica fila (a primeira coluna no caso da primeira dupla, e a
primeira linha no caso da segunda). Os demais elementos podem ser escolhidos de tal
forma que esses operadores sejam unitarios. As operagoes de preparagao de estado (com a

devida especificagao dos respectivos parametros) podem cumprir o papel atribuido a estes
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operadores, uma vez que um operador de preparacao de estados que modifica o estado |0),
transformando-o em algum |[¢)) especifico, apresenta os coeficientes da primeira coluna de

sua matriz idénticos as coordenadas de [¢).

Apébs a aplicagao de todas as operacoes, o sistema residird em um estado cuja

projecao no subespaco no qual todos os ¢-bits auxiliares sao nulos é descrita por:

01O ) = g (X Culn o0 + 0,010 459

Caso seja realizada uma medicao que resulte em um estado no qual todos os ¢-bits
auxiliares possuem valor nulo, serd encontrada a solugao correta, codificada no subespaco

associado aos ¢-bits de trabalho.

4.3.3 Analise de complexidade(caso unitario)

Primeiramente, ha os operadores controlados U, e ﬂb, responsaveis por preparar
os estados |zg) e |b), respectivamente. Este operadores sdo expressos por matrizes N XN,
controladas por um ¢-bit auxiliar. Como resultado das anélises anteriormente desenvolvidas,
um algoritmo de preparacao de estado pode ser implementado por um conjunto de rotagoes
uniformemente controladas com uma complexidade de O(N). A adicao realizada de um
controle extra, com um ¢-bit auxiliar disponivel apenas para tal finalidade, resultaria na
multiplicacao da complexidade por uma constante, sem alterar a dependéncia da mesma

com relagao a V.

Como cada uma das rotacoes uniformemente controladas pode ser implementada
através de um conjunto de portas de um ¢-bit e C-NOT, a versao controlada por um tnico
g-bit da preparagao de estados pode ser construida adicionado um ponto de controle a cada
uma dessas portas, e com isso, o tempo individual de execucao de cada uma seria acrescido
de um valor fixo. Como a estrutura do circuito permaneceria inalterada, sua respectiva
complexidade seria multiplicada por uma constante. Sendo assim, a complexidade das
portas Uy e Uy, é também de O(N). De modo semelhante, Vi, Vo, W e Wy, (que
atuam em estados (k + 1)-dimensionais) podem ser implementadas com complexidade
O(k).

A

A Fig. 29 exibe o conjunto das k operagoes controladas U,,, correspondentes as
poténcias de A (dado um operador inicial U = A), cuja complexidade inicial seria de
O(k(N?k?)) caso fosse implementada diretamente da forma ilustrada ,como visto no cap.
3 (no qual foi apresentada uma forma de implementacao com complexidade de O(4™) para
uma matriz geral correspondente a um operador que atua em n  g¢-bits). E possivel, porém,

implementar esse conjunto de portas de uma forma alternativa, como ilustrado na Fig. 31.

A sequéncia ilustrada na Fig. 31 é equivalente a da Fig. 29, j4 que para uma

dada representagao bindria bin(m) para um dos estados |m) do subespago auxiliar, h a
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Figura 31 — Sequéncia equivalente de poténcias de A. O estado dos g-bit alvo sofre apli-
cagoes sucessivas de U com poténcias diferentes, mas as posi¢oes dos nos
de controle fazem com que o valor final do expoente seja expresso por uma
soma correspondente ao algarismo bindrio que representa o estado |i) da base
computacional.

garantia de que serao aplicadas as poténcias correspondentes a esta representagao, ou seja:
O circuito mapeara os algarismo binarios de m a uma poténcia correta de A, uma vez que
cada poténcia somente serd aplicada se o algarismo correspondente de bin(m) for igual a

um. O resultado final sera dado por:

ANVET-L Y] A
[m) [20) = |m) Adzizo "5 fgg) = [im) Ty [) (4.56)

Para esta representacao, havera um total de T portas U controladas por um unico
g-bit auxiliar, sendo cada uma delas uma operagao envolvendo n ¢-bits, e portanto com
complexidade de implementagio de O(N?), conforme os esquemas desenvolvidos no cap. 3
(resulta da mesma légica apresentada anteriormente para outras portas monocontroladas
que a complexidade de cada uma das C;U se mantém O(N?)), gerando portanto uma

complexidade total de O(T'N?) = O(N?logy(k)) para a sequéncia completa.

O valor final da complexidade do algoritmo resulta em O(2N + 4k + N2log.k). Em
[23], os autores afirmam obter um ganho exponencial com relagdo ao caso cldssico, com
complexidade de O(logaN). Todavia, a implementagao das poténcias U,, foi tratada sob
condigoes especificas, que serao descritas no apéndice A. Ainda assim, ha um ganho em

relagao ao caso cldssico (cuja complexidade é de O(N?)).

4.3.4 Matriz nao unitaria

A equagao (4.48) permanece valida se a matriz nao for unitaria. Nesse caso, porém,
o estado nao pode mais ser diretamente correlacionado com um operador unitario A como
na equagao (4.49). Ao invés disso, o operador A (representado por M) pode ser escrito

como uma combinacao linear de operadores unitarios A;:

_AL:3§:(1p&i. Q£57)
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A substituigao da equagao (4.57) na equagao (4.48) resulta em:

A

k = m L A \m k - n I3 'A \n—1
w3 Tl (E ah™ s IO i)
n=1

Ib) . (4.58)

|
m=0 n:

Os registros necessarios para resolver essa versao do problema sao diferentes dos
anteriores, embora uma combinacao linear de operadores possa ser executada de maneira
similar a soma das poténcias de U para o caso unitario, o procedimento demanda o auxilio
de subespaco L-dimensional. Como serdo efetuadas poténcias dessa combinacio, com
maximo expoente k, serao necessarios k subespacgos L-dimensionais. Tal condicao pode ser
atendida adicionando um total de k sistemas de dimensao L (L ¢-dits) ao registro (tais
g-dits podem ser obtidos através de composi¢oes de ¢-bits). Nas condic¢oes descritas, o
estado inicial do sistema néo sera descrito por |0) [0)" [0)", e sim por |0) [0)* [0}, |0)", sendo
|0); a representacao do estado inicial nulo de um ¢-dit. As Figs. 32, 33 e 34 apresentam

respectivamente as trés divisoes do circuito correspondente a este algoritmo.

0) {v] * o
|()>Mk — Va !
-
0)F -
-

| U) &n ) E ,:T_:]

Figura 32 — Etapa inicial do circuito para o caso nao-unitario. Os operadores VT codificam
os coeficientes da combinacao linear de operadores unitarios, enquanto os
operadores ﬂx, ﬂb, \731 e \752 possuem funcoes semelhante as discutidas
anteriormente para o caso unitario.

A etapa inicial do método consiste em aplicar os operadores V no primeiro ¢-bit e
os VI em cada um dos L-¢-dits auxiliares, e também em aplicar os operadores controlados

de preparagao de estado, para preparar |zo) e |b), finalizando com Ve V.

Os elementos matriciais de VT correspondem a:

VT, 0) = “j_jmz [Vl 0] = (4.59)

Note que V1 e V5 agem agora em k ¢-bits ao invés de logy(K + 1) e, portanto,
a estrutura destes deve ser alterada. Sendo G = w/Z;?:o Gje H = Z?:l Hj, estes
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operadores passam a ser descritos por:

. Gj — é Hff)”'thj’ se m = ok _ 2k—j’
Vi[m, 0] = 7’ (4.60)
O, para oS demais casos.
~ H]:% M7 SeTn:Qk—Qk*j7
Valm, 0] = V. (4.61)
0, para OS demais Casos.
I !
I !
| * !
R [
I !
! e
I ) . !
; n .  ssssssas i | ' . .
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I llllllll -
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() S : |4h2) |0)” AT —{a3]

Figura 33 — Segunda parte do circuito para o caso ndao-unitario. O primeiro registro auxiliar
regula quantos ¢-dits recebem a acao da sequéncia de operadores Ai, 0s quais
sdao individualmente controlados por um dos possiveis estados dos ¢-dits. A
correspondéncia correta entre a poténcia matricial de cada parcela do estado
e a quantidade de ¢-dits transformados é garantida pela etapa anterior.

MNar
W

|¢b2)

Figura 34 — Estéagio final do circuito para o caso nao-unitario. A aplicacdo dos operadores
inversos aos da primeira etapa garante a solucao codificada no subespaco no
qual todos ¢-bits auxiliares possuem valor nulo.
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A relacao entre os indices m e j pode ser compreendida com base na etapa seguinte
do processo. Para que seja associada o expoente matricial correto ao respectivo coeficiente,
é necessario que o numero de algarismos 1 na representacao binaria de m seja idéntico ao
valor da poténcia j desejada. Uma vez que todos os k e k — j algarismos dos respectivos
ntimeros 2¢ — 1 e 277 — 1 sdo todos iguais a 1, a subtracdo desses dois termos (2F — 2F77)
resulta em um nimero cuja representagdo bindria contem exatamente j algarismos 1 (a
posigao destes é irrelevante), satisfazendo a condigao para que seja aplicado o expoente
matricial correto. J& o termo 7 (inserido junto as poténcias de t) possui a fungao de cancelar
o divisor oriundo da equagao (4.59), que ocorre devido ao fato destes operadores sempre
produzirem estados normalizados, enquanto os coeficientes das combinacoes lineares das
matrizes utilizadas para expandir M nao atendem necessariamente a uma condigao de

normalizacao.

O primeiro operador aplicado (\7) possui, assim como no caso unitario, a fungao
de inserir coeficientes que possam cancelar os termos G e H que permanecem dividindo as
diferentes parcelas marcadas pelos estados |0) e |1) atreladas ao primeiro ¢-bit auxiliar.
Como os operadores unitarios possuem restrigoes sobre seus coeficientes, o resultado

conterd um fator multiplicativo 5, com S = G? + H?, tal que:

G H
H -G

L1
V==

. (4.62)

Apoés a aplicagao desta sequéncia de operadores, o estado do sistema sera descrito

por:

=l >ZW|> (5 VA i)

(4.63)

HéEon

Y1) = ; Z\/_|J>)®k |z0) +

7=0

E importante ressaltar que os operadores Vs apresentam uma grande quantidade
de termos nulos. Os termos 777, que foram originados pelos termos v* resultantes de k
aplicacoes de VT em cada um dos registros auxiliares (os quais foram apenas parcialmente
cancelados pelas operagoes anteriores) serao cancelados posteriormente pela aplicagoes
dos operadores inversos de VAT, que também retornardo, em cada parcela, os k — i g-dits

nao utilizados ao estado |0); .

Apés a segunda etapa (Fig. 33), o estado emaranhado do sistema serd descrito por:

I

Z"}/k 7

|1h2) = |0 Z

1 B¢ =

+§|1>ZM e 1) (5 ) V) ) (3 1)

> (Z |]> \/oz_jAj)@i |x0> (Z \/@ |J'>)®k—i
i = (4.64)

i=1
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Na etapa final, a aplicacdo dos operadores inversos de todos os respectivos VAT, do
operador V de V; e V,2, denotados respectivamente por WT, W, Wy e W, (Fig. 34)
gera um estado cuja projecao no subespaco onde todos os ¢-bits auxiliares possuem valor

nulo é a solu¢ao multiplicada por um fator 8%, conforme descrito por:

f ||tZ

(O] (01" (012" s) = ; Zoajf\j)@ w0} + o5 2.

j= =1

4.3.5 Andlise de complexidade(caso nao-unitario)

Com os devidos detalhes elucidados, é possivel analisar a complexidade temporal

da execucao do algoritmo para o caso nao-unitario.

Nesse cenario, também ha uma série de operadores para os quais apenas importa a
analise da atuagao no estado |0). Todos estes podem ser implementados como operadores
de preparacao de estado, desde que seus respectivos coeficientes sejam devidamente
ajustados. Os VT ¢ seus respectivos inversos agem em estados L-dimensionais, e portanto
apresentam complexidade de implementacao de O(L) (visto que os mesmos podem ser
aplicados simultaneamente). Os pares de operadores {ﬁx,Ub} e {\751, \732} podem ser

implementados com complexidades de O(N) e O(2*), respectivamente.

Para aplicar as devidas poténcias de todas as parcelas da matriz nao unitaria,
utiliza-se k sequéncias de operadores que agem em n g-bits, controlados por (logsL + 1)
g-bits (arranjo de ¢-bits que forma um L-g-dit). Com base nos protocolos de implementacao
de uma matriz geral, a complexidade serd de O(4("+egz(l)+1)y = O(L2N?).

Ao considerar todas as etapas, a complexidade final serd de O(N+L+2*+kL>N?) =
O(2¥+kL?N?). Com relagio & variacdo com N, ainda hd, em certos cendrios, vantagens com
relacdo ao caso classico. Por outro lado, a dependéncia com k gera desvantagens em relagao
ao caso unitario. O ganho obtido com relacao ao caso classico é, em diversas situagoes,
inferior ao mencionado no trabalho desenvolvido pelos autores [23], uma vez que estes nao
nao levam em consideragao o escalamento com O(N?) resultante da implementacao das

matrizes A. Este detalhe serd discutido no Apéndice A.



5 Conclusao

A analise de complexidade de algoritmos quanticos requer precaugao com relacao a
certas nuances, principalmente no que diz respeito a decomposicao adequada de portas de

multiplos ¢-bits, preparacao dos estados iniciais e tomografia completa do estado final.

Se todos detalhes forem considerados, é possivel concluir que qualquer algoritmo
que dependa de preparagao de estados terd uma complexidade temporal de ao menos O(V)
(o termo N = 2" refere-se a dimensao do subespago no qual se prepara o estado) caso o
método tradicional seja utilizado. Uma rota aparentemente promissora para esta etapa é a

utilizagdo de uma ¢-RAM.

Segundo Tao Xin et.al. de [23], a complexidade associada a preparacao de estados
(essencial para o algoritmo apresentado) poderia ser reduzida drasticamente (para O(logN))
se 0 uso de memoria quantica aleatéria (q-RAM) for possivel. De fato, hd propostas
tedricas para a construcao de uma q-RAM [49], que ainda nao foram implementadas
experimentalmente, de modo que ainda nao se sabe exatamente quais seriam as dificuldades
técnicas relacionadas a construcao de uma q-RAM completamente funcional. Também ha
uma questao que nao é discutida quando citam o uso da mesma como possibilidade de
preparacao eficiente de estado, ao assumir que o estado quantico desejado ja esta preparado
na g-RAM e que o acesso e transferéncia deste para os g-bits de trabalho possuam um
custo da ordem de O(log(N)). Nao ha discussido sobre o processo pelo qual estes estados
seriam preparados e o respectivo custo. Desse modo, se considerarmos que esse processo é
equivalente aos protocolos mais eficientes registrados na literatura, ainda assim o custo

seria da ordem de O(N).

As consideracoes prévias referentes a preparacgao de estados, bem como a necessidade
de implementacio de matrizes N x N, resultam em uma complexidade polinomial O(N?)
para o algoritmo de resolugdo de equagoes diferenciais minuciosamente analisado, ja que as
matrizes N x N apresentam uma complexidade de implementacio O(N?) (como resultado

da decomposi¢ao em portas C-NOT e de um ¢-bit).

O proéprio Tao XIN et. al. 23] afirma que a complexidade do algoritmo apresentado
escala com a dimensdo N da matriz do sistema por uma ordem O(logN), tanto para o caso
unitario quanto para o caso nao-unitario. Essa divergéncia é oriunda do fato de assumirem
que matrizes gerais (sem restrigoes sobre seus coeficientes) podem ser implementadas com
uma complexidade cuja dependéncia escala logaritmicamente com N, ou seja, O(log(N)), o
que é uma afirmacao errdnea (conforme a andlise realizada no Apéndice A). Sendo assim, o
ganho exponencial afirmado pelos autores fica restrito a situagoes especificas (matrizes que

podem ser decompostas como um produto tensorial de elementos pertencentes a alguma
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base do espaco vetorial das matrizes 2x2).

As etapas posteriores de pés-processamento aumentariam a complexidade dos
métodos. Neste contexto, o processo de tomografia de estados (necessario para a recons-
trucao da informagao completa sobre um estado quantico) pode ser realizado de diversas
maneiras, cuja complexidade varia entre O[(log")?] e O(N*logN) [47], (h4 procedimentos
que possuem O(N) e satisfazem as necessidades inerentes ao algoritmo de resolugao de
equacoes diferenciais). Desta maneira, o principal fator responsavel pela complexidade do

algoritmo ¢ intrinseco e nao se deve ao pés-processamento.

Existem plataformas de simula¢do (como a Qiskit, da IBM) que permitem simular
algoritmos quanticos dos mais diversos tipos. O desenvolvimento e andlise de simulac¢oes
visando melhorias e adequacoes aos processos mais eficientes de preparacao de estado e

decomposicao de portas de multiplos ¢-bits serao consideradas para os proximos trabalhos.
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A Complexidade de operacoes nao-unitarias

Os fundamentos até entao discutidos e aplicados estabelecem a unitariedade das
portas aplicadas na computagao quantica, porém ha uma maneira de emular a aplicacao
de portas nao-unitarias [53] através da utilizacdo de um conjunto de ¢-bits auxiliares. Este
tipo de operacgao ¢ utilizada como subrotina no algoritmo para resolugao de equagoes
diferenciais [23] e hé alguns aspectos importantes a serem abordados sobre a complexidade

destas.

O processo foi originalmente implementado como uma forma de simular canais
quénticos (um tipo de mapa completamente positivo e com preservagao de trago, CPTP)

utilizando processadores quanticos baseados em ressonancia [53].

Os canais especificos abordados descrevem a evolucdo de um sistema quantico
aberto (que interage com o ambiente). Tais operagoes sao descritas em termos de uma
matriz de densidade p (uma varidvel descritiva de sistemas quanticos que pode, em certas
circunstancias, servir como generalizacao do estado quantico). O canal pode ser descrito

por:

e(p) = 3 Bupl]. (A1)

Os operadores B, sdo denominados operadores de Kraus, e obedecem a seguinte
condicao:
S -1 (A2)
k

Foram abordados Ej, especificos, descrevendo trés tipos de canais quanticos: Ampli-
tude damping (AD), depolarizing(DEP) e phase damping(PD), porém um algoritmo geral
que permite simular qualquer B é apresentado. Para a realizagdo do processo, é necessario
uma descricao dos operadores E), em termos de uma base de operadores unitarios, ou seja,

expressa—los de acordo com a seguinte relagéo:
A L A
i=1

Embora os trés canais cuja simulacao foi implementada experimentalmente sejam
descritos em termos da base {I,6,,5,,6,}, o algoritmo permite a implementacao de
operadores E de qualquer dimensao, expandidos por qualquer base unitaria coerente com

esta.

Sendo satisfeita a condi¢ao expressa na equagdo (A.3), a acao do canal € pode

ser simulada através do circuito ilustrado na Fig. 35. A construgao utiliza também um
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L-qdit, com L niveis e logs(L) ¢-bits, e um conjunto de operagoes unitarias U controladas,

correspondentes as mesmas listadas na equagao (A.3).
[0),. V f e W

0" { A A

Figura 35 — Simulacao geral de canais quanticos (ou qualquer opera¢ao nao unitaria). O
operador \Y% codifica, no espaco auxiliar, os coeficientes da combinacao de
operadores unitarios desejada. A sequéncia de operadores ﬁj utiliza as bases
do espaco auxiliar como controle para criar uma combinacgao destes operadores
aplicada no estado de trabalho. Por fim, a aplicacao do operador W garante
que a combinacgao de operadores desejada esteja codificada no subespago no
qual todos os ¢-bits auxiliares possuem valor nulo.

A agao de um canal quantico como o descrito pela equagao (A.1) nao envolve apenas
um unico operador ndo-unitario, mas varios que obedecem a equagao (A.2), o que resulta
no fato dos coeficientes das matrizes representativas de Ve W obedecerem restrigoes
que nem sempre permitem que a matriz de W, especificamente, possa ser simulada por
um procedimento de preparacao de estados. Para os propoésitos inerentes a utilizagao no
algoritmo para resolucao de EDOs, porém, ndao ha necessidade de aplicagdo de varios
operadores nao-unitérios diferentes (apenas um e suas respectivas poténcias). Neste caso,
conforme discutido no capitulo anterior, os operadores VeW podem ser implementados
através de procedimentos de preparacgao de estados, pois ¢ suficiente que os coeficientes das
matrizes de Ve W tenham restricdo apenas sobre a primeira coluna, podendo o restante

destas apresentar quaisquer valores que as tornem unitarias.

Dada uma expansao do operador nao-unitario V em termos de uma base unitaria
como na equagao (A.3), os termos matriciais relevantes (primeira coluna) sao entao

definidos por:

Vi, 0] = \ﬁ_ (A4)

Consequentemente, o estado do sistema apods a aplicagao do operador em questao

sera descrito por:

iy10)*" s M = Zlaz (A.5)

i=0 =1

Y1) =

Em seguida, ha a aplicacao das multiplas operacoes U, controladas , que levam o
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sistema ao seguinte estado:

i) = 3 Y20 010y (A6)

A aplicacao do operador W = V' leva o sistema ao seu estado final:

W(0,i] = \/]\;‘_

L-1 L-1
=" Vai Y Wi l) U 0)°". (A7)
i=0 §=0

Este ultimo estado pode ser separado em duas parcelas. Uma correspondente ao
subespaco no qual todos os ¢-bits auxiliares sao nulos e outra para os demais estados do

sistema auxiliar, de acordo com a seguinte relacao:

L-1

|3) = Z a; [0)*F 0, [0)*" + Z @Z Wi 3) U |0)*" (A.8)

=0

Se for realizada uma medicao cujo resultado corresponda ao subespaco no qual
todos os auxiliares sao nulos, o resultado sera o estado desejado, exceto por uma constante

de normalizacao:

(0% s (Z O”U) 0)°" (A.9)

E importante ressaltar que a aplicacao de uma combinacao linear de operadores
unitarios conforme descrita pela equagao (A.3) é uma etapa importante do algoritmo
apresentado em [53]. Embora o propésito de aplicacgdo do processo descrito na sessao
tenha sido, a principio, efetuar operacoes nao-unitarias, este pode ser usado para a realizar
qualquer operacao que seja descrita por uma combinacao linear de operadores unitarios
(incluindo outros desse tipo), o que o faz adequado para efetuar as somas de poténcias

(unitarias e ndo-unitdrias) existentes no algoritmo para a resolugao de EDOs.

Cada uma das operagoes controladas (Cmﬁ, conforme a notagdo apresentada nos
capitulos anteriores) pode ser efetuada através de um conjunto de portas C-NOT e de um
g-bit. O processo de decomposicao é similar ao apresentado no Cap. 3. Para tal tipo de
construcao, nao ha exigéncia de que U seja uma porta de um ¢-bit, mas ha acréscimo na
complexidade caso nao seja. A decomposicao de uma operacao controlada é ilustrada na
Fig. 36. O operador V é tal que V2 =T

A acdo do operador multicontrolado pode ser compreendida levando em conta trés
diferentes casos: Quando os m — 1 primeiros ¢-bits de controle apresentam ao menos um
valor diferente de um, serdo ativados V e VT caso o dltimo g-bit seja um, ou nenhum dos
operadores, caso seja zero. Como V ¢ o inverso de VT, entdo ambas situagoes resultam na
inexisténcia de alteracao em qualquer dos ¢-bits. Se os m — 1 primeiros ¢-bits de controle

apresentarem todos valor um, e o ultimo valor zero, a porta VT serd ativada e a C™ 'V
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também, resultando novamente na aplicacao do operador identidade. Por fim, se todos os
g-bits de controle apresentarem valor um, apenas a primeira V e a C™ 'V serdo ativadas,
e como V2 = fJ, o resultado obtido estarad de acordo com o propédsito inerente a construcao
(aplicagao de U se todos os g-bits de controle apresentarem valor um, e inalteragao no

caso contrario).

‘il - - - -
—— + + .
- - - .
- - - -
m ——

. - - -
> » - -

— ' g . .

Figura 36 — Decomposicao de porta multicontrolada. As portas V sdo tais que V2 = U Este
arranjo, com alternancia entre as portas \7, Vie portas NOT multicontroladas
garante que nao havera um resultado final equivalente a aplicacao da identidade
no ¢-bit alvo somente se todos os ¢-bits de controle apresentarem valor um. E
somente neste caso, o resultado é a aplicacao de U nos g-bits de trabalho.

A complexidade total pode ser analisada levando em consideracao o carater recur-
sivo da operagao, através da contabilizacao das quatro portas utilizadas no processo. A
complexidade das portas NOT controladas é de O(n), e a das portas Ve Vi pode ser
denotada por C(n) (visto que estas podem ser qualquer operagao, a principio). Como a
implementacao apresentada exige recursivamente a utilizagdo de uma porta C™ 1V ao

final, entdo esta tem complexidade temporal (denotada por T) dada por:

T'(m,n) =0(m)+C(n)+T(m—1,n). (A.10)

A recursao expressa pela equacao (A.10) devera ser repetida m vezes, de forma tal

que a complexidade final resultante pode ser descrita por:

T(m,n) = mC(n) +mO(m) = m* + mC(n). (A.11)

A complexidade C'(n) associada a implementagao de um operador atuando em
n g-bits, conforme desenvolvido no Cap. 3, é de O(4"), portanto resulta que o pro-
cesso de implementacao de operagoes controladas possui uma complexidade total de
O(m? + m4™) = O(m?* + mN?). Para casos especificos como o citado em [23], nos quais
supoe-se como previamente conhecida uma decomposicao da matriz de interesse a ser

implementada em produtos tensoriais de operadores pertencentes a uma base unitaria do
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espaco das matrizes bidimensionais, a complexidade C(n) é reduzida para O(1). Desta
maneira, para este conjunto finito de casos (produtos das possiveis permutagoes dos quatro
operadores pertencentes & base unitédria), resulta uma complexidade total de O(m? + m)

para implementacao das operacoes multicontroladas.



B Cédigos computacionais
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from giskit import*

import numpy as np

from numpy import linalg as la
from numpy.linalg import norm
import matplotlib.pyplot as plt
import math

import cmath

#Funcao que cria um vetor com os algarismos binarios de 'num', usando
'dig' digitos
def binr(dig,num):
a=[int(x) for x in list('{0:0b}'.format(num))]
for j in range(dig-len(a)):
b=[0]+a
a=b
return a

#Funcdo que gera uma matriz M-dimensional s6 com elementos nulos.
def mat zero(M):
aux1l=[0.0]
for i in range(M-1):
auxl=aux1l+[0.0]
aux2=[auxl]
for i in range (M-1):
aux3=np.concatenate((aux2, [aux1l]), axis=0)
aux2=aux3
return aux3

#Funcdo que gera os angulos a serem usados nas rotacbées uniformemente
controladas
def ang(vec):
dim=len(vec)
n=int (np.log2(dim))
y=mat_zero(dim)
z=mat_zero(dim)
c=mat_zero(dim)
a=mat zero(dim)
nums=[0]*dim
#Inicializando, no ultimo nivel das matrizes, variaveis
correspondentes ao modulo e argumento do estado.
for m in range(dim):
c[n][m]=abs(vec[m])
a[n][m]=cmath.phase(vec[m])
auxn=[0]*n
for m in range(n):
auxn[m]=n-m-1

#0s aux sdo as variaveis para percorrer a "arvore" do ultimo até o
primeiro nivel.

for aux in auxn:
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for j in range(pow(2,aux)):
k=j*2#Como o calculo do angulo sempre envolve dois termos,
é preciso percorrer na ordem correta

catetol=c[aux+1][K]

cateto2=c[aux+1][k+1]

hip=np.sqrt(pow(catetol,2)+pow(cateto2,2))

formatted string = "{:.6f}".format(hip)

var=float(formatted string)

if (var!=0.000000):
ylaux][jl=2*np.arctan2(cateto2,catetol)

else:
ylaux][j1=0.0

claux][jl=hip

#Devido a convencao do qiskit, parcelas com sinais

diferentes.

if(aux!=0):
z[laux][jl=-alaux+1][k]+a[aux+1][k+1]
alaux][jl=alaux+1]1[k]+0.5*%z[aux][j]

else:
z[aux][jl=-2*alaux+1][k]
s=alaux+1][k+1]-0.5*%z[aux][]]

return dim,n,s,y,z

#Funcao para criar um vetor que contem uma "contagem regressiva" de n
até n-m+1.
#Sera necessario para indicar a ordem correta das portas controladas,
devido a convencdo do Qiskit.
def seq(n,m):

v=[n]

for i in range(m-1):

v=v+[n-i-1]
return v

#Funcao com o mesmo propdésito da anterior, mas cria sequéncia
crescente do inicial "init" até o final "fin".
def ord seq(init,fin):

v=[init]

n=fin-init

for i in range(n):

v=v+[init+i+1]
return v

#Funcao que efetivamente cria o cicrcuito de preparacao de estados.
def prep(vec):

tam,qbits,shift,ang y,ang z=ang(vec)

ycircuit=QuantumCircuit(qbits)

zcircuit=QuantumCircuit(qbits)

ycircuit.ry(ang y[0][0],qbits-1)

zcircuit.rz(ang z[0][0],qbits-1)

indices=[0]*(qbits-1)

for m in range(gbits-1):
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indices[m]=m+1
for indice in indices:
for j in range(pow(2,indice)):
gcz=QuantumCircuit(1)
gcy=QuantumCircuit (1)
qcy.ry(ang_y[indice][j],0)
gcz.rz(ang z[indice][j],0)
k=j*pow(2,qbits-indice)
vec=binr(gbits, k)
for i in range(indice):#Devido a convencdo do qiskit de
mapeamento.Laco para mudar os controles de 1 para 0.
if(vec[i]==0):
ycircuit.x(qgbits-i-1)
zcircuit.x(gbits-i-1)

#Aplicacdo da rotacdo, com o angulo adequado e quantidade
de controles certa, no devido q-bit.

con_y=qcy.to gate().control(indice)

con_z=qcz.to gate().control(indice)

ycircuit.append(con y,seq(gbits-1,indice)+[qgbits-1-
indicel)#Um artificio para ajustar os parametros.

zcircuit.append(con z,seq(qbits-1,indice)+[qbits-1-
indicel)# [controles] +[alvos]

for i in range(indice):
if(vec[i]==0):

ycircuit.x(qbits-i-1)

zcircuit.x(qgbits-i-1)
cirprep=QuantumCircuit(gbits)
cirprep=cirprep.compose(ycircuit, range(qbits))
cirprep.p(shift,qgbits-1)#0 deslocamento necessario para a correcao

do ultimo angulo na CZ.

cirprep=cirprep.compose(zcircuit, range(qbits))
return cirprep

#Cria matrizes garantidamente unitarias para teste do algoritmo
#...estas sao puramente reais, mas para finalidade de teste é
suficiente.
def unitarygen(thetas):
dim=len(thetas)
produto=[1]
for i in range(dim):
t=thetas[i]/2
fator=[[np.cos(t),-np.sin(t)],[np.sin(t),np.cos(t)]]
aux=produto
produto=np.kron(fator,aux)
return produto

def div mat(M,e):
dim=len(M[0O])
A=mat_zero(dim)



104 Apéndice B. Cédigos computacionais

for i in range(dim):
for j in range(dim):
A[il[j1=M[i][j]l/e
return A

def C(M,vec,n,t):
aux=(norm(vec)*(t)**n)/np.math.factorial(n)
return aux

def D(M,vec,n,t):
aux=(norm(vec)*(t)**(n-1))*t/np.math.factorial(n)
return aux

def CG(num,vec,n,t):
aux=(norm(vec)*((num*t)**n))/np.math.factorial(n)
return aux

def DG(num,vec,n,t):
aux=(norm(vec)*((num*t)**(n-1))*t)/np.math.factorial(n)
return aux

def Solanoun(M,b,x0,t,k):#Caso com matriz unitaria
N=1en(x0)
n=math.ceil(np.log2(N))
anc=math.ceil(np.log2(k+1))
Cnum=0.0
Dnum=0.0
ve=[0]*(2**anc)
vd=[0]*(2**anc)
aux=0.0

#Calculando C,D e N
for i in range(k+1):
aux=aux+C(M,x0,1,t)
Cnum=np.sqgrt(aux)
aux=0.0
for i in range(k):
aux=aux+D(M,b,i+1,t)
Dnum=np.sqrt(aux)
alep=np.sqrt(Cnum**2+Dnum**2) #(alep=N)

#Calculando a primeira coluna dos operadores Vsl e Vs2
for i in range(k+1):
vc[i]=np.sqrt(C(M,x0,1i,t))/Cnum
for i in range(k):
vd[il=np.sqrt(D(M,b,i+1,t))/Dnum
#As constantes C, D e N sdo garantidamente reais, devido a forma
como sao definidas.

#Calculando e aplicando a primeira porta V
v=[[Cnum/alep,Dnum/alep], [Dnum/alep, -Cnum/alep]]
circ=QuantumCircuit (n+anc+1)
circ.unitary(v,n+anc)
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#Aplicando Ux e Ub controlados.

conUx=prep(x0).to gate().control(1)

conb=prep(b).to gate().control(1)

circ.x(n+anc)
circ.append(conUx, [n+anc]+ord seq(0,n-1))#[controles] +[alvos]
circ.x(n+anc)

circ.append(conb, [n+anc]+ord seq(0,n-1))

#Aplicando as Vsl e Vs2 controladas.
conVsl=prep(vc).to gate().control(1)
conVs2=prep(vd).to gate().control(1)
circ.x(n+anc)
circ.append(conVsl, [n+anc]+ord seq(n,n+anc-1))
circ.x(n+anc)
circ.append(conVs2, [n+anc]+ord seq(n,n+anc-1))

#Aplicando as Um controladas.

circl=QuantumCircuit(n+anc+1)

A=M

for m in range(anc):
auxc=QuantumCircuit(n)
mpow=1la.matrix_power(A,2**m)
auxc.unitary(mpow,ord seq(0,n-1))
conUm=auxc.to gate().control(1)
circl.append(conUm, [n+m]+ord seq(0,n-1))

#Aplicando as inversas de Vs2, Vs2, Ux e Ub.
conVsldag=prep(vc).to gate().inverse().control(1)
conVs2dag=prep(vd).to gate().inverse().control(1)
circl.x(n+anc)
circl.append(conVsldag, [n+anc]+ord seq(n,n+anc-1))
circl.x(n+anc)
circl.append(conVs2dag, [n+anc]+ord seq(n,n+anc-1))
circl.unitary(v,n+anc).inverse()
circ=circ.compose(circl, range(n+anc+1))

return alep,circ

def solanogen(M,mats,coefs,b,x 0,t,k):#Caso com matriz geral.
n=math.ceil(np.log2(len(x _0)))
L=len(coefs)
gdits=math.ceil(np.log2(L))
arr=[0]*L
soma=0.0
for i in range(L):
soma=soma+coefs[i]
fator=soma

#Calculo das constantes gl1,92
aux=0.0
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for i in range(L):
aux=aux+coefs[i]

g1=0.0

for i in range (k+1):
gl=gl+CG(fator,x 0,1i,t)

gl=np.sqrt(gl)

g2=0.0

for i in range(k):
g2=92+DG(fator,b,i+1,t)

g2=np.sqrt(g2)

S=g1**2+g2**2

#Criando e aplicando a primeira porta v
c=np.sqrt(gl**2+g2**2)
v=[[gl/c,g92/c],[92/c,-gl/c]]
reg=1l+k+k*qdits+n
circ=QuantumCircuit(regq)
circ.unitary(v,reg-1)

#Criando e aplicando as VT como prepracdo de estados
vecV=[0]*(2**qdits)
for i in range(L):

vecV[i]=np.sqrt(coefs[i])
gate=prep(vecV).to gate()
for i in range(k):

init=n+i*qdits

fin=init+qdits-1

circ.append(gate,ord seq(init,fin))

#Criando e aplicando Ux e Ub.
conUx=prep(x _0).to gate().control(1)
conb=prep(b).to gate().control(1)
circ.x(reg-1)
circ.append(conUx,[reg-1]+ord seq(0,n-1))
circ.x(reg-1)
circ.append(conb,[reg-1]+ord seq(0O,n-1))
circ.barrier()

#Criando e aplicando Vsl e Vs2
vecsl=[0]*(2**k)
vecs2=[0]*(2**k)
for j in range(k+1):
ind=2%*k-2%*(k-7j)
vecsl[ind]=np.sqrt(CG(fator,x 0,j,t))
for j in range (k):
ind=2**k-2**(k-7j)
vecs2[ind]=np.sqrt(DG(fator,b,j+1,t))
al=norm(vecsl)
a2=norm(vecs2)
for j in range(2**k):
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11)

vecsl[j]=vecsl[j]/al

vecs2[jl=vecs2[jl/a2
convsl=prep(vecsl).to gate().control(1)
convs2=prep(vecs2).to gate().control(1)
circ.x(reg-1)
circ.append(convsl,[reg-1]+ord seq(n+k*qdits,n+k*qdits+k-1))
circ.x(reg-1)
circ.append(convs2,[reg-1]+ord seq(n+k*qdits,n+k*qdits+k-1))
circ.barrier()

#Criando e aplicando as multiplas U controladas
for i in range(k):
for j in range(L):
vec=binr(qdits,j)
auxc=QuantumCircuit(n)
auxc.unitary(mats[j],ord seq(0,n-1))
gate=auxc.to gate().control(qdits+1)
fin=reg-k-2-i*qdits
init=fin-qdits+1
for h in range(qdits):
if(vec[h]==0):
circ.x(init+h)
circ.append(gate,[reg-2-i]+ord seq(fin-qdits+1,fin)+[0,n-

for h in range(qdits):
if(vec[h]==0):
circ.x(init+h)
circ.barrier()

#Aplicando os operadores inversos de Vsl e Vsl.
convsldag=prep(vecsl).to gate().inverse().control(1)
convs2dag=prep(vecs2).to gate().inverse().control(1)
circ.x(reg-1)
circ.append(convsldag, [reg-1]+ord seq(n+k*qdits,n+k*qdits+k-1))
circ.x(reg-1)

circ.append(convs2dag,[reg-1]+ord seq(n+k*qdits,n+k*qdits+k-1))
circ.barrier()

#Aplicando os inversos dos VT
gatedag=prep(vecV).to gate().inverse()
for i in range(k):
init=n+i*qdits
fin=init+qdits-1
circ.append(gatedag,ord seq(init,fin))

#Aplicando a W, inversa de V.
circ.unitary(v,reg-1).inverse()
return S,circ
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#Procedimento para extrair a solucao do vetor de estado completo
gerado pelo algoritmo do Tao Xin et. al.
def getsol(vec, anc, num):
sol=[0]
tam=1en(vec)
dig=math.ceil(np.log2(tam))
for i in range(tam):
alg=binr(dig,1i)
aux=0
for j in range(anc):
aux=aux+alg[j]

if (aux==0):
sol=sol+[vec[i]*num]
return sol

def summat(ml,m2):
dim=len(ml)
s=mat zero(dim)
for i in range(dim):
for j in range (dim):
S[il[jl=ml[i][j]1+m2[i][]]
return s

#Teste unitdrio.

M=unitarygen([math.pi/6,math.pi/4])
b=[1.9,0.1,0.8,2.6]

x0=[0.3,0.1,2.0,1.2]

N,cir=Solanoun(M,b,x0,0.2,6)

backend=BasicAer.get backend('statevector simulator")
result = execute(cir, backend).result()

psi = result.get statevector(cir)
print(getsol(psi,4,N**2))

#Teste com a matriz anterior, com n maior e t maior
M=unitarygen([math.pi/6,math.pi/4])
b=[1.9,0.1,0.8,2.6]

x0=[0.3,0.1,2.0,1.2]

N,cir=Solanoun(M,b,x0,1.3,13)

backend=BasicAer.get backend('statevector simulator')
result = execute(cir, backend).result()

psi = result.get statevector(cir)
print(getsol(psi,5,N**2))

M=unitarygen([math.pi/3,math.pi/5])
b=[0.5,0.3,0.0,1.5]

x0=[0.3,0.1,2.0,1.2]

N,cir=Solanoun(M,b,x0,0.2,3)

backend=BasicAer.get backend('statevector simulator')
result = execute(cir, backend).result()
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psi = result.get statevector(cir)
print(getsol(psi,3,N**2))

#Teste ndo unitario.
U=unitarygen([math.pi/3,math.pi/5])
V=unitarygen([math.pi/6,math.pi/4])

W=div mat(V,2)
M=summat (U,W)

b=[1.9,0.1,0.8,2.6]
x0=[0.3,0.1,2.0,1.2]
S,circ=solanogen(M, [U,V],[1,1/2],b,x0,0.4,4)

backend=BasicAer.get backend('statevector simulator")
result = execute(circ, backend).result()

psi = result.get statevector(circ)
print(getsol(psi,9,S))

S,circ=solanogen(M, [U,V],[1,1/2],b,x0,0.8,5)
backend=BasicAer.get backend('statevector simulator')
result = execute(circ, backend).result()

psi = result.get statevector(circ)
print(getsol(psi,11,S))

#0utra matriz, agora combinacdo de 3 unitarias.

A=unitarygen([math.pi/3,math.pi/5])
B=unitarygen([math.pi/6,math.pi/4])
C=unitarygen([math.pi/8,math.pi/7])

U=A

V=div mat(B,2)

W=div _mat(C, 3)

M=summat (summat(U,V) ,W)

S,circ=solanogen(M, [A,B,C],[1,1/2,1/3]1,b,x0,0.2,4)
backend=BasicAer.get backend('statevector simulator")
result = execute(circ, backend).result()

psi = result.get statevector(circ)
print(getsol(psi,13,S))
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