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RESUMO

O estudo apresentado neste trabalho teve como objetivo a formacao e otimizacao de
carteiras de investimento com 20 agoes negociadas na B3 com base na teoria de Markowitz
sobre diversificagao e na Programacao Linear, considerando a minimizagao do risco de
carteira, modelado a partir de um problema de programacao quadratica e resolvido através
de algoritmo implementado computacionalmente. O periodo de coleta de dados iniciou-se
em 2020, ano em que houve uma crise economica mundial em razao da pandemia da
COVID-19 e consequentes medidas de isolamento. Foram formadas trés carteiras durante
o periodo pandémico e observadas entre Janeiro de 2021 e Marco de 2022, apresentando
resultados dentro do esperado em comparagao a estratégia 1/n e a variagao percentual do

Ibovespa.

Palavras-chave: teoria de Markowitz, programacao linear, carteira de investimento,

periodo pandémico.



ABSTRACT

The study presented in this project aimed at the formation and optimization of portfolios
with 20 shares traded on B3 based on Markowitz’s modern portfolio theory and Linear
Programming, considering the minimization of portfolio risk, modeled from a quadratic
programming problem and solved through computationally implemented algorithm. The
data collection period began in 2020, when there was a global economic crisis due to the
COVID-19 pandemic and consequent isolation measures. Three portfolios were formed
during the pandemic period, which were observed between January 2021 and March 2022

and showed results as expected compared to the 1/n strategy and the Ibovespa variation.

Keywords: modern portfolio theory, linear optimization, pandemic period.
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1 INTRODUCAO

A humanidade aprendeu com seu proprio desenvolvimento a adaptar-se ao uso de
recursos escassos, sejam eles os insumos para a agricultura, as ferramentas para caga, as
estagoes favoraveis ao pasto ou mesmo as tropas disponiveis para batalha, lastro para
estabilidade economica e tempo para as tarefas diarias.

Seja para demandas primitivas ou problemas modernos, a escassez de recursos é um
problema que permeia a civilizagao e tornou-se objeto de muitos estudos, em especial com
o inicio da Segunda Guerra Mundial, dando inicio a area de pesquisa chamada Pesquisa
Operacional, que pode ser entendida como um método cientifico de tomada de decisao e
auxilia na administracao desses recursos.

Dentro da Pesquisa Operacional existe a Programacao Linear, uma area que busca
otimizar problemas reais modelados matematicamente através de uma funcgao linear que
atende a restricoes lineares. Por meio da programacao linear, diversos problemas que
envolvem recursos escassos puderam ser otimizados ao longo da historia recente, por
exemplo, o uso de radares militares e distribuicao de tropas durante a Segunda Guerra
Mundial.

Em meio ao cendrio de guerra, surge a figura de George Dantzig, mateméatico norte—
americano que tornou-se referéncia no campo de pesquisa operacional gracas as suas
publicacoes sobre resolugao de problemas de programacao linear através de um método
chamado Simplex. Esta ferramenta permitiu resolver problemas cada vez maiores devido
a sua aplicabilidade computacional.

Um dos problemas de programacao linear estd no campo das financas, em especial na
otimizacgao de carteiras de investimento. Sendo o capital aplicado um recurso limitado,
conhecer formas de otimizar a alocagao desses recursos faz nao s6 com que seja possivel
obter maiores lucros, como também proteger um patrimonio de forma mais inteligente e
segura.

O economista americano Harry Markowitz desenvolveu uma teoria para construcao de
carteiras de investimentos, ou portfélio, tendo como principal base a diversificacao entre
os ativos que compoem este conjunto, isto ¢, nao alocar todo o recurso disponivel em
apenas um lugar, mas definir parcelas de todo o valor disponivel para serem alocadas em
investimentos diversos, observando a relagao de suas curvas de valorizacao. Markowitz
recebeu em 1990 o Prémio Nobel de Economia devido a suas contribui¢oes para a éarea.

Markowitz e Dantzig se conheceram e sabiam sobre o trabalho um do outro. Aliando
a diversificagao inteligente entre os ativos e um método matematico para determinar o
peso de cada um deles na carteira é possivel maximizar lucros, expondo-se a mais riscos

ou minimizar os riscos, ainda que com uma rentabilidade menor.
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Conhecer essas pesquisas e aplica-las em situacgodes reais permite ao investidor um
planejamento mais acertivo de seus investimentos pensando em diferentes metas e
diferentes prazos, dependendo do nivel de risco que esta disposto a expor-se.

Em 2020, iniciou-se a pandemia da COVID-19 e com ela, uma crise sanitaria
generalizada que afetou rapidamente a economia mundial. Foi observada uma queda
abrupta nas bolsas de valores ao redor do mundo, inclusive no Brasil. O que podia
parecer um desastre total para os investidores de agoes, logo comegou a ser visto como um
momento com 6timas oportunidades de lucro, apostando numa recuperacao da economia
em razao dos avangos na busca por uma vacina contra a doenca.

O estudo aqui apresentado justifica-se pela alta procura por investimentos em renda
variavel pelo pequeno investidor que, muitas vezes, nao estd preparado educacional nem
psicologicamente para envolver-se com a bolsa de valores e os riscos que maus investimentos
podem causar. Outro fator importante estd no olhar do investidor aos periodos de maior
crise durante a histéria e como esses periodos podem gerar oportunidades de ganhos.

O objetivo geral deste trabalho é formar trés carteiras de investimento em agoes listadas
na Bolsa de Valores do Brasil, a B3, através da Teoria Moderna de Portfélio, de Markowitz,
minimizando seu risco por meio da resolu¢ao de um problema de programacao quadratica
através de um algoritmo implementado computacionalmente.

Os objetivos especificos desta pesquisa estao descritos a seguir:

o Apresentar o referencial teérico adotado para a pesquisa, apresentando um estudo

sobre as areas de Pesquisa Operacional e Teoria de Markowitz.

o Tracar um panorama histérico em relagao as crises financeiras ja enfrentadas pelo

mercado de agoes.

o Modelar matematicamente um problema de selecao de carteiras que visa minimizar

seu risco diversificavel através da Teoria de Markowitz.

e Resolver um problema de programacao quadratica para solu¢ao numérica do

problema real.

o Analisar os resultados obtidos por meio de comparagoes com outras estratégias.

Este trabalho esta dividido em capitulos, sendo que o capitulo |2 traz um breve historico
sobre a Pesquisa Operacional e fornece o referencial tedrico dos métodos matematicos
utilizados neste trabalho.

No Capitulo [3] é apresentada a Teoria Moderna de Portfélio, que fundamenta a
diversificagao inteligente de uma carteira de investimentos.

O Capitulo |4 mostra o panorama econdémico vivido no periodo de observacao, a partir
do ano de 2020 até margo de 2022. Neste intervalo de tempo a pandemia da COVID-19

influenciou diretamente o mundo dos investimentos e criou um cendrio imprevisivel.
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No Capitulo [5| sao montadas as carteiras de investimento através da Teoria Moderna
de Portfélio e serao formulados os problemas de programacao quadratica para resolucao
computacional com o pacote cvxopt em linguagem Python.

O Capitulo [6] ¢ dedicado as discussoes acerca dos resultados obtidos frente ao que se
esperava no momento da construgao das carteiras. Os resultados obtidos serdo comparados
a estratégia 1/n, ao Ibovespa que é o principal indice da bolsa brasileira e as carteiras
recomendadas de maior destaque no periodo.

No Capitulo [7] sdo feitas as consideragdes finais sobre o trabalho, bem como a sugestao

de temas para trabalhos futuros.
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2 PESQUISA OPERACIONAL

A administracdo de recursos finitos é um problema complexo que pode surgir de
diferentes areas de pesquisa como em logistica, medicina, economia e engenharia. A partir
da necessidade de se estudar os campos que abrangem problemas como este surgiu a
Pesquisa Operacional (do inglés Operational Research), que é definida por Arenales et al.
(2011) como um método cientifico de tomada de decisdo, tendo como objeto de estudo
problemas reais modelados matematicamente.

A pesquisa operacional emergiu no contexto da Segunda Guerra Mundial, mas o termo
surgiu anos antes do inicio da guerra, em 1934, na Inglaterra, devido a invencao do radar.
Na guerra, a pesquisa operacional foi fundamental no estudo de problemas de operacgoes,
como otimizacao da manutencao de avides, escolha de avides para diferentes missoes e
aumento da probabilidade de destruicao de submarinos inimigos.

Dois anos ap6ds a invencao do radar, a Estacdo de Pesquisa Manor Bawdsey foi criada
em Suffolk pelo ministério britdnico de aviacao. A estacao tinha como objetivo estudar a
tecnologia dos radares e determinar como esta poderia ser utilizada na interceptacao de
avioes inimigos.

Foi em 1938 que o termo pesquisa operacional foi atribuido ao superintendente da
estacao A.P. Rowe, que também estudava a eficiéncia de técnicas de interceptacao com o
uso de radares militares.

Em 1941 foi criada a Secdo de Pesquisa Operacional do Comando de Forga Aérea
de Combate, voltada a solucdo de problemas relacionados a guerra, como controle de
artilharia antiaérea e dimensionamento de comboios de frota.

Com o final da Guerra, os estudos na area de pesquisa operacional se expandiram,
principalmente nos Estados Unidos e na Inglaterra. Em 1947 foi criado o SCOOP
(Scientific Computation of Optimal Programs) e implementado no Pentdgono como
instrumento de auxilio na tomada de decisdes sobre as operagoes da forca aérea americana.

Foi durante este projeto que George Dantzig, matematico norte-americano que viveu
entre os anos de 1914 e 2005 desenvolveu, formalizou e testou o método simplex, utilizado
para resolver problemas de programacao linear. Termo atribuido ao préprio Dantzig pelo
economista T.C. Koopmans. O método simplex serd detalhado na Secao [2.2]

Em 1952 foi fundada a ORSA (Operations Research Society of America) nos EUA e
em 1953 a ORS (Operational Research Society), na Inglarerra. No mesmo ano, foi fundada
a também americana TIMS (The Institute of Management Sciences). E perceptivel o
interesse nos estudos sobre pesquisa operacional no pés-guerra, cenario que abriu largada
para uma corrida tecnoldgica e cientifica pelo mundo.

Em 1957, na Inglaterra, a primeira conferéncia internacional sobre pesquisa operacional

foi realizada. No evento, americanos e ingleses apresentaram seus trabalhos em Oxford e
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deixaram claras as diferengas no foco de suas pesquisas. Enquanto os ingleses estudavam
casos especificos, os americanos abordavam métodos matematicos para aplicacao em
diversos temas como a otimizacao linear e a organizacao de estoques.

Nas décadas de 1950 e 1960, a pesquisa operacional foi disseminada nao somente no
setor publico como visto até aqui, mas também no setor privado, que viu uma oportunidade
de melhorar as tomadas de decisao dentro das empresas e otimizar questoes como lucro,
tempo, custos de produgao, transporte, etc.

Na década de 1970, a pesquisa operacional comegou a ser estudada em cursos de
graduacao, uma evolugdo na questao educacional, uma vez que este tema era acessivel
apenas para alunos de pés-graduacao até a década de 1960. Hoje, a pesquisa operacional
estd em cursos como Engenharia de Producao.

Apés os EUA e a Inglaterra, outros paises foram motivados a desenvolverem sociedades
voltadas & pesquisa operacional. Atualmente tem-se a ORS (j4 citada) na Inglaterra, o
INFORMS (Institute for Operations Research and the Management Sciences) nos EUA e
que agregou sociedades mais antigas como a ORSA e a TIMS. Na Alemanha foi criada a
GOR (German Operations Research Society), no Canadd a CORS (Canadian Operations
Research Society) e a APDIO (Associagdo Portuguesa de Investigagdo Operacional) em
Portugal. A ALIO (Associacion Latino-Ibero-Americana de Investigacion Operativa),
EURO (Associagao das Sociedades de Pesquisa Operacional da Europa), APORS
(Associagao das Sociedades de Pesquisa Operacional da Asia e do Pacifico) e a NORAM
(Associacao das Sociedades de Pesquisa Operacional da América do Norte). Por fim, existe
a IFORS (International Federation of Operational Research Societies), uma federagao
internacional que retine as sociedades de pesquisa operacional espalhadas pelo mundo,
contando com 52 membros (ARENALES et al. 2011)).

No Brasil, a pesquisa operacional ganhou visibilidade na década de 1960 e o primeiro
simposio de pesquisa operacional ocorreu em 1968, no ITA (Instituto Tecnoldgico de
Astronautica), em Sao José dos Campos-SP. A SOBRAPO (Sociedade Brasileira de
Pesquisa Operacional) foi fundada em seguida, em 1969, e publica dois periddicos
cientificos: um chamado Pesquisa Operacional, cujo primeiro ano de publicacao foi em
1981 e outro chamado Pesquisa Operacional para o Desenvolvimento, que é publicada
desde 2009.

A SOBRAPO (PESQUISA OPERACIONAL; 2021) organiza simpdsios anualmente e
chegou a 53* edicao em 2021, desde o primeiro evento no ITA.

A pesquisa operacional utiliza ferramentas da informatica e da computacdo como
softwares, hardwares, algoritmos e rotinas para coleta e tratamento de dados para que
o modelo matematico possa ser aplicado. Este modelo tem como funcao descrever um

problema real seja de natureza econémica, social, comercial ou militar, por exemplo.
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2.1 PROGRAMACAO LINEAR

A programacao linear ou otimizagao linear é definida por [Bazaraa, Jarvis e Sherali
(2008) como uma solugdo para problemas de minimiza¢do ou maximizagao de equagdes
lineares, sujeitos a restri¢oes lineares. Ja para Luenberger e Ye (1984), a otimizagao tem
um conceito mais amplo, definindo-a como um principio fundamental da analise de varios
problemas complexos de tomada de decisao ou de alocagao.

Um grande marco da programagao linear foi a publicacdo do método simplex, por

George Dantzig, em 1947.

2.1.1 George B. Dantzig

George Bernard Dantzig nasceu em 1914, em Portland, no estado de Oregon (Estados
Unidos da América). Formou-se bacharel em matematica e fisica pela Universidade de
Maryland em 1936 e tornou-se mestre em 1938, pela universidade de Michigan, tendo
atuado como estatistico junior no U.S. Bureau of Labor Statistics entre os anos de 1937 e
1939. Em 1946, Dantzig concluiu seu doutorado em matematica pela UC-Berkeley, tendo
atuado no ramo de andlise de combate das Forcas Aéreas entre 1941 e 1946.

Dantzig também atuou na Universidade de Stanford, a partir de 1966, no departamento
de Pesquisa de Operagoes e Ciéncia da Computacao. Em 1975, ele foi premiado com a
Medalha Nacional da Ciéncia por sua contribuicao para a programacao linear e a invencao
do método simplex.

George Dantzig orientou mais de 50 alunos em seus doutorados e deixou um legado
importante para pesquisadores da area de programacao linear, estatistica e matematica.
George Bernard Dantzig faleceu aos 90 anos, em 2005, por complicagoes de sua diabetes
e doenga cardiovascular, em sua casa em Stanford (LEVY] 2005).

Desde as contribuigoes de Dantzig, em especial o desenvolvimento do método simplex,
pesquisadores e praticantes da area de pesquisa operacional vém contribuindo para o
crescimento e aperfeicoamento da programacao linear, seja por métodos computacionais
cada vez mais eficazes ou seja pelo desenvolvimento de teoria matemaéatica. Pode-se citar
como exemplos o método dos elipsdides, desenvolvido por |Khachiyan| (1979)) — que trata-se
do primeiro método polinomial para solugdo de problemas de programacao linear, mas
que computacionalmente nao é tao eficaz quanto o método simplex — e o método de
pontos interiores, desenvolvido por |Karmarkar| (1984) que também é polinomial, porém
ao contrario do método dos elipsodides, é eficaz computacionalmente e é capaz de resolver
problemas de grande porte, cujo custo computacional é considerado alto para o método
simplex (OLIVEIRA; FILHO, [1991).
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2.1.2 Caracteristicas e exemplos de problemas de programacao linear

Segundo |Arenales et al| (2011, p.52), “Resolver um problema de otimizagao consiste
em determinar uma solugao 6tima, isto ¢, determinar uma solugao que satisfaga todas as
restricoes do problema e que atribua o melhor valor a funcao objetivo”.

Ainda sem definir os conceitos importantes para seu estudo, alguns exemplos de

problemas de programacao linear (PPL) podem ser citados, tais como:

a) Problemas de mistura:

— Consistem em combinar materiais para gerar novos materiais, como em uma
receita culinaria. A fracdo correspondente a cada componente da mistura, bem
como a quantidade do produto final obtido podem ser definidas de maneira 6tima

através da programacao linear;
b) Problemas de transporte:

— Sao problemas que provém da necessidade de distribuicdo de produtos que saem

de um centro de distribuicao e tém como destino mercados consumidores;
¢) Problemas de planejamento de produgao:

— mix de producao, que envolvem a producao de diversos produtos simultanea-

mente;

— selecao de processos quando varios produtos sao produzidos em um determinado
intervalo e deseja-se determinar a quantidade de cada produto em diferentes

Processos;

— dimensionamento de lotes que consiste em determinar o que produzir e quanto

produzir de cada produto;
d) Problemas de programacao de projetos:

— Visam determinar a ordem de execucao de um conjunto de atividades, objetivando

a otimizacao dos processos realizados;
e) Problemas de meio ambiente:

— Visam o cuidado com o meio ambiente, evitando que poluentes sejam
despejados na natureza acima de uma taxa aceitavel em algum processo

produtivo (ARENALES et al., 2011).

Em especial, pode-se citar os problemas de gestao financeira, que surgem a partir da
necessidade de tomada de decisoes dentro da gestao financeira, como gerenciamento de
fluxo de caixa ou balanceamento de carteira de investimentos, que é o objeto de estudo
do presente trabalho.

Os estudos sobre financas tém como base fundamental um recurso escasso: o dinheiro.
Transagoes de empréstimo, compra e venda de diferentes ativos e produtos acarretam

em uma valoriza¢ao (ou desvaloriza¢do) do capital de uma pessoa ou empresa. Existe
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uma extensa gama de investimentos que visam o crescimento patrimonial e as perguntas
que frequentemente surgem quando se depara com todas as opgoes disponiveis sao: “qual
investimento tem o maior retorno?”, “qual investimento possui o menor risco?”, “qual
investimento possui maior liquidez [I?”

Cada uma dessas perguntas definem um perfil diferente de investidor e abre espago
para a discussao de qual a melhor combinagao de ativos para se investir. Naturalmente se
observa um problema de tomada de decisdes em relacao a um recurso escasso, podendo
ser modelado matematicamente como um problema de programacao linear e resolvido
através de métodos conhecidos.

Alids, cada um destes problemas reais podem ser modelados matematicamente e
resolvidos através da programacao linear. Por sua vez, a programacao linear podera
retornar um resultado matematico aplicavel ao mundo real, fechando um ciclo chamado

de modelagem matematica.

2.1.3 Solucdo grafica

Antes de seguir para a base tedrica do método simplex, é importante verificar em um
exemplo grafico como o método funciona.

A visualizacdo de solugoes de um problema matemético, quando possivel
e mesmo que limitada a um desenho esquematizado no plano, pode ser
bastante util para melhorar nossa intuigdo sobre um problema em estudo.
Em particular, a representacao grafica de problemas de otimizagao linear
permite-nos intuir varias propriedades tedricas e delinear um método de

solugdol...] (ARENALES et al.| 2011, p.54).

Exemplo 2.1. Seja o seguinte problema de programagao linear:

Maximizar f(z1,%2) = 1 + 322

Sujeito a T9 < 4
1+ To < 6
I S 3

x1 20,29 > 0.

As restrigoes e condi¢cdo de nao-negatividade do problema definem uma regiao grafica
chamada de regiao factivel, onde estao localizadas todas as solu¢des que obedecem estas

restrigoes e produzem uma solugao para o problema.

Defini¢ao 2.2 (Regido factivel). E possivel se ter diversas solucoes factiveis para um

mesmo problema, definindo um conjunto de solu¢ées chamado regiao factivel.

L Liquidez é a capacidade de um ativo ser convertido em dinheiro. Quanto menor é o prazo para

que a conversao ocorra, maior é a liquidez (ENTIDADES DOS MERCADOS FINANCEIRO E DE
CAPITAIS, [2022)
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Definig¢ao 2.3 (Solugao factivel). A solu¢ao de um problema de programagcao linear sera

do tipo (z1,x2,...,x,) e serd dita factivel se satisfizer todas as condigbes impostas nas

Equacoes (2.2) e (2.3) (restrigoes).

Como trata-se de apenas duas variaveis, este é um problema de pequeno porte e é

possivel visualizd-lo a partir da Figura [l

Figura 1 — Regiao factivel.

Ty < 4 i
"

14+ x2< 6

;<3

(1,3)"

-1 0 1 2 4 5

-1

Fonte: Compilagao do autor.

Como uma primeira solucdo, pode-se obter o vetor

1 . 0 .
2] [ e

Esta solugao é factivel, pois obedece a todas as restri¢oes. Inclusive, esta solucao
pertence a uma familia de solugdes tais que z; + 3x2 = 0, denotada por uma reta. Esta
reta recebe o nome de curva de nivel e matematicamente diz-se que f(x1,x2) = f/, com
f' = 0. Esta reta é perpendicular ao vetor dos coeficientes (1,3), conhecido como
vetor gradiente de [ e denotado por V f(z1,x2). O vetor gradiente é um importante
indicador, pois aponta no sentido que a fungao cresce. Como trata-se de um problema de
maximizacao, deve-se seguir no mesmo sentido do vetor gradiente, se fosse um problema
de minimizacao, deveria se caminhar no sentido contrario ao vetor gradiente.

A Figura [2] mostra algumas curvas de nivel a partir da direcao indicada pelo vetor
gradiente, seguindo de acordo com seu sentido, uma vez que trata-se de um problema de
maximizagao.

E possivel perceber que, continuando no sentido do vetor gradiente, obtém-se em certo
momento um e somente um ponto que intercepta a regiao factivel, na curva de nivel
f* = 14. Este é o ponto que representa graficamente a solugdo otima do problema, ou

seja, o ultimo vértice da regiao factivel na direcao do vetor dos coeficientes:
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Figura 2 — Curvas de nivel.

IR @y <A~ o
~ = -
-~ ~ o
S -~
~o ~.  fx=14
~o ek
R -'0-.. .-\__
"-.5£n:12 "nh_\
N N
~
~<.
2 ~.
x1+x2<6
oy <3
T e
-.~‘-~
T ~~
- [fa® -
-~ ~ o
1 0 ~~ 1 2 S~ w5 6
-~ S.Jr=s
~_ -
S~ = -~
-1 s 4 ~.
-\{ 0

s
S~

Fonte: Compilagao do autor.

Defini¢ao 2.4 (Solugdo dtima). Dentre as solugoes factiveis, busca-se a melhor das
solucoes, chamada de solugao 6tima. Para problemas de maximizacao, sera aquela solucao
que atende a todas as restrigdes e faz com que a func¢ao objetivo assuma um valor maximo.
J& para problemas de minimizacao, a logica inverte, sendo a solucao 6tima aquela que faz

com que a funcao objetivo assuma um valor minimo.

Apesar de conveniente, a solu¢ao grafica somente é possivel para PPL com até trés
variaveis, que determinam um espaco R3. Ainda assim a Programacao Linear através
de métodos como o simplex é capaz de determinar a solucdao 6tima para inimeros PPL
em um espago R™. O vetor dos coeficientes de dimensao n é determinado a partir da
funcao principal do problema, chamada fun¢do objetivo e este vetor é perpendicular a um
hiperplano de dimensao n — 1. Em particular, o hiperplano de um espaco R? é uma reta,
e de um espaco R3 é um plano.

Existe uma série de possibilidades em relagao a regiao factivel e a solugdo 6tima. A
regiao factivel dada no Exemplo [2.1] é uma regiao limitada, ou seja, forma um poligono,
mas a regiao factivel de um PPL pode ser ilimitada, como mostra a Figura [3] Neste
caso, pode ou nao haver uma solu¢do 6tima tnica. A Figura [d por exemplo, mostra um

exemplo de regiao ilimitada com varias solug¢oes étimas.

Figura 3 — Regiao factivel ilimitada, com solugao 6tima tnica.

solugdo
Gtima

Gnica X7

Fonte: [Arenales et al.| (2011}, p. 63).



Capitulo 2. Pesquisa Operacional 23

Figura 4 — Regiao factivel ilimitada, com infinitas solugoes étimas (minimizagao).

X,

S ilimitado

Fonte: |Arenales et al. (2011], p. 64).

Mesmo no caso de haver uma regiao factivel limitada, ainda existe a possibilidade de
nao haver um vértice 6timo, mas um lado do poligono que coincida com a curva de nivel,
gerando vérias solugdes 6timas como mostra a Figura 5] Neste caso, para problemas reais,

basta tomar uma das solugoes 6timas e aplica-la ao problema.

Figura 5 — Regido factivel limitada, com infinitas solugdes 6timas (maximizagao).

multiplas
solugdes
otimas

Fonte: Arenales et al. (2011], p. 64).

Figura 6 — Nao existe solu¢ao 6tima (minimizagao).

X, ndo existe
solugdo otima

Fonte: |Arenales et al. (2011}, p. 65).

Existem casos em que nao existe solu¢do 6tima (Figura @ ou nenhuma solug¢ao, como
na Figura[7] ou seja, a regido factivel é vazia, dando sinal de que o problema precisa ser
modelado novamente.

A Figura [§ mostra um caso de solugao 6tima degenerada. Isso ocorre quando um
vértice é intersecao de dois pares distintos de retas ou hiperplanos quaisquer. Neste caso,

a solucao degenerada foi gerada em razao de uma nova restricdo no problema proposto
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Figura 7 — Nao existe solucao.

X,

A

nao existe solugao

Fonte: |Arenales et al.| (2011, p. 65).

no Exemplo 2.1], que diz que 5x1 + 22 < 18. O vértice gerado entdo é denominado vértice
degenerado. FEstes vértices causam problemas em métodos de resolucao de PPL, sendo
aconselhavel evitar restricdes que se conflitem.

Figura 8 — Solugao étima degenerada.

@y < 4

\ @1 +w2 <6

By + @s < 18
1,3)" \

[ 1 2 |\ 4 5

Fonte: Compilagao do autor.

2.1.4 Forma padrao

A programagao linear apresenta uma grande versatilidade na resolu¢do de problemas
dentro da Pesquisa Operacional. Segundo Luenberger e Ye (1984, p. 2) “programagcao
linear é sem duvida o mecanismo mais natural para se formular uma vasta gama de
problemas com um modesto esfor¢co”. Um problema de programacao linear consiste em
maximizar ou minimizar uma fungao linear, conhecida como fun¢ao objetivo e esta sujeito
a restrigoes lineares, representadas por equagoes ou inequagoes. Existe ainda uma condicao
de nao negatividade, para garantir que as variaveis da fungao objetivo sejam sempre nao
negativas.

A forma padrao de um problema de programacao linear pode variar dependendo do

autor, podendo ser apresentada como um problema de maximizag¢ao ou minimizacao da



Capitulo 2. Pesquisa Operacional 25

funcdo objetivo. A forma padrao é apresentada com restrigoes lineares em forma de
equacoes.

A Equacao mostra a fungdo linear a ser minimizada, conhecida como funcao
objetivo, a Equagao ([2.2) mostra as restri¢coes do problema e a Equacgao (2.3) mostra as
condigoes de nao negatividade (ARENALES et al., [2011)).

Minimizar f(x1,2,...,T,) = 171 + CoTg + « -+ + Ty (2.1)
a11T1 + 12T + -+ + ATy = b1

A21T1 + Q22X + * ++ + ATy = b2

(2.2)
Am1T1 + QpaZe + -+ + AppTpn = bm
1 >0,29 >0, ..., 2, >0. (2.3)
Pode-se reescrever a forma padrao de modo matricial, ou seja,
Minimizar f(x) =c'x (2.4)
Ax =b
x >0,
ay; a2 ... Q1n
a1 Q22 ... Q2n |, . . .
onde A = . _ _ ¢ uma matriz, chamada matriz dos coeficientes;
Am1 Qmo - .. Amn
cl'=(cicy ... ¢,) é o vetor de custos (transposto);
' = (zy 29 ... 1,) é 0 vetor das varidveis (transposto);
bT = (by by ... by) € o vetor dos termos independentes (transposto) e
07 =(00 ... 0) é o vetor nulo (transposto).

Ainda que se adote uma forma padrao, problemas reais nem sempre serao modelados
desta forma. Porém é possivel obter-se problemas equivalentes, obedecendo a forma

padrao, é o que serd apresentado a seguir.

2.1.5 Transformacao de problemas na forma padrao

Apesar do problema padrdao apresentar uma funcao objetivo a ser minimizada,
problemas de maximizacao podem ser transformados na forma padrao, sabendo que
uma solugao 6tima de um problema de maximizacao faz com que se tenha uma solugao
factivel x* = (x7, 25, ..., x) tal que para toda solugao factivel x = (xy, 2, ..., x,) tem-se

f(x*) > f(x). Se ambos os lados da inequagao forem multiplicados por (—1), entao
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—f(x*) < —f(x), para toda solucao factivel x, ou seja, maximizar f(x) ou minimizar
—f(x) produzem a mesma solugao 6tima x*.

Outra adaptacdo necessaria em muitos problemas de programacao linear é quanto
as restricoes de desigualdade. Na Equacao da forma padrao, as restrigbes sao
apresentadas como equagoes. E se um problema apresentar desigualdades nas restrigdes?

Para transformar o problema na forma padrao, outras varidveis sao adicionadas nas
restrigoes e, consequentemente, na funcao objetivo. Para exemplificar, seja a restrigao
dada por:

3T + 9 — 223 < 5.

Para que a restri¢do esteja na forma padrao, é necessario adicionar uma variavel nao
negativa x4 tal que,
3$1+ZL‘2—2I3+ZE4 = 5.

Generalizando, seja a restrigao:
ai1T1 + QpTa + - + ATy < by

Transforma-se esta restricdo na forma padrao adicionando uma variavel z, > 0, tal
que:

aiT1 + QipTy + -+ -+ QinTy + T = b;.

Analogamente, se uma restricao do tipo:

;121 + QjoTy + + -+ + Qi Ty > by,

estiver no problema de programacao linear, transforma-se a restricdo na forma padrao

subtraindo uma variavel x; > 0 de modo que:
ainT1 + QppTy + -+ - + ATy — Tp = b,

Estas variaveis introduzidas na restrigdo sao chamadas de variaveis de folga e variaveis
de excesso. Elas sdo muito importantes para a construc¢ao do problema na forma padrao.

O terceiro caso de transformacgoes de problemas na forma padrao diz sobre as variaveis
livres, que sao aquelas que nao precisam ser nao negativas. Como na forma padrao todas
as variaveis necessariamente sao nao negativas, um ajuste deve ser feito para que esta
variavel livre nao interfira na solucao do problema na forma padrao.

Utiliza-se o fato de que qualquer niimero pode ser escrito como a diferenca entre dois

nimeros nao negativos, ou seja, matematicamente tem-se que,
Vz,; € R; xi:x;r—x_, LL‘;'_ZO, z; > 0.

)
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Exemplo 2.5. Reescreva o seguinte problema de programacao linear na forma padrao.

Maximizar f(zq,xs,23) = 21 — 329 + 0,523
Sujeito a x1 + x5 > 5
To— 23 <7
T <3

xq livre, z9 > 0,23 > 0.
Transformando para a forma padrao, obtém-se o seguinte problema:

Minimizar — f(z{, ¥, T2, T3, T4, T5, T6) = —22] + 22 + 379 — 0,513
Sujeito a {7 — 7 + @9 — x4 =5
To — T3+ Ty = 7
i — a7 + 36 =3

mi‘r Zovml_ 2071722071:3 20,1'420,1'5 ZoaxG ZO

2.2 O METODO SIMPLEX

Em 1947, Dantzig publicou o Método Simplex, utilizado como uma poderosa ferramenta
para resolver problemas de programacao linear. A primeira aplicacdo de maior relevancia
do método simplex foi para resolver um problema de planejamento alimentar que continha
9 restrigoes e 27 variaveis nao negativas. Utilizando calculadoras de mesa, o problema
demorou 120 dias para ser resolvido através do método simplex. Apesar de ser um
longo periodo, o feito possibilitou que, com a evolugao das ferramentas de cédlculo, em
especial a computagao, o método simplex fosse aplicado com cada vez mais rapidez.
Hoje, o método pode ser aplicado em problemas com dezenas de milhares de restrigoes e
variaveis sem tomar tanto tempo para ser resolvido, gragas aos modernos computadores
e implementagoes sofisticadas do algoritmo simplex (BAZARAA; JARVIS; SHERALI,
2008)).

A ideia do método simplex é encontrar solugoes basicas factiveis para a fungao objetivo
na forma padrao de modo que o valor da fungao objetivo se torne cada vez menor até que
se alcance o valor minimo, ou seja, se encontre a solucao 6tima.

O método simplex reproduz o processo de sair de um vértice em dire¢do a outro melhor
até encontrar a solucdo 6tima, como mostrado na Figura [2| apés um nimero finito de
vezes, o que esta representado na Figura [0

As proximas secoes fornecem a base tedrica para que o método simplex seja
implementado de modo que seja possivel encontrar solugdes para problemas de
programacao linear de uma forma bastante simples em comparacao com os métodos

até entdo conhecidos.



Capitulo 2. Pesquisa Operacional 28

Figura 9 — Trajetoria do método simplex

r'y

Fonte: (ARENALES et al.| 2011} p.67). Adaptado.

2.2.1 Solucdo basica

A matriz de restrigoes A do problema de programagcao linear (PPL) tem m
colunas linearmente independentes (LI), com m < n. A partir destas caracteristicas
pode-se tomar as primeiras m colunas da matriz A e formar uma matriz quadrada e nao
singular B,,xm,m. A fim de que se tenha uma varidvel nao nula para cada linha, mantém-se
as m primeiras variaveis enquanto as restantes sao igualadas a zero, construindo assim o
vetor X = (xp,0). Desta forma, o problema de programagao linear original se resume em
resolver a Equacao ([2.5)):

Bxp = b, (2.5)

e aplica-la na equacdo Ax = b.

Defini¢ao 2.6 (Varidveis bdsicas e solugao basica). Dadas m equagoes lineares com n
incognitas, pode-se tomar a submatriz B,, ., formada por colunas da matriz A. Com
isso, se todas as n — m varidveis nao associadas as colunas da matriz B forem iguais a
zero, a solucdo para as equagoes resultantes serd chamada de solugdo bdsica. As varidveis
associadas as colunas da matriz B sdo chamadas de varidveis basicas (LUENBERGER;
YE, 1984).

Pode-se afirmar que quando as condi¢oes dadas sao atendidas, ou seja, m < n e as
m colunas de A forem LI, sempre existe ao menos uma solugdo basica para a equagao
Ax =b.

De modo geral, um PPL em sua forma padrao pode ser escrito em forma matricial
como Bxpg + Nxy = b, onde: B é uma matriz quadrada m x m e é chamada de matriz
basica, pois é formada pelas variaveis bésicas da funcao objetivo; xp é o vetor das variaveis
béasicas; N é uma matriz m x (n — m), chamada de matriz nao-basica por ser formada
pelas variaveis independentes da funcao objetivo; xy € o vetor das variaveis independentes.

As varidveis nao-bdsicas sao nulas a fim de se obter vértices (pontos extremos) candidatos



Capitulo 2. Pesquisa Operacional 29

a solugoes 6timas, ou seja, pode-se reescrever o PPL original. Matematicamente,
Ax =b < Bxp = 0.

Quando existe uma ou mais varidveis basicas iguais a zero, diz-se que elas geram uma
solucao bésica degenerada e quando as varidveis basicas sao todas positivas, elas geram
uma solucao bésica nao-degenerada.

Para que haja melhor visualizagao da solugao basica, a seguir é apresentado um

exemplo:

Exemplo 2.7. Seja o seguinte problema de programacao linealﬂ

Minimizar f(z1,x2) = —21 + 2
s.a. 201 — Ty > —2
—x1 4+ 319 > —2
—T] — Xy > —4

T ZO,ZL‘Q > 0.

Como visto na Pégina [25] este exemplo pode ser reescrito na forma padrao, ou seja, o

problema apresentado é equivalente a:

Minimizar f(z1,xe, T3, T4, T5) = —21 + T2
s.a. 201 — X9 —x3 = —2
—X1 +3x2 — Xy = —2
—$1—ZE2—J]5:—4

.ZClZO,$220,$320,$420,$520.

Ou, matricialmente,

_ml_
2 -1 -1 0 0 9 )
Ax=b& | -1 3 0 -1 0 r3 | = | =2
-1 -1 0 0 -1 Ty —4

s

Com as variaveis de folga adicionadas ao problema, vé-se que:

2 |Kwong (2013} p. 17).
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2%1—I2—l’3:—2<:>.T3:2$1—5172+2,
—T1 431y —x4= -2 14 =—21+ 312+ 2,

—X1 — X9 — 5= -4 x5 =—x1 —T9+ 4.

Ou seja, as variaveis de folga estao sao determinadas em funcado das variaveis x; e x».
A Figura [10] mostra graficamente a regidao determinada pelas restri¢goes do problema, bem

como o vetor dos coeficientes e alguns pontos de interesse.

Figura 10 — Forma grafica do Exemplo .

2y —y=—2& a3 =0

2

Fonte: Compilagao do autor.

Cada uma das restrigoes dadas dividem o plano em trés partes. Por exemplo, a reta
—x1 — 29 = —4 divide o plano em pontos que satisfazem —x; — 9 < —4, pontos que
satisfazem —x1 — x9 = —4 e pontos que satisfazem —x; — x5 > —4. As retas apresentadas
na Figura s6 existem no expaco R? se, e somente se a terceira varidvel da restricao
dada a principio for nula.

Analisando os pontos em destaque na Figura[I0]obtém-se a Tabela [T} que mostra como

cada variavel se comporta no exemplo dado.

Tabela 1 — Pontos dados na Figura

Ponto A Ponto B Ponto C Ponto D
1 =1 x1 =0 x1 =3 x1 =2
xo =1 xo = 2 xo = 2 xo = 2

r3=2x1-1+2=3 r3=2x0—-2+2=0 r3=2%Xx3—-2+2=6 r3=2%X2—-2+2=4
T4 =—-14+3%x142=4 24=-0+3%Xx24+2=8 x4=-3+4+2%x24+2=3 wx4=-24+3%Xx24+2=6
5 =—1—-14+4=2 z5 =—0—-24+4=2 z5=—3—-24+4=-1 5 =—2—-24+4=0

Fonte: elaboracao do autor.

O ponto A pertence a regiao factivel, pois as varidaveis nao sao nulas e as restrigoes
estao sendo atendidas. No entanto, A nao estd na fronteira da regiao factivel ndao sendo,
portanto, um candidato a solugao 6tima.

Estar na fronteira da regiao factivel significa que o ponto esta sobre alguma das retas

originadas das restri¢oes, como € o caso do ponto D. Observa-se que a variavel x5 é nula,
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uma vez que D esta sobre a reta originada pela restricio —x, — x9 — x5 = —4. Isto leva
a conclusao de que quando um ponto esta na fronteira da regiao factivel, ao menos uma
variavel é nula.

Se uma variavel é nula quando um ponto esta sobre uma reta da fronteira da regiao
factivel, entdo quando o ponto estudado é um vértice, duas variaveis sao nulas. Este é o
caso do ponto B, cujas variaveis x; e x3 sao nulas. Esta condi¢ao é necessaria, mas nao

suficiente. O ponto E, por exemplo, é determinado pelas variaveis:

Ty =4

9 =10
r3=2x4—-0+2=10
ry=—44+3x04+2=-2
rs=—-4—0+4=0.

Ainda que se tenha x5 = x5 = 0, 0 ponto obtido nao esta na regiao factivel, uma vez
que x4 = —2 e esta igualdade nao atende a restricdo de nao negatividade.

A restricao de nao negatividade também nao é atendida no ponto C', pois:
$1:3,Q32:2:>£C5:—1<0.

Logo, C' nao esta na regiao de factibilidade.

Olhando para o problema matricialmente, observa-se que se tem trés equagoes (que
compdem as restrigdes) e cinco varidveis, ou seja, trata-se de um sistema de equagoes
lineares com dois graus de liberdade (ou duas varidveis livres).

Sob o olhar grafico, para que se encontre um vértice da regiao factivel, duas variaveis
devem ser nulas.

Conclui-se intuitivamente que as varidveis livres (ou independentes) devem ser zeradas
e as variaveis restantes devem ser determinadas resolvendo um sistema de equagoes lineares,
por exemplo, pelo método de eliminagao de Gauss-Jordan E|

Para cada par de variaveis nulas, uma solucao diferente é encontrada, seja ela factivel
como o ponto B ou infactivel como o ponto F.

A Figura [I1] mostra as curvas de nivel, ortogonais ao vetor dos coeficientes. Como o
PPL ¢é de minimizagao, deve-se caminhar no sentido contrario ao vetor gradiente.

As curvas de nivel apontam para o vértice cujas variaveis x4 e x5 sdo nulas, ou seja,

_ . -
2 -1 -1 0 0 To —2
Ax=b& | -1 3 0 -1 0 r3 | = | —2
-1 -1 0 0 -1 Ty —4

Ts

3 Método numérico para resolucio de sistemas de equacoes lineares. (MOURA et al., 2020).
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9 —1 —1 ][z 0 0 —9
X

=|1-1 3 o0 o |+ =1 0 [4]= —9
i

1 -1 0 s 0 —1 b —4
N—— N

B XpB N b

Onde: B é a matriz dos coeficientes das variaveis basicas; N é a matriz dos coeficientes
das variaveis nao basicas; xg é o vetor das variaveis basicas e xy é o vetor das variaveis nao
basicas. E possivel entao particionar a matriz A,,«, e o vetor x em funcao das variaveis

basicas e nao basicas.

Figura 11 — Solucao étima do Exempl

3

20—y = —2<4ay=10

2

-2 -1 2 -3 4
—xy+ Jur= -2 xy =0
7

Fonte: Compilagao do autor.

Definigao 2.8 (partigdo bésica). Seja uma matriz A,,,, denomina-se particio bdsica a
particao das colunas da matriz A, ou seja, A = [B N]|. Onde B,,«., é a matriz basica e

Nix(n—m) € a matriz nao-bdsica. Esta particao acarreta em uma segunda:

x:[z].

A partir desta definicao, é possivel reescrever a solu¢ao do problema de modo que:

Ax =b< [B N]|

XN

x5 ] — b (2.6)

BXB + NXN =b
= Bxp =b— Nxy = B™'Bxp =B 'b— B"'Nxy
. xp=B""— B 'Nxy (solucio geral). (2.7)

2.2.2 Teorema Fundamental da Programacao Linear

Este teorema fornece a base tedrica para o método simplex e da subsidios para o seu

desenvolvimento por George Dantzig.
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Teorema 2.9 (Teorema Fundamental da Programacao Linear). Dado um problema de
programagao linear em sua forma padrao (Equagdo (2.4)) em que A é uma matriz m x n

de ordem m, tem-se:
i) se existe uma solugao factivel, entdo existe uma solugao bdsica factivel;
it) se existe uma solugdo dtima, entdao existe uma solugdo basica étima.

Este teorema pode ser encontrado na literatura de Luenberger e Ye (1984, p. 21),
assim como sua demonstragao.
O teorema fundamental também garante que existe um nimero finito de iteragoes

maximas para o método simplex, mais precisamente:

n!
ml(n —m)!’

Esta expressao vem da combinagao de m colunas de um total de n. Dado o crescimento
acelerado do niimero maximo de iteragoes em funcao do nimero de colunas da matriz A,
problemas de grande portdﬂ tornam o uso do método simplex inviavel.

Os problemas de pequeno porte podem ser resolvidos manualmente ou em
computadores comuns. Os problemas intermedidrios podem ser resolvidos através de
algoritmos matematicos e um computador acessivel a programadores, ja os problemas de
grande porte podem ser resolvidos somente utilizando computadores com alta capacidade
e estrutura especialmente desenvolvida para estes fins.

Mas afinal, como se d4 o método simplex? A seguir, serd detalhada matematicamente

uma base algébrica para o algoritmo simplex, implementavel computacionalmente.

2.2.3 As etapas do método simplex

Tendo como ponto de partida as premissas listadas na Pégina [27] um problema de
programacao linear apresentara ao menos uma solugao bésica factivel (se o problema tiver
solugdo), a primeira pergunta a se fazer é: esta solugao é 6tima? Em caso positivo, o
problema esta resolvido. Em caso negativo, uma segunda pergunta deve ser feita: como
determinar uma solugao factivel que seja melhor que a anterior?

Para responder a primeira pergunta, seja X uma solugao basica factivel para um PPL.

Fazendo a particao bésica, tem-se:

X Xp=Bb>0
X = )fB , em que b B . (2.8)

4 Segundo |Luenberger e Ye (1984, p.5) “problemas de pequeno porte tém aproximadamente cinco

incégnitas e restrigoes; problemas de porte intermediario tém entre cinco e cem ou mil variaveis; e
problemas de grande porte tém milhares ou até milhdes de varidveis e restrigdes.”
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Da Equacgao (2.7)), tem-se que para qualquer x, escolhido, uma solugao diferente é

obtida para o sistema Ax = b. Vem que:

XB
X =

] , Xp = Bilb - BilNXN.
XN

E da Equacao (2.4), a funcdo objetivo é escrita por:

f(x)=clz
Substituindo as equagoes e considerando a particao basica, pode-se escrever:
XB
o) = [dh 4] [ - ] = By + e 29)
N

Na Equacio (2.9), ¢k ¢ o vetor dos coeficientes das varidveis basicas da funcdo objetivo
e ¢k é o vetor dos coeficientes das varidveis ndo-bdsicas da fungao objetivo.

Agora, substituindo a Equagao (2.7) na Equagao (2.9), obtém-se:

f(x) =ch (B_lb — B_INXN) +enNXN

XB

= cEB'b — chbB ' Nxy + cyXy. (2.10)

Em especial, para uma solu¢ao X dada pela Equagao (2.8), o primeiro termo da
Equagao (2.10]) é dado por:

f(X) = chXp + cyXy = cu B0+ X (0) = c5B~'b.

Seja o vetor \,,x1 dado por:

N =B,

Este vetor é chamado de vetor multiplicador simplex. Substituindo-o na Equagao (2.10)),

tem-se que:

f(x) =ckB'b— LB Nxy + chxy

F(X) AT
= f(%) = X' Nxy + chxn
= &)+ (ch = \'N) xx.

Como ¢k, N e xy tém a mesma dimensao (n —m), entao:
f(x) = FG)+(en =ATan, ) oy, +(en, = A any Jow, + -+ (en, o, = A a, ), -, (2:11)

Onde cy, é um dos coeficientes das varidveis nao-basicas, ay, ¢ uma coluna da matriz

N, de dimensao m e xy, ¢ uma variavel nao-basica.
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Cada coeficiente ¢y, = (cn, — A ay,) da Equagao (2.11]) é chamado de custo relativo

e faz com que a expressao fique descrita como:

f(x) = f(X) +enn, + v, + -+ Ny TN, (2.12)

Se a solugao basica factivel for tal que os custos relativos da fungao objetivo sao nao
negativos, entao a solugdo bésica é 6tima. Esta afirmacao é conhecida como condi¢cio de
otimalidade.

Mas e se a solucao basica factivel ndao for 6tima? Como determinar uma solucao
melhor? A resposta para a segunda pergunta vem a seguir.

Suponha que a primeira solu¢ao basica factivel ndo é 6tima, ou seja, ndo atende a

condicao de otimalidade. Isto é:
dk e N | éNk = (CNk — )\T(lNk) < 0.

Para encontrar outra solugao basica que seja melhor que a anterior serd necessaria uma
alteracao na solucao bésica ja obtida. Esta alteracao é conhecida como estratégia simplex
e consiste em perturbar as varidaveis nao-basicas da solucao basica factivel da seguinte

forma:

TN, =€ >0,
oy, =0, j=1,2,...,n—m,j # k.

A variavel zy, serd aquela cujo custo relativo for negativo. Esta varidvel deixara de

ser nula, enquanto as outras variaveis nao-basicas permanecerao tendo valor zero. Com

isto, a Equagao (2.12))serda dada por:

f)=fX) +em O+ Fin e+ v, O
TNy TNy TNp—m

= f(%) + ew,e.

O valor da funcao objetivo obtida apds este processo é menor que aquele obtido através
da primeira solugao bésica factivel, uma vez que ¢y, < 0, ou seja, a funcao objetivo esta
sendo minimizada (otimizada, segundo a forma padrao). Quanto menor for o valor de éy;,,
maior sera a reducao no valor da funcao objetivo. Por esta razao, quando mais de uma
variavel ndo basica gera custos relativos negativos, sera escolhida pela estratégia simplex
aquela com menor custo relativo. Esta escolha é conhecida como Regra de Dantzig. Da
mesma forma, quanto maior for o valor de €, menor sera o valor assumido pela funcao
objetivo.

Para que o sistema Ax = b permaneca sendo satisfeito pela solugdo encontrada apos a
perturbacao nas variaveis nao-basicas, uma alteragao também ¢é necessaria nas variaveis
bésicas. Da solucao geral dada pela Equacao e pela Equacao vem que:

XB :Bilb—BilNXN :)A(B —BilNXN. (213)
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Pela definicao da matriz basica N e do vetor xy, apds a modificagao pela estratégia

simplex, tem-se que:
T
NXN: {CLNl cee QN .. aNn,m} (0 oo E L 0) :akaE-
Substituindo na Equacao (2.13):
Xp = }A(B — BflaNke.

Colocando y = B~ 'ay,,

Xp =Xp — Y& (2.14)

O vetor y é conhecido como direcio simplex, pois fornece os coeficientes para alterar
as variaveis basicas de modo que continue valendo a solucao para o sistema Ax = b. Para

cada uma das variaveis bésicas, ter-se-a:
T, =Tp, —Yie >0, 1=1,2,...,m.

Como ja ¢ sabido que € > 0 e que pela condi¢ao de nao negatividade 5, > 0,Vi €
{1,2,...,m}, basta estudar o sinal de y;. Assim,
Se y; <0, entao xp, > 0,Ve > 0.

Se y; < 0, entao para que zp, = g, — y;¢ > 0 deve-se ter:

A A i’Bz
Tp, —vie > 0= 2Ip, > yce = < .

i

Como o que se procura é o maior valor possivel de € e ele pode valer no maximo o

ip, . ,
mesmo que —*, entdo o valor procurado é:
. Ip .| B
g=—"=min.{ — |y; >0
U Yi
Em especial, quando y; < 0,Vi € {1,2,...,m} entdo ndo havera um limitante superior

para ¢, fazendo com que o valor da func¢ao objetivo decresga indefinidamente, ou seja,
existiriam infinitas solugoes. Diz-se nestes casos, que foi encontrada uma solucao étima
ilimitada, como mostra a Figura [6]
Caso a solugao seja limitada, ou seja, 31 | y; > 0, entao:
T B, ~

Tp, =2Ip, — Y€ =1Tp, — ?szy =g —7p =0.
I

Isto quer dizer que uma variavel basica tera valor nulo, enquanto uma variavel nao-
bésica sera nao negativa. Em outras palavras, uma variavel sai da base e outra variavel

entra. A nova solucao terd a seguinte caracteristica:

X=|xp ...ZN, " | TNy .- TR, - -
~—
é 0
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2.2.3.1 Algoritmo Simplex

Computacionalmente, o algoritmo simplezﬂ pode ser implementado através dos passos
a seguir:

Seja um PPL escrito na forma padrao. O algoritmo simplex divide-se em duas fases,
sendo a primeira caracterizada pelas entradas necessarias para o inicio da iteracdo. Sao
elas: determinagdo de uma partigdo bésica inicial, ou seja, uma matriz A = [B NJ;

determinacao de dois vetores de indices basicos e nao basicos, sendo:
(Bl, BQ, ceey Bm) (§] (le NQ, ceey Nn—m) .
E determinacao dos vetores das variaveis basicas e nao basicas:
T _ T _
xp = (B, Tpy, .-, Tp,,) € Xy = (le, TNy - - a:Nn_m) :
A segunda fase é caracterizada pelo algoritmo em si:
« Passo 1 (célculo da solugao basica):
Xp = B7'b
XBp =

A

XN =

 Passo 2 (célculo dos custos relativos):

(vetor multiplicador simplex):
N = DB

(custos relativos):

A

ch:(ch—)\TaN].), j=1,2,...,n—m.

(varidvel que entra na base):

Cn, = min. {ch, j=12 ..., n— m} (a variavel zy, entra na base).

 Passo 3 (teste de otimalidade):
Se ¢, > 0, entdo a solugao é 6tima e, neste caso, o algoritmo para.

Caso contrario, o algoritmo segue para o passo 4.

5 Na literatura, sdo encontradas diferentes formas de se implementar o método simplex

computacionalmente. No presente trabalho, o algoritmo simplex segue o referencial de [Arenales
et al| (2011).
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» Passo 4 (célculo da diregao simplex):

y = B lay,.

« Passo 5 (determinagio do € e da varidvel que sai da base):

Se y < 0, entdao o problema nao tem solu¢ao 6tima finita e o algoritmo para. Caso

contrario, determina-se a variavel que sai da base:

. 1Ip .| 2B, . . .
g=—"=min.{ —, comy, >0,i=1,2, ..., m, (avaridvel zp, sai da base).
Yi Yi

« Passo 6 (nova particao bésica):

Nova matriz bésica: B = {aBl, e, ABy_,5 AN, QB aBm} )
Nova matriz ndo-basica: N = {aNl, oy ANy OBy, ANy aanm} .
e Passo 7:

Retornar ao passo 1.

2.2.4 O Tableau simplex

Tableau é uma forma de representacao do método simplex através de tabelas que
mostram os dados do problema e as alteragoes feitas pelo simplex.

A Figura [I2)mostra um tableau canodnico, onde aq, as, ..., @y, sdo as colunas da matriz
basica, cujos coeficientes formam uma matriz identidade, ou seja, a diagonal principal é
composta por coeficientes iguais a 1 e o restante dos coeficientes é nulo; a,, 11, apmaio, ..., ay
sao as colunas da matriz nao-bésica, cujos coeficientes a0 Y1.m+1, - - - Yimtis - - - » Ymm+1

para cada coluna nao basica; b é a coluna correspondente ao valor da equagao Ax = b,

formada pelos coeficientes y;0, i = 1,2, ..., m. Ainda é acrescentada uma linha formada
pelos custos relativos das varidveis basicas (0), das ndo-basicas 71, Tmi2, -« T'n € O
valor —zp, que vem da expressao T, 11Tmi1 + FmioCmio + - + TnXp — 2 = —2p, sendo
z = f(x).

Para resolver problemas de otimizacao através de tableau, uma das possibilidades é

seguir os passos a seguir:

o Passo 0: formar o tableau candnico a partir de uma solugao bésica factivel;
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Figura 12 — Tableau candnico.

al a2 U am aerl a1n+2 e aj e an b

10 - 0 Yimer Yims2 0 Yo 0 Yoo Yio

0 1 . - - S

0O O : Yimet  Yimv2 0 Yoo 0 Yo Yo

0 0 1 ym,erl ym,m+2 e ymj Yo Ymo

0 0 o 0 rm+1 rm+2 e Py —Zp
J

Fonte: (LUENBERGER; YE| [1084, p. 46).

« Passo 1: se r; > 0, entao a solucao bésica factivel é 6tima e nao ha necessidade de

prosseguir com o desenvolvimento do tableau;

o Passo 2: selecionar a coluna ¢ cujo custo relativo for o mais negativo para determinar

a variavel que sai da base.

o Passo 3: dividir cada coeficiente da coluna c¢ pelo coeficiente correspondente a

mesma linha da coluna selecionada no passo anterior. Somente serdao validos os

valores positivos da coluna selecionada anteriormente. Se nao houver nenhum valor

positivo, entao o problema ¢ ilimitado e nao se prossegue para o proximo passo.

Caso contrério, ¢ selecionada a linha p que apresentou a menor razao yio/y,, ;

« Passo 4: o coeficiente y,, é pivoteado (método da eliminacao de Gauss), atualizando

todas as outras linhas e gerando um novo tableau. Apods, basta retornar para o passo

1.
Exemplo 2.10.

Minimizar f(z1,x2) = —21 + 3
Sujeito a 1 + x5 < 3
31‘1 — T2 S 5

T1,x9 > 0.

Adicionando as variaveis de folga, tem-se:
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Minimizar f(z1,xe, T3, T4) = —21 + T2
Sujeito a x1 + 19 + 13 =3
3I1 — X9 + Ty = 5

L1,L2,23 ;T4 > 0.
Passo 0 e 1: organizando os dados no tableau candnico, obtém-se a Tabela [2.2.4}

Tabela 2 — Primeiro Tableaw.

a, ay az ag b
1 1 1 0 3

3 -1 0 1 5
-1 1 0 0 0

Fonte: elaboracao do autor.

Passo 2: como r; < 0, entao a solucao basica nao é 6tima e a coluna 1 entra na base.
Passo 3: % > %, entao (passo 4) o coeficiente ay; serd pivoteado, gerando o segundo
tableau, dado pela Tabela [2.2.4}

Tabela 3 — Segundo Tableau.

ap @y a3 as b

4 _1 4

0 3 1 3 3

_1 1 5

1 5 0 3 3

T 2 105
r 0 3 0 s 3

Fonte: elaboracao do autor.

Iteragdo 2- passo 1: como nenhum custo relativo é negativo, entao a solucao encontrada
é 6tima, ou seja, r; = g, ro =0= f(x) = —g.

Portanto, com apenas duas iteracoes do algoritmo simplex a solugao 6tima para o PPL
do exemplo pode ser alcancada. O tableau é uma forma simples de resolver PPL de pequeno
porte e mostra-se importante para a compreensao do algoritmo simplex, porém nao é o
foco deste trabalho, uma vez que pretende-se trabalhar com PPL com mais variaveis do
que seria viavel resolver através de tableau, por esta razao, buscou-se a implementacao do

algoritmo computacionalmente.



Capitulo 2. Pesquisa Operacional 41

2.3 DUALIDADE

A resolucao de um problema de programacao linear pode acarretar em outro problema,
como por exemplo quando busca-se maximizar o estoque de uma matéria-prima em um
planejamento de produc¢ao. Como o custo de producao seria alterado? Ou em uma carteira
de investimentos, que é o objeto de estudo deste trabalho, se o retorno da carteira for
maximizado, como o risco atralado sera alterado?

O primeiro problema é chamado de problema primal e o problema decorrente é chamado
problema dual. Tanto os custos relativos como as restri¢oes lineares sao mantidas, porém
se o problema primal é de minimizacao, o problema dual serd de maximizacao e vice-versa.
Os valores 6timos para as fungoes objetivo, quando as solugoes forem finitas, sdo iguais.

Considerar a solu¢ao tanto do problema primal como do problema dual pode
significar um incremento para o algoritmo simplex, podendo resultar em um menor prego
computacional.

Matematicamente, pode-se definir o problema dual a partir do primal conforme mostra

a Equagao (2.15)).

Primal Dual
Minimizar ¢fx . Maximizar by (2.15)
Sujeito a Ax =0 Sujeito a ATy < ¢
x>0 y livre

O termo novo em relagao a forma padrao ja vista anteriormente é y que é um vetor
de dimensdao m. Se o vetor x ¢ a variavel do problema primal, y é a varidavel do problema
dual. Esta forma é conhecida como forma assimétrica de dualidade e pode ser aplicada a
diversos tipos de PPL.

Ao contréario da forma padrao vista na Equagao (2.4]), a forma simétrica de dualidade
mostra as restrigoes como inequacoes. Se alguma dessas inequacoes tornarem-se equagoes
no problema primal, como mostra a Equacao , as variaveis de y correspondentes no

problema dual serao variaveis livres. O contrario também é verdadeiro.

Lema 2.11 (Lema da dualidade fraca). Se x e y sao solugées factiveis para os problemas

primal e dual, respectivamente, entio ¢ > bly.

Prova:
Pela Equacao (2.15)), tem-se que Ax = b. Logo,

Alyx =1b"y,
Pelo problema dual,

' > ATy = x> Alyx = x> bvly.
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Esta sentenca é garantida pela condi¢ao de nao negatividade do problema primal, ou
seja, x > 0.
Portanto,
dx >y, R

Este lema mostra que quando existe uma solucao factivel para algum dos problemas,
esta solugao de um limitara o valor da fungao objetivo do outro problema, sendo a solucao
do problema primal um limitante inferior e a solucdo do problema dual um limitante

superior. Desta forma, pode-se expressar o seguinte corolério:

Corolario 2.12. Se =, e y, sao solugoes factiveis para os problemas primal e dual,
respectivamente, e se ¢l xy = bTyO, entao xy e Y, sao solugoes otimas para seus respectivos

problemas.

O Teorema da Dualidade da Programacao Linear mostra que o contrario também é

valido:

Teorema 2.13 (Teorema da dualidade da programacao linear). Se algum dos problemas
primal ou dual tiver uma solugdo finita otima, entdo o outro também tem e os valores
correspondentes das funcoes objetivo sdo iguais. Se algum dos problemas for ilimitado,

entdo o outro ndo tem solugdo factivel.

A demonstracao deste teorema foge do escopo deste trabalho e pode ser verificada
em |Luenberger e Ye (1984} p. 83).
Em decorréncia do Teorema (12.13)), pode-se afirmar que quando um problema primal é

resolvido através do método simplex, entao a solucao para seu problema dual é imediata.

2.3.1 Condicoes de KKT

As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) formam a principal base para a
programacao nao linear, outra vertente da Pesquisa Operacional. Para a programacao
linear, as condi¢oes de KKT sao necessarias e suficientes para que uma solugdo seja 6tima,

por esta razao, elas também sao chamadas de condigoes de otimalidade.

Teorema 2.14 (Folgas complementares). Sejam x e y solugoes factiveis dos problemas
primal e dual, respectivamente. Os vetores x e y sao solugoes otimas dos respectivos

problemas se, e somente se,
i) yz’(A,iTm_bi):O, 1=1,2,...,m;
i) (Cj—ajTy)-’BjZO, 1=12,...,n.

Como pela definigao de problema primal, Ax = b entdo y,;(A7x — b;) = 0,Vi. Sem
perda de generalidade, pode-se reescrever o teorema de modo que, sejam x € R” ey € R™

tais que:
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x>0 (2.16)

Entao, os vetores x e y sao solugoes 6timas dos respectivos problemas se, e somente
se,

(cj—a]Ty)xj:O, j=1,2,...,n.

Logo, incrementa-se mais uma restricao ao problema e vem que:

Ax =10
ATy <e
(cj—afy)xj:(), ji=12,....n

x > 0.

in 6. = . — gl 50 ¢ — al = e.x. = —aF 50 AT —
Seja s; = ¢; — a;y, entao ¢; ajy)x]—s]x]. Como s; = ¢; —ajy entdo Ay +s = c.

Logo, o teorema das folgas complementares pode ser reescrito como:

Teorema 2.15 (Condigoes de KKT). Sejam z € R", y € R™ e s € R". Os vetores x e

Y sao solugoes otimas dos respectivos problemas se, e somente se, satisfazem:

Ax=1>
ATy+s=c
sj:cj:(), j:1,2,...,n

x,s > 0.

Essas sao as condigoes de KKT, um dos principais resultados da otimizacao
linear, bem como da otimizacdo nao-linear. Sua demonstracao pode ser encontrada
em (LUENBERGER; YE| 1984).

Na proxima secao sera discutida a programacao quadratica, utilizada na aplicacao
deste trabalho.

2.4 PROGRAMACAO QUADRATICA

A programacao quadratica é um caso especial de programacao nao-linear, que pode
ser resolvida através de métodos numéricos, implementados computacionalmente como
mostram trabalhos como [Forsgren, Gill e Wong (2015)), Van de Panne e Whinston| (1964)
e|Goldfarb e Idnani| (1983)). A resolucdo de Problemas de Programacgao Quadratica (PPQ)
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é possivel em razao da convexidade da funcao objetivo, que é quadratica e da linearidade
das restricoes.

Um PPQ é definido pela Equacao , onde H é uma matriz quadrada e simétrica
de ordem n, A é uma matriz n x m, ¢ é o vetor n-dimensional dos coeficientes dos termos
lineares da funcao objetivo e b um vetor de ordem m (GOLDFARB; IDNANI, [1983).

1
Minimizar f(x) = ixTHx +cT'x (2.17)
Sujeito a Ax =10

x > 0.

Wolfe (1959)) propoe uma resolucao de PPQ através da linearizagao da fungao objetivo
pela resolucao das solugoes de KK'T e do método simplex, baseado no trabalho de Barankin
e Dorfman| (1958)). [Hildreth| (1957) desenvolveu um método de resolugao de PPQ contando
com uma aplica¢ao computacional de simples iteragoes para problemas cuja fungao objetivo
seja estritamente convexa. Markowitz| (1999) também propds um método baseado nos
trabalhos de Barankin e Dorfman| (1958), utilizando-se das condigdes de KKT.

Beale| (1955) apresentou um método de otimizagdo convexa que nao utiliza a
linearizacao, mas derivadas parciais para obtencao do ponto critico da funcao objetivo,

como mostra a Figura [I3

Figura 13 — Exemplo grafico de uma regiao factivel e solu¢ao 6tima de um PPQ.

Violz)

Fonte: (BOYD, S.; BOYD, S. P.; VANDENBERGHE, 2004, p. 153).

Na Teoria Moderna de Portfélio, de Markowitz, que sera vista com mais detalhes no
proximo capitulo, a matriz H é a matriz de Covariancias entre diferentes ativos. Ja na
Teoria Pés-Moderna de Portfélio, também de Markowitz, H é a matriz de semicovariancias.

O proximo capitulo dedica-se a Teoria Moderna de Portfélio, cujo principal referencial
tedrico é Harry Markowitz. A Secao [3.1] introduz termos e conceitos ligados a estatistica

descritiva, necessaria para o desenvolvimento da teoria de Markowitz.
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3 TEORIA DE PORTFOLIO DE MAR-
KOWITZ

Alcancar a independéncia financeira tém sido um objetivo comum para as pessoas ha
muito tempo. A ideia de conseguir gerar uma renda sem mais precisar trabalhar para
alcanca-la parece muito atraente. Atingir esta meta é possivel através de boas decisoes
acerca de trabalho, consumo e principalmente investimentos.

Tomar boas decisoes ¢ uma agao intimamente ligada ao presente estudo sobre problemas
de programacao linear. Em especial, tomar decisdes sobre seu préprio dinheiro carrega
consigo uma responsabilidade muito grande, que vai além dos nimeros.

Existem diversas formas de investir recursos financeiros, desde a poupanga até o
mercado de agoes e seus derivativos. Cada opcao de investimento estd atrelada a retornos
e riscos diretamente proporcionais, ou seja, quanto maior o retorno, maior sera o risco
relacionado. Entao como escolher de forma eficiente os melhores investimentos, obtendo
maior retorno e menor risco? Buscando responder esta pergunta, Harry Markowitz
desenvolveu e publicou em 1952 o que resultou na Teoria Moderna de Portfélio ou do
inglés, Modern Portfolio Theory (MPT).

Harry Max Markowitz nasceu em 24 de Agosto de 1927, em Chicago-EUA. Formou-se

na Universidade de Chicago e especializou-se em economia na mesma universidade.

Figura 14 — Harry Max Markowitz.

Fonte: (DIEGO) [2022).

Em sua dissertacao, Markowitz decidiu aplicar a Matematica na andlise do mercado
de agoes. Apds perceber que o modelo mais aceito naquele momento era carente quanto a
analise do impacto do risco, Markowitz desenvolveu a teoria de alocacao de portfélio sob
incerteza. Esta teoria foi publicada no Journal of Finance, em 1952.

No mesmo ano, Markowitz conheceu George Dantzig ao comecar seu trabalho na
RAND Corporation, uma instituicao sem fins lucrativos que ajuda a melhorar a politica

e a tomada de decisoes através de pesquisa e analise. Markowitz pesquisou técnicas de
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otimizacao com a ajuda de Dantzig e desenvolveu um algoritmo voltado para a identificacao
de carteiras 6timas de média-varidncia, baseando-se no que mais tarde foi chamado de
fronteira eficiente de Markowitz.

Em 1955, Markowitz recebeu o titulo de Ph.D. pela Universidade de Chicago apds
apresentar sua tese sobre a teoria de portfélio. Em um artigo de 1956, ele publicou
o algoritmo de linha critica e depois, escreveu um livro sobre alocagao de recursos e
construcao de portfélio, publicado em 1959.

Markowitz recebeu o Prémio Nobel de Economia em 1990, quando era professor de
financas no Baruch College da Universidade de Nova lorque (DIEGO) 2022).

Nos dias atuais, Harry Markowitz é professor adjunto de financas e contabilidade na
Universidade de Califérnia em San Diego-EUA e continua contribuindo para pesquisas
em investimentos.

O interesse por parte de pesquisadores de instituicoes brasileiras pela teoria de
Markowitz aplicada a investimentos em abrangéncia nacional se mostra relevante ao
encontrar 56 trabalhos em nivel de mestrado e doutorado que tratam do assunto. Destes,
10 estao disponiveis para leitura através da plataforma Sucupira, disponibilizada pela
Coordenacgao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) de forma online.

Miranda et al. (2021)) e Siervo| (2017) realizaram uma aplicagdo da Teoria Moderna de
Portfélio (MPT) no mercado de agdes em diferentes periodos, realizando a comparacao
com outros referenciais.

Silva, (2016) e |Alves (2020) pesquisaram o mercado de fundos de investimento e
utilizaram a MPT para otimizar carteiras desse tipo.

[orio et al. (2014) e Leite (2021) analisaram os fundos de investimento imobilidrio e
compararam com outros investimentos seu rendimento e variacgao.

Macola (2021) e (Castro| (2014)) realizaram estudos acerca de carteiras de fundos de
previdéncia e compararam com carteiras formadas através da MPT.

Kaupa et al.|(2013) aplicou a MPT ao mercado de agoes utilizando inteligéncia artificial.

Cavalcante (2013) apresenta em seu trabalho uma aplicacao da teoria de Markowitz
com carteiras de agoes utilizando o Downside Risk, método utilizado no presente trabalho.

Para fornecer subsidios para a teoria de Markowitz, é necessario conhecer alguns

conceitos e parametros estatisticos, apresentados a seguir.

3.1 ESTATISTICA DESCRITIVA

Seja um conjunto finito de dados, que podem ser coletados através de diversos meios,
tais como entrevistas, pesquisas de campo, relatorios, etc. A depender do tamanho deste
conjunto de dados, torna-se uma tarefa ardua mas necessaria identificar, compreender e
apresentar tendéncias e caracteristicas. Neste sentido, surge a necessidade de se estudar

formas de tratamento destes dados, o que é denominado como Estatistica.
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A estatistica descritiva é uma ferramenta utilizada para descrever dados, seja por
suas tendéncias de centralidade, seja pelas caracteristicas de dispersao dos dados. Sua
importancia para o desenvolvimento da presente pesquisa se deu no sentido de identificar
tendéncias dos dados a fim de selecionar ativos alinhados com a estratégia de investimento
atribuida pelo investidor.

A Teoria Moderna de Portfélios, de Harry Markowitz, necessita de parametros
estatisticos para a construcao de uma carteira de investimentos. A seguir, sao apresentados
conceitos estatisticos e relagdoes matematicas utilizadas na selecao de carteiras de

investimento.

3.1.1 Medidas de Centralidade

Média aritmética, média aritmética ponderada, moda e mediana sao parametros
estatisticos conhecidos como medidas de centralidade. Uma medida de centralidade é dada
por um numero real, atrelado as amostras previamente coletadas pelos diversos meios ja
citados. A depender da amplitude dos dados, uma medida pode retratar as tendéncias
de forma mais fiel que outra, sendo importante entender os métodos de obtencao dessas

medidas.

3.1.1.1 Média aritmética

Seja a variavel quantitativa x, que assume valores xi,xs,...,x,. Define-se média

aritmética como:

TeRx= =
n

n
L
$1+l‘2+“‘+l’n i=1
n

3.1.1.2 Média aritmética ponderada

Existem casos em que uma mesma amostra aparece diversas vezes dentro de um
conjunto de dados, esta amostra entdao tem um peso maior dentro deste conjunto. Para
considerar este peso dentro do célculo da média aritmética, define-se a média aritmética

ponderada como:

K1

T € R; ,

k
T;n;
x1n1+x2n2+~-+xknk _igl v
Tk
ny+mne+ -+ ng
> Ny
i=1

onde n; sao os pesos de cada um dos valores assumidos por .

3.1.2 Medidas de dispersao

As medidas de dispersdo (ou variabilidade) sdo utilizadas para mensurar o grau de

variagao do conjunto de dados ou amostras em relagao a sua média aritmética. A seguir sao
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definidas algumas medidas de dispersao importantes na construcao de conceitos adotados

pela Teoria de Portfélio, de Markowitz.

3.1.2.1 Variancia

A variancia é uma medida capaz de medir a variabilidade dos dados de um conjunto
através da soma dos quadrados das diferengas entre cada amostra e a média dos dados.
Esta soma ¢ dividida pelo niimero total de dados do conjunto. Matematicamente, seja
uma variavel z, que assume os valores (1, ¥, . .., T,). Entao a variancia o2 deste conjunto

de dados sera dada pela expressao,

Apesar de uma boa ferramenta, a varidncia é uma medida quadratica, enquanto os
dados sao lineares. Para resolver esta questao da medida quadratica, basta extrair a raiz

quadrada da variancia. Define-se assim o desvio padrao.

3.1.2.2 Desvio Padrao

O desvio padrao o de um conjunto de dados é calculado extraindo-se a raiz quadrada

da variancia deste mesmo conjunto. Matematicamente, temos a expressao,

O desvio padrao é capaz de mensurar o quao homogéneo é um conjunto de dados
em comparagao a outro, assim como também identifica quando um conjunto apresenta
dados mais esparsos que outro conjunto. Um conjunto A, com média aritmética = e desvio
padrao o; é mais homogéneo que um conjunto B, com a mesma média , mas com um

desvio padrao oy > 0.

3.1.2.3 Covariancia

A covariancia mensura o grau de dependéncia linear entre dois conjuntos de dados,
desde que estes conjuntos estejam em uma mesma unidade de medida. Matematicamente,
a covariancia pode ser definida da seguinte forma:

Sejam z,y duas varidveis quantitativas, tais que (z1,zs,...,2,) é o conjunto dos
valores assumidos por x e (y1,¥2, .- .,Y,) é 0 conjunto de valores assumidos por y. Entao

a covariancia S, entre as varidveis x e y é dada por:

S, — z": (zi — ) (y; — Z?).

1 n—1

1=
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A covaridncia atua como um instrumento para relacionar dois conjuntos de dados que
podem representar diferentes ativos financeiros dentro de uma carteira de investimento.
Como trata-se de um produto, a covaridncia assumird um valor positivo se os sinais das
diferencas entre cada dado e a média aritmética referente a mesma variavel forem iguais e
assumira um valor negativo se os sinais forem diferentes. Logo, se a covariancia for positiva,
os conjuntos de dados tendem a ter um comportamento semelhante quanto a tendéncias
de alta ou de queda. Quando o valor da covaridncia é negativo, o comportamento dos
conjuntos de dados sao diferentes, ou seja, tém tendéncias contrarias quando se trata de

ativos financeiros.

3.1.2.4 Correlacdo

Trata-se de uma medida de associacao linear entre duas variaveis. A vantagem do
uso da correlacao em relagao a covariancia é que as unidades de medida dos conjuntos de
dados nao influenciam em seu célculo. Matematicamente, a correlacao r,, ¢ dada pela

expressao:
Say
0,0y

Tuy € [—1,1]; T4y =

Quanto mais proximo do valor 1, maior é o grau de relagdo positiva entre os conjuntos
de dados, assim como quanto mais préximo de —1, maior é o grau de relagao negativa
entre os conjuntos de dados. Quanto mais préximo de 0 for a correlacdo, menor sera o

grau de relacao entre os conjuntos de dados.

3.1.3 Semivariancia

Esta medida utiliza as diferencas negativas em relacao a média dos dados apresentados,
ao contrario da varidncia que considera as diferencas positivas e negativas do mesmo
modo. Em investimentos, a semivaridncia ¢ uma importante ferramenta no estudo do
risco atrelado a investimentos diversos (BRITO NETO; VOLKMER) 2001)).

Ao considerar apenas as diferengas negativas, o modelo de determinacao do risco de
uma carteira de investimentos sera baseado apenas nas variacoes negativas do preco de
um ativo, ou seja, quando houve perdas no periodo. As variagoes positivas indicam
ganho, uma vez que quando isto ocorre, o preco do ativo esta acima da média historica
do periodo (VALVERDE; 2019).

Matematicamente, serao considerados para calculo da semivariancia os valores dados
pela Equagao (3.1)):

zi, se z; <0

min{z;, 0} = . (3.1)
0,sez >0

Onde z; = z; — x é a diferenga entre uma amostra e a média.
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Tomando todos os valores z; < 0, a semivariancia ¢ podera ser calculada como mostra
a Equacao (3.2).

N
<o

s
I
—

(3.2)

Onde N é o nimero de amostras.

3.1.4 Média mobvel

A média moével é utilizada como ferramenta para suavizar curvas obtidas a partir de
um conjunto com muitas amostras, facilitando a identificacdo de tendéncias nesta curva.
Seu célculo ¢é feito da mesma forma que a média aritmética ja definida, porém, é fixado

um periodo ou quantidade de amostras k, tal que:
1 k
j=1

3.1.5 Meétodo 1/n

O método 1/n consiste em multiplicar um conjunto de n amostras por %, atribuindo
mesmo peso para cada uma das amostras e resultando na prépria média aritmética quando
somados os valores obtidos. Este conceito ajuda na alocacao de recursos em investimentos
sem utilizar métodos mais robustos como os de programagao linear ou nao-linear, porém
nao considera outros fatores como o risco associado a cada ativo.

O método 1/n serd utilizado na andlise comparativa com o método proposto neste
trabalho, baseado nos trabalhos de Markowitz e na otimizacao quadratica.

Na Segao serao introduzidos conceitos sobre investimentos, necessarios para melhor

compreensao sobre o modelo de Markowitz.

3.2 CONCEITOS BASICOS SOBRE INVESTIMENTOS

Para falar de conceitos relacionados a investimentos, um bom ponto de partida é
definir o que é investir. As pessoas investem de diversas formas: tempo em suas atividades
e esforco em seus objetivos, por exemplo. Pode-se dizer que investir esta relacionado
com aquilo que se tem posse. Quando trata-se de investimento relacionado a financas,
o interesse é o de alocar de forma eficiente o dinheiro que se tem posse para alcancar
diferentes objetivos, metas, sonhos. Para tanto, diferentes metodologias e técnicas podem
ser aplicadas, desde poupanca, disponivel em grandes bancos, até operagoes arrojadas em
bolsa de valores.

A bolsa de valores é o lugar onde negociam-se acoes de empresas de capital aberto,

ou seja, qualquer pessoa pode tornar-se sécio acionista desta empresa (SILVA, 2016)). No
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Brasil, a bolsa de valores é chamada de B3 (Brasil, Bolsa, Balcao), sucessora da antiga
BM&FBovespa.

Os investimentos podem ser divididos em renda fixa e renda variavel, sendo que
os investimentos de renda fixa apresentam pouca volatilidade e consequente baixo
risco. Sao exemplos de investimentos de renda fixa: poupanga, CDB (Certificado de
Depésito Bancario), RDB (Recibo de Depdsito Bancario), LC (Letra de Cambio), LCI
(Letra de Crédito Imobilidrio), LCA (Letra de Crédito Agricola), CRI (Certificado de
Recebiveis Imobiliarios), CRA (Certificado de Recebiveis Agricolas), Debéntures, LF
(Letra Financeira). Além destes investimentos, existe o Tesouro Direto, composto por
titulos de renda fixa emitidos pelo Tesouro Nacional Brasileiro.

Ja na renda variavel, sdo encontrados investimentos como: ac¢oes de empresas listadas
na B3; BDR (Brazilian Depositary Receipts), que sao certificados que representam agoes
de empresas negociadas em mercados internacionais, como Coca Cola, Disney e Netflix,
por exemplo; FII (Fundos de Investimento Imobilidrios); ETF (Ezchange Traded Fund)
ou fundo de indices. Estes dois tltimos sao fundos de investimento, ou seja, carteiras de
ativos administradas por gestores qualificados. Além destes fundos, existem outros como
os de renda fixa, de ac¢oes e os fundos multimercado.

Na renda variavel ainda existe as operagoes avancadas, como negociacao de derivativos
que correspondem entre outras operacoes as opgoes de compra e venda de agoes, mini
indice, mini dolar, etc.

Os investimentos listados via de regra buscam superar a desvalorizagao da moeda
acarretada pela inflacdo, que é medida através de indices econémicos, em especial o IPCA
(indice de Pregos ao Consumidor Amplo). Inclusive, existem titulos do tesouro direto que
garantem margem de lucro acima do IPCA, o Tesouro IPCA+ 2035, por exemplo, garante
retorno acima do IPCA e tem vencimento programado para 2035. Isto que dizer que quem
investir hoje neste titulo, podera resgatar seu investimento em 2035, corrigido pelo IPCA
acrescido de uma taxa fixa.

Tanto em renda fixa como na renda variavel, existe a incidéncia do Imposto de Renda,
com diferentes taxas para diferentes ativos, podendo alguns investimentos serem isentos.

Dada a variedade de investimentos e diferentes expectativas de lucro e de risco, o
investidor tende a montar uma carteira ou portfélio, ou seja, um conjunto de diferentes
ativos financeiros, seja de renda fixa, variavel ou ativos alternativos como compra e venda

de imoveis, por exemplo.

3.2.1 Risco e retorno

Seria agradavelmente suficiente que se estabelecesse um retorno esperado para um
ativo e este ndo tivesse nenhum risco atrelado. Infelizmente, a relagdo entre o risco de
perder capital em uma aplicacao financeira e o retorno que se pode ter, aumentando o

capital que se tinha anteriormente é diretamente proporcional, ou seja, quanto menor ¢ o
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risco de perdas que quer se expor, menor sera o retorno percentual sobre o capital aplicado
e o contrario também ¢ valido, isto é, quanto maior é o risco que se esta disposto expor-se,
maior deve ser o retorno. A partir desta relacao, diversificar ativos buscando controlar o
risco de uma carteira parece ser uma otima estratégia.

O risco de um ativo esté atrelado a intensidade e frequéncia que sua cotagdo pode
oscilar dentro de determinado periodo, independentemente da classe em que esta inserido.
A esta intensidade da-se o nome de volatilidade, que pode ser alta quando um mercado
oscila de forma intensa ou baixa quando um ativo oscila de forma suave, como no caso de
investimentos de renda fixa pds-fixados, que sao atrelados a algum indice, normalmente
ao CDI (Certificado de Depésito Interbancario) ou ao IPCA (Indice Nacional de Precos
ao Consumidor Amplo).

A volatilidade de um ativo pode advir de aspectos externos, como uma crise economica,
variagao dos juros (Selic) e inflagdo, variagdo de outras moedas como o délar, por exemplo
ou pode ocorrer por alguma tomada de decisao ou resultado interno, que sao divulgados
através de cartas abertas das empresas ao mercado, os chamados fatos relevantes, trazendo
resultados trimestrais ou decisoes tomadas em assembleia.

No mercado de acoes, costuma-se falar em dois principais tipos de andlise, que servem
como bases para decisao de compra e venda de ativos: a analise fundamentalista e a

analise técnica.

3.2.2 Analise Fundamentalista

Na analise fundamentalista busca-se entender a fundo como uma empresa é capaz
de gerar lucro e qual o potencial desse lucro se perpetuar ao longo prazo. Utiliza-se
indicadores como receita (ganhos da empresa), lucro por acgao (lucro liquido dividido
pelo nimero de agoes no mercado), P/L (preco das agoes dividido pelo lucro por agao) e
margens de lucro da empresa (PINTO), 2020).

Para investidores que tém o objetivo de manter um ativo em carteira por muitos anos,
a analise fundamentalista é essencial, pois mostra um panorama nao s6 do presente, como
também as projegoes para o futuro.

Com a anélise fundamentalista, o investidor é capaz de estimar o valuation de uma
empresa, que é quanto aquela empresa deveria valer, em dinheiro. O valuation permite
estimar um valor para a acao e assim o investidor projeta um preco teto que pode pagar
por esta acao.

Junto a analise fundamentalista estd a analise técnica, que é fornece ferramentas para

se estimar o momento de entrada e saida (compra e venda) de um ativo.
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3.2.3 Analise técnica

Tanto para a técnica de buy and hold que trata-se de comprar um ativo e manté-lo em
carteira por anos, como para operagoes rapidas, executadas dentro de um mesmo dia (day
trade) ou entre dias, semanas ou meses (swing trade) a anélise técnica auxilia na tomada
de decisao de compra e venda de ativos, mostrando graficamente momentos oportunos
para entrada e saida de operagoes a partir de figuras graficas que podem indicar uma
reversao de tendéncia dos precos, uma corre¢ao no prego, ou um crash |I|, por exemplo.

A Figura |15 mostra um canal de alta, padrao grafico que explicita uma tendéncia de

alta na cotacao de um ativo.

Figura 15 — Canal de alta na acdo PETRA.

Fonte: compilagao do autor.

A Figura [16] mostra um pivd de baixa, que indica uma reversao de tendéncia no prego
das agoes. Os pontos de A até E sao fundos, ou seja, menor cotagao dentro de um curto
periodo e os pontos de F até J sao topos, maiores cotagdoes em um curto periodo. A
tendéncia de alta pode ser reconhecida quando os fundos sdo ascendentes e a reversao de
tendéncia pode ser reconhecida com a sequéncia de topos descendentes em seguida. O
pivo de baixa, formado pelos pontos F, K, L e M confirmam a tendéncia de baixa.

A Figura[l7]mostra como as médias méveis podem ser utilizadas como sinal de entrada
e saida de operagoes de compra e venda de acgbes. A curva que acompanha as barras
verdes e vermelhas de perto é a forma grafica da média mével de 9 periodos, ja a curva
mais suave representa a média de 72 periodos. Quando a média de 9 periodos cruza a
de 72 de baixo para cima (pontos A, C, E), indica-se compra do ativo pelo sinal grafico
e quando hd um cruzamento para baixo (pontos B e D), indica-se venda do ativo. Um
cuidado que deve-se tomar é em periodos como entre as sequéncias de pontos A-B e D-E,
isto porque, apesar do cruzamento para cima em A, logo houve um cruzamento para baixo
em B, podendo fazer com que o investidor sofra prejuizo em uma operacao de curto prazo.

O mesmo vale para o cruzamento para baixo em D e rapida reversao para cima em E.

L' Queda abrupta e intensa na cotacio de um ativo ou bolsa.
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Figura 16 — Pivo de baixa na acao PETRA.

Fonte: compilagao do autor.

Indica-se que outros fatores estejam alinhados ao sinal grafico, como a confirmacao de

tendéncia observando fundos e topos.

Figura 17 — Cruzamento de médias moéveis de 9 e 72 periodos em Bitcoin.

Fonte: compilacao do autor.

Esses sao alguns exemplos de como a analise grafica pode ser utilizada como uma

ferramenta no auxilio a tomadas de decisdo de compra e venda de diversos ativos.
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Na Secao [3.3], serd apresentada e discutida a Teoria Moderna de Portf6lio, de Harry
Markowitz, que fornecerd subsidios para a construcao da carteira de investimentos

desejada.

3.3 TEORIA MODERNA DE PORTFOLIO DE MARKOWITZ

Uma vez definida a carteira de investimentos ou portfélio, o questionamento que surge
naturalmente é: como realizar a alocacao de ativos na carteira de modo a obter maior
retorno possivel, submetendo-se a um pequeno risco de perda? Harry Markowitz buscou
responder esta pergunta norteadora através da construgao de um raciocinio sistematico
que culminou em seu mais reconhecido trabalho: a Teoria Moderna de Portfélio.

Esta teoria baseia-se no principio da diversificacao, ou seja, quanto mais diversificados
forem os ativos que compdem a carteira, menor serd o risco de perdas. Considera-se
também a aleatoriedade do mercado, isto é, o mercado de ativos nao segue um padrao
determinado. Apesar da analise técnica estudar diferentes formas de identificar tendéncias
e momentos de entrada e saida de operacoes, ainda assim existe o risco da previsao estar
errada, justamente devido a aleatoriedade do mercado. O terceiro ponto que norteia
a Teoria Moderna de Portfélio é a relagao entre risco e retorno, buscando responder a
pergunta inicial desta segao.

O retorno de um portfélio de investimentos pode ser dado matematicamente pela

Equacao ((3.4).

N
rp = ZU}ZTZ (34)
i=1

Onde rp é o retorno do portfélio; w; é o peso percentual de cada ativo i na carteira;
r; € o retorno de cada ativo da carteira e N é o nimero de ativos.
O risco de um portfélio pode ser calculado pela sua varidncia o2 ou analogamente pelo

seu desvio padrao o com base nas covariancias e variancias entre os ativos, como mostra

a Equagao (3.5) (HIEDA; ODA| [1998).

N N
Op = ZZU)Z‘U}J‘JZ‘J‘. (35)

i=1j=1

Em que 0;; ¢ a covariancia entre os ativos ¢ e j. Se ¢ = j, entao trata-se de um mesmo
ativo e considera-se sua variancia. w; e w; sao os pesos dos ativos i e j, respectivamente
e N ¢é a quantidade de ativos em carteira.

Sabendo calcular risco e retorno, qual seria a carteira de investimentos perfeita? A
resposta é: depende do perfil do investidor.

Existem trés principais classificagoes para o nivel de aversao ao risco de um investidor:

conservador, moderado e agressivo.
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O investidor conservador nao tolera grandes volatilidades em sua carteira de
investimentos, aceita ganhos menores desde que se tenha um risco muito baixo ou nenhum
risco atrelado e normalmente nao quer expor-se ao mercado por um longo prazo, necessita
de liquidez. Por estes motivos, o investidor conservador prefere investir em titulos de
renda fixa, que apresentam previsibilidade maior que a renda variavel.

O investidor moderado aceita um pouco mais de risco, mas ainda preocupa-se com o
prazo de resgate e é reticente ao mercado de agoes e derivativos. Este investidor opta por
titulos de renda fixa e pode expor-se a renda variavel através de fundos de investimento.

Para o investidor arrojado ou agressivo é aceitavel expor-se a maior risco desde que
se tenha a possibilidade de maiores ganhos. Seus objetivos sdo de médio e longo prazo e
pode optar por investir tanto em renda fixa como em renda variavel.

Apesar desses perfis serem tragados assim que uma pessoa abre conta em uma corretora
de valores, o investidor s6 conhece seu perfil com o passar do tempo, expondo-se ao risco

até o ponto em que deixe de sentir-se confortavel com as oscilagoes do mercado.

3.3.1 Fronteira eficiente

Uma carteira com dois ou mais ativos pode ser balanceada de diversas formas,
atribuindo diferentes pesos para cada ativo. Uma carteira com dois ativos A e B, por
exemplo, pode ser composta por 50% de cada ativo ou 30% do ativo A e 70% do ativo B.

A Figura mostra uma composicao de carteira com dois ativos levando em
consideracao o nivel de correlagao entre eles, ou seja, o nivel de relacao que as oscilagoes
de cada ativo apresenta entre si.

Um cenario em que dois ativos com risco atrelado sao totalmente descorrelacionados,
isto é, sua correlacao ¢ igual a —1, é impossivel de se obter. Neste caso, um certo retorno
seria obtido sem nenhum risco.

As curvas formadas na Figura [18 mostram que para um mesmo nivel de risco existem
dois retornos possiveis. Um investidor sensato estara sempre inclinado a escolher aquela
composicao com menor risco entre as disponiveis, entao esta curva pode ser considerada a
partir de um ponto F em que haja apenas um risco possivel para tal retorno até o ponto
S que representa o maximo retorno possivel. Esta curva é chamada de fronteira eficiente
e é exibida na Figura [19]

Mesmo com a evidéncia de uma fronteira eficiente, sdo muitos os pontos possiveis
de interesse. [Tobin| (1958) escreveu em seu artigo uma proposta de solugdo para este
problema através da determinacdo de um ponto 6timo da fronteira eficiente. Este ponto
¢é determinado adicionando um ativo livre de risco ao portfélio, por exemplo, um titulo
do tesouro nacional atrelado a taxa basica de juros (Tesouro Selic). Este ativo sera
representado pelo ponto P sobre o eixo dos retornos (risco zero). O ponto étimo @ serd
aquele cuja reta P(Q) é tangente a fronteira eficiente, como mostra a Figura |20

O ponto @) da curva formada é chamado de Portfélio de Risco Eficiente.
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Figura 18 — Relagao entre risco e retorno.
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Fonte: (GONCALVES JR; PAMPLONA; MONTEVECHI, 2002, p. 5).

Figura 19 — Fronteira Eficiente.

Retomo
A

Fonte: (HIEDA; ODA/ 1998, p. 4).

O que une os trabalhos de Markowitz e Dantzig é a formulacao de um Problema de
Programacao Quadrética (PPQ) a partir da modelagem de uma selegao de carteiras. Na

Segao [3.3.2) este problema sera formulado e discutido.

3.3.2 Formulacdo do Problema de Programacao Quadratica

Nesse modelo um investidor deve escolher um conjunto de ativos para compor uma
carteira, obedecendo a restricoes de disponibilidade de recursos ou outra natureza.
Consideram-se N ativos, com taxas de retorno rq, 79, ..., 7y, sendo que um portfolio é

especificado pela quantidade investida em cada ativo, wy, ws, ..., wy. As taxas de retorno
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Figura 20 — Portfélio de Risco Eficiente.
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Fonte: (HIEDA; ODAJ 1998, p. 7).

sdo consideradas varidveis aleatérias. Os dados do modelo (que supdem-se conhecidos)
sao o vetor das taxas de retorno esperadas, E(R), e a matriz de covaridncia das taxas de
retorno, Cov(R). E um pressuposto do modelo termos a matriz de covaridncia definida
positiva.

O modelo de média-variancia de Markowitz pode ser descrito pelo seguinte PPQ:

N N
min > Y wjw;S;; (3.6)
i=1j=1
N
Sujeito a Y w;r; = p (3.7)

i=1
N
i=1

w; >0, parai=1,2,..., N. (3.9)

Onde S; ; é a covariancia entre os ativos 7 e j, p € o retorno esperado para o portfélio.
Em outras palavras, pretende-se determinar um portfélio com N ativos ja selecionados
cujo retorno esperado seja u e todo o capital disponivel seja investido. O risco do portfélio
sera minimizado solucionando o PP(Q atribuindo a cada ativo um peso na carteira. Este
peso pertencerd a um intervalo fechado [0%, 100%)], correspondente ao total investido.

A funcao objetivo do PPQ formulado, dada pela Equagao é a variancia dos dados
obtidos através do historico de cotagao dos ativos que pertencem ao portfélio. O célculo
da variancia representara o risco da carteira, que deve ser minimizado.

Na Secao sera introduzido o conceito de Downside Risk, método utilizado para

calculo do risco da carteira de investimentos utilizando a semivariancia.
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3.4 DOWNSIDE RISK

A Teoria Moderna de Carteiras de Investimento ou do inglés, Modern Portfolio Theory
(MPT) de Markowitz fornece um calculo de risco da carteira baseado nas varidncias
e covariancias dos ativos selecionados. Com o avanco dos estudos pos MPT, surgiu o
questionamento sobre a forma de calcular esse risco, uma vez que o calculo da variancia
faz com que dados heterogéneos sejam interpretados como maior volatilidade de uma acao
e consequente risco ao investidor, sem diferenciar oscilagoes acima do retorno médio e
abaixo desse valor.

Sempre que ha um retorno acima da média, o resultado é positivo para o investidor
que deseja o maior lucro possivel, ou seja, nao deveria ser considerado risco a carteira
uma oscilagao positiva, ao contrario das oscilagoes abaixo da média, que trazem sim um
risco ao capital investido.

A partir dos estudos e revisdes de Markowitz surge a Post Modern Portfolio
Theory (PMPT) que considera apenas o lado negativo de uma distribui¢do normal de
probabilidades dos dados colhidos a partir dos retornos médios dos ativos. O downside
risk é ilustrado de forma ludica na Figura[21] A partir de determinado valor, a volatilidade
é considerada apenas como incerteza e nao risco ao investidor, diferente do modelo classico

de Markowitz (ESTRADA| 2008).

Figura 21 — Ilustragdo do Downside Risk.

VOLATILITY

RISK UNCERTRINTY =

Fonte: (VALVERDE, 2019} p. 14).

As distribuigoes de probabilidade podem ser descritas como curvas simétricas ou
assimétricas em relagao a média das amostras. Na MPT nao se considerava as distribuicoes
assimétricas, o que passou a ser relevante na PMPT, pois assimetrias podem evidenciar
ativos com mais ou menos risco, dependendo do nivel de discrepancia e se é assimétrica a

direita (positiva) ou a esquerda (negativa).
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Desta forma, o PPQ apresentado pela Equagdo (3.6) permanece quase o mesmo,
porém utilizando a semivariancia como medida de risco da carteira. E o que sera visto na
Secao [3.4.1]

3.4.1 Reformulacdo do Problema de Programacdo Quadratica

Através da PMPT, passou-se a adotar o downside risk como medida de risco para a

carteira. Assim, o PP(Q pode ser reformulado como mostrado na Equagao (3.10)):

N N
min Z Z wiijij
i=1j=1
N
Sujeito a Y w;r; = p (3.10)

=1

N
i=1
w; > 0,parat=1,2,...,N.

Onde §2;; ¢ a semi-covariancia entre dois ativos ou semivariancia quando ¢ = j e é dado

por:
1T
Q= T tz_:l [min (r;, 0) x min (7, 0)].

Neste modelo utiliza-se min(r;, 0), embora seja possivel calcular de outras formas
como min(r;, ¥) ou min(r;, s), sendo s um retorno desejado pelo investidor. A escolha
pela comparacao com o 0 se dd em razao da simetria da matriz de semi-covariancia
(Q; = Qy, Vi,j = 1,2,...,T), necessaria para o algoritmo de resolucao de PPQ.
Utilizando como comparacao 7 ou s existe a possibilidade de que a matriz gerada nao seja
simétrica, trazendo mais complexidade a resolugao do problema (ESTRADA| [2008)).

A Equagao (3.11)) mostra a formulagao matricial do problema:

min w’ Qw (3.11)
Sujeito a w'r = (3.12)
wil=1 (3.13)

Iw > 0. (3.14)

Desta forma, sera considerado o risco a cada periodo envolvendo dois ativos de uma
carteira. Para que seja um valor nao nulo, os retornos dos dois ativos em um determinado
periodo devem ser negativos, ou seja, se algum deles for ndo negativo, sera considerado
nulo e seu produto também sera, nao gerando maior risco.

No Capitulo (4] serao analisados os diferentes cenarios que compuseram o periodo de

aplicagao do presente trabalho, apresentando as expectativas do mercado financeiro para
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o ano de 2020 e um breve histérico sobre a pandemia do novo Coronavirus que teve inicio

em marc¢o daquele ano.
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4 PANORAMA HISTORICO DAS CRISES
ECONOMICAS

O Brasil enfrentou uma recessao econémica em 2020 em razao da pandemia do novo
Coronavirus, o que quer dizer que a economia do pais esteve em periodo de retragao.
O principal indicador de uma recessao econdmica é o Produto Interno Bruto (PIB) que
representa a soma de toda a producdo de um pais. Quando o PIB apresenta queda
percentual por dois trimestres consecutivos, entende-se que o pals estd em recessao. A
Figura [22] mostra a evolugao percentual do PIB brasileiro de 1996 até 2021 e evidencia
o periodo de recessao econdmica vivida no periodo mais grave da pandemia, assim como

em outros momentos de crise.

Figura 22 — Evolucao percentual do PIB brasileiro.
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Fonte: "IBGE - Contas Nacionais Trimestrais"

O gréafico evidencia outros periodos de recessao, como a crise politica enfrentada entre
2014 e 2016 que culminou no impeachment da entao presidente Dilma Rousseff. Isto
mostra que uma crise economica pode advir de diversas formas, como ja foi observado no
decorrer da historia.

O Panico de 1873 que se arrastou por quatro anos foi uma crise financeira desencadeada
principalmente por trés fatores: a inflagdo americana, os investimentos desenfreados em
ferrovias e a Guerra Franco-Prussiana.

Em 1908 houve uma crise financeira mundial que estimulou o estabelecimento do
Federal Reserve, o banco central americano.

Em 1914 uma crise diplomatica desencadeou uma série de conflitos e o inicio da
Primeira Guerra Mundial. Com o cenario incerto e hostil, muitos investidores retiraram

grande parte de seus capitais alocados em bolsa, levando a uma crise econdémica nas bolsas
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mundiais, em especial a de Londres e a de Nova lorque. Em 1917 outra crise se estabeleceu
com o fim da Primeira Guerra Mundial, momento em que os paises recuperavam-se dos
prejuizos causados pelos conflitos.

Em um momento de euforia gerada pela recuperacao financeira nos EUA, a década
de 1920 foi marcada pela entrada de muitas pessoas na bolsa, fazendo com que houvesse
uma bolha na bolsa de valores, ou seja, as agoes estavam sendo negociadas a pregos muito
acima do preco justo. Em 24 de Outubro de 1929 ocorreu a chamada Quinta Feira Negra,
o maior crashl] da bolsa americana do século XX.

Em 1945, com o fim da Segunda Guerra Mundial, o mundo enfrentou uma forte recessao
em consequéncia aos estragos deixados pela guerra.

Em 2008 ocorreu a chamada crise do subprime ou crise das hipotecas nos EUA
decorrente de grande nimero de inadimplentes que surgiram gragas a facilidade de
empréstimo e financiamento imobilidrio. Quando os nimeros vieram a tona, grandes
bancos e financiadoras faliram ou tiveram que ser resgatadas pelos seus governos centrais.
Estas grandes ondas de crise nao afetaram em mesma medida paises emergentes como o
Brasil.

Em 2020 a crise do novo Coronavirus afetou a economia mundial em grande escala
devido as restri¢oes de circulacao de pessoas impostas para controlar a expansao da doenga
Covid-19 (BBC, 2020)).

A proxima secao trata especificamente desta crise sanitaria, que acarretou em uma
série de crises em outras areas, além de infelizmente deixar muitos mortos no periodo e

até hoje.

4.1 A CRISE DO NOVO CORONAVIRUS

Em dezembro de 2019, alguns casos de pneumonia comecaram a ser registrados em
pacientes de Wuhan, provincia chinesa de Hubei. Em janeiro de 2020, foi possivel
estabelecer a causa, uma nova cepa de um virus pertencente a familia Coronaviridael.
O Comité Internacional de Taxonomia de Virus o nomeou como: Sindrome Respiratoria
Aguda Grave, ou Sindrome Coronavirus Dois, ou ainda Sars-CoV-2. Esse virus esta
relacionado a transmissao zoondtica e tem como principais sintomas febre, cansaco e tosse
seca, que se transmite por via aérea com alto indice de contdgio, o que forgou medidas
que restringissem a concentragao de pessoas (OPAS, [2020)).

Em 11 de margo de 2020 a OMS (Organizacdo Mundial da Satude) caracterizou a
COVID-19 como pandemia. A partir dai, os paises foram gradativamente adotando
medidas de restricdo da circulacdo de pessoas nas ruas, além do uso obrigatorio de

mascaras.

L A palavra crash quer dizer colapso em inglés e é usada no meio financeiro para identificar periodos de

queda brusca e acentuada em uma bolsa de valores.
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Governantes brasileiros, com base nas experiéncias de outros paises, decidiram
implementar um plano de contencao e mitigacao da infecgdo por Coronavirus através do
fechamento de estabelecimentos piblicos e privados, restricao de mobilidade nas fronteiras
e isolamento temporario da populacao.

A Figura [23| mostra a evolug¢do do ntimero de casos de COVID-19 registrados no Brasil

no periodo que compreende o presente estudo.

Figura 23 — Casos registrados de COVID-19 no Brasil por milhdao de habitantes.

Daily new confirmed COVID-19 cases per million people

7-day rolling average. Due to limited testing, the number of confirmed cases is lower than the true number of
infections.
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Source: Johns Hopkins University CSSE COVID-19 Data cCcBY

Fonte: Our World in Data, disponivel em https://ourworldindata.org/covid-cases.

O medo de uma ameaca invisivel e desconhecida causou grande impacto nas economias
ao redor do mundo, fazendo com que as bolsas de valores sentissem uma abrupta e

contundente queda.

42 A BOLSA NA PANDEMIA

O mercado financeiro reagiu a noticia sobre a pandemia do novo Coronavirus de
forma drastica e intensa, considerado-a uma das maiores crises sanitarias da historia. O
termo Clircuit breakevﬂ passou a ser utilizado com certa frequéncia. Apenas em 2020, o
circuit breaker foi acionado 6 vezes em 8 pregoes. Em toda a historia, ele foi acionado 24
vezes (BRASIL BOLSA BALCAO, 2020), o que evidencia a gravidade da crise enfrentada.

Como forma de estimulo a economia, o Comité de Politica Monetéria (Copom) realizou

sucessivos cortes na taxa basica de juros, conhecida como taxa Selic, entre Outubro de

2 O circuit breaker é um mecanismo de protecdo que interrompe os negécios nas bolsas de valores do

Brasil quando as quedas sao muito expressivas, ou seja, o indice IBOVESPA cai mais que 10%.
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2016 e Agosto de 2020 (BRASIL), [2022). Durante esse periodo de queda da Selic houve
grande adesao de pessoas fisicas a bolsa de valores, principalmente quando a queda se
intensificou entre 2019 e 2020, atingindo 2% a.a. A Tabela [4| mostra a evolugao do niimero
de CPFs na bolsa de valores, este niimero considera o CPF cadastrado em cada corretora,
podendo uma mesma pessoa estar listada varias vezes na bolsa.

O movimento de entrada de um grande ntimero de pessoas na bolsa foi impulsionado
justamente pela redugao da Selic, isto é, com a tendéncia de baixa dos juros que regem os
investimentos em renda fixa pos-fixados juntamente com a inflacao, o investidor individual
viu na renda varidvel uma oportunidade de obter ganhos mais expressivos. A entrada de
mais pessoas para a bolsa compensou a retirada de capital estrangeiro, causando pequeno
equilibrio a balanca financeira.

Desde Margo de 2021 até o momento da entrega deste trabalho, a taxa Selic sofreu
seguidos aumentos chegando a 13,25% a.a. em Junho de 2022. A curva crescente nos
juros impactou setores como varejo e construcao pela dificuldade crescente em realizar
financiamentos e empréstimos sujeitos a juros cada vez mais altos. Essa dificuldade dos
setores mais sensiveis aos juros fez com que empresas menos solidas no mercado de ac¢oes

sofressem seguidas quedas, como a varejista Magazine Luisa (MGLU3) e a construtora
MRV (MRVE3).

Tabela 4 — Pessoas fisicas (PF) na bolsa de valores do Brasil.

Ano Numero de PF

2021 5014261
2020 3266 708
2019 1691651
2018 836176

Fonte: (BRASIL BOLSA BALCAO), 2022).

Muitos influenciadores digitais de finangas emergiram ou se alavancaram nesse periodo
de crise. Pode-se citar como exemplo a ex-jornalista Nathalia Arcuri, do canal “Me
Poupe!” e o empresario Thiago Nigro, do canal “Primo Rico”, ambos da plataforma
Youtube. A ascencao desses influenciadores evidencia o crescimento da procura por
conteudos voltados aos investimentos no Brasil e reafirma a importancia da educacao
financeira para a formacao cidada dos individuos.

Apés todos os apontamentos acerca do panorama vivido até a crise de 2020, no
Capitulo o] serd montada a carteira de investimentos com base na teoria de Markowitz e

otimizada a partir de métodos computacionais de resolugdo de PPQ.
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Apébs a compreensdo do assunto e o embasamento tedrico que fomenta o estudo sobre
construcao de carteiras de investimentos de forma a obter maiores ganhos ou riscos
reduzidos a partir da diversificagdo e otimizacgao linear, propoe-se uma aplicacao das
teorias de Markowitz e Dantzig com o objetivo de obter uma carteira composta por ac¢oes
de empresas negociadas na bolsa brasileira, a B3.

Com o objetivo de minimizar o risco associado a carteira de investimentos, deve-se
buscar um retorno especifico. O retorno da carteira formada neste trabalho considerou os
ganhos de um dos maiores investidores da histéria: Warren Buffet.

Warren Buffet é conhecido por seus investimentos muito rentaveis e por sua perspicacia
em notar e aproveitar-se dos ciclos economicos. Buffet ostenta uma média de retorno de
20% ao ano com seus investimentos. Marca dificil de ser batida por investidores em um
prazo tao longo, sustentando os ganhos por mais de 50 anos (HAGSTROM, [2013)).

Desta forma, buscou-se obter um retorno de 20% a.a. com a carteira de agoes e, como
os ativos foram analisados mensalmente, a taxa utilizada foi de 1,53% a.m., como mostra
a Equacdo (5.1). A Secdo [5.2) mostra como a carteira de acoes foi formada, utilizando a

teoria de Markowitz e métodos computacionais de resolugao de PPQ.

120% =(1 +14)"
= Y12 =1+

= i=1,0153—1 (5.1)
= i=0,0153
—1,53%.

5.1 PACOTE CVX0OPT

Neste trabalho foi wutilizado o pacote cvxopt (VANDENBERGHE, 2010),
implementado computacionalmente através da linguagem de programagao Python. A
escolha deu-se em razao do livre acesso as plataformas de programacao em Python, como o
Jupyter Notebook que é executado diretamente no browser, sem a necessidade de internet
para muitos pacotes. O algoritmo cvxopt.solvers.qp resolve problemas de programacao
quadratica através de solvers que linearizam a funcao objetivo do problema dispondo das
condicoes de KKT e utilizam métodos de resolucao de problemas de programacao linear,

isto ocorre desde que a fungdo objetivo seja convexa e a matriz de coeficientes dos termos
quadraticos do problema seja simétrica (BOYD, S.; BOYD, S. P.; VANDENBERGHE;,
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2004). A Equacao (5.2) mostra a forma padrdo de entrada do algoritmo, em que x é
o vetor das variaveis, P é a matriz dos coeficientes dos termos quadraticos da funcao
objetivo, q é o vetor dos coeficientes dos termos lineares da fungao objetivo, Ax = b sao
as restrigoes em forma de equacoes e Gx < h representa a entrada de restrigoes em forma

de inequagoes, sendo necessario que o algoritmo inclua variaveis de folga e excesso.

1
Minimizar §XTPX +q¢'x
Sujeito a Gx < h (5.2)
Ax =b.

A saida do algoritmo é composta por uma mensagem informando se foi encontrada
solugao 6tima, o vetor das variaveis x e o valor da funcao objetivo.

Para o presente trabalho, o vetor x contém os pesos percentuais das acoes a serem
definidos através da otimizagdo. A matriz P é a matriz de semi-covariancias dos ativos
e o vetor ¢ é nulo, uma vez que nao existem termos lineares na funcao objetivo. G, h, A
e b estao relacionados as restricoes de construcao da carteira, que serao vistas com mais

detalhes na Secao [5.2]

5.2 CONSTRUCAO DA CARTEIRA DE INVESTIMENTOS

Devido ao grande niimero de ativos disponiveis na bolsa brasileira, foram selecionadas
35 agoes, negociadas no periodo de Janeiro a Dezembro de 2020. A selecao de tais agoes
deu-se pela analise fundamentalista, que estuda o cenario econémico e os ciclos do mercado,
bem como aspectos especificos de cada empresa.

A Tabela [5] mostra as 35 acoes escolhidas na bolsa brasileira. Foram selecionadas
empresas de 22 setores diferentes, o que auxilia na diversificagdo proposta por Markowitz.

As agoes de 1 a 12 sdo de empresas de setores perenes, ou seja, tem baixa volatilidade
no longo prazo e costumam valorizar-se sem relacao com os ciclos de mercado, dada a
demanda por servicos basicos como agua, saneamento e energia elétrica, bem como o
setor de seguros, que foi impactado pela crise do Coronavirus, porém aumentou a base de
clientes nas empresas, fazendo com que sua recuperacao fosse acelerada. O setor bancério
destaca-se com a alta dos juros, porém, nao deixa de gerar lucro em periodos de baixa dos
juros devido a sua capacidade de transferéncia de valores e financiamento de empresas.

A procura constante pela evolucao da infraestrutura de empresas faz com que setores
ligados a metalurgia, maquinas e equipamentos sejam solidos e apresentem crescimento
quase constante. Fato que apoiou a escolha de empresas como Weg (WEGE3), Gerdau
(GGBR4) e Unipar (UNIPG).

Algumas empresas representam quase o todo de seus setores, fazendo com que sejam
bastante sélidas, como Telefonica (VIVT3), Ambev (ABEV3) e Brasil Agro (AGRO3).
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Tabela 5 — Ag¢oes selecionadas para composicao de carteira de investimentos.

Numero Codigo de negociacdo Empresa

Setor economico

SAPR11 Sanepar
CSMG3 Copasa
SBSP3 Sabesp
WIZS3 Wiz
PSSA3 Porto Seguro
BBSE3 BB Seguridade
ITSA4 Ttausa
BBDC4 Bradesco
BPAC11 BTG Pactual
TAEE11 Taesa
ENBR3 EDP Energias do Brasil
TRPL4 Transmissao Paulista
WEGE3 Weg
ABEV3 Ambev
VIVT3 Telefonica Brasil
AGRO3 Brasil Agro
BRAP4 Bradespar
CYRE3 Cyrela Brazil Realty
EZTC3 EZTec
PETR4 Petrobras
PRIO3 Petrorio
LREN3 Lojas Renner
RADL3 RaiaDrograsil
MGLU3 Magazine Luiza
CVCB3 CVC
GGBR4 Gerdau
RENT3 Localiza
HOOT4 Hoteis Othon
MRFG3 Marfrig
CCRO3 CCR
KLBN11 Klabin
MYPK3 TOCHPE-MAXION
UNIP6 Unipar
AZUL4 Azul
GOLL4 Gol

Agua e saneamento

Previdéncia e seguros

Intermediarios financeiros

Energia elétrica

Maquinas e equipamentos
Bebidas

Telefonia

Agropecuéria

Mineragao

Construcao

Petréleo

Comércio

Viagens e Lazer
Siderurgia e Metalurgia
Diversos

Hoteis e Restaurantes
Alimentos Processados
Transportes

Papel e celulose
Automéveis e motocicletas
Quimicos

Transportes aéreos

Fonte: compilacao do autor.
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Nos setores ciclicos, impactados pela variacdo dos juros e inflacao, destacam-se
construgdo e comércio, que se desvalorizam com a alta dos juros, por estarem ligadas
ao consumo de bens e financiamentos, que ficam mais caros com os juros altos. Também
destacam-se as commodities, que sao impactadas positivamente pelo ciclo de alta dos juros.
Empresas como Petrobras (PETR4), Brasil Agro (AGRO3), Bradespar (BRAP4), Marfrig
(MRFGS3) e Petrorio (PRIO3) sdo destaques destes setores.

Para completar, foram escolhidas empresas fortemente impactadas pela pandemia.
Setores como o de transportes aéreos, viagens e lazer ainda sofrem com a desvalorizagao
causada pelas restri¢oes aplicadas ao redor do mundo.

Numa anélise geral, as acoes foram escolhidas considerando a solidez de empresas em
seus setores, fazendo com que os lucros destas empresas sejam em sua maioria crescentes,
o que impacta positivamente no valor de mercado obtido pelo produto entre o nimero de
acoes em circulacao e seu preco unitario.

Outras empresas de menor valor de mercado foram escolhidas devido a seu potencial de
crescimento nos préximos anos, casos como Magazine Luiza (MGLU3), EDP Energias do
Brasil (ENBR3) e banco BTG Pactual (BPAC11). Apesar da volatilidade que empresas
ciclicas podem gerar na carteira, uma composi¢do entre setores que se beneficiam com
a alta dos juros como os bancos e commodities e os que sofrem nesse aspecto como
construtoras e comércio fornecem diversificacao através da baixa correlacao.

Apés a andlise fundamentalista das empresas selecionadas, utilizou-se um método
quantitativo para filtrar as agoes e escolher aquelas que fornecem um menor nivel de
correlagao.

Através da Teoria Moderna de Carteiras de Investimento (do inglés, Modern
Portfolio Theory) de Markowitz, foram selecionadas 20 agoes para compor a carteira
de investimentos, observando a correlagao entre as empresas. Quanto maior for o grau
de correlagdo entre duas ou mais empresas, maior serd o risco diversificavel da carteira,
uma vez que existe a possibilidade de crise no setor que afeta todas essas agoes, causando
desvalorizagdo dos papeis e, consequentemente, da carteira. Por outro lado, empresas
pouco correlacionadas fornecem uma boa diversificacao para a carteira e menor risco ao
capital do investidor, mesmo que para isso os rendimentos sejam reduzidos.

A partir da ferramenta correlagdo do software Libreoffice Calc, uma matriz
triangular é gerada (a Figura mostra os dados das empresas com menores niveis
de correlacao, bem como os maiores indices de correlacao entre as 20 determinadas pelo
método), sendo possivel determinar as empresas com menores niveis de correlagao, listadas
na Tabela [Gl

Tendo a carteira de agoes definida, utilizou-se o pacote cvxopt, implementado
computacionalmente em linguagem de programagcao Python para resolver um Problema
de Programacao Quadratica cuja funcao objetivo é dada pelo risco da carteira, calculado

em relagdo as semivariancias e semi-covariancias entre os ativos em carteira. Ao final do
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Figura 24 — Matriz de correlacao.
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processo, obteve-se o peso percentual do capital a ser alocado para cada acao.

Desta forma, foram otimizadas trés carteiras de investimento, sendo que o ano de 2020
foi utilizado para construcao de uma carteira que foi acompanhada entre Janeiro e Junho
de 2021, que foi o periodo utilizado para definicdo de uma carteira para ser observada
entre Julho de 2021 e Dezembro de 2021, periodo este utilizado para montar uma terceira
carteira, observada entre Janeiro e Marco de 2022.

O ano de 2020 foi marcado pelo crash da bolsa em razao da pandemia da COVID-19,
este fato foi levado em consideracao na escolha do primeiro periodo observado, uma vez
que foi possivel observar a capacidade de recuperacao das empresas frente a grandes crises
econdmicas e cenarios desfavoraveis.

A carteira foi acompanhada durante o ano de 2021 e primeiro trimestre de 2022 com
o objetivo de realizar realocagoes de capital de acordo com as saidas do algoritmo que foi
sendo atualizado com dados mais recentes das agoes em carteira, sendo possivel observar
as mudancas nos pesos percentuais de cada acgao.

Em marcgo de 2022 obteve-se a tltima versao da carteira de investimentos, podendo
ser comparada com sugestoes de investimentos feitas por casas de andlise, corretoras e

com o método 1/n, além do indice Ibovespa.

Tabela 6 — Agoes selecionadas apds comparagao da correlagao.

N Ticker

1 SAPRI11
2  CSMG3
3  BBSE3

4 BPAC11
5 TAEEI11l
6 WEGE3
7 ABEV3
8§ VIVT3

9 AGRO3
10 PETRA4
11 LREN3
12 RADL3
13 MGLU3
14 GGBR4
15 RENT3
16 MRFG3
17 KLBN11
18 MYPK3
19 UNIPG6

20 AZUL4

Fonte: elaborado pelo autor.
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5.3 DEFINICAO DO PPQ

Primeiramente sao definidas as variaveis do problema, dadas pelos pesos percentuais

de cada acao, apresentadas pela Tabela [7| e reunidas no vetor w das variaveis, na

Equagao (5.3).

Tabela 7 — Comparacao dos retornos obtidos em 2021.

Variavel Definicao
wq Peso percentual do ativo SAPR11
Wy Peso percentual do ativo CSMG3
w3 Peso percentual do ativo BBSE3
Wy Peso percentual do ativo BPAC11
Ws Peso percentual do ativo TAEE11
We Peso percentual do ativo WEGE3
wy Peso percentual do ativo ABEV3
wy Peso percentual do ativo VIVT3
Wy Peso percentual do ativo AGRO3
W1 Peso percentual do ativo PETR4
w1y Peso percentual do ativo LREN3
W19 Peso percentual do ativo RADL3
W13 Peso percentual do ativo MGLU3
W14 Peso percentual do ativo GGBR4
W15 Peso percentual do ativo RENT3
W1ig Peso percentual do ativo MRFG3
Wiy Peso percentual do ativo KLBN11
wig Peso percentual do ativo MYPK3
Wig Peso percentual do ativo UNIP6
Wao Peso percentual do ativo AZUL4

Fonte: elaborado pelo autor.

W= (5.3)

Através do Libreoffice Calc, calculou-se a matriz de semicovariancia entre os 20
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ativos, com base no
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(5.4)

Uma das restri¢oes do problema obriga a aplicagdo de todo o capital do investidor, ou

seja,

w1+w2+---+w20:1.

A restrigao de nao negatividade é definida pela Equacao (5.5) e do retorno esperado
r = 1,53% a.m. definida pela Equagao (5.6)).

IQ()W 2 6

(5.5)
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Onde Iy é uma matriz identidade de ordem 20.

—0,02
—0,002
—0,005
0,052
0,014
0,077
—0,006
0,003
0,03
0,016
—0,01
0,014
0,074
0,033
0,054
0,047
0,036
—0,016
0,044
0,019

= 1,53%. (5.6)

WTI':,LL:> [U)l, wo, ..., U)Qo]

Mais uma restricao foi aplicada, reduzindo a alocagao maxima em cada ativo. Essa
medida foi tomada em razao do risco que a alta exposi¢do a um unico ativo pode causar
para a carteira e consequentemente ao capital investido. Ao considerar o ntimero de 20
ativos em carteira, optou-se a alocagdo maxima de 10% em cada ativo, ou seja, a0 menos
10 ativos estariam representados ao final da otimizacao. Em um dos periodos este valor
aumentou para 18%, uma vez que nenhuma solugao factivel foi encontrada pelo algoritmo
utilizado atribuindo peso menor as a¢des em razao da forte queda das cotagoes no semestre
anterior, nao sendo possivel atingir o retorno esperado. A Equacgao ([5.7)) mostra a restri¢ao

aplicada, onde Iy é a matriz identidade de ordem 20.

Low < (10%, 10%, ..., 10%)". (5.7)

20

Apos a definicao das restrigoes e da funcao objetivo, tem-se o seguinte problema, que

atende a forma padrao do algoritmo cvxopt.solvers.qgp (Equagao (5.2)):
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min w! Qw
Sujeito a w'r = 0,0153
wil=1
— Ipyw <0 (5.8)
0,1
0,1
Iyyw <
0,1

No Capitulo [6] serdo discutidos os resultados obtidos através da aplicagao realizada.
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6 RESULTADOS

Através do estudo sobre programacao linear e quadratica e da diversificagdo proposta
por Markowitz, buscou-se formar uma carteira de agoes cujo risco fosse minimizado através
da baixa correlagao entre os ativos e da programacgao quadratica.

Um investidor tem como principal objetivo obter maior retorno expondo-se ao menor
risco possivel. Como o problema de programacgao quadratica elaborado neste trabalho
objetiva minimizar a semivariancia da carteira, o retorno esperado deve ser baseado na
média dos ganhos passados, ou seja, nao ha garantias de que o cenario sera repetido no

periodo que se segue.

6.1 METRICA ADOTADA

Para possibilitar comparacao e medir a eficicia do método de otimizacao, utilizou-se
o retorno real obtido e a volatilidade no periodo de aplicacao.

A carteira otimizada foi comparada com carteiras recomendadas com melhor
desempenho no periodo, método 1/n e o indice Ibovespa (IBOV), que é constituido
pelas empresas de maior volume negociado na bolsa brasileira.

O objetivo de minimizar o risco significa ter menor volatilidade negativa em periodos de
queda da bolsa e obter bons ganhos em periodos de alta. A efetividade do método utilizado
serda medida a partir de comparacoes com o indice de maior peso na bolsa brasileira e
carteiras construidas a partir de 6ticas muitas vezes diferentes das vistas neste trabalho,

sendo enviesadas por outras teorias e analises.

6.2 DESEMPENHO DO ALGORITMO UTILIZADO

Para a resolucao dos problemas de programacgao quadratica modelados para cada um
dos periodos de interesse, foi utilizado um notebook com processador ®Intel Core i3, com
sistema operacional Linux Mint 19. Optou-se pela plataforma jupyter notebook para
escrita e edicao do algoritmo em linguagem Python versao 3.6.

Um problema formulado com 20 varidveis exige um algoritmo robusto para que seja
possivel a determinacao de uma solucdo 6tima. O algoritmo cvxopt.solvers.qp foi
executado por 3 vezes, sendo duas para o ano de 2021 e uma para o ano de 2022. Os
tempos de processamento do algoritmo foram registrados pelo pacote time, do Python e
estao registrados na Tabela |8 bem como o ntimero de iteragoes realizadas pelo algoritmo

até encontrar a solugdo 6tima.
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Tabela 8 — Tempo de processamento do algoritmo cvxopt.solvers.qp.

Periodo de observacao do PPQ | Tempo de processamento | Iteragoes
2021 — 1° semestre 8,93 x 1073 s 7
2021 — 2° semestre 8,67 x 1073 s 7
2022 — 1° semestre 9,41 x 1073 s 10

Fonte: elaborado pelo autor.

O algoritmo utilizado recorre a linearizagao da funcao objetivo para determinar o ponto
otimo da regiao factivel e, como o problema apresentado incluia 20 variaveis, a obtencao
de uma solugdo 6tima apods 7 iteragdes pode ser considerada uma solucao rapida.

Pode-se observar na Tabela [8| que para o 1° trimestre de 2022 o método necessitou
de mais iteragbes para obter a solucao 6tima. Esta ocorréncia deve-se ao fato de que os
dados estavam distribuidos de tal forma que foi mais dificil encontrar solugoes factiveis.
Ao refletir sobre essa diferenca, é possivel observar que durante o segundo semestre de
2021, periodo durante o qual foram colhidos os dados para montagem da carteira de 2022,
grande parte dos ativos da bolsa brasileira apresentou queda em suas cotagdes, como
mostra a Figura[25] A elipse em destaque evidencia um movimento de queda nas cotagoes

representadas pela linha azul.

Figura 25 — Grafico do Ibovespa entre 2018 e 2022.

Fonte: Tradingview, disponivel em: https://br.tradingview.com/chart/gFYK7hTQ/
7symbol=BMFBOVESPAY3AIBOV.

Esse movimento de baixa fez com que os dados gerados para retorno médio fossem em
maior parte negativos, tornando maior o risco da carteira e mais morosa a determinacao de
uma solugao cuja restricao de retorno esperado e peso maximo por acao fossem atendidas.

Ainda que exista essa diferenca no nimero de iteragoes, nao foi observada maior

assimetria no tempo de processamento do algoritmo, o que significa que para problemas


https://br.tradingview.com/chart/gFYK7hTQ/?symbol=BMFBOVESPA%3AIBOV
https://br.tradingview.com/chart/gFYK7hTQ/?symbol=BMFBOVESPA%3AIBOV
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desta magnitude o algoritmo utilizado é suficientemente capaz de determinar a solucao
otima em pouco tempo.

Através dos resultados obtidos pelo algoritmo utilizado, é possivel realizar a otimizacao
sem muitos recursos, desde que se tenha computador e internet. A proxima secao traz os

resultados numéricos obtidos através da otimizacao quadratica.

6.2.1 Carteira otimizada — 2021

Apo6s um movimento critico do mercado de agdes em marco de 2020, em decorréncia
da pandemia de COVID-19, muitos investidores venderam suas ag¢oes, derrubando o prego
de quase todos os ativos de renda variavel disponiveis na B3. Esse momento de desespero
dos investidores foi convertido em euforia no segundo semestre de 2020, principalmente
pela divulgagao sobre avanco de pesquisas que buscaram a criagao de uma vacina contra
a doenca.

A esperanga de que a economia logo voltaria a crescer e que os precos das agoes estavam
baixos demais em relacao ao potencial das empresas fez com que muitos investidores
injetassem dinheiro na bolsa, causando alta nos papeis até Junho de 2021. Neste momento,
a taxa basica de juros (Selic) alcancava minimas histéricas, chegando a 2% a.a. em Margo
e os olhos dos pequenos investidores também se voltaram para a bolsa. Ativos como
MGLU3, WEGE3, PETR4, VALE3 tiveram uma super valorizagao até este periodo.

Ja no segundo semestre de 2021, a alta da inflagdo que passou de 10% a.a. fez com que
o Comité de Politica Monetaria (COPOM) do Banco Central aumentasse a taxa de juros,
chegando a 7% a.a. em Dezembro. Esse cenario fez com que a bolsa brasileira sofresse
com uma queda durante todo o segundo semestre de 2021.

Neste ano foram formadas duas carteiras de investimento, uma considerando o periodo
de 2020 e sendo observada entre Janeiro e Junho de 2021 e outra considerando o periodo de
observacao da carteira anterior e sendo acompanhada entre Julho e Dezembro do mesmo
ano.

Através do pacote cvxopt e da ferramenta cvxopt.solvers.qp, que otimiza problemas
de programacao quadratica, foi possivel escolher 11 ac¢oes dentre as 20 iniciais, com um
retorno esperado de 1,53% a.m. e risco esperado de 0,15%. As 11 ac¢oes selecionadas, bem
como o peso percentual de cada uma estao apresentados na Tabela [9}

Como o retorno esperado foi calculado ao més, considederando 6 meses tem-se:
(1+0,0153)° — 1 = 10,0954 = 9,54%.

A Tabela [10] mostra a comparagao entre retorno e risco esperados e obtidos.

No segundo semestre de 2021, o retorno esperado foi o mesmo, 9,54% e o risco de
2,89%. A Tabela [11] mostra as 12 agoes selecionadas através do algoritmo cvxopt.

A Tabela [12] mostra a comparacao entre retorno e risco esperados e obtidos no segundo
semestre de 2021.
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Tabela 9 — 11 acoes selecionadas pelo algoritmo cvxopt.solvers.qp para o primeiro
semestre de 2021.

Ticker Peso na carteira

SAPR11 10%
CSMG3 4%
BBSE3 10%
TAEE11 10%
WEGE3 6%
ABEV3 10%
VIVT3 10%
AGRO3 10%
RADL3 10%
KLBN11 10%
UNIP6 10%
Total 100%

Fonte: compilagao do autor.

Tabela 10 — Retorno e risco esperado versus real apds primeiro semestre de 2021.

Retorno Esperado | Retorno obtido | Risco esperado | Risco real

9,54% 7,98 0,15% 1,48%

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 11 — 12 acoes selecionadas pelo algoritmo cvxopt.solvers.qp para o segundo
semestre de 2021.

Ticker Peso na carteira

BPACI11 10%
TAEE11 10%
WEGE3 10%
ABEV3 7%
VIVT3 10%
MGLU3 3%
GGBR4 8%
RENT3 10%
MRFG3 10%
KLBN11 10%
UNIP6 2%
AZUL4 10%
Total 100%

Fonte: elaborado pelo autor.

Em 2021, a carteira recomendada com maior rentabilidade foi a Quantitas, gestora
de recursos brasileira (ALMEIDA] 2022)). O retorno alcangado foi de 10,31% contra uma
queda de 11,92% do Ibovespa.

Como a carteira aqui proposta foi modificada a cada semestre, o retorno total da
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Tabela 12 — Retorno e risco esperado versus real apos segundo semestre de 2021.

Retorno Esperado | Retorno obtido | Risco esperado | Risco real

9,54% —9,17% 0,03% 3,27%

Fonte: elaborado pelo autor.

carteira em 2021 foi de:

[(140,0798) x (1 —0,0917)] — 1
= (1,0798 x 0,9083) — 1
=0,9808 — 1
= —1,92%.
Isto significa que houve prejuizo no ano de 2021 e esta perda esta relacionada a forte
queda da bolsa no segundo semestre de 2021.

A Tabela traz uma comparacao entre o retorno da carteira recomendada da

Quantitas, Ibovespa, método 1/n e carteira otimizada.

Tabela 13 — Comparagao dos retornos obtidos em 2021.

Carteira otimizada | Método 1/n | Ibovespa | Quantitas
—1,92% —3,57% —11,92% | 10,31%

Fonte: elaborado pelo autor.

Uma terceira carteira foi construida para o ano de 2022, considerando o segundo
semestre de 2021.

6.2.2 Carteira otimizada — 2022 e analise de resultados

Foram selecionadas 6 agbes pelo algoritmo utilizado. Os pesos e as agOes estao
apresentados na Tabela [14]

A Tabela [15| mostra a comparacao entre retorno e risco esperados e obtidos nos trés
primeiros meses de 2022 e a Tabela [16] traz uma comparagao entre o retorno da carteira
otimizada, do Ibovespa, do método 1/n e da carteira recomendada da Agora, que liderava
o ranking de carteiras recomendadas em margo de 2022 (MAMONA; ALMEIDA| 2022).

Considerando todo o periodo, o retorno esperado foi de 25,6% e o retorno real foi
de 7,98%, 70% abaixo do esperado. Este resultado enfatiza a destreza, experiéncia e
sensibilidade de mercado que o investidor precisa ter para alcancar resultados sélidos ao
longo dos anos, como Warren Buffet.

J& em comparagao com o método 1/n, que dividiria a carteira em pesos iguais para
cada acdo, a carteira otimizada alcancou um resultado 153% melhor, obtendo retorno

maior que o dobro dos 3,6% obtidos pelo método 1/n.
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Tabela 14 — 6 acoes selecionadas pelo algoritmo cvxopt.solvers.qgp para o ano de 2022.

Ticker  Peso na carteira

TAEE11 18 %
VIVT3 18 %
PETR4 13 %
GGBR4 18 %
MRFG3 18 %
UNIP6 15 %

Total 100 %

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 15 — Retorno e risco esperado versus real apos os trés primeiros meses de 2022.

Retorno Esperado | Retorno obtido | Risco esperado | Risco real
4,66% 10,10% 0,15% 0,28%

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 16 — Comparagao dos retornos obtidos em 2022.

Carteira otimizada | Método 1/n | Ibovespa Agora
10,10% 6,77% 14,47% | 11%

Fonte: elaborado pelo autor.

A carteira otimizada neste trabalho ainda obteve um desempenho quase 10 vezes acima
do indice Ibovespa, que acumulou alta de 0,8% no periodo estudado.

As carteiras recomendadas que obtiveram melhores desempenhos no periodo estudado
alcancaram resultados mais expressivos que a carteira otimizada. Isso deve-se ao fato de
que a andlise de correlagao e diversificacao nos investimentos nao representa o todo na
construcao de carteiras de acoes. Outros aspectos como momento do mercado, politica
interna e externa, juros, inflacdo, desemprego e uma série de fatores sao considerados pelas
corretoras e especialistas na escolha de ativos.

O periodo de revisao da carteira também é um fator importante. Algumas acoes,
como a Sanepar (SAPRI11) mostraram sinais graficos de que uma tendéncia de queda
estava se iniciando nos primeiros meses de 2021, o que nao ¢é observado pelo problema de
programacao quadratica, mas através do calculo de médias moveis. A Figura [26] mostra
que no ponto A a média de 9 periodos cruzou a de 72 periodos para cima, indicando
compra, mas no ponto B cruzou para baixo, indicando venda logo no segundo més de
2021. Ao longo do primeiro semestre, a acao caiu 20,1% e representava 10% da carteira,

ou seja, resultou em queda de 2% do capital investido.
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Figura 26 — Grafico de variagao da cotacao da acdo SAPRI11.

Fonte: Tradingview, disponivel em: https://br.tradingview.com/chart/gFYK7hTQ/
7symbol=BMFBOVESPA73AIBOV.

A leitura grafica, portanto, poderia ser um aliado da estratégia adotada, identificando
pontos de compra e venda de acoes. Vale lembrar que as carteiras recomendadas sao
modificadas a cada més, o que permite uma leitura mais recente do cenario da economia.

O Capitulo [7| traz as consideracdes finais sobre o presente trabalho.


https://br.tradingview.com/chart/gFYK7hTQ/?symbol=BMFBOVESPA%3AIBOV
https://br.tradingview.com/chart/gFYK7hTQ/?symbol=BMFBOVESPA%3AIBOV
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Se para alguns a bolsa de valores é loteria e para outros é cemitério de espertalhdes, a
historia mostra que investir em ag¢oes nao é trivial, lucrar muitas vezes nao é sorte e ter
prejuizo pode nao significar o fim do mundo.

Este trabalho trouxe um estudo sobre Pesquisa Operacional, em especial Programacao
Linear, que busca otimizar processos e problemas reais cujos recursos aplicados sao escassos
e que carecem de atenc¢ao ao atribuir destino a cada uma de suas parcelas. Dentre esses
recursos estd o dinheiro, que sempre foi sinénimo de poder e controle na esfera social e
politica. Para a sociedade como um todo, saber administrar suas financas apresenta-se
como atividade diaria dadas as dificuldades enfrentadas quanto a falta de emprego, inflagdo
e impostos. Para aqueles que tem o privilégio de fazer sobrar algum dinheiro, investir de
forma correta parece ser uma solugao otimista para o futuro.

Em 2020 a pandemia do novo Coronavirus fez o mundo parar e se reinventar em
diferentes aspectos. Muitas pessoas comecaram a negociar na bolsa de valores, atraidos
pela oportunidade de lucrar bem acima da taxa oferecida pela poupanca e outros
investimentos de renda fixa. A oportunidade que se apresentou também pode ter sido
responsavel por grandes frustracoes ao aplicar seu dinheiro e vé-lo se diluindo em meio
aos bilhoes negociados na bolsa.

Conhecer as empresas e saber aportar de forma consciente seu dinheiro pode evitar
grandes perdas e gerar bons resultados a longo prazo. Para tanto, Harry Markowitz,
economista estadunidense e ganhador do prémio Nobel de economia desenvolveu um
estudo sobre diversificagao nos investimentos. Baseando-se em sua Teoria Moderna de
Carteiras de Investimento, foram selecionados 35 ativos e desses, 20 foram escolhidos para
formulagdo de um problema de programacao quadratica.

O problema definido foi resolvido através de métodos computacionais, desenvolvidos
a partir da Programagado Linear e Nao-Linear, cujo principal método estudado foi o
método Simplex, proposto por George Dantzig. Este método é capaz de resolver intimeros
problemas de programacao linear, inclusive de grande porte, o que revolucionou a Pesquisa
Operacional.

O objetivo principal da otimizacao foi de minimizar o risco da carteira, definido por
uma funcao quadratica e que se baseia no Downside Risk, presente na Teoria Pés Moderna
de Portfolio, de Markowitz. O Downside Risk considera apenas as quedas na cotacao de
um ativo como risco e as variagoes positivas sao tidas como incertezas.

Através do pacote cvxopt foi possivel a formagdo de trés carteiras para
acompanhamento de trés periodos diferentes apos a principal queda da bolsa brasileira,

em 2020. A carteira otimizada apresentou resultados satisfatérios quanto a volatilidade e
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ao retorno, superando o indice Ibovespa e o método 1/n que distribui uniformemente o
capital entre as agoes escolhidas.

Os desempenhos das carteiras recomendadas pela gestora Quantitas em 2021 e pela
corretora Agora em 2022 foram superiores ao da carteira otimizada neste trabalho. A
diferenca nos rendimentos ocorre em razao do cenario de grande incerteza que o mercado
de agoes vem submetendo-se, deixando a analise para selecao de empresas cada vez mais
complexa. Sabe-se que investimentos em renda variavel acarretam em riscos ao capital
investido e este risco cresce em periodos de recessao da economia, recebendo o nome de
risco sistémico ou nao-diversificavel. A queda do indice Ibovespa é um sinal relevante para
notar que todo o sistema de ag¢oes vem sofrendo com quedas nas cotacoes apds o apice da
crise da COVID-19.

Os métodos numéricos de andlise e formacao de carteiras de investimentos apresentam-
se como importantes aliados na mitigacao do risco diversificavel. A busca por indicadores
economicos auxiliam na escolha mais apurada dos ativos que comporao uma sele¢ao de
investimentos e a partir do estudo de correlacao entre essas empresas, a carteira estara
apta para a otimizacao seguindo critérios como retorno desejado e peso maximo dentro
do portfélio.

Além disso, a otimizacao proposta neste trabalho pode aplicar-se a investidores de
diferentes perfis de risco. Um investidor conservador aceitard um retorno mais modesto em
troca da reducao do risco da carteira, enquanto um investidor moderado podera expor-se
mais para buscar melhores retornos e um investidor arrojado poderd expor-se mais a
determinados ativos, ou seja, poderd atribuir peso maior que 10% para cada ativo.

Chama atencao o resultado obtido pela carteira frente ao referencial do indice Ibovespa,
especialmente por retratar a capacidade de suportar momentos de baixa na bolsa brasileira
e por conta disso, nao ser necessarias grandes recuperagoes para atingir patamares
anteriores. Utilizando o método proposto neste trabalho, um investidor necessitaria
de poucas horas a cada semestre para monitorar a carteira de investimentos e realizar
decisbes a partir do cenario que se mostrar favoravel.

Este trabalho podera ser aproveitado como uma proposta de ensino para disciplinas
de nivel superior em cursos como engenharias, economia, administracdo e matematica. A
aplicacao da Progrmagao Linear em investimentos pode ser uma forte ferramenta para
despertar o interesse em seu estudo e possivel crescimento da comunidade cientifica em
torno do assunto.

Trabalhos futuros poderao dedicar-se a estudos sobre métodos graficos como o
cruzamento de médias moveis de diferentes periodos para definicio de momentos de
compra e venda de agoes. Esta ferramenta seria utilizada neste trabalho, porém fugiu do
escopo. Apesar disto, mostra-se como um ponto de melhoria da proposta apresentada.
Sua utilizacao poderd enriquecer a metodologia em busca de resultados superiores aos

apresentados aqui. Outros trabalhos poderao realizar o acompanhamento mensal da
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realocacao da carteira, mitigando ainda mais os riscos atrelados, pois no periodo que
compreendeu o ano de 2022, a carteira foi observada durante 3 meses e conseguiu um
resultado superior a periodos maiores. Um ntimero maior de realocacoes de capital
considerando a otimizacao pelo modelo Downside Risk podera apurar ainda mais os

resultados alcancados neste trabalho.
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ANEXO A - LINHAS DE PROGRAMACAOQO
EM PYTHON

Neste anexo sao apresentados os programas executados em Python para otimizacao
das carteiras de investimento estudadas durante o trabalho. Foram usados 3 programas
para atender a periodos distintos de observagao. Todos seguem o mesmo raciocinio, porém

com dados diferentes.



In [1]:

In [2]:

In [3]:

In [4]:

In [5]:

Carteira Otimizada 2021-1

#Importando pacotes
import cvxopt as co
import numpy as np
import time

#Forma matricial padrdo

June 17, 2022

#minimize (1/2) *x'*P*z + q'*z

#subject to G*xz <= h
# A*T = b.

#Matriz 20x20 de semi-covaridncia

P = co.matrix(np.array([[0.
[o.
[o.
[0.
[O.
[O.
[0.
[O.
[0.
[0.
[0.
[0.
[o.
[o.
[o.
[o.
[o.
[o.
[o.
[o.

00900127100370371,0.00924840916666667,0.00601004666666667 ,0
00924840916666667,0.01079436,0.00633158083333334,0.01448269!
00601004666666667,0.00633158083333334,0.0051017,0.010380676!
0134172983333333,0.0144826958333333,0.0103806766666667 ,0.02.
00338951166666667,0.00377284916666667,0.00271763083333333,0
00583365438888889,0.0059887975,0.0041279325,0.009593815,0. 0t
005857285,0.007692915,0.00427407833333333,0.009862291666666!
00139795166666667 ,0.00173675583333333,0.000973423333333334, !
00169137333333333,0.002161765,0.00142998833333333,0.0031321:
01160436,0.0127210816666667,0.0095219125,0.0207936133333333
00959773166666667,0.01044301,0.00765685916666667 ,0.01690027
005004435,0.00545521333333333,0.00308624666666667 ,0.0073795!
00588688711111111,0.0065910675,0.00474043333333333,0.010765’
00984853,0.0115582783333333,0.00788207333333333,0.018440526!
0118473675,0.0129907283333333,0.00889378083333333,0.0207349’
00754669833333334,0.00748672083333334,0.00603848,0.01243981
00443598416666667 ,0.00495269666666667 ,0.00380811666666667 ,0
0112036791666667,0.0128144266666667 ,0.00829395833333333,0.0
00291055833333333,0.00431037166666667 ,0.0033068975,0.006469’
0151435066666667,0.0179320916666667,0.0126821208333333,0.02

),tC = udn)

#parte linear da equagdo objetivo (zerada)

q = co.matrix(np.zeros([20,

#Retorno médio mensal

11D, te="d")

retorno = np.array([[-0.0202477777777778,-0.00188333333333334,-0.00514166666666667,0.0!



In [6]: #Restrigdes de ndo nmegatividade
nao_neg = np.identity(20)
peso_max = -1l*np.identity(20)

In [7]: G =-1*co.matrix(np.concatenate((nao_neg,peso_max),axis=0), tc="d")

In [8]: #vetor nulo para ndo negatividade
zeros = np.zeros([40,1])
for n in range(20,40):
zeros[n,0] = 0.1
h = co.matrix(zeros, tc="d")

In [9]: #matriz A contendo coeficientes para restricdo de
#uso total do capital e retorno esperado.
uns = np.ones([1,20])
A = co.matrix(np.concatenate((uns,retorno), axis=0), tc="d")

In [10]: #vetor com 1007 do capital aplicado e retorno esperado.
b = co.matrix(np.array([[1],[0.0153]1]1), tc="d")

In [11]: #solwer
inicio = time.time()
sol = co.solvers.qp(P,q,G,h,A,b)
fim = time.time()
print("Risco da carteira: ",round((100*sol["primal objective"l),2),"%")
print("Tempo de execugdo: ", round((fim - inicio),2),"s")

pcost dcost gap pres dres
.6071e-03 -2.0380e+00 2e+00 1e-17 4e-16
.5942e-03 -2.4716e-02 3e-02 7e-17 7e-16
.9416e-03 -9.4678e-04 4e-03 6e-17 1le-16
.7832e-03 1.2339e-03 b5e-04 6e-17 b5e-18
.5253e-03 1.4233e-03 1e-04 6e-17 b5e-18
.4859e-03 1.4687e-03 2e-05 2e-16 3e-18

1

1

o Ul W N - O
B R R RN W W

.4769e-03 .4762e-03 6e-07 2e-16 4e-18
7: 1.4765e-03 .4765e-03 2e-08 1le-16 4e-18
Optimal solution found.

Risco da carteira: 0.15

Tempo de execugdo: 0.15 s

In [12]: tickers = 1list(["SAPR11","CSMG3","BBSE3","BPAC11","TAEE11",
"WEGE3","ABEV3","VIVT3","AGR0O3","PETR4",
"LREN3","RADL3","MGLU3", "GGBR4","RENT3",
"MRFG3","KLBN11","MYPK3","UNIP6","AZUL4"])

for i in range (0,20):
if sol["x"]1[i]>0.01:
print(tickers[il, round(100*sol["x"]1[i],0),"%"),
else:
print(tickers[i],"0%")



SAPR11 10.0 %
CSMG3 4.0 %
BBSE3 10.0 %
BPAC11 0%
TAEE11 10.0 %
WEGE3 6.0 %
ABEV3 10.0 %
VIVT3 10.0 %
AGRO3 10.0 %
PETR4 0%
LREN3 0%
RADL3 10.0 %
MGLU3 0%
GGBR4 0%
RENT3 0%
MRFG3 0%
KLBN11 10.0 %
MYPK3 0%
UNIP6 10.0 %
AZUL4 0%



In [1]:

In [2]:

In [3]:

In [4]:

In [5]:

#Importando pacotes
import cvxopt as co
import sympy as sp
import numpy as np
import time

Carteira Otimizada 2021-2

June 17, 2022

#Forma matricial padrdo

#minimize
#subject to

#

(1/2)*x'*P*x + q'*z
G*xz <= h

#Matriz 20x20 de semi-covariadncia
P = co.matrix(np.array([[0.00638015,0.002531095,0.0033329,0,0.00178178333333333,0.0016

),tC = "d")

[0.002531095,0.00359590166666667,0.00160834333333333,0.0003463
[0.0033329,0.00160834333333333,0.00287716833333333,0.00038808,
[0,0.00034633,0.00038808,0.00039423,0.000136585,0.00034081,0.0
[0.00178178333333333,0.00179939666666667 ,0.001056889333333333,0
[0.00165075166666667,0.00104701,0.00188473166666667 ,0.00034081
[0.00206884666666667 ,0.00206572166666667 ,0.00152098833333333,0
[0.00134493333333333,0.00153522,0.001060965,0.00014691,0.00077
[0.00268235666666667,0.00317320333333333,0.00174733666666667 ,0
[0.004263825,0.00246043,0.002717395,0,0.00170107333333333,0.00
[0.00340425333333333,0.00280522333333333,0.00256249666666667 ,0
[0.00117106,0.00323857666666667,0.00105152333333333,0.00036314
[0.000733196666666667,0.00049996,0.001864675,0.001229895,0.000.
[0.0013243,0.00241758,0.00076116,0.00029736,0.00108288,0.00021
[0.00358185833333333,0.001732375,0.00181405,0,0.001208145,0.00
[0.00265819166666667,0.000761105,0.00093351,0,0.00055561,0.000
[0.0004095,0,0.00048256,0.00047112,0.00003549,0.00063908,0,0,0
[0.00415988666666667,0.00269224333333333,0.002582185,0.0004339
[0.000624466666666667 ,0.000658036666666667 ,0.00030637333333333
[0,0,0.000523546666666667,0.000511135,0,0.000452461666666667 ,0

#parte linear da equacdo objetivo (zerada)
q = co.matrix(np.zeros([20,1]), tc="d")

#Retorno médio mensal

retorno = np.array([[-0.03285,-0.00628333333333333,-0.0370333333333333,0.0481,0.022766

)



In [6]: #Restrigdes de ndo negatividade
nao_neg = np.identity(20)
peso_max = -1l#np.identity(20)

In [7]: G =-1*co.matrix(np.concatenate((nao_neg,peso_max),axis=0), tc="d")

In [8]: #vetor nulo para ndo negatividade
zeros = np.zeros([40,1])
for n in range(20,40):
zeros[n,0] = 0.1
h = co.matrix(zeros, tc="d")

In [9]: #matriz A contendo coeficientes para restrigdo de uso total do capital e retorno esper
uns = np.ones([1,20])
A = co.matrix(np.concatenate((uns,retorno), axis=0), tc="d")

In [10]: #vetor com 100/ do capital aplicado e retorno esperado.
b = co.matrix(np.array([[1],[0.0153]1]), tc="d")

In [11]: #solwer
inicio = time.time()
sol = co.solvers.qp(P,q,G,h,A,b)
fim = time.time(Q)
print("Risco da carteira: ",round((100*sol["primal objective"]),2),"%")
print ("Tempo de execugdo: ", round((fim - inicio),2),"s")

pcost dcost gap pres dres

.9762e-04 -2.0130e+00 2e+00 O0e+00 2e-16
.9731e-04 -2.0596e-02 2e-02 7e-17 9Qe-16
.7085e-04 -5.6908e-04 1e-03 5e-17 b5e-17

DOk W NN+ O
NN W WO oo,

.7125e-04 2.0911e-04 2e-04 6e-17 3e-18
.0197e-04 2.7954e-04 2e-05 1e-16 9e-19
.9133e-04 2.8755e-04 4e-06 2e-16 5e-19
.8941e-04 2.8891e-04 b5e-07 1le-16 6e-19
7: 2.8915e-04 2.8913e-04 1e-08 6e-17 6e-19

Optimal solution found.
Risco da carteira: 0.03 %
Tempo de execugdo: 0.01 s

In [12]: tickers = list(["SAPR11","CSMG3","BBSE3","BPAC11","TAEE11",
"WEGE3" ,"ABEV3","VIVT3","AGRO3","PETR4",
"LREN3","RADL3","MGLU3","GGBR4","RENT3",
"MRFG3","KLBN11","MYPK3","UNIP6","AZUL4"])

for i in range (0,20):
if sol["x"][i]>0.01:
print (tickers[i], round(100*s0l["x"][i],0),"%"),
else:
print(tickers[i],"0%")



SAPR11 0%
CSMG3 0%
BBSE3 0%
BPAC11 10.0 %
TAEE11 10.0 %
WEGE3 10.0 %
ABEV3 7.0 %
VIVT3 10.0 %
AGR0O3 0%
PETR4 09,
LREN3 0%
RADL3 0%
MGLU3 3.0 %
GGBR4 8.0 %
RENT3 10.0 %
MRFG3 10.0 %
KLBN11 10.0 %
MYPK3 0%
UNIP6 1.0 Y%
AZUL4 10.0 %



In [1]:

In [2]:

In [3]:

In [4]:

In [5]:

#Importando pacotes
import cvxopt as co
import sympy as sp
import numpy as np
import time

Carteira Otimizada 2022

June 17, 2022

#Forma matricial padrdo

#minimize
#subject to

#

(1/2)*x'*P*x + q'*z
G*xz <= h

#Matriz 20x20 de semi-covariadncia
P = co.matrix(np.array([[0.001064105,0.00123745333333333,0.000861566666666667 ,0.001487

),tC = "d")

[0.00123745333333333,0.00247128166666667,0.00185186666666667 ,0
[0.000861566666666667,0.00185186666666667 ,0.00338951666666667 ,
[0.00148709666666667,0.001863095,0.00178385166666667,0.0051268
[0.00010538,0.000270916666666667 ,0.000200333333333333,0.001216
[0.000525666666666667 ,0.00139875333333333,0.00117728666666667 ,
[0.00046509,0.00122962166666667 ,0.000855403333333333,0.0027496
[0.000235143333333333,0.000427298333333333,0.00027788,0.000489
[0.001761555,0.00169895333333333,0.001701835,0.004205663333333
[0.000900226666666667 ,0.00154858333333333,0.00110298333333333,
[0.00143106166666667,0.001970075,0.00265006166666667,0.0040388
[0.000203205,0.000537521666666667,0.000341586666666667 ,0.00210
[0.00270704666666667,0.00422975,0.00500887666666667 ,0.01230928
[0.00015852,0.0000732166666666667,0.001151265,0.00102772833333
[0.00174384333333333,0.000928111666666667 ,0.00229936166666667 ,
[0,0.00116029333333333,0.00107586666666667 ,0.00131614,0.000317
[0.001318135,0.00152558,0.00089131,0.002857855,0.00072618,0.00
[0.001403295,0.00315621333333333,0.00248123833333333,0.0031690
[0.00140505833333333,0.00157845166666667,0.00086135,0.00373219
[0.003791605,0.00336852666666667 ,0.00250874333333333,0.0077840

#parte linear da equacdo objetivo (zerada)
q = co.matrix(np.zeros([20,1]), tc="d")

#Retorno médio mensal

retorno = np.array([[-0.0127166666666667,-0.03165,-0.015,-0.0595666666666667 ,-0.002016

)



In [6]: #Restrigdes de ndo negatividade
nao_neg = np.identity(20)
peso_max = -1l#np.identity(20)

In [7]: G =-1%co.matrix(np.concatenate((nao_neg,peso_max),axis=0), tc="d")

In [8]: #vetor nulo para ndo negatividade
zeros = np.zeros([40,1])
for n in range(20,40):
zeros[n,0] = 0.18
h = co.matrix(zeros, tc="d")

In [9]: #matriz A contendo coeficientes para restricdo de uso total do capital e retorno esper
uns = np.ones([1,20])
A = co.matrix(np.concatenate((uns,retorno), axis=0), tc="d")

In [10]: #vetor com 100J do capital aplicado e retorno esperado.
b = co.matrix(np.array([[1],[0.0153]1]), tc="d")

In [11]: #solwer
inicio = time.time()
sol = co.solvers.qp(P,q,G,h,A,b)
fim = time.time()
print("Risco da carteira: ",round((100*sol["primal objective"]),2),"%")
print("Tempo de execugdo: ", round((fim - inicio),2),"s")

pcost dcost gap pres dres
.8261e-04 -4.0611e+00 5e+01 7e+00 5e-16
.8847e-04 -3.3412e+00 7e+00 5e-01 09Qe-16
.2569e-04 -1.5667e+00 2e+00 1e-01 4e-15
.8773e-04 -2.4853e-01 3e-01 1e-02 3e-14
.7598e-04 -2.7557e-02 3e-02 7e-04 2e-15
.6704e-04 -4.5490e-04 0Qe-04 2e-05 2e-16
.5225e-04 1.7767e-04 2e-04 2e-16 6e-18
.9190e-04 2.3268e-04 6e-05 1e-16 3e-18
.7913e-04 2.7356e-04 6e-06 2e-16 2e-18

2

2
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.7684e-04 .7670e-04 1e-07 1le-16 3e-18
10: 2.7676e-04 .7676e-04 2e-09 1le-16 2e-18
Optimal solution found.

Risco da carteira: 0.03 %

Tempo de execugdo: 0.01 s

In [12]: tickers = list(["SAPR11","CSMG3","BBSE3","BPAC11","TAEE11",
"WEGE3","ABEV3","VIVT3","AGRO3","PETR4",
"LREN3","RADL3","MGLU3", "GGBR4","RENT3",
"MRFG3","KLBN11","MYPK3","UNIP6","AZUL4"])

for i in range (0,20):



SAPR11 0%
CSMG3 0%
BBSE3 0%
BPAC11 0Y%

TAEE11 18.0 %

WEGE3 0%
ABEV3 0%
VIVT3 18.0
AGR0O3 07
PETR4 13.0
LREN3 0%
RADL3 0%
MGLU3 0%
GGBR4 18.0
RENT3 0%
MRFG3 18.0
KLBN11 0%
MYPK3 0%
UNIP6 15.0
AZUL4 0%

h

h

h

h

h

if sol["x"][i]>0.01:

print(tickers[i], round(100*sol["x"][i],0),"%"),
else:

print(tickers[i],"0%")
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