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Resumo

O proposito desse trabalho é a realizacdo de uma pesquisa tanto de conceitos histdricos
quanto cientificos, relacionados as ondas produzidas pelas cordas vibrantes. Durante a
elaboracdo do texto, foi realizado um levantamento bibliografico e teérico sobre os principais
pesquisadores do assunto, e as motivacdes para as descobertas no campo musical e da ciéncia,
fortalecendo assim o debate e aprofundamento do tema. Nas primeiras paginas, se relata a
observacgdo feita por Pitdgoras e sua escola, referindo-se a corda esticada quando colocada
para vibrar, produzindo sons nas diversas frequéncias. Desde entdo, a participacdo da
matematica nesse movimento, ou mesmo nas diversas épocas posteriores e capitulos
diferentes da historia, envolveu ideias, pensadores, e teorias que se desenvolveram no
decorrer dos séculos, tal como a equacdo de ondas. A seguir, como énfase na evolugdo dos
conceitos expostos e argumentados, sera feita também uma aplicacdo de cunho teorico-
pratica, onde, os exemplos apresentados e discutidos através da equacdo de Fourier, se
conectam diretamente nesse escopo. Sugerimos também, de maneira didatica, a construcao de
um plano de aula, composto por questfes de vestibulares recentes, onde o objetivo € conduzir
o aluno ao pensamento critico, frente & andlise e resolugdo de exercicios em contextos
diversos e complexos, fortalecendo assim o debate e enriquecimento do processo de ensino e

aprendizagem.

Palavras-chave: vibracdo de cordas esticadas; equacdo de ondas; histéria; plano de aula;

situacOes-problema.



Abstract

The purpose of this work is to carry out a research of both historical and scientific concepts,
related to the waves produced by vibrating strings. During the preparation of the text, a
bibliographic and theoretical survey was carried out on the main researchers of the subject,
and the motivations for the discoveries in the field of music and science, thus strengthening
the debate and deepening of the theme. In the first pages, the observation made by Pythagoras
and his school is reported, referring to the stretched string when placed to vibrate, producing
sounds in different frequencies. Since then, the participation of mathematics in this
movement, or even in the various later times and different chapters of history, involved ideas,
thinkers, and theories that developed over the centuries, such as the wave equation. Next, as
an emphasis on the evolution of the concepts exposed and argued, a theoretical-practical
application will also be made, where the examples presented and discussed through the
Fourier equation are directly connected in this scope. We also suggest, in a didactic way, the
construction of a lesson plan, composed of questions from recent entrance exams, where the
objective is to lead the student to critical thinking, facing the analysis and solving of exercises
in diverse and complex contexts, thus strengthening the debate and enrichment of the teaching

and learning process.

Keywords: vibration of stretched strings; wave equation; story; class plan; problem

situations.
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Capitulo 1

Introducao

Os diferentes ciclos de ensino do nosso pais, em especial o Ensino Médio - terceiro
ciclo, no decorrer dos anos, vem passando por diversas transformacdes, e como esperado, 0
ensino de Matematica e Fisica, responsaveis pelo desenvolvimento l6gico e tecnoldgico no
aluno, caminham paralelamente se adequando aos reflexos dessas mudangas “de forma que os
aspectos e contetdos tecnoldgicos associados ao aprendizado cientifico e matematico sejam
parte essencial da formacéo cidada de sentido universal” (BRASIL, 2000b, p. 2).

Se é necessario pensar em reformas curriculares, levando em conta as mudancas
estruturais que alteram a produgdo e a prépria organizacdo da sociedade que
identificamos como fator econdmico, ndo € menos importante conhecer e analisar as
condi¢Bes em que se desenvolve o sistema educacional do pais (BRASIL, 2000a, p.
6).

Através de observacdes realizadas em sala de aula, o espaco ideal para exames, e
pesquisas de campo referentes as investigacdes e 0 aprimoramento do ensino-aprendizagem, é
possivel detectar alguns aspectos dessa nova visdo de ensinar, assim, corrigir as nuances que
dificultam a forma de aprender dos alunos, e a tarefa ardua do professor de proporcionar uma
melhor pedagogia aos contetidos que serdo trabalhados “[...] além da capacidade didatica do
professor, seu compromisso e, por que ndo dizer, cumplicidade com os alunos, que fazem do
trabalho cotidiano de ensinar um permanente voto de confianga na capacidade de todos para
aprender” (BRASIL, 2000a, p. 71).

De certa forma, a ndo uniformidade no tratamento curricular - aqui relacionando a
ordem de aplicacdo de contetdos nas disciplinas de Matematica e Fisica, conduzem o
professor a refletir, como manter em dia, topicos diferentes do cotidiano escolar, articulando
ensino e gestdo da sala de aula. Nessas circunstancias, o plano de aula e o preparo como 0s
contetdos devem ser ministrados, de forma que atenda a demanda e diversidade de situacGes
de conhecimentos que se encontram na sala de aula, sdo fundamentais para o éxito no

processo de ensino e aprendizagem.
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Tendo em vista que a funcéo precipua da educacdo, de um modo geral, e do Ensino
Médio — Gltima etapa da Educagdo Basica — em particular, vai além da formacao
profissional, e atinge a construcdo da cidadania, é preciso oferecer aos nossos jovens
novas perspectivas culturais para que possam expandir seus horizontes e dota-los de
autonomia intelectual, assegurando-lhes o acesso ao conhecimento historicamente
acumulado e a producdo coletiva de novos conhecimentos, sem perder de vista que a
educacdo também é, em grande medida, uma chave para o exercicio dos demais
direitos sociais (BRASIL, 2013, p. 145).

Ainda, de acordo com a BNCC - Base Nacional Comum Curricular, o tema
apresentado aos alunos, atraves do plano de aula, deve proporcionar a contextualizacdo de
contetdos referentes aos componentes curriculares, organizando assim as melhores estratégias
para a apresentacao, comunicacdo, representacdo, e através de exemplos formativos, haver
conducéo a aprendizagem, de acordo com a realidade de espaco e cotidiano do educando.

Dessa forma “ndo se trata, portanto, de elaborar novas listas de topicos de conteldo,
mas, sobretudo de dar ao ensino de Fisica novas dimensdes. Isso significa promover um

conhecimento contextualizado e integrado a vida de cada jovem” (BRASIL, 2000b, p. 23).

Selecionar e aplicar metodologias e estratégias didatico-pedagdgicas diversificadas,
recorrendo a ritmos diferenciados e a contetidos complementares, se necessario, para
trabalhar com as necessidades de diferentes grupos de alunos, suas familias e cultura
de origem, suas comunidades, seus grupos de socializa¢do etc. (BRASIL, 2018, p.
17).

E importante descrever também que o preparo e conducdo de uma aula tenham a
caracteristica propria, que o professor proceda com dominio frente ao assunto programado, e
resposta aos questionamentos referentes aos contetdos advindos por parte dos alunos -
referente ao tema proposto na sala de aula, assim entendemos que, “nos dias atuais, a
inquietagdo das “juventudes” que buscam a escola e o trabalho resulta mais evidente do que
no passado. O aprendizado dos conhecimentos escolares tem significados diferentes conforme
a realidade do estudante.” (BRASIL, 2013, p. 146).

Ainda, de acordo com a BNCC, é de suma relevancia, haver também a consideracéo e
um aprofundamento na forma e criticidade que se ha de ter ao ser realizada a atividade
docente, portanto, nessa linha de debate e reflexdo, deve haver o diadlogo sobre os
conhecimentos dos componentes requeridos em cada area, e se considerar tambem a
possibilidade de conclusdo e articulacdo na construcdo do conhecimento e abstracdo dos
estudantes. Analiticamente, essa dimensédo se propde ndo como fim, mas como meio para que
haja a compreensédo nos modos de se expressar e de participacdo no mundo, constituindo

modelos e habilidades mais sistematizadas e organizadas de formulacdo e questionamentos,
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para a boa anélise na apresentacdo de descobertas e deducdo de conclusdes.

A escola, face as exigéncias da Educacdo Bésica, precisa ser reinventada, ou seja,
priorizar processos capazes de gerar sujeitos inventivos, participativos, cooperativos,
preparados para diversificadas inserges sociais, politicas, culturais, laborais e, ao
mesmo tempo, capazes de intervir e problematizar as formas de producéo e de vida.
A escola tem, diante de si, o desafio de sua propria recriacéo, pois tudo que a ela se
refere constitui-se como invencdo: os rituais escolares sdo invencfes de um
determinado contexto sociocultural em movimento (BRASIL, 2013, p. 152).

Ainda, com a finalidade de promover a experiéncia da aprendizagem, e desafiar a
compreensdo nos vinculos entre diretrizes educacionais e contetdos pedagdgicos, através da
consolidacdo do objeto de ensino, e uma aplicacdo préatica rotineira na vida de alunos e
professores da area de exatas, propomos aqui uma analise sobre o comportamento de uma
corda em movimento oscilatério num instrumento musical, termo genericamente definido
como o estudo das cordas vibrantes, destacando de forma simétrica a Equagdo de Ondas.

De acordo com Santos, Molina e Tufaile (2013), muitas questdes voltadas para a
analise de frequéncias sonoras nas cordas, sdo de extrema importancia para a aprendizagem e
desenvolvimento de Matematica e Fisica, de forma geral, servem como motivagdo para alunos
do Ensino Médio, e também, para aqueles que desejam seguir na area de exatas no Curso
Superior.

No capitulo 2, propomos uma analise referente aos modelos e conceitos historicos
apresentados as vibracBes de uma corda, as teorias envolvidas a partir das primeiras
observagdes, que se comportaram como estimulo para a investigagdo do problema das cordas
vibrantes, e que ainda servem nos dias atuais como motivacao e entendimento, pois tornam a
arte da pesquisa o propoésito para a busca de solucBes, enriquecendo assim a criatividade e
cultivando o sentido da observacdo, ou seja, ha um “[...] relacionar etapas da histéria da
Matematica com a evolucdo da humanidade” (BRASIL, 2000 p. 46), na construgdo do

conhecimento e ensino.

A matemética dos gregos, por exemplo, que a inventaram nos moldes como a
entendemos hoje, deve tanto ao espirito tedrico-especulativo de sua cultura quanto a
matematica dos babil6nios, ao carater pratico de uma cultura talvez mais preocupada
com problemas cotidianos que com metafisica (SILVA, 2007, p. 22).

Nesse didlogo, que propde transcrever o fato histérico e caracterizar o equilibrio na
capacidade de andlise e interpretacdo de um problema, relacionando o ser pesquisador

(matematicos como, por exemplo, Pitdgoras e Newton que contribuiram de forma expressiva
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na formulagdo de conceitos e aplicacbes) e a justificativa para o inicio de um estudo,
fortalecem a formagdo de um bom ensino, logo se subentende que, ha “a importancia da
historia das Ciéncias e da Matematica [...], para o aprendizado que transcende a relacao social,
pois ilustra também o desenvolvimento e a evolucdo dos conceitos a serem aprendidos”
(BRASIL, 2000 p. 54).

Referente ainda a equacao que descreve a vibragdo de uma corda, e toda a estrutura de
leis e definicdes matematicas envolvidas, propomos também contextualizar a Segunda Lei de
Newton, onde a partir de um segmento diminuto de corda, apresentamos a deducdo da
equacdo de ondas por equacédo diferencial, relacionando assim as derivadas parciais com as
derivadas temporais.

No capitulo 3 expomos a solucédo geral da equacao de onda, observada pelo método de
Fourier. Com o proposito de investigar a vibracdo de um pedaco finito de corda, a partir da
andlise de algumas grandezas que estdo envolvidas nesse meio, apresentamos como sugestao
para a pratica de ensino e aprendizagem, uma atividade no formato situacdo-problema,
envolvendo a oscilacdo de um ponto infinitesimal na corda. Propomos também, como auxilio
no planejamento docente, uma aplicacdo de contexto analitico, referente as ondas mecanicas
produzidas por essa mesma corda, onde, os resultados obtidos através das equacBes de
Fourier, relacionados com graficos e tabelas que foram gerados com auxilio do Excel,
direcionam a convergéncia nos valores descobertos, quando aumentamos o numero de
observaces num determinado intervalo de tempo.

No capitulo 4, uma reflexao sera feita relacionando o conceito de interdisciplinaridade
e as preocupacdes da Base Nacional Comum Curricular BNCC e Parédmetros Curriculares
Nacionais PCNs, com a contextualizacdo do contetdo apresentado aos alunos. Também em
relacdo a conducdo do ensino, e o cotidiano de desenvolvimento escolar, apresentamos uma
releitura do modelo educacional proposto no ensino basico e a ambientacdo da sala de aula.

No capitulo 5 expomos através um breve relato o plano de aula, sua constiui¢io e
direcionamento pedagogico, também, articulamos a discussé@o entre os principais topicos que
compdem esse documento, dessa forma, propomos sequencialmente a constru¢gdo do mesmo
(plano de aula), onde, o tema relacionado, refere-se as ondas mecanicas numa corda, com

aplicacdo contextualizada na resolucédo de situagdes-problema.



Capitulo 2

Modelagem da Equacao de Onda

Unidimensional Finita

Neste topico apresentamos a deducdo da equacdo de onda em uma dimensdo. Para
realizar nosso propésito, utilizaremos como prot6tipo a corda de um instrumento musical, por
exemplo, um violino ou violdo, onde a mesma (corda), por possuir propriedades fisicas como
massa, elasticidade e densidade uniforme, quando estd sob tensdo, é considerada um meio
fisico uniforme e elastico. Ao descrever vibragdes transversais, quando a corda é deslocada de
seu estado de repouso, um angulo € associado com as extremidades de apoio enquanto a corda
estd vibrando, relacionando-se de forma direta com a amplitude, velocidade de onda,
frequiéncia e etc. Assim, com a finalidade de contextualizar a solucdo aqui exposta, também
sera referido o classico problema das cordas vibrantes, o qual de inicio, através de revisitar
um pouco da parte historica, sera descrito logo a seguir.

2.1. ABORDAGEM HISTORICA

Estimulados por observacGes e questionamentos cientificos, os matematicos do
passado, pesquisavam e desenvolviam estudos relacionados as situacdes problemas
recorrentes do dia a dia, descrevendo métodos e equacbes para o desenvolvimento dos
calculos, assim, “a matematica entrou na cultura primeiramente como uma técnica, a de fazer
calculos aritméticos e geométricos elementares, e suas origens perdem-se nos primordios da
historia” (SILVA, 2007, p. 31).

O problema das cordas vibrantes, foi objeto de apreciagdo e pesquisa atravessando
varias geracOes de pensadores, se tratava portanto, do estudo das vibragdes de um ponto
infinitésimo de uma corda, sendo a mesma, distendida e presa nas extremidades 0 e | como

representado na Figura 1 a sequir.
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Figura 1. Representacéo de uma corda esticada em movimento oscilatério.
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Fonte: Préprio autor.

Quando a corda recebe uma forca numa direcdo ndo paralela a ela, digamos num ponto
qualquer entre 0 e I, por ela ser flexivel sofre uma deformacdo, saindo de seu estado de
repouso, assim, quando logo em seguida é abandonada, a mesma comeca a Vvibrar.
Observando assim sua trajetdria, surge o questionamento, como representar na forma de
funcdo, a velocidade que a corda passa a descrever num determinado instante t?

Através de registros histéricos deixados para as civilizacdes contemporaneas, ha
relatos reportando a pessoa de “Pitagoras de Samos que viveu por volta do final do século VI
a.C” (SILVA, 2007, p. 32),

Figura 2. Pitagoras.

Fonte: EVES (2011, p. 98).

e seus seguidores, o inicio dos estudos na concepcdo dos fendmenos relativos & musica,

envolvidos na vibragdo de uma corda.

Considerando cordas sujeitas & mesma tensdo, eles encontraram que para a oitava 0s
comprimentos devem ter razdo 2 para 1, para a quinta 3 para 2 e para a quarta 4 para
3. Esses resultados, os primeiros fatos registrados da fisica-matemaética, levaram os
pitagdricos a iniciar o estudo cientifico das escalas musicais (EVES, 2011, p.103).
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Para os Pitagodricos tudo era formado por nimeros “talvez 0s primeiros grandes
matematicos gregos tenham sido mesmo Pitagoras e seus seguidores os chamados fil6sofos
pitagéricos” (SILVA, 2007, p. 32), sendo assim, utilizavam do conceito de nimeros inteiros e
razdes entre esses numeros para explorar as leis que regem o mundo. Um grande avancgo para

a ciéncia, nas exploracgdes desse grupo, surgiu através da masica e suas percepgoes.

A Matematica comeca com ele, no sentido de que ele foi o primeiro a concebé-la
como um sistema de pensamento mantido coeso por provas dedutivas. [..] A
Ciéncia comega com ele, no sentido de que ele executou deliberadamente o primeiro
experimento cientifico e que foi a primeira pessoa a conceber a conjectura
sumamente ousada de que o mundo é um todo ordenado e compreensivel. Ele foi o
primeiro a aplicar a palavra kosmos - que anteriormente significava ordem ou
harmonia - a esse todo (SIMMONS, 1987, p. 671).

Abdounur (2003) descreve que, no entendimento histérico da mdsica, a otimizagdo e
desenvolvimento de Pitdgoras, traduziram a concepgdo na construcdo da escala musical,
assim, esse experimento de conduzir os numeros associados com a arte, refletido na forma de
musica, fortaleceu e tornou relevante os nimeros na forma de fracdo, que a partir desse ponto

tem caracteristica propria, a representacdo também no sentido musical.

A filosofia pitagdrica baseava-se na suposicdo de que a causa Ultima das varias
caracteristicas do homem e da matéria sdo 0s ndmeros inteiros. Isso levava a uma
exaltagdo e ao estudo das propriedades dos nimeros e da aritmética (no sentido de
teoria dos nUmeros), junto com a geometria, a musica e a astronomia, que
constituiam as artes liberais bésicas do programa de estudos pitagéricos (EVES,

2011, p.97).

“A teoria da constituicdo numérica do mundo é também tributaria de outra
contribuicdo notavel dos pitagdricos: a descoberta que os intervalos musicais correspondem a

razdes numéricas simples (a oitava a 1/2, a quarta a 3/4 e quinta a2/3)” (SILVA, 2007, p.
33).

Sob uma ética de rede de significados, esse experimento contribui para a construcao
do conceito de fragdo, que ganha a partir de entdo uma roupagem musical. Ao
mesmo tempo, a musica e suas diferentes areas, tais como harmonia, tornam-se, na
concep¢do do pensador grego, propriedades numéricas e, a luz das ideias aqui
defendidas, os conceitos usualmente tidos como musicais assumem um significado
mais amplo (ABDOUNUR, 2003, p. 201).

Nesse sentido, “A lei dos intervalos musicais foi o primeiro fato quantitativo
descoberto sobre 0 mundo natural” (SIMMONS, 1987, p. 674).
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[...] Pitagoras observou que, quando os comprimentos de cordas vibrantes podem ser
expressos como razdes de nimeros inteiros simples, como dois para trés (para a
quinta) ou trés para quatro (para a quarta), os tons serdo harmoniosos. Em outras
palavras, se uma corda produz a nota dé quando tocada, entdo uma corda semelhante
com o dobro do comprimento produzird o dé uma oitava abaixo; e 0s tons entre
essas notas sdo emitidos por cordas cujos comprimentos sdo dados por razles
intermedidrias: 16:9 para o ré, 8:5 para 0 mi, 3:2 para o fa, 4:3 para o sol, 6:5 para o
la e 16:15 para o si (BOYER; MERZBACH, 2012, p.60).

Tambeém, se utilizando da corda esticada, um dos objetos para medi¢cdo muito utilizado
no mundo antigo, e através da abstracdo matematica, se fez surgir de forma concatenada,

espaco para observagdes e célculos.

A tremenda ideia de que a Matematica é a chave para a interpretacdo correta da
natureza surgiu com os pitagoricos, e provavelmente com o proprio Pitdgoras. A
descoberta que sugeriu essa ideia surgiu de um simples experimento com a masica.
Pitagoras distendeu uma corda de lira entre duas presilhas numa tabua. [...]. Ele
descobriu que se a corda for pressionada em seu ponto médio por um pedago de
madeira colocado entre a tabua e a corda, de modo que a parte vibrante seja reduzida
a 1/2 de seu comprimento original, entdo ela emite uma nota uma oitava acima da
primeira; se a parte vibrante for reduzida a 2/3 do comprimento original, ela emite
uma nota que é uma quarta acima da nota original (SIMMONS, 1987, p. 671).

Abdounur (2003) também vem indicar que, o inicio da relacdo que unifica a
matematica com a mdsica, surge a partir do século VI a.C., através de Pitadgoras. Por
motivacdo dos sons encontrados no monocérdio, como representado na Figura 3, assim se
constrdi e consolida uma das maiores descobertas de Pitagoras e seus seguidores, conduzindo
para uma nova concepc¢do e interpretacdo numérica daquele periodo, dessa forma se fez

nascer um novo dominio nas aplicacBes da matematica, a aclamada musica.

Possivelmente inventado por Pitagoras, 0 monocérdio € um instrumento composto
por uma Unica corda distendida entre dois cavaletes fixos sobre uma prancha ou
mesa possuindo, ainda, um cavalete moével colocado sob a corda para dividi-la em
duas secdes. A principio, seus experimentos evidenciavam relagBes entre
comprimento de uma corda estendida e a altura musical do som emitido quando
tocada. Concordando com principios de sua escola, Pitagoras buscava relages de
comprimentos - razdes de ndmeros inteiros - que produzissem determinados
intervalos sonoros (ABDOUNUR, 2003, p. 4).
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Figura 3. Monocérdio de Pitagoras.
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Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/aplicando-a-matematica-basica-sala-2/.

Apds retornar um pouco mais ao passado, vemos que, “o estirar de cordas €
notavelmente reminiscente da origem da geometria egipcia, e sua associacao com func¢des nos
templos nos faz lembrar a possivel origem ritual da matematica” (BOYER; MERZBACH,
2012, p.151). Também, “h& registros de que os agrimensores egipcios antigos, do tempo dos
faraos, construiam triangulos de medidas 3, 4, 5 com uma corda dividida em 12 partes iguais
por 11 nos para demarcar angulos retos” (EVES, 2011, p.86).

Segundo Stewart (2013) no canon, instrumento musical utilizado desde a antiguidade,
também se encontraram 0s primeiros experimentos referentes aos sons, derivados da vibracdo
de uma corda. Nesse instrumento, as cordas estdo distendidas com tensdes diferentes, assim,
guando um suporte percorre uma das cordas em sua extensdo e nas diversas posicdes
existentes, surgem razfes entre numeros, sejam elas mais simples ou complexas, derivando
frequéncias que ora sdo harmoniosas ora dissonantes aos ouvidos.

Com o passar do tempo, a Fisica e suas leis arraigadas no campo das Ciéncias, em
associacao aos conceitos e rigor utilizados na Matematica entram em destaque, traduzindo em
numeros, equacdes e fungbes, os movimentos dos infinitos pontos de uma corda, quando a
mesma se pde a oscilar, portanto, mais uma vez a melodia das notas e o arpejo dos acordes,
tém relacdo direta com a harmonia da natureza na mdasica ocidental, através da teoria
pitagorica utilizada.

Isaac Newton (1642-1727) foi um dos mais proeminentes matematicos no século
XVIII, sendo o responsavel por formulacdes de leis tanto no campo da Fisica como da

Matematica.
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Figura 4. Isaac Newton.

Fonte: (BOYER; MERZBACH, 2012, p.437).

Stewart (2013) aponta que, a formulacdo da segunda lei de Newton, surgiu como uma
luz para o entendimento do problema das cordas vibrantes, pois, de forma direta, a massa de
uma corda esta relacionada diretamente com a forca aplicada sobre ela, e a aceleracdo sofrida
pela mesma. Dessa forma, a solugédo (para a equacao das cordas vibrantes) emerge do fato de
gue, quando esticamos uma corda, uma forca na direcdo paralela a ela é exercida sobre suas
extremidades, fazendo a tensdo variar conforme o movimento (da corda), seja contraindo ou
esticando de forma acentuada.

Em 1660 Robert Hooke (1635-1703) descobriu o que é hoje chamada de, a Lei de
Hooke. Segundo Nussensveig (2013), essa lei demonstra que, a forca que age de forma
restauradora numa corda elastica, deve ser proporcional ao deslocamento da posicdo de
equilibrio linear; entretanto, interagindo também, h4 uma constante de proporcionalidade k
que ¢ definida como a constante da mola.

Quando esse pensamento é conduzido para a corda esticada, com infinitos pontos
justapostos realizando movimento oscilatorio, como mostrado na Figura 5, uma nova forma
de pensar se traduz, “assim, 0s matematicos da época pensaram na corda como uma grande
quantidade de massas pontuais estreitamente espacadas, unidas através de molas obedecendo
a lei de Hooke” (STEWART, 2013, p. 107).

Figura 5. Fragmento de corda constituido por infinitos pontos de massa.
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Fonte: Préprio autor.
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Fazendo uma alusdo a segunda lei de Newton, observamos que, se um sistema é
constituido por uma quantidade finita de massa, entdo é possivel calcular a resultante das suas
forcas, através da resolucdo de cada equacéo referente a massa. Entre as mentes brilhantes da
matematica daquele periodo, surgiu entdo uma davida, € possivel aplicar esse mesmo
raciocinio para uma corda distendida (sistema continuo formado por infinitos pontos de

massa) em um instrumento musical, por exemplo, um violino?

Anotaram as equacdes de uma forma ligeiramente simplificada para torna-las
possiveis de resolver e as resolveram; por fim deixaram a quantidade de massas
ficarem arbitrariamente grande, e verificaram o que acontecia com a solugdo
(STEWART, 2013, p. 107).

Nesse mesmo periodo, a matematica recebe mais uma contribuicdo, Daniel Bernoulli
(1700-1782) “estudou as cordas vibrantes e foi um pioneiro no campo das equaGOes

diferenciais parciais” (EVES, 2011, p.466).

Daniel Bernoulli afirmou que a posicdo inicial de uma corda vibrante pode ser
representada por uma série infinita de termos trigonométricos, que deve ser
considerada tdo geral quanto uma série de poténcias. Isso implica que uma fungéo
qualquer possa ser representada por uma série trigonométrica, mas Daniel Bernoulli
estava mais interessado no problema fisico e ndo chegou a propor uma nova
definicdo de funcdo com base nessa hip6tese (ROQUE, 2012, 302).

Segundo Abdounur (2003), Daniel Bernoulli fez validar a afirmacdo que, o vibrar de
um corpo sonoro, pode ser visto como uma superposicao de seus modos simples, porém com
amplitudes diversas. Também deve ser lembrado que, naquela época, ndo havia principios
matematicos gerais confirmando a veracidade onde, a suposta afirmacdo mencionada
anteriormente, poderia ser verificada. Tal suposicdo de Bernoulli, se apoiou de maneira
tedrica nos experimentos de Joseph Fourier (1768-1830), que através de suas pesquisas em
areas que de certa forma estdo distantes do espectro musical, serviram de base para a

aplicacdo na musica.

[...] o esclarecimento posterior das ideias de Fourier foi até certo ponto a razdo pela

qual o século dezenove foi denominado a idade de rigor. A contribuicéo principal de

Fourier e seu classico a matematica foi a ideia, vislumbrada por Daniel Bernoulli, de

qualquer fungdo y=f(x) poder ser representada por uma série da forma
1

y:Ea0+alcosx+a20052x+...+ancosnx+...+blsenx+b25en2x+...+bnsennx+... agora

conhecida como série de Fourier (BOYER; MERZBACH, 2012, p.333).
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Figura 6. Joseph Fourier.

Fonte: EVES (2011, p. 527).

Apos realizar experimentos relativos a conducdo do calor, nas primeiras décadas do
século XIX, Fourier demonstrou como representar uma curva periodica pela superposicdo de
ondas descritas por fungdes senoidais, que correspondem as frequencias 1, 2, 3,..., n vezes a
frequencia de uma curva original. Dessa forma o teorema proposto por Fourier, assim como a
implicagéo de sua generalizagédo e analogia, ndo somente se fez concretizar o ponto de vista
de Daniel Bernoulli em acustica, como fez também transformar em fundamentos para analises
de harmonicos, dissonancia e batimentos, traduzindo assim diferentes conceitos referentes a
terminologia musical, que aparentemente estavam dissociados da matematica.

De acordo com Abdounur (2003), quando uma nota musical foi decomposta em séries
de Fourier, foi entregue perante a realidade, a chave que abre caminhos frente para a solucéo
de questdes referentes a harmonia musical, que de certa forma, estdo associadas a inimeras
situacBes complexas na musica, onde somente a partir da experiéncia e sensibilidade na
observacdo, se é possivel explorar tais praticas, com métodos ausentes de argumentos

cientificos.

O realmente importante é basear-se em pressupostos que, sem pretenderem ser leis
naturais, satisfagam nossa necessidade formal de sentido e de coeréncia. Se fosse
possivel derivar todos os fendmenos a partir da fisica do som, explicando e
resolvendo dai todos os problemas, pouco importaria que nosso conhecimento fisico
da esséncia do som fosse exato ou ndo. Pois é muito possivel que partindo de uma
observacdo errada possamos chegar, por deducdo ou intuicdo, a resultados corretos;
ao passo que nao se pode afirmar que de uma observacdo melhor ou mais exata
resultem, necessariamente, conclusdes mais corretas ou melhores (SCHOENBERG,
2001, p. 57).

Portanto, de forma convincente e explicativa, a aplicacdo da teoria referente as séries

criadas por Fourier, relacionou organizadamente conceitos musicais, assim criou-se todo um
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principio com estrutura e ordem coerentes, que facilitou a interpretacdo de diferentes
fendmenos musicais, relacionados diretamente a sonoridade, dentre esses, é possivel destacar
0s harmonicos de uma nota musical produzidos na corda de um violdo - por exemplo, 0
motivo da relacdo direta que existe entre as minimas fragdes de numeros inteiros que

compdem um som.

As vibracdes de uma corda se transmitem ao ar produzindo ondas sonoras. Assim,
podemos entender o som produzido pela corda vibrante como uma superposicéo de
harménicos. [...] a altura do som é medida por sua freqliéncia, dada em hertz (ciclos
por segundo). Obviamente, essa é exatamente a frequéncia do harmdnico
fundamental. Quanto maior a frequéncia mais alto é o som (FIGUEIREDO, 2000,
145).

Consequentemente “tanto uma corda como colunas de ar em instrumentos de sopro
possuem a caracteristica de vibrar ndo apenas como um todo, mas ainda simultaneamente

como duas metades, trés tercos, quatro quartos etc” (ABDOUNUR, 2003, p. 91).

Sob essa nova Otica, as primeiras componentes - as mais audiveis - na Série
Harménica correspondem as frequéncias associadas aos primeiros termos da serie de
Fourier que determinam portanto razdes de pequenos nimeros inteiros relacionadas
as consonancias pitagérica, respondendo ao problema lancado por aquela escola ha
2500 anos (ABDOUNUR, 2003, p. 90).

Abdounur (2003) também narra que, o timbre de som que um instrumento produz, se

relaciona justamente com a vibracao periddica constituida por cada harmdnico, dessa forma

[...] na sucessdo dos harmdnicos superiores, que é uma de suas propriedades mais
notaveis, surge, depois e alguns sons mais facilmente perceptiveis, um certo nimero
de harménicos mais débeis. Os primeiros sdo, sem davida, mais familiares ao
ouvido, enquanto os udltimos, dificilmente audiveis, scam mais inusitados. Com
outras palavras: 0s mais proximos parecem contribuir mais, ou de maneira mais
perceptivel, ao fendmeno total do som, ao som como uma eufonia, capaz de arte; ao
passo que 0s mais distantes parecem contribuir menos, ou de forma menos
perceptivel (SCHOENBERG, 2001, p. 58).

Sob esse ponto de vista, se constréi 0 sentido matematico para a interpretagdo desse
fendmeno sonoro. Portanto, [...] “o timbre do som é uma qualidade que permite distinguir
sons de mesma altura e mesma intensidade” (FIGUEIREDO, 2000, 146).
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Cabe lembrar o que os intervalos de 82 - 1:2 - 52 - 2:3 - e 42 - 3:4 - considerados
consonancias perfeitas desde os pitagoricos, "preenchem" técita e respectivamente
as "lacunas" da Série Harmonica correspondentes as relacfes 2° e 1°, 3°e 2°¢e 4° ¢ 3°
harménicos. Tais reflexdes [...] concernentes ao desenvolvimento da musica na
Idade Média, bem como o uso posterior dos intervalos de sétima e nona corroboram
o fato de que a utilizacdo dos intervalos ao longo da histéria acompanha
aproximadamente a ordem de suas apari¢des na série de Fourier (ABDOUNUR,
2003, p. 209).

Quando o movimento oscilatério das cordas de um violino € observado, para a
representacdo no desenvolvimento do modelo matematico, é possivel descrever que, as
vibracGes devem ocorrer apenas em um plano, assim, para qualquer instante de tempo t, a
forma de vibracéo da corda ird descrever uma curva de seno unidimensional, conhecida por
senoide, entretanto como descrito em Stewart (2013), para Daniel Bernoulli o formato inicial

da corda é visto como que aleatorio.

Ja era sabido, na época, que os sons musicais, em particular os gerados pelas
vibracbes de uma corda, sdo compostos de frequéncias fundamentais e de
harménicos. Essas vibragdes podem ser expressas, portanto, como somas de fungdes
trigonométricas, que sdo periddicas. [...] Isso implica que uma funcdo qualquer
possa ser representada por uma série trigonométrica, mas Daniel Bernoulli estava
mais interessado no problema fisico e ndo chegou a propor uma nova definicdo de
funcdo com base nessa hipotese (ROQUE, 2012, 302).

No ambito das equacdes diferenciais, finalmente traduziu-se a equacao de onda atraves
da segunda lei de Newton, mas interpretada por outro pensador de renome na época. Jean-le-
Rond d’Alembert (1717-1790) em seus calculos, também considerou a corda como que
formada por infinitos pontos de massa, mas deixou de considerar as quantidades desses
pontos tendendo ao infinito, observando apenas o que acontecia as equagdes. “Num trabalho
de 1747 dedicado as cordas vibrantes, recaiu em equacdes diferenciais parciais, tornando-se
assim um dos pioneiros do estudo dessas equagfes” (EVES, 2011, p.477).

Figura 7. Jean-le-Rond d’Alembert.

Fonte: EVES (2011, p. 478).
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Estudando o comportamento de cordas vibrantes, 0 matematico e fildsofo francés
d'Alembert descobriu que o comprimento de uma corda sujeita a uma tensdo fixa era
inversamente proporcional a frequéncia do som emitido pela corda referida.
D'Alembert foi ainda mais longe ao afirmar que um som natural era puro, mas
complexo, sendo obtido pela superposicdo de diversos harmonicos de uma série.
(ABDOUNUR, 2003, p. 35).

De acordo com Stewart (2013), d’Alembert ao elaborar seu modelo de equagao para a
corda vibrante, notou também que, o formato (curva descrita pela corda) depende diretamente
do espaco, assim, deve ser considerado, qual o ponto na extensdo da corda esta sendo

enxergado e em qual instante de tempo, como mostrado a seguir na Figura 8.

Figura 8. Funcéo u(x) que determina os pontos da corda.

u(x)

Fonte: Préprio autor.

Também, a partir da segunda lei de Newton, quando se observa qualquer segmento
minimo (ponto), ja se fazia saber que, a aceleracdo deve ser proporcional a forca que esta
agindo sobre ele (segmento minimo). Mas, por defini¢do, a aceleracdo é a razdo entre a
velocidade e o tempo, e a velocidade é descrita como a razao entre o espaco e 0 tempo, dessa
forma tem-se que, aceleracdo é uma razdo (derivada) de ordem dois em relacdo ao tempo.

Partindo desse raciocinio, cada segmento adjacente na corda, provoca uma forca
puxando aquele que estd sendo observado, causando dessa forma variaces minimas das

massas pontuais vizinhas no espacgo, assim “ao calcular essas forgas, d’Alembert foi

o’u  , 0%,

conduzido a equagéo¥ =cC v (STEWART, 2013, p. 107).

Diante do contexto, explanado anteriormente, também deve ser considerado que, 0
simbolo u(x,t) referente a posicao vertical de um ponto x da corda num determinado instante t,
e a representacao da constante relacionada a tensdo na corda com seu nivel de elasticidade, é
descrita pela letra c. Essa foi a descricdo matematica descoberta por d’Alembert. De forma
sequinte, Leonhard Euler (1707-1783) também fez mencgdes sobre o problema das cordas
vibrantes, porém, “Euler ndo chegou a aprofundar o estudo da solugdo nesse caso, mas essa
questdo d& origem a uma longa controvérsia sobre a natureza das condi¢fes iniciais em
problemas desse tipo” (ROQUE, 2012, p. 302).
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No mesmo ano de 1748, Euler escreveu um trabalho no qual concordava com a
solugdo de d’Alembert, observando, porém, que ela permanece valida se a
configuracdo inicial da corda ndo é dada por uma férmula Unica. Segundo
d’Alembert, a forma inicial da corda ndo podia ser dada, por exemplo, por um arco
de parébola 'y = x — X, ja que essa curva nio é periédica (ROQUE, 2012, 301).
Sobre essa perspectiva, “o problema das cordas vibrantes permaneceu confinado a
tratados académicos e ndo chegou a ser apresentado em livros-texto até o final do século

XVIII” (ROQUE, 2012, p. 305).

2.2. ONDAS

Para iniciar a descricdo de conceitos referentes as ondas com exposicao didatica, é
imprescindivel ilustrar um fendmeno que demonstra o formato e atributos desse tema.
Na Figura 9, vemos uma corda amarrada em uma das extremidades e tensionada

horizontalmente por uma pessoa.

Figura 9. Pulso se propagando na extenséo de uma corda esticada.

Fonte: Préprio autor.

Se a pessoa, com as méaos na corda, fizer o movimento para cima e para baixo,
retornando a seguir a posic¢do inicial, verifica-se um distarbio ou pulso, que se propaga ao
longo da mesma, com uma determinada velocidade, como mostrado na Figura 9.

Quando nossa atencdo é fixada num ponto aleatorio da corda (digamos um ponto p que
pode ser destacado com lapis, como na Figura 10, por exemplo), observamos que este ponto
efetua o deslocamento para cima e para baixo verticalmente, reproduzindo o movimento da

mé&o, enquanto o pulso estiver atravessando por ele. Assim, é possivel entender que, apenas o
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pulso se desloca ao longo da corda, enquanto os pontos sobem e descem conforme esse
distarbio atravessa por eles.

Figura 10. Ponto p se deslocando de acordo com o movimento do pulso.

Fonte: Préprio autor.

Para descrever e representar uma onda, devemos imaginar agora uma pessoa que, ao
segurar a corda, realize 0 movimento com sua mao, para cima e para baixo da posicao inicial,
como na situacdo descrita anteriormente, porém repetidas vezes. Para essa situagdo, nos
haveremos de ter uma série de pulsos, que constitui ondas que se propagam ao longo de toda a
corda. Os pontos que estdo na extremidade superior do pulso, e que estdo voltados para cima,
como descrito na Figura 11, sdo denominados as cristas da onda e, aqueles que estdo na
posicdo inferior do pulso, sdo os vales da onda. Dessa forma um ponto qualquer da corda,
quando é atingido, inicia um movimento vibratdrio que, oscila enquanto ele é atravessado pela
onda. A frequéncia de vibracdo desse ponto e sua amplitude A, definem a frequéncia e
amplitude da onda. Ainda na Figura 11, € possivel descrever outro conceito em relacdo as
ondas, denominado comprimento de onda. Podemos de modo efetivo salientar que, o
comprimento de onda, representado pela letra grega 4 (lambda) €, a distancia percorrida pela

onda, durante o intervalo de tempo t.

Figura 11. Crista e vale se propagando na extensdo da corda formando uma onda.

Tale

Fonte: Préprio autor.

Segundo Halliday (2009), as perturbagdes sobre a superficie de uma poga d’agua, o
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som de um trovao que se propaga de forma esférica no ar, ou as notas musicais e acordes que
um instrumento pode emitir, descrevem formas de ondas, seja mais simples ou complexas,

ambas relacionadas aos fendmenos ondulatérios.

Figura 12. Onda mecanica sobre a superficie da agua.

Fonte: https://pixabay.com/pt/photos/gota-de-%C3%Algua-derrubar-impacto-578897/.

Num sentido bastante amplo, uma onda é qualquer sinal que transmite de um ponto a
outro de um meio, com velocidade definida. Em geral, fala-se de onda quando a
transmissdo do sinal entre dois pontos distantes ocorre sem que haja transporte
direto de matéria de um desses pontos ao outro (NUSSENSVEIG, 2014, p. 125).

Uma das caracteristicas mais importantes nas ondas é que, alguns tipos necessitam de
um meio para que ocorra a propagacao, ou seja, haver o deslocamento de energia sem que
haja o transporte da matéria, desse modo, retratam assim as ondas mecanicas.

As ondas mecanicas podem se propagar nos seguintes meios: o ar, a dgua, a terra e as
rochas. Conforme ocorre a propagacdo de uma onda através do meio, ha o deslocamento das
particulas a qual o material é constituido, sendo que esses deslocamentos ocorrem de
diferentes formas, conforme a natureza da onda.

Outra forma de onda sdo as eletromagnéticas. A particularidade nesse formato de onda
é que, ela tem a origem nas cargas elétricas oscilantes, assim, para que haja a propagacao, ndo
é necessario um meio fisico. Alguns exemplos podem ser relacionados com esse modelo, tais
como, as ondas de radio e televisdo, os raios X, a luz ultravioleta e etc.

Em relacdo aos tipos de ondas, elas sdo classificadas em transversais e longitudinais.
Quando analisamos 0 movimento ondulatério, com visto na Figura 11, foi observado que, 0s

pontos da corda realizam o movimento de vai e vem, para cima e para baixo, enquanto ha a
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propagacdo da onda, para a direita ao longo da corda. Uma onda como esta, em que a
vibracdo dos pontos ocorre na dire¢do perpendicular a direcdo de propagacéo, é denominada
de onda transversal.

E evidente que, ha a possibilidade de fazer propagar uma onda como esta, ndo somente
numa corda, mas também em uma mola esticada ou outro meio material, como uma
mangueira de borracha longa conectada a uma torneira de jardim, por exemplo. No entanto, se
ocorre a movimentacdo de uma mola esticada para frente e para tras por uma pessoa, temos
um movimento oscilatério que ocorre na direcdo da propria mola, verificando dessa forma um
disturbio que se constitui por, uma série de “compressdes” e “rarefagdes”, propagando-se ao
longo da mola, para esse modelo temos uma onda longitudinal.

Para nossa verificacdo (cordas vibrantes), analisaremos especificamente as ondas
mecanicas transversais. Como ja mencionado, toda e qualquer onda mecéanica requer alguma
fonte de agitacdo, também, deve haver um meio para que ocorra essa perturbagdo, e ainda,
algum dispositivo agindo fisicamente, para que as particulas do meio possam ter influéncia
umas sobre as outras.

Outra caracteristica intrinseca é que, assim como as ondas longitudinais, as ondas
transversais sdo chamadas também de ondas progressivas, isto é, quando ocorre a propagagao
de um lugar para outro, como no caso da onda observada na fracdo de corda da Figura 11.
Devemos observar ainda que, é a onda que se propaga, e ndo o meio material (corda) no qual
a onda se move.

Em relacdo ao movimento ondulatorio configurado pela corda, quando um pulso Unico
é formado, ocorre a propagacdo do mesmo com uma velocidade v definida, sendo que a corda
é 0 meio através do qual o pulso se propaga. Consideraremos aqui, tdo-somente, 0 cenério de
uma corda em situagdo “ideal”, portanto, ndo ha forcas de atrito, para que seja reduzida a
amplitude de onda enquanto ela se propaga. Outra suposicdo é a corda ser extremamente
extensa, assim, ndo tem a necessidade de considerar o retorno da onda, ap0s alcancar a outra
ponta.

Na Figura 13 a seguir, sdo representados trés instantes de uma particula, indicadas
pelo ponto que se move para cima e para baixo, quando um pulso de onda esta se deslocando
por uma corda esticada. Ainda, podemos observar gque, enquanto o pulso viaja para a direita, 0
ponto ndo se desloca no eixo X, portanto, qualquer instante de tempo t no plano, pode ser

representado por uma fungdo paramétrica da forma u(x, t).
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Figura 13. Vista gréafica do comportamento de um pulso.
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 14. Um pulso de onda unidimensional se movimentando para a direita.
u(x,t) T

v

0] X

(i) Pulso no instante t=0

u(x,t) T

H\f

(0]
(ii) Pulso no instante t

Fonte: Préprio autor.

A Figura 14 representa 0 movimento do pulso, assim, para o instante de tempo t=0, é
possivel ver uma onda unidimensional, com velocidade v, distribuida uniformemente no
centro do grafico. Nesse momento, o formato do pulso, seja ele como for, pode ser descrito
por uma funcdo matematica, que aqui sera representada por u(x,0) = f(x). Essa funcdo
descreve a posicao vertical u do ponto P na corda, que esta localizado para cada valor de x no
instante de tempo t =0.

Temos ainda que, como a velocidade do pulso é designada por v, entdo, se
observarmos um instante de tempo t posterior qualquer, percebemos que houve o
deslocamento do pulso para a direita, correspondente a distancia vt no intervalo de tempo t.

Para que nossa compreensdo se torne simples e didatica, no modelo que aqui
utilizamos, o pulso ndo muda seu formato com o passar do tempo, mas, em situacdes reais, 0
pulso altera sua forma, e de maneira gradual ha o achatamento durante 0 movimento. Dessa
forma como vemos na Figura 14, para qualquer instante de tempo t maior do que zero, 0
formato do pulso tem a mesma representacdo daquele observado no instante de tempo inicial,

assim, um elemento da corda no eixo X nesse momento, tem a mesma posi¢do u que um
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elemento situado em x — vt teve no instante de tempo t =0:

u(x,t) =u(x—wt,0). Q)

De fato, é possivel representar o deslocamento u de um pulso, com sentido a direita,
para qualquer posicéo x, e qualquer instante de tempo t, medido em um sistema estacionario

com a origem em O, como na forma a seguir:
u(x,t) = f(x—wt). (2)

De maneira analoga, se o pulso estiver se deslocando a esquerda, ou seja, sentido

negativo no eixo X, o deslocamento da corda sera:
u(x,t) = f (x+wvt). 3)

A funcéo u, descrita como funcdo de onda, depende das variaveis x e t, por isso, de
maneira frequente também é escrita como u(x,t), que se 1€ “u em funcdo de x e de t”. De
forma conclusiva podemos observar que, ha a importancia na compreensao do significado de
u.

Consideremos agora um ponto P na corda, representado por um valor particular de sua
coordenada x. Durante o intervalo de tempo que o pulso atravessar ponto P, a coordenada u
desse ponto tende a aumentar, atinge assim um valor maximo e entdo diminui até zero
novamente, dessa forma a funcdo de onda traduzida na forma u(x,t), descreve a coordenada y
de qualquer ponto P que esteja situado na posicao x e em qualquer instante de tempo t. Mais
uma vez se observa que, se t for considerado fixo (como exemplo, digamos registrando o
instantaneo de um pulso), entdo a funcdo de onda u em funcéo de x, descrita como forma de
onda, define uma curva, que representa o formato geomeétrico real do pulso nesse tempo.

A seguir, utilizaremos um exemplo instrutivo, reproduzindo assim, alguns conceitos

que foram expostos desde o inicio deste topico, referente as ondas.

Exemplo 1. Um pulso de onda, que se movimenta para a direita na extensdo do eixo x,

. . « 3 . :
é descrito pela funcdo de onda u(x,t)=————, onde x € medido em metros e t

(x—2t)" +1,5
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representa o tempo em segundos. Vamos descrever a forma de onda nos instantes t =0, t =1,
t=2.

Observando inicialmente a fun¢éo, vemos que ela é da forma u(x,t) = f (x—vt), assim
0 comportamento e 0s parametros sdo idénticos aos descrito na Equacdo (2). Ainda, apds
fazer uma andlise em relacdo ao deslocamento da onda, verificamos também que, sua
velocidade é v = 2m/s, e o pico do pulso, estd localizado no valor de x para o qual o
denominador é um minimo, portanto, onde (x - 2t) = 0. Dessa forma, os picos ocorrem em
X=0parat=0,em x=2mparat =1seem x=4mparat=2s.

Nos instantes t =0s, t =1se t =2s, as expressdes e os graficos da funcdo de onda séo

descritos nas seguintes formas:

. 3
tH)=———— emt=0s.
(1) (.t x> +1,5

Figura 15. Forma de onda no instante t = 0s.

X (m)
Fonte: Préprio autor.
. 3
(i) u(x,t)=————— emt=Is
(x—2)" +1,5
Figura 16. Forma de onda no instante t = 1s.
u (m)
24 —- = 2 /S
"| 4
—/
0 1 2 3 4 5 6 < (m)

Fonte: Préprio autor.
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(i) u(x,t) =+ em t=2s.
(x—4)"+15

Figura 17. Forma de onda no instante t = 2s.

u (m)
24 — ) = 2 /8
1=2s

0 1 2 3 4 5 6 7 8 X (m)

Fonte: Préprio autor.

2.3. PARAMETROS DE ONDA

Para os tdpicos relacionados a seguir, serdo realizadas as seguintes mengdes; as
unidades utilizadas para representar as medidas, obedecem ao Sistema Internacional de
Unidades, assim, outras (unidades de grandeza) que deverdo aparecer, serdo derivadas a partir
das medidas fundamentais, inicialmente aqui expostas.

Utilizar-se-d80 como unidades béasicas de dimensdo; o metro (m) para descrever a
extensdo ou comprimento, quilograma (kg) para representar a massa, e 0 segundo (s) para

medir o tempo.
2.3.1. FREQUENCIA

Em um fendmeno periddico, € chamada frequéncia f da onda, 0 nimero de repeticdes
ou ciclos completos executados por um ponto vibrante, a cada unidade de tempo. De acordo
com o Sistema Internacional de Unidades (SI), a unidade de medida para a frequéncia é o
hertz (Hz), assim, denotamos aqui nossa primeira unidade derivada no SI; 1 hertz = 1 HZ que
corresponde a uma oscilacdo completa por segundo.

2.3.2. PERIODO

O periodo 7 descrito na Figura 18, é o intervalo de tempo necessario para que, uma
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particula possa realizar o ciclo completo de seu movimento, ou seja, ela se desloca da posicéo
+A, passa pela posicdo de equilibrio (ponto 0) indo até -A, e volta novamente para +A, no

intervalo de tempo At = 7.

= (4)

O tempo que leva para um objeto deslocado executar um ciclo completo de
movimento oscilatorio - de um extremo ao outro e de volta ao anterior - é chamado
de periodo t. O inverso do periodo é a frequéncia f, que ¢ o nimero de ciclos por
unidade de tempo (TIPLER, 2000, p. 466).

Figura 18. Periodo de uma onda.
¥(0. 1)

A N

Fonte: Préprio autor.

2.3.3. VELOCIDADE DE PROPAGACAO DA ONDA NUMA CORDA DISTENDIDA

Quando ocorre a propagacdo de uma onda num meio, sua velocidade esta associada
diretamente, ao comprimento, a frequéncia, e as propriedades do meio relacionado.

Em uma corda esticada, por exemplo, o deslocamento dessa onda, faz com que as
particulas do meio (corda) comecem a oscilar, isso nos permite deduzir que, o meio é
constituido de massa, para a existéncia da energia cinética, e elasticidade para que haja
energia potencial, assim, a partir dessas propriedades (massa e elasticidade), juntamente com
a frequéncia e o comprimento, se determina a velocidade de propagacdo da onda, nesse meio
considerado.

Utilizando a segunda lei de Newton e considerando um pulso simétrico Unico, como o
da Figura 19 se deslocando com velocidade v, e sentido da esquerda para a direita numa
corda, se escolhermos um referencial S, onde o pulso permanece fixo, ou seja, para qualquer
instante de tempo t nds deslocamos juntamente com o pulso, mantendo-o em observagéo, ao
adotarmos esse referencial, isso nos permite concluir que, a corda parece estar passando sobre
0 observador. Assim, a mesma (corda) estd se movendo da direita para a esquerda, com

velocidade v.
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Figura 19. Pulso em uma corda.
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Fonte: Proprio autor.
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Considerando um elemento infinitésimo na corda, de comprimento 4/ localizado na
regido do centro do pulso, temos que, um arco de circulo de raio R é formado, ficando assim
definido um angulo medindo 26, que se propaga da esquerda para a direita com velocidade v,
na regido central desse circulo.

Podemos observar também que, a tensdo T na corda, quando considerada em maodulo,
puxa tangencialmente esse elemento nas duas extremidades, portanto, as componentes
horizontais dessas forcas se cancelam. Quando as componentes verticais sdo observadas,
percebe-se que, elas se somam para produzir uma forca restauradora radial F, assim, em

maodulo, a equacdo da forca F pode ser calculada como na Equacéo (5) a seguir,
F =2(Tsend). (5)

Tabela 1. Angulos e senos de angulos.

Angulos Angulos Seno do angulo Variag&o
em graus em radianos em radianos Percentual (%)
0 0 0 0
1 0,01745 0,01745 0
2 0,03491 0,03490 0,001
3 0,05236 0,05234 0,002
4 0,06981 0,06976 0,005
5 0,08727 0,08716 0,011
10 0,17453 0,17365 0,088
15 0,26180 0,25882 0,298
30 0,52360 0,50000 2,360
45 0,78540 0,70711 7,829

Fonte: Préprio autor.

De acordo com a Tabela 1, observamos que, é possivel aproximar senf por 6, devido o

angulo ser muito pequeno, dai, retomando a Equacdo (5) podemos reescrevé-la da seguinte
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forma,

F:T(20):T%1. (6)

Verificamos também que, a corda descrita na Figura 19 tem formato homogéneo,
sendo constituida no todo por material com volume constante. Portanto, é possivel entender
que, a mesma deve apresentar distribuicdo uniforme, dessa forma, a massa 4m de um

segmento qualquer, pode ser calculada como na Equacéo (7) a seguir, onde p corresponde a
densidade linear da corda.

Figura 20. Densidade Linear p.

Am
Q i D

\'-_-'
Al

Fonte: Préprio autor.

Am: massa de controle
r: raio

AV = zr?Al : volume

Am . -
= u= v : densidade volumétrica
v

SN L L
= # Al

= p=unr’
Am

= p=—
P=Al

Am=p-Al (7)

Para o instante de tempo t como mostrado na Figura 19, vemos que o elemento esta
fazendo o deslocamento na forma de um arco de circulo, assim, é possivel notar também que,

ele possui aceleracdo centripeta em diregdo e sentido ao seu centro, com
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a=". ®)

Dessa forma, a partir da segunda lei de Newton e substituindo as Equacdes (6), (6(7) e

2
(8) obtemos: F=ma = T%I:(p AI)VE, e entdo, fazendo as simplificagBes devidas,

concluimos que:
vl ©
P

2.4. SOM EMITIDO POR UMA CORDA DEDILHADA

O tratamento a seguir esta fundamentado, de acordo com o contetido apresentado em,
Halliday (2009) e em Alvarenga e Maximo (1993). Cordas esticadas, como as de um viol&o
ou de um violino, emitem sons quando sdo dedilhadas. Esse fendbmeno (som) ocorre porque a
corda, quando € colocada para vibrar, como representado na Figura 21 a seguir, inicia um
processo de compressdes e rarefacdes no ar, que estd envolto sobre ela. Assim, essas
compressOes e rarefacdes comecam a se propagar através do meio (ar), constituindo dessa
forma uma onda longitudinal, que segundo a intensidade da frequéncia produzida pela corda,

pode ou ndo, ser sensivel aos ouvidos.

Figura 21. Representacdo de uma corda oscilando com ambas as extremidades fixas.

(a) 1° harmonico

B (b) 2° harménico

~J.”

I
D -3~E
A -I 7 I B (c) 3° harmdnico
~J.”
2
2 2

1

1

o
'—l-:-l—_‘—i-

1

Fonte: Préprio autor.
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Dessa forma, a frequéncia da onda sonora é caracterizada pela frequéncia de vibragao
da corda, portanto, a corda é a fonte geradora do som que se produz.

Na Figura 21, como pode ser observado, sdo gerados diferentes modos de vibracéo,
que ocorrem, devido a superposicdo das ondas, que incidem e se refletem nos pontos de
fixacdo A e B da corda. Assim, essa vibracdo pode ocorrer como descrito em (a), (b) ou (c) e
etc. Analisando ainda a Figura 21, também € possivel destacar que, alguns pontos da corda
ndo oscilam, estes sdo denominados nos das ondas, indicados pelas letras C, D e E.

O ponto médio, que se encontra localizado entre dois nds consecutivos, sempre vibra
com a maxima amplitude - quando ele € observado em relacdo a amplitude dos outros pontos
da corda, sendo que este ponto é descrito como o ventre ou antind. Ainda, nos modos de
vibracdo representados na Figura 21, temos na corda, uma onda estacionaria, pois, a energia
de vibracdo das ondas, estad presa no intervalo entre dois nds, portanto, ndo ha a propagacéo

dessa energia através desses pontos.

2.5. RESSONANCIA GERADA A PARTIR DE ONDAS ESTACIONARIAS

Quando observamos um violdo, para a emissdo de uma nota musical, com uma
frequéncia especifica nesse instrumento, a mesma (corda), deve estar esticada com a tensdo
devidamente determinada.

Digamos agora que, um deslocamento é provocado nessa corda, em algum dos pontos
entre as bases de apoio da mesma, ou seja, um dedilhar na corda em qualquer ponto de sua
extensdo de vibragdo, assim, uma onda no formato senoidal e continua, como descrita na
Figura 21, inicia a propagacdo, supondo sentido para a direita. Quando essa onda chega a
extremidade direita, ela reflete, e inicia 0 processo de propagacao retornando novamente para
a esquerda. Se uma onda que esta se propagando para a esquerda, defronta com outra que
ainda esta se propagando para a direita, aquela onda que esta a se propagar para a esquerda,
guando atinge a extremidade a esquerda, ela é refletida novamente, e a onda recém-criada
torna a se propagar para o sentido da direita, deparando com as ondas que estdo a se propagar,
para a esquerda e para a direita.

De acordo com a observacdo detalhada anteriormente, temos diversas ondas que se
superpde e que interferem entre si. Portanto, para determinadas frequéncias, o efeito da
interferéncia, gera uma onda estacionaria com nos - lugares de amplitude nula onde as ondas

se cancelam mutuamente, e antinds - lugares onde as cristas e vales produzem distarbios que
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rapidamente se alternam para cima e para baixo. Assim, uma onda estacionéria - ondas
refletidas que se somam com ondas incidentes, € criada quando ha ressonéncia, dessa forma,
ha o ressoar da corda nessas frequéncias - frequéncias de ressonancia.

De outro modo, temos ainda que, quando a corda é colocada em movimento, numa
frequéncia diferente da frequéncia de ressonancia, ndo hd a formacdo de uma onda
estacionéria. Assim, a interferéncia das ondas que estdo em propagacao para a esquerda, com
as que estdo a se propagar para a direita, tem como resultado, pequenas e imperceptiveis

oscilacdes na corda.
2.6. FREQUENCIA DA EMISSAO DOS SONS NA CORDA VIBRANTE

Na Figura 21 (a) podemos observar que, a corda esta oscilando com a frequéncia
minima entre 0os modos de vibracdo possivel, denominada essa de frequéncia fundamental, e o
modo de vibracdo, é descrito como 1° harménico.

Temos ainda que, 4; € o comprimento de onda que representa o 1° harménico,

A

portanto, a partir da Figura 21 (a) obtemos 5= L=A4=2L,como v=4-f = f :%,

: v . «
assim f, = oL com v como descrito na equacdo (9), dessa forma:

1T
fi=—.]—. (10)
2L\ p

Na Figura 21 (b) temos o 2° harmonico, portanto 4, =L, ecomo v=4,-f, = f, :%

= f,=21,.

De forma anéloga temos que, 0 modo de vibracdo na Figura 21 (c) € o 3° harmonico,
v
Ja

A partir do raciocinio exposto anteriormente, podemos concluir que, a corda pode

portanto 3(%)=L:>23=2—; e f=—= f3=[2—3;_jv:> f, =3f1,.

apresentar também outros modos de vibragdo, descritos por: 4° harménico, 5° harménico, 6°
harménico,..., n-ésimo harmonico; com frequéncias: f, =4f, f,=5f, f,=6f,,..., f =nf.

Portanto:
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fn:nf1:>fn:ni I:>fn:L I paran=1,2,3,... (11)
2L\ p 2L\ p

Quando observamos a expressao que origina a frequéncia f,, do som fundamental que

uma corda emite, percebemos que, hé a dependéncia de trés fatores, sendo eles; a tensdo T, a
densidade linear p e a extenséo L. Dessa forma, € possivel compreendermos como um violao -
por exemplo, pode emitir sons com frequéncias diferentes, ou seja, notas musicais diversas.
No violdo, quando a cravelha é girada, ha uma variacdo na tensdo da corda, de forma
que, na emissdo do som — corda dedilhada, a mesma pode soar em determinada altura.
Observando fisicamente as cordas de um violdo, percebemos também que, cada uma
delas tem um didmetro diferente, assim, elas apresentam cada qual um valor de p, dessa
forma, mesmo que o comprimento entre cada uma delas seja igual, e a mesma tensao esteja
aplicada sobre todas, notas diferentes serdo obtidas, com frequéncias diferentes. Quanto
menor for o didmetro da corda, mais agudo o som sera, pois, de fato, a densidade tera um
valor menor. Isso acontece, devido a frequéncia e a raiz quadrada da densidade serem
inversamente proporcionais, conforme observado na Equacdo (11). E possivel verificar ainda
que, numa mesma corda, um musico consegue produzir notas diferentes, apertando- a em
regides diferentes da sua extensdo, de modo que ela — a corda, possa oscilar com valores de L

diferentes.

Os comprimentos de cordas vibrantes no violdo ou no violino sdo diminuidos com a
pressdo dos dedos em certos pontos. De modo anélogo, a altura aumenta segundo a
raiz quadrada da tensdo. Dai, a necessidade de afinar um violdo ou um violino, pois
com o tempo a tensdo na corda varia e ela passa a produzir sons de alturas
diferentes. Finalmente, a espessura da corda também afeta a altura do som, na razdo
inversa da raiz quadrada de p (FIGUEIREDO, 2000, p. 146).

De forma genérica, quando uma corda é colocada para vibrar, ha o resultado da
superposicao de diferentes harmoénicos, que sdo possiveis emitir. Outra qualidade observada é
que, o formato de onda é uma particularidade do timbre do som que se emite. Dessa forma, o

timbre do som se caracteriza pela presenca dos harménicos na vibracao.

[...] o timbre do som é uma qualidade que permite distinguir sons de mesma altura e
mesma intensidade. Ele depende da forma de u(x, t), e, portanto, da distribuicdo de
todas as supertdnicas. Assim, sons de mesmas altura e intensidade podem ser
produzidos por cordas, cujas vibracdes sdo ocasionadas por dedilhamento, ou por
percussao, como no caso do piano, ou ainda, pelo atrito com um arco, como no caso
do violino. O que distingue esses sons é o timbre, pois a forma de u(x, t) é diferente
em cada caso (FIGUEIREDO, 2000, p. 146).
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2.7. AEQUACAO DAS CORDAS VIBRANTES

Neste topico, utilizamos como referéncia bibliografica o trabalho de Butkov (1998), de
forma conceitual. Para entender a equacdo das cordas vibrantes, segundo o modelo de
d’Alembert, faz-se necessario observar que, condicionamos as oscila¢cbes em apenas uma
dimensdo. Dessa forma, o meio o qual deve ser considerado, oscila somente no formato
transversal (perpendicular).

E preciso também admitir que, o material (meio) deve ser perfeitamente eléstico e
flexivel, ndo apresentando resisténcia as dobras quando estd tensionado, além disso, para
qualquer instante de tempo t, o fio ndo esta sujeito a nenhuma outra forca horizontal, exceto a
prépria tensdo T, assim, ndo haverd, nem deslocamento nem velocidade horizontal inicial de
seus pontos, portanto, a forca tangencial € constante em todos os instantes e em todos 0s
elementos infinitésimos (com alto grau de precisdo) e igual a T. Dessa forma, com o objetivo
de referir-se a um exemplo conciso, para 0 melhor entendimento e contextualizacdo, sera
utilizado um fio esticado, cujo comportamento € 0 mesmo de uma corda tracionada por uma
cravelha num instrumento musical, no caso um viol&o ou violino.

Na Figura 22, consideramos a posicdo de equilibrio horizontal como direcdo Ox.
Nesse sistema, estd representado um fio com a medida L de extensdo, e suas extremidades
fixas nos pontos x = 0 e x = L. Assim, se escolhermos arbitrariamente um ponto P qualquer
no referido segmento, temos que, a parte esquerda do fio em P, exerce sobre a porcéo direita
uma forca Ty, com sentido da forca a esquerda sendo equilibrada pela forga T, cuja porcdo da
direita atua sobre a da esquerda. Desta forma é definida a tensdo T de equilibrio, constante e

supostamente uniforme ao longo de toda a corda, assim temos T1= T, =T.

Figura 22. Um fio distendido e fixo nos pontos x =0 e x = L do eixo Ox.

.

T 1>

Fonte: Préprio autor.
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“N&o podemos fazer uma onda se propagar em uma corda a menos que a corda esteja
sob tensédo, o que significa que foi alongada e mantida alongada por forgas aplicadas a suas
duas extremidades. A tensdo T da corda € igual ao mddulo comum dessas duas forgas”
(HALLIDAY, 2009, p. 124). Na Figura 22, verificamos ainda que, além das forcas tensoras
T1 e Ty, o sistema pode também estar submetido a acdo de forgas externas como, resisténcia
ao movimento oposta pelo meio onde estd o fio, a gravidade, ou forgas tendentes a

restabelecer a posicdo de equilibrio no fio.

Figura 23. Atuagdo das forgcas num fio esticado.

P
Fonte: Préprio autor.

No desenvolvimento a seguir, a for¢a serd indicada por T (tensdo) e ndo por F, para
facilitar o entendimento. Quando esse fio é tracionado por uma forca peso P, no ponto médio
entre x = 0 e x = L, a resultante das forcas, age como descrito na Figura 23. Antes de sofrer a
acao da forca P, o fio distendido e em repouso, pode ser considerado um corpo extenso que
esta em equilibrio, sob a acdo de um sistema de forcas coplanares.

Segundo Butkov (1998), se admitirmos que o fio possa ser deformado, como
observado na Figura 23, a partir da sua posi¢cdo de repouso (quase uma reta), por meio de
forcas moderadas (intensidade das forgas pequenas em relacdo a tracdo T), que agirdo de
forma continua para promover um deslocamento inicial, ou seja, um movimento transversal
inicial em seus pontos, é pertinente supor que, a inclinacdo no fio deformado devera ser
pequena durante todo o movimento, assim, por exemplo, a inclinacdo maxima — coeficiente

angular, ndo deve ser superior a 0,05.

Os problemas fisicos que conduzem a equagdo de onda de dimensdo um ndo se
tornam triviais com o conhecimento da solucdo geral. Os problemas fisicos impdem
certas restricdes sobre a solucdo u(x,t). Por exemplo, como um problema tipico de
fio distendido geralmente implica que o fio, de um comprimento L dado, esteja fixo
em suas extremidades x = 0 e x = L, segue-se que a solugdo devera satisfazer as
condigdes u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0 para todos os valores da variavel t. Tais condi¢Ges
sdo apropriadamente chamadas de condicdes de fronteira ou condigdes de contorno
(BUTKOV, 1998, p. 294).
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Figura 24. Decomposicéo vetorial das tensdes.

u ———

Tsenf T

Ax
u(x+—,r - p
2

=18 b goh

Fonte: Préprio autor.

Para um trecho arbitrario do fio distendido na Figura 24, a segunda lei de Newton
aplicada ao elemento Ax, nos indica que, a interacdo da forca externa total, devido a forca de
tensdo nas extremidades desse elemento Ax, deve ser igual ao valor do produto da massa, pela
aceleracdo do centro de massa do fio. Como ndo ha aceleracdo na direcdo horizontal, as

componentes horizontais para qualquer instante de tempo t, satisfazem a seguinte condicéo,

Tcosa =T cos g. (12)

Tabela 2. Angulos, cossenos e tangentes de angulos.

Angulos Angu_los Cosseno do angulo | Tangente 1—ltg2a
em graus | em radianos em radianos do angulo 2
0 0 1 0 0
0,5000 0,00873 0,99996 0,00873 | 0,99996
1,0000 0,01745 0,99985 0,01746 | 0,99985
2,2906 0,03998 0,99920 0,04000 | 0,99920
2,8400 0,04956 0,99877 0,04996 | 0,99875
2,8600 0,04996 0,99875 0,05000 | 0,99875
5,0000 0,08277 0,99619 0,08749 | 0,99617
5,7106 0,09967 0,99504 0,10000 | 0,99497
10 0,17453 0,98481 0,17633 | 0,98445
30 0,52360 0,86603 0,57735 | 0,83333

Fonte: Préprio autor.

Observando a Tabela 2, vemos que, para o valor de a pequeno, tém-se que tg a é

pequeno, assim para tg o < 0,05, implica cos a aproximadamente 1, validando a Equacéo (13),

cosa ;1—%tgza =1, (13)
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com raciocinio idéntico verificado para o cos f.
Para a deducdo da equacdo que deverd ser satisfeita pela deflexdo u do fio, em todo
ponto x e em qualquer instante t, € necessario considerar um elemento 4x, como mostrado na

Figura 24, assim, com as aproximacdes descritas na Equacéo (13) temos que Ax = As, dali,

2

T(senf —sena)+ FAX— pgAx = 'DAth_l;' (14)

Ainda, a partir da Figura 24, deduzimos a Equacédo (14) onde, p é a densidade do fio e
pdx corresponde a massa do elemento, F é a forca externa por unidade de comprimento no
ponto x, e o°u/ot® é a aceleracdo do elemento na direcdo transversal. Desta forma, e com as

devidas aproximacdes, devido « ser pequeno, temos a seguinte expressao:

sena:tga—a—u(x—gj (15)
= P > )

Como nossa aproximacdo de deslocamentos infimos implica (sena<<1), assim seno é

aproximadamente igual a tga, que é o coeficiente angular do perfil da corda, dado por (Qj .

OX

Ainda, na Figura 24 é possivel observar que, todas as grandezas sdo calculadas no
intervalo 4x da corda. No ponto X, temos for¢as idénticas, mas de sinal contrario, devido a
porcdo da corda que esta a esquerda de x. Logo, a distribuicdo das forcas resultantes, sobre
esse elemento Ax da corda, é deduzida como a seguir, a partir da Equacgdo (14), e Equacdo
(15):

o) 58
2 16
T Lo 2 ) ox 2 +Fg—pg&— o’u (16)

AX AX AX _'D?'

A partir da Figura 24, podemos considerar: >~<=x+% e io:x—%e fazemos:

X—Xo = Ax. Deste modo, quando x tender a Xo, 4x tende a zero e, na Equacdo (16),
aplicamos o limite em ambos os lados, dai temos:
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au( ij au( ij

T x+ 22 |- x=20

: (8x 2 ) ox 2 o°u
lim|T

lim e tFR-pg|=limp=z

Como T e p séo constantes, e, pela decomposi¢do das for¢cas como na Figura 24,

temos que F=pg, logo:

au( ij 6u( ij
) e B
: (8x 2 ) ox 2 . ou
T lim — plim <Y

Ax—0 AX Ax—0 81:2

Pela definicdo da segunda derivada de u relativo a x, advindo da teoria do célculo
diferencial, obtemos:

o%u o%u
o )

Acima, na Equacdo (17), encontramos a equacdo das cordas vibrantes, que foi obtida
por Euler e d’Alembert. Ainda, em relagdo & Equagdo (9), e apds reorganizar os termos, €

obtida a seguinte equacéo:

1
- v2' (18)

V- =

T
p

—|o

assim, a partir da combinagao das Equacdes (17) e (18), encontramos:

o’u _ N o’u _ p du ou 1 du

gu_,ou -, ou__tou 19
o Par ol T ot e V2ot (19)

sendo XE[O, L], UER+,te[O,n) eveR

A sequir, verificamos que a funcdo de onda apresentada no Exemplo 1, corresponde a

uma solugéo para a equacao de onda linear. Assim, consideremos o caso de:
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u(x,t)=m.

: N o’u .
Calculando as segundas derivadas de u relativas a x e t, obtemos para Fa seguinte
X

equacao;

o’ T2(8t° —8tx+2x° 1)
ox*>  (8t” —8tx+2x* +3)°

cancelando os termos idénticos, temos a nova equagdo, como a seguir,

du_72
o 1

o
Para ? temos:

0%u  288(8t> —8tx + 2x* —1)
ot*  (8t* —8tx+2x° +3)°

L N o )
cancelando os termos idénticos, temos a nova equagao para = COMO a sequir:

otr 1

« o’u o
Igualando as equagdes encontradas para PV e ek obtemos:
X

du_1d
ox> 4 ot*

Quando comparamos o resultado encontrado no exemplo descrito anteriormente, com
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os dados apresentados na Equacdo (19), observamos que a funcdo de onda é solucéo para a

equacao de onda linear, se a velocidade de deslocamento do pulso for v=2m/s.



Capitulo 3

Solucao Geral da Equacao de Onda

Neste capitulo, utilizando o método de Fourier, verificamos aplicacdes
contextualizadas da equacdo de ondas. Trataremos assim de realizar uma analise da teoria das
séries trigonomeétricas e a seguir, o levantamento de alguns dados, com a finalidade de, extrair
informacdes disponiveis numa corda, tais como (massa, diametro, tensdo, densidade, etc.),
para que nesse dispositivo fisico (corda) haja um fenédmeno, como por exemplo: vibracéo,

pulso de onda, amplitude, velocidade de deslocamento etc.

3.1. CONCEITOS INTRODUTORIOS SOBRE AS SERIES DE FOURIER

Neste topico discorremos sobre as séries trigopnométricas, que também sdo chamadas
de séries de Fourier. Realizaremos inicialmente uma breve anélise, correspondente a forma de
expressar uma funcéo dada, através de uma série infinita de senos e cossenos.

Para analise das séries de Fourier, é necessario descrever inicialmente alguns
conceitos, que se associam as funcgdes trigonomeétricas. Assim, nossa primeira definicdo a ser
discutida, é a de funcGes periddicas.

Segundo Figueiredo (2000), uma fun¢do f:R —R € periodica, e pode ser definida

como, aquelas para as quais

f(x)=f(x+T) (20)

para qualquer x. O menor valor da constante T, que satisfaz a Equacédo (20), chama-se periodo

da funcéo, portanto:

f(X)=f(x+KT), k=0 k=+1 k=2, (21)
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Na Figura 25 temos um exemplo de funcdo periddica.

Figura 25. Funcdo periddica.
f(x)

Fonte: Préprio autor.

Em geral, kT é um periodo, onde k é um inteiro positivo, negativo ou nulo. Bom, k =
0, implicaria em dizer que 0 é um periodo da f. Mas isso ndo tem interesse pois 0 é
um periodo de qualquer fungéo. Por esse motivo, sempre que falamos em periodo T,
consideramos T # 0. O menor periodo positivo é chamado o periodo fundamental.
Entretanto é praxe usar apenas a expressdo periodo para designar periodo
fundamental. Assim, quando dizemos que 27 é 0 periodo da funcdo sen X, estamos
nos referindo ao periodo fundamental. E claro que 4 «, -4 m, 6 m, etc., s40 também
periodos do sen x (FIGUEIREDO, 2000, 13).

Outra definicdo importante é a de convergéncia. Uma série numérica converge se, a
sucessdo das somas parciais também converge. A sucessdo dessas somas parciais é aquela

para a qual o termo geral é representado como:

A =24, (22)

As funcdes também podem ser classificadas em pares ou impares. Desta forma, uma
fungéo f(x) é impar se f(-x) = -f(x), por exemplo f(x) = sen x; f(x) é par se f(-x) = f(x), por
exemplo f(x) = cos x.

Consideremos agora 0s conceitos vistos em (20), (21) e (22); e uma fungdo f(t)
periodica com periodo T, como aquela descrita na Figura 25. Esta funcdo, representada

graficamente na Figura 25, pode ser escrita através de infinitas somas parciais, conforme a
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e - 1
série trigonométrica f (t) = > a, +a, Cos oyt +a, Cos2m,t +...+ bsenayt +b,sen2at +---.

f(t)= %ao +> (a, cosna,t +b sennat ) (23)

n=1
2w
com w, :?'

As séries como as descritas na Equacdo (23), sdo chamadas séries trigonomeétricas de

Fourier.
3.2. INTERPRETACAO EXPERIMENTAL E ANALITICA

Segundo o trabalho de Nascimento (2021), a equacéo geral de ondas é representada da

seguinte forma:

> %sen(ﬂn X) [c, cos(cA,t) +c,sen(CA,t) |+ u,. (24)
n=0

Na Equacédo (24) temos que, ¢ corresponde a velocidade de perturbacdo da onda na
corda, sendo:

7, = [ Zen(. %), (25)
b= (26)
¢, = [17,00(f () ~up)dx e 27)

L

c, - % [7,099(0x (28)
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Substituindo as Equacdes (25) e (26) na Equacao (27), obtemos:

Cl:JL.(/7n(X)(f(X)—uO)dX = T[sen(—xjf(x)dx dai:

C = \/% f (x)!sen (nTﬂj dx. (29)

Nas Equacdes (25) e (26), respectivamente, 7, e A, representam as autofuncdes e os

autovalores. Raciocinio idéntico pode ser utilizado para encontrar c;.

3.2.1. UMA APLICACAO NA CORDA VIBRANTE

Uma corda de comprimento L é esticada entre os pontos (0, 0) e (L, 0) do eixo X, como
mostra a Figura 26. No instante t = 0, ela apresenta a forma por f(x), com 0 < x < L, quando é
abandonada de sua posicéo de repouso. Encontre o deslocamento dessa corda em um instante
posterior qualquer.

Figura 26. Corda esticada.

)

l '
X \_/ X

Fonte: Préprio autor.

De acordo com a Equacdo (19) e observando a figura, podemos escrever a equacgao das

cordas vibrantes como

2 2
a—Z=v26—¥ O<x<L, t>0
ot OX
onde y(x, t) corresponde ao deslocamento a partir do eixo x no instante t, conforme se observa
na Figura 26.

Como as extremidades da corda estdo afixadasemx=0ex =1L,

y(0,t)=y(Lt)=0 t>0
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Como a forma inicial da corda é dada por f(x),
y(x,0)=f(x) O<x<L
Como a velocidade inicial da corda € zero,
Y, (x,0)=0 0O<x<L

Para a resolucdo deste problema de valor de contorno, consideramos y = XT.

Assim, XT”=v?X"T ou — X7
vT X

Chamando —A?,a constante de separacéo, temos
T+ 2%V T =0 X7+ 12X =0
T =AsenAvt+B,cosAvt X = Assen Ax+ B,cos Ax
Uma solucdo €, assim, apresentada como
y(X,t) = XT =(Asenix+B,cosAx)( AsenAvt + B,cos Avt)
De y(0,t)=0,A, =0. Entdo

y(x,t) = B,senAx( Asen Avt + B,cos Avt ) = sen Ax ( Asen Avt + Bcos Avt )

De y(L,t)=0, temos sen AL ( AsenAvt+BcosAvt) =0, de modo que senAL =0, AL =nz ou

nr o . «
A= T pois o segundo fator ndo deve anular-se. Ora,

¥, (X,t) =senAx( Advcosivt — BAvsenAvt)
¥, (x,0)=(senAx)(AAv) =0, donde A = 0. Portanto

y(x,t)= Bsennil_X cos@
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Com a finalidade de satisfazer & condicdo y(x,0)= f (x), serd necessario superpor

solugdes. Isto nos da

Desta forma temos que

y(x,0)=f (x):iBmsennLLX

n=1

e da Teoria das séries de Fourier,

Obtendo como resultado final

22 L Nz X N X nzvt
X,t)= — | f(x)sen——dx |sen——cos——
¥(x0) =3[ 27 (x)sen ™% sen "% cos

que podemos verificar ser a solugéo.

Os termos desta série representam 0s modos normais ou normais de vibracdo. A

N , . nzvt
frequéncia do modo normal de ordem n, f, se obtém a partir do termo contendo COST eé

dada por 27 f, = v ou f = wv_n T como visto também na Equacdo (11).
L 2L 2L\ p

Todas as frequéncias sdo mdltiplos inteiros da menor frequéncia f;, portanto as
vibrac6es da corda irdo produzir um tom musical, do mesmo modo que uma corda de violao
ou violino. Na Figura 27 sao ilustrados os trés primeiros modos normais de vibracdo de uma
corda. Com o passar do tempo, os formatos desses modos variam, das curvas com traco cheio
da figura, para as curvas tracejadas, e vice-versa; o tempo de um ciclo completo é o periodo, e
a reciproca desse periodo é a frequéncia.

Figura 27. Trés primeiros modos normais de vibragdo de uma corda.

(a) (b) (©
Fonte: Préprio autor.
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O modo (a) é o modo fundamental ou primeiro harménico; (b) e (c) equivalem ao
segundo harmonico e o terceiro harménico (ou primeiro sobretom e segundo sobretom),

respectivamente.

3.3. PROPOSTA AO PROFESSOR: UMA ATIVIDADE RELATIVA AS ONDAS

MECANICAS

Neste capitulo vamos considerar um problema especifico, considerando uma corda de
aco, cujos parametros sdo dados na Tabela 3. Apresentaremos resultados para solucdo
analitica da equacdo de onda, fixando o tempo e variando a posicdo X, bem como os
respectivos graficos. Com isso, propomos uma aplicacdo fisica relacionada as ondas, para que
o professor possa utiliza-la em sala de aula.

No trabalho de Nascimento (2021), temos a solucdo analitica do problema de valor de
fronteira relacionado a equacdo de onda, a qual foi modelada no Capitulo 2 desse trabalho. A
partir das condi¢Oes dadas, desde a Equacédo (24) até a Equacgdo (29), vamos considerar uma

corda de aco, cujas caracteristicas estdo na Tabela 3.

Tabela 3. Caracteristicas de posicdo e fisicas de uma corda de aco.

Caracteristicas de posi¢ao

L =0,635m comprimento

t =0s tempo inicial

t; =10s tempo maximo
U, =0m amplitude inicial

f(x)=510"m deslocamento inicial

g(x) =0m velocidade de deslocamento inicial
Caracteristicas fisicas

p=7.900kgm™ | densidade

d=0,25410"m | diametro

T =785N tenséo
Fonte: Préprio autor.

O coeficiente especifico é dado por: ¢= /T, sendo =7z pd?/4 e considerando a
Tabela 3, temos: ¢=5,0910°m™?s™? e 1 =4,0010"kgm™.

Com essas caracteristicas, a solucao especifica da equacdo de onda € dada por:
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U(X t) 2(10—4 1 Cos(nﬂ')) en[nTﬁX]COS(CnT”t]J (30)

A expressdo dada pela Equacao (30) € uma série numérica, sendo n o valor tendendo
ao infinito. Por isso, devemos truncé-la, considerando a soma parcial paran =1, 2, 3,..., N,
sendo N o nimero, natural, de parcelas da soma parcial.

Fixando o tempo em tp = 5s, por exemplo, podemos escrever as somas parciais como:
N
Uy () =u(x,t) =>"a,(x) (31)
k=1

sendo os termos gerais dados por:

ak(X)=10 a kcos(kzr)) en[ - xjcos(Scfﬁj (32)
T

parak=1, 2,3, ..., N. Logo, considerando que cos(nz)=1,sen épare cos(nz)=—-1,sené

impar, temos que:

0, se k é par,

a — —4
«(¥)=4210 sen (kTﬂ xj cos (SCTMJ se k é impar. )

kz

A partir das Equacdes (31) e (33), podemos escrever:

e casoN=1, u(x) =leak(x) =a,(x),
.« seN=2 0,00 =3 8,00 =8,00+2,00 =3,
o seN=3, u,(x) =Zak(x) =a,(X) +a,(x) +a5(x) = a,(x) +a,(x)

e assim por diante. Assim a solucéo truncada da equacédo de onda, é dada por:
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N-1
D a,(x), se N épar,

uy () =1"; (34)
> a,(x),se N éimpar,

k=1

Considerando a expressao dada pela Equacdo (34), vamos construir os resultados da
equacdo de onda truncada, para N = 1, 3, 5 e 11, 0s quais estdo representados a partir da
Tabela 4 até a Tabela 7.

Para construcdo das tabelas, vamos dividir o comprimento da corda L em 20 partes,
assim, teremos Xo = 0, x1= L/20, x, = 2L/20, x3 = 3L/20,..., X0 = L, dai, x; = jL/20, j = 1,
2,..,20. A escolha do numero de partes, que a corda deve ser dividida, fica a critério do
professor. Na sequéncia, também mostramos os graficos das respectivas tabelas.

Na Tabela 4 temos os resultados da amplitude de onda, fixando o tempo em 5s e

variando na posicao X, X€[0;0,635], N = 1, e na Figura 28 vemos a representacao grafica

desses pontos. A partir da Equacédo (34) temos que u;(x) = ux(X), para todo X e [0;0, 635].

Tabela 4. Amplitude de onda para 1 termo da soma parcial.

J x(m) ay(x) uy(x)(m)
0 0 0 0

1 | 003175 | 9,9610° | 9,96 10°
2 | 0,06350 1,97 107 1,97 107
3 | 009525 | 2,8910° 2,8910°
4 0,12700 3,74 10° 3,74 10°
5 | 015875 | 4,5010° | 4,5010°
6 | 019050 | 5,1510° 51510°
7 | 022225 | 5,6710° 567 10°
8 | 0,25400 | 6,0510° 6,0510°
9 | 028575 | 6,2910° 6,29 10°
10 | 0,31750 | 6,3710° 6,37 10°
11 | 0,34925 | 6,2910° 6,29 10°
12 | 0,38100 | 6,0510° 6,05 10°
13 | 0,41275 | 5,6710° 5,67 10°
14 | 0,44450 | 5,1510° 51510°
15 | 0,47625 | 4,5010° | 4,5010°
16 | 0,50800 | 3,7410° 3,74 10°
17 | 0,53975 | 2,8910° 2,8010°
18 | 0,57150 1,97 107 1,97 107
19 | 0,60325 | 9,96 10° 9,96 10°°
20 | 0,63500 0 0

Fonte: Préprio autor.
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Figura 28. Representacdo grafica dos pontos dados na Tabela 4.
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Fonte: Préprio autor.

Na Tabela 5, temos os resultados da amplitude de onda fixando o tempo em 5s e
variando na posicdo x, X e[0;0,635], N = 3, e na Figura 29 vemos a representacao grafica

desses pontos. A partir da Equacédo (34) temos que usz(x) = us(X), para todo X € [0;0, 635] .

Tabela 5. Amplitude de onda para 3 termos da soma parcial.

i x(m) a1(x) as(x) uz(x)(m)
0 0 0 0 0

1 | 003175 | 9,9610° 9,6310° 1,9610°
2 | 0,06350 | 1,9710° 1,7210° 3,6810°
3 | 0,09525 2,8910° 2,1010° 4,9910°
4 | 0,12700 3,7410° 2,0210° 5,7610°
5 | 0,15875 4,5010° 1,5010° 6,0010°
6 | 0,19050 5,1510° 6,56 10 5,8110°
7 | 0,22225 5,6710° -3,3210° 5,3410°
8 | 0,25400 6,0510° -1,2510° 4,8110°
9 | 0,28575 6,2910° -1,8910° 4,4010°
10 | 0,31750 6,3710° -2,1210° 4,2410°
11 | 0,34925 6,2910° -1,8910° 4,4010°
12 | 0,38100 6,0510° -1,2510° 4,8110°
13 | 0,41275 5,6710° -3,3210° 5,3410°
14 | 0,44450 5,1510° 6,5610° 5,8110°
15 | 0,47625 4,5010° 1,5010° 6,0010°
16 | 0,50800 3,7410° 2,0210° 5,7610°
17 | 0,53975 2,8910° 2,1010° 4,9910°
18 | 0,57150 1,9710° 1,7210° 3,6810°
19 | 0,60325 | 9,96 10° 9,6310° 1,9610°
20 | 0,63500 0 0 0

Fonte: Préprio autor.
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Figura 29. Representacdo grafica dos pontos dados na Tabela 5.
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Fonte: Préprio autor.

Na Tabela 6 temos os resultados da amplitude da onda fixando o tempo em 5s e

variando na posic¢ao X, X e[0;0,635], N = 5, e na Figura 30 vemos a representacao grafica

desses pontos. A partir da Equacédo (34) temos que us(x) = ug(X), para todo X € [0;0, 635] .

Tabela 6. Amplitude de onda para 5 termos da soma parcial.

i x(m) ay(x) as(x) as(x) uz(x)(m)
0 0 0 0 0 0

1 | 003175 | 9,9610° 9,6310° 9,0010° 2,86107°
2 | 0,06350 1,97 10° 1,7210° 1,2710° 4,9610°
3 | 0,09525 2,8910° 2,1010° 9,0010° 5,89107°
4 | 0,12700 3,7410° 2,0210° 1,5610% 5,7610°
5 | 0,15875 4,5010° 1,5010° -9,0010° 5,1010°
6 | 0,19050 5,1510° 6,56 10°® -1,2710° 4,5310°
7 | 0,22225 5,6710° -3,3210° -9,0010° 4,4410°
8 | 0,25400 6,0510° -1,2510° -3,1210% 4,8110°
9 | 0,28575 6,2910° -1,8910° 9,0010° 5,3010°
10 | 0,31750 6,3710° -2,1210°% 1,2710° 5,5210°
11 | 0,34925 6,2910° -1,8910° 9,0010° 5,3010°
12 | 0,38100 6,0510° -1,2510° 4,68102% 4,8110°
13 | 0,41275 5,6710° -3,3210° -9,0010° 4,4410°
14 | 0,44450 5,1510° 6,5610° -1,2710° 4,5310°
15 | 0,47625 4,5010° 1,5010° -9,0010° 5,1010°
16 | 0,50800 3,7410° 2,0210° -6,2410% 5,7610°
17 | 0,53975 2,8910° 2,1010° 9,0010° 5,8910°
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18 | 0,57150 1,9710° 1,7210° 1,2710° 4,9610°
19 | 0,60325 | 9,96 10° 9,6310° 9,0010°® 2,8610°
20 | 0,63500 0 0 0 0

Fonte: Préprio autor.

Figura 30. Representacdo grafica dos pontos dados na Tabela 6.
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Fonte: Préprio autor.

Na Tabela 7 temos os resultados da amplitude da onda fixando o tempo em 5s e

variando na posicao Xx, XE[O;O, 635], N = 11, e na Figura 31 vemos a representacao grafica

desses pontos. A partir da Equacao (34) temos que u;1(X) = u2(x), para todo X € [0; 0, 635] :

Tabela 7. Amplitude de onda para 11 termos da soma parcial.

x(m) a1(x) as(x) as(X) Us(x)(m)

0 0 0 0 0
0,03175 9,96 10°° 9,6310° 9,00 10°® 2,8610°
0,06350 1,97 10° 1,72 10° 1,27 10° 4,96 10°
0,09525 2,8910° 2,10 10° 9,00 10°® 5,8910°
0,12700 3,7410° 2,0210° 1,56 10 5,76 10°
0,15875 4,5010° 1,50 10° -9,00 10° 5,10 10°
0,19050 5,1510° 6,56 10°® -1,2710° 453107
0,22225 5,67 10° -3,3210° -9,00 10° 4,44 10°
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8 | 0,25400 6,05 107 -1,2510° | -3,1210?% | 4,8110°
9 | 0,28575 6,29 10° -1,8910° 9,00 10° 5,30 10°
10 | 0,31750 6,37 10° -21210° 1,27 10° 5,52 10°
11 | 0,34925 6,29 10° -1,8910° 9,00 10° 5,30 107
12 | 0,38100 6,05 107 -1,2510% 4,68 102 4,8110°
13 | 0,41275 5,67 107° -3,3210° -9,00 10° 4,44 10°
14 | 0,44450 5,1510° 6,56 10° 1,27 10° 4,5310°
15 | 0,47625 | 4,5010° 1,50 10° -9,00 10° 5,10 107
16 | 0,50800 3,7410° 2,0210° -6,2410% | 5,76 10°
17 | 0,53975 2,8910° 2,1010° 9,00 10° 5,89 107
18 | 0,57150 1,97 10° 1,7210° 1,27 10° 4,96 10°
19 | 0,60325 9,96 10° 9,6310° 9,00 10° 2,86 107
20 | 0,63500 0 0 0 0
Fonte: Préprio autor.
Figura 31. Representacgdo gréafica dos pontos dados na Tabela 7.
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Fonte: Préprio autor.
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Considerando a Equacéo (30), os parametros dados na Tabela 3, e fixando o tempo,

para todo t e [O;lO], temos a solucéo exata da equagdo de onda, a qual € mostrada na Figura

32. Assim, temos que quando n tende ao infinito, a amplitude tende ao deslocamento inicial

da corda, isto €: u(x,t,) = f(x) =5 10°m, para todo t, e[O;lO].
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Figura 32. Representagdo grafica da solugdo exata da equacdo de onda.
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Capitulo 4

Matematica, Interdisciplinaridade,

Contextualizacao e Ensino

Neste capitulo, apresentamos uma reflexdo sobre a pratica interdisciplinar no ensino
de Matematica, indicando a interpretacdo e resolucdo de situacGes-problema, através da
contextualizagdo nas disciplinas relacionadas a educacéo basica, como mais uma ferramenta
associada aos recursos de aperfeicoamento no conhecimento e ensino, ainda, faremos uma

analise geral sobre a BNCC vinculada a rotina escolar.

4.1. MATEMATICA E INTERDISCIPLINARIDADE

A Matematica estd presente no cenario de desenvolvimento humano desde 0s
primérdios, “em sua origem, a Matematica constituiu-se a partir de uma colecdo de regras
isoladas, decorrentes da experiéncia e diretamente conectadas com a vida diaria. N&do se
tratava, portanto, de um sistema logicamente unificado” (BRASIL, 1997, p. 24). Conforme
também descreve Silva (2007), tudo indica que apareceu de forma inicial como um processo
de fazer contagem através de algoritmos aritméticos ou geométricos elementares, onde a
principio, o rigor e o formalismo nas demonstracfes observadas em civilizagdes primitivas,

eram vistos e aplicados de forma rudimentar.

A Histéria da Matematica mostra que ela foi construida como resposta a perguntas
provenientes de diferentes origens e contextos, motivadas por problemas de ordem
pratica (divisdo de terras, calculo de créditos), por problemas vinculados a outras
ciéncias (Fisica, Astronomia), bem como por problemas relacionados a
investigacGes internas a propria Matematica (BRASIL, 1997, p. 32).
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Com o passar dos anos, a essa ciéncia fez associar-se o rigor, com critérios e
definicfes que a enriquecem e lhe garantem valor no dia a dia, seja em aplicagdes nos

diversos campos que, ora estdo relacionados a tecnologia ora a moral e filosofia.

Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporanea, da musica a
informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das engenharias
as comunicacdes, em que a Matematica ndo compareca de maneira insubstituivel
para codificar, ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas, dosagens,
coordenadas, tensdes, freqiiéncias e quantas outras variaveis houver (BRASIL,
2000b, p. 9).

Quando se faz referéncia ao ensino de Matematica, e a construcdo de seus diferentes
topicos na aprendizagem, a mesma pode ser vista e utilizada de forma interdisciplinar, pois
permite “contextualizar os conteudos dos componentes curriculares, identificando estratégias
para apresenta-los, representa-los, exemplifica-los, conecta-los e torna-los significativos, com
base na realidade do lugar e do tempo nos quais as aprendizagens estdo situadas” (BNCC,
2020, p. 16). Assim, a abstracdo no sentido de aplicar conceitos ja visitados, tem um valor
amplo, se busca ndo somente a interpretacdo e conhecimento imediato de uma férmula ou
pensamento. Portanto, essa ciéncia serve como base, para abrir caminhos diante da
compreensdo nas diferentes disciplinas e conteudos, que envolvem situacGes de aprendizagem

na vida real.

A Matemaética cria sistemas abstratos, que organizam e inter-relacionam fendmenos
do espago, do movimento, das formas e dos nUmeros, associados ou ndo a
fendmenos do mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e objetos que sdo
fundamentais para a compreensdo de fendmenos, a construcdo de representacdes
significativas e argumentacfes consistentes nos mais variados contextos (BRASIL,
2018 p. 265).

Ainda, de acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacdo Basica, a
formagéo curricular - aqui se entende os conhecimentos de matematica em conjunto com
ciéncias e tecnologia, deve ser estimulada e proposta, com principios que envolvem a
contextualizagdo e o desenvolvimento interdisciplinar. De fato, a Matematica em conjunto
com as Tecnologias, pelo formato e precisdo que presumem, e até mesmo “pelo tipo de
correspondéncia entre suas formulacdes e os fatos observaveis ou pelo tipo de sentido pratico
gue frequentemente ostentam, que é também comum parte significativa das didaticas
utilizadas em seu ensino” (BRASIL, 2000b, p. 51), do mesmo modo, a BNCC contempla a
proposta de contextualizacéo, relacionando tais disciplinas, pois “prop&e-se também discutir o

papel do conhecimento cientifico e tecnologico na organizagdo social, nas questdes



MATEMATICA, INTERDISCIPLINARIDADE, CONTEXTUALIZAGAO E ENSINO 69

ambientais, na saude humana e na formacdo cultural, ou seja, analisar as relagdes entre
ciéncia, tecnologia, sociedade ¢ ambiente” (BNCC, 2020, p. 549).

Numa visdo ampla, a atitude de contextualizar propde ao docente planejar acgdes
“conceber e pdr em pratica situacfes e procedimentos para motivar e engajar os alunos nas
aprendizagens” (BNCC, 2020, p. 17), deslocando o discente da fungdo de mero espectador
passivo, criando portanto, relacdo entre o conhecimento que ele desenvolve na escola e o seu
viver (atitudes em relacdo a vida politica, praticas culturais e de comunicacdo com a

sociedade a qual esta inserido, cotidiano, etc.).

[...] o desenvolvimento de conhecimentos préaticos, contextualizados, que respondam
as necessidades da vida contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos
mais amplos e abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visdo de
mundo (BRASIL, 2000, p.6).

Num sentido abrangente, esse ensaio de construir o conhecimento interdisciplinar, é o
mesmo que proporcionar o entendimento e uma leitura, visando a compreenséo de fatores
num espectro global, ou seja, uma releitura entre mais de uma disciplina, possibilitando assim
gue haja um inter-relacionamento, entre o conhecimento adquirido ao longo dos anos de
pesquisas e estudos, e aquele que é produzido e aplicado de forma eficiente no dia a dia,
enxergando conotacdes diferentes dos fatos fortificando a andlise, algo que é possivel alcancar
somente através da interpretacdo e estudos intensos multidisciplinares.

Quando as propostas interdisciplinares estdo envolvidas, o alvo sdo as disciplinas, e a
maneira como os alunos podem aprendé-las melhor, ou seja, a forma como desenvolver a
criatividade e traduzir os conceitos em aplicagdes e conhecimentos, portanto “a
interdisciplinaridade do aprendizado cientifico e matematico ndo dissolve nem cancela a
indiscutivel disciplinaridade do conhecimento” (BRASIL, 2000b, p. 6). Alarcdo (2003) expde
seu pensamento indicando que, ha um estimular na reflexdo, através do relacionamento entre
0 pensamento e a compreensao, como os grandes fatores de desenvolvimento pessoal, social,
institucional, nacional, internacional. Em consonancia com esse pensamento, a BNCC
apresenta “a investigacédo, a reflexdo, a anélise critica, a imaginacdo e a criatividade, para
investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver problemas e criar solugdes”
(BRASIL, 2018, p. 9), como incentivo no processo de construgdo do ensino-aprendizagem.

Sendo assim, neste novo tempo em que o planeta passa por um momento de mudancas
e transformacdes, seguindo de forma paralela a outros movimentos em épocas historicas

diferentes, cujo progresso e evolucdo cientifica tém contribuido para o avango social,
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sobressai atraves das aplicacdes e efeitos para a sociedade, a revolugdo industrial, envolvendo

novas teorias, de carater cientifico e matemaético, e solu¢Bes de automacao para a humanidade.

Para tanto, o ensino de Matematica prestara sua contribuicdo a medida que forem
exploradas metodologias que priorizem a criacdo de estratégias, a comprovacdo, a
justificativa, a argumentacdo, o espirito critico, e favorecam a criatividade, o
trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia advinda do desenvolvimento da
confianca na prépria capacidade de conhecer e enfrentar desafios (BRASIL, 1997, p.
26).

Uma das caracteristicas intrinsecas nessa nova forma de pensar € que, a valorizacao
ndo é enxergada no ser que apenas segue instrucdes para o funcionamento de uma maquina,
mas sim na compreensao e autonomia de transformar dados em informacdo, e informagdo em
conhecimento, o qual, através das maquinas nos é oferecido o acesso para tal descoberta.
Claramente o engendrar das maquinas, com circuitos, engrenagens e sistemas extremamente
complexos, nos configura um prolongamento do cérebro, assim uma nova interface surge para
a construcdo do processo de ensino-aprendizagem e tradugdo dos processos complexos que

envolvem o ser humano no dia a dia.

A medida que vamos nos integrando ao que se denomina uma sociedade da
informagdo crescentemente globalizada, é importante que a Educacéo se volte para o
desenvolvimento das capacidades de comunicagdo, de resolver problemas, de tomar
decisBes, de fazer inferéncias, de criar, de aperfei¢coar conhecimentos e valores, de
trabalhar cooperativamente (BRASIL, 2000 p.40).

Portanto, esse novo caminho, permite oferecer ao educando a capacidade de refletir
sobre 0s conceitos que estdo sendo aprendidos, traduzindo assim a importancia de aprender
um determinado assunto e seus reflexos na construcdo do aprendizado, e ao professor sugerir
acOes de ensino durante a aprendizagem e planejamento de aula, pois, “0 que o professor
explora na atividade matematica ndo é mais a atividade, ela mesma, mas seus resultados,
definigoes, técnicas e demonstragdes” (BRASIL, 1997, p. 32), de modo que, possa haver a
expansdo do pensamento para a leitura e resolucdo de uma situacdo-problema, manipulagéo
algébrica ou interpretacdo geometrica correlacionada as outras disciplinas, ainda, & somente
através dos conhecimentos construidos durante as diferentes séries e etapas do ensino basico,
gue se torna possivel organizar as idéias, criando um link com o que ja foi estudado e
aprendido, construindo assim o conhecimento num formato mais eficiente e pratico.

Com esse objetivo, de nortear e diversificar acbes em determinado contetdo de ensino,

a partir de outros ja vistos, tanto em matematica como nas outras disciplinas, ha a
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possibilidade de aplicar recortes relacionados as diferentes areas, desenvolver a investigacdo
criativa e olhar critico na construgdo do ensino, portanto, “a Matematica devera ser vista pelo
aluno como um conhecimento que pode favorecer o desenvolvimento do seu raciocinio, de
sua capacidade expressiva, de sua sensibilidade estética e de sua imaginacdo” (BRASIL,
1997, p. 26).

O desenvolvimento do conhecimento matematico envolve a utilizacdo da
metodologia da resolucdo de problemas, especialmente no que tange as
contextualizaces, a busca de instrumentacdo critica para 0 mundo do trabalho e a
aproximacao dos contelidos escolares. Nesse sentido, o ato de abstrair e ressignificar
0s saberes matematicos pode favorecer a elaboragdo de novas situaces-problema.
Nessa perspectiva, pretende-se que o estudante também formule problemas em
outros contextos e areas do conhecimento (SAO PAULO, 2020, p. 112).

Assim, a partir desse contexto, de motivar a investigacdo e aplicar as habilidades,
competéncias, conteudos e conhecimentos, relacionados as diferentes areas do ensino, torna-

se interessante desenvolver a aprendizagem através da analise e interpretacdo de situacdes-

problema,

Os processos matematicos de resolucdo de problemas, de investigacdo, de
desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como formas
privilegiadas da atividade matemética, motivo pelo qual sdo, ao mesmo tempo,
objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fundamental
(BNCC, 2020, p. 266).

pois, “a resolucdo de problemas ndo é uma atividade para ser desenvolvida em paralelo ou
como aplicacéo da aprendizagem, mas uma orientacao para a aprendizagem, pois proporciona
0 contexto em que se pode apreender conceitos, procedimentos e atitudes matematicas”
(BRASIL, 1997, p. 33). Assim, € sugerido mais um olhar, sobretudo, por outro Vviés a
aprendizagem, ou seja, consolidar o formato investigativo, ndo apenas com nameros, formulas

e signos — sinais, mas a curiosidade pela descoberta e incentivo a pesquisa e ao estudo.

Pela exploracéo de situagdes-problema, o aluno reconhecera diferentes funcdes da
Algebra (generalizar padrées aritméticos, estabelecer relagdo entre duas grandezas
modelizar, resolver problemas aritmeticamente dificeis), representara problemas por
meio de equacdes e inequagdes (diferenciando pardmetros, variaveis, incognitas,
tomando contato com férmulas), compreendera a sintaxe (regras para resolucédo) de
uma equacdo. (BRASIL, 1998, p. 50).

O aprendizado de contetdos e conceitos matematicos, através da resolugdo de
situacOes-problema desafia os atores participantes a conhecer “formas privilegiadas da

atividade matematica, motivo pelo qual sdo, ao mesmo tempo, objeto e estratégia para a



72 MATEMATICA, INTERDISCIPLINARIDADE, CONTEXTUALIZAGAO E ENSINO

aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fundamental” (BRASIL, 2020, p. 266), seja de um
lado a oferecer para o discente a capacidade de desenvolver o raciocinio, criar argumentos,
deduzir hipotese, formular solucdes etc., e para 0 outro (docente) criar a possibilidade de um
trabalho com caracteristicas diversificadas e contetdos diferenciados, conectados a outros
topicos, “desse modo, o que o professor explora na atividade matematica ndo é mais a
atividade, ela mesma, mas seus resultados, defini¢des, técnicas e demonstragdes (BRASIL,
1997, p. 32).

Sem duvida, ensinar matemética atraveés da resolucdo de problemas é uma
abordagem consistente [...], pois conceitos e habilidades matematicas sdo aprendidos
no contexto da resolugcdo dos problemas. O desenvolvimento de processos de
pensamento de nivel superior serd promovido através dessas experiéncias e 0
trabalho de ensino de matemdtica acontecera num ambiente de investigagdo
orientada em resolucdo de problemas (ALLEVATO; ONUCHIC, 2009, p. 9).

Entretanto, a resolucdo de situacGes-problema “ndo é uma atividade para ser
desenvolvida em paralelo ou como aplicagéo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a
aprendizagem, pois proporciona 0 contexto em que se podem apreender conceitos,
procedimentos e atitudes matematicas” (BRASIL, 1997, p. 33).

Os alunos, confrontados com situagdes-problema, novas, mas compativeis com os
instrumentos que ja possuem ou que possam adquirir no processo, aprendem a
desenvolver estratégia de enfrentamento, planejando etapas, estabelecendo relacdes,
verificando regularidades, fazendo uso dos préprios erros cometidos para buscar
novas alternativas; adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a
experimentar, a organizar dados, a sistematizar resultados, a validar solugdes;
desenvolvem sua capacidade de raciocinio (BRASIL, 2000b, p. 52).

Os Pardmetros Curriculares Nacionais apontam que, “um problema matematico ¢ uma
situacdo que demanda a realizacdo de uma sequiéncia de acdes ou operacOes para obter um
resultado” (BRASIL, 1997, p. 33). De acordo com Smole (2007), quando hé a resolugao de
uma situacdo-problema, € gerada uma organizacdo em relacdo aos contetdos que foram
aprendidos. Assim, nessa estrutura metodoldgica e cognitiva formada, a juncdo do aprender,
suas concepcdes, e relacdes na construgdo do conhecimento, contemplam “ndo apenas a
resolucdo do problema, mas também que os alunos reflitam e questionem o que ocorreria se
algum dado do problema fosse alterado ou se alguma condi¢do fosse acrescida ou retirada”
(BRASIL, 2020, 277). Portanto, esse processo de interpretacdo da informacédo traduzido em
conhecimento, s6 faz sentido se, for adaptado para outros contextos adversos daqueles que o

motivaram, “para que sejam transferiveis a novas situacdes e generalizados, os conhecimentos
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devem ser descontextualizados, para serem contextualizados novamente em outras situagdes”

(BRASIL, 1997, p. 30).

Na Matematica escolar, o processo de aprender uma nogdo em um contexto, abstrair
e depois aplica-la em outro contexto envolve capacidades essenciais, como formular,
empregar, interpretar e avaliar — criar, enfim —, e ndo somente a resolucdo de
enunciados tipicos que sdo, muitas vezes, meros exercicios e apenas simulam
alguma aprendizagem (BRASIL, 2020, p. 277).

Na Base Nacional Comum Curricular também encontramos a terminologia letramento
matematico, apontando que tal conceito é definido como, a capacidade particular que cada
pessoa demonstra ao formular, empregar e realizar a interpretacdo de conceitos matematicos
em diversos contextos. Assim, a partir dessa nomenclatura, entende-se que, estd incluso o
raciocinar com formato e sentido investigativo nas diferentes areas da Matematica, onde
somente através do conhecimento construido e acumulado, e a utilizacdo de conceitos
aprendidos, ou mesmo o proceder e a verificagdo dos fatos através de ferramentas de carater
analitico, para a interpretacao e descricdo, é possivel explicar um tema e indicar os fenémenos

que estdo relacionados.

Diante dessas consideracfes, a area de Matematica e suas Tecnologias tém a
responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja constituido por esses estudantes
no Ensino Fundamental, para promover a¢es que ampliem o letramento matematico
iniciado na etapa anterior. Isso significa que novos conhecimentos especificos
devem estimular processos mais elaborados de reflexdo e de abstracdo, que deem
sustentacdo a modos de pensar que permitam aos estudantes formular e resolver
problemas em diversos contextos com mais autonomia e recursos matematicos
(BNCC, 2020, p. 529).

Durante as diferentes etapas de construcdo do pensamento matematico, todo
arcabouco de conhecimento e informacéo, construido ao longo do tempo, serve como auxilio
para os individuos, no importante reconhecimento da fungéo sublime que a matematica exerce

no mundo,

Reconhecer que a Matematica € uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacOes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e é uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnologicos e
para alicercar descobertas e construcfes, inclusive com impactos no mundo do
trabalho (BRASIL, 2018 p. 267).

e para que os cidadd@os construtivos, engajados e, que agem reflexivamente, possam fazer

julgamentos bem fundamentados, e tomar as decisdes necessarias frente ao aprendizado.
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Assim, “o conhecimento matematico é necessario para todos os alunos da Educacdo Bésica,
seja por sua grande aplicagdo na sociedade contemporanea, seja pelas suas potencialidades na
formacéo de cidaddos criticos, cientes de suas responsabilidades sociais” (BRASIL, 2018 p.
265).

E também o letramento matematico que assegura aos alunos reconhecer que 0s
conhecimentos matematicos sdo fundamentais para a compreensao e a atuagdo no
mundo e perceber o carater de jogo intelectual da matematica, como aspecto que
favorece o desenvolvimento do raciocinio I6gico e critico, estimula a investigagao e
pode ser prazeroso (fruicdo) (BRASIL, 2018 p. 266).

Objetos norteadores como, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), o Curriculo Paulista e outros documentos educacionais
como LDB e Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacéo Basica, servem como base para
alunos e professores, na construcdo do plano de aula, na edificacdo do aprendizado e na

unificacdo do curriculo no favorecimentodo ensino.

4.2. ANALISE GERAL BNCC, CONTEXTUALIZACAO E DESEMPENHO ESCOLAR

Ao discorrer sobre a BNCC, faz jus descrever o que corresponde esse documento e seu

padrdo formador, sendo assim, temos a seguinte definicéo.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) € um documento de carater normativo
que define o conjunto orgéanico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos
os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacdo
Basica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e
desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de
Educacédo (PNE) (BRASIL, 2018, p. 7).

Em linhas gerais, é possivel entender que, a BNCC é um documento norteador, onde,
sdo definidas aplicacdes efetivas que devem ser utilizadas exclusivamente no formato escolar,
assim, ela (BNCC) atua como um roteiro para a aplicacdo de contetdos educacionais, sendo
que os diversos topicos estdo vinculados a formacdo ética, politica e social, na construgdo da

cidadania; dessa forma, é possivel entender que tal compromisso com o ensino,

[...] contribui para o seu ordenamento e equilibrio permanentes. A educagdo, nesse
sentido, tem por significado e finalidade a adaptacdo do individuo a sociedade. Deve
“reforgar os lagos sociais, promover a coesdo social e garantir a integragdo de todos
os individuos no corpo social” (LUCKESI, 2011, p. 38).
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Como proposta no protagonismo educacional, esses principios se encontram pautados
pelas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educagdo Baésica, portanto, a BNCC vem agregar
designios que direcionam a educacdo brasileira para o desenvolvimento humano integral, e

para a edificacdo de uma sociedade com condutas justas, inclusivas e democréticas. De fato,

[...] a educacdo como instancia social que esta voltada para a formacgdo da
personalidade dos individuos, para o desenvolvimento de suas habilidades e para a
veiculagdo dos valores éticos necessarios a convivéncia social, nada mais tem que
fazer do que se estabelecer como redentora da sociedade, integrando
harmonicamente os individuos no todo social ja existente (LUCKESI, 2011, p. 38).

Nessa mesma perspectiva, de formacdo de juizos, virtudes, e construcdo de valores, a
BNCC também nos contempla com a definicdo de competéncia, como sendo “a mobiliza¢ao
de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e
socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do
pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho” (BRASIL, 2018, p. 8).

De forma clara, a definicdo exposta anteriormente vem nos demonstrar que, a
educacdo ndo deve ser vista apenas para a transmissdo de conteudos, onde, os alunos
absorvem as aulas sem participacdo, num estado inerte. Esse novo enfoque de aprendizagem
nos apresenta, e conduz, para um modelo que caminha de acordo com a inser¢do dos
contetdos, com o objetivo de “garantir a contextualizagdo dos conhecimentos, articulando as
dimensdes do trabalho, da ciéncia, da tecnologia e da cultura” (BNCC, 2020, p. 466), que
além de estarem presentes no dia a dia, também facam parte do contexto historico. Assim, as
competéncias tornam o aluno protagonista no processo do saber junto a linha do tempo na
cultura e na ciéncia, fazendo com que o mesmo (aluno) deixe de ser passivo frente aos
conhecimentos e desafios, sem algum tipo de participacdo. Dessa forma, o “ensino e
aprendizagem devem ocorrer simultaneamente durante a construcdo do conhecimento, tendo o
professor como guia e 0s alunos como co-construtores desse conhecimento” (ALLEVATO;
ONUCHIC, 2009, p. 6).

Nesse processo de ensino-aprendizagem, a BNCC vem ainda articular as
competéncias, habilidades e conhecimentos, onde, se espera o desenvolvimento de todos 0s
alunos ao longo da escolaridade bésica. Ela também, vem servir como referéncia nacional
para a formulacdo dos curriculos em diferentes sistemas, sejam eles; redes escolares dos
Estados, municipios e, das propostas pedagdgicas das instituicbes escolares. Efetivamente,

esse documento se integra & Politica Nacional da Educacdo Basica, e contribui para o
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alinhamento de diversas a¢cdes em ambito federal e estadual, sendo também, referéncia na
formagéo de professores, avaliacéo e elaboracdo de propostas educacionais.

Nessa concepcdo de ensino, podemos identificar nos dizeres da BNCC que, ha a
distingdo direta entre saber e saber fazer. Assim, no primeiro item (saber), se considera a
organizacao dos conhecimentos, a interpretacdo das habilidades ordenadas junto as atitudes e
valores, e no segundo, se contempla a associagdo desses conhecimentos, habilidades, atitudes
e valores, para que ocorra a resolucdo de solicitacbes que envolvem situacdes complexas no

decorrer do dia a dia escolar, assim,

[...] @ BNCC indica que as decisGes pedagdgicas devem estar orientadas para o
desenvolvimento de competéncias. Por meio da indicacdo clara do que os alunos
devem "saber" (considerando a constituicio de conhecimentos, habilidades, atitudes
e valores) e, sobretudo, do que devem “saber fazer” (considerando a mobilizacéo
desses conhecimentos, habilidades, atitudes e valores para resolver demandas
complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania € do mundo do
trabalho) (BRASIL, 2018 p. 13).

Alarcdo (2003) conduz a reflexdo, e pensamento analitico, indicando que, as escolas,
como ambientes de formacdo sociocultural, sdo lugares onde, as descobertas e as praticas
aprimoradas através das novas competéncias desenvolvidas, corroboram a sociedade da
informacdo, gerando assim um corpo social mais democratico e aberto ao didlogo, pois as
exigéncias das competéncias de acesso, avaliacdo e gestdo da informacéo disponibilizada, sdo

oferecidas para todos os participantes desse projeto de ensino,

[...] por isso tudo, o aprendizado deve ser planejado desde uma perspectiva a um sé
tempo multidisciplinar e interdisciplinar, ou seja, 0s assuntos devem ser propostos e
tratados desde uma compreensdo global, articulando as competéncias que serdo
desenvolvidas em cada disciplina e no conjunto de disciplinas, em cada area e no
conjunto das &reas (BRASIL, 2000b, p. 9).

Assim, a partir desse ensaio, onde 0 aluno € o ser participativo no processo de ensino,
e a responsabilidade do professor consiste em agir como mediador, a préatica da aprendizagem
por competéncias e multidisciplinar, torna a experiéncia de ensinar e aprender, objeto de
estudo, onde, o modelo produzido, serve como ferramenta para diagndsticos presentes, e
acOes futuras. Desta forma, “o aprendizado que tem seu ponto de partida no universo
vivencial comum entre os alunos e os professores [...], desenvolve com vantagem o
aprendizado significativo, criando condi¢cbes para um didlogo efetivo, de carater
interdisciplinar” (BRASIL, 2000b, p. 52).
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Novas competéncias demandam novos conhecimentos: o mundo do trabalho requer
pessoas preparadas para utilizar diferentes tecnologias e linguagens (que védo além
da comunicacéo oral e escrita), instalando novos ritmos de producéo, de assimilacao
rapida de informacfes, resolvendo e propondo problemas em equipe (BRASIL,
1997, p. 26).

Segundo Alarcdo (2003), para termos pessoas comprometidas com a formacdo da
sociedade, e que atuem com senso questionador e critico, além das competéncias
desenvolvidas nas atividades escolares, & preciso haver o estimulo ao desenvolvimento
atribuido na competéncia da compreensédo, sendo essa, conectada diretamente ao atributo da
escuta, da observancia, da forma de conduzir e habilitar o pensamento, e também na
autonomia de fazer o uso de diversas linguagens, que concernem faculdades ao homem para
entender a dependéncia de uns para com os outros, no formato de mecanismos de convivéncia

e compreensao reciproca. Sem duvida,

[...] educar exige cuidado; cuidar é educar, envolvendo acolher, ouvir, encorajar,
apoiar, no sentido de desenvolver o aprendizado de pensar e agir, cuidar de si, do
outro, da escola, da natureza, da &gua, do Planeta. Educar é, enfim, enfrentar o
desafio de lidar com gente, isto é, com criaturas tdo imprevisiveis e diferentes
quanto semelhantes, ao longo de uma existéncia inscrita na teia das relacdes
humanas, neste mundo complexo (BRASIL, 2013, p. 18).

Ainda, de acordo com os PCN’s, “0 mundo atual exige mais do que a interpretacdo das
informacdes. Exige também competéncias e habilidades ligadas ao uso dessas interpretacdes
nos processos investigativos de situacdes problematicas, objetivando resolver ou minimizar
tais problemas” (BRASIL, 2000b, p. 34), bem como sobre essa mesma perspectiva de
observagdo “o individuo, imerso em um mar de informacdes, se liga a outras pessoas, que,
juntas, complementar-se-40 em um exercicio coletivo de memoria, imaginacdo, percepcao,
raciocinios e competéncias para a producdo e transmissdo de conhecimentos” (BRASIL,
2000b, p. 41). Quando a BNCC é contemplada no Ensino Fundamental e Médio percebe-se
ainda que “o objetivo de consolidar, aprofundar e ampliar a formacdo integral, atende as
finalidades dessa etapa e contribui para que os estudantes possam construir e realizar seu
projeto de vida, em consonancia com 0s principios da justica, da ética e da cidadania”
(BRASIL, 2018, p. 471).

Na orientacdo desse ideal de concepcéo, entre os diversos objetivos que se buscam ser
perseguidos, e alcangados pela escola, deve haver dedicacdo excepcional, através da
compreenséo e desenvolvimento das competéncias e habilidades, o Ensino Fundamental. Essa

etapa do ensino, quando contemplada como o contexto inicial da formacao politica e social do
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aluno, tem dentre outros focos, 0 compromisso com o desenvolvimento da interpretacdo e
raciocinio matematico, constituindo assim, o “representar, comunicar e argumentar
matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a formulacéo e a
resolucdo de problemas em uma variedade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos,
fatos e ferramentas matematicas” (BRASIL, 2018, p. 266). Dessa forma, ha um
estabelecimento da leitura universal da realidade, vinculando autonomia e aprendizado para
toda a vida, assim, é licito destacar que, “a compreensdo da relevancia de aspectos sociais,
antropoldgicos, linguisticos, além dos cognitivos, na aprendizagem da Matematica, imprimiu
novos rumos as discussdes curriculares (BRASIL, 1998, p. 20).

E possivel observar também que, na descri¢do do processo de ensino-aprendizagem
das ciéncias exatas, ou mais especificamente Matematica e Fisica, ao longo do tempo, sempre
houve a unido com as diferentes areas do conhecimento, atendendo as diversas questdes, seja
no campo tecnoldgico ou das ciéncias humanas, contribuindo com todos os tipos de
atribuicoes e desenvolvimento.

Novos arquétipos de ensino, construidos e embasados nos documentos oficiais,
buscam o relacionamento entre os conteudos educacionais, de forma a desenvolver a
perspectiva dos educandos, apontando concomitantemente aplicagdes e contextualizacdo da
Matematica em varias disciplinas. Assim, nesse enlace onde se ressalta a importancia da
Matematica para a construcdo da civilizacdo, o jovem deve sentir prazer em descobrir e
aprofundar nos estudos, concebendo uma melhor relacdo entre as teorias e aplicacdes
matematicas. De fato, novas propostas, envolvendo a percepcdo e o trabalho pedagdgico, véao
de encontro ao desenvolvimento educativo, onde a participacao efetiva do aluno no processo e
no contexto educacional, sdo assertivas para um conhecimento de cunho significativo,
relacionando o cotidiano, bem como o uso de recursos especificos e sequéncias

metodoldgicas, na motivacao para a construcdo do conhecimento.



Capitulo 5

O Plano de aula — Uma abordagem

dinamica

O proposito deste capitulo, com enfoque direcionado para o professor de Matematica e
Fisica, é articular uma apreciacao e discussao sobre a importancia de se elaborar o plano de
aula, e como esse instrumento pedagogico serve de apoio no cotidiano escolar, a seguir,
faremos a construcdo do mesmo (plano de aula), onde o contetdo indicado, se refere as ondas

mecanicas produzidas por oscilagdes em uma corda.

5.1. SINTESE DOS PRINCIPAIS TOPICOS QUE COMPOEM UM PLANO DE AULA

Os atributos qualidade e sucesso, no processo de ensino-aprendizagem, relacionam-se
diretamente com a organizacdo do contetdo que vai ser ministrado em sala de aula. Portanto,
“0 planejamento é um processo de racionalizacdo, organizacdo e coordenacdo da acdo
docente, articulando a atividade escolar e a problematica do contexto social” (LIBANEO,
1994, p. 222), estruturando de fato como haverdo de ser realizados esses processos e sua
aplicacdo. Assim, o bom desempenho de uma aula, relacionado com o vinculo de
comprometimento do agente da pratica docente, e as relagdes sociais de desenvolvimento no

ensino, conduzem o aprendizado e a eficacia vinculados a educagéo.

O trabalho educativo que ocorre na escola é sempre marcado por concepgdes,
valores e atitudes, mesmo que ndo-explicitados e, muitas vezes, contraditorios.
Desse modo, é fundamental que os professores planejem ndo apenas como as
questbes sociais vao ser abordadas em diferentes contextos de aprendizagem das
varias areas, mas também como elas serdo tratadas no convivio escolar (BRASIL,
1998, p. 28).

Nesse sentido, é importante salientar que, ndo ha uma aprendizagem eficiente se ndo
se ensina com eficiéncia. Assim, todo labor docente, estd conectado diretamente com a

formacdo de juizos, valores, e construgdo Idgica nas pessoas, ou seja, a formacao social e
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humana. Desta forma, “a escola, os professores e os alunos sdo integrantes da dindmica das
relacbes sociais; tudo o0 que acontece no meio escolar estd atravessado por influéncias
econdmicas, politicas e culturais” (LIBANEO, 1994, p. 222), dai a necessidade do professor
dirigir-se a classe com um plano de aula, proporcionando fundamento a discusséo e a boa
apresentacdo ao topico que vai ser lecionado. Com efeito, “o planejamento deve ser
concretamente o instrumento pedagogico imprescindivel na atuacdo profissional, que tendo
objetivos bem definidos, guarda particularidades e especificidades de acordo com 0s usuarios
e as condi¢Oes de sua utilizagao” (PACCA, 1992, p. 42).

[..] planejar significa antever uma forma possivel e desejavel. Se ndo ha
planejamento, corre-se o0 risco de se desperdicarem oportunidades muito
interessantes. N&o d& para dar aula improvisando, em off e se ndo ficar boa,
'regravar' (como nos programas de televisdo). N&o planejar pode implicar perder
possibilidades de melhores caminhos, perder pontos de entrada significativos
(VASCONCELLOS, 2014, p. 148).

Como recurso e base para uma aplicacdo com eficiéncia na préatica docente, o plano de
aula serve como um direcionamento, “um guia de orientacdo, pois nele sdo estabelecidas as
diretrizes e os meios de realizacdo do trabalho docente” (LIBANEO, 1994, p. 222), ou ainda,
uma referéncia na aplicacdo e explanacdo dos conteldos que serdo apresentados e expostos
durante as aulas. Portanto, o “plano de aula é a proposta de trabalho do professor para uma
determinada aula ou conjunto de aulas (por isto chamado também de Plano de Unidade).
Corresponde ao nivel de maior detalhamento e objetividade do processo de planejamento
didatico. E a orientacdo para o que fazer cotidiano” (VASCONCELLOS, 2014, p. 148).

No contexto de Matematica e Fisica, o qual este trabalho é direcionado, desde a
interpretacdo de um modelo matematico por diferentes pontos relacionados ao mesmo
contetdo, como as diferentes demonstracfes do mesmo teorema - por exemplo, o ato de
planejar, seja ele empregado através de atividades interdisciplinares ou de contextualizacéo,
serve como auxilio e apoio para ilustrar tépicos diferentes, permitindo a estimativa de
melhores resultados e a elaboragéo de planos de acdo, no caso de situacGes adversas, ou seja,
aquelas que se apresentam distintas ou em dissonancia em relagéo ao aprendizado “por essa
razdo, o planejamento é uma atividade de reflexdo acerca das nossas opgdes e agdes”
(LIBANEO, 1994, p. 222). Ainda, objetivando a 4rea de exatas, “ao planejar suas atividades,
o professor procurard articular maltiplos aspectos dos diferentes blocos, visando possibilitar a
compreensdo mais fundamental que o aluno possa atingir a respeito dos principios/métodos

bésicos do corpo de conhecimentos matematicos” (BRASIL, 1997, p. 40).
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Como parte na constru¢do dessa parcela que se soma ao ensino, “0 planejamento
escolar é uma atividade que orienta a tomada de decisdes da escola e dos professores em
relacdo as situacdes docentes de ensino e aprendizagem, tendo em vista alcangar os melhores
resultados possiveis” (LIBANEO, 1994, p. 226), de fato “ao construir o planejamento, é
preciso estabelecer os objetivos que se deseja alcancar, selecionar os conteldos a serem
trabalhados, planejar as articulagdes entre os contetidos, propor as situacdes-problema que
irdo desencadea-los” (BRASIL, 1998, p. 138).

Formular objetivos é uma tarefa que consiste, basicamente, em descrever 0s
conhecimentos a serem assimilados, as habilidades, habitos e atitudes a serem
desenvolvidos, ao término do estudo de certos conteldos de ensino. Obijetivos
refletem, pois, a estrutura do conteldo da matéria. [...] Devem ser realistas, isto é,
expressar resultados de aprendizagem realmente possiveis de serem alcangados no
tempo que dispde e nas condigdes em que se realiza o ensino (LIBANEO, 1994, p.
236).

Em relacdo aos contetdos que serdo ministrados em sala de aula, Libaneo (1994)
descreve que, eles (conteudos) devem significar para os alunos como meios redigidos para a
compreensdo aprofundada dos conhecimentos, unindo a relacdo pratica de desenvolvimento
das habilidades junto aos atos que norteiam o ensino, fazendo o discente tornar-se cada vez

mais o sujeito inserido na aprendizagem.

Podemos dizer que os conteidos retratam a experiéncia social da humanidade no
que se refere a conhecimentos e modos de acdo, transformando-se em instrumentos
pelos quais os alunos assimilam, compreendem e enfrentam as exigéncias teoricas e
préaticas da vida social. Constituem objeto de mediagdo escolar no processo de
ensino, no sentido de que a assimilagdo e compreensdo dos conhecimentos e modos
de acdo se convertem em ideias sobre as propriedades e relagfes fundamentais da
natureza e da sociedade, formando convicgdes e critérios de orientacdo das opgdes
dos alunos frente as atividades tedricas e praticas postas pela vida social
(LIBANEO, 1994, p. 129).

Como conclusdo de tdpico, apresentado a classe no decorrer da aplicacdo do plano de
aula, convém mencionar também que, o procedimento da avaliagdo “é uma tarefa didatica
necessaria e permanente do trabalho docente, que deve acompanhar passo a passo 0 processo
de ensino e aprendizagem” (LIBANEO, 1994, p. 195),

E fundamental que os resultados expressos pelos instrumentos de avaliagdo, sejam
eles provas, trabalhos, registros das atitudes dos alunos, fornegcam ao professor
informacBes sobre as competéncias de cada aluno em resolver problemas, em
utilizar a linguagem matematica adequadamente para comunicar suas idéias, em
desenvolver raciocinios e analises e em integrar todos esses aspectos no seu
conhecimento matematico (BRASIL, 1998, p. 54).
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pois, durante todo o progresso de organizacdo da ementa e execug¢do do contetudo, o como
aplicar a avaliacdo e qual o sentido de se avaliar, deve conduzir a acdo do trabalho docente e
aprendizado do aluno, “[...] como este trabalho estard sendo avaliado (que necessidades -
como vai indo): que estratégias o professor pode estar utilizando em sala para acompanhar o
processo de desenvolvimento e de construgdo do conhecimento do aluno”
(VASCONCELLOS, 2014, pg. 148).

A prépria avaliagdo deve ser também tratada como estratégia de ensino, de
promocéo do aprendizado das Ciéncias e da Matematica. A avaliagcdo pode assumir
um carater eminentemente formativo, favorecedor do progresso pessoal e da
autonomia do aluno, integrada ao processo ensino-aprendizagem, para permitir ao
aluno consciéncia de seu préoprio caminhar em relagdo ao conhecimento e permitir
ao professor controlar e melhorar a sua pratica pedagdgica. (BRASIL, 2000b, p. 53).

5.2. PLANO DE AULA: FENOMENOS ONDULATORIOS OBSERVADOS A PARTIR DA
CORDA VIBRANTE

Para a elaboracdo do plano de aula a seguir, fundamentado a partir da BNCC, a
tematica escolhida sdo as Ondas Mecanicas, com énfase na formacdo de ondas estacionérias a
partir da corda vibrante. Na masica, por exemplo, a aplicacdo desse fendbmeno se encontra na
vibracdo das cordas de um violdo ou violino, jd no contexto escolar, contemplando aqui o
Ensino Médio, hd a possibilidade através de situacBes-problema com aplicacbes
interdisciplinares, se investigar distintas habilidades para o ensino e aprendizagem desse
contetido, assim como, explicar teoremas da Matematica e leis da Fisica.

A pretensdo aqui também ¢é elaborar um plano de aula que, no transcorrer de sua
aplicacdo, acompanhe e realize a avaliacdo frente ao desenvolvimento dos alunos, com
atividades interdisciplinares contemplando a contextualizacdo, e que ajudem no aprendizado
do tema. Como forma de avaliacéo, escolhemos trés instrumentos: uma atividade realizada em
sala de aula que avalia 0 comprometimento do aluno com a aprendizagem cotidiana, uma

atividade para casa, e a realizagdo de uma avaliagdo diagndstica.

De comum acordo com o ensino desenvolvido, a avaliagdo deve dar informacéo
sobre o conhecimento e compreensdo de conceitos e procedimentos; a capacidade
para aplicar conhecimentos na resolucdo de problemas do cotidiano; a capacidade
para utilizar as linguagens das Ciéncias, da Matematica e suas Tecnologias para
comunicar idéias; e as habilidades de pensamento como analisar, generalizar, inferir
(BRASIL, 2000b, p. 54).
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Abordamos a seguir, o plano de aulas, composto de questdes encontradas em provas
de vestibulares nacionais ou ENEM, onde, as situa¢es-problema apresentadas tém relagéo

direta com a pesquisa realizada nesse trabalho.
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Quadro 1. Modelo do plano de aula.

Componente Curricular

Fisica

Publico-alvo 22 Série do Ensino Médio

Unidade Tematica Ondas Mecénicas

Tema Onda estacionaria em uma corda

Contetdo Classificacdo das ondas: transversais e longitudinais; frequéncia; periodo;
comprimento de onda; amplitude; propagacdo de um pulso; velocidade de propagacao
de uma onda na corda; ondas estacionarias em cordas; modos de vibracdo: corda com
as duas extremidades fixas, corda com uma extremidade livre; ressonancia.

Competéncia da BNCC 3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar

situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias
da Natureza e Humanas, das quest@es socioecondmicas ou tecnolégicas, divulgados
por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacéo geral.

Habilidades da BNCC

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situacdes econdmicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela analise
dos gréficos das fungdes representadas e das taxas de variacdo, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas
midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as conversdes
possiveis entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema Internacional (SI), como as de
armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos avancos
tecnoldgicos.

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem
fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre
outros) e comparar suas representacfes com as funcBes seno e cosseno, no plano
cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

Objetivos

Identificar ondas mecanicas; reconhecer e distinguir os conceitos de: periodo,
frequéncia, amplitude, comprimento e velocidade de ondas; Interpretar umtexto
discursivo e, através da leitura e analise, escrever a equagdo matematica atribuida a
situagBes-problema contextualizadas; formular as hipoteses e validar os resultados
obtidos; desenvolver a capacidade de investigagdo cientifica.

Metodologia

Aula expositiva de contelidos e dialogada, com tarefas para resolugdo em sala de aula
e domiciliar; uso de conceitos histéricos da Fisica e Matematica para articular a
contextualizagdo do tépico proposto, ver o capitulo 2 desse trabalho.

Recursos Didaticos

Lousa, giz, apagador, Projetor Multimidia, instrumento musical de cordas.

Quantidade de aulas

10 horas/aula de 45 min.

Avaliacéo

Atividade avaliativa - aplicacdo de prova individual e sem consulta, no formato de
situacOes-problema e exercicios, com grau de dificuldade semelhante aos
desenvolvidos em sala de aula ou aqueles propostos como tarefas para casa.

Referéncias Bibliograficas

Bésica

JUNIOR, Francisco Ramalho; FERRARO, Nicolau Gilberto; SOARES, Paulo Antonio
de Toledo. Os Fundamentos da Fisica Volume 2: Termologia,6ptica e ondas. 10. ed.
Séo Paulo: Ed. MODERNA, 2009.

Complementar

ALVARENGA, Beatriz; MAXIMO, Antonio. Curso de Fisica Volume 2. 3. ed. Sdo
Paulo: Ed. HARBRA, 1993.

HALLIDAY, David; RESNICK, Robert; WALKER, Jearl. Fundamentos de Fisica,
Vol.2: Gravitacdo, Ondas e Termodinamica. 8. ed. Rio de Janeiro: Ed. LTC, 2009.

NUSSENSVEIG, Hearch Moysés. Curso de Fisica Bésica, Vol. 2: Fluidos, Oscilag6es
e Ondas, Calor. 5. ed. revista e ampliada, S&o Paulo: Ed. Blucher, 2014,

Fonte: Prdprio autor
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Quadro 2. Progresséo

1°  Momento: Introducdo aos | Os conceitos elementares de ondas devem ser apresentados para a
contetidos que serdo ministrados. classe, com exemplos fisicos através do violdo ou outro instrumento de
corda; insercdo de motivacBes histéricas e culturais, favorecendo a
discussao dos temas e o didlogo interativo; Participacdo coletiva.

2° Momento: Desenvolvimento do | Aula no formato expositiva, onde serdo apresentadas as definicfes de:
conteldo. frequéncia, periodo, amplitude, comprimento de onda e velocidade;
resolucdo de exercicios na forma de situacBes-problema em sala de
aula; Participacdo coletiva.

3° Momento: Sistematizacdo do | Sugestdo de atividades para casa com resolucdo individual, a fim de
conteddo. fixar os conteddos estudados em sala de aula;havera também, de forma
coletiva, a correcdo e a apresentacdo das resolucgdes;investigacdo sobre
a aprendizagem individual e possiveis orientac6es pedagdgicas.

4°  Momento: Retomada dos | Interpretar e analisar o contedido do capitulo 3 desse trabalho; efetuar

contetdos. demonstracdes; resolucdo em sala de aula de exercicios e situacOes-
problema com grau de complexidade maior; participacgéo coletiva.
5° Momento: Atividade avaliativa. Em equipeos alunos resolverdo atividade avaliativa, onde os conceitos

e conteldos exigidos estdo relacionados as aulas anteriores, também
irdo elaborar sinteses ou esquemas estruturados dos temas fisicos
trabalhados.

Fonte: Prdprio autor

1° Momento: Introducéo aos contetdos que serdo ministrados

Duragéo: 2 aulas de 45 minutos.

Requisitos: Dominar as operacOes basicas da Matematica, nocdes de regra de trés, reconhecer
equac0es e funcgdes, interpretacdo de graficos, reconhecer o sistema internacional de unidades
(SI) e compreender o conceito de medidas, interpretar ordem de grandeza, reconhecer a
representacdo simbolica da linguagem Matematica e Fisica.

Recursos utilizados: Lousa, giz, caderno, caneta, lapis, livro didatico e projetor multimidia.
Organizacao da classe: Coletivo, ou seja, atender todos os alunos da turma.

Objetivos: Fazer a apresentacdo de algumas situacfes do dia a dia nas quais se fazem o uso
do conceito de ondas; fazer o aluno pensar de forma critica; reconhecer que ha a propagacao
de uma onda sem que haja o transporte de matéria; reconhecer que a onda € uma sucessao de
pulsos gerados por uma fonte; reconheceros diferentes tipos de ondas; diferenciar a defini¢do
de frequéncia e periodo e compreender as aplicacGes de tais conceitos; construir e investigar
situagdes-problema; identificar fendmenos ondulatorios como reflexdo, refragdo, difragéo,
ressonancia e interferéncia; entender como uma corda vibrante provoca um som; compreender
gue o conceito de altura esta relacionado diretamente a tonalidade (grave ou agudo).
Metodologia: Aula expositiva e dialogada.

Desenvolvimento: Iniciar a aula recordando de forma répida, e através de uma figura,

modelos de onda; indicar também os fatos histéricos que contribuiram com as descobertas —
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como visto no Item 2.1 desse trabalho; associar as ondas aos modelos periddicos;
exemplificar movimentos oscilatorios; descrever que o meio estd relacionado a rapidez de

deslocamento da onda; direcionar algumas perguntas aos alunos, tais como:

e Qual a representacdo de onda mais simples que existe? Existem outras diferentes?

e O que eles entendem por ondas?

e Através de um gréfico ou figura, como representar a vibragdo da corda de um violdo
ou outro instrumento de corda?

e Onde encontramos ondas na natureza?

e Em quais dispositivos tecnolégicos, encontramos as aplica¢fes de ondas no dia a dia?

A partir do questionamento exposto acima, escrever na lousa as respostas e suposicdes
dos alunos, como forma de revisdo de contetdos que ja foram supostamente estudados.
Também, apds a conclusdo dos passos anteriores, com objetivo de tornar a aula mais
interessante e motivadora, propor aos alunos exercicios de vestibulares no formato de
situacOes-problema com mudltipla escolha, para caracterizar o tratamento e compreensdo

dindmica no processo de ensino-aprendizagem.

1. (OBF) O som, assim como a luz, ajuda os humanos e 0s animais a perceberem o ambiente
circundante. Com relacdo ao som podemos dizer:

a) a velocidade de propagacdo do som no vacuo € maior que no ar.

b) no ar, a velocidade de propagacdo do som aumenta com a temperatura.

€) 0 som ndo sofre refracdo.

d) a agua transmite melhor o som do que o bronze.

e) o som produz um fendmeno chamado eco. O eco € devido a ressonancia do som.

A velocidade do som também € influenciada pela temperatura, assim, quanto mais alta a

temperatura estiver, mais rapido o som ira se propagar.

Resposta: b
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2. (VUNESP) A figura mostra um diapasdo, instrumento metélico que, ao ser golpeado, emite

ondas sonoras com frequéncia correspondente a determinada nota musical.

Figura 33. Diapasao.

4

Fonte: www.ciencias.seed.pr.gov.br

Quando se aproxima um diapasdo vibrando das cordas de um instrumento afinado, a corda
correspondente a nota emitida pelo diapasdo passa a vibrar com a mesma frequéncia. Esse
fato é explicado pelo fenémeno de

a) ressonancia.
b) difracéo.

c) interferéncia.
d) dispersao.

e) reverberacdo.

Quando o diapasdo é colocado para vibrar, ele produz som com uma frequéncia propria,
fazendo com que as moléculas de ar também passem a vibrar nessa mesma frequéncia. Assim
gue as moléculas de ar atingem a corda do violdo, que esta afinada na mesma frequéncia do
diapasdo, as mesmas (cordas) comegcam a vibrar com igual frequéncia, tal fenémeno é assim
denominado ressonancia.

Resposta: a
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3. (ENEM) Em um piano, o D6 central e a proxima nota D6 (D6 maior) apresentam sons
parecidos, mas ndo idénticos. E possivel utilizar programas computacionais para expressar o
formato dessas ondas sonoras em cada uma das situacbes como apresentado nas figuras, em

que estdo indicados intervalos de tempo idénticos (T).

T

o Awn A A A A

D6 central D6 maior

A razdo entre as frequéncias do Do central e do D6 maior é de:

a) 1/2
b) 2
c)1l
d) 1/4
e) 4

Pela figura observamos que a frequéncia de D6 central é 1/2 da frequéncia de D6 maior.
Resposta: a

4. (UFRGS) Quiais as caracteristicas das ondas sonoras que determinam, respectivamente, as

sensacOes de altura e intensidade do som?

a) Frequéncia e amplitude.

b) Frequéncia e comprimento de onda.
¢) Comprimento de onda e frequéncia.
d) Amplitude e comprimento de onda.

e) Amplitude e frequéncia.

A frequéncia ¢ a caracteristica que permite determinar se 0 som é mais grave ou agudo, e a

intensidade sonora esta relacionada com a amplitude.

Resposta: a
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2° Momento: Desenvolvimento do conteldido

Duragéo: 2 aulas de 45 minutos.

Requisitos: Leitura e interpretagdo de texto discursivo, no¢des de funcdo, interpretacdo de
gréficos, reconhecer o sistema internacional de unidades (SI) e compreender o conceito de
medidas, interpretar ordens de grandeza, conhecer a representacdo simbdlica da linguagem
matematica e fisica, obter conhecimentos elementares de trigonometria e funcgdes
trigonométricas, velocidade, aceleracéo, distancia e tempo.

Recursos utilizados: Lousa, giz, caderno, caneta, livro didatico, projetor multimidia.
Organizacao da classe: Coletivo, ou seja, atender todos os alunos da turma.

Objetivos: Reconhecer o0s elementos que representam uma onda periddica: periodo,
frequéncia, comprimento de onda, amplitude; determinar a velocidade de propagacdo de uma
onda transversal na corda; reconhecer os padrGes oscilatorios de uma corda vibrante;
identificar os ventres e nds e dimensionar as grandezas fisicas que estdo associadas a esse
fendmeno; relacionar a rapidez de uma onda com a frequéncia e tracéo.

Metodologia: Aula expositiva e dialogada.

Desenvolvimento: Iniciar recordando o que foi visto sobre ondas nas 2 primeiras aulas; fazer
também uma breve revisdo sobre conceitos elementares da trigonometria como: seno, cosseno

e tangente dos angulos notaveis. A seguir, expor na lousa as seguintes defini¢des:

e Periodo;

e Frequéncia;

e Amplitude;

e Comprimento de onda;

e Velocidade de propagacédo da onda numa corda;

e Frequéncia do som emitido por uma corda vibrante.

Apbs a conclusdo dos passos preliminares dessa aula, propor aos alunos exercicios de
vestibulares no formato de situagfes-problema com mdaltipla escolha, para caracterizar o
tratamento e compreensdo dinamica no processo de ensino-aprendizagem.
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5. (UFU) Uma corda de um violdo emite uma frequéncia fundamental de 440,0 Hz ao vibrar
livremente, quando tocada na regido da boca, como mostra a figura 1. Pressiona-se entdo a

corda, a L/3 de distancia da pestana, como mostra a figura 2.

A frequéncia fundamental emitida pela corda pressionada, quando tocada na regido da boca,

sera de:

a) 660,0 Hz.
b) 146,6 Hz.
c) 880,0 Hz.
d) 293,3 Hz.

f, = 440Hz

f, :Lv
2L

V= [—
n
1 1
f,=—v=440=—v=v=880L
2L 2L

f :L880Lz> f :i880}(:> f =660Hz

%L 4y

Resposta: a
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6. (IFBA) Fisicamente, um violdo é um conjunto de cordas vibrantes que, quando afinadas e
tensionadas pela forgca correta, emitem um som cuja frequéncia corresponde ao primeiro
harménico da corda, também conhecido como som fundamental. Considere uma dessas
cordas com densidade linear de 10 kg/m cuja parte vibrante é de 55 cm de comprimento,
tensionada por uma forga de 144 N. Observando os valores das frequéncias na tabela abaixo,

qual nota, aproximadamente, essa corda emitira?

Corda Nota Frequéncia
1 Mi (E) 329.65Hz
2 Si (B) 246,95 Hz
3 Sol (G) 196. 00 Hz
4 Ré (D) 146,85 Hz
5 La (A) 110,00Hz
6 Mi (E) 8240Hz

n=10"kg/m
L=0,55m
T =144N

F_ ., 144
—>V =

0—2

= v? =14400 = v = /14400 = v =120m/s

fn:l E:flz ! .120:>f1=&:f1=109,09Hz
2L\ 2-0,55 1,1

Resposta: e
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7. (UNESP) Uma corda elastica esta inicialmente esticada e em repouso, com uma de suas
extremidades fixa em uma parede e a outra presa a um oscilador capaz de gerar ondas
transversais nessa corda. A figura representa o perfil de um trecho da corda em determinado
instante posterior ao acionamento do oscilador e um ponto P que descreve um movimento
harménico vertical, indo desde um ponto mais baixo (vale da onda) até um mais alto (crista da

onda).

Sabendo que as ondas se propagam nessa corda com velocidade constante de 10 m/s e que a
frequéncia do oscilador também é constante, a velocidade escalar média do ponto P, em m/s,
quando ele vai de um vale até uma crista da onda no menor intervalo de tempo possivel é

igual a
a)4. b) 8. C) 6. d) 10. e)12.

15 =3=A=2m

v =Af :>v:k£:>10:2-£:>T:£:>T:0,2
T T 10
AS 1,6
At 0,2
Resposta: b

8. (OBF) Um som de frequéncia 640 Hz e comprimento de onda 0,500 m se propaga em um
meio com uma velocidade de:
a)le0m/s b)320m/s ¢)640m/s d) 1.280 m/s e) 2.560 m/s

f =640Hz
A=0,5m
v="

v=M =>v=0,5-640 = v=320m/s

Resposta: b
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3° Momento: Sistematiza¢do do contetdo

Duracéo: 2 aulas de 45 minutos.

Requisitos: Leitura e interpretacdo de texto discursivo, nocdes de funcdo, interpretacdo de
gréaficos, reconhecer o sistema internacional de unidades (SI) e compreender o conceito de
medidas, interpretar ordens de grandeza, conhecer a representacdo simbdlica da linguagem
matematica e fisica, obter conhecimentos elementares de trigonometria e funcgdes
trigonométricas, velocidade, aceleracdo, distancia e tempo.

Recursos utilizados: Lousa, giz, caderno, caneta, livro didatico, projetor multimidia.
Organizacdo da classe: Individual para a realizagcdo da tarefa proposta para casa, € no
coletivo - atender todos os alunos da turma, para exposi¢do dos contetdos e corre¢do da
tarefa.

Objetivos: Reconhecer o0s elementos que representam uma onda periddica: periodo,
frequéncia, comprimento de onda, amplitude; determinar a velocidade de propagacdo de uma
onda transversal na corda; reconhecer os padrbes oscilatorios de uma corda vibrante;
identificar os ventres e nds e dimensionar as grandezas fisicas que estdo associadas a esse
fendmeno; relacionar a rapidez de uma onda com a frequéncia e tracéo.

Metodologia: Aula expositiva e dialogada.

Desenvolvimento: Iniciar a aula com uma revisdo no coletivo, sobre os conteidos ja vistos
em sala de aula, e tirar as possiveis davidas dos alunos. As atividades que serdo propostas
servirdo como apoio ao professor, no sentido que os alunos poderdo sistematizar muitos dos
conceitos ja vistos como mais uma visualizacdo de aplicacdes de situagdes-problema. As
atividades tém como foco principal os seguintes itens: interpretacdo de texto discursivo,
frequéncia, velocidade, calculos aritméticos e funcdes.

Propor atividade para resolucdo em casa, comexercicios de vestibulares no formato de
situagdes-problema e multipla escolha, com o objetivo de caracterizar o tratamento e
compreensdo dinamica no processo de ensino-aprendizagem.

Obs.: Nesse momento, comentar com 0s alunos sobre a importancia de se realizara atividade
extraclasse, para desenvolver os conteddos que foram estudados anteriormente em sala de

aula.
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9. (ENEM) Em um violdo afinado, quando se toca a corda L& com seu comprimento efetivo
(harménico fundamental), o som produzido tem frequéncia de 440 Hz. Se a mesma corda do

violdo é comprimida na metade do seu comprimento, a frequéncia do novo harmonico

a) se reduz a metade, porque o comprimento de onda dobrou.

b) dobra, porque o comprimento de onda foi reduzido a metade.

¢) quadruplica, porque o comprimento de onda foi reduzido a metade.

d) quadruplica, porque o comprimento de onda foi reduzido a quarta parte.

e) ndo se modifica, porque é uma caracteristica independente do comprimento da corda que
vibra.

a =2, 1,
214, = YA,
f,=2f,

f, = 2440
f, = 880Hz

Resposta: b
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10. (ENEM) Ao ouvir uma flauta e um piano emitindo a mesma nota musical, consegue-se

diferenciar esses instrumentos um do outro. Essa diferenciacéo se deve principalmente ao (&)

a) intensidade sonora do som de cada instrumento musical.

b) poténcia sonora do som emitido pelos diferentes instrumentos musicais.

c) diferente velocidade de propagacdo do som emitido por cada instrumento musical.

d) timbre do som, que faz com que os formatos das ondas de cada instrumento sejam
diferentes.

e) altura do som, que possui diferentes frequéncias para diferentes instrumentos musicais.

O timbre é a caracteristica do som que, permite diferenciar sons com a mesma frequéncia

mesma intensidade.

Resposta: d

11. (UFPR) Uma onda sonora se propaga hum meio em que sua velocidade, em mddulo, vale
500 m/s. Sabe-se que o periodo dessa onda é de 20 us. Considerando os dados apresentados, a

onda nesse meio apresenta o seguinte comprimento de onda (1):

a) =250 mm. b) 1=100 mm. ¢) A=25mm. d) A=10 mm. e) A=1 mm.

v =500m/s = v =5-10°m/s
t=20us =>t=20-10°s=t=2-10"s

1 1

t 2-10
= f=5.10"-10°= f =5-10"Hz
2
Ve if 5107 =1.5.10' > K= 2 104
.10

= A=0,0lmou A =10mm

Resposta: d
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12. (UFSCar) A figura representa uma configuracao de ondas estacionarias numa corda.

A extremidade A est& presa a um oscilador que vibra com pequena amplitude. A extremidade
B é fixa e a tragdo na corda é constante. Na situacdo da figura, onde aparecem trés ventres (V)
e quatro nos (N), a freqliéncia do oscilador € 360 Hz. Aumentando-se gradativamente a
frequiéncia do oscilador, observa-se que essa configuracdo se desfaz até aparecer, em seguida,

uma nova configuracdo de ondas estacionarias, formada por

a) quatro nos e quatro ventres, quando a freqtiéncia atingir 400Hz.
b) quatro nds e cinco ventres, quando a frequéncia atingir 440Hz.
€) cinco nds e quatro ventres, quando a frequéncia atingir 480Hz.
d) cinco ndés e cinco ventres, quando a frequéncia atingir 540Hz.

e) seis nos e oito ventres, quando a freqliéncia atingir 720Hz.

L=&:>k:2L:>X:2E
2 3

v, = Af,

v, :2£-360
3

v, = 240L

L=5:>X=2L:>x=2%:>x=%

f,=2-240= f, = 480Hz

Resposta: ¢
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4° Momento: Retomada dos contetidos

Duracéo: 3 aulas de 45 minutos.

Requisitos: Dominar o contelido exposto nas aulas anteriores, ter dominio nos calculos
envolvendo notacdo cientifica, conhecimento e interpretacdo de algarismos significativos e
aproximagoes, deducdo de conceitos relacionados as disciplinas de Matematica e Fisica.
Recursos utilizados: Lousa, giz, caderno, caneta, livro didatico, projetor multimidia.
Organizacao da classe: Coletivo, ou seja, atender todos os alunos da turma.

Objetivos: Interpretar e analisar a atividade descrita no Item 3.2 desse trabalho, “Proposta ao
Professor: Uma atividade relativa as Ondas Mecénicas”, a qual conduz o aluno a organizagao
analitica do pensamento matematico diante de situacfes-problemas; orientar o aluno ao
pensamento critico diante de situacdes-problema mais complexas.

Metodologia: Aula expositiva e dialogada.

Desenvolvimento: Na 12 e 22 aula explanar os topicos do Capitulo 3 desse trabalho, a seguir
desenvolver passo a passo todo o conteudo relacionado, e apos a conclusdo, durante a 32 aula,
propor aos alunos exercicios de vestibulares no formato de situa¢fes-problema com maultipla
escolha, para caracterizar o tratamento e compreensdo dindmica no processo de ensino-

aprendizagem.
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13. (VUNESP) Uma corda de violdo, de comprimento L e massa por unidade de comprimento

igual a p, tensionada pela forga F, quando excitada, pode produzir frequéncias de vibragédo

dadas por f = (%)\/Ecom n=1, 2, 3, 4,... A velocidade de propagacdo da onda na corda é
1

V= [—.
u

a) Obtenha uma expressdo que relacione os possiveis comprimentos de onda com o namero n.

b) Desenhe os 4 primeiros modos de vibracao para a corda.

a)
veurs o B oo
1) 2L\ 2L
2L
:> = —_ -
b)

/’—_ S
D/ \D 1° modo

X A~
SV L

4° modo
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14. (ITA) Quando afinadas, a frequéncia fundamental da corda La de um violino é de 440 Hz
e a frequéncia fundamental da corda Mi deste mesmo instrumento é de 660 Hz. A que
distancia da extremidade da corda |4 se deve colocar o dedo para se obter o som
correspondente ao da corda mi O comprimento toda da corda la é igual a L e a distancia

pedida deve corresponder ao comprimento vibratdrio da corda.

a) 4L/9
b) L/2

c) 3L/5
d) 2L/3

e) Nao é possivel a experiéncia.

frequéncia do violino 1:440Hz
frequéncia do violino 2:660Hz

n

f=—v
2L

o f ="y = 440= v, = v, —880L,
2 2L,

= f, :va = 660:iv2 =V, =1320L,
2L, 2L,
Vi =V,
880L, =1320L,
880L, 2
>L=——"=L ==
21320 23 L

Resposta: d
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15. (FUVEST) Ondas estacionarias podem ser produzidas de diferentes formas, dentre elas
esticando-se uma corda homogénea, fixa em dois pontos separados por uma distancia L, e
pondo-a a vibrar. A extremidade a direita € acoplada a um gerador de frequéncias, enquanto a
outra extremidade estd sujeita a uma forca tensional produzida ao se pendurar a corda um
objeto de massa mpy mantido em repouso. O arranjo experimental € ilustrado na figura.
Ajustando a frequéncia do gerador para f;, obtém-se na corda uma onda estacionaria que vibra
em seu primeiro harmonico.

corda wbrante
| gerador de

frequéncia.

—_—

Ao trocarmos 0 objeto pendurado por outro de massa M, observa-se que a frequéncia do
gerador para que a corda continue a vibrar no primeiro harménico deve ser ajustada para 2f;.
Com isso, é correto concluir que a razdo M/mq deve ser:

a) 1/4 Note e adote:
b) 1/2 A velocidade da onda propagando-se em uma
C) 1 corda é diretamente proporcional a raiz
d) 2 guadrada da tens3o sob a qual a corda esta
) submetida.
e) 4
n
f.=—V
2L
F
V= |—
n
T =ma
1 T
fi=or 1

]
-5

:4T1:T2:>4m0)a(:Ma
:>M:4
mo

Resposta: e
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16. (UFV) A corda ré de um violdo tem a densidade linear de 0,60 g/m e esta fixada entre o
cavalete e o extremo do braco, separados por uma distancia de 85 cm. Sendo 294 Hz a

frequéncia da vibracdo fundamental da corda, calcule:

a) a velocidade de propagacdo da onda transversal na corda;
b) a tracdo na corda.

i=0,6g/m=pn=6-10"kg/m
L=85cm= L =0,85m
f =294Hz

a)
A
L=E:>X=2L:>X=2~O,85:>X:1,7m

V=AM =>Vv=17-294=Vv=499,8 = v = 500m/s

— 500 = =5
\f 6. 1041

=T =(5-10*)-(6- 10’4):>T 52.10*-6-10™*
=T =25-6=T =150N
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59 Momento: Atividade avaliativa

Duracéo: 1 aula de 45 minutos.

Requisitos: Dominar o contelido exposto nas aulas anteriores, ter dominio nos calculos
envolvendo notacdo cientifica, conhecimento e interpretacdo de algarismos significativos e
aproximacoes, deducdo de conceitos matematicos e fisicos.

Recursos utilizados: Lousa, giz, caderno, caneta.

Organizacao da classe: A avaliacdo sera realizada coletivamente — por todos os alunos da
classe, porém cada aluno desenvolvera sua atividade avaliativa individual.

Objetivos: Desenvolver as habilidades e competéncias propostas nesse plano de aula.
Metodologia: Aplicacdo de avaliacdo individual; observacdo na aprendizagem e
desenvolvimento da classe, frente ao aos conteudos apresentados; propor atividade avaliativa
de recuperacdo, caso o aluno ndo atinja a mencao satisfatoria.

Desenvolvimento: A avaliacdo serd aplicada numa folha impressa contendo exercicios de
vestibulares no formato de situa¢es-problema com multipla escolha, e questbes dissertativas,
para formalizar compreensdo dindmica no processo de ensino-aprendizagem.

Obs.: Os alunos ndo podem se comunicar entre si durante a avaliacdo, pois ela seréa realizada
sem consulta; O tempo disponivel para a realizacdo da avaliacéo é até o término da aula.

17. (UFU) Uma corda de comprimento L = 2,0m tem as duas extremidades fixas. Procura-se
estabelecer um sistema de ondas estacionarias com frequéncia igual a 120 Hz, obtendo-se o
terceiro harmonico. Determine:

a) o comprimento de onda;
b) a velocidade de propagacao;
c) a distancia entre um nd e um ventre consecutivo.

L=2m f =120Hz

a)

a=2t =22 52 s 133m
n 3 3

b)

V:Xf:v:g-l20:v:l60m/s

c)

4
d=§:>d=@:>d=i:>dzo,33m
2 2 1
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18. (FURG) A propriedade que uma onda possui de contornar um obstadculo ao ser
parcialmente interrompida por ele é conhecida por:

a) reflexao

b) refracao

c) difracédo

d) polarizacao
e) interferéncia

Difracdo é a propriedade que a onda possui de contornar obstaculos.

Resposta: ¢

19. (FUVEST) Considere uma corda de violdo com 50 cm de comprimento que esta afinada
para vibrar com uma frequéncia fundamental de 500 Hz.

a) Qual é a velocidade de propagacdo da onda nessa corda?
b) Se o comprimento da corda for reduzido a metade, qual serd a nova frequéncia do som
emitido?

L=50cm=L=0,5m

f =500Hz

a)

L=t o=l
2

—A1=2-0,50=>A=1m

v=A =v=1-500
= v =500m/s

b)

L=0,25m

L=&:K=2L
2

=>A=2:-0,25=X1=0,5m

V=2 =500=0,5f
500

05

— f =1000Hz

= f
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20. (FUVEST) A frequéncia fundamental do som emitido por uma corda vibrante é dada pela
expressao:

emque T é atracdo, ué a densidade linear e L o comprimento da corda. Uma corda de 0,50 m

com densidade linear 10 kg/m est& submetida a uma tragéo de 100 N.

a) Calcule a frequéncia fundamental do som emitido pela corda.

b) O que se deve fazer com essa corda para dobrar a frequéncia do som fundamental?

L=0,5m
nw=10"kg/m
F =100N

a) fzz—lL\/E:f: L 10_0:f:\/104:f:100Hz
M

2-0,5\107?
b)
f =100Hz = 2 f = 200Hz

=— 00 = 200= 1 10°
0 L

:>200—— 100= L= 100:>L:1m0u L=0,5m
L 200 2

Portanto, a medida do comprimento inicial da corda, deve ser reduzida para a metade.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho procuramos apresentar um estudo conceitual e tedrico, visualizando os
detalhes fisicos ou mesmo abstratos, da equacdo de onda unidimensional e suas solucdes
numa corda vibrante. Esforcamos também por relacionar defini¢ces historicas e cientificas,
com o objetivo de agregar contetdo, gerando assim, motivacdo e enriquecimento ao tema
estudado.

Também, alguns resultados que foram obtidos e expostos no decorrer e
desenvolvimento do texto, tem relacdo direta com a teoria das séries de Fourier e 0 método da
separacdo de variaveis para a resolucdo do problema da corda vibrante com as extremidades
fixas, onde, conceitos elaborados por esse ultimo autor mencionado, se tornam
adequadamente préprios para as situacbes onde ha mais complexidade, devido as forgas
resistivas ou elasticas encontradas numa corda, quando posta para vibrar.

Evidenciamos também que, a constru¢do do plano de aula e sua aplicacdo, sdo
fundamentais para o bom desempenho das habilidades e competéncias desenvolvidas no
cotidiano escolar, assim, buscou-se fortalecer o vinculo entre o ensino e a aprendizagem, de
forma contextualizada e interdisciplinar, embasada a partir de situacfes-problema, colocando
0 aluno como protagonista no processo de evolugéo escolar.

Por fim, apesar das limitagGes intrinsecas, relacionadas a qualquer investigacdo de
natureza teorica, esse estudo também teve como pretenséo, ser mais um complemento, no que
alude a organizacdo entre os contetdos de Matematica e Fisica, observados nas cordas de um
instrumento musical e, as ondas produzidas a partir das mesmas (cordas).

Como sugestdo para pesquisas futuras, propomos a continuidade dessa investigagéo,
estendendo-a para outros niveis do ensino, tais como, segundo ciclo do Ensino Basico ou
mesmo para 0 Ensino Superior, incentivando a busca por contetdos voltados para o
vestibular, como aqueles com complexidade mais elevada e que podem ser trabalhados no dia
a dia, onde, os diversos conceitos matematicos inter-relacionados, fomentam a descoberta e

fundamentam a formacao qualitativa. Outra proposta compreende despertar os professores,
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para as vantagens resultantes no processo de ensino e aprendizagem de Matematica, Fisica e
Ciéncias da Natureza, atraves de aulas integradas com conceitos musicais, onde, a ligacdo e a
estrutura entre os conteddos de matematica e musica produzidos pelas cordas, sejam

aplicados.
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