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Resumo

Neste trabalho considero as equagoes da autogravitagao para sistemas sem colisoes, estaticos
e isotrépicos no contexto da teoria da relatividade geral. A partir destas apresento a forma
da funcao de distribuicao quando consideramos duas equagoes de estado, e demonstro a
impossibilidade de modelos auto consistentes com equacoes de estado da forma PT = kP"
e P" = wp, quando k for um semi inteiro. Como uma aplicacdo de interesse na astrofisica,
pretendo estender os modelos newtonianos pertencentes a familia Hypervirial para a
relatividade geral, dando um enfoque ao modelo de Hernquist. Para tal utilizo uma solucao
analoga as solucoes de fluidos perfeitos estaticos com simetria esférica, a qual, através das
equagoes da autogravitagao, permite obter uma funcao de distribuicao consistente com
a mencionada métrica. Apresento como estabelecer um limite para a massa do sistema

usando esta funcao de distribuigao.

Palavras-chave: Autogravitacao. Relatividade. Hypervirial.
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1 Introducao

Na tentativa de descrever galaxias nos deparamos com a imensidao do nimero de
componentes, sendo algumas galdxias compostas por mais de 10'? estrelas. Tal quantidade
astrondémica de constituintes torna impraticavel trata-la como uma colecao de pontos
massivos, portanto por praticidade trataremos tais problemas de uma forma estatistica.
Mas do ponto de vista estatistico, tal problema pode ser interpretado de uma forma
continua, assim como fariamos com um fluido, a densidade de massa e o potencial que
descrevem o sistema serao continuos e suaves por toda a regiao, tal aproximagao permite
desenvolver modelos analiticos que representem sistemas astrofisicos com boa precisao,
e a partir deste momento chamaremos estes por autogravitantes ja que consideraremos
sua evolugao apenas governados por forcas gravitacionais. Modelaremos tais sistemas por
meio da teoria cinética, cuja proposta é determinar a evolucao de sistemas de muitos
componentes, em geral, governados por uma equacao cinética ou de fluido. Nos casos em
que trataremos a equacao governante sera a de Vlasov, ja que desconsideraremos colisoes,
que em conjunto com a equacao de Poisson ou de Einstein caracterizam nosso sistema

autogravitante.

Para simplificar os modelos consideraremos sistemas de simetria esférica, estes nao
sdo apenas boas ferramentas para entendermos a estrutura, que podem ser estendidos a
simetrias mais gerais, de modelos autogravitantes, mas também por que muitos objetos de
estudo da astrofisica e cosmologia apresentam, com boa aproximacao, simetria esférica, por
exemplo clusters de galaxias, clusters globulares e até mesmo algumas galaxias elipticas,
e por nao termos muitas informagoes a respeito das distribui¢des do contetido escuro de
galdxias estes sdo tomados como tendo simetria esférica (EVANS; AN, 2005; EVANS; AN,
2006; AN; EVANS, 2005; NAVARRO; FRENK; WHITE, 1996; HERNQUIST, 1990). E
em geral, o comportamento de sistema estelares é satisfatoriamente descrito pelas leis
de Newton, portanto muitos modelos atuais ainda sao feitos no contexto da gravitacao
newtoniana. Porém em alguns casos os modelos newtonianos se mostram inadequados,
como por exemplo para o nicleo galactico ou clusters globulares, onde efeitos relativisticos
se tornam relevantes. Mas mesmo no contexto relativistico ndo descartaremos o sucesso
da teoria newtoniana, entao construiremos extensoes relativisticas de modelos ja muito
estudados na literatura, como é o caso da familia Hypervirial, que entraremos em mais

detalhes a frente.

Para termos uma descricao estatistica completa devemos determinar a funcao
densidade de probabilidade ou funcao de distribui¢do (DF), como a chamaremos no
decorrer deste trabalho, o qual representa a densidade de probabilidade de uma tinica

particula ser encontrada no espago de fase em um tempo ¢ com posicao e momento linear
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x e P, respectivamente. No caso de interesse deste trabalho, onde sistemas sem colisoes
serao considerados, a DF deve satisfazer a equagao sem colisbes de Boltzmann ou de
Vlasov. Para construirmos um modelo poderiamos supor uma DF e depois, a partir desta,
determinar o par densidade-potencial (tal abordagem é conhecida como "f to p"), ou
poderiamos supor o par densidade-potencial e determinarmos a DF (tal abordagem é
conhecida como "p to f"), independente da abordagem escolhida deve ser resolvido o
sistema de Vlasov-Poisson ou Vlasov-Einstein, dependendo se tratamos casos newtonianos

ou relativisticos, respectivamente.

Este trabalho ¢é dividido da seguinte forma. No capitulo 2 desenvolvo a teoria de
modelos auto consistentes na teoria Newtoniana, em geral tomando como base BINNEY
TREMAINE, 2008, e neste mesmo capitulo apresento os modelos da familia Hypervirial.
O capitulo 3 é totalmente devotado a uma introducao a teoria da relatividade geral,
com o intuito de estabelecer a estrutura de espagos tempo estatico e isotrépico que
necessito para desenvolver os capitulos seguintes. No capitulo 4 desenvolvo as equagoes de
autogravitacao para sistemas estaticos e esféricos sem colisdes na teoria da relatividade
geral, e ja estabeleco algumas condi¢oes sobre o tensor de energia momento. Aplico também
as equagoes de autogravitacdo quando conhecemos as equagoes de estado do sistema e
assim demonstro duas proposi¢oes. E finalmente no capitulo 5 aplico as equagoes da
autogravitagao para desenvolver uma versao relativistica da familia Hypervirial, ou seja,
completaremos a descricao da familia de modelos ja estudadas por NGUYEN; LINGAM e
VOGT; LETELIER por meio da determinacao da funcao de distribuicao, tornando assim

tais modelos auto consistentes.



Parte |
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2 Autogravitacao na teoria Newtoniana

Neste capitulo apresento os principais resultados da teoria de gravitacao Newtoniana
que serviram de base para a construcao dos modelos de interesse astrofisico mais a frente.
Tratarei apenas casos estaticos e de simetria esférica para poder simplificar as equagoes de
autogravitacao, mas o mesmo pode ser feito as demais simetrias. Também, por simplicidade,
consideraremos apenas um tipo de populagao contidos nestes sistemas, ou seja, todas as
particulas serao idénticas, e portanto apenas a DF de uma tnica particula necessitara ser

modelada, ja que esta possui toda a informacao estatistica relevante.

Nas ultimas subsecoes apresento a familia Hypervirial, esta constitui num conjunto
de modelos que obedecem o teorema do virial localmente. A importancia desta familia
de modelos se encontra no comportamento da densidade de massa nas regioes centrais,
apresentando uma forma p ~ r=7 (BAES; DEJONGHE, 2002), e tal comportamento é
esperado em galaxias elipticas e para a distribuicao de matéria escura. Um dos integrantes
desta familia é o modelo de Hernquist (HERNQUIST, 1990), este é interessante por ser
extremamente simples é por apresentar um perfil da densidade perto do centro da forma
p ~ r~1 também por obedecer a lei de Vaucouleurs para a luminosidade. Por causa do
perfil central da forma p ~ 7~ 0 modelo de Hernquist é bom candidato ao contetido escuro

de galéxias.

2.1 Sistema de Vlasov-Poisson

A equacdo de Vlasov descreve um sistema de muitas particulas quando colistes sao
desconsideradas, ou seja, a tnica interacao entre as particulas é a gravidade suavizada pela
colecao de particulas que compdem o sistema, e por isso o chamamos de autogravitante.
A equacao de Vlasov é nada mais que um caso particular do Teorema de Liouville, a
equacao de Liouville se reduz a de Vlasov quando consideramos uma grande quantidade
de particulas idénticas que nao se colidem (BINNEY; TREMAINE, 2008). Considerando
tal estrutura a descricao do sistema é dado pela determinacao da DF, que se trata de
uma func¢ao das coordenadas, dos momentos lineares e do tempo, sendo interpretada como
uma densidade de probabilidade no espago de fase. A determinacdo da DF, no contexto

newtoniano, se da por meio da solugao do sistema de Vlasov-Poisson.

A equacao de poisson

V2p = 4nGp
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quando é considerado a conexao entre a densidade de massa com a DF, que é dado por
p= [ Fit.z,P)aP,

se torna equagao de autogravitagao newtoniana (BINNEY; TREMAINE, 2008):

Vi = 47TG/]-"(25, v, P)dP. (2.1)

Para completarmos o sistema, e definirmos unicamente a DF, precisamos da equagao

de Vlasov ou sem colisoes de Boltzmann, esta pode ser escrita como:

g_ai+i OF du; | OF 4P\ _
dt ot or; dt ~ oP; dt |

i=1

A unido de (2.1) e (2.2) forma o sistema de Vlasov-Poisson.

2.2 Equacoes de Movimento e Integrais de Movimento

Da equagao (2.2) vemos que DF é uma integral de movimento, e pelo teorema de
Jeans (BINNEY; TREMAINE, 2008) podemos considerar que DF é fun¢do das demais
integrais de movimento. Devido a simetria esférica que consideraremos as demais integrais
de movimento sao E, L e L,, entdao deveremos ter que F = F(FE, L, L,). Tal modifica¢ao
faz com que DF ja satisfaca (2.2), e algumas simplificagdes na equagao (2.1) podem ser

conquistadas por meio desta.

As integrais de movimento podem ser escritos, ja considerando coordenadas esféricas

por simplicidade, como funcao das variaveis do espaco de fase da forma:

7)2

" 2m

E +¢(r),

L= rz\/Pf + Py *sen2d),

L., = 7‘2sen2977¢.

Invertendo as expressoes, teremos as equacoes de movimento



2.8.  Simplificando a Equagio de Autogravita¢io 19

1
Pu = TQSeHZGLZ’ (2.32)
1 L’
12

usaremos estas expressoes para modificar as varidveis de integragdo para a equagao (2.1).

2.3 Simplificando a Equacdo de Autogravitacao

Como ja explicado previamente usaremos as equagoes (2.3) para simplificar a
equagao (2.1), ou seja, mudaremos das variaveis (P,, Py, Py) para (E, L, L,). Devemos
tomar certo cuidado devido aos sinais nas equacgoes (2.3), e deveremos separar entre os
diferentes sinais para P, e Py, ou seja:

[ FaP = [ Frisengdp;rapfaP, + [ FrisengdP; dp;ap,
+ / FrisenddPFdP; AP, + / FrisenddP-dPy APy,

mas o Jacobiano para todas as partes serd o mesmo

(9(7%,7%,7%) . mL
O(E,L,L,) | r5sen20P+P,’

entao cada parte contribuird com o mesmo, concluindo:

J:

3y mLF
/]:d P = 4/// risend PP, dBdLdL..

Tal escolha de variaveis também se justifica pela facilidade de encontrarmos os

limites de integragao, pelas equagoes (2.3) temos:

—Lsenf < L, < Lsend,

0<L<ry2m(E - ¢),

o(r) < E <0,

sendo a ultima determinada pela energia maxima que uma particula pode ter neste sistema

sem escapar, supondo que li_>m ¢(r) = 0. Assim concluimos:
T o0
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Lsen6 mLF
— 4 / / / _MES 4p.dLdE.
(r) Lsend T4send PP,
Como trataremos de casos de simetria esférica, podemos considerar que a DF s6

dependa de E e L, entao podemos simplificar ainda mais nossa expressao:

d)) mLJF Lsen®
—4 / / dLAE /
(r) risenf P Lsend 736

_ dmm / " / emiee EdeE (2.4)

Entao ao definirmos o par densidade-potencial podemos, por meio da equacao

acima, determinar a fun¢ao de distribuicao.

2.4 Velocidade Média e o Tensor de Dispersao de Velocidades

A conexao da teoria e a observacao se d4 por meio do calculo de v e aﬁ (BINNEY;
TREMAINE, 2008), mas para tal precisamos estabelecer a velocidade média v e o tensor
de dispersao de velocidades cr . Determinar ¥ é o mesmo que P, entdo teremos para cada

componente:

1
P, =— | P.FPP
p(?")/

a integral novamente pode ser expandida como anteriormente:

/ PFEP = / P+ FrisenfdPrdP;}dP,, + / P FrisenfdP-dP; dP,

+ [ PHFi*senddP; APy APy + [ Py Fr*senddP; dP; P,

E quando modificarmos as variaveis de integracao para as integrais de movimento,

como ja o fizemos anteriormente, teremos a expressao

Lsenf 7)+ mLJF
PP =2 / / / MBS g ALAE
/ b7 () Lsenf 7“48611077+739+
Lsen@ P*mL]:
2 / / / M g dLdE,
+ Lsen@ T4SGH9P;’—P;_

mas como P." = —P temos que a integral é zero independente da escolha da DF, portanto
P, = 0. O mesmo ocorre com Py, entdo Py = 0. Para P, a integracio nao ¢ tao simples, e

escrevendo a expressao:
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_ 0 ry/2m(E—¢) rLsend P.mLF
— [P, FEP =4 / / / ML ALAE,
P / PuFd'P ¢(r) Jo —Lsend T4send PP,

Assim como anteriormente consideraremos F = F(F, L), portanto

2m(E ¢ mLF Lsené Pw
—4 / / dLAE / VAL,
Py = risendP+ Lsend Py -

Lsenf PT/J Lsenf Lz 1 T
= [ SdL= [ cdL = [
Lsené 7)9 Lsenf SGDQQ /L2 _ 55520 —1 4/ 1—=x
ou seja, Py = 0.

Este resultado nos permite concluir que para qualquer sistema, sob nossas suposicoes,

vai possuir velocidade média v = 0.

O tensor de dispersao de velocidades afj ¢ determinado pela expressao:

— _ 1
0'1-2]- = 7712;(7’)/(7% _7)@) (Pj —Pj) fdglp == m2

P.

Segue desta que as Unicas componentes nao nulas de az] sao os elementos da
diagonal, ou seja, aij =0set # j. Apos alguns calculos temos as componentes nao nulas

2.
de o7

ra/2m(E—¢
o2 = 27 / / ' LFPrALAE,
mr

Tr

/ / V L?ideE

er

—dLdE =

> / / vam L3F Tio
o .
vy mrﬁsenQH p(r sen?f

Também os elementos de 0 possuem uma relacao direta com a pressao, dado por:

Pr:P(T)UQ Py = Pw—ﬂ( )7’ 009

rr?

Tais resultados nos ajudarao conectar os modelos newtonianos aos relativisticos.
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2.5 Familia Hypervirial

A familia Hypervirial (NGUYEN; LINGAM, 2013; EVANS; AN, 2005; AN; EVANS,
2005) é um conjunto de modelos estaticos de simetria esférica cujo par densidade-potencial

¢ dado por:

0 (s
by oy o PO (&)

@) e ()T

Supondo a DF (EVANS; AN, 2005) como

F= AEP (L),

e substituindo em (2.4), teremos:

p(r) = 2 dEdL =

4Wm/0(Ef/¢ﬁKEBM1
o(r) P

2a+1

20+1
dE/
m

— A B am(E =0

2a+1

= 2na m)" () [ e 1) e [ N
— X

= Cro(n)™ 7,

onde
2a+1

5 [0

C’:27TA2m°‘+5/ x5$—1a+2dx/

m)™* [ (=) s

Ao reescrevermos a equacao da densidade de forma a identificarmos mais facilmente

os parametros a e 3, teremos

(v + 7 2g(r)"™
47TGCL'Y¢02FY

plr) =~ = Crg(r)™ 7,

assim concluimos que o = v/2 —1e = (3y+ 1) /2, o que nos permite determinar a
141 \/_F< ) (3’Y+3>
['(2v +2)

v+ D2y +2)
4ms (2m)"5 T (3) T (352) Gavgo®

constante A:

(D
ArGar gy

=—mA(2m)2 =

= A=
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Resumindo, temos a familia Hypervirial descrita pela funcao de distribuicdo, densi-
dade e potencial gravitacional abaixo, estes sdo equivalentes aos resultados encontrados

por NGUYEN; LINGAM; EVANS: AN; AN; EVANS,

_ v+ 102y +2) s
RO CO AT
Po
o(r) = - —, (2.6)
(1+(2))
oy +1) (£)
iy = 0D (27)

a1+ (2)]
Agora que sabemos a DF podemos determinar o tensor de dispersao de velocidades,

que apos alguns célculos:

o2 — —p(r)
T 2m(y + 1)

o2 — 1 o(r)
90 dm(y + 1)

2.5.1 Modelo de Hernquist

O modelo de Hernquist (HERNQUIST, 1990) é um constituinte da familia Hyper-

virial, cujo potencial gravitacional é dado por

%
1+

¢(r) =

ou seja, é modelo no qual v = 1, portanto seguindo as expressoes (2.5), (2.6) e (2.7)
(BAES; DEJONGHE, 2002), temos em resumo o modelo auto consistente de Hernquist:

3

o 21 —1
FBL) = gy B
b0
o) =~
p(r) = %

B 2rGar {1 + 2}3
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3 O espaco tempo estatico e isotrépico

3.1 Introducdo a relatividade

Nesta secao apresento os principais resultados da teoria da relatividade geral
que serao utilizados posteriormente, serao considerados unidades onde ¢ = 1, sendo ¢ a

velocidade da luz e adotaremos a convencao de Einstein para somas.

Seja um espaco quadridimensional caracterizado por uma métrica g, de assinatura
(—,+,+,+), onde a primeira coordenada z° tem caracteristicas temporais e as demais z°
sao coordenadas ordinarias como no caso newtoniano. Assim distancias neste espago sao

determinados pela equagao:
ds® = g,, dztdz” (3.1)

A teoria da relatividade geral se baseia no principio da equivaléncia, esse expressa a
indiferenca das leis fisicas quanto a um movimento uniformemente acelerado e um campo
gravitacional uniforme, (WEINBERG, 1972). A partir do principio da equivaléncia temos
as equacoes de movimento de uma particula pontual em queda livre:

d2z+ L dz” da°

dr? YO dr dr
estas equacoes representam as geodésicas deste espago, onde [ é a conexao e sua relagao
com a métrica é dado por (WEINBERG, 1972):

—0, (3.2)

1
Flrja = §g,u)\ (gVA,J + Jorv — gua,)\) . (33)

Outro tensor importante que caracteriza a curvatura do espago é o tensor de Ricci

(WEINBERG, 1972):
Ry = rjm — rfm 5+ FZAF;] — rzarﬁn. (3.4)

Deste podemos determinar o escalar de Ricci por meio de R = g" R,,,,. Assim a equagao
de campo de Einstein é (WEINBERG, 1972):

1
R, — §gWR = —81GT,,. (3.5)

Onde T" é o tensor de energia momento, este contém a informagao sobre o contetido

material do sistema, seu andlogo classico é a densidade.

3.2 A métrica isotropica e estatica

Uma métrica estatica é aquela no qual suas componentes nao dependem da variavel

temporal, sendo simetria esférica descrita pela isotropia da métrica pelo espaco, ou seja,
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rotacoes nao modificam a métrica, qualquer que seja a diregao observada a geometria do
tempo espaco serd a mesma. Com essas consideracoes, de forma geral, podemos escrever o

tempo proprio em termos das varidveis invariantes r, dz? e x - de (WEINBERG, 1972):
dr? = F(r)dt* — 2E(r)dtx - dx — D(r)(z - dz)* — C(r)(dz)?
Tomando uma mudanga nas coordenadas espaciais da forma
r1 = 1cosysind,
Lo = rsinsinb,
T3 = rcosb

e assim teremos o tempo préprio escrito segundo
dr? = F(r)dt* — 2rE(r)dtdr — r*D(r)dr* — C(r) (dr2 + r2d6? + r? sin? Hde) .

Podemos redefinir nossa variavel temporal de forma que

t'=t+o¢(r) e dng?“) = —ZE((:;

Com estas consideragoes teremos o tempo préprio da forma

dr? = F(r)dt”” — G(r)dr? — C(r) (dr2 + 7r2d#? + r? sin® 9d¢2> :
Temos liberdade na escolha da coordenada radial, entao definindo

r = exp/ [gg:; + 1]%(1:,

teremos

dr? = H(?"”)dtﬂ . J(T”) (dT’H2 + 7“//2d92 + 76/12 sin2 0d¢2) ‘

Entao neste formato, alterando a nomenclatura, por simplicidade, das coordenadas

temporal de ¢’ para t e radial de r” para r, as componentes da métrica nao nulas sdo:

gu = —H(r); g = J(); g0 = J(r)1%: gy = J(r)r?scnd. (3.6)

Sera para uma métrica nesta forma que construirei toda a teoria.

3.3 Integrais de Movimento para a queda livre

Nesta secao determinaremos as integrais de movimento em queda livre para uma
métrica isotrépica e estatica, tais resultados sao validos para qualquer métrica satisfazendo
as condigoes da secao anterior. Para facilitar a notagao, posteriormente, denotamos as
integrais de movimento por £, L, e L?, tal notacdo também facilita a identificacio com as

integrais de movimento newtonianas.
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3.3.1 Integral de movimento do tipo energia

A integral de movimento de tipo energia pode ser obtida ao considerarmos uma
hamiltoniana que leve as equacoes de movimentos para a queda livre, ou seja, as equagoes

da geodésica. Para isto comecamos de uma acao bem especifica S = [ mdr, onde 7 obedece

a relagdo dr? = —g,,dz"dz” e a portanto nos permite expressar
dx”
mdr = —g,,/Ptdz” = —guﬂwgdt,
consequentemente
dx” da?
S:—/ ﬂw—ﬂh:—/ P+ g P —)dt.
Iu dt (gtt Gij dt )

Tal expressao nos leva a considerar a variavel t como o parametro de evolugao, ao
invés do tempo préprio 7, e, consequentemente, podemos interpretar, associada a agao,

como a Langrangiana a expressao
da’

L= £($i(t)a Ui(t)a t) = guP" + gijpi 1

onde definimos v*(t) = da’/dt. Entdo as componentes espaciais do quadrivetor P, podem

ser expressas por
D dz; dx; dt cda;

i = m = m _— =
dr dt dr d¢

enquanto que, a componente temporal é dado por P; = g;P?, onde P! pode ser expresso

= Pgiv’ ().

em termos de v* por meio da condicao de casca:

guP'P' = —m? — g;;P'P! = —m? — g;; P'Pv'v! =

—m2

= Pt = ———
gie + gijv* VI

Voltando a equagao (3.7) teremos
L2, 0, t) = my/—gu — gigvivd. (3.8)

Tal expressao, como ja era esperado, leva as corretas equacoes de movimento, ou

seja,

d (0L oL dU*
— a5 ) — 25 = = % UM,
dt (81}’“) oxk 0= dr wUU

Para construirmos a Hamiltoniana, H(x*, py,t) = ppv* — £, primeiros determinare-

mos o momento covariante generalizado py usando (3.8)
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oL muy,

P = - —
ovt \ i — Gijvte?

levantando o indice temos sua forma contravariante

k
% muv

p=- —
\ G — Gijvtv?

Também, segundo a expressao da Hamiltoniana, precisamos de v*(py, 2%), o qual

pode ser determinado de

kL m2u v
b i + vgvh
assim )
k —GitPkP
VU = ———— 3.9
¥ m? + ppF (3.9)

A expressao (3.9) é 1til para a obtencdo de pyv®, este pode ser expresso por

S ok
ppv” = —$vk — _M_ (3.10)
\ 9 — vpv* \ m? + ppk

Tal expressao (3.9) também nos ajuda a escrever (3.8) de uma nova forma

2
M=/ —gut

\/m? + gt

E:

e, finalmente, obtemos
H(z", pr, t) = —v —gu\ 9¥ prpi + m? = gy P' = Py (3.11)

Ja que a métrica nao depende da coordenada de tipo tempo explicitamente, entao
OH (2%, pr, t dH (z", pi,t
(@, pr, t) -0 . (@, pr, t) — 0,
ot dt

o que implica

dr dt dr ’
ou seja, H = P, é integral de movimento. Poderiamos ser mais diretos por meio da derivada

dP,/dr:
d73t o dgttpt o tdgtt dPt .
A T dr D dr Ty T
= gtt,uPtUV - gtthwP“UV =

14 1 « 14
= gtt,uPtU — Gut [QQt (Qua,u + Grap — gyy,a>:| PrUY =

1
= gtt,VPtUV — Gt [29tt(9ut,u + Gt — gyu/,t):| PHUY =
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1 1
= gtt,VPtUV — ig‘ultjy,P‘ulUV — §gytﬂu7)uUV =

1 1
= gtt,uPtUV - igtt,VPtUV - Egtt,,uPuUt =

1 1
= gtt,VPtUV - igtt,uPtUV - §9tt,uU“Pt = 0.

Como concluimos o mesmo resultado, vamos identificar P; como sendo a nossa

integral de movimento tipo energia.

3.3.2 Integral de movimento do tipo momento angular

Ja relacionamos a energia E com Py, entao esperamos conseguir relacionar as demais
componentes do quadrimomento com outras integrais de movimento, é direto demonstrar

que Py, ¢ uma quantidade conservada:

APy _ dlgpwP) _ 5y dges APV

dr dr dr G dr

= Guwu P U" = gyl UP” =

1
- gw

9 (.gmﬁ,l/ + gl/w,u - guu,¢) UMPV =

= Gy P U" = gyy
= poun — Lo o~ L ey —
gi/“l&# 2g/,ﬂ[1,1/ QQval'L
1 L1
= gy, PYU" — S JuwuU PV~ 39wl "PY =0

Entao ja possuimos nossa segunda integral de movimento, e a identificaremos por
L., para completar nossa analise devemos encontrar uma terceira integral de movimento.

Retornando a equac¢do de movimento para coordenada 6:

du’ 9 1770 0 TroTTY
T

d(gopU"? o
_, dlgeel) Coiegee(Uw)Q:O. (3.12)

dr sin

De (3.12) ¢ simples demonstrar que (Py)? + (Py)?/sin? § é uma quantidade conser-

vada, ou seja:

Para demonstrar esta afirmacao de forma mais completa basta determinar esta

derivada (Puy? ,
d|(Po)’ + Sg] _ a4y

dr dr dr
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dPy 2cosb

_ B 2770 _
= 2P d sin® 0 (Pu)U
d(geeP? cosf |
A [ ( (01197 - sin?’egee(Pw)2 =0

dr - -399 (U¢)2 =0.

Assim concluimos que Py, = L, e (Py)? + (Py)?/sin?0 = L? sdo integrais de
movimento, que juntas com P, = E e g, P*P¥ = —m? ddo de forma completa a descrigao

do movimento de uma particula.

3.3.3 Equacoes de Movimento

Sabendo as integrais de movimento podemos construir as equag¢oes de movimento

para a queda livre, assim de forma similar ao caso newtoniano temos:

dt

mo— = Pl = —¢"FE, (3.13a)
d

mdf = PY = g™, (3.13b)

do _ b _ 00 [ 12 Lg

dr P j:\/_ng2 _ g99L2 — m2

m— =
dT Grr

(3.13d)

Estas equacoes nos ajudarao a construir as equacoes de autogravitacdo mais adiante. Po-
demos, ao tomar o limite newtoniano, perceber que tais equagoes se reduzem corretamente
as equagoes de movimento do caso newtoniano, o que de certa forma comprova a forma

escolhida para a métrica.

3.4 Condicoes de Energia

Para que um modelo seja fisicamente aceitavel ele deve satisfazer algumas condigoes.
No caso newtoniano, em geral, a massa é considerada uma quantidade positiva, e portanto
os modelos construidos devem satisfazer p > 0. Outra imposicao, relevante em alguns
casos, ¢ a de pressao positiva. Ou seja, devemos impor condigoes sobre a matéria ou fonte

do potencial gravitacional.

O mesmo ocorre em relatividade geral, uma série de condi¢oes deve ser impostas

sobre o conteido da matéria fonte, com o intuito de garantir que o tensor de energia
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momento, ou a nossa teoria material, é fisicamente aceitavel. Estas formam um conjunto
de desigualdades sobre o tensor de energia momento que se reduzem de forma razoavel as
condigoes ja impostas sobre a teoria newtoniana. Existem véarias condigoes ja desenvolvidas
para relatividade, as mais utilizadas na literatura, e a que utilizaremos neste trabalho, sao

as condigbes nula, fraca, forte e dominante de energia (POISSON, 2004), dadas por:
1. Condicao nula de energia
Seja [ um vetor de tipo luz, ou seja, aquele no qual a relacao
gul'l” =0

é satisfeita. Assim a condicao de energia nula afirma:

T, 1M1 > 0.

2. Condigao fraca de energia

Seja u! um vetor do tipo tempo, ou seja, aquele que a relacao
guutu” <0

é satisfeita. A condigao fraca de energia afirma que
T, utu” > 0.

3. Condigdo dominante de energia

Seja y® um vetor casual (tipo tempo ou luz) que aponta para um tempo futuro, ou
seja,

9"y’ <0 e y' >0.

A condi¢ao dominante de energia afirma que além da condicao fraca de energia seja

valida também deve ser satisfeito:
Guv (TﬂayaTyﬁyB) <0.
4. Condicao forte de energia A condicao forte de energia afirma:
1 a, b lal a, b
Tap — §gabT u'u’ = Typu'u” >0
onde u® é um vetor do tipo tempo que aponta para o futuro, ou seja:

guutu” <0 e ut>0.
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4 Autogravitacao na teoria da relatividade ge-

ral

Neste capitulo apresento o sistema de Vlasov-Einstein, que governara os modelos
autogravitantes que construiremos adiante. A seguir a partir das equagoes de movimento
construo uma forma simplificada para as equacoes de autogravitagdo quando consideramos
espacos-tempos estaticos de simetria esférica. E a partir de tal simplificacdo apresento

condicoes necessarias sobre o tensor de energia momento para termos auto consisténcia.

4.1 Sistema de Vlasov-Einstein

Novamente, supomos um sistema de particulas idénticas sem colisoes, e a equacao de
Vlasov nos dé& a descricao da cinética, mas agora escrita dentro do formalismo relativistico.
Por tratarmos agora de modelos relativisticos acoplaremos a equacao de Vlasov as equagoes

de campos de Einstein, dado por

1
R — g R = —8GT".

A relacao entre o tensor de energia momento, T, e a DF, associado a um sistema
autogravitante (FACKERELL, 1968), é dado por

T = / PHPYF/—gdiP
onde g = det(gus), P* = mda*/dr é o vetor quadrimomento e 7 é tempo préprio.
Escolhemos, por conveniéncia, P! > 0 e a integral é definida em toda regiao do espaco de
fase onde F > 0, sendo x* e P* interpretados como coordenadas independentes do espago
de fase. A regido do espaco de fase associado a uma particula de massa m é determinado

pela condigao de casca ("shell condition"), dado por

guntp,wpn = _m27 (41)
onde podemos expressar P! como funcao das demais coordenadas do espaco de fase,
Pt = PYP! M.

Substituindo a conexao entre o tensor de energia momento e a DF na equagao de

Einstein, concluimos a equagoes de autogravitacao para sistemas relativisticos:

%g/“’R — Rmwv _

7% 514 — 14
e /P PrF/—gd*P. (4.2)
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O sistema é completo quando unimos esta a equagao de Vlasov (FACKERELL,

1968), que na estrutura relativistica tem a forma:

0 A , 0

A equagao (4.3) é equivalente a dF/dr = 0, portanto novamente a DF é uma integral de
movimento, e portanto o teorema Jeans é valido (BINNEY; TREMAINE, 2008).

4.2 As equacoes da autogravitacao

Pelo teorema de Jeans podemos escrever a DF como uma funcao das demais
integrais de movimento m, E, L e L., fazendo com que seja conveniente a mudanca de
coordenadas na integraciao de (P!, P, P?, P¥) para (m, E, L., L). Tal transformagao se
da pelas equagoes de movimento (3.13), mas devemos ter um certo cuidado ja que as

transformacoes de P" e PY apresentam duas formas diferentes:

T Lm2 — L2 T r
7)+ = V T272 P = _P-i-: (44)

onde

L | L?
ol 1 z Pl — _pv. 4.
T T2 L2sin% 6’ - * (4.6)

Assim temos as equagoes de autogravitagao escrita na forma:

™ — =g { / PEPY FAPAPL AP’ AP
+ [ PrprFapapr aplap
+ [ PrprFapapap’ap?
+ / PHPYFAPAP AP APY| . (4.7)
Desta forma, devemos concordar a escolha de P* com a variavel de integracdo, ou seja,

particularmente o termo de 77 que envolve derde requere que P" — P e P — PpY.

Note que em todos os casos o Jacobiano da transformacao é

B mL
~ PYPTH J4rsen2d’

o(PL, P, P PY)
o(m,E,L,L,)
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e o dominio de integracao, ja nas novas coordenadas, é dado por

—Lsind <L, < Lsinf
0<L<L,,
mvVH<E< m,

0<m < o0,

(4.8)

Onde podemos justificar os limites de F por meio da condigao de casca (4.1) e da energia
de escape do sistema, o que pode ser encontrada por meio de (3.13d). Em r — oo temos
H = J =1 (como tomamos como suposi¢do que a métrica (3.6) tende assintoticamente

para a métrica de Minkowsky) o que nos da

|P"| = VE? —m?, r — 00

Portanto a energia de escape, em r — oo, € £ = m, ja que escolhemos a energia como
positiva, correspondendo ao valor |P"| = 0. Particulas com energia maiores que m nao

ficardo presos ao sistema.

Pela forma da métrica (3.6) podemos mostrar que as inicas componentes nao nulas
do tensor de energia momento sdo 7%, 77", T% and T%¥, as demais componentes sdo todas
nulas. Por outro lado, este fato poderia ser checado diretamente por meio das equagoes

(4.7), exceto para a componente T que nos faz impor sobre a DF a equacio

Ly rLsin® t
/ / / / PIPImLE 41 4 LdEdm - 0,
mf Lsinf P+P+

para que tenhamos T* = 0, por consisténcia.

Para todas as demais componentes nao nulas temos

L L 2
Tt — / / / / P ETmLE G rdpdm,
H5.J%risend mvVH Ly, PLPY

Lm L T
T — / / / / ’ P+mL“r dL.dLdEdm,
Hz J5r4send mvVH

Lm (L 0 L
T — / / o Pym F M g r.dLdEdm,

Hz J3r4 sen0/ /mf

L L
TV — / / / / " L mLf e M L dLdEdm,
Hz J2r8sen’d mvVH PP

onde definimos Ly = Lsin 0, para simplificar as expressoes. Como sabemos que a forma
da métrica demanda que as componentes T%, T e T% sejam funcoes apenas do raio r,

assim devemos esperar que a integral em L, nao leve a nenhuma dependéncia em 6, mas

/Le ]—“mELL dL /1 F(m, E, L ,xLsin0)
sin 0 N N

Lg

L9



38 Capitulo 4. Autogravitagdo na teoria da relatividade geral

Assim a DF nao pode ter dependéncia em L., ou seja,
F(m7 E? L? Lz) = ‘F(m7 E? L)?

e as expressoes para T sao simplificadas,

Lm Esz]:
tt
T = /2 7 / /m o / =R ALdEdm, (4.9)
T 4 oo fm L .
" = W/o /m\/ﬁ/o PimLFdLdEdm, (4.10)
00 _ Lm mL3]:
™= 7«6H1/2J7/2/ /mf dLdEdm, (4.11)
3
Y _ Lm mL F
g r6H1/2J7/2sen29/ foa diddm, (412)

As equagoes (4.11) e (4.12) sdo exatamente as mesmas para um espago estatico e isotrépico,

ja que T = T% /sin? f, também nao mais necessitamos de condigoes para a DF ja que
T = 0.

Como supomos as massas de todos os constituintes sao as mesmas, portanto

podemos simplificar ainda mais as expressoes de (4.9), (4.10)e (4.11):

47m m rLm B*mLF
T = / / = ALAE, (4.13)
F2H52 7312 i Jo P
o 4tm .
T = s /m o / P mLFALAE, (4.14)
27m L L3
T — mLF rar, (4.15)

rSH1/2J7/2 )i o

Assim construimos por meio deste raciocinio as equagoes de autogravitagao para
uma métrica estatica e isotropica, uma construcao parecida foi feita por FACKERELL,
1968, mas para uma métrica na forma padrao. Entao, ao definirmos as fungdes H(r) e

J(r) nas equagoes de (3.6), podemos determinar em principio a DF por meio das equagoes
(4.13), (4.14) e (4.15).

As equagoes (4.13), (4.14) e (4.15) impde sobre o tensor de energia momento
algumas condicoes. Devido ao fato de F > 0 teremos T% >0, T >0 e T% >0, ou seja,

T > 0. E Ao determinarmos

4rm? /m Lm LF
H:J3r2 JmvE Jo P
portanto T < 0.

Assim, vemos que F > 0 implica na validade das condi¢bes de energia, ja que

T > 0eT <0 sao condigoes mais fortes que as condigoes de energia.



4.3. Determinando a DF por meio de equagoes de estado 39

4.3 Determinando a DF por meio de equacoes de estado

Mostro nesta secao como estabelecer o espaco-tempo completamente, e portanto a
DF, por meio de duas equagoes de estado. E demonstro duas proposicoes que estabelecem
o comportamento de sistema auto consistentes quando tratamos de equagoes de estado

PT = kP" e P" = wp, sendo k e w constantes.

4.3.1 Conservacao do tensor de energia momento

Em primeiro lugar podemos encontrar uma equacao que relacione as fungoes H e

J com a densidade p e as pressdes P" e PT, ou seja:

3H1J§Trr m Lm
izl / / LF\L,? — [2dLdE =
0

4d7m mvH

= dLdE =

1 d (TSH%J%TM) (- OL,, (Lm LF
4tm dr B /m\/ﬁ " or /o /1,2 12
L |d@2TH Y rH3 J3T" . d(r2J)rHz2J:T
2 dr 4tm dr 4tm

d(r3H3 J3T 271 . 2
9 (T 22 > — d (7” JH )TH%J%TH + d (7” J)
dr dr dr

Aqui definimos p = —T%, P" =T", e PT = T%, portanto

=

rHZJ>T

d(r3H>J3 P 2 771
2 ( ):d(rJ )TH%J%p—I-
dr dr

d(r?J)
dr

rH2Jz (P —p+2P") =

1 dH dP" 1 dJr?
o (pypry S P — PTY. 41
(v ) 2H dr dr— Jr? dr ( ) (4.16)

Esta ultima é exatamente a equacao de conservacao do tensor de energia momento
(T, = 0) (RIAZI et al., 2016), e se reduz a equagio de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(OPPENHEIMER; VOLKOFF, 1939) quando consideramos um fluido perfeito (P = P" =
PT). Pela equacio (4.16) temos que ao definirmos duas equacoes de estado entre p, P" e

PT o espaco-tempo estard completamente definido.

4.3.2 Modelos com PT = kP

Como expressamos anteriormente ao definirmos duas equagoes de estado teremos
o espago tempo totalmente definido, e por consequéncia a DF definida. O intuito desta
secdo ¢ mostrar que para uma escolha bem especifica da equacdo de estado entre PT e P”

teremos a DF parcialmente definida.
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Escrevendo as equagao de autogravitagao para a densidade, pressao radial (P") e

tangencial (PT):

m Lo 2
o= 47””/ / ELF irap,
P2(JH)E Jmvi o P

47rm
Pr— / P! LFALAE,
\/ mvH

Lo T3
2mm / / L ]:deE
7“4J 2 H JmVvH

Destas equagoes podemos concluir a Proposicao 1:

Proposicao 1. Seja k uma constante e F uma funcdo que satisfaca as equagoes de
k—1)

autogravitacio, entio PT = kP se e somente se F = S(E)Lz(
Antes de demonstrarmos tal proposi¢ao necessitamos de um resultado intermediario
que chamarei de Lema 1:

Lema 1. Seja F uma funcao que satisfaca as equagoes de autogravitagdo, entdao hn%) (L*F) =
L—
0.

Demonstraciao. Suponha que %ir% (L?F) # 0, entao pela definicao de limite deve existir
—
um C(E) > 0 para todo § > 0 de tal forma que F > C(E)L? sempre que 0 < L < ¢,

para todo E. Ou seja, podemos escolher L,, pequeno o bastante (menor que §) de forma

que
Lm LF Lm 1
/ ——dL > C(F) —————dL >0
0 \/L,?—L? 0 L\/L,*— L2
mas
/Lm L 4z = /Lm )
_— nao converge —_— nao converge.
0 L\/L,*—L? VLI — L2
O que é um absurdo ja que este tltimo deve convergir, pois p deve ser expresso
por integrais convergentes, portanto %in}) (L?F) = 0. ]
—

Com este resultado podemos demonstrar a Proposigao 1:

Demonstragio. A proposicao afirma basicamente F = &(E)L**~D & PT = kP7 aida é
trivial, basta usarmos as equagoes de autogravitacao. Para a volta precisamos comparar a

equacao de PT com a de P", ou seja:

2 Im I3 4 O
PT — kP 4ij_ [ f/ ]:deE = ;f;T;”_H / f/ PLLFALAE =
r 2 m r mvH JO
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m Lo, L3F m Lo,
N =" ALdE = 2k / / LFVL,? — [2dLAE 417
/m«/ﬁ/o /Lm2 — ]2 mvVH Jo ( )

Integrando por partes o lado direito de (4.17):
Lom Lom

2 [ LI - 2an = [T —ar- / VI L2L2—dL Ly lim (12 F)
0 0 \/7[12 —0

Pelo Lema 1 temos que %ir% (L?F) = 0, portanto podemos voltar a equagao (4.17):
—

k—1)/mﬁ/0 LFWdeE:/m\/ﬁ/O 1?2 Lm2_L2aJZdeE
Nrayrily oOF
:/mf/ L Lo = 12 [2(k = 1) F = LS| dLAE = 0

Como esta expressao deve ser valida para todo r e nosso espago é assintoticamente

plano, devemos poder escolher r grande o bastante de tal forma que —g;; se aproxime de 1

/ /L2 — L2[ k—1)F — Lgﬂszo

ou

/LmL\/L2 L2l k—1)F - LgﬂdLgo.

Em ambos os casos temos que

Joun

de tal sorte que

LL2 L?

OF
l k—1)F — LaL]dL‘dE—Oé

:»/ /L2 — LQ[ k—1)F - L?)]L:]dL:O.

Novamente devemos ter a expressao anterior valida para qualquer L,,, portanto escolhendo

L,, pequeno o bastante de forma que

L\/LmQ—B[Z(k—l)]-" Lgﬂ 0

ou

Ly L,* — L2 lz (k—1)F - LZJZ

Em ambos os casos temos que

L,
/ L\/LmQ—LQlQ(k—l)Jf LZJZH 0=
0

<0.
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= L\/L,,> — L2 lQ(k—l)]—" L?JZ =0=

OF

2(k—1 L— =
= 2( ) F — 5L 0=

= F =B,
Portanto F = ¢(E)L**~Y & PT = kPr.

4.3.3 Modelos com PT = kP" e P" = w(r)p

Suponha que
PT =kP" ¢ P" =w(r)p,

onde k é constante. Usando a equagdo (4.16) podemos determinar a densidade como fungao
de H, J,wer:

C(ptw )1dH dwp+1dJr2<w = wp) =
P '02Hd7“ dr Jr? dr p p

A+w)dH _dlwp) d(r)

C 2wH dr  dr dr
1 (14 w) 2
) -~ deln(wp)+ln(Jr)(1—k)+c:>

1 1 2 1
:>—§/ﬁdH—ln(wp)+ln<Jr)(1—/€)+§1D(H)+C:>

— 3 wmdH — Cwp (Jr2)1ik VH =

de_% f w%d
onde d é uma constante. (4.18)

=p= ;
P w(Jr2) " VH

Por outro lado, usando a Proposicao 1 e as equacao de autogravitacao para a

densidade temos:

ArBym  [m E* L\

= E)E? [ =— — dE
P~ H3 (Jr2)t=" m\/ﬁg( ) (H m)

Comparando as expressoes para a densidade, concluimos a equagao integral

1 62 ki% uHe_%fw%dH
2 _— = =
/\/ﬁé(me)e (H 1) de ” =

:»/ng(mf)ﬂ(t—}[)k‘%dt

qu+2€ 3 ) wgdH
=

w
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1 /1 E(mv)vt by, uHMiema [ amdt

= t—H)" 2dt = =
M(k+3)Jn 2 =1 T(k+3)w
kel [EmVi)VE qu+2e 3 [ wmdd
=Ll 5

D(k+3)w
onde u é uma constante e definimos a integral fracionaria (POLYANIN; MANZHIROV,

2008) como

Tn(®) = f [ 9t) 0 =) at

A inversao da expressao anterior é dada por

2k+1 1 1
g5 o5 [ omdd

w

Qu 2k+1
mvt)=—————D, 2
(S( ) F(2k2+1>\/¥ (t,1)

onde definimos a derivada fracionaria (POLYANIN; MANZHIROV, 2008) como

. B (_D[#Hl d (41 g(:x)
D)= g ()

onde p = [p] + {u}, sendo que [u] representa a parte inteira do nimero real p e {u}

, (4.19)

representa o resto, ou seja, 0 < {u} < 1. Assim ao escolhermos a funcao w(r) poderemos

por meio de (4.19) determinar a funcao £(E).

Suponha agora que estamos tratando de um sistema onde w é constante, entao

teremos uma simplificagao dréastica nas equacoes de p e &:

(4w
dH~
p:W7 (4.20)
k 1
EmvD) = — 0 DT [

wl (2k+1)\/¥ (t,1)

Estas duas expressoes nos permitem concluir a Proposicao 2:

Proposicao 2. Nao existe modelo auto consistente de um sistema autogravitante sem
colisdes com equagdes de estado PT = kP" e P" = wp, onde w é uma constante e k é um

semi-inteiro.

Demonstracao. Tal proposicao sera demonstrado por absurdo. Suponha que exista F que

construa o p dado por (4.20), como temos que k é semi-inteiro entdo devemos ter

e assim
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_Qtw)
> em) =upE (D)

m
Calculando pela equacao de autogravitacao teremos a densidade dada por:

(14w) 2k—1
AmBym  m pit (BN W E? 2
=— > U(-1 +2<> E* = —m’ dE =

P Hs (Jr2)* /m/ﬁ (=1) m g "
47TB1U<_1)k+%m2k+3 1 w—1 l—k) 2 2k2_1

St e e

QﬂBlU(—l)k+%m2k+3 1 1 k—1

B [k

k-1 (k-1 n ne=k—1 (k-1 "
B 21 By U (—1)F+ 32k +3 -t n=k—1 (an)(_l) +1 k-1 (k‘nz)(_l) +1

3
2w _— — —H_§_n
(JTQ)l_k’ Z n+1— L n+1— L

O que é um absurdo, pois p é dado por (4.20), portanto nossa suposi¢ao inicial de

que existe uma DF que construa esta densidade s6 pode ser falsa. O
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5 Familia Hypervirial na teoria da relativi-

dade geral

Na secao anterior estudamos caracteristicas gerais de modelos autogravitantes
construidos por meio das equagoes (4.13), (4.14) e (4.15), e mostrando como estas se
relacionam a equagoes de estado. Nesta se¢do focaremos em construir modelos mais
concretos, usaremos as equagoes (4.13), (4.14) e (4.15) para determinar a DF para uma

extensao relativistica da familia Hypervirial proposta por NGUYEN; LINGAM.

5.1 A Métrica

Como mencionado anteriormente devemos determinar a métrica do espaco-tempo e
depois aplicar as equacoes de autogravitagao, tal métrica deve ser uma extensao razoavel
do potencial newtoniano, ou seja, o limite newtoniano do par densidade-potencial e da
pressao devem ser equivalentes aos do sistema estendido. NGUYEN; LINGAM propoe que
tal extensao pode ser feita por meio de uma generalizacao da métrica de Schwarzchild em

coordenadas isotropicas, ou seja, teremos uma métrica da seguinte forma

2

ds? = — <1_f> dt? 4 (14 f)* (dr2 + 72d6? + r? sin® 9d1/12) : (5.1)
1+f

Onde f é um funcao de r, de tal forma que f(r) = —¢(r)/2, sendo ¢(r) o potencial

newtoniano que queremos estender. De fato, se escolhermos ¢(r) = —GM /r recuperare-

mos a métrica de Schwarzchild (em coordenadas isotrdpicas, obviamente). Tal escolha é

apropriada, ja que o limite newtoniano é equivalente ao potencial de interesse, e como

mostraremos em 5.1.1 a pressao e a densidade também serdao equivalentes.

Como j& apresentamos o potencial da familia Hypervirial tem a forma (2.5), entao

teremos que a escolha de f deve ser

fr) = ——"—7 (5.2)

tal escolha de f(r) ja foi extensamente estudada por NGUYEN; LINGAM e VOGT;
LETELIER. Como tal métrica é estatica e de simetria esférica todos os desenvolvimentos

dos capitulos 3 e 4 sao validos.
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5.1.1 Tensor de energia e momento

A partir da extensdo anterior é possivel determinar o tensor de energia momento
pelas equagdes de Einstein, mas para isto precisamos determinar a conexao e o tensor
de Ricci por meio de (3.3) e (3.4), respectivamente. Com estes, por meio da equagao de
Einstein (3.5), podemos determinar as expressoes das componentes nao nulas do tensor de

energia momento:

Tt _ dr rdr2
2rGr(1+ f)3(1 — f)?

df ar\’
dr+rﬂk>
C2nGr(1— f)(1+ f)*

df ar\? a2f
D o GO R

ArGr3(1 — f)(1+ f)?

TT"T‘ —

lembrando que T%% = T% /sin? 0.

Retomando agora o f(r) da familia Hypervirial, teremos

¢0 1
21+ ()1

df 2rf\" f
-

fr) =

dr agg

d? 2rf\” 2rf\"
o) Ao ()]

(cae) - (2)
apo B ¢o)

assim retornando tais resultados as expressoes para o tensor de energia momento, teremos

22771 ('}/ + 1) f2’y+1

Ttt —
maYgo” Gra= (1 + f)3(1 — f)?
227—1f2’y+2
- w0 g G (L= f)(1+ )Y
T09 _ 22772,Yf2’y+2

Ty Gri (1= )L+ f)°
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A partir destes podemos determinar 7%, 7", e T?%, que usaremos para comparar com os

resultados newtonianos, ja que T7, = P", T% = P% ¢ T*, = —p, portanto temos:

22771f2'y+1(,y + 1)
Cmar g Grir(1 4 f)5

pr_ EPT B 22771f2'y+2
o o 27 (3522~ 5’
g Tavgy ' Gr2=1(1 = f)(1+ f)
Os limites newtonianos destes se reduzem corretamente as expressoes que encontramos

para o caso newtoniano (Capitulo 2; NGUYEN; LINGAM, 2013).

5.1.2 CondicGes de energia

Com a escolha da métrica temos o tensor de energia momento estabelecido, porém
nao necessariamente tal tensor representa um sistema fisicamente aceitavel, e portanto
devemos aplicar as condi¢oes de energia sobre este. Porém como queremos posteriormente
usar as equacgoes de autogravitacao para determinarmos a DF, aplicaremos as condig¢oes

necessarias da secao 4.2, ou seja, teremos:
Po
1
r\7]~
2|1+ (5)]

Entao as equacgoes de autogravitacao sao validas para este tensor de energia momento

2=

0<f<=-=0< <-—=r>alp)—1)7.

1
2

N | —

.~ . , . 1 . . B r
para toda a regiao aonde o raio r é maior que a (¢ — 1) / 7 assim para que seja valida

para todo o espaco basta que 0 < ¢ < 1.

5.2 Funcao de distribuicao

Ao compararmos as componentes do tensor de energia momento vemos que PT =
vP"/2 e P" = w(r)p, mas como ji sabemos as expressoes de P e p ndo necessitamos usar
os resultados da subsecao 4.3.3, pois podemos encontrar a DF de forma mais simples. Pela
Proposicao 1, temos:

F = AE(E)L 2,

onde A é uma constante, que serd tomada de forma a simplificar expressoes posteriores, e
¢(F) é uma fungao a ser determinada pelas equagoes (4.13), (4.14) e (4.15). Assim apds

alguns calculos teremos

ArAB m E? 7
g CE
Hg(JTQ)T mvVH

m 2 T2
pr— AmABm / ¢(B) (E - m2> dE,
\/E(JTQ)T mvVH
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onde

Como as integrais para a densidade e a pressao radial envolvem v/ H, entao para

simplificar a resolugdo das proximas equacoes integrais tomaremos a expressao de inversao

_1-VH
1+ VH’

nao precisamos nos preocupar com a outra possivel inversao, pois esta nao satisfaz as

f

condicoes de energia. Ao usarmos tal inversao e tomando

. v+1
257207 po>’ GBym
teremos as equagoes integrais
m E2 A/T_l
/ L EEE? (H - m2> dE =283 (1-vH)"", (5.3)
mv H
E2 WT-H
m 2v+2
/ L EE) (H - m2> dE = (1-VH) A (5.4)

Nao precisamos destas duas equagoes, ao tomarmos a primeira derivada de (5.4) temos
(5.3), portanto toda solucao de (5.4) também é de (5.3). Entao escolheremos (5.4) como a
equacao integral que vamos resolver. Assim tomando, por simplicidade, vV H = z, temos

y+1

/m §(E) (f; - m2) CAE=(1-2)" s

mx

- Ll o] -2

mx m m
Para simplificar a solucao considere o caso onde v = 2p + 1, portanto podemos tomar p + 2

derivadas em z é determinar:

elma) =~ |

m dx

1 d>p+1 (2)7 (@ -y

rdx (=2 (p+1)!

Podemos simplificar tal expressao usando

4p+4
$2p+2 (1 . $)4p+4 _ z (_1)71 <4P + 4

n=0

xn+2p+2 )
n
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Aplicando p + 1 vezes o operador d/dz encontramos a expressao para £ expressa

em termos de E:

i <4p + 4) (—1)"*Pn(n + 2p + 2)!! (E)”‘l
m

=21, m2nll(2p + 2)

n=1
Podemos agora encontrar a DF de um modelo relativistico de Hernquist ao escolhermos
p = 0, chamando esta DF por &;:
6 EN° (. FE
a1 5 (- £ (2
m m m
Separamos os casos de y impar por motivos de praticidade, ja que sua resolucao é
bem trivial, os demais casos nao apresentam & polinomial, portanto sua resolucao nao sera
tao trivial. De forma geral podemos determinar a DF por meio de (4.19), como caso de

interesse vamos nos especializar em casos onde v é par. A funcao £ para tais casos pode

Ser expressa por:

E 2v42 1 xk;—2
F)y=—— b /—d
onde
b’yO = 2(_1)1_%7
b'y1:O7
2(k 4y 4+ DI(=1)F3 (k — 1) (>
= Ay DICDSRR - DY)
(k—D!(y+1D)N

Considerando o caso onde v = 2 concluimos a expressao de ¢ para o modelo de Plummer
(PLUMMER, 1911; DEJONGHE, 1987):

81— B+ 51— £ (17335, 4 1274)

&(E) 4w Em?
6 4 2 (\/ 1_7€§+1)
—15 (2125 + 140Z; + 405, ) log |52
4 Em3

Em resumo, podemos escrever a DF de forma a nao apresentar constantes de

dimensionabilidade do sistema, a chamaremos de F},, e sua expressao é:
F, = 273" o> Gm® Fy (e, 1).
Entao para n impar, teremos:

n+tl n
ﬁn,impar = 2(n i 13‘\(/E)F ( 2 >ln_2 2]2_:12 ankﬁk_l, (55)

n
2
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1

05 06 07 08 09 10
E/m

Figura 1 — F, = 2°mPm3G¢y>"a"F,, para a extensio relativistica da familia Hypervirial
como fungdo de e = E/m e | = L/m = 2, para diferentes valores de n: n = 1
(Vermelha), n = 2 (Azul), n = 3 (Verde), n = 5 (Laranja), n = 7 (Roxa), n = 9

(Marrom).

onde

L (mt2 (=) k(k + n + D
ek kN (n + 1)

E para n par, teremos:

5.3 Determinando o valor maximo de ¢, e a massa total do sistema

O modelo de Hernquist é um caso particular da familia Hypervirial, caracterizado

por v = 1, ou seja, a funcao de distribuicao é dada por:

3 EN? (. E
S — (1 - ) (2 - 1) L (5.7)
Am3apy”Gm m m
Pelas condicoes de energia, impostas pelas equacoes de autogravitacao, temos uma
regiao que permite encontrar a DF, no caso, 7 > a(¢p — 1). Porém a expressao para a
DF que encontramos, possui uma regiao negativa no espaco de fase determinada por

2F/m —1 < 0, ou seja, a DF é negativa para energias F < m/2. E como a energia minima

para uma particula neste sistema é dado por mv H teremos En, = mvH < m/2, ou
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seja, situagoes onde vV H < 1/2 ou r < a(3¢y/2 — 1) nao caracterizarao uma DF positiva.

Portanto teremos uma DF positiva descrita por (5.7) somente na regiao onde

()

portanto se queremos garantir que seja valida para todo o espago basta impormos ¢y < 2/3,
que passa a substituir a o limite para ¢y que previamente tinhamos estabelecidos por meio

das condigoes de energia.

Assim pela figura 1 temos que os demais membros da familia Hypervirial apresentam
regioes onde a DF, assim como no caso de Hernquist, se tornam negativas, e o ponto onde
elas atingem o zero aumenta com =y, portanto é de se esperar que o valor maximo de ¢,
para que estas DFs sejam positivas para todo r, deva diminuir para valores maiores de
v, desconhecemos alguma forma de mostrar para qual valor maximo ¢y deve convergir

quando v — o0.

A massa total do sistema (NGUYEN; LINGAM, 2013) é dada por:

1 1
M= [ [ [T -8 ST,

ou seja, a massa total do sistema esta diretamente relacionada com ¢q, portanto a massa
dos modelos que tratamos neste capitulo ¢ sempre limitado. Por exemplo, para o modelo

relativistico de Hernquist:

20a
Moa < -
ol = 97@
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6 Conclusao

Neste trabalho apresento a derivacao das equagoes de autogravitacao para espagos
tempos estaticos e isotrépicos assintoticamente planos, que nos permitem determinar a
DF assim que definirmos o espago tempo. Mostro que por meio destas equagoes podemos
determinar a equagdo de conservagao do tensor de energia momento (equacao de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff anisotrépica) e assim determinar o espago tempo, e portanto a
DF, por meio de equacdes de estado. Considero o caso onde PT = kP", k constante, e
demonstro a proposicio 1, que estabelece F = ¢(E)L**Y & PT = kP". Por meio de
tal proposicao estabeleco a forma geral da DF para casos onde P" = wp, w é constante,
e demonstro a proposi¢ao 2, esta afirma que nao existem modelos auto consistentes de
sistemas autogravitantes com equacoes de estado PT = kP" e P" = wp, com w constante

e k semi inteiro.

Na tltima segao, apresento a derivacao da DF para a extensao relativistica da
familia Hypervirial, proposta previamente por NGUYEN; LINGAM. Para essa extensao
temos que PT = yP"/2 e assim a proposi¢ao 1 é valida, ou seja, F = AL?>7¢(FE). Por
meio dessa forma da DF encontramos duas equagoes integrais, para simplificar sua solucao
tomei a tnica possivel inversao entre f e H, e o que permite escrever p = gy (v H)/r>™"
e Pr = gQ(\/ﬁ )/r*77. Mostro que as duas equagdes integrais sdo equivalente, e portanto
posso escolher uma delas como a equagao a resolver. A solucao para tal equacao integral
foi apresentada e a DF para a familia Hypervirial foi plotada para diversos valores de v. E
possivel notar que o valor aonde a DF vai a zero cresce com -y, assim ao ser considerado o
caso do modelo de Hernquist vemos que a DF ao ir a zero estabelece um limite para o
valor de ¢, e este esta ligado a massa total do modelo, pelo grafico 1 vemos que a massa
total para os demais modelos deve ser ainda mais limitada, ja que o valor maximo de ¢q é
ainda menor. Agora podemos considerar a familia Hypervirial como sendo auto consistente

no contexto da teoria da relatividade geral.
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