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RESUMO

A presente disserta¢do traz uma analise de dois livros didaticos de matematica do 6° ano, que
foram validados nos trés ultimos anos do Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
(2014, 2017 e 2020). A anélise consistiu em levantar, utilizando-se de metodologia qualitativa
de natureza documental, quais conhecimentos especializados para o ensino dos numeros
racionais foram apresentados pelos autores. Como parametro para as analises, utilizou-se
pesquisas cujos resultados buscaram identificar a mobilizagdo dos conhecimentos
especializados do professor para o ensino dos nimeros racionais a partir do modelo MKT
(Mathematical Knowledge for Teaching), de Ball, Thames e Phelps (2008) ¢ do PCK, de
Shulman (1987), sendo que os resultados dessas pesquisas compuseram uma base de
conhecimentos para analises dos livros didaticos. Para a categorizacdo dos conhecimentos
especializados presentes nas obras, utilizou-se 0 modelo de Conhecimento Especializado dos
Professores de Matematica (ou dos Professores que Ensinam Matematica), o MTSK
(Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge) de Carrillo ef al (2013, 2018). Os dados
apresentados nas andlises indicam uma énfase por parte dos autores no desenvolvimento de
conhecimentos especializados nos aspectos “fenomenoldgicos” e “representacionais”, com
destaque ao Arariba Mais Matematica neste ultimo ambito. No entanto, foi evidenciado um
numero relevante de lacunas no que tange os aspectos de “defini¢des e imagem de um
conceito” e os “significados associados” em ambos os livros. Ainda foi possivel verificar que
ambos os livros apresentam conhecimento especializado ao ensino no que diz respeito aos
ambitos “conexdes auxiliares” ¢ “modos de validacao”, sendo todos esses ambitos referentes
ao conhecimento matematico. No que concerne ao conhecimento didatico do contetido, os
dados nas analises indicam que ambos os livros apresentam conhecimento especializado nos
ambitos “formas de apresentar o conteudo - potencial de aprendizagem”, “recurso/material
pedagogico associado”, com maior evidéncia de presenga de conhecimento no ambito “teoria
psicoldgica associada ao aprendizado do contetdo” no livro Telaris Matematica. Ja no que
concerne aos "erros de aprendizagens mais comuns”, ambos os livros se destacaram pela alta
presenca de conhecimento especializado em contraste de baixas lacunas.

Palavras-chave: Numeros Racionais. Analise de Livros Didaticos. Conhecimento
Especializado do Professor que Ensina Matematica.



ABSTRACT

This dissertation brings an analysis of two 6th grade mathematics textbooks, which were
validated in the last three years of the National Book and Didactic Material Program (2014,
2017 and 2020). The analysis consisted of raising, using a qualitative methodology of a
documental nature, which specialized knowledge for the teaching of rational numbers were
presented by the authors. As a parameter for the analyses, research was used whose results
sought to identify the mobilization of the teacher's specialized knowledge for the teaching of
rational numbers from the MKT model (Mathematical Knowledge for Teaching), by Ball,
Thames and Phelps (2008) and the PCK, by Shulman (1987), and the results of these surveys
formed a knowledge base for the analysis of textbooks. For the categorization of the
specialized knowledge present in the works, the model of Specialized Knowledge of
Mathematics Teachers (or of Teachers who Teach Mathematics), the MTSK (Mathematics
Teachers' Specialized Knowledge) by Carrillo et al (2013), was used.The data presented in the
analyzes indicate an emphasis on the part of the authors in the development of specialized
knowledge in the “phenomenological” and “representational” aspects, with emphasis on
Arariba Mais Mathematica in the latter scope. However, a relevant number of gaps was
highlighted regarding aspects of “definitions and image of a concept” and “associated
meanings” in both books. It was also possible to verify that both books demonstrate
specialized knowledge for teaching in terms of “auxiliary connections” and “validation
modes”, all of which are related to mathematical knowledge. With regard to didactic
knowledge of the content, the data in the analyzes indicate that both books present specialized
knowledge in the scopes "ways of presenting the content - learning potential", "associated
pedagogical resource/material", with greater evidence of presence of knowledge of the scope
“psychological theory associated with the learning of content” in the book Teldris
Mathematica. With regard to the "most common learning errors", both books stood out for the
high manifestation of specialized knowledge in contrast to low gaps.

Keywords: Rational Numbers. Textbook Analysis. Mathematics Teachers' Specialized
Knowledge.
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1. INTRODUCAO E DELINEAMENTO DA PESQUISA

A presente pesquisa busca identificar conhecimentos especializados para o ensino
dos numeros racionais como base de conhecimentos para categorizar e conceituar,
mediante 0 modelo MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge) de Carrillo
et al (2013, 2018), as escolhas didaticas de dois livros didaticos, do 6° ano do Ensino
Fundamental de 9 anos, que foram aprovadas nos trés Ultimos PNLDs (Programa
Nacional do Livro e do Material Didatico).

Para relatar os motivos que levaram a escolha desse tema de pesquisa, pego
licenga para brevemente discorrer em primeira pessoa.

No primeiro semestre de 2021 participei como aluno ouvinte da disciplina de
Topicos de Matematica, no curso de Licenciatura em Matematica da UFSCar —
Sorocaba, no qual deparei-me com textos que me introduziram a um campo teorico
pertinente ao meu trabalho docente, como a base de conhecimentos de Lee Shulman
(1987), a base de conhecimentos MKT (Mathematical Knowledge for Teaching) de Ball,
Thames e Phelps (2008) e o modelo MTSK de Carrillo et al (2013, 2018). No entanto,
outros textos levantados no curso (pesquisas nacionais) me permitiram ligar teoria e
pratica, ou seja, pude ver como os modelos tedricos se comportavam na construcao de
conhecimentos em pesquisas relativas aos conhecimentos para ensino dos nimeros
racionais.

Em minha visdo como docente de Matematica dos Anos Finais, apesar de saber
que meus conhecimentos profissionais sobre os nimeros racionais eram suficientes para
entendé-los enquanto objeto matematico, ndo tinha ciéncia que eram insuficientes para
promover boas oportunidades de aprendizagens aos meus alunos. Os detalhes e
interpretagdes encontradas nas pesquisas abordadas no curso me exigiram uma
autorreflexdo e honestidade comigo mesmo para enxergar que, na realidade, meu nivel
de conhecimento sobre o ensino do topico era raso. Me percebi numa situacao
incomoda, porém vantajosa, pois estava num curso que dava énfase neste topico.

Nasce, entdo, a motivagao de pesquisar mais a fundo esse assunto tao relevante a
minha préatica profissional juntamente com um desejo anterior de exploragdo de livros
didaticos, pois se mostram como uma das ferramentas mais importantes que utilizo em
meu trabalho, tornando-se relevante o aprofundamento sobre as teorias subjacentes as

escolhas didaticas.
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Além desta identificacdo pessoal de uma lacuna nos conhecimentos especializados
ao ensino dos numeros racionais, o tema mostrou-se de grande relevancia ao deparar-me
com pesquisas que trazem resultados alarmantes.

No século XIX o proeminente matematico De Morgan direcionava um olhar sobre
a aprendizagem das fracdes: “De Morgan (1943), escrevendo em 1831 para a Society for
the Dissemination of Useful Knowled, afirmou que as fragdes eram um topico
imensamente dificil de aprender” (KIEREN, 1980, p. 127).

O estudo de Zero, Oliveira e D’Alessandro Neto (2021) levantou e analisou
resultados de teses e dissertacdes brasileiras acerca do conhecimento matematico para o
ensino de numeros racionais, observando como o modelo MKT, de Ball, Thames e
Phelps (2008), foi utilizado pelos pesquisadores brasileiros. Esse estudo se mostrou de
grande relevancia, pois além de oferecer um panorama completo — pois ¢ na modalidade
Estado da Arte — sobre as pesquisas com esse referencial teorico (envolvendo os
numeros racionais) no Brasil, traz também uma andlise qualitativa desses estudos,
compondo assim, para esta pesquisa, um delineamento coerente de organizacao do
referencial tedrico.

Nas andlises dos estudos, os autores identificam alguns obstaculos e caminhos a

percorrer acerca dos conhecimentos necessarios para o ensino de numeros racionais:

[...] foi possivel destacar a importdncia de investimentos em propostas
formativas para e com os professores que ensinam Matematica, sejam eles
licenciandos, licenciados e/ou formadores visando o aprofundamento de
contetidos (como os nimeros racionais) e suas formas de ensinar, pois além
de dados encontrados em avaliagdes externas que indicam a dificuldade de
muitos estudantes da Educacdo Basica na compreensdao desse conjunto
numérico, hé docentes que também podem melhorar suas praticas por meio da
imersdo em topicos matemdticos especificos. (ZERO, OLIVEIRA,
D*ALESSANDRO NETO, 2021, p. 1.)

E possivel notar que os obstaculos ao ensino adequado as demandas educacionais
do tema atravessam diversos patamares, atingindo desde aquele que esta estudando para
ser professor, o proprio professor, o formador de professores, até a outra ponta, ou seja,
para os proprios alunos que sao diretamente afetados.

Para Damico (2007), as criancas e adolescentes conseguem trabalhar com fragdes
apos muita dedicac¢do, porém nem sempre o €xito escolar ocorre. O autor ainda destaca
que até os professores encontram dificuldades de dar sentido ao conteudo, sendo este,

para ambos os publicos, algo descolado da realidade e destituido de significado.
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No que tange as praticas pedagdgicas, corroborando com Damico (2007), Marques
(2018) traz um relato de uma frustragdo pessoal ao tentar sanar as dificuldades dos

alunos com as quatro operacdes fundamentais de forma estritamente procedimental:

A estratégia de ensino que adotei consistia, basicamente, em listar os passos
de cada algoritmo e fazé-los resolver listas de calculos com o objetivo de
memorizacdo desses passos. O resultado ndo foi o esperado, uma vez que os
alunos continuaram a cometer erros que demonstravam sua incompreenso
dos significados envolvidos nas etapas dos calculos. (MARQUES, 2018, p.
16)

Nota-se, com isso, que o uso demasiado da manipulagdo dos nimeros racionais
em detrimento da aplicagdo e da conceituagdo, pode gerar obstaculos ao processo ensino
aprendizagem e que, ainda, Kieren (1976) ja alertava que a conceituacdo deve estar
equilibrada com definigdes que se aproximem do pensamento natural da crianga
conforme seu estagio de desenvolvimento. Essa ponderagao entre as formas de se definir
conceitos e operagdes com niimeros racionais intencionalmente ajustados a seu periodo
de desenvolvimento, torna-se uma demanda acerca do ensino do topico.

Para Litoldo, Almeida e Ribeiro (2018), ha evidéncias de que as dificuldades
que os alunos possuem no entendimento das fragdes sao as mesmas que 0s proprios
professores tém, sendo entdo que tais resultados sdo intrinsecamente ligados ao
conhecimento que sera oferecido ao aluno. Os estudos levantados por Zero, Oliveira e
D’Alessandro Neto (2021) sdo, entdo, de grande importancia para compor a base de
conhecimentos especializados desse estudo pois, apesar de nao terem tido como objeto
de estudo o aluno do ensino bésico, analisam os conhecimentos de quem esta — e de
quem estara — no papel fundamental para que se efetive o ensino, o professor.

Outro fator de relevancia sdo os dados trazidos por Rogeri (2015), apontando que
os alunos que chegam no 6° ano nao estdo compreendendo os significados associados
aos numeros racionais, tampouco operam com os procedimentos de célculo. A autora
traz dados do SARESP (Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de Sao
Paulo):

A edigdo 2012 nos chama a atengdo ao apresentar os percentuais de acertos de
duas questdes: os resultados dos desempenhos dos alunos nestas duas
questdes indicam dificuldades no estabelecimento de relacdes entre as
representacdes fraciondrias e decimais de um mesmo numero racional, com
apenas 25% de acertos em cada uma das questoes. (ROGERI, 2015, p.34)
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Desta forma, entende-se que a andlise de livros didaticos em relagdo aos nimeros
racionais ¢ de grande relevancia pois este evidencia-se como um topico complexo frente
ao processo ensino aprendizagem.

Observando a relevancia da pesquisa sobre o tema, o presente estudo teve como
objetivo fazer a andlise de livros didaticos de Matematica do 6° ano do Ensino
Fundamental de 9 anos. A pergunta norteadora deste trabalho foi: “quais conhecimentos
especializados do professor/autor que ensina matematica, acerca dos nimeros racionais,
os livros didaticos estdo priorizando em suas escolhas didaticas?”.

Uma discussdo pertinente que pode ser feita sobre a questdo norteadora gira em
torno das questdes: i) os conhecimentos especializados expressos nos livros didaticos
sd0 os mesmos que os professores devem possuir? ii) Tais conhecimentos especializados
expressos nos livros auxiliam no desenvolvimento do conhecimento especializado do
professor?

Sobre a primeira questdo, assumimos que hd uma intersecdo entre ambos 0s
dominios de conhecimento em questdo, o do autor (ou equipe autoral/editorial) expresso
no livro e o do professor, e que tal regido interseccional ndo deve ser pequena, visto que
ambos precisam trabalhar em simbiose ao longo de todos os topicos do livro.
Discriminar a exatidao dos conhecimentos especializados comuns a esses dois atores do
processo ensino aprendizagem foge do escopo deste trabalho, portanto, para fins de
analise, sera assumida a hipotética coincidéncia entre tais dominios.

Acerca da segunda questdo, tem-se que o livro didatico constitui um dos espagos
de trabalho matematico de referéncia do professor (KUZNIAK; RICHARD, 2014). O
espaco de trabalho matematico de referéncia do professor viabiliza a modificacao e
aperfeicoamento do espago de trabalho do proprio professor mediante os conhecimentos
especializados presentes nos livros didaticos para, entdo, culminar no oferecimento de
uma oportunidade efetiva de aprendizagem a seus alunos. No entanto, apesar de
assumirmos essa posicao, entendemos que esse nao ¢ o objetivo central do livro
didatico, ou seja, ¢ uma consequéncia de seu uso no processo ensino aprendizagem.

Em relagdo aos critérios de escolha dos livros, o primeiro critério adotado para
selecdo foi o de frequéncia nas aprovagdes nos trés ultimos PNLD, sendo eles: Arariba
Mais Matematica (editora Moderna), Matematica Bianchini (editora Moderna) e Telaris

Matematica (Editora Atica).
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No entanto, um segundo critério foi aplicado apds o primeiro: os livros Arariba
Mais Matematica e Telaris Matemadtica ja pertenciam ao contexto escolar do autor desta
dissertacdo. Sendo o contexto de uso pelo professor um segundo critério, delimitou-se,
entdo, a analise focando nesses dois livros didaticos.

A pesquisa teve como pretensao, também, organizar uma base de conhecimentos
especializada para o ensino de numeros racionais para que fosse possivel identificar tais
conhecimentos nas obras didaticas. Tal base podera servir como material teorico para
que professores possam consultar e adapta-los a sua pratica, visto que, a transposi¢ao
dos conhecimentos adquiridos em pesquisas académicas precisa se efetivar, chegando
aos professores que fazem uso desses conhecimentos tdo promissores.

Desta forma, o trabalho estrutura-se em seis capitulos, sendo este, a introducao, o
primeiro. Em seguida, no segundo capitulo, t€ém-se os referenciais tedricos que dao
suporte para as andlises. Mais especificamente, da secdo 2.1 a subsecdo 2.1.2,
encontram-se uma breve exposi¢ao do contexto social/cientifico/filosoéfico dos anos 70 e
80 nos Estados Unidos e, também, uma proposta de Reforma da Educacdo, pautadas,
dentre outras, nas referéncias centrais de Shulman (1987), Tardif (2000) e Tardif,
Moscoso (2018). Essa escolha se deu para que no momento da analise das obras os
termos fiquem claros e alinhados em uma intencionalidade tedrica.

Posteriormente, nas se¢des 2.2 e 2.3, os modelos de base de conhecimentos para o
ensino de matematica sdo explanados de acordo com seu contexto, sendo eles: o modelo
MKT de Ball, Thames e Phelps (2008) e 0 modelo MTSK de Carrillo et al (2013, 2018).

Adiante, na se¢do 2.4, abordam-se os conhecimentos relativos ao ensino dos
nimeros racionais a partir dos estudos pioneiros de Kieren (1976, 1980) e de cinco
pesquisas brasileiras: Souza (2015), Santos Filho (2015), Damico (2007), Marques
(2018), Rogeri (2015).

O terceiro capitulo ¢ dedicado a explicar a metodologia que esse trabalho utilizou
para fazer as analises dos livros, sendo ela qualitativa de natureza documental.

Em seguida, no quarto capitulo, as analises dos livros didaticos foram feitas de
forma que se identificasse os conhecimentos especializados nas escolhas didaticas, ao
mesmo tempo que foi feita a categorizagdo de tais conhecimentos utilizando o modelo
MTSK.

No quinto capitulo encontram-se as consideragdes sobre as analises, bem como

uma sintese dos resultados levantando dos pontos mais relevantes, considerando a

21



questdo norteadora da pesquisa. No sexto capitulo, tém-se as referéncias utilizadas na

pesquisa.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Os referenciais teoricos utilizados nesta pesquisa estdo estruturados em duas
vertentes, a primeira sendo dos “contextos” no ambito da filosofia, pautado pelo
enraizamento do positivismo nas ciéncias; no campo da psicologia, pautado pela
ascensdo do cognitivismo e, também, do social, evidenciado pela crise do
profissionalismo e do novo modelo de profissional, o reflexivo, de Schon, trazidos por
Tardif, Moscoso (2018). Tais contextos ajudam a entender o pano de fundo que se tinha
nos Estados Unidos nas décadas de 70 e 80 quando foram propostos “modelos de base
de conhecimentos especializados do professor”, a segunda vertente deste referencial
tedrico. Tal ideia de base de conhecimentos, proposta inicialmente por Shulman (1987),
possibilitou a expansdo para dois modelos de base de conhecimentos especificos da
Matematica, o MKT de Ball, Thames e Phelps (2008) e o MTSK de Carrillo et al (2013,
2018), modelos quais esse trabalho se dedicara a dissertar.

Adiante, a presente pesquisa traz uma “base de conhecimentos especializados
sobre o ensino dos nimeros racionais” composta pelos resultados de sete pesquisas,
sendo elas Kieren (1976, 1980), Souza (2015), Santos Filho (2015), Damico (2007),

Marques (2018), Rogeri (2015), sendo essas ultimas cinco brasileiras.

2.1. O CONTEXTO DA CRISE DO PROFISSIONALISMO

Para entender o movimento de crise do profissionalismo e sua relagdo com a
profissao docente, torna-se importante trazer, em linhas gerais, um conceito filoséfico
bastante difundido pela Europa, o positivismo. O positivismo ¢ uma corrente filosofica
desenvolvida por Auguste Comte a qual, grosso modo, tinha como ideia central a
superestimacao das ciéncias duras - aquelas ndo relativas ao comportamento humano,
mas sim do comportamento da natureza: fisica, quimica, etc.

Esse modo de pensar as ciéncias teve aceitagdo em varias comunidades

académicas no mundo:

Enquanto corrente filoséfica, o positivismo influenciou diferentes produgdes
humanas e situou-se em tradi¢des culturais distintas: Franca (inseriu-se no
racionalismo) — de Descartes a Auguste Comte; Inglaterra (tradi¢do empirista
e utilitarista) — John Stuart Mill e Herbert Spencer; Alemanha (cientificismo e
monismo materialista) — Ernst Heckel e Jakob Moleschott; Italia (naturalismo
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renascentista) — Roberto Ardigo, ¢ demarcou, antes de tudo, o espirito da
época. (SILVINO, 2007, p.279)

Assim, mesmo situado em diferentes tradi¢cdes culturais, o positivismo possui uma
espinha dorsal que permite identificd-la em toda essa diversidade de pensamentos. Essa
permeabilidade era evidente até comegar a ser confrontada diretamente, em meados do
século XX, por novas teorias de areas como a filosofia da ciéncia. Assim, para Tardif,
Moscoso (2018), autores como Wittgenstein, Kuhn e Popper, todos com olhar sobre a
filosofia da ciéncia, confrontam o positivismo enquanto corrente predominante, em
meados de 1970.

Concomitantemente, no ramo da psicologia o comportamentalismo aplicado ao
aprendizado da linguagem, de Skinner, recebe criticas do entdo proeminente linguista

Chomsky. O periodo de 1950 a 1960 ¢ marcado:

[...] por uma intensa critica & abordagem behaviorista ¢ um retorno a
problemas classicos da psicologia, como pensamento, consciéncia e
representagdo mental. Gragas a trabalhos de psicologos talentosos como Karl
Lashley e George Miller e ao lingiiista Noam Chomsky, a abordagem
behaviorista estava sendo duramente criticada a0 mesmo tempo em que um
novo paradigma para se estudar a mente era proposto. (JUSTI; ARAUJO,
2004, p.267)

O novo paradigma diz respeito ao estudo das agdes mentais, proprias do campo
da Psicologia Cognitivista. Para Tardif, Moscoso (2018), o cognitivismo visa pensar a
atividade humana de forma mais complexa que a simples redugdo ao comportamento
como reflexo, evidenciando uma inteligéncia que processa as interagdes que temos com
0 ambiente - uma cogni¢do - transcendendo a restrita forma de pensar o humano do
behaviorismo.

Neste contexto, observou-se um aumento significativo das pesquisas de cunho
qualitativo em ciéncias sociais, sobretudo na drea da Educacdo que, para Bogdan e
Biklen (1994) tornaram-se viaveis quando as agéncias de financiamento de pesquisas
americanas comecaram a investir com mais intensidade nos nucleos de pesquisa que
abordavam o conhecimento pela 6tica desses novos paradigmas.

Para compreender melhor as teorias dos autores que comporao a base de
conhecimentos deste estudo, se faz necessario explorar o carater social, mais
especificamente o que atinge o mundo do trabalho: as profissdes.

Primeiramente, cabe trazer uma sucinta distingdo que Tardif (2000) faz entre

profissdes e ocupacdes, quando disserta que “de fato, no mundo do trabalho, o que
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distingue as profissdes das outras ocupacdes €, em grande parte, a natureza dos
conhecimentos que estdo em jogo.” (TARDIF, 2000, p.6).

Correlacionada a desconstrugdao do positivismo, um movimento de pulverizagdao
do individuo e das relacdes humanas, bem como seus papéis na sociedade, contribuiu
para o inicio de uma crise do profissionalismo. Esse movimento, iniciado nos anos 80:

[...] estd marcado pelo desenvolvimento do pds-modernismo, iniciado por
Lyotard (1970) e seguido pelos trabalhos de Maffesoli, Vattimo, Lipovestky,
Rorty, etc. Esses filosofos se entregaram a tarefa de repensar os saberes
racionais (inclusive os das ciéncias humanas, como testemunha a obra de
Foucault) e de desconstrui-los, evidenciando sua relagdo com o poder, a
“metafisica e a ciéncia ocidental” e “a violéncia racional”. Esses anos também
se caracterizam pela morte do Sujeito, o nascimento do pés-estruturalismo, o

retorno a Nietzsche e ao poés-modernismo.” (TARDIF, MOSCOSO, 2018, p.
394)

Assim, um curioso fendmeno se dava, internacionalmente, num processo de mao
dupla no que diz respeito ao processo de desprofissionalizacdo de diversas profissoes.
De um lado, profissdes muito tradicionais sofrem um efeito de esvaziamento do carater
profissional e de outro lado, em mao oposta, o universo da Educagado tenta se livrar do
status de ocupagao/oficio e galgar um status de profissdo que, segundo Tardif (2000),
esse movimento de sentidos contrarios chega a atingir profissdes de raizes bem
estabelecidas e status social, como por exemplo a medicina.

Na tentativa de entender melhor o movimento de desprofissionalizagao, Tardif
(2000) reflete sobre as causas terem se dado, em linhas gerais, por quatro grandes
motivos: como o distanciamento da formagdo universitiria as demandas do mundo
profissional, para iniciar. Um segundo motivo seria de assentar uma crise de poder, em
dois sentidos: tanto no politico, no qual se observa o alcance de decisdao do profissional,
quanto no sentido de competéncia. Outro motivo inerente a crise do profissionalismo
seria a falta de consenso sobre a conduta ética de cada profissao.

Para finalizar, o autor expde um quarto motivo (o autor menciona esse em
primeiro lugar e vos da mais relevancia. No entanto, ¢ 1util para este trabalho
apresenta-lo por ultimo, pelo motivo que se constata logo a seguir) que ¢ a crise da
pericia profissional, caracterizada pela pulverizagdo das praticas profissionais

fortemente enraizadas, até entdo, nessas profissdes tradicionais. Segundo Tardif (2000):

[...] assimilada durante muito tempo ao exercicio de uma racionalidade
instrumental diretamente baseada no modelo das ciéncias aplicadas, uma
racionalidade capaz de calcular e combinar eficazmente meios e fins, a pericia
profissional estd sendo cada vez mais percebida hoje em dia de acordo com o
modelo de uma racionalidade limitada, de uma racionalidade improvisada, na
qual o processo reflexivo, a improvisagdo, a indeterminacdo, a criatividade, a
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intuicdo, o senso comum desempenham um grande papel, apoiando-se, ao
mesmo tempo em rotinas proprias a cada tradicdo profissional.(TARDIF,
2000, p.8)

Na proxima subsecdo, sera possivel refletir sobre esse movimento de
transformagdo da pericia profissional de racionalidade instrumental, o processo de

reflexdo do profissional.

2.1.1 O Profissional Reflexivo

Segundo Tardif, Moscoso (2018), diante do contexto filosofico, cientifico e
social da década de 80, o pesquisador Donald Schon encontrou uma demanda de
mudangas nesse momento de crise do profissionalismo e de critica ao pensamento
positivista, trazendo a ideia de que para entender o ambiente profissional ¢
imprescindivel vé-lo pela perspectiva de seu pensamento e experiéncias.

Nasce assim o conceito de profissional reflexivo como resgate de uma tradicao
do pensamento reflexivo e que, para Tardif, Moscoso (2018), pensar o profissional como
cumpridor de protocolos ou que segue receitas para aplicar os conhecimentos de sua
area ¢ uma concepg¢do equivocada, pois as situacdes que os profissionais vivem tem sua
singularidade exigindo reflexdo em sua agdo e, em grande medida, exige improvisagao.

Esse conceito de profissional reflexivo, proposto por Schon, trazido em Tardif,
Moscoso (2018), ganhou notoriedade em meio ao momento de crise das profissdes,
sobressaindo assim, como um grande provocador dos modelos de formagdo do
profissional na Universidade. “Em nossa opinido, Schon tem a originalidade de ser um
dos primeiros em problematizar as questoes da racionalidade, cogni¢do e reflexdo no
dominio tradicional das formagdes profissionais universitarias.” (TARDIF, MOSCOSO,
2018, p. 399).

Apesar de inovador, esse modelo de profissional proposto por Schon recebe
criticas, sendo uma delas a de que, segundo Tardif, Moscoso (2018), diante do alto grau
de segmentacdo e peculiaridades dos fazeres profissionais, a ideia de reflexdo-na-acao ¢
incapaz para compreender como se d4 a dinamica de pensamento do profissional no
exercicio de suas fungdes.

Outra critica que se faz (TARDIF, MOSCOSO, 2018) ¢ o carater fortemente
estruturalista (no sentido de generalista) que Schon propde quando aborda que as

nuances da reflexdo do professor, por exemplo, estariam imbricadas nos conceitos de
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reflexdo antes, durante e depois, pois por mais que pertencam ao mesmo profissional, a
diversidade de origens da reflexdo podem ser muito distintas como, por exemplo, o
pensar sobre o aluno que estd afastado da escola e o pensar sobre quais os melhores
exemplos para comegar a ensinar potenciagao.

Assim, com essa critica ao ideal de profissional reflexivo, de Donald Schén e,
em meio a uma crise do profissionalismo, serd abordado na se¢do seguinte um autor que
buscou em seu trabalho de pesquisa trilhar esse caminho relatado na segunda critica,

trazendo uma alternativa teodrica.
2.1.2. A Base de Conhecimentos e a Reforma Educacional de Lee Shulman

Em meados de 1970 as pesquisas de carater qualitativo comecaram a ganhar
legitimidade no campo cientifico, sobretudo na Educagdo. Para Bodgan e Bliken (1994),
muitas das aspiracdes de resultados do pensamento positivista ndo se consolidaram nas
pesquisas no ambito da Educacdo, assim, os métodos qualitativos ganharam espaco e
desta forma foi possivel desenvolver diversos métodos de pesquisa nesse novo campo.
Situa-se aqui um periodo de grandes mudancas, de crescimento de pesquisas
relacionadas ao ambiente escolar, sobretudo da profissdo de professor que, como
destacado, vinha num caminho inverso das outras profissdes buscando raizes solidas
para consolidar-se como profissao, como assevera Tardif, Moscoso (2018):

A partir dos anos 1980, o cognitivismo penetra macigamente no campo das
ciéncias da educagdo anglo-saxas e no dominio da formacao de professores.
Nesse mesmo periodo, as pesquisas nos Estados Unidos deixam de estudar os
comportamentos do professor a partir de uma oOtica comportamental,

esfor¢ando-se para considerar o “pensamento dos professores”, seus saberes,
suas representagdes e crencas. (TARDIF, MOSCOSO, 2018. p.396)

Desta forma, forma-se um movimento para tentar entender e “cercar” os
conhecimentos que os professores utilizam em sua pratica docente, transcendendo a
nog¢do de reflexdo antes, durante e depois, de Schon. Esse movimento atuou na tentativa

de concentrar essas pesquisas, € que segundo Tardif, Moscoso (2018), a:

American Educational Research Association (AERA) publica, sob a diregdo
de M. C. Wittrock (1986), a terceira edicdo do grande Handbook of research
on teaching. Essa obra contém numerosos capitulos que propdem sinteses de
milhares de pesquisas sobre o pensamento e os conhecimentos dos
professores. Nela sdo encontrados textos fundadores, que marcardo a pesquisa
nessa area até os dias de hoje: Clark e Peterson, “Teachers’ thought
processes”;  Doyle, “Classroom organization and management”;
Fenstermacher, “Philosophy of Research on Teaching”; e Shulman,
“Paradigms and research programs in the study of teaching”. Todos esses
autores tentam promover uma interpretagdo cognitivista do ensino,
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esfor¢cando-se para ligar os comportamentos (ou a¢des) do professor a seu
pensamento, seus conhecimentos, suas representagdes, seus julgamentos. Na
mesma época, a orientagdo cognitivista é consideravelmente refor¢ada pelo
movimento de profissionalizagdo do ensino nos Estados Unidos, que exige a
edificacdo de um “knowledge base” especifico para a profissdo docente.
(TARDIF, MOSCOSO, 2018, p.396).

Destes autores, ¢ relevante para este trabalho a obra de Lee S. Shulman (1987).
Assim como Schon enxerga uma demanda de mudancas acerca do modelo de
profissional (observando o tema geral), Shulman (1987) observa uma outra demanda de
mudancas, no entanto referente ao estabelecimento de raizes para a profissionalizagdo
docente.

Lee Shulman queria combater afirmagdes do tipo: “Quem sabe faz, quem nao
sabe, ensina”, que tenta desqualificar todo conhecimento que o professor traz em sua
pratica docente. Para isto, ele reformulou a afirmacdo para: “Os que podem fazem, os
que compreendem ensinam” (SHULMAN, 1987, p.215) na tentativa de elucidar que o
professor, além de saber os contetidos necessarios para ensinar, precisa compreendé-los,
coisa que as outras profissoes nao demandam.

Assim, inicia-se um olhar direcionado para Shulman como um pesquisador que
trouxe o alerta sobre a necessidade de se fazer uma reforma educacional e, para
evidenciar sua completeza como teorico, formulou uma soélida base teodrica para
viabilizar e direcionar os esfor¢os na - em sua visdo - dire¢do correta da reforma
proposta. Com isso, essa tendéncia de luta pela profissionalizagdo docente tem um largo
alcance

Na América do Norte e na maioria dos outros paises de cultura
anglo-saxonica (Australia, Inglaterra etc.), bem como de forma mais recente,
na Europa francofona (Bélgica, Franga, Suica), toda area educacional esta
mergulhada em uma vasta corrente de profissionalizagdo dos agentes da
educacdo em geral e dos professores em particular (Ginsburg e Linday, 1995;
Judge et al., 1994; Paquay et al., 1996; Tardif, Lessard e Gauthier, 1998;
Tisher et al., 1990). Também encontramos essa corrente em varios paises
latino-americanos (Liidke e Moreira, 1999; Tato e Velez, 1997). A
profissionalizacdo do ensino e da formagdo para o ensino constitui, portanto,
um movimento quase internacional e, a0 mesmo tempo, um horizonte comum
para qual convergem os dirigentes politicos da area da educacéo, as reformas

das instituicdes educativas e as novas ideologias da formacdo e do ensino
(Tardif, Lessard e Gauthier, 1998; Lessard et al., 1999). (TARDIF, 2000, p.6)

Desta maneira, podemos entender que o movimento de profissionalizagdo do
professor mora no cerne desta proposta de reforma de Shulman, pois por uma frente de
atuacdo — de conotacdo mais politica — ele move grandes esforgos para criacdo de um

conselho de classe nos Estados Unidos, semelhante ao Conselho Federal de Medicina,
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no Brasil, por exemplo. Nessa forca-tarefa, Shulman (1987) traca um paralelo com o
magistério, trazendo que um conselho com tais caracteristicas deveria avaliar os
profissionais de acordo com padrdes bem estabelecidos, pautados nas pesquisas
académicas acerca de determinadas disciplinas curriculares (e daquelas adjacentes,
como a psicologia), em sua credibilidade com a comunidade dos profissionais do
magistério e, também, na fundacgdo solida de seu carater normativo que devem condizer
com as necessidades dos professores, como a formagao, por exemplo.

E possivel notar uma visio que faz a ruptura no modelo vigente de enxergar o
trabalho docente como exclusivamente disciplinar, em que para ensinar matematica, o
professor deve saber apenas muito conteido matematico, por exemplo. O autor
considera a grande complexidade que reside na pratica docente observando o grande
numero de disciplinas e suas intrinsecas inter-relagcdes que o profissional que ensina
deve ter consigo, respondendo assim, a outra provocagdo do tipo: “Ha muita coisa
mesmo que € preciso saber para ensinar?” com “Como ¢é possivel aprender tudo que ¢
preciso saber sobre ensino no tempo de formacdo de professores?”’(SHULMAN, 1987,
p. 205).

Ainda corroborando com a importincia de um conselho de classe docente, que
organize a classe, Tardif (2000) assevera que tal conselho, para responsabilizar o
professor por sua pratica, deve dispor em suas normas uma base de conhecimentos
relativos a profissdo docente para que possa se apontar e categorizar as condutas.

Assim, observando essa demanda de repertorio de conhecimentos profissionais
para que a profissdo docente consiga - como ja consolidado em outras profissdes -
elaborar uma forma organizada e objetiva de constatar erros e acertos, responsabilizar
por acdes e, enfim, encaminhar para a criagdo de uma instituicdo objetivamente
organizadora, Shulman (1987) elabora seu repertorio.

Desta forma, langa-se luz a outra frente de ataque rumo a reforma da educagdo: a
construgdo de uma base de conhecimentos (a “knowledge base”) que o professor deve
abarcar em si para que desempenhe o ensino de forma eficaz. O trabalho de Shulman
(1987), apesar de genérico (a todas as disciplinas), mostra-se inovador para os contextos
da época (e até hoje, passados mais de 30 anos) pois escava em profundidade essa base
de conhecimentos do professor fazendo uma série de indagacdes iniciais: 1) Como
categorizar os conhecimentos necessarios a uma boa pratica docente? 2) Quais sdo as

fontes desses conhecimentos e em que termos podem ser conceituadas? 3) O que fazer
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com esses conhecimentos, ou, segundo Shulman (1987, p.196): “quais sdo os processos
de raciocinio e acao pedagogicos?” e ainda, 4) “Quais sdo as implicagdes para a politica
de ensino e reforma educacional?”

Shulman (1987) traz para o leitor um caso de investigagdo da pratica docente: o
caso Nancy. Em linhas gerais, Nancy, professora hd 25 anos de lingua inglesa, tem
tracos em seu fazer pedagdgico que se mostram relevantes: conhecia com profundidade
0 que ensinava, interagia, instigava o debate e a verbalizagdo de seus alunos, sempre
pautada por um modelo teérico de aprendizagem, entre outras qualidades. E langou-se a
pergunta: como um professor iniciante pode, um dia, se tornar uma Nancy?

Assim, na tentativa de organizar os conhecimentos necessdrios para essa
transformagao, Shulman (1987) elenca sete categorias de conhecimentos que formam a

base de conhecimentos de ensino do professor (quadro 1):

Quadro 1 - Categorias da base de conhecimentos do professor

Categoria Exemplo

Conhecimento de contetido Um professor de matematica também precisa ter
conhecimento do  objeto  matematico  para
implementar propostas de estudos em contextos
escolares

“Conhecimento pedagogico geral, | Por exemplo, saber reconhecer qual o momento e
com especial referéncia  aos | atividade mais apropriado para se trabalhar em grupo
principios e  estratégias mais | ou individualmente.

abrangentes de gerenciamento e
organizacdo da sala de aula, que
parecem transcender a matéria.”
(SHULMAN, 1987, p.206)

Conhecimento do curriculo. | Temos a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL,
“Materiais e programas que servem [ 2018) e o Curriculo Paulista (SAO PAULO, 2019),
de “ferramentas do oficio” para os | como alguns exemplos.

professores.” (SHULMAN, 1987, p.
206)

Conhecimento dos alunos e de suas | Leva em conta a subjetivagdo que cada individuo traz
caracteristicas. para a sala de aula, o que gostam de fazer, as
dificuldades internas e externas a sala de aula que o
aluno carrega

“Conhecimento dos contextos | Como exemplo, ter a ciéncia de como funciona o
educacionais, desde o funcionamento | Fundo de Manutengdo e Desenvolvimento da
do grupo ou sala de aula, passando | Educagdo Basica.

pela gestdo e financiamento dos
sistemas educacionais, até

caracteristicas das comunidades e
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suas culturas.” (SHULMAN, 1987,
p.206).

“Conhecimento dos fins, propositos e
valores da educagdo e de sua base
historica e filosofica.” (SHULMAN,

Podemos citar o relatério da UNESCO: Educacdo,
um tesouro a descobrir (UNESCO, 1998), que traz
quatro bases gerais para a educag¢do mundial, sendo

1987, p.206).

elas: o aluno deve ser capaz de aprender a ser,
aprender a fazer, aprender a conhecer ¢ aprender a
conviver.

Conhecimento

(1987)

pedagogico
conteido. E a categoria que serve de
alicerce ao professor, para Shulman

do | E importante o professor transitar e coordenar
multiplas representagdes para dar acesso ao objeto
matematico que, por esséncia, ¢ abstrato.

O autor identifica em sua pesquisa de onde surgem essas sete categorias de

Fonte: Adaptado de Shulman (1987)

conhecimentos. Ele observa que ha, pelo menos, quatro fontes dispostas no quadro 2:

Quadro 2 - Fontes do conhecimento do professor

Fonte

Exemplo/comentario

“Formacdo académica nas
areas de conhecimento ou

Mostra-se uma fonte emblematica, pois, a0 mesmo tempo que
aparece elencada como um dos motivos da crise das
profissdes, também ¢é observada por Schon, como descolada
das realidades dos profissionais.

disciplinas”  (SHULMAN,
1987, p.207)

“Materiais ¢ o entorno do
processo educacional
institucionalizado (por
exemplo, curriculos,
materiais didaticos,

organizacdo ¢ financiamento
educacional, e a estrutura da
profissao docente)”
(SHULMAN, 1987. p.207)

Atualmente o sistema educacional brasileiro norteado por
avaliacOes externas, tendo como referéncia a BNCC, um
documento normativo.

“Pesquisas sobre
escolarizacdo, organizacdes
sociais, aprendizado humano,
ensino ¢ desenvolvimento, e
outros fendmenos sociais e
culturais que afetam o que os
professores fazem”
(SHULMAN, 1987, p.207).

Recentemente vivenciou-se um caso de racismo, como o
ocorrido com George Floyd, nos EUA. Um professor de
matematica pode ser afetado por isso e trabalhar
transversalmente o caso de racismo no eixo tematico de
estatistica, levantando dados com os alunos ou, como outro
exemplo, quando o professor tem a ciéncia do conceito de
zona de desenvolvimento proximal, de Vygotsky, tem um
melhor critério para designar as tarefas em diferentes niveis
para os alunos.

“A sabedoria que deriva da
propria pratica. (SHULMAN,
1987)

Uma professora como a Nancy tem em sua pratica exitosa
componentes adquiridos da vivéncia em sala de aula em seus
25 anos de carreira. Ao mesmo tempo que ela pode criar
métodos, também pode interpretar teorias de aprendizagem
usando a vasta quantidade de experiéncias que ja teve em sala

de aula. Esses conhecimentos, adquiridos pela Nancy,
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precisam ser apropriados por seus companheiros de profissdo
e ndo devem ser deixados de lado, ou seja, um professor
iniciante deve ter a sensibilidade de enxergar as virtudes de
um professor experiente e absorvé-las com as adaptacodes
necessarias, assim como o professor experiente deve ser
solicito com seus pares para compartilhar os “segredos” de
sua eficacia

Fonte: Adaptado de Shulman (1987)

E possivel notar que Shulman (1987) desenvolveu seus estudos com foco no
ensino, no entanto ele também pontuou que a aprendizagem possui igual valor. O autor
se aproxima do profissional reflexivo, de Schon, ao exibir a visdo que vislumbra sobre o
foco que deve ter o ensino, quando disserta que se deve enfatizar o ensino como
compreensdo do raciocinio, como transformagao e reflexdo. Essa énfase se justifica pela
determinagdo tanto da “pesquisa como as politicas publicas flagrantemente ignoraram
esses aspectos do ensino no passado.” (SHULMAN, 1987, p.214).

Assim, o autor traz, mesmo sem fazer referéncia a Schon, uma perspectiva de um
professor reflexivo para sua teoria quando o alia a sua proposta de base de

conhecimentos.

A reflexdo profunda requer tanto um processo de pensamento sobre o que
estdo fazendo como uma adequada base de fatos, principios e experiéncias, a
partir dos quais se raciocina. Os professores precisam aprender a usar sua
base de conhecimentos para prover fundamentos para escolhas e agdes.
(SHULMAN, 1987, p.214).

Desta forma, o autor se aprofunda e elabora um modelo de acdo e raciocinio

pedagdgico disposto no quadro 3:

Quadro 3 — Modelo de agdes e raciocinios pedagodgicos

Acoes e Raciocinios Pedagégicos
Compreensdo dos propositos, estruturas do conteudo, ideias dentro e fora da disciplina. O
entendimento do conceito matematico de proporgdo, tem sua importancia de aplicagdo no
dia-a-dia e, para compreendé-lo, ¢é necessario que outras habilidades estejam
desenvolvidas nos alunos, como a nocao de classes de equivaléncia, por exemplo.
Transformacao pela “Preparagdo: interpretagdo critica e analise de textos, estruturando e
segmentando, desenvolvimento de um repertorio curricular e esclarecimento dos
propésitos” (SHULMAN, 1987, p. 216). Por exemplo: o professor pode adaptar situagdes
propostas no livro didatico a realidade do contexto em que a sala esta inserida. Trocar
nomes de lugares desconhecidos para outros conhecidos, por exemplo.
Transformacdo pela “Representacdo: uso do repertdrio representacional, que inclui
analogias, metaforas, exemplos, demonstragdes, explicagdes e assim por diante”
(SHULMAN, 1987, p.216). Por exemplo, ao introduzir o conceito de potenciagdo,
pode-se contar a historia da inveng¢do do xadrez, como problematica e representagdo
visual.
Transformacdo pela “Selecdo: escolha dentro de um repertorio instrucional que inclui
modos de ensinar, organizar, gerenciar ¢ arrumar’ (SHULMAN, 1987, p. 216). Por
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exemplo: sequéncia didatica de um projeto de competicdo de pontes de palito de
churrasco no 8°ano, para se trabalhar a estrutura rigida do triangulo bem como outras
propriedades pertinentes.
Transformagdo pela “Adaptacdo e ajuste as caracteristicas dos alunos: consideracdo de
conceitos, preconceitos, equivocos e dificuldades, lingua, cultura e motivagdes, classe
social, género, idade, habilidade, aptiddo, interesses, autoestima e atengdo” (SHULMAN,
1987, p. 216). Por exemplo: esse aspecto leva em consideragdo o conhecimento dos
alunos e de suas caracteristicas. Assim, alunos que possuem maior dificuldade de
abstracdo, podem tirar proveito ao receber um geoplano para aprenderem a calcular areas
de poligonos.
Instrucdo por meio de “Gerenciamento, apresentagdes, interagdes, trabalho em grupo,
disciplina, humor, questionamentos e outros aspectos do ensino ativo, instru¢do de
descoberta ou de investigagdo e as formas observaveis de ensino em sala de aula.”
(SHULMAN, 1987, p. 216). Por exemplo: no caso do projeto de competi¢ao de pontes de
palito de churrasco, o professor pode equilibrar o processo autonomo de descoberta ¢
criagdo da ponte do aluno com designagdes pertinentes ao que sera estudado. Os
processos de descoberta e de criagdo ndo sdo soltos, cadticos, mas sim instruidos e
organizados pelo professor em uma sequéncia estimulante e ordenada.
Avaliacdo pela “Verificagdo do entendimento do aluno durante o ensino interativo. Testar
o entendimento do aluno no final das aulas ou unidades. Avaliar o proprio desempenho e
ajusta-lo as experiéncias” (SHULMAN, 1987, p. 216). Por exemplo: O professor nao
pode se contentar em saber se o aluno aprendeu ou ndo apenas na avaliagdo bimestral, ou
seja, ele deve estar adequado em trabalhar com avaliacdo continua (avaliacdo formativa).
Reflexdo em “Rever, reconstruir, reconstituir e analisar criticamente o proprio
desempenho e o da classe, e fundamentar as explicagdes em evidéncia” (SHULMAN,
1987, p. 216). Por exemplo: um professor iniciante pode perceber que, para introduzir
potenciacdo ndo ¢ viavel dar exemplos cujo valor da poténcia ¢ o mesmo que o da
multiplicacdo da base pelo expoente ou que a soma de parcelas iguais (22 = 2x2 = 4. Mas
4=2+2, e 4 =2 x (expoente 2).
Novas compreensdes “de propoésitos, da matéria, dos alunos, do ensino ¢ de si mesmo.
Consolidagdo dos novos entendimentos e aprendizagens da experiéncia” (SHULMAN,
1987, p. 216). Por exemplo: consolidar em sua pratica o exemplo da reflexao.

Fonte: Adaptado de Shulman (1987)

Observa-se, entdo, uma robusta estrutura de base de conhecimentos do ensino,
formulados por Shulman (1987). No entanto, convém levantar algumas observacoes
acerca da proposta de reforma educacional, feitas pelo autor. Primeiramente, que, apesar
do esforco de caracterizacdo de uma base sélida, ndo deve se esquecer o carater humano
da profissao docente e torna-la rigida demais, pois Shulman (1987) alerta que obter
padrdes ¢ diferente de padronizagdo, sendo que o primeiro remete a uma organizagao
minima dos conhecimentos e atribuicdes do professor, j4 o segundo nos leva a uma
interpretacdo de automagdo da profissdo, sendo assim, ndo se deve eliminar a
componente humana do professor relativa ao que Schon levantou sobre a improvisacao e

o carater singular das situacdes de trabalho.
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A partir do que se pode observar nos contextos dos anos 70 e 80, nota-se, assim,
um alerta claro de Shulman para a reforma educacional ndo repetir os erros cometidos
no passado, acerca do cientificismo de relagdes humanas e complexas.

Outro ponto de destaque ¢ a indicacdo que Shulman (1987) faz para estudos
posteriores. Como visto, ele assume a visdo de que a categoria de conhecimento
pedagogico do conteudo ¢ a base para a pratica docente e deve ser colocada em
evidéncia, quando diz que “programas de formacdo de professores ja ndao poderao
limitar sua atividade as areas de didatica e de supervisdo da pratica que nao levam em
consideragdo o conteido. Uma énfase no conhecimento pedagdgico do contetido
permearia o curriculo de formacgao de professores.” (SHULMAN, 1987, p.223).

Assim, temos um ponto de partida para elaboracdo de novos modelos, nessa linha
de proposta de Shulman. Aborda-se, mais adiante, o aprofundamento desse

direcionamento.

2.2 O CONHECIMENTO ESPECIALIZADO DO PROFESSOR DE MATEMATICA:
A BASE DE CONHECIMENTOS MKT

Nesta se¢do discorre-se sobre um periodo mais recente: a década de 2000. O
olhar sobre o ensino da matematica comec¢a a ganhar corpo de maneira que torna-se
necessario dar especificidade as categorias da base de conhecimentos do professor,
conforme recomendava Shulman (1987).

Ribeiro e Alves (2021), levantam essa relevancia de aprofundamento no
entendimento de que, diante desse contexto apresentado, hd uma obviedade de que o
professor que ensina matematica deve ter um conhecimento que ultrapassa e
transcendente o/ao do aluno, no entanto ¢ necessdrio especificar quais sdo esses
conhecimentos.

Sendo assim, apesar da grande relevancia do conhecimento pedagogico para o
professor, ndo se torna evidente que essa transcendéncia de conhecimentos do professor
em relacdo aos conhecimentos do aluno pertenga a esse ambito e, de acordo com Ribeiro
e Alves (2021), tampouco pertenceria ao ambito das matematicas puras. Assim, 0s

autores orientam que:

Esta discussdo e problematizagdo anterior busca potencializar a necessidade
de uma articulagdo entre conhecimento matematico e pedagogico de forma
imbricada para que esse “mais” se refira a essas especificidades do
conhecimento. E essa discuss@o ¢ premente e urgente, pois, se continuarmos
assumindo a perspectiva das generalidades, alinhada com as ideias gerais de
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Shulman (1986) ou de Tardif (2002), a argumentagdo continuara a ser que
esse “mais” se refere a dimensdo pedagogica. (RIBEIRO, ALVES, 2021, p.6)

Na tentativa de aprofundar o modelo de Shulman (1987) no que tange a esse
campo tdo especifico, que ¢ o conhecimento articulado entre o pedagdgico e o
matematico (ou, originalmente e genericamente: de conteido), ou seja, mais direcionado
no entendimento de como os conhecimentos especificos do professor de matematica
podem ser organizados de maneira que os conhecimentos matematicos escolares possam
ser apropriados de forma eficaz pelos alunos, Ball, Thames e Phelps (2008) formulam o
modelo MKT (Mathematical Knowledge Teaching), como uma base de conhecimentos
para o ensino da Matematica.

Os pesquisadores definem seu modelo e deixam claro que seu direcionamento nao
estd diretamente ligado ao professor, mas sim ao ensino, que pressupde um pensar
didatico diferenciado sobre a matemadtica. Com maior polimento, os autores orientam
que entendem o termo ensino como o arcabougo em que o professor faz uso para que se
efetue a aprendizagem.

Desta forma definem um método, uma maneira de formular sua pesquisa, que se
da: “primeiro, conduzimos analises qualitativas extensas da pratica de ensino. Em
segundo lugar, projetamos medidas de conhecimento matematico para o ensino com
base em hipdteses formuladas a partir de nossos estudos qualitativos.” (BALL,
THAMES, PHELPS, 2008, p. 395)

Aqui, enxerga-se um exemplar da aplicagdo e ampliagdo do método qualitativo
que brevemente foi visualizado ascendente nas décadas de 80 e 90.

Ball, Thames e Phelps (2008) se valeram de um vasto banco de dados sobre
ensino, desde videos até registros de professores e alunos para avaliarem padrdes que
possam levar a categorizacdes de conhecimentos que aspirem, em grande medida, a
transformar o ensino de matematica mais eficaz. Assim, eles definem estratégias e
ferramentas de andlise desses dados, como a Andlise Fatorial, para dar mais
especificidades as categorias e métricas de suas analises.

Essa técnica analitica, a Andlise Fatorial, tem como pretensdo:

[...] procurar as relagdes ou padrdes existentes entre as diferentes variaveis
medidas nos dados recolhidos e encontrar um menor conjunto de variaveis
latentes, geralmente denominados de fatores. Estes fatores sdo
ndo-observaveis e pretendem exprimir como as varidveis iniciais se
interligam, apesar de inicialmente poderem ter pouco em comum. (COSTA,
MOREIRA, SA, 2021, p.62)
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Nesse direcionamento os pesquisadores constroem o modelo de base de
conhecimento para o ensino da Matematica, o MKT, que essa pesquisa se dedicara a
explicitar sua estrutura daqui em diante. O modelo MKT tem seu ponto de partida do
direcionamento de Shulman (1987): o conhecimento pedagogico de conteudo. A seguir,

na figura 1, pode-se observar uma introducdo ao MKT com dois amplos dominios:

Figura 1: Evidencia de dois amplos dominios do MKT

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE

= \_

Fonte: adaptacdo do esquema proposto por Ball e seus colaboradores (2008)

O lado esquerdo da elipse representa o conhecimento de contetido da matematica,
e o lado direito, o conhecimento pedagoégico de contetido. O aprofundamento para a
matematica se inicia no pensamento de que o professor de matematica deve, sobretudo,
conhecer os Conhecimentos Comuns do Conteido (CCK - Common Content

Knowledge), situado na figura 2, em que:

No conhecimento comum do conteudo, o ‘comum’ significa que ndo ¢
exclusivo do ensino, que ¢ usado em outros cenarios, que sdo habilidades
matematicas que outros também tém, ou seja, ndo € especifico dos professores
de Matematica.” Desta forma, o professor deve dominar essa “matematica dos
contextos” (PATRONO; FERREIRA 2021. p. 6).

Figura 2: CCK — Subdominio do MKT

Domains of Mathematical Knowledge for Teaching

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE

Fonte: adaptacdo do esquema proposto por Ball e seus colaboradores (2008)



Um outro subdominio do MTK, relativo ao conhecimento do conteudo €é o
Conhecimento do Horizonte do Conteudo (HCK - Horizon Content Knowledge).

Esse subdominio se mostrou um pouco difuso em sua defini¢ao, assim, para Zero,
Oliveira e D’Alessandro Neto (2021), ha uma incerteza sobre a especificidade deste
subdominio visto que sua categorizacdo nao ¢ tdo evidente. Dado que seu objetivo ¢é
avaliar o entrelagamento dos conhecimentos matematicos com o curriculo, uma possivel
interpretagdo de manifestagdo desse subdominio seria um professor especialista do
Ensino Médio se apropriar da sequéncia logica didatica que os contetidos matematicos
sdo expressos nos documentos curriculares dos Anos Iniciais. Isso pode fazer com que
se amplie a visdo do horizonte de sua perspectiva da matematica, alinhada ao
desenvolvimento dela nos alunos durante um grande periodo de estudos.

Seu dominio pode ser observado na figura 3:

Figura 3: HCK — Subdominio do MKT

Domains of Mathematical Knowledge for Teaching

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE

Common
content
/ knowledge
/ (CCK)
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Fonte: adaptacdo do esquema proposto por Ball e seus colaboradores (2008)

Assim, deixa-se para preencher o lado esquerdo da elipse com o subdominio que,
segundo os pesquisadores, mostra-se de grande relevancia, o conhecimento

especializado do conteudo (SCK - Specialized Content Knowledge) :

Talvez o mais interessante para nos tenha sido a evidéncia de que o ensino
pode exigir uma forma especializada pura do conhecimento da matéria -
"puro" porque ndo estd misturado com conhecimento dos alunos ou
pedagogia e, portanto, ¢ distinto a partir do conhecimento do conteudo
pedagodgico identificado por Shulman e seus colegas, sdo “especializados”
porque ndo ¢ necessario ou usado em configuracdes diferentes da matematica
ensino. Essa singularidade € o que torna este contetido conhecimento especial.
(BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p.396)

Esse conhecimento especializado da Matemdtica pode ser compreendido

retomando o mesmo exemplo que foi citado para explicar o conhecimento do contetido
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pedagogico, de Shulman: a resolugdo da conta 71 — 16. Qualquer professor de
matematica sabe que ao introduzir uma conta como essa - que apesar dos adultos terem
internalizado um algoritmo (na maioria das vezes sem justificagdo nenhuma) para
resolucdo dessa conta (Common Content Knowledge - CCK) - , terdo sempre respostas
diferentes para esse problema.

Interpretar o que foi produzido pelo aluno requer um conhecimento especializado
do professor sobre a propria matematica que existe por detrds da conta, sem requerer
qualquer conhecimento pedagogico.

Por ser especial, esse conhecimento ¢ especifico apenas a quem ensina
matematica, pois estd intrinsecamente ligado ao fazer matematica, que segundo os
autores, envolve um entendimento que vai além da computacao dos algoritmos, requer
entendé-los em todas suas implicagcdes e representacdes ja viciadas de verbalizacdes
como “empresta 1 do nlimero ao lado” ou “vai um”.

Seu dominio encontra-se na figura 4:

Figura 4: SCK — Subdominio do MKT

Domains of Mathematical Knowledge for Teaching

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE
- ~
Common
content
/ knowledge
, \
i (CCK) Specialized \
contant A
knowledge (SCK) |
\ Horizen |
\ content ., !
QIE:@ /
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Fonte: adaptacdo do esquema proposto por Ball e seus colaboradores (2008)

Indo para o lado direito da elipse, do dominio do conhecimento pedagogico de
contetido, temos o subdominio do conhecimento do conteido e do ensino (KCT -
Knowledge of Content and Teaching), que se caracteriza por combinar conhecimento

sobre ensino e sobre a matematica:

E a forma como os professores organizam os conteidos para a instrugdo —
escolhem com quais exemplos vdo comegar, quais vao usar para aprofundar
um conceito, avaliam as vantagens e desvantagens de representagdes usadas
para ensinar um conteudo, quais métodos e procedimentos oferecem mais
possibilidade de aprendizagem. (PATRONO, FERREIRA, 2021, p. 7)

38



Um exemplo seria o de usar um jogo de adivinhagdo com cartas para aprofundar e
exercitar o conhecimento dos alunos acerca das operacdes com nimeros inteiros.

Na figura 5 encontra-se sua localizacao na elipse:

Figura 5: KCT — Subdominio do MKT

Domains of Mathematical Knowledge for Teaching

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE

Common
content
/ knowledge
/ (CCK)

Specialized
content
knowledge (SCK)

Horizon
\ content

{cwlsdge

~ P

Knowledge of
contentand
teaching (KCT)

Fonte: adaptagdo do esquema proposto por Ball e seus colaboradores (2008)

Outro subdominio do conhecimento pedagdgico de contetido € o conhecimento do
conteudo e dos estudantes (KCS - Knowledge of Content and Students).

Esse conhecimento pode ser interpretado como a juncdo entre o conhecimento
especializado do conteudo com o conhecimento dos erros mais comuns que os alunos
cometem, assim, para Ball, Thames e Phelps (2008), esse ¢ um tipo de conhecimento
que leva o professor associar em sua mente os alunos e suas particularidades com as
recorrentes formas de interpretar um determinado contetido.

A partir disso, assume-se a perspectiva de que esse subdominio do modelo MKT ¢
tdo importante quanto o SCK, pois parece haver uma espécie de mutualismo entre esses

subdominios. Sua localizagao na elipse encontra-se na figura 6:
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Figura 6: KCT — Subdominio do MKT
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Fonte: adaptacao do esquema proposto por Ball e seus colaboradores (2008)

Preenchendo a elipse, ¢ possivel elencar o ultimo subdominio do modelo MKT: o

conhecimento do curriculo (figura 7). Ele estd contido no dominio do conhecimento

pedagogico de contetido pois € um tema inerente ao ensino: ¢ um dos componentes

organizadores do ensino.

No entanto, seus limites ndo sdo tdo claros, assim, ndo se sabe exatamente se ¢

exclusivo ao ambito pedagdgico, pois “novamente, eles afirmam nao ter certeza se pode

ser uma categoria em si, se ¢ parte da categoria conhecimento do contetido e do ensino

ou se pode ser trabalhada em varias categorias.” (PATRONO, FERREIRA, 2021, p.8)

Figura 7: O modelo MKT
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Fonte: Ball, Thames e Phelps (2008, p.403).



Desta forma, o desenvolvimento do modelo MKT:

[...] proporcionou o avango de discussdes no campo da formacdo de
professores, levando a novas propostas na docéncia em suas diversas areas do
conhecimento, dentre elas, a Matematica. Ball, Thames e Phelps (2008),
tendo as ideias de Shulman (1986, 1987) como pontos de partida para se
pensar nos conhecimentos de professores de Matematica, tornam ainda mais
categoricos alguns dos elementos indicados na base preliminar e apresentam o
Conhecimento Matematico para o Ensino (Mathematical Knowledge for
Teaching — MKT) (ZERO, OLIVEIRA, D’ALESSANDRO NETO, 2021, p.4)

Ball, Thames e Phelps (2008) asseveram que o subdominio do conhecimento
especializado do conteudo necessita de mais aprofundamento para poder compreender
as dimensdes mais relevantes do conhecimento profissional. Na tentativa de aperfeigoar
as limitagdes identificadas no MKT fecundou-se um novo modelo de visualizagdo e

organizagdo dos conhecimentos relativos ao ensino da matematica: o modelo MTSK.

2.3 A BASE DE CONHECIMENTOS MTSK

Na presente secao sera discorrido sobre o0 modelo MTSK (Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge) de Carrillo et al (2013, 2018), sendo uma evolugdo, um
aperfeicoamento do modelo MKT, de Ball, Thames e Phelps (2008), pois segundo
Montes, Contreras, Carrillo (2013, p.403), “a especializagdo do conhecimento do
professor de matematica deve derivar de sua profissdo”, ressignificando a nog¢do de
especializacdo do MKT. Assim como o MKT, o MTSK parte do conhecimento
matematico e do conhecimento didatico do contetido, conforme figura 8.

Figura 8: base para a subdivisdo dos dominios do MTSK

PIUBIUO) [@P 02328RI0 0JUd DO,

/ Conocimiento Matemdtico \
\ 3/

Fonte: adaptacdo de Flores-Medrano et al (2016)
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De maneira similar ao que foi apresentado no MKT, ¢é possivel observar os
subdominios criados no lado esquerdo do hexdgono. Inicialmente, aborda-se (figura 9) o
conhecimento dos temas (Knowledge of Topics - KoT), em que pode-se inferir possuir
certa relagdo com alguns subdominios do MKT, mais especificamente na sobreposi¢ao
entre KCS, KCT e SCK.

Assim, “esse subdominio se detém a conhecer: “os temas que se vai ensinar; os
conteudos da matematica de maneira fundamentada (conceitos, procedimentos, fatos,
regras, teoremas, etc.) e seus significados.” (FLORES-MEDRANO et al, 2016, p.210)

Figura 9: conhecimento dos temas (KoT)

Conocimiento Matematico
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Fonte: adaptacdo de Flores-Medrano et al (2016).

Adiante temos o conhecimento das estruturas da matematica (Knowledge of the
Mathematical Structure - KSM). Esse subdominio do conhecimento matematico,
representado na figura 10, assemelha-se, em partes, com o0 HCK, no MKT.

Assim, ele “pretende trazer a evidéncia do conhecimento do professor sobre a rede
de relagdes de conteudos matematicos e os significados da estrutura que mantém a
matematica” (FLORES-MEDRANO et al., 2016, p.211).

Associando mais especificamente a este trabalho, um exemplar desse subdominio
seriam os subconstrutos (interpretacdes/sentidos) dos nimeros racionais definidos por
Kieren (1980), em que a dindmica de complexidade do aprendizado desses nimeros se
da a partir da interagdo entre as experiéncias desses elementos ¢ os elementos que
orbitam sobre o tema, em diferentes niveis de profundidade de abstracao.

Desta forma, para os autores, esse ¢ o conhecimento:

[...]das principais ideias transversais a distintos conteuidos (como o
conhecimento l6gico matematico da classificagdo que estad no substrato de
todos topicos matematicos), de relagdes entre distintos temas (por exemplo,
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entre fragdes, decimais e porcentagens) e relagdes dadas por simplificagdo e
complexificacdo do tema (por exemplo as séries do tipo recursivo, a
sequéncia numérica e as progressoes aritméticas). (FLORES-MEDRANO et
al, 2016, p.211)

Figura 10: conhecimento das estruturas da matematica (KSM)
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Fonte: adaptacdo de Flores-Medrano ef al. (2016)

Assim, de posse dos topicos da matematica bem como sua estrutura edificante, o
professor que ensina matematica deve ter em si o conhecimento das praticas
matematicas (Knowledge of Pratics in Mathematics - KPM).

Nesse subdominio o professor “deve ter conhecimento de como se gera o
conhecimento matematico, o conhecimento de como se define as matematicas, a
diferenca entre demonstracao, prova e uma comprovac¢do.” (FLORES-MEDRANO et
al.,p.212)

A demonstracdo da irracionalidade de \/E pode ilustrar esse tipo de conhecimento,

pois oportuniza ao aluno ter contato com um tipo de validagdo que evidencia

caracteristicas edificantes da Matematica, como a hipotese de \/E ser um numero
racional e os procedimentos validos na demonstracdo por redu¢dao ao absurdo que a
suposta afirmagao ¢ falsa.

Ter ciéncia dessas caracteristicas e dos limites permissiveis de argumentacao,
proprios da Matematica, pode desenvolver no aluno uma visdo madura sobre o
funcionamento da validagao de fatos matematicos.

A localizagao do KPM no hexagono encontra-se na figura 11:



Figura 11: conhecimento das praticas matematicas (KPM)
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Fonte: adaptacao de Flores-Medrano et al. (2016)

Passando para o lado direito do hexagono, no &mbito do conhecimento didatico do
conteudo, observa-se o subdominio Conhecimento do Ensino das Matematicas
(Knowledge of Mathematics of Teaching - KMT) disposto na figura 12.

Aqui, ha uma relativa aproximacdo com o KCT no MKT, pois os autores
consideram que esse subdominio representa as diferentes maneiras do professor
apresentar o conteudo para seu aluno, sabendo as melhores sequéncias didaticas bem
como ter intencionalidade na producdo e adaptagdo de exercicios para que se
potencialize a aprendizagem.

Podemos inferir, como exemplo, que o uso do dbaco no ensino do sistema de
numeragdo decimal se equivale ao do quadro de valor posicional, logo, possuem em si
uma légica de funcionamento diferente do material dourado que possui como
potencialidade trabalhar diferentes tipos de agrupamentos.

Outro exemplo ¢ a aplicagdo em sala de aula de um jogo baseado em um bingo,
em que os numeros sorteados sdo usados para formar fracdes em que os alunos devem
fazer a leitura corretamente ou, na mesma dindmica de jogo, trabalhar com as operagdes
fundamentais relativas as fragoes.

O conhecimento destas distingdes de aplicabilidades de recursos pedagogicos para

o professor, mostra-se como exemplar desse subdominio.
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Figura 12: Conhecimento do ensino das matematicas (KMT)
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Fonte: adaptacao de Flores-Medrano et al. (2016)

Prosseguindo no preenchimento do hexagono, temos o conhecimento das
caracteristicas de aprendizagens matematicas (Knowledge of Features of Learning
Mathematics - KFLM). Ainda ¢ possivel realizar uma aproxima¢do ao MKT neste
subdominio, a saber, com o KCS.

Esse subdominio, apresentado na figura 13, aprofunda-se no aspecto da
aprendizagem do aluno, da compreensdo das formas mais gerais de pensamento do
aluno em seus dos percursos de aprendizagem da matematica.

Assim, entender os erros de aprendizagem mais comuns dos alunos ¢ uma
caracteristica deste subdominio.

No entanto se vai mais além, pois a aprendizagem ¢ um processo muito complexo
em que muitas teorias sdo construidas de acordo com a especificidade do tema, como
por exemplo a teoria dos registros de representacdo semidtica, sobre o qual o acesso ao
objeto matematico se faz pela mobilizagdo e coordenacdo de multiplas linguagens
matematicas, se mostra um exemplo caracteristico deste subdominio.

Indo mais além: “nds igualmente acomodamos a fundamentagdo de seu
conhecimento que toma forma de teorias pessoais do professor, proveniente de sua

experiéncia.” (FLORES-MEDRANO et al., 2016, p.213)
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Figura 13: Conhecimento das caracteristicas de aprendizagem da matematica (KFLM)
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Fonte: adaptacdo de Flores-Medrano et al. (2016)

Por fim, o ultimo subdominio do conhecimento didatico do contetido (figura 14),
apresentado como conhecimento dos padrdes de aprendizagem das matematicas
(Knowledge of Mathematics Learning Standards - KMLS), estd presente no ambito dos
documentos curriculares e pesquisas que direcionam efetividade em processos

normativamente estabelecidos.

Figura 14: Conhecimento dos padrdes de aprendizagem da matematica (KMLS)
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Fonte: adaptacdo de Flores-Medrano et al. (2016)

Com isso, finaliza-se a composicdo do modelo MTSK de Carrillo et al (2013,
2018) incluindo as crencgas dos professores sobre a matematica (figura 15) e sobre o

processo ensino aprendizagem da matematica. Segundo os autores: “Somos conscientes
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de que a pratica do professor ¢ respaldada por uma filosofia das matematicas (THOM,
1973). Entendemos que essa filosofia contém um conjunto de concepgdes e crengas do
professor (THOMSON, 1992) acerca das matematicas, seu ensino e aprendizagem.
Essas crengas permeiam todos os subdominios” (FLORES-MEDRANO et al., 2016,
p.214).

Figura 15: MTSK.
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Fonte: Flores-Medrano et al. (2016, p.209)

2.4 BASE DE CONHECIMENTOS ESPECIALIZADOS SOBRE OS NUMEROS
RACIONAIS

Nesta secdo, serdo levantados resultados de sete pesquisas que trazem
conhecimentos especializados sobre o ensino dos nimeros racionais. Cinco destas
pesquisas, sendo elas Souza (2015), Santos Filho (2015), Damico (2007), Marques
(2018), Rogeri (2015), sdo fruto do levantamento realizado por Zero, Oliveira e
D’Alessandro Neto (2021) numa pesquisa realizada na modalidade Estado da Arte, e
possuem em comum a utiliza¢cdo dos modelos MKT de Ball, Thames e Phelps (2008) e
PCK de Shulman (1987).

Destas cinco pesquisas, quatro fazem uso das teorias de Thomas E. Kieren em
anos diversos, sendo, que Souza (2015) utilizou Kieren (1976, 1988, 1993), Santos Filho
trouxe Kieren (1976, 1988, 1993), Damico (2007) usou Kieren (1976, 1980, 1981, 1988,
1989, 1993) e Rogeri (2015) utilizou Kieren (1976, 1988). Sendo assim, ¢ possivel notar
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a importancia dos resultados encontrados por esse pesquisador ao longo de sua carreira,
sugerindo, entdo, que fizesse parte do referencial teorico deste trabalho.

Desta forma, as outras duas pesquisas que sao trazidas nesta se¢do sao Kieren
(1976, 1980).

Essas pesquisas compdem a base de conhecimentos utilizada nas andlises dos
livros didaticos. Como introdu¢do ao tema, inicia-se com um olhar sobre a definigdo de
numeros racionais a partir de um livro universitdrio de referéncia, sendo que, em
seguida sdo trazidas as principais contribui¢des de Kieren (1976), em que se elenca sete
interpretagdes dos niimeros racionais bem como suas implicagdes sobre o ensino do
topico.

Posteriormente ¢ trazido Kieren (1980), que faz uso da teoria do significado e da
compreensdo de Margenau (1961) para compartimentar as interpretacdes em nogoes
mais delimitadas denominadas de ‘‘subconstrutos”, postulando as promissoras
inter-relagdes que possuem.

Em seguida, sdo trazidos os resultados das cinco pesquisas nacionais

mencionadas.

2.4.1 Os Nameros Racionais

Os nameros racionais podem ser construidos sob a Optica das matematicas puras a
partir da definicdo de uma relagdo particular entre o conjunto dos inteiros com dos
inteiros nao-nulos. Esse inicio da formalizagdo da constru¢dao dos nimeros racionais €
abordado em Ferreira (2013), em que se faz uso da relacao (a,b) ~ (c,d) quando ad = bc,
aplicado em ZxZ*={(a,b) | a € Z e b € Z*}, mostrando que tal relagdo ¢ uma relagao de
equivaléncia, ou seja, goza das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

A partir da definicdo desta relacdo, o autor define fracdo como a/b = {(x,y) €
Zx7* | (x,y) ~ (a,b)}, assim, por exemplo, 3/5 = {(x,y) € ZxZ* | (x,y) ~ (3,5)} = {(X,y)
€ ZxZ* | 5x = 3y} e, posteriormente, demonstra que essa definicdo de fragdo goza da
propriedade inicial (ad = cd).

Por fim, o autor traz uma definicdo do conjunto Q dos numeros racionais como “o
conjunto quociente de ZxZ* pela relagdo de equivaléncia ~, isto &, Q = (ZxZ*)/~= {a/b |

a€Zeb€ Z*}, como no ensino Fundamental.” (FERREIRA, 2013, p. 55).
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Esse livro-texto faz parte de uma colegdo intitulada Textos Universitarios, da
editora SBM, e se propde a construir os conjuntos numéricos de maneira formal e
rigorosa.

Na sequéncia dedicamos aos resultados de pesquisa que contemplam a relacdo
ensino aprendizagem dos numeros racionais, tomando por base referéncias da literatura
internacional.

Cinco pesquisas brasileiras se apropriaram das contribuicdes de trabalhos
produzidos por Thomas E. Kieren, professor emérito na Universidade de Alberta, no
Canad4d. Em 1976, Kieren contribuiu com sua pesquisa para a publicacdo da série
Mathematics Educations Reports, que teve por objetivo disseminar conhecimentos
relacionados a Educagdo Matematica para o ensino, por professores de todos os niveis
escolares. O estudo de Kieren, que aqui sera mencionado, participou da edicdo Numbers
and Measurement Concepts, ou seja, uma colecdo de estudos que orbitam no tema
Conceitos de Numeros e Medidas.

A contribuicao de Kieren teve como foco os fundamentos matematicos, cognitivos
e instrucionais dos numeros racionais, sendo assim, pode-se entendé-lo como um
exemplo de pesquisa no ambito do movimento cognitivista, citado na se¢do 2.1. A partir
daqui, serd feita referéncia a Kieren juntamente com o ano de pesquisa, visto que ha
uma evolucao na forma de conceber o tema de acordo com o periodo estudado e que, as
diferentes formas de conceber o tema podem ser abordadas isoladamente por autores de
livros didaticos..

Kieren (1976) percebeu uma contradi¢do entre o passado e o presente observando
que estudos indicam o uso das fracdes em sociedades como a Babilonia remetendo a
2000 anos atras de forma sofisticada como, por exemplo, a mistura do sistema
posicional de base 10 e o de base 60. Além da representacdo sofisticada, o autor ressalta
o engenhoso uso desses numeros (racionais) na arquitetura, como por exemplo as
piramides do Egito. Assim, a contradicio observada ¢ a de que durante milénios
diferentes civilizagdes dominaram os nimeros racionais a seu favor e, em contrapartida,
cada vez mais observa-se uma dificuldade na instrucdo (ensino) € na apreensio
(aprendizagem) desses numeros pelos professores e alunos, respectivamente.

O autor faz a analise de que os curriculos matematicos que vigoraram em seu

tempo eram pacotes semelhantes aos de um século atras: procedimentos brutos, porém
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ornamentados, para aprender determinados conceitos como adi¢do de fragdes, por
exemplo.

A partir dessa reflexdo e critica ao carater estritamente procedimental dado até
entdo, o autor sistematizou sete formas de conceber os niimeros racionais e, em cada
uma delas procurou determinar as estruturas matematicas e aspectos cognitivos

importantes na aprendizagem:

1. Os numeros racionais sdo fra¢cdes que podem ser comparadas, adicionadas,
subtraidas, etc.

2. Os numeros racionais sdo fragdes decimais que formam uma extensdo
natural (por meio de nosso sistema de numeracdo) para 0s numeros inteiros.

3. Os niimeros racionais sdo classes de equivaléncia de fragdes. Assim, {1/2,
2/4, 3/6,...} e {2/3, 4/6, 6/9,...} sdo nimeros racionais.

4. Os numeros racionais sdo numeros na forma p/q, onde p, q sdo inteiros e
g#0. Nesta forma, os nlimeros racionais sdo numeros de "propor¢ao".

5. Os nimeros racionais sdo operadores multiplicativos;

6. Os niimeros racionais sdo elementos de um campo quociente ordenado
infinito. Eles sdo nimeros da forma x = p/q, onde x satisfaz a equagdo qx = p.

7. Os numeros racionais sdo medidas ou pontos em uma reta numérica.
(KIEREN, 1976, p. 103)

O estruturamento dos niimeros racionais por meio dessas interpretacdes tornou-se
necessario para transcender a visdo da matematica pura dos racionais como alternativa

de ensino, e ainda, para o autor:

[...] ao trabalhar com nUmeros racionais, as criangas estdo lidando com
estratégias matematicas que ndo tém uma base dbvia no pensamento natural.
Portanto, um estudo do pensamento natural de uma crianca ndo seria
adequado para a consideragdo do desenvolvimento das ideias sobre os
numeros racionais. (KIEREN, 1976. P. 103)

Desta forma, Kieren (1976) busca uma via alternativa entre o carater abstrato da
matematica pura e a visdo estritamente psicologica do pensamento natural da crianga. O
autor analisa a definicdo de racionais como pares ordenados e, a partir dai, faz uso do
conceito de classes de equivaléncias. Para desenvolver esses dois conceitos a crianga
deve passar por trés fases iniciais:

1°) Aprender a observar a realidade por pares ordenados, isso significa
primeiramente observar a realidade de forma a relacionar os elementos de dois a dois,
ou seja, em pares e verificar a ordem de ocorréncia de manifestacao desses elementos.

2°) A crianga, posteriormente, deve conseguir representar simbolicamente a
realidade observada pelos pares, que sdo ordenados. Assim, ela necessita aprender uma

estrutura de simbolos que a permita fazer essa representacao.
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3°) A fase posterior ¢ a uma culminancia das duas anteriores: a crianca deve
conseguir aplicar essas habilidades das fases anteriores para conseguir identificar os
simbolos da realidade relacionados com a realidade que o representa. Especificamente

em numeros racionais, as criancas devem aprender a identificar, segundo o autor:

I) situagdes parte-todo;

IT) a pronuncia verbal e os simbolos usados para representar os numeros (palavras
como “um terco” e algarismos para formar os nlimeros);

IIT) Correlacionar uma fracao (simbolo) com uma configuragdo parte-todo;

IV) Aprender que configuragdes parte-todo podem ser representadas de formas
equivalentes, ou seja, os simbolos (fracdes) que representam os elementos deste

conjunto sdo equivalentes.

2.4.1.1 Numeros Racionais como Classes de Equivaléncias

Pode-se notar que Kieren (1976) traz o conceito de equivaléncia como um dos
primitivos e centrais para o entendimento dos niimeros racionais, trazendo-o como uma
das interpretacdes estruturantes dos nimeros racionais, o qual serd desenvolvido nesse
momento. Para surgir uma relacdo construtiva entre esses conceitos (par ordenado e
equivaléncia) o autor sugere desenvolver duas habilidades: a primeira ¢ estender a ideia
de par ordenado para conjunto de niimeros inteiros, ¢ a segunda desenvolver 4 tipos de
problemas  parte-todo:  estado-estado, estado-operador, operador-estado e
operador-operador.

Como exemplo, ¢ possivel citar um problema de cada tipo:

e [Estado-Estado: nos conjuntos { AAABBB}, {(AAA)BBB)} o
estado dos elementos mudam, ora sendo elementos de um conjunto, ora sendo
elementos de um subconjunto, mas ambos contendo os mesmos elementos

constitutivos (trés A’s e trés B’s).

e As outras trés disposi¢des sdo originalmente apresentadas na figura 16:
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Figura 16: Concepgdes do niimeros racionais

Type Action Symb. Rep.
State-Operator Divide 3 cookies among 5 persons 375
Operator-State Use 5 of a dozen eggs 5/12

Operator-0Operator Cut a pie in eighths, serve 5 5/8

Fonte: Kieren (1976, p.109)

O conteudo da figura 16, na situacdo do exemplo estado-operador, tem-se um
estado inicial (3 cookies) e serd operado (divididos para 5 pessoas). J& o
operador-estado, primeiro hd a acdo (usar 5 ovos) sobre um estado (12 ovos). No
operador-operador, temos uma dupla agdo (cortar em 8 e servir 5).

Kieren (1976) traz que, diante das sequéncias de experiéncias dadas, pode-se
definir equivaléncia de pares ordenados como a/b = c¢/d <=> ad = bc, ou seja, como
igualdade de nimeros inteiros, e a adi¢do de niimeros racionais como (ad+bc)/bd que,
notadamente ndo tem relagdo alguma com o pensamento natural da crianga. Para vencer
essa fragilidade nessa interpretacdo, recorre-se a adi¢ao de fragdes modelada pela nogao

de equivaléncia, conforme figura 17:

Figura 17: Modelagem de adicdo de fragdes

8
15
5,3
15 15

Fonte: adaptado de Kieren (1976)

Ao dividir a parte correspondente a 1/3 em 5 partes iguais € a de 1/5 em 3 partes
iguais, obtemos fracdes equivalentes 5/15 e 3/15, respectivamente, as fracdes iniciais,
mas agora representando uma parte de um todo subdividido de maneira igual, ou seja,
mesmo denominador (15). Para o autor, em casos discretos, a inclusdo de classes se
torna um conceito imprescindivel para ser trabalhado como habilidade cognitiva anterior

e, em casos continuos, o de particionamento. Nesta abordagem, torna-se importante
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trabalhar com as criangas varios tipos de problemas que envolvam divisdes equitativas,
como por exemplo instruir a crianca a dividir uma folha sulfite em 4 (e outras
quantidades) partes iguais.

Desta forma, Kieren (1976) traz o panorama sobre essa interpretagdo dos numeros
racionais: “Ao interpretar os numeros racionais como pares ordenados, o principio da
ideia matematica é o de equivaléncia de classe. Dessa ideia matematica flui a nog¢do de

operacgdo dos racionais e também das propriedades.” (KIEREN, 1976, p.110).

2.4.1.2 Nimeros Racionais como Razio

Uma interpretagdo que Kieren (1976) trouxe para os numeros racionais ¢
enxerga-los como pares ordenados que se emparelham, ou seja, que se relacionam de
acordo com um critério. O autor analisa a seguinte sequéncia de pares ordenados (X, 1) =
(1, 8) = (2, 16) = (3, 24)..., em que pode-se interpretd-la a partir do segundo par
ordenado, pois nele ha uma unidade: se algo possui quantidade 1 e outra coisa
intimamente relacionada possui quantidade 8, quando o primeiro passa a ter quantidade
2, o segundo passa a ter quantidade 16, e assim sucessivamente, sendo esse o raciocinio
primeiro do conceito de proporcao.

E evidente aqui a no¢io de equivaléncia, mas ¢ também importante observar que o
critério adotado para esse raciocinio € o de propor¢do, ou seja, a definicdo inicial de
equivaléncia dada pelo autor comeca a ganhar maior relagdo com o pensamento natural,
ou seja, temos um outro tipo de representacdo para aumentar a imagem conceitual que
se possa fazer deste conceito matematico.

Apesar do autor se ater exclusivamente a defini¢ao inicial (a/b = c/d <=> ad =bc), ¢
possivel notar que as duas formas de raciocinar sobre a sequéncia sao complementares,
ou seja, para seguir a sequéncia para a direita, o pensamento natural de propor¢do da
conta de observar a equivaléncia, no entanto, quando se pega a direcao oposta, ndo se da
diretamente e intuitivamente o valor de x. Assim, usando a implicagdo: se sao
equivalentes, entao sdo proporcionais, pode-se chegar pela defini¢ao que (x, 1) = (1, 8)
<> x/1=1/8 <2>x.8 = 1.1 <2> x = 1/8 como uma generaliza¢do da ideia de propor¢ao.

Algumas observagdes sdo pertinentes fazé-las sobre essa passagem, a primeira € a
de que Kieren (1976) assevera que enxergar os numeros racionais como diversas
interpretagdes traz como um dos beneficios preparar o aluno para o mundo da élgebra,

ou seja, como um processo valido de generalizagdo da aritmética:
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No entanto, os nimeros racionais apresentam um confronto face a face com
problemas algébricos porque a crianga deve:

(a) lidar com a no¢do de equivaléncia;

(b) lidar com uma operagdo "+", que em sua forma algébrica "funciona" da
forma como se faz, principalmente por razdes axiomaticas e¢ ndo mais
naturais;

(c) trabalhar em um sistema onde "+" e "Xx" sdo duas operacdes distintas,
definidas abstratamente (essas duas opera¢des com racionais sdo analogas a
"adicionar" comprimentos e compor fungdes); e

(d) trabalhar com as propriedades, particularmente com a nocdo geral de
inverso. (KIEREN, 1976, p.102)

Outras observagdes que sdo pertinentes fazer sdo sobre as implicagdes (e suas
reciprocas (<=>)) na passagem acima: na primeira, ha um nitido resgate das trés fases
iniciais recomendado pelo autor para intercambiar pares ordenados e equivaléncias, ou
seja, essa implicacdo s sera internalizada pelo aluno quando no minimo as trés fases
estiverem consolidadas. A segunda implicacdo corresponde a aplicacdo da defini¢ao
direta de equivaléncia em sua forma algébrica, e a terceira ¢ uma consequéncia do
trabalho algébrico, no entanto também inclui mais uma interpretacio dos numeros
racionais: a de elementos de um campo quociente ou, apenas como quociente, que
trataremos na se¢ao posterior.

Uma vantagem para essa interpretacao dos nimeros racionais € a de trazer maior
consisténcia a definicdo de adi¢do de numeros racionais, que como foi visto, ndo ¢é
explicita na interpretagdo como classes de equivaléncias. Se considerarmos a propor¢ao:
(v, 3) = (1, 8). E possivel pensar que, pela equivaléncia anterior, acarretaria que, se 3 é 0
produto de 3.1 entdo y sera o produto de 3.1/8, que pela definicdo de multiplicagao
como soma de parcelas iguais se obteria: y = 1/8 + 1/8 + 1/8 e assim, surgiria o
problema de justificar o porqué de y ndo poder ser 3/24. A aplica¢do da definicdo de
equivaléncia em sua forma algébrica ajuda a sanar essa dificuldade: 8.y = 1.3 <=y =
3/8, ou seja, 1/8 + 1/8 + 1/8 = 3. 1/8 = 3/8. Consegue-se assim, justificar a adi¢do de
fragdes juntamente com a multiplicagdo por um nimero natural, no entanto o proprio

autor assevera que ha 6nus nessa abordagem:

Pode-se ver que, do ponto de vista da crianga, os nimeros de razdo sdo uma
entidade sofisticada. A base para o desenvolvimento ¢ a nogdo de razdo
baseada no controle simbolico do esquema de proporcionalidade. Como
Lovell (1971b) e outros mostraram, este esquema ou a capacidade ¢
notavelmente desenvolvida até o final da adolescéncia. As operagdes sobre os
racionais desenvolvidas sob esta interpretagdo, embora algoritmicamente
simples, sdo sofisticadas em conceito. (KIEREN, 1976, p. 112)
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O autor destaca que proporcionar experiéncias nas quais o aluno precise dividir
equitativamente uma fita ou algo linear de maneiras diferentes pode auxilid-lo na melhor
visualizagdo dos numeros racionais enquanto posi¢dao, o que o remetera a um melhor

entendimento da interpretacdo de medidas.

2.4.1.3 Numeros Racionais como Quociente

A interpretacdo de niimeros racionais como razdo joga a luz em sua forma, ou
seja, nimeros inteiros p € q na forma p/q, com q#0. Agora, a interpretacdo de nimeros
racionais como quociente joga luz na operagdo que se faz em p/q, ou seja, define-se
x=p/q, importando em um primeiro momento o resultado da divisdo de p por q
representado pelo quociente x. Kieren (1976) toma essa interpretagao de forma bastante
utilitdria, isto ¢, dela deriva-se de forma estritamente algébrica as operagdes e
propriedades com que se trabalha as fragdes. Assim, o autor sugere que a partir dessa
interpretagdo e, considerando que habilidade de raciocinio dedutivo do aluno esteja
desenvolvida assim como confiar nas implicagdes matematicas, a propriedade de adi¢ao

de fragdes pode ser obtida no desencadeamento da figura 18:

Figura 18: Adigao de fragdes por meio da interpretacao de quociente

If x = 3/4 and y = 2/7, what is x + y?

x = 3/4 y = 2/7
<=> 4y = 3 => Jy =2
<=> 28x = 21 k=> 28y = 8

28x + 28y = 29
28 (x + y) = 29
x+y=29/28

. 3/4 + 2/7 = 29/28

Fonte: Kieren (1976, p. 119)

A generalizagdo relativa ao caso particular exposto na figura 18 apresentamos na

figura 19:
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Figura 19: Generalizacdo da adigdo de fragdes por meio da interpretagdo de quociente

x = m/n y = p/q .
<=3 nx =m : : = > qQy = p
= qn}: = qm : Lo > qny - n-p,

qn (x + y) = gm + np

A o = gm + np
qn

Wm/n + p/q = gm + np
nq

Fonte: Kieren (1976, p.119)

Pode-se perceber que, em relagdo a definicdo de adicdo de fragdes, essa
interpretagdo se torna paradoxal pois ela necessita de uma matematica mais sofisticada
por parte do aluno, sendo que para o autor (1976, p.120): “A interpretacdo de campo
quociente de nimeros racionais relaciona claramente os racionais a sistemas algébricos
abstratos. Em primeira analise, entretanto, esta interpretacdo pareceria a mais remota da
matematica escolar.” No entanto, na interpretacdo por classes de equivaléncias essa
defini¢ao de adicdo ¢ dada arbitrariamente, ou seja, depende-se da interpretagdo de
quociente (a mais abstrata) para introduzir outras interpretacdes menos abstratas.

Kieren (1976) sugere que atividades anteriores podem ser trabalhadas para auxiliar
na compreensdo desta interpretacdo, a saber a atividade cognitiva de particdo de
quantidades continuas, ja vista em outras interpretacdes nesse trabalho, de forma que se
produza figuras com partes congruentes (figura 20): "Esta ¢ uma imagem de uma forma
que vocé pode fazer. Parece um pato. Faga quantas formas desejar com sua tira”

(KIEREN, 1976, p. 122)

Figura 20: Animais feitos a partir de divisdo equitativa de uma tira

Fonte: Kieren (1976, p.122)

56



Uma outra estratégia anterior a abordagem algébrica e que trabalha
particionamentos ¢ fazer a relagdo entre x .5 = 10 (que pode ser escrita como 5=
10 para criangas menores ainda) com a verbalizagdo do algoritmo da divisdo quando se
pergunta: “quantas vezes o 5 cabe dentro do 10?” que estabelece uma correspondéncia
direta com problemas de divisdo tratados muito anteriormente do nivel algébrico final.

O autor traz também outras habilidades que devem ser desenvolvidas
anteriormente a abordagem estritamente algébrica:

Como precursora dessa habilidade dedutiva mais formal, a crianga deve ser
capaz do que pode ser chamado de pensamento pré-dedutivo, ou redugdo
concreta. Dadas as restri¢cdes ou "suposi¢oes" de uma situacdo, a crianga deve

ser capaz de tirar conclusdes ou ver padrdes implicitos nela. (KIEREN, 1976,
p-121)

2.4.1.4 Numeros Racionais como Operadores ou Mapeamentos

Os numeros racionais permitem uma interpretacdo sob o ponto de vista das
semelhancas de figuras bidimensionais (figura 21), que Kieren (1976) nomeia de
mapeamento ou operadores. Esses operadores fazem uma dilatagdo ou reducdo de

poligonos no plano, para o autor essa operacao se da da seguinte forma:

[...] o ponto Q no plano é mapeado no ponto Q' colinear com P tal que PQ '/
PQ =k. Na Figura T, k = d: / d2 =2/ 3. Assim, o niimero racional 2/3 torna-se
associado a um mapeamento que transforma segmentos de linha em
segmentos de linha 2/3 de seu comprimento original. Este mapeamento do
plano sobre si mesmo ¢ chamado de dilatagdo ou mapa de similaridade e ¢
determinado pelo ponto P e a razdo de semelhanga, neste caso 2/3. (KIEREN,
1976, p.113)

Figura 21: Numeros racionais como operadores

Fonte: Kieren (1976, p.113)

Assim, tem-se que se o modulo de k (natural e diferente de zero) for menor do que

1, temos uma reducdo, se for maior, temos uma dilatagdo. Pode-se construir um
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exemplo, se quiséssemos plotar outro triangulo cujo vértice correspondente a Q,
considerando d, = 18, teriamos, usando o mesmo operador, um Q" cuja distancia até P
seria de 12, ou seja, o operador 2/3 ¢ o mesmo que o operador 12/18, mostrando que
pertencem a mesma classe de equivaléncia. O movimento que estd sendo feito ¢
semelhante ao da parte-todo, ou seja, se um operador de 3/5 operar sobre um segmento
de 10, é o mesmo que subdividir o segmento em 5 partes iguais, ou seja 5 partes de 2 e
tomar 3 dessas partes, resultando em 6.

Kieren (1976) analisa que tais operadores podem vir de forma combinada, o que
em sua visdo: “Se dois mapeamentos, 2/7 e 3/5, sdo combinados, a relagdo com a nogao
comum de multiplicagdo de fragdes ¢ dbvia.” (KIEREN, 1976, p. 114)

Tomemos um exemplo do esquema na figura 22:

Figura 22: Composi¢@o de dois operadores em um

24 unidades Il 3/8 " > 9 {23 } > 6
24 unidades 6/24 S 6
S —

Fonte: Adaptado de Kieren (1976)

Assim, nesta interpretagdo, pode-se asseverar que multiplicar duas fragdes
equivale a compo6-las em uma tUnica fragdo em forma de operador, de maneira que se
multiplique denominador com denominador e numerador com numerador.

Nesse raciocinio, o autor realca a potencialidade da interpretagdo sobre a operagao
de multiplicagao:

Essa orientac@o leva naturalmente a uma explorag¢éo de a / b seguido porc/d
ou na forma de expressdo: a/b (f) ¢/d. Por exemplo, a/b (f) b/a=?; p/q (f) 1/1
= ? Essas questdes conduzem as nogdes de identidade e operadores inversos.
Da mesma forma, o uso de trés operadores fracionarios e ordem de
operadores leva as propriedades associativas e comutativas. Dienes (1971)
aponta que essas propriedades transferem naturalmente para os estados
fracionarios relacionados. Assim, a noc¢ao de fracdo como um operador leva a

ideia de que os numeros racionais formam um grupo sob multiplicacao.
(KIEREN, 1976, p. 114)

De maneira similar, a divisdo de fracdes pode ser observada ao dividir 2/9 por 4/3,
ou seja, utilizando a representagdo de quociente temos que 4/3.x = 2/9, que

esquematicamente fica:



Figura 23: Entendendo a divisdo de fragdes por meio de esquema de operadores

Ja sabemos Multiplicando
termo a termo no

passo anterior
chegamos a:
443 {314} > 1 'L
[ ) % N
43 {2 } >2i9 413 314 x 219 2/9
1 {29 } > 209

Ja sabemos

Fonte: Adaptado de Kieren (1976)

Corroborando, assim, com a regra algébrica de multiplicar a fragdo que representa
o dividendo pelo inverso da fragdo que representa o divisor. A adi¢ao de fragdes, nesta

interpretacdo perde visualizacdo, mas que para segundo o autor, pode ser contornada:

O "truque" da adig¢do ¢ escolher um estado inicial de forma que as operagdes
por dois operadores fracionarios produzam resultados de numeros inteiros.
Assim; se estivermos olhando para 1/3 ¢ 2/5, um estado inicial de 30 seria
satisfatorio. Para 1/3 temos: 30 operado por 1/3 resulta 10. Sob 2/5 temos: 30
operado por 2/5 resulta 12. Adicionando: 30 operado por 1/3 + 1/5 resulta 22.
Agora ¢ facil ver que 30 esta mapeado” Dienes (1971) “E na busca por esse
estado inicial que se disfarga a técnica de encontrar o denominador comum”
(KIEREN, 1976, p. 115)

Tem-se que as estruturas cognitivas relacionadas a nogdes pré-proporcionais
podem ser trabalhadas antes de se inserir essa interpretagdao as criangas. Um exemplo
bem didatico que o autor traz ¢ fazer com que a crianga complete a reducao ou dilatagao

de uma figura familiar, como por exemplo com as cadeiras abaixo:

Figura 24: Reducao de desenho de cadeiras

Fonte: Adaptado de Kieren (1976)

Pedindo para que a crianca, sabendo que a forma da cadeira da esquerda ¢ a

mesma que a que serd construida na direita, termine o desenho da cadeira reduzida. A
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partir dai, pode-se fazer com que ela meca as partes das duas cadeiras e as compare, o
assento da esquerda ¢ vezes maior que a da direita.

Desta forma, pode-se associar a interpretacdo de nimeros racionais como operador
com as estruturas cognitivas de composicdo de operagdes (uma representa um conjunto
de demais operagdes), reversibilidade (para as nog¢des abstratas de inverso e identidade)

e de proporcionalidade.

2.4.1.5 Numeros Racionais como Medidas

Para interpretar os numeros racionais como medidas Kieren (1976) traz que se
deve fazer uso da reta numérica como correspondéncia de representacao, isto implica
que a nogao de ordem surge naturalmente, bem como:

Todas as propriedades da ordem (por exemplo, tricotomia, antissimetria,
transitividade) surgem naturalmente de situacdes de medicdo. As secdes
anteriores mostraram que a ordem poderia receber uma interpretacdo

"algébrica". No entanto, essa interpretacdo ndo foi intuitiva e tem valor
instrucional limitado. (KIEREN, 1976, p. 124)

Desta forma, ¢ possivel elencar estruturas cognitivas responsaveis para um bom
entendimento desta interpretacdo como a da divisdo arbitraria da unidade, ou seja, a
unidade ndo sofre variacdo no particionamento, assim ela se conserva. Uma outra
estrutura cognitiva subjacente a essa interpretacdo ¢ a de reconhecimento de relagdes
especificas como a parte-todo e equivaléncia como fruto das divisdes arbitrarias. Ha
também a estrutura cognitiva relativa a ordem, ja mencionada acima como estrutura
intrinseca da interpreta¢do, mas que requer um desenvolvimento no aspecto cognitivo da
crianca. Essa interpretacdo apesar de ndo ter uma grande potencialidade no aspecto
cognitivo de se conseguir enxergar as operagdes com fragdes, também ndo traz
obstaculos adicionais. A adi¢do pode ser entendida como “colocar dois vetores de ponta
a ponta e ler o resultado” (KIEREN,1976, p. 124). Observe a imagem abaixo, para
interpretar a adicdo de 1/2 e 1/5, inicialmente temos a unidade na reta numérica na
figura 25:

Figura 25: unidade na reta

Fonte: Adaptado de Kieren (1976)
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Assim, para encontrar a localizagdo do ponto 1/2 divide-se a unidade em dois

segmentos congruentes, como na figura 26:

Figura 26: Unidade dividida em dois segmentos congruentes

0 112

Fonte: Adaptado de Kieren (1976)

De maneira similar, ¢ realizada a divisao da unidade em 5 partes congruentes para

encontrar a localizacdo do ponto %, como na figura 27:

Figura 27: Unidade dividida em cinco segmentos congruentes

115 2/5 112 315 4/
Fonte: Adaptado de Kieren (1976)

O autor nos orienta que essa arbitrariedade na divisao da unidade nos auxilia para
que: “as divisdes das unidades devem ser escolhidas para que "funcione"; isto €, o fim
do nosso segundo vetor estd em uma divisdo exata da unidade.” (KIEREN, 1976, p.
124). Isso quer dizer que o mesmo processo que foi feito em interpretacdes anteriores,
deve ser realizado aqui: deve-se dividir cada segmento de 1/5 em 2 partes congruentes e

cada segmento de 1/2 em 5 partes congruentes (figura 28):

Figura 28: Unidade dividida em 10 segmentos congruentes

] 1
1710 2110 310 4/10 510 /10 7010 8/10 9/10
au ou ou ou oau
1/5 215 1/2 35 445

Fonte: Adaptado de Kieren (1976)

Assim, pode-se concatenar dois vetores com as respectivas magnitudes de forma

que o final do segundo vetor nos dé o resultado da adicdo (figura 29):

Figura 29: Adigao de vetores
\

N
re r g
; . . :
1110 2/10 310 4/10 5/10 6/10 /10 Mo 910
ou ou ou ou ou
115 2/5 112 3/5 4/5

Fonte: Adaptado de Kieren (1976)
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Algumas pré-atividades sdo recomendadas pelo autor, como a subdivisdo de varias
fitas em diferentes fragdes para que se consiga enxergar a equivaléncia e a conservagao
de substancia ao dividir arbitrariamente um comprimento e, também, a de dar uma
referéncia e pedir a relagdo com a outra, para que a crianga possa entender a
arbitrariedade da escolha da unidade e que os multiplos e submultiplos dependem

apenas desta escolha (figura 30):

Figura 30: Atividade proposta

If this—— is the unit, then this —Jrepresents t
If this = ] is the unit, what is thisr——— 7
This [ ] ?

Fonte: Kieren (1976, p.125)

E possivel perceber que esse tipo de atividade ganha potencialidade na
interpretacdo de medidas lineares quando usado em fitas horizontais, no entanto pode-se
transcender a unidimensionalidade e usar a mesma movimentagdo com figuras

bidimensionais.

2.4.1.6 Numeros Racionais como Fragdes Decimais

A interpretacdo dos numeros racionais como fracdes decimais tem uma
particularidade em relag@o as outras pois, para as operagdes sdo extensoes dos nimeros
inteiros de forma que a divisdao deixa de ser euclidiana, ou seja, a partir desta
interpretacdo todo resto sera zero (resguardadas as sutilezas do entendimento de dizimas
periddicas). Assim, Kieren (1976) escolhe uma defini¢cdo concisa para essa interpretacao
entendendo um numero racional como um numero que pode ser escrito como um
decimal que termina ou se repete.

Uma outra caracteristica da estrutura matematica dos nlimeros racionais enquanto
fragdes decimais ¢ a de que elas possuem uma representagdo que permite fazer
estimativas em medidas e andlises mais elaboradas como a propria extensao do conceito
de numero irracional e, consequentemente, os reais.

A forma da parte ndo inteira dos niimeros decimais, ou seja, a soma de fragdes
decimais (cujo denominador ¢ uma poténcia de 10) exige que a crianga desenvolva

algumas estruturas cognitivas importantes que, segundo Kieren (1976), essas estruturas:
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[...] sd3o semelhantes as mencionadas para medi¢do. Aqui, no entanto, ha mais
énfase na capacidade de generalizar no dominio simboélico. Ou seja, a crianca
deve ser capaz de generalizar o sistema de numeragdo decimal em seus
algoritmos para esta situagdo fracionaria. Além disso, a crianga deve ser capaz
de anexar uma descri¢@o "padronizada" a situa¢des parte-todo. Assim, dividir
um objeto em seis partes congruentes, pegar uma e dizer "um de seis" ou "um
sexto" ¢ uma extensdo natural da contagem; dizer "cerca de 16" ndo €. Assim,
medir e estimar sdo essenciais. Este ultimo traz uma nogdo geral de unidade e
a capacidade de pensar hipoteticamente, mesmo que seja sobre uma situagao
real. (KIEREN, 1976. p. 126)

,

E importante notar entdo, segundo Kieren (1976), a diferenca que existe na
estrutura matematica de duas representacdes de um mesmo numero decimal, por
exemplo, em um problema que estd sendo modelado por parte-todo e resulta na fracao
%, observa-se que o problema exigiu visualizar a unidade em 4 partes iguais e tomar 3
delas, no entanto, se for encontrar o quociente de 3 por 4 pelo algoritmo da divisdo, se
obtera 0,75, que pela estrutura de soma de fragdes decimais pode significar: 7/10 +
5/100 ou simplesmente 75/100, que desconfigura possiveis problemas que exigem a
manuten¢do da divisdo em 4 partes. Assim, essa transformacdo é conveniente sempre
que a equivaléncia de fragdes for benéfica para a estrutura do problema, e a crianga deve
entdo entender que sempre que fizer essa transformagdo, estara trabalhando com fragdes
equivalentes padronizadas, ou seja, com denominadores poténcia de 10.

Notada essa particularidade intrinseca da representagdo por ntimeros decimais,
para o autor, ¢ possivel enxergar a potencialidade do ensino deste recurso usando
conceitos de medidas, no entanto, nota-se que toda a estrutura algébrica se perde caso se
dé énfase exclusiva a esta representagao.

Para o autor, a potencialidade de ensino se d& de forma que:

[...] com a fragdo decimal dividimos a unidade de maneira padrdo, por
poténcias sucessivas de 10. Um modelo natural para medi¢des que geram
fragdes decimais € o medidor com as subunidades dbvias:

1 decimetro -- .1

1 centimetro -- .01

1 milimetro -- .001

Claro, este modelo existe também em outros modos de medi¢do (por
exemplo, capacidade, massa e dinheiro). (KIEREN, 1976, p. 126)

Assim, torna-se importante que as criancas tenham trabalhado com medidas e

estimativas para que se consolide essa interpretacdo dos nimeros racionais.
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2.4.1.7 Numeros Racionais como um Conglomerado

Os numeros racionais visto pelas interpretagdoes de Kieren (1976) devem ser vistos
como um conglomerado de significados, ou seja, as diversas interpretacdes levantadas se

entrelacam em carater epistemologico e que, para o autor:

Sem uma visdo de conglomerado, é facil projetar configura¢des de instrugdo
que contenham elementos ou modelos contraditorios, ou que ndo facilitem o
desenvolvimento de algum conceito de niimero racional. Por exemplo, se
alguém interpreta os racionais como medidas e usa um modelo de linha
numérica, a multiplicagdo de racionais ndo ¢ gerada naturalmente. O modelo
de linha numérica pode entrar em conflito cognitivamente com um modelo de
area. (KIEREN, 1976. p. 127)

Desta forma, observa-se esse conglomerado de interpretacdes como uma rede de
conhecimentos em que o0s aspectos de estrutura matematica, estruturas cognitivas
relacionadas bem como as instrucionais e, ¢ possivel a partir dai, construir modelos de
curriculo baseado em pesquisas que se baseiam nesses trés pilares. Essa visdo traz a tona
quais serdo os onus ¢ bonus de determinadas escolhas curriculares, fazendo assim, com
que essas escolhas sejam melhores embasadas e mitiguem as contradi¢cdes entre
diferentes interpretacoes.

A intencionalidade passa a ser um fator crucial no ensino dos niumeros racionais a

partir desta visdo de rede conglomerada. Para ilustrar, o autor traz que:

Embora seja necessaria pesquisa sobre este ponto, parece sensato que a
medicdo e as interpretacdes do operador podem representar o acesso direto
inicial aos nimeros racionais, enquanto a interpretacdo do quociente-campo
parece representar a meta para a instrucao posterior. Além disso, parece que
as atividades de divisdo partitiva fornecem a base de experiéncia necessaria
para uma compreensdo da operagdo da adi¢ao. (KIEREN, 1976. p. 133)

Esse tipo de andlise, que apesar de inconclusiva por parte do autor, revela pistas de
que, por exemplo, ndo ¢ pertinente tentar iniciar os estudos dos numeros racionais
utilizando a interpretacdo de campo-quociente, ou seja, hd um conhecimento que pode
orientar as escolhas pedagdgicas e curriculares.

Assim, como uma evolucdo das ideias propostas por Kieren (1976), em 1980 o
autor publica um outro trabalho em que retificou algumas consideragoes feitas em 1976.
E importante notar que, embora essa visdo de evolugio parta do proprio autor, ha de se
considerar valida a exposicao de 1976 assim como as posteriores.

Kieren (1980) passa a considerar o entdo conglomerado de interpretagdes pelo

sistema de teoria do significado e da compreensdo do conhecimento criado por
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Margenau (1961), para a filosofia da ciéncia. Ao trazer essa estrutura para os nimeros
racionais, Kieren (1980) pretende fazer uma distingdo entre uma definicdo matematica
(no caso dos numeros racionais) e conhecer esse conceito, essa definicdo, pois
“Conhecer numeros racionais pode significar um grande numero de coisas” (KIEREN,
1980, p.125).

O modelo leva em considera¢do dois planos que se interligam, o dos fatos ¢ o dos

conceitos abstratos, encontrados na figura 31:

Figura 31: Planos primeiros do modelo de Margenau (1961)

Plano dos FATOS Plano dos CONCEITOS ABTRATOS

Fonte: Elaborado pelo autor desta dissertacao, baseado em Kieren (1980)

Assim, outros conceitos importantes sao postos para preencher os planos:

Para evitar certas armadilhas ldgicas e psicoldgicas, Margenau vé todo
conhecimento como atribuivel a construcdo humana, mas vé€ essas
construgdes como limitadas e enraizadas no reino dos fatos que, ele sugere,
funcionam como protocolos contra os quais nossas ideias ou constru¢des sao
testadas funcionalmente. (KIEREN, 1980, p. 125, grifo do autor)

Representando as construgdes como C e os protocolos como P, pode-se preencher

os planos como na figura 32:

Figura 32: Elementos constitutivos dos planos de Margenau (1961)

Plano dos FATOS

T

C———c1vr

Plano dos CONCEITOS ABTRATOS

Fonte: Elaborado pelo autor desta dissertacao, baseado em Kieren (1980)



As construgdes C que estdo em face ao plano dos conceitos abstratos sdo, para
Kieren (1980), fatos com poder de explicagdao muito baixo, pois estdo muito préximos
da caracteristica protocolar.

Procedimentos vazios, destituidos de significados, como “ache o mmc, divida pelo
debaixo e multiplique pelo de cima, para somar duas fra¢cdes” podem ser um bom
exemplar dessas construcdes.

Ja as construgdes mais afastadas do campo abstrato tendem a ter maior poder
explicativo.

A partir dai, os movimentos passam a serem conceituados, como por exemplo o
significado e a compreensao dos conceitos matematicos. Para o autor, o significado ¢ a
ampliacao das construgdes e compreensdo, as interligagdes no plano, representados na

figura 33:
Figura 33: Significado e compreensao

Planodos FATOS Plano dos CONCEITOS ABTRATOS
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Fonte: Elaborado pelo autor desta dissertacao, baseado em Kieren (1980)

Em uma dindmica mais clara, o autor traz como seria a movimentacao da

resolucdo de um problema matematico neste plano:

Um problema, a compra de 3,5 metros de tecido a $ 4,75 / m, surge no plano
P. A solugdo ¢ alcangada percorrendo um caminho entre construgdes (razoes,
multiplicando decimais, relacionando decimais e dinheiro) e chegar a um
valor em dolares de volta ao plano-P. (KIEREN, 1980, p. 126)

Essa dindmica estd representada no esquema da figura 34:

66



Figura 34: A compreensao e resolugdo do problema através dos significados das construcdes

identificagdo

da razdo: E
prego

metro tecido

Multiplicagio E |

de nimeros decimaisg.

-~ — 3
it

s

n

x 4,75 = 16,62

n

relagio de deci-
maig com sist.

monetario: E
16,625 com

16,625 dolares

Fonte: Elaborado pelo autor desta dissertacdo, baseado em Kieren (1980)

Desta forma, Kieren (1980) faz uma relagdo dos conhecimentos basilares que as

pessoas devem abarcar, tanto no ambito das construgdes quanto no dos protocolos:

No plano dos protocolos, os numeros racionais estdo envolvidos na
representacdo ¢ controle de situagdes e relacionamentos parte-todo. Os
numeros racionais sdo fundamentais para medir quantidades continuas. Se as
quantidades, particularmente aquelas continuas, sdo divididas, os numeros
racionais estdo envolvidos. Finalmente, as nogdes racionais estdo envolvidas
em quaisquer comparagdes quantitativas de duas qualidades (proporcdes).
Assim, a construcdo de um numero racional geral deve permitir que uma
pessoa controle tais eventos no plano P. Em um nivel de construgdo, conhecer
numeros racionais envolve controle sobre simbolos bidimensionais em varias
formas (fragdes, decimais). Operagdes em racionais, enquanto em um nivel
inferior envolvem o conhecimento de algoritmos convencionais, mais
geralmente envolvem o controle de formas primitivas de adicdo de vetores e
composicdo de fungdes. O conhecimento dos racionais também requer
capacidade funcional com classes de equivaléncia e campos de quociente.
Tais construgoes também implicam conexdes com aquelas de nogdes
anteriores de numero natural e ¢ uma construgdo mais geral de nimero que
também inclui os numeros reais. (KIEREN, 1980, p. 126)

Para a efetivacdo de tais conhecimentos, o autor assevera que o caminho mais
natural ¢ o da utiliza¢do da contagem dos nimeros naturais, tdo presentes no dia-a-dia
das criangas. Esse trabalho com os naturais se submetera a um trabalho que visa elaborar
e generalizar os mecanismos de contagem, ou seja, construir estruturas algébricas mais
simples como a ordenacao, por exemplo.

Além desse trabalho refinado com os nimeros naturais, tanto no ambito dos

protocolos quanto das construgdes, Kieren (1980) vé a demanda da escola proporcionar
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vivéncias nas quais o mecanismo de particionamento esteja permeado nas mais diversas
construgdes e, ainda, que a verbalizacdo de termos pertinentes ao fendmeno fracionario
esteja presente nas atividades. Nota-se que esses elementos sdo, em certa medida,
coincidentes com as ideias de Kieren (1976), no entanto, agora aplicado a um outro

sistema de dindmica do conhecimento. A figura 35 retrata esse esquema:

Figura 35: Possivel esquema dos conhecimentos basilares dos numeros racionais

Plano dos FATOS Plano dos CONCEITOS ABTRATOS
adigao de . ) ;
o vetor e CY HP - Medir quantidades continuas
numeros natu- composigao -——RH implica usar numeros racionais
rais c de fungdes \ P
mecanismos de Classes de equi-
C . 3 &nci . . e - - -
contagem valéncia e no- P -Dividir medidas continuas im-
e cao de \,ampoc - . "
quociente ca usar nimeros racionais
mecanismos de_| . P
particionamento \
— controle de P -Comparar duas grandezas

\_hx‘—x__ simbolos P h -
R (proporgéo) implica usar nime-

fracionarioseCc| = r !
decimais C—fP ros racionais
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\ P usar numeros racionais
c

st

Fonte: Elaborado pelo autor desta dissertacdo, baseado em Kieren (1980)

Kieren (1980) faz uma analise dos curriculos e estudos anteriores sobre niimeros
racionais e constata que o alto grau de comportamentalismo sobre as abordagens apenas
trouxe desempenhos ruins de adolescentes at¢ mesmo em bons programas. Assim, o
autor analisa uma alternativa de adiar o ensino de niimeros racionais até que tenha

chegado na fase de operagdes formais. Para Piaget (1995):

[...] apos 11 ou 12 anos, o pensamento formal torna-se possivel, isto €, as
operagdes logicas comecam a ser transpostas do plano da manipulagdo
concreta para o das ideias, expressas em linguagem qualquer (a linguagem
das palavras ou dos simbolos matematicos etc.), mas sem o apoio da
percepgao, da experiéncia, nem mesmo da crenca. (PIAGET 1995. p. 59)

No entanto, constata-se que uma melhor alternativa seria melhorar a instrucao para
os alunos mais novos em contraposi¢do a esperar tal maturacio. E pautado nessa
alternativa que Kieren (1980) enxerga algumas das interpretacdes de Kieren (1976)
como subconstrutos da construcdo dos numeros racionais, isto se dd pois segundo
Kieren (1980), a teoria das interpretagdes podiam ser vistas com isomorfia em relagdo

aos padrdes cognitivos, o que levava a crer que escolher uma ou outra interpretacao
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levaria a desenvolver todos os aspectos cognitivos inerentes aos racionais. Nessa nova
teoria pautada na teoria do conhecimento, cinco subconstrutos sdao observados como
base para a efetivacdo do conhecimento dos numeros racionais, a saber: parte-todo,
razdo, quociente, medida e operador, de forma que, apesar de todos se interligarem
(como nas interpretacdes), sdo agora considerados como unidades rigidas que seus usos
nao podem ser facultativos.

E importante notar que em Kieren (1976) parte-todo era considerado como uma
configuracdo subjacente as interpretagdes, aqui ela ganha posto de um subconstruto,
sendo um dos principais para a constru¢do dos numeros racionais, pois “Estes formaram
as bases tradicionais ¢ modernas para o desenvolvimento do significado da fragdo”

(KIEREN, 1980, p. 134).

Qo

Kieren (1980) ressalta que o subconstruto parte-todo estd intimamente ligado
representacdo fraciondria dos niimeros racionais, isto ¢, a no¢do de par ordenado ¢
evidente na representacdo 3/5 e nas palavras “trés quintos”, no entanto perde-se
significado em representacdes decimais como 0,75, pois relaciona-se a um numero
padrao (100), entdo a variabilidade se da em 75. A nog¢do de equivaléncia se torna
potente nesse subconstruto.

Para a razdo, a nocdo parte-todo ganha outro significado, ou seja, 4/5 de um
pedaco de chocolate tem um significado diferente de “ha 4 meninas para 5 meninos na
sala”. O autor faz essa distin¢do ao evidenciar que o conceito de equivaléncia em alguns

casos nao faz sentido ser aplicado, pois:

Embora representemos 3 acertos em 4 morcegos (3/4) e 30 acertos em 40
morcegos (30/40) com o decimal 0,750, eles sdo fenomenos claramente muito
diferentes. No entanto, 75/100 [75 centimetros ¢ 750/1000 de um metro (750
milimetros)] sdo a mesma medida. (KIEREN, 1980, p. 135)

No subconstruto quociente, tem-se, assim como na razao, uma intima relagdo com
a parte-todo, no entanto, permite que o resultado de uma divisdo quantifique a relagdo
estabelecida.

De mesma maneira, para o autor, o subconstruto parte-todo permeia o
subconstruto medida, no entanto, com uma dificuldade de assimilagdo adicional de que
quando héa o particionamento de alguma medida e estabelecido a contagem das partes,
ou seja, a medicao desta, o todo pode se confundir com a unidade que usa para medir.
Uma potencialidade para esse subconstruto ¢ a soma de vetores para representar a
adicdo de numeros racionais bem como a introducdo de padrdes de medida como o

metro e seus submultiplos.
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Por fim, o subconstruto operador ¢ tratado com muita semelhan¢a enquanto

interpretagdo, ou seja,

fragoes.

possui uma potencialidade para o ensino de multiplicacdo de

Assim, Kieren (1980) constrdi um esquema (figura 35) para evidenciar as relacdes

entre os subconstrutos, mostrando a importancia, em particular, do subconstruto

parte-todo:
Figura 36: Esquema de relagdes entre os subconstrutos
Sub-Constructs Tasks
Part-Whole B
e —p_» Part-Whole

Ratio ' o
Dividing Continuous Quantiltle

Quotient §
Measuring Continuous Phenomer

Measure "‘:'// 7

*L')Multi—set Comparisons
Operator

Nao obstante, o

Figure 9
Fonte: Kieren (1980, p.137)

autor assevera que o que mais importa nesse esquema nao ¢ a

ressaltada importancia do parte-todo, mas sim que: “os subconstrutos formam uma base

suficiente para um funcionamento maduro, ao passo que cada um individualmente ndo o

faz.” (Kieren, 1980, p. 137)

Os cinco subconstrutos identificados pelo autor além de interconectados, devem

ser conectados com outras ideias da matematica, como:

[...] operador pode ser conectado aquelas de transformagdo e a construgao de
fung@o mais geral. Ele também pode ser conectado a construgdo de grupo. O
subconstruto de medida pode ser conectado a construcdo de medigdo geral,
bem como a construgdo matematica formal de medida por meio da constru¢ao
de niimero real; a estrutura instrucional relacionada util aqui é varias formas
de linha numérica. O subconstruto quociente estd, por definicao, relacionado a
solucdo de equagdes lineares e, portanto, representa um ponto de conexao
com a algebra de equagdes e também com a estrutura do campo. A
subconstru¢do de razdo esta conectada as muitas formas de construtos
proporcionais e, em particular, & probabilidade e estatisticas descritivas e
inferenciais. A subconstrugdo parte-todo estd internamente conectada na
medida em que serve como uma fonte de linguagem e simbolismo nas outras
construgdes. (KIEREN, 1980, p. 142)
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Em face dessa construcdo geral dos numeros racionais a partir dos cinco
subconstrutos abordados, Kieren (1980) se debruga a entender quais seriam as relacoes,
no ambito da instrucdo, dos subconstrutos na abordagem dos nimeros decimais.
Primeiramente h4a um alerta em relagdo a parte-todo e a razdo, visto que estes contém em
si elementos que estdo sendo comparaveis e que se desconfigurariam postos em divisdes
padronizadas de poténcias de 10.

No entanto, em se tratando do subconstruto operador a representacdo decimal

pode ser aplicada, e de forma geral:

[...] € hipotetizado que uma abordagem exclusivamente decimal ira beneficiar
o construto aditivo de medida, enfraquecer ligeiramente os construtos que
envolvem a nog¢do de inverso e enfraquecer substancialmente os aspectos
multiplicativos e proporcionais dos subconstrutos. Além disso, 0 mecanismo
de particdo teria um efeito muito mais limitado no desenvolvimento da
construgdo de numero racional do individuo. (KIEREN, 1980, p. 145)

Por fim, o autor traz mecanismos construtivos que servem de base cognitiva para a
construcdo dos niimeros racionais ou até para servir como elementos de ligagdo e
unificagdo dos cinco subconstrutos. Esses mecanismos sdo: estabelecer a linguagem de
pares ordenados, ou seja, deve-se estabelecer a relacdo entre nomes especificos a serem
aplicados a elementos ordenados; particionamento; identificagdo da unidade e aplicacao
das propriedades estruturais da matematica.

Pode-se, assim, notar uma semelhanga nesse aspecto com os elementos cognitivos

primitivos estabelecidos pelo autor em 1976.

2.4.2 Base de Conhecimentos para o Ensino de Numeros Racionais em Pesquisas

Brasileiras

Nas se¢Oes subsequentes, serdo agregadas a base de conhecimentos sobre o ensino
de numeros racionais os resultados de 5 pesquisas brasileiras. A demanda por novos
olhares sobre a tematica fora observada pelos estudos iniciais de Kieren, quando traz

que:

Por causa de seu importante efeito, um estudo dos conceitos dos professores
sobre os nimeros racionais, com base em uma visao complexa desse conceito,
seria esclarecedor. Embora isso pudesse ser feito mais facilmente com
professores de formacdo inicial e secundéria, um estudo envolvendo uma
ampla gama de professores em servigo seria muito interessante.” (KIEREN,
1976, p.141)
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A literatura relativa a essa temdtica ¢ abundante, sendo os questionamentos tao
diversificados quanto seus referenciais teoricos e metodologicos que os compdem.
Assim, seguir-se-4 a indicagdo de que “Deve ser razoavel que os estudos do
comportamento do numero racional, os estudos instrucionais, os estudos de
representacdo e os estudos de avaliagdo compartilhem testes, itens ou metodologias
comuns”. (KIEREN, 1976, p.142)”

Desta forma, a escolha dos referenciais brasileiros se deu pela submissao ao crivo
do estudo de Zero, Oliveira e D’Alessandro Neto (2021) que em sua pesquisa, na
modalidade estado da arte, mapearam as pesquisas nacionais que tinham como
perspectiva a matematica para o ensino dos numeros racionais no ambito dos modelos
PCK de Shulman (1987), MKT de Ball, Thames e Phelps (2008) e MTSK de Carrillo et
al (2013, 2018), no entanto, nao foram encontradas nenhuma tese ou dissertagao
utilizando este Ultimo. Cabe frisar que a ndo utilizagdo de artigos nesta base de
conhecimentos se deu na intencdo de delimitar as escolhas em estudos que
compartilhassem referenciais ¢ metodologias em comum, o que pdde ser viabilizado

através do estudo de Zero, Oliveira e D’ Alessandro Neto (2021).

2.4.2.1 Contribui¢oes de Souza

A pesquisa de Souza (2015) teve como objetivo investigar a movimentagdo do
conhecimento pedagogico de conteudo, a saber, dos numeros racionais em trés
professores de escolas publicas. O referencial tedrico utilizado para a categorizagao dos
conhecimentos evidenciados sdo o Conhecimento Pedagogico do Conteudo (PCK) de
Shulman (1987) e o Conhecimento Matematico para o Ensino (MKT) de Ball e seus
colaboradores (2008). Relativo aos subdominios do MKT, a autora se ateve ao
Conhecimento do Contetdo e os Estudantes (KCS) e Conhecimento do Conteudo e
Ensino (KCT).

Um dos referenciais teoricos acerca dos nimeros racionais que a pesquisadora se
pautou foi o estudo de Kieren (1993), trazendo quatro subconstrutos na constru¢cao dos
nimeros racionais: quociente, operador, medida e razdo. Assim, um rol de 13 questdes
que fizeram parte de seu acervo pessoal (de aplicagdo em sala de aula) foi levantado

correlacionando-os com os quatro subconstrutos.
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Sera examinado no presente estudo, alguns dos resultados obtidos, permitindo
assim a reflexdo sobre o parecer geral dado pela pesquisadora de maneira tal que os
resultados componham a base para a analise dos livros didaticos.

No que diz respeito ao subconstruto da medida, a capacidade de colocar-se na
posicdo do aluno para identificar quais os possiveis erros na resolucdo de problemas

bem como dar sugestdes pedagdgicas para melhoria desses erros foi evidenciado:

Todos os professores trouxeram a ideia de que o aluno encontrou mesmo a
dificuldade na interpretagdo da reta apresentada e da localizacdo dos pontos
na reta, seja por ndo conseguir visualiza-lo, como uma parte do inteiro, ou ndo
conseguir transforma-lo, em numero decimais para facilitar o
“posicionamento” do numero ou mesmo o fato de ndo ter conseguido
interpretar a propria reta.

O fato, nesse exercicio, ¢ que identificamos o KCS dos trés professores em
questdo, acreditamos que isso ocorreu pelo fato de que esse realmente seja um
momento no qual os alunos comumente apresentarem dificuldade no
momento em que aprendem e carregarem tais dificuldades durante seu
periodo escolar. (SOUZA, 2015, p.108)

No entanto algumas lacunas no KCT de um professor foram detectadas ao analisar
uma questdo em que os alunos deveriam plofar niimeros nas formas fraciondria e
decimal (positivos e negativos), pois apesar de o professor identificar uma dificuldade
dos alunos em compreender que 8/4 = 2, porque possivelmente o aluno ndo internalizou
a inclusdo dos conjuntos naturais no conjunto dos racionais e/ou entendeu que toda
fracdo vista como divisdo resulta em um quociente decimal ndo inteiro (o que ¢
inverdade), o professor diz que essa dificuldade ele tenta driblar ndo a trazendo a tona a
discussdo, evitando as duvidas. Outro professor traz que na movimentagdo de plotar, é
pertinente dar ao aluno a reta subdividida, para que o aluno se oriente.

Relativo as operagdes com numeros racionais na forma fracionaria, pode-se notar
muita dificuldade por parte de dois professores em trazer alternativas para que tais
topicos ganhem maior significado, mais especificamente no problema de adicionar
fragdes com denominadores diferentes tem-se que: “na fala do professor “mas isso ndo
entra na cabeca deles de jeito nenhum”, talvez seja porque “isso” ndo tenha significado
algum para o aluno. Trata-se de uma “regra” totalmente mecanica e que, para o aluno,
ndo faz nenhum sentido, destacando neste momento uma lacuna do KCT”. (SOUZA,
2015, p.111)

Ainda em adi¢do de numeros racionais na forma fracionaria, o professor indica
como se deve pensar para resolver indicando que os alunos sempre se esquecem das

regras pertinentes a esse procedimento, ou seja, como professor, a imagem conceitual
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deste topico esta estritamente ligada ao carater procedimental, evidenciando uma lacuna
em seu KCT.

Em um outro problema operacional proposto, em que se deveriam adicionar
fragdes com diferentes denominadores, um dos professores faz a leitura de que: “Na
letra “d” seria no que eles teriam mais dificuldades pois entra o MMC e isto acaba
confundindo eles com a parte que divide pelo de baixo e multiplica pelo de cima”.
(SOUZA, 2015, p.113)

Desta forma, ¢ possivel inferir que a imagem conceitual desses dois pesquisados
acerca sobre esse topico ¢ limitada ao procedimento, ndo fazendo uso de nenhuma
interpretagdo ou subconstruto para apoiar as ideias e trazer significado. Nao obstante um
dos professores pesquisados langa mao de uma alternativa a base de construgdo de lista

de multiplos e, assim, de fragdes equivalentes:

[...] varios erros dos alunos em relagdo a isso né, as operagdes principalmente
de adicdo e subtracdo com denominadores diferentes eu ia mostrar para os
alunos que 6 sempre... ndo ¢ uma magica por que a gente faz o mmc? Ai eu
pego aqui por exemplo 4 e 2 vamos pegar os multiplos de 2: 2, 4, 6,... . Agora
os de 4: 4, 8, 12,... , agora vamos olhar aqui entre os multiplos qual é o
mesmo que ¢ comum entre os dois ai eu fago eles verem e assinalarem. Vocés
estdo vendo que tem varios? Na verdade, a gente poderia usar qualquer um
desses comum ai mas a gente usa o minimo por que? Por que é o mais
simples quanto menor ¢ um numero, mais facil da gente trabalhar ai vou la
fago um esqueminha da representacdo, entdo se eu represento 34 como que eu
penso em subtrair isso ou somar sendo que sdo partes diferentes e ai chega no
MMC mostro para eles e falo ah tem um procedimento que nem sempre €
facil de fazer essa ideia dos multiplos até porque as vezes tem numeros e tal e
ai que estd a ideia, sabe calcular mas por que esta calculando ai eu mostro
para eles que a gente tem agora duas fracdes que sdo equivalente ou seja as
duas representariam a mesma coisa s6 que agora a gente ta falando de partes
iguais aos dois fago até o desenho entdo 6 ta vendo eu vou pegar éseila 1/4 ¢
2/8 que é exatamente a mesma coisa dai fago a representacdo. (SOUZA, 2015,
p- 119)

Na divisdo de fragdes também se observa que a imagem conceitual dos
professores era exclusivamente procedimental, pois ao resolver um problema em que
pretendia dividir igualmente 1/6 em 5 partes iguais, o professor menciona que “a partir
daqui iria relembrar com eles as propriedades e regras de divisdo de fracdo por um
numero inteiro que ¢ manter a 1* fragdo e multiplicar pela 2* fragcdo invertida, e dai o
resultado seria 1/30.” (SOUZA, 2015, p. 114).

Outro professor ressalta que ensina seus alunos a mesma regra pois, para ele, os
alunos ndo entendem o conceito por detrds, assim o carater procedimental serve como

motivador para os alunos, em sua visao.
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Em multiplicagdo de nimeros racionais, um professor traz a dificuldade de ensinar
que o produto 0,04 = 0,2 x 0,2 ¢ menor do que seus fatores, ou seja, ele traz que os
alunos carregam a ideia de multiplicacdo de dois numeros naturais. Pode ser notado que
o professor ndo possui em sua imagem conceitual a relacdo desta multiplicagdo com o
subconstruto operador, em que um mapeamento geométrico poderia trazer maior
significado a este problema.

Assim, segundo a pesquisadora, dos trés professores avaliados, a maior
movimentagdo dos conhecimentos dos dominios do MKT se deu em um, sendo que dos
outros dois um manifestava bastante cansaco em relagdo a toda a complexidade da sala
de aula e o outro manifestou ter dificuldades sobre o tema desde o inicio do estudo. A
autora conclui que os conhecimentos avaliados pertinentes ao MKT sdo aperfeicoados

durante a pratica do professor.

2.4.2.2 Contribuicdes de Santos Filho

A pesquisa de Santos Filho (2015) teve como objetivo investigar como
professores do Ensino Fundamental avaliam propostas para o ensino de numeros
racionais tendo como norte os parametros curriculares de Pernambuco. Para a
categorizacdo dos conhecimentos movimentados pelos professores nessas avaliacdes o
pesquisador optou pelo modelo MKT de Ball e seus colaboradores (2008).

O questiondrio diagndstico fora embasado nas expectativas de aprendizagem para
o ensino dos numeros racionais nos anos iniciais no Estado de Pernambuco, doravante
parametros. No entanto, das 24 expectativas documentadas, utilizou-se 5. A saber, as

expectativas sao:

4.1 Reconhecer fragdes como partes iguais de um todo.

4.2 Determinar a posi¢ao aproximada na reta numérica, de fragdes com
numerador unitario (1/2, 1/3, 1/4, 1/5 ¢ 1/10).

5.3 Identificar e representar fragdes menores e maiores que a unidade.
5.4 Relacionar fracdes equivalentes em situagdes contextualizadas.

5.5 Comparar e ordenar numeros na representacdo decimal, usados em
diferentes contextos. (SANTOS FILHO, 2015, p. 52)

Os indices que antecedem as expectativas de aprendizagem acima se referem ao
ano de referéncia e a ordem que se situam nos parametros. Para cada expectativa de
aprendizagem, o pesquisador elencou quatro propostas de ensino que, previamente, sao

concebidas como corretas ou incorretas, no entanto caso o participante da pesquisa
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optasse por correto, deveria justificar se utilizaria em sala de aula certamente,
facultativamente ou, ndo usariam, pois algumas destas eram corretas apenas da
perspectiva da estrutura matematica formal.

Para esta pesquisa sera pertinente fazer um breve recorte de cada questdo visto que
as analises estdo bem fundamentadas na literatura, logo, trardo um corpo concreto de
conhecimentos para a base de conhecimentos deste trabalho.

A primeira proposta encontra-se na figura 37:

Figura 37: proposta A, expectativa 4.1

EXPECTATIVA 4.1 RECONHECER FRACOES COMO PARTES IGUAIS DE UM
TODO.

Proposta A: Apresentar, por meio de material concreto, a fracdo como partes
iguais de um todo e mostrar para crianca, como exemplo, que a parte pintada

)

Fonte: Santos Filho (2015, p.53)

da figura abaixo é 2/3.

Que ¢ reconhecida como incorreta, pois na representagdo parte-todo, o todo
precisa ser dividido em partes iguais, seja qual for o aspecto observado, neste caso ¢ a
area do circulo.

Como resultado, 60% dos participantes assinalaram uma das respostas corretas, o
que para o pesquisador ¢ um dado preocupante, atribuindo o erro ao que se refere a
dupla contagem (NUNES e BRYANT (1997); NUNES et al. (2003); M (2005); Canova
(2006)), que se configura como “o total de partes pintadas da figura para o numerador e
o total de partes para o denominador — sem considerar a conservagdo da area da figura”
(SANTOS FILHO, 2015, p. 71).

A segunda proposta encontra-se na figura 38:

Figura 38: proposta B, expectativa 4.1
EXPECTATIVA 4.1: RECONHECER FRACOES COMO PARTES IGUAIS DE UM
TODO.

Proposta B: Dizer para a crianca que todos os bonés da figura abaixo sdo do

mesmo tamanho, e explicar-lhe que a quantidade de bonés azuis pode ser

' & 44
2 2 4

Fonte: Santos Filho (2015, p.54)

representada pela fracdo 2/6.
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Que traz uma relagao parte-todo em quantidades discretas. A questdo € correta. No
entanto, apenas 7% conseguiram mobilizar uma justificativa para a resposta que
demonstrasse um conhecimento matematico para o ensino.

Uma terceira proposta de ensino encontra-se na figura 39:

Figura 39: proposta C, expectativa 4.1
EXPECTATIVA 4.1: RECONHECER FRACOES COMO PARTES IGUAIS DE UM
TODO.

Proposta C: Mostrar para a crianc¢a, por meio de desenho em cartolina, que 2/5
de uma barra de chocolate corresponde a duas quantidades iguais de 1/5 da

barra de chocolate.

Fonte: Santos Filho (2015, p.54)

Que ¢ considerada correta, mas: “71% dos professores julgaram a proposta
correta. No entanto, apenas 3% apresentaram justificativa que demonstraram
conhecimento matemdtico para o ensino” (SANTOS FILHO, 2015, p. 75).

A quarta proposta de ensino encontra-se na figura 40:

Figura 40: proposta D, expectativa 4.1
EXPECTATIVA 4.1: RECONHECER FRACOES COMO PARTES IGUAIS DE UM
TODO.

Proposta D: Desenhar um retangulo na lousa dividi-lo em cinco partes iguais
pintar quatro dessas partes e explicar para a crian¢a que a parte colorida do
retingulo pode ser representada pela fragdo 4/5 em que o quatro se chama
numerador, que indica quantas partes do retdngulo foram pintadas, e o cinco
se chama denominador, que indica em quantas partes iguais o retdngulo foi
dividido.

Fonte: Santos Filho (2015, p.55)

Que ¢ correta matematicamente, no entanto o autor traz estudos que mostram que
abordagens muito procedimentais tendem a fazer com que a crianga enxergue a fracao
como dois nimeros naturais isolados, ou seja, ndo atribuindo a relagdao estabelecida
entre eles. Como resultado, obteve-se que 90% assinalaram corretamente, no entanto no
campo da justificativa apenas 3% mobilizaram um conhecimento pedagogico de
conteudo.

Em sintese, o autor conclui que em relagdo a esta bateria de questdes pertinentes a

relagdo parte-todo, os professores:

[...] ndo demonstram conhecimento matemdtico para o ensino, em relagio as
propostas de ensino apresentadas para o trabalho com a expectativa de
aprendizagem 4.1 e apresentam como possiveis entraves para compreender a
ideias associadas ao conceito de fragdo como partes iguais de um todo, ndo
considerar a conservagdo da area da figura no momento de representa-la por
uma fragdo, ndo compreender o niimero fracionario como um numero que



representa quantidades iguais que formam um todo, em sua pratica
pedagdgica predomina o uso de procedimentos e algoritmos, dentre outros.
(SANTOS FILHO, 2015, p.78)

A segunda bateria de questdes traz problemas relativos ao subconstructo de
medidas (KIEREN, 1976, 1980, 1993), visto que ¢ baseado na expectativa de
aprendizagem que visa a localizagdo de numeros racionais na reta numérica.

A primeira questdo ¢ a relatada na figura 41:

Figura 41: proposta A, expectativa 4.2
EXPECTATIVA 4.2: DETERMINAR A POSICAO APROXIMADA NA RETA
NUMERICA, DE FRACOES COM NUMERADOR UNITARIO (1/2, 1/3, 1/4, 1/5 E
1110).

Proposta A: Apresentar algumas fragdes unitarias em uma reta numérica em que

aparecam os numeros naturais 0 e 1 e explicar a crianga que, assim como 0s

naturais, as fracdes séo numeros, e podem ser representadas na reta numérica.

Fonte: Santos Filho (2015, p.56)

A proposta se apresenta de forma correta. Apesar de 81% dos professores terem
avaliado corretamente a questdo, o autor informa que apenas 2% justificou sua resposta
de maneira a categorizar um conhecimento pedagogico do conteudo.

O pesquisador traz a importancia de se trabalhar localiza¢des na reta, pois de
acordo com Damico (2007) esse tipo de problema ajuda a construir o conceito de fragado
como um nimero.

Uma segunda questdo levantada neste topico encontra-se na figura 42:

Figura 42: proposta B, expectativa 4.2
EXPECTATIVA 4.2 DETERMINAR A POSICAO APROXIMADA NA RETA
NUMERICA, DE FRACOES COM NUMERADOR UNITARIO (1/2, 1/3, 1/4, 1/5 E
1/10).

Proposta B: Apresentar uma reta numérica na lousa. Representar, nessa reta,
as fracées 1/2 e 1/4 e explicar para a crianca que a distdncia do zero a 1/2

corresponde a duas vezes a distancia do zero a 1/4.

Fonte: Santos Filho (2015, p.56)

O autor considera correta ¢ adequada ao ensino. Um percentual de 81% dos
professores fez uma avaliagdo correta da matematica da questdo, no entanto nenhum dos
professores conseguiu atribuir uma justificativa plausivel que categorizasse um
conhecimento pedagdgico de conteudo.

Uma terceira questao sobre o tema encontra-se na figura 43:
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Figura 43: proposta C, expectativa 4.2
EXPECTATIVA 4.2 DETERMINAR A POSICAO APROXIMADA NA RETA
NUMERICA, DE FRACOES COM NUMERADOR UNITARIO (1/2, 1/3, 1/4, 1/5 E
110).

Proposta C: Apresentar as fracdes 1/3 e 1/5 em uma reta numérica em que
aparecam os numeros naturais 0 e 1 e explicar que, embora cinco seja maior
que trés, a fracdo 1/5 é menor que a frac¢do 1/3, pois a distancia entre o zero e

1/5 é menor que a distancia entre o zero e 1/3.

Fonte: Santos Filho (2015, p.57)

O pesquisador julgou correta para fins de trabalho de ordem. Um percentual 69%
dos professores avaliaram corretamente no aspecto matematico, mas como nas questdes
anteriores, a justificativa pedagdgica para utilizagdo em sala de aula foi de apenas 6%.

Uma alta porcentagem dos professores (22%) disseram que a resposta estava
errada, com alguns professores asseverando que 1/5>1/3.

O pesquisador traz um estudo pertinente a este erro, em que: “Estudantes que
participaram da pesquisa de Nancy Mack (1993) apresentaram essa dificuldade quando
compararam as fragdes 1/6 e 1/8, e responderam que 1/8 € maior que 1/6 porque 8 > 6.”
(SANTOS FILHO, 2015, p. 86).

A ultima questdo relativa a esse tema encontra-se na figura 44:

Figura 44: proposta D, expectativa 4.2
EXPECTATIVA 4.2 DETERMINAR A POSICAO APROXIMADA NA RETA
NUMERICA, DE FRACOES COM NUMERADOR UNITARIO (1/2, 1/3, 1/4, 1/5 E
1110).

Proposta D: Explicar para crianga, a partir da reta numérica na lousa, que o ponto
que representa a fracdo 1/2 pode ser representado pelo nimero decimal 1,2, ou
seja, a fracdo 1/2 estaria um pouco depois do numero 2.

Fonte: Santos Filho (2015, p. 58)

Que notadamente ¢ errada. Essa correspondéncia das fragdes com a representacao
decimal e sua posi¢do na reta numérica mostrou-se problematica visto que apenas 55%
dos professores assinalaram a alternativa que indicava que a questdo estava errada. Uma
quantidade relativa a 11% dos professores conseguiu justificar a alternativa,
mobilizando um conhecimento matematico para o ensino.

O pesquisador traz alguns resultados de seu aporte tedrico para interpretar os

professores que julgaram a resposta correta:

Conforme vimos na andlise prévia, Merlini (2005) ao analisar as estratégias
que resultavam em erro, verificou que estudantes da 5* e 6* séries
representavam fra¢do 1/5 com a notacdo 1,5. Estratégia também encontrada
no estudo de Bianchini (2001) com alunos da 3* série do Ensino Fundamental.
Professores no estudo de Canova (2006) também representaram a fragdo 1/5
como 1,5. Assim, tudo indica que os sujeitos que julgaram a proposta correta
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(32%) interpretam a fracdo como dois nimeros naturais sobrepostos
separados por um traco ¢ esse trago podendo ser representado por uma
virgula. (SANTOS FILHO, 2015, p. 88)

O autor conclui que, em geral, os conhecimentos dos professores acerca desta
expectativa de aprendizagem sdo insuficientes para caracterizar um conhecimento
matematico para o ensino.

A expectativa de aprendizagem 5.3 ¢ iniciada com a seguinte questao representada

na figura 45:

Figura 45: proposta A, expectativa 5.3
EXPECTATIVA 5.3: IDENTIFICAR E REPRESENTAR FRACOES MENORES E
MAIORES QUE A UNIDADE.

Proposta A: Representar na lousa, por meio de dois circulos de mesmo
tamanho, duas pizzas. Dividir, cada uma, em trés partes iguais e explicar para
crianca que quatro pedacos de 1/3 de pizza podem ser representados pela

fracdo 4/3.

Fonte: Santos Filho (2015, p. 58)

Que ¢ considerada pelo autor correta e adequada ao ensino. De todos os
professores, 54% avaliaram corretamente a questdo com apenas 7% demonstrando uma
boa justificativa pedagogica. O alto indice (36%) de professores que julgaram a questao

erroneamente ganhou um embasamento quando o pesquisador traz que:

Uma das criticas de Escolano e Gairin (2005) em relagdo a se introduzir o
conceito de fragdo a partir do significado parte-todo é esse modelo nio
contemplar as fragdes maiores que a unidade, o que fortalece a ideia de fracao
como dois numeros naturais separados por um traco. (SANTOS FILHO,
2015, p. 93)

A pesquisa traz, também, suporte em Merlini (2005) e Moutinho (2005) ao
mencionar a tendéncia que professores e alunos t€ém em achar que as fragcdes precisam
ter denominadores maiores do que os numeradores.

Uma segunda questdo levantada encontra-se na figura 46:

Figura 46: proposta B, expectativa 5.3
EXPECTATIVA 5.3: IDENTIFICAR E REPRESENTAR FRAGOES MENORES E
MAIORES QUE A UNIDADE.

Proposta B: A partir da representac¢ao da reta numérica na lousa, explicar para
a crianca que a fracdo 5/4 encontra-se localizada entre os humeros um e dois,
pois é um pouco maior que a unidade, marcando cinco pedagos iguais a um

quarto.

Fonte: Santos Filho (2015, p.59)
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Que ¢ notadamente correta e adequada pedagogicamente. O indice de professores
que acertaram a questdo foi de 41%, em que nenhum conseguiu fazer uma boa
justificativa.

O pesquisador, ao analisar o alto indice (38%) de respostas erradas, infere que o
estudo focado apenas na relagdo parte-todo tende a fazer com que os alunos so
enxerguem fracdes que representem nimeros entre 0 e 1, assim, Campos et al. (1995);
Merlini (2005); Canova (2006); Teixeira (2008); Rodrigues (2005) corroboram a
inferéncia do autor ao trazerem que a escola privilegia essa interpretacdo da fragdo, e
ainda que alunos se sentem mais familiarizados em relacdo a esta
interpretagao/subconstruto/relacdo das fragdes.

A terceira questao pertinente a essa expectativa de aprendizagem relaciona-se com
o subconstruto quociente, localizada na figura 47:

Figura 47: proposta C, expectativa 5.3
EXPECTATIVA 5.3: IDENTIFICAR E REPRESENTAR FRACOES MENORES E
MAIORES QUE A UNIDADE.

Proposta C: Dizer para a crianca que a fracdo 4/3, pode representar a divisao
de quatro barras de chocolates igualmente entre trés pessoas, em que cada
uma ganha uma barra inteira mais um terco da barra que sobrou.

Fonte: Santos Filho (2015, p.60)

Temos que a questdo ¢ correta e adequada. Tem-se que 62% dos professores
acertaram a questdo, com apenas 1% demonstrando justificar de forma plausivel.
A quarta e ultima questao levantada neste topico foi a indicada na figura 48:

Figura 48: proposta D, expectativa 5.3
EXPECTATIVA 5.3: IDENTIFICAR E REPRESENTAR FRACOES MENORES E
MAIORES QUE A UNIDADE.

Proposta D: Representando trés pizzas por meio de trés circulos idénticos na
lousa, explicar a crianca que se dividissemos as trés pizzas para quatro
pessoas nenhuma delas ganharia uma pizza inteira. Mas, pode-se dividir cada
pizza em quartos, e cada pessoa ganharia trés pedacos de um quarto, o que

corresponderia a 3/4.

Fonte: Santos Filho (2015, p.60)

Essa questdo ¢ considerada correta e, segundo o autor, tem como objetivo fazer
uma passagem da ideia parte-todo para a ideia de quociente. Um indice de 74%
respondeu corretamente, mas apenas 1% conseguiu elaborar uma justificativa plausivel.

u 1 0 ui ibui que:
Aos professores que assinalaram erroneamente (10%), o pesquisador atribui que
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E provavel que esses sujeitos julgaram a proposta errada porque ndo
compreendem a fragdo 3/4 como o quociente entre duas grandezas distintas
(pizzas e pessoas), mas apenas como um inteiro dividido em quatro partes das
quais foram consideradas trés. (SANTOS FILHO, 2015, p. 100).

Em sintese, a pesquisa revela que os professores, em uma forma geral,
apresentaram muita dificuldade no entendimento do conceito de fragdes maiores do que
a unidade.

Em relagdo a expectativa de aprendizagem 5.4, a pesquisa se iniciou com a

questao relatada na figura 49:

Figura 49: proposta A, expectativa 5.4
EXPECTATIVA 5.4: RELACIONAR FRACOES EQUIVALENTES EM SITUACAO
CONTEXTUALIZADA.

Proposta A: Explicar para crianca a equivaléncia das fracoes 1/2 e 2/4 a partir
da seguinte situagdo: Tico e Teco ganharam uma barra de chocolate de
mesmo tamanho; Tico comeu 1/2 de sua barra e Teco 2/4 da sua, apesar das
fracoes 1/2 e 2/4 serem representadas por numerais diferentes, Tico e Teco

comeram a mesma quantidade de chocolate.

Fonte: Santos Filho (2015, p.61)

Que corresponde a uma questdo correta e didatica. Segundo o autor, 69% dos
professores avaliaram corretamente a questdo com um indice de 5% de justificativas
plausiveis.

O indice de 18% foi relativo aos professores que responderam erroneamente, o
que para o autor, ¢ um dado preocupante visto que ¢ um problema classico e elementar
sobre equivaléncias de fragdes. O autor analisa esse fendmeno como uma dificuldade de
estender o conceito fixo de numero dos naturais para o de classe de equivaléncia, em
que cada numero passa a ter infinitas representacoes.

Uma segunda questdo encontra-se na figura 50:

Figura 50: proposta B, expectativa 5.4
EXPECTATIVA 5.4: RELACIONAR FRACOES EQUIVALENTES EM SITUACAO
CONTEXTUALIZADA.

Proposta B: Dizer para a crianga que para obtermos fracdes equivalentes
basta multiplicar o numerador e o denominador por um mesmo ndmero
diferente de zero.

Fonte: Santos Filho (2015, p.61)
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Que ¢ correta matematicamente, mas ineficaz como proposta pedagdgica. Para o
autor, 61% dos participantes avaliaram corretamente a questdo, no entanto nao houve
nenhuma justificativa que mobilizasse o conhecimento matematico para o ensino. Um
indice de 16% julgou incorreta a questao.

Para o autor, apoiado em Behr et al (1983), uma abordagem priorizada nos
procedimentos em detrimento aos conceitos tendem a ter resultados insatisfatorios na
aprendizagem de conceitos pertinentes aos nimeros racionais.

Uma terceira proposta pertinente a essa expectativa de aprendizagem encontra-se

na figura 51:

Figura 51: proposta C, expectativa 5.4
EXPECTATIVA 5.4: RELACIONAR FRACOES EQUIVALENTES EM SITUAGCAO
CONTEXTUALIZADA.

Proposta C: Apresentar a crianga a seguinte situacdo: Numa mesa ha trés
jarras distintas A, B e C. Na jarra A temos suco de laranja com 1/5 de
concentrado e 4/5 de agua; na jarra B também suco de laranja com 1/5 de
concentrado e 4/5 de agua; se juntarmos os conteldos das jarras A e B na

Jarra C vamos obter suco de laranja com 2/5 de concentrado.

Fonte: Santos Filho (2015, p.62)

Que ¢ considerada errada, pois a fragdo de suco concentrado permanece 1/5. Essa
falsa interpretacdo se justifica pela caracteristica intensiva da quantidade pertinente a
questdo, sendo que, para o autor, “Nunes et al. (2003) adverte que em situagdes de
quantidades intensivas ndo ¢ possivel adicionar fragdes da mesma forma que em
situacdes de quantidades extensivas” (SANTOS FILHO, 2015, p. 107)

Em relagdo as respostas dos professores, 21% assinalaram que a resposta ¢ errada,
ou seja, assinalaram corretamente, no entanto apenas 3% soube oferecer uma
justificativa.

A tltima proposta desta expectativa de aprendizagem encontra-se na figura 52:

Figura 52: proposta D, expectativa 5.4
EXPECTATIVA 5.4: RELACIONAR FRAGOES EQUIVALENTES EM SITUAGCAO
CONTEXTUALIZADA.

Proposta D: Tomando por base as figuras abaixo, explicar para a crianga que as

fracdes 1/3 e 2/6 sdo equivalentes.

Fonte: Santos Filho (2015, p.63)
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Que ¢ incorreta, pois o todo das figuras necessariamente precisa ser igual (em
caracteristica a ser avaliado — neste caso, area). Um indice de quase 75% avaliou que a
proposta ¢ correta.

O pesquisador infere que esse erro pode ser atribuido ao carater procedimental
que os professores possuem sobre equivaléncia de fragdes (“multiplique numerador e
denominador pelo mesmo niimero”) sem observar o conceito.

Para compreender melhor esse fendmeno, o pesquisador traz um resultado de
Nunes et al (2003) levantando que “ao tratar de equivaléncia de fracdes em contexto de
quantidades extensivas em situagdo de parte-todo, a classe de equivaléncia depende do
tamanho do todo (ou da unidade)” (SANTOS FILHO, 2015, p. 110).

Assim, em sintese, os dados levantados desta bateria de questdes se mostraram
preocupantes em relagao a nogao de fragcdes equivalentes, segundo o autor.

Para a ultima expectativa de aprendizagem, iniciou-se com a questdo
representada na figura 53:

Figura 53: proposta A, expectativa 5.5
EXPECTATIVA  5.5: COMPARAR E ORDENAR NUMEROS NA
REPRESENTACAO DECIMAL, USADOS EM DIFERENTES CONTEXTOS.

Proposta A: Dizer a crianca que o sucessor de 0,8 é 0,9; pois 9 é o sucessor
de 8.

Fonte: Santos Filho (2015, p.63)

Que ¢ considerada errada matematicamente visto que o conceito de sucessor so se
aplica aos numeros inteiros, pois a densidade dos nimeros racionais ¢ baseada
justamente na ideia de que sempre se pode encontrar um racional entre dois racionais
quaisquer.

Um indice de 25% avaliou que a atividade ¢ errada, no entanto nenhum dos
participantes conseguiu mobilizar uma justificativa elaborada e que caracterizasse
conhecimento matemadtico para o ensino. Uma avaliacdo da baixa porcentagem que
conseguiram ao menos optar por errada ¢ a de que provavelmente os professores
“utilizam os critérios de ordenacdo de nimeros naturais para os numeros decimais”
(SANTOS FILHO, 2015, p. 114)

Uma segunda questdo foi relatada na figura 54:
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Figura 54: proposta B, expectativa 5.5
EXPECTATIVA 5.5 COMPARAR E ORDENAR NUMEROS NA
REPRESENTAGAO DECIMAL, USADOS EM DIFERENTES CONTEXTOS.

Proposta B: Dizer para crianca que 1,198 é maior que 1,3; pois tem mais

algarismos.

Fonte: Santos Filho (2015, p.64)

Que ¢ errada, pois a quantidade de algarismos nao ¢ um critério que define a
ordem entre dois niimeros racionais, assim como se faz nos nimeros naturais. Do grupo
de professores, 21% avaliaram como correta essa questdo, o que se mostrou
preocupante. Para entender esse fendmeno, o autor traz estudos que se alinham com as
respostas dadas, entre eles a de Brousseau (1980) que revelou uma inclinagdo por parte
dos estudantes franceses ao estender as no¢des de numeros naturais para os decimais, ou
seja, ndo conheciam o significado da virgula.

A terceira questao encontra-se na figura 55:

Figura 55: proposta C, expectativa 5.5
EXPECTATIVA 5.5: COMPARAR E ORDENAR NUMEROS NA
REPRESENTAGAQ DECIMAL, USADOS EM DIFERENTES CONTEXTOS.

Proposta C: Apresentar a seguinte situagdo: tico e teco, ao registrar suas
alturas no quadro, escreveram: tico 1,30m; teco 1,3m; a partir dos registros
explicar para as criancgas, utilizando uma fita métrica, por exemplo, que tico e

teco possuem a mesma altura, pois tanto 0,3 metro quanto 0,30 metro

correspondem a 30 centimetros.

Fonte: Santos Filho (2015, p.64)

Que ¢ correta e adequada ao ensino. Um indice de 60% avaliou como correta a
proposta, no entanto apenas 4% conseguiram elaborar uma justificativa adequada. Em
relacdo aos que optaram por ser uma questdo errada (26%), o pesquisador infere que o
erro pode ter dado ao enxergar a parte decimal como niimeros naturais.

Uma ultima questdo posta situa-se na figura 56:

Figura 56: proposta D, expectativa 5.5
EXPECTATIVA 550 COMPARAR E ORDENAR NUMEROS NA
REPRESENTACAO DECIMAL, USADOS EM DIFERENTES CONTEXTOS.

Proposta D: Dizer a crianga que R$ 0,10 (dez centavos) tanto equivale a dez

centésimos do real, como a um décimo do real.

Fonte: Santos Filho (2015, p.65)
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Que ¢ considerada correta e adequada ao ensino. Um indice de 69% dos
professores avaliou corretamente a questao, com 1% apenas conseguindo elaborar uma
justificativa que designe um conhecimento matematico para o ensino. Um indice de
19% dos professores avaliou que a questdo estava errada matematicamente. Para o
pesquisador, os niimeros evidenciados nessa expectativa de aprendizagem também se
mostraram preocupantes pois, “os professores demonstram sobre ordenagdo e
comparacdo de numeros decimais possiveis entraves que esses docentes apresentam

quanto a compreensdo de ideias associadas a esse contetido de Matematica.” (SANTOS

FILHO, 2015, p. 120)

2.4.2.3 Contribui¢oes de Damico

A tese de Damico (2007) teve como um dos objetivos analisar os conhecimentos
pedagogicos e matematicos para o ensino de numeros racionais em alunos iniciantes e
concluintes de um curso de licenciatura em matematica. O pesquisador utilizou o
referencial de Shulman (1987) para andlise dos conhecimentos desses alunos, sendo o
Conhecimento Pedagogico do Contetido - PCK, o dominio de foco adotado. Para esta
pesquisa, ¢ de grande interesse observar mais de perto os resultados encontrados por
Damico (2007), visto que o autor faz andlises ricas no desenvolvimento desses
resultados. Assim, nos atentaremos aos dados mais brutos em detrimento dos resultados
apresentados nas conclusdes da pesquisa, visto que, o carater qualitativo dos

conhecimentos levantados pelo autor é que terdo maior utilidade para este trabalho.
2.4.2.3.1 Resultados Acerca dos Conceitos dos Numeros Racionais
O pesquisador neste topico pergunta aos participantes estudantes de graduagdao em

licenciatura em Matematica iniciantes e aos concluintes “o que é nimero racional?” e

obteve-se os resultados relatados na tabela 1:

Tabela 1: o conceito de nimero racional

Imagem

Concepgéao

Apresentou a imada d bsol Nao
definigdo usual aproximaca do absolutamente respondeu
concelto erronea
04 63 84 38
INICIANTES (2,1%) (33,3%) (44,5%) (20,1%)
02 82 27 24
CONCLUINTES (1,5%) (60,7%) (20,0%) (17.8%)

Fonte: Damico (2007, p.120)
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O autor nota uma correlacdo muito préxima com os estudos de Pinto e Tall (1996)
e traz que a intengdo nessa pergunta era avaliar a imagem conceitual € ndo se o aluno
saberia a definicdo de cor. Assim, ¢ possivel notar um alto indice de alunos (44,5%)
iniciantes em que a concep¢do ndo estava nem perto da correta. Na outra ponta, os
alunos concluintes mostraram um indice preocupante de acertos, pois somando os
percentuais de quem errou € de quem nao respondeu, tem-se que 37,8% dos alunos que
estdo para ser habilitados a lecionar ndo possuem o conhecimento correto da defini¢ao

de numeros racionais. Uma defini¢ao boa foi dada por apenas 1,5% dos concluintes.
2.4.2.3.2 Resultados Acerca do Subconstructo Parte-Todo

Em relacdo a situagdes parte-todo, os participantes apresentaram quase que
hegemonicamente erro em situagcdes em que o todo ndo estd dividido em partes

equivalentes em area, como por exemplo no item e, na figura 57:

Figura 57: questdo sobre parte-todo

a)

RESP b) RESP

77
/7

N

RESP.:

? W77

AN

Fonte: Damico (2007, p.126)

Ainda nos resultados gerais, o item f) mostrou um baixo indice de acerto por parte dos
alunos concluintes (53,4%) mostrando que esse tipo de divisdo do todo deve ser
observado com mais aten¢ao no ensino.

Os itens b) e ¢) foram usados com a intencionalidade de verificar a capacidade de
estabelecer a equivaléncia das divisoes (2/6 = 1/3) e 11 de 15 alunos entrevistados
manifestaram essa habilidade.

Em relacdo aos erros, no item c) 11% dos iniciantes ¢ 16% dos concluintes
disseram que a fracdo era de 1/5, ignorando o fato de as partes terem de ser divididas de

iguais areas (ou o atributo que estiver em evidéncia). O mesmo ocorreu com parte dos
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alunos no item f) fazendo apenas a dupla contagem, mas ndo estabelecendo o critério
das equivaléncias das medidas das areas.

Outro ponto relacionado a equivaléncia das medidas de areas (ou outro atributo) ¢
quando no item d) parte dos participantes acertam ‘2 mas ndo fazem menc¢do a
propriedade geométrica que garante a equivaléncia das partes. Nesse caso os alunos
poderiam fazer o movimento de tragar duas perpendiculares sobre a figura de forma que
fossem mediatrizes dos lados do retangulo, assim, transparecendo a congruéncia.

Para Damico (2017), uma das causas dessas nao observagdes ¢ o déficit dos alunos
acerca do conceito de areas.

O autor aponta um erro menos comum, que € associar o numerador a uma unidade
inteira ¢ o denominador quantidade de partes tomadas. Mostra-se um erro no processo
de dupla contagem.

Outro ponto destacado ¢ quando o aluno cria problema em que a soma das partes ¢

maior do que o todo. Problemas envolvendo divisdes de terreno, por exemplo.

2.4.2.3.3 Resultados Acerca do Subconstructo Operador

Para essa interpretagdo das fragdes, Damico (2007) traz que essa ¢ uma
interpretagdo em que hd uma transformagdo envolvida. Assim, um numero p/q
transforma um numero n da seguinte forma: p ¢ o multiplicador (amplia) e que ¢ o
divisor (reduz).

Desta forma o autor analisa casos em que a fracdo opera em quantidades
continuas, discretas e ndo mencionadas. O autor inicia um problema em que o operador
opera sobre a incognita, ou seja, tem-se que p/q . x = a. Cerca de 75% dos alunos
concluintes acertaram e o autor infere que o caréter algébrico pdde ter contribuido para
esse indice, visto que se exige muito desse tipo de manipulagdo algébrica nos cursos de
licenciatura.

Quando foi apresentado uma questao para circular uma fra¢ao de bolinhas dadas
(em figura), cerca de 73% de ambos os grupos acertaram. A maior parte dos alunos
resolveu aplicando uma transformacao, tenho uma quantidade inicial, divido, multiplico
e obtenho uma quantidade final (interpretacdo correspondente a de Ciscar e Garcia
(1988)). Outra interpretagao foi a de divisdao equitativa das bolinhas em grupos iguais.

Uma outra forma de pensar o problema foi quando o aluno multiplicou numerador e

88



denominador pelo mesmo niimero, até que o denominador fosse igual a quantidade de
bolinhas dadas, situagdo essa que se assemelha a parte-todo com quantidades discretas.

O autor ressalta que resolver um problema via diversos subconstrutos ¢ uma opcao
didatica rica e deve ser incentivada.

No que tange as questdes elaboradas (por concluintes) em que ndo se aplica a
nenhuma grandeza, ou seja, questdes operacionais do tipo encontrar 2/3 de 60, teve,
segundo o autor, um indice de criacdo de 7,4% das questoes.

Os principais erros constatados nesse processo foram, segundo Damico (2007): a)
ndo especifica a quantidade sobre o qual o operador deve incidir; b) Opera sobre um
conjunto discreto como se fosse continuo; c¢) opera fracdes como se fosse um numero

inteiro.

2.4.2.3.4 Resultados Acerca do Subconstruto Quociente

A fase de produgdo de questdes pelos alunos concluintes da pesquisa de Damico
(2007) evidenciou que 34% destes alunos elaboraram questdes que trazem os niimeros
racionais como quocientes. O autor traz ainda que 46% dessas questdes foram
elaboradas sem nenhum contexto, ou seja, na forma “represente as fracdes na forma
decimal”. As outras producdes tiveram pouca elaboracdo e baixa complexidade
resultando, segundo infere o autor, em um baixo indice de erros nessas elaboracdes.

Na fase de resolug@o de questdes propostas, pediu-se a todos os participantes para
representar o nimero decimal correspondente a fragdo 2/7 (até a quinta casa decimal).
Um indice importante trazido pelo autor ¢ de que aproximadamente 20% dos
concluintes erraram essa questdo, o que se mostra um dado importante para o
pesquisador visto que, “uma vez que a divisdo de nimeros inteiros ¢ (ou pelo menos
deveria ser) uma operacdo corriqueira para um professor de Matematica” (DAMICO,
2007, p. 149). Os erros mais frequentes, segundo o autor, foram: a) O aluno multiplica o
dividendo por 10 e nada faz com o quociente; b) Os alunos acrescentam um zero ao
resto e ao quociente em cada passo.

Um problema contextualizado foi proposto: “pretendemos dividir 5 barras de ouro
idénticas entre 9 pessoas. Qual a por¢do (expressa em fracdo) destinada a cada pessoa?

Explique seu raciocinio com auxilio de um desenho.” (DAMICO, 2007, p. 152) Assim,
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obteve-se os indices de 41,6% dos iniciantes e 50,4 % dos concluintes que ndo
apresentaram uma resolucdo satisfatéria para esse problema.

As principais estratégias de quem acertou foram: a) O aluno divide cada barra em
9 partes iguais, e distribui grupos (ordenados) de 5 pedagos para cada pessoa; b) o aluno
divide cada barra em 9 partes iguais e faz a distribui¢do equitativa das partes de cada
barra (os primeiros pedacos de cada barra vao para uma pessoa, os segundos pedagos de
cada barra para outra, etc); ¢) o aluno modifica a unidade: junta todas as barras como se
fossem uma maior e a divide em 9 partes iguais. Damico (2007) faz uma orientagdo
pertinente a respeito de que a fragdo precisa ser mencionada em relagdo ao seu todo, por
exemplo, se dividirmos em 9 partes cada barra e as alinharmos distribuindo conjuntos de
5 para cada pessoa, estamos dando 5/9 de cada barra para a pessoa. Mas se juntarmos
todas em uma sé e a dividirmos por 9, teremos 1/9 do somatorio das barras para cada
pessoa; d) O aluno divide 5 barras ao meio, totalizando 10 pedacos. Distribui um para

cada pessoa ¢ o restante divide em 9 pedagos.

2.4.2.3.5 Resultados Acerca do Subconstructo Medidas

No contexto de criagdo de questdes, obteve-se apenas 0,4 % das questdes
envolvendo esse subconstruto. Para o autor, “isto ¢ uma evidéncia de que fragdes e
medidas ndo sdao conceitos espontanecamente associados pelos alunos”. (DAMICO,
2007, p. 157). No momento que os alunos resolveram uma questdo elaborada pelo

pesquisador, o seguinte problema foi proposto (figura 58):

Figura 58: questao sobre medidas

Observe as réguas abaixo e responda as perguntas:
Régua 1:
Régua 2:
Regua 3:

Régua 4:
Régua 5:

a) Quanto mede a régua 2 tomando-se a régua 1 como unidade? Resp.:
b) Quanto mede a régua 1 tomando-se a régua 4 como unidade? Resp.:
c) Quanto mede a régua 3 tomando-se a régua 5 como unidade? Resp.:

d) Quanto mede a régua 4 tomando-se a régua 3 como unidade? Resp.:

Fonte: Damico (2007, p.158)
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Os resultados mostraram uma dificuldade maior dos dois grupos em relagdo ao
item d) e ainda, verificou-se que fracdes mistas nao fazem parte do repertério dos

estudantes, pois apenas 1,9% das questdes abordaram desta forma.

2.4.2.3.6 Resultados Acerca do Subconstructo Coordenadas Lineares

A inter-relacdo entre uma fragdo expressa por a/b (a e b inteiros e b diferente de
zero) € seu ponto na reta numerada ¢ também objeto de estudo de Damico (2007).
Segundo o autor, pesquisas (NOVILLIS, 1980; BEHR, LESH, POST e SILVER, 1983)
mostram que ha uma potencialidade didatica nesta interpretagdo e que, para Damico
(2007) a possibilidade de se trabalhar com a reta numérica pode ser frutifera para
“propiciar o entendimento da relagdo de ordem entre os racionais ou, também, no
trabalho com fra¢des improprias ou mistas e, até mesmo, como auxiliar no entendimento
das operacoes e medidas” (DAMICO, 2007, p. 162)

A respeito deste conceito, Damico (2007) analisou as concepgdes espontaneas nas
questdes criadas pelos alunos concluintes e as concepgdes dos alunos acerca de
localizagdo de fragdes (proprias, improprias e mistas).

Assim, o autor traz que esse subconstruto teve menor incidéncia nas questdes
trazidas pelos alunos concluintes (0,2%), e para avaliar as concepgdes dos conceitos o
autor prop0s a questao relatada na figura 59:

Figura 59: questdo sobre coordenadas lineares

Marque na semi-reta numerada abaixo a localizacdo aproximada dos

o SR -
pontos correspondentes a: = ; 4.4.6.15 e2”.

3573747 14 4

Fonte: Damico (2007, p.164)

E, desta forma, Damico (2007) apresenta que em geral 75% de todos os alunos
(concluintes e iniciantes) resolveram corretamente as questdes com excegao a ultima
fragdo mista em que parte dos alunos (13,3%) confundiram a parte inteira com um fator,

ou seja, fizeram a operacao 2 . 3/4.
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A estratégia mais utilizada, segundo o autor, foi transformar as fracdes em
numeros decimais, nas fragdes proprias e improprias, € na mista os alunos que
conseguiram em sua maioria a transformaram em fracdo impropria e depois
transformaram em decimais. Dois casos levantados pelo autor mostram erros de alunos
causados pela interpretacdo de parte-todo da reta numérica, que segundo o autor,

corrobora com a pesquisa de Novillis (1980) que constatou:

a associa¢do de fracdes com pontos sobre a reta era significativamente mais
facil quando apenas eram consideradas fragdes proprias para serem
localizadas em segmentos unitarios [0,1]. Os pesquisadores também
observaram que, quando a reta numérica era apresentada com duas unidades,
quase 25% dos alunos da amostra usaram o segmento [0,2] como o “todo” ou
a unidade. (DAMICO, 2007, p. 167)

Sendo, assim, que um dos erros foi de relacionar 2/3 com 2,3.

2.4.3.3.7 Andlise do conhecimento matemadatico conceitual e processual, em relagdo as
operagoes basicas de futuros professores

Para Damico (2007), ¢ imprescindivel que o professor tenha um conhecimento
especializado sobre os contetidos matematicos para efetivar o ensino, para isto, alguns
topicos sobre conceitos e processos envolvendo operagdes basicas com numeros
racionais foram levantados. A primeira foi acerca da adigdo de fragdes com
denominadores diferentes, em que perguntou-se (figura 60):

Figura 60: Questao sobre adigdo de fragdes

Por que ao efetuarmos a adi¢do ou subtragcdo de fragdes
com denominadores diferentes nés, normalmente,
encontramos o MMC dos denominadores?

Fonte: Damico (2007, p.172)

Damico (2007) traz que uma das maneiras de transposi¢cdo didatica efetiva desta
regra ¢ a utilizagdo de fragdes equivalentes, como visto anteriormente em Kieren (1976).
Para o autor, 3,7% dos alunos iniciantes ¢ 11,8% dos alunos concluintes elaboraram uma
justificativa pertinente matematicamente e pedagogicamente e, num agrupamento de
alunos que apresentaram concepcdes erradas ou confusas ou que ndo responderam
chegaram a 45,4% para os iniciantes e 44,4% para os concluintes.

Uma outra questao proposta aos alunos encontra-se relatada na figura 61:

Figura 61: transposic¢do didatica de adigdo de fragdes

Vocé deseja explicar a operacao 2 + 2/3 para uma classe de

ensino fundamental. Como vocé pode fazer isto utilizando

desenhos como, por exemplo, barras de chocolate?

Fonte: Damico (2007, p. 180)
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Foi evidenciado que 7,4% dos alunos iniciantes e 17% dos alunos concluintes
conseguiram interpretar corretamente. No entanto 77,8% dos alunos iniciantes e 63,7%
dos concluintes ndo conseguiram elaborar a resposta da questao.

Outra concepgao avaliada por Damico (2007) foi a de multiplicacdo de fragdes,

relatada na figura 62:

Figura 62: transposi¢do didatica de multiplicagdo de fragdes

Da mesma forma que na questdo anterior, utilize recursos

[FYR N

S VY]

geométricos para explicar a operacao:

Fonte: Damico (2007, p. 190)

Em que apenas um aluno iniciante (0,5%) e 5 concluintes (3,7%) conseguiram
elaborar um esquema para a questdo. Damico (2007) traz uma das resolugdes e
evidencia como alternativa potencialmente didatica, que consiste na sobreposicao de
figuras divididas na ideia parte-todo, horizontalmente e verticalmente, representadas na
figura 63:

Figura 63: multiplicacdo de fragdes usando malhas

203 .%=6M12=1/2>

213 3/4

Fonte: adaptado de Damico (2007, p. 192)

Outra concepgdo avaliada pelo autor foi de divisdo de fragdes, sendo que para
avaliar o conhecimento dos alunos referente ao significado do quociente e sua relagdo
com o dividendo, fez-se a pergunta relatada na figura 64:

Figura 64: significado de divisao de fragdes

Ao dividirmos 2 por 2, encontramos como resposta 4.
a) Explique o que significa o resultado 4.
b) Por que o resultado (4) deu maior que o dividendo.

Fonte: Damico (2007, p.198)

Observou-se um indice de 24,9% e 30,4% de explicacdo convincente para
respectivamente iniciantes e concluintes referentes ao item a. Sobre o item b, obteve-se
14,8% e 18,5% nos mesmos grupos respectivos. Dos alunos que obtiveram €xito na
explicacao, Damico (2007) expde que alguns utilizaram a ideia de particionamento, ou
seja, interpretaram como a soma 1/2+1/2+1/2+1/2, ja outros utilizaram a ideia de

medida questionando quantas vezes 2 cabe em 2. Ainda no que tange a divisdo de
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fragdes, Damico (2007) avaliou os alunos sobre a concep¢do geométrica da operagao

(figura 65):

Figura 65: transposi¢do didatica de divisdo de fragdes

Explique a operacao 3/4 : 1/8 utilizando barras de chocolate.

Fonte: Damico (2007, p. 205)
O autor sugere que essa interpretagdo pode ser modulada geometricamente como

transcri¢do da pergunta “quantas vezes 1/8 cabem em 3/4?” (DAMICO, 2007, p. 206). A
partir deste olhar, constatou-se que 3,2% dos iniciantes e 4,4% dos concluintes
conseguiram elaborar uma justificativa como essa.

A pesquisa ainda traz um questionamento para os alunos sobre um possivel
algoritmo alternativo em que, para dividir duas fracdes a/b por c/d, pode-se fazer a:c/b:d,
que ¢ matematicamente correto, mas pouco difundido nos meios educacionais. A grande
maioria dos alunos respondeu que ¢ incorreto matematicamente trazendo que o
algoritmo correto ¢ o da inversdo de fragdes, assim, o autor evidencia uma visdo

sincrética da matematica por parte desses alunos.

2.4.2.4 Contribuigdes de Marques

A pesquisa de Marques (2018) teve objetivo muito similar a pesquisa de Damico
(2007), que ¢ avaliar os conhecimentos de estudantes do curso de licenciatura em
matematica e matriculados na disciplina de Estagio Supervisionado no IFTO — Campus
Paraiso, acerca do aspecto da estrutura matemadtica, do conhecimento pedagdgico bem
como do conhecimento curricular referente ao ensino de nimeros racionais.

Como referencial tedrico, a autora utilizou o modelo MKT de Ball, Thames e
Phelps (2008), mais especificamente, o Conhecimento Comum do Conteudo,
Conhecimento Especializado de Conteudo, Conhecimento de Conteudo e Estudantes e
Conhecimento de Contetido e Ensino e, no ambito do curriculo, o Conhecimento
Curricular de Shulman (1987).

A pesquisadora avalia inicialmente o conhecimento sobre a defini¢do de niumeros
racionais, obtendo que, de forma geral, os alunos possuem um conhecimento de
defini¢dao formal que se aproxima muito com a correta matematicamente. No entanto, ao
questionar sobre diversas representacdes e sobre nimeros serem ou ndo racionais, oS
alunos tiveram bastante confusdo, apesar de ter em mente a definicao correta. Na figura

66, encontra-se outro questiondrio sobre diferentes representacoes:
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Figura 66: questdes sobre conceito de niimeros racionais

47/71 nio € racional porque nio hi padrio no decimal 0,661971830985.

El: Acho que é racional, eu nao ouvi falar em padrdes para ser racional.

E2: E racional pois nio existem infinitos nimeros.

E3: Ele é uma forma racional. a parte decimal é uma representacio. Se ha oun
nio uma padronizacao nio ira deixar de ser racional.

E4: Pela definicio de numero racional, 47/71 esta no formato de a/h. Ele é
racional, tendo sua representacio decimal padrao ou nio.

ES: E racional porque essa divisio tem resultado.

47/71 é racional porque ele termina (a calculadora mostra 0,661971830985).

El: Nao pela calculadora. Para fazer esses calculos sem o uso da calculadora,
demora. Entaoe, consideroe os dois nimeros apos a virgula.

E2: Nio sei explicar, nem entender.

E3: Ele é racional, mas nio pelo motive que ele termina. Mesmo sendo uma
dizima, ele continua sendo racional.

E4: Ele € racional pelo formato em que ele esta escrito e nio pela quantidade de
digitos.

E5: E racional nio porque ele termina, mas porque é possivel obter resultado
dessa divisao.

47/71 pode ser racional ou irracional — eu niio posso ver se os digitos irdo se repetir
porque muito poucos digitos sio mostrados na calculadora. Eles podem se repetir ou

nao.

El: Pode ser racional, pode.

E1: Sim, eles podem se repetir, assim como podem ser infinitos.

E3: Falso. 47/71 é um nimero racional. pois a divisio resulta em 0,66197183...
E4: Pode ser racional! Eles podem se repetir, pois serdo dizimas periddicas.
ES5: Ele é racional mesmo podendo repetir digitos ou nio.

Nio hi forma de dizer se 47/71 € racional — exceto se vocé realmente fizer a divisio
que pode seguir indefimdamente. Os digitos poderiam terminar em um milhio de
casas decimais ou eles poderiam comecar a repetir depois da milionésima casa.

El: Ele é racional, pois ele pode terminar em muitas casas, entio podemos
considerar 2 ou 3 apés a virgula.

E21: Sim, pois necessitaria de uma calculadora. o que nem sempre € permitido.

E3: Nio consegui compreender. Figuei em davida.

E4: Nio é necessirio realizar a divisao para identificar que 47/71 é racional.

ES: Verdade.

E possivel que um nimero seja racional e irracional ao mesmo tempo. Por exemplo,
ha fragdes que tém casas decimais infinitas e nio periddicas. mesmo que elas sejam
representadas por a/b.

El: Pode, pois o conjunto dos nimeros racionais esta contido nos irracionais.

E2: Nio. pois causaria confusdes, nio teria como simplifica-los ou até mesmo
expressar valores ou representacdes.

E3: Nio é possivel. Sio conjuntos distintos.

E4: Nio. Ou é racional, ou é irracional.

ES: Nio é possivel.

Fonte: Marques (2018, p. 118)
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Assim, evidenciando que os alunos possuem muita dificuldade de entender
diferentes representacdes podem ser atribuidas a um mesmo numero, segundo a autora.

Em uma outra questdo, a pesquisadora propOs a avaliar os conhecimentos dos
alunos acerca do registro numérico, sendo a questdo uma solicitagdo para registrar os
nimeros que estdo por extenso em escrita com algarismos na forma decimal e as
respostas estdo representadas na figura 67:

Figura 67: questao sobre registro dos nimeros racionais

E1 E2 E3 E4 E5
a) Vinte e trés milésimos 0.0023 | 0,0023 | 0,023 0,023 0,0023
b) Vinte e cinco décimos 0.25 0.25 0.25 2.5 0,25
) Sete inteiros e dois centésimos 7.02 7.2 7.02 7.2 7,02

d) Dezoito inteiros e duzentos e

18,0209 | 18.209 | 18.000209 | 18.209 | 18.00209
nove milésimos

e) Dez inteiros e um centésimo 10,001 10,1 10,01 10.01 10.01

) Q1'111.1ze inteiros e cinquenta e trés 15053 | 1553 | 15.053 15.53 15.053
centésimos

g) Vinte e cinco centésimos 0,025 0.025 | 0.025 0,25 0,025
W) Doze inteiros & vinte & €nCo | 1, o5 | 1505 | 12,00025 | 12,025 | 12,0025
milésimos

Fonte: Marques (2018, p.121)

E possivel notar uma dificuldade por parte de alguns alunos em fazer o registro
bem como estabelecer as relagdes de equivaléncia entre décimos, centésimos, etc,
conforme Marques (2018) constata:

De modo geral, as respostas dos estudantes revelam dificuldades na
capacidade de registro de niimeros decimais com algarismos a partir da escrita
por extenso. Também fica evidente que os estudantes ndo compreendem as
relagdes de equivaléncias entre as ordens da parte decimal de um nimero. Ou
seja, os estudantes ndo demonstram compreender que 10 décimos
correspondem a 1 inteiro, 10 centésimos correspondem a 1 décimo, 10

milésimos correspondem a 1 centésimo, 100 milésimos correspondem a 10
centésimos e a 1 décimo e assim sucessivamente. (MARQUES, 2018, p. 123)

Em outra questdo pertinente a de equivaléncia de numeros decimais, ao ser
questionado da validade de 0,5 = 0,50, um dos alunos menciona ser falso, mas usando o
termo centésimo ao se referir ao segundo numero. A pesquisadora traz um dado
importante ao mencionar que na oralidade do numero decimal, falar os algarismos um a
um ao invés de usar temos como décimos, centésimos, ajudam a ofuscar os significados
e equivaléncias embutidas no numero. No entanto, pelo fato de o aluno ter utilizado o
termo correto, essa correlagdo nao pdde ser feita.

Entre este e outros itens abordados nesta questdo, evidenciou-se uma dificuldade
de correspondéncia entre os termos décimos e centésimos, representando assim,

erroneamente alguns niameros.
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Outro ponto levantado foi o do erro conceitual de todos considerarem que ha

sucessor nos numeros racionais. Para a pesquisadora:

A forma como os estudantes leem os numeros representados na forma
decimal estd intimamente ligada a forma como eles interpretam e atribuem
significado a tais numeros. Foi observada, a partir da analise desses itens em
conjunto com a questdo analisada anteriormente, que hd uma lacuna nos
conhecimentos dos estudantes sobre a leitura/escrita de niimeros decimais.
(MARQUES,; 2018, p. 127).

Adiante, perguntou-se aos alunos a respeito da densidade dos numeros racionais,
mais especificamente trazendo a idéia de sucessor, obtendo-se resultados preocupantes
pois em grande parte os alunos atribuiram o conceito de sucessor como verdadeiro para
os racionais, assim Marques (2015) ap6s analise das respostas infere que os alunos nao
tém uma imagem conceitual solida da densidade dos niimeros racionais, pois repetiram
erros comuns aos que os alunos normalmente cometem.

A pesquisadora também se propds a investigar os conhecimentos dos alunos
acerca dos calculos matematicos e, num primeiro momento, questionando-os de como
explicar a regra de colocag@o da virgula no produto de dois fatores decimais. Nenhum
dos alunos conseguiu elaborar uma justificativa plausivel, o que revela uma
memorizagao de uma regra, um procedimento sem sentido.

No mesmo ambito, um outro item (figura 68) abordava esse carater procedimental

de uma divisao de nimeros decimais (no dividendo e no divisor):

Figura 68: questdo acerca dos calculos matematicos

b) Um aluno. ao resolver um problema. efetuou o calculo 4.8 : 0.5 e resolveu
verificar se seu calculo estava correto. realizando a “prova real”. Abaixo estdo
os calculos realizados por ele. Como a verificacdo pela “prova real” mostrou
uma divergéncia e ele ndo encontrou erro em seus calculos, ele solicitou ajuda
ao seu professor, para compreender o porqueé da divergéncia encontrada.

CALCULO: PROVA REAL:
4,8 0,5 0.5
—4 5 9 x 9
03 4.5
+ 3
7.5%#4.8

Encontre a justificativa para a divergéncia encontrada pelo aluno.

Fonte: Marques (2018, p.135)
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Trés dos cinco alunos justificaram que se o aluno continuasse a divisdo ndo teria
esse problema, o que nao justifica o erro conceitual na prova real ao considerar o resto
como 3 unidades ao invés de 3 décimos.

Ainda neste item, a pesquisadora propde a questdo representada na figura 69:

Figura 69: questdo sobre procedimento de calculo de divisdo de nimeros racionais

¢} Uma professora propos a seguinte divisde para o seu alune: 6,12 : 1.8, Abamo esta o
calculo ferto pelo aluno, passo a passo. Justifique o procedimento whlizado em cada
Passo.

PASS0S PROCEDIMENTO JUSTIFICATIVA

PASS0 1 6,12 1,80

PASSO 2 s 12 L-80
180

612
PASSO 3 - 540
612 180
PASSO 4 - 540 3.
720
612 180
- 540 34
PASSO 5 720

Fonte: Marques (2018, p. 139)

Em que os cinco estudantes da pesquisa se limitaram a apenas descrever os
procedimentos.

Pode-se fazer uma avaliacdo qualitativa desta questdo, que ndo foi abordada pela
pesquisadora, no entanto se mostra relevante para este trabalho. Apesar da resolucao
fazer uso da validagdo de um procedimento, vale ressaltar que a mesma conta pode ser
feita sem muitas dificuldades na representagdo em que os nimeros sdo dados, ou seja,

utilizando a virgula.
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Um possivel desenvolvimento seria:

1°) quantas vezes 1,8 cabe em 6,1 (ao considerar apenas 6,1, ocorre a
decomposic¢do: 6,1 +0,02)? Chegando a 3 unidades vezes 1,8 = 5,4, restando 0,7.

2°) a 0,7 soma-se 0,02 que nao fora utilizado na divisdo inicial, resultando 0,72;

3°) quantas vezes 1,8 cabe em 0,72? Notadamente ¢ sabido que nenhuma unidade,
pois trata-se do resto e que a unidade ja fora utilizada, assim, deve ser uma quantidade
de vezes menor que a unidade, ou seja, uma fracdo de 1,8 que cabe em 0,72.

Partindo dai, pde-se a virgula no quociente para separar a parte inteira da decimal,
e refaz-se a pergunta: 1,8 vezes quantos décimos cabem em 0,72? Tem-se que ¢ 0,4 ¢
nao resta nada.

Assim, pode-se notar que “eliminar” a virgula pode obscurecer as justificativas

inerentes aos procedimentos de contas nesse formato.

2.4.2.5 Contribui¢des de Rogeri

A pesquisa de Rogeri (2015) teve como objetivo avaliar os conhecimentos de 18
professores dos Anos Iniciais acerca dos numeros racionais, mais especificamente em
sua representagdao decimal, bem como a elaboracdo de uma formagdo para esses
professores que possibilitasse a ampliacdo dessa base de conhecimentos.

Para esta dissertacdo, os resultados de Rogeri (2015) acerca dos conhecimentos
iniciais dos professores ¢ que terd maior relevancia.

A pesquisadora utilizou como aporte tedrico a base de conhecimento MKT, de
Ball e seus colaboradores (2008), para a categorizacdo dos conhecimentos dos
professores evidenciados na pesquisa.

A autora faz uma categorizacdo prévia dos conhecimentos relativos aos nimeros

decimais a luz dos subdominios do MKT, mostrados no quadro 4:
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Quadro 4: Associacdo entre contetidos de nimeros decimais e dominios de conhecimento

Dominio dos Exemplos de conhecimento para o ensino de nimeros
conhecimentos para o decimais
ensino de Matematica

Conhecimento comum do Saber que nimero decimal & uma forma de representagdo

tedd
conteudo de fracdo decimal; que 0,5 = 0,50: 0.4 > 0,32 e é¢ 18,

Conhecimento especializado | Compreender propriedades do sistema de numeracdo

do contetdo decimal. Esse conhecimento pode contribuir para sua
utilizagdo, pelo professor, em situagdes em que o aluno
afirma que 0,4 < 0,32.

Compreender que a igualdade entre 0,5 e 0,50 pode ser
uma fonte de erro e que o aluno, ao compreender a
extensdo do SND para os nlumeros decimais, pode
solucionar seus equivocos.

1
Antecipar que a igualdade: g =1,8 pode ser uma resposta

comum de alunos e identificar possiveis causas para esse
tipo de erro,

Conhecimento horizental do | Compreender a estrutura do SND e sua extensdio para os

conteldo numeros decimais para estabelecer e utilizar as relagtes
existentes entre diferentes unidades de medida e saber
transforma-las.

Conhecimento de contelido e | Reconhecer que durante a aprendizagem dos nimeros

de alunos decimais aparecem erros, tais como: na comparagdo, na
leitura, nas operagGes, nas relagdes entre representagdo
decimal e fracionaria E que esses emos podem ser
decorrentes da utilizagdo de propriedades dos nimeros
naturais, aprendidas anteriormente.

Reconhecer que a compreensdo da estrutura do SND, pelo
aluno, auxilia sua compreensdo do que & um ndmero
decimal.

Reconhecer que a aprendizagem dos numeros racionais
depende também das reflexdes sobre diferentes
representagdes e significados, ndo apenas da ideia parte-
todo.

Conhecimento de conteldo e | Elaborar e organizar situagdes em que sdo exploradas
de ensino diferentes representagdes dos nimeros racionais para que
o aluno compreenda esse conceito e suas propriedades.

Analisar e selecionar diferentes estratégias e recursos
associados ao ensino de nimeros decimais, tais como
representacdes de reta numérica, exploragio de abacos,
quadro valor de lugar, representacdes em figuras planas.

Fonte: Rogeri (2015, p.59-60)

Assim, a fase diagnostica da pesquisa se inicia com um questionamento sobre o
conceito de nimero racional perguntando-lhes o que ¢ um numero racional. Desta

forma, obteve-se um primeiro panorama:

e Trés professores entendem como sinénimo de fragao. Correlacionaram com o
sentido parte-todo em forma continua. A autora traz que em Tirosh, Fischbein,
Graeber e Wilson (1998) também houve essa predominancia.

e Um professor associou com equivaléncia de fragdes.
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e Outro professor associou ao simbolo de radiciagdo. Para a autora o professor
“pode ter se apoiado em suposi¢des, como aquelas descritas pelos resultados
da pesquisa realizada por Corbo (2012), de que professores associam a
palavra racional a palavra raiz, deixando transparecer fragilidades
relacionadas a definicdo de nimero racional” (ROGERI, 2015, p. 134)

e Outros trés associaram a contextos de medidas. Um deles separou inteiros de
racionais.

e Qutro grupo de 4 professores associaram predominantemente a fracdes em
sentido parte-todo.

e Um professor tenta definir informalmente conceituando-os como sendo os que
usamos no dia-a-dia.

e Outro professor define como sendo os numeros fracionarios unido aos
numeros decimais unidos as dizimas periodicas (o Unico que citou dizimas)

e Cinco professores ddo respostas obscuras ao conceito de racionais € 0s
atribuem ao uso de contagem. (que sdo, exclusivos e definidores apenas dos

naturais).
Outra questdo foi solicitada para avaliar os conhecimentos dos professores,
perguntando se cada numero proposto era ou nao racional. Os niimeros € as respostas

encontram-se no quadro 5:

Quadro 5: Sintese do niimero de respostas dos professores ao item 4 do instrumento diagndstico

Numero Racional | Nao racional | Em branco | Nao sabe
5 6 9 3 -
0.5 18 - - -
3 18 - - -
n
0,77 18 - - -
0,55555555.... 16 - 2
2,1112131415.... 11 3 3 1

Fonte: Rogeri (2015, p.141)

Rogeri (2015) infere que na primeira linha os professores provavelmente nao
enxergam a inclusdo de conjuntos numéricos e, na sexta, possivelmente pensam que
pelo fato de o numero ter virgula, ¢ racional, ndo compreendendo a existéncia de que

existem numeros irracionais.



Uma questdo sobre ordenacdo e compara¢do de nimeros decimais foi proposta,
contendo no quadro 6 perguntas e respostas:

Quadro 6: Sintese do niimero de respostas dos professores ao item 5 do instrumento diagndstico

Afirmagao Verdadeira | Falsa
0,4 e 0,40 sdo iguais. 6 12
0,33 e 0,333... sdo iguais 8 10
1, . 11 7
T éiguala 1,8
QOsucessordon®54éon®55 18|

Fonte: Rogeri (2015, p.142)

Para analise desses resultados que trazem numeros preocupantes, Rogeri (2015)
traz resultados de Stacey, Moloney e Steinle (2001), que mostram que os alunos
parecem pensar na virgula apenas como algo que separa dois nimeros naturais, assim,
na primeira linha alguns professores podem ter pensando na parte decimal como 4<40,
logo 0,4<0,40.

No que concerne a terceira linha, a pesquisadora infere que os professores pensam
que “simplesmente, o traco da fragdo pode ser frocado pela virgula”, o que revela um
baixo conhecimento da estrutura matematica do sistema de numeragao decimal ¢ os
significados de seus simbolos.

A questdo pertinente ao sucessor teve 100% de respostas erradas, o que vem a
confirmar a dificuldade trazida nos estudos de Marques (2018), em que o professor
transfere a ideia de sucessor para os racionais, ndo compreendendo, assim, a ideia de
densidade relativa a este conjunto. Ainda relativamente a densidade, fez-se a pergunta
da figura 70:

Figura 70: Questdo relativa a densidade dos niimeros racionais

Existe um nimero maior que 0,5 e menor que 0,67

Se a resposta for positiva, escreva esse nimero.

Fonte: Rogeri (2015, p. 143)

Nove professores disseram que sim, cinco professores disseram que ndo e quatro

deixaram em branco. A pesquisadora faz a analise:

Se observarmos que os dezoito professores responderam afirmativamente a
pergunta anterior (o sucessor de 5,4 ¢ 5,5) e agora parte desse total afirmou
que existe um nuamero entre 0,5 e 0,6, percebemos contradicdes na
possibilidade de existéncia de outros nimeros entre dois niimeros decimais,
aparentemente proximos na visdo de alguns professores. Isso reafirma as
nossas conjecturas de que muitos professores t€ém duvidas a respeito do
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significado de numero racional e se apoiam em propriedades dos numeros
naturais na tentativa de compreender esse novo campo numérico. (ROGERI,
2015, p. 114)

Assim, Rogeri (2015) constata que os professores possuem conhecimentos difusos
acerca dos nlimeros racionais, pois ndo conseguem ter certeza sobre o que ha entre um
nimero e outro. Uma proxima questdo ¢ dada para avaliar os conhecimentos de

ordenac¢do de numeros decimais (figura 71):

Figura 71: questdo sobre ordem dos nimeros racionais

Escreva em ordem crescente os nimeros apresentados em cada uma das tirinhas a
seguir::
a) ‘ 1,5 ‘ 0,25 ‘ 0,4 ‘ 0,75 ‘ 1,25 ‘ 0,004 ‘ 0,125 ‘
b) ‘ 0,3 ‘ 0,15 ‘ 0,99 ‘ 0,77 ‘ 0,999 ‘ 0,9 ‘ 0,10 ‘

Fonte: Rogeri (2015, p.145)

Em sintese, na tirinha (a) houve 12 erros e na (b), 15. Esses numeros se mostram
preocupantes € a autora traz algumas possibilidades de leitura da relagao de ordem por
parte dos professores sendo, 1) partes inteiras iguais, considero maior o que possui mais
algarismos decimais (extensdo dos naturais); ii) considero o que possui mais algarismos

decimais como menor.

Para a pesquisadora, os professores participantes da pesquisa fazem uma
transferéncia automadtica das propriedades dos numeros naturais para 0s numeros

decimais.
De forma geral, os erros mais comuns foram:

e (Quanto mais algarismos, maior o nimero
e Décimos sempre maiores que centésimos;

e Utilizagdo da sequéncia de nimeros naturais;

No que concerne a leitura e escrita de numeros decimais, Rogeri (2015)
apresentou uma questdo em que os professores deveriam transformar a escrita por
extenso de cada numero para sua representacdo com algarismos. Assim, tém-se o

resumo dos resultados no quadro 7:
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Quadro 7: Sintese do niimero de respostas dos professores do item 8 do instrumento diagnostico

Escrita por extenso Correta Correta Errada
n° decimal | fragcao decimal
Sete inteiros e nove centésimos 13 5
Quinze inteiros e cinquenta e trés centésimos 12 6
Vinte e cinco milésimos 1" 1 6
Dezoito inteiros e duzentos e nove milésimos 10 8
Dez inteiros e um centésimo 12 6
Vinte e cinco décimos 5 3 10
Vinte e cinco centésimos 8 2 8
Quatorze inteiros e setenta e cinco milésimos 12 6

Fonte: Rogeri (2015, p.149)

Um dos professores escreve 18. 0,209, ou seja, como 18 e 0,209 separados. A

pesquisadora traz as ideias de Lerner e Sadovsky (1996) para analisar:
[...]a escrita numérica € o resultado de uma correspondéncia com a numeracao
falada conduz as criangas a utilizagcdo de notagdes ndo convencionais, pois a
diferenca entre a numeragdo escrita e a numeragao falada estd em que esta
ultima ndo ¢ posicional. A numeragdo falada, justaposigdo de palavras, supde
sempre uma opera¢do. Em seu artigo as autoras citam o seguinte exemplo: mil
e quatro significa (1000 + 4).” (ROGERI, 2015, p. 152)

E conclui, assim, que os professores estdo com defasagem do conhecimento do
conteudo especifico em relacdo a conceitos dos racionais.

Assim, finaliza-se o capitulo referente ao referencial tedrico que objetivou,
primeiramente, trazer os conhecimentos sobre os fundamentos matematicos, cognitivos
e instrucionais dos numeros racionais das pesquisas pioneiras de Kieren (1976, 1980) e,
em seguida, trazer os conhecimentos especializados sobre o ensino dos numeros
racionais que professores e alunos de licenciatura possuem, sendo elas Souza (2015),
Santos Filho (2015), Damico (2007), Marques (2018) e esta atual, Rogeri (2015), todas

utilizando a mesma linhagem teorica, ou seja, o modelo PCK de Shulman (1986, 1987)

ou o MKT de Ball, Thames e Phelps (2008).
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3. METODOLOGIA
A presente pesquisa faz uso de uma metodologia qualitativa de natureza

documental que, segundo Gil (2002):
[...] assemelha-se muito a pesquisa bibliografica. A diferenca essencial entre
ambas estd na natureza das fontes. Enquanto a pesquisa bibliografica se
utiliza fundamentalmente das contribuigdes dos diversos autores sobre
determinado assunto, a pesquisa documental vale-se de materiais que ndo
recebem ainda um tratamento analitico, ou que ainda podem ser re-elaborados
de acordo com os objetos da pesquisa. (GIL, 2002, p.5)

Assim, as opg¢des didaticas dos autores dos livros didaticos foram analisadas de
acordo com a base de conhecimentos relativos ao processo ensino aprendizagem dos
nimeros racionais que compdem o referencial teorico. A localizacdo dos dados
levantados nas obras que foram analisadas se deram a luz do modelo MTSK, de Carrillo
et al (2013, 2018), ou seja, uma vez categorizados os conhecimentos na base de
conhecimentos, estes serviram como dupla face na avaliacdo das exposicdes didaticas
nos livros, sendo uma face a do conhecimento em si (localizagdo do conceito em relagao
ao referencial - conceitualizagdo), e a outra do subdominio do MTSK atrelado
(categorizagdo do conceito em relacdo ao modelo).

A conceituagdo dos conhecimentos utilizando o MTSK ¢é uma abordagem
metodologica (RIBEIRO et al, 2016), sendo que para este trabalho serdo considerados
todos os subdominios do MTSK, pois entende-se (RIBEIRO, 2018) que estes devem ser
observados por suas interdependéncias.

Essa metodologia para analise de dados pautada no conhecimento especializado
do professor que ensina matematica ¢ baseada em quatro focos de analise que podem ser
interligados, sendo eles, “(a) analise de livros didaticos; (b) a pratica do professor; (c)
problematicas recorrentes identificadas na pesquisa; (d) conhecimento, raciocinio e
representacdes dos alunos.” (RIBEIRO, 2018, p. 174). O foco deste trabalho sera, entdo,
o item (a).

As andlises foram realizadas fazendo uso de categorias de andlises a priori, ou
seja, para cada subdominio do modelo MTSK foram observadas categorias que os
constituem (CARRILO et. al., 2016). O subdominio KMLS e as Crencas nao foram
observadas neste trabalho.

No subdominio KoT observou-se as categorias “defini¢des e imagens de um
conceito”, “fenomenolédgico”, “significados associados”, “formas de registros e

representacdes” e “relagdes intraconceituais”.
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Para o subdominio KSM foram observadas as categorias “relagdes de
simplificagdo e complexificacdo”, “conexdes auxiliares”, “conexdes transversais” e
“conexoes temporais”.

J& para o KPM, foram consideradas as categorias “uso dos simbolos”, “modos de
validagdo” e “modos de proceder em Matematica”.

No subdominio KMT, foram observadas as categorias “formas de apresentar o
conteudo - potencial de aprendizagem”, “analogias - exemplos potencializadores” e
“recurso/material pedagdgico associado”.

Para o subdominio KFLM, observou-se as categorias “dificuldades dos alunos”,
“teoria psicologica associada ao aprendizado do conteudo”, “erros de aprendizagens
mais comuns” € “antecipacdo de um possivel erro do aprendizado™.

Assim, a conceituacdo das opcdes didaticas no MTSK foi dada pela anélise dos
conhecimentos apresentados nos livros comparando-os com a base de conhecimentos de
ensino aprendizagem sobre os numeros racionais levantados no referencial.

Um exemplo da dinamica das analises pode ser encontrado na sequéncia didatica
situada no livro Arariba Mais Matematica, que traz diversas situagdes em que as fragdes
podem se encontrar. O livro traz duas formas diferentes de resolver um mesmo
problema, uma através do subconstruto operador em situagdo discreta, outra de razdo
como propor¢ao e, ainda, implicitamente uma terceira, como classes de equivaléncias.
Assim, buscando no referencial teérico, temos em Damico (2007) e Kieren (1976) que ¢
enriquecedor fazer inter-relagdes com os subconstrutos, ainda mais na resolu¢do de um
mesmo problema, situando, assim, essa sequéncia didatica como evidéncia de
conhecimento da categoria KFLM (teoria psicologica associada ao aprendizado do
conteudo) e KMT (formas de apresentar o conteudo - potencial de aprendizagem) pois
ha correspondéncia com o que se recomenda nos referenciais relacionados. Além desta
categorizacdo, ha a conceituacdo da teoria relacionada, pois o livro ndo faz a indicagao
dos subconstrutos usados nesta situa¢ao, no entanto, os conceitos foram identificados na

analise desta dissertacao.
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4. ANALISE DOS LIVROS

Neste capitulo encontram-se as analises dos dois livros didaticos voltados ao
publico do 6° ano do Ensino Fundamental de 9 anos, sendo eles, nesta ordem de anélise,
o Arariba Mais Matematica (EDITORA MODERNA, 2018) e Telaris Matematica
(DANTE, 2018).

4.1. TOPICOS DO LIVRO ARARIBA MAIS MATEMATICA

As andlises feitas nas subseg¢Oes subsequentes serdo referentes ao livro-texto

Araribd Mais Matematica, da editora Moderna.

4.1.1.0 conceito de Numeros Racionais

O livro deliberadamente ndo apresenta o termo “nimeros racionais”. De acordo
com Marques (2018) e Damico (2007), a definicdo de niimeros racionais ja nao € tao
clara at¢ mesmo para os professores, logo, essa omissdo caracteriza-se por uma lacuna
no KoT (conceitos — defini¢des e imagens de um conceito) e no KFLM (Dificuldades

dos alunos).

4.1.2.0 conceito de fracao

O livro apresenta o conceito de fracao trazendo uma situacdo em que se pretende
medir o comprimento de uma caneta utilizando a medida de comprimento do palmo da
mao como unidade de medida.

O exemplo inicial utilizado recai em uma fragdo propria, pois a unidade de
medida utilizada (medida de comprimento do palmo) ¢ maior do que a medida do
comprimento da caneta (a ser medido), isso faz com que a medida do comprimento da
caneta seja 5/6 da medida do comprimento do palmo da mao.

A partir dai, o livro define fracdo relacionando ‘“numerador” com as partes
consideradas do palmo e “denominador” com o total de partes em que o palmo foi

dividido, conforme figura 72:

107



Figura 72: exemplo para introduzir o conceito de fragdes no livro Arariba

ﬂomwﬁgj 1. O conceito de fracao

caneta & menor que a A di I 4 jodireit . tod
medida de meu paimo, na mediu com o palmo de sua mio direita o comprimento de uma
caneta. Para isso, pintou sua mio direita e com ela carimbou o papel

CLALDIO CHIYD

Fonte: Editora Moderna (2018, p. 119)

Deste conceito inicial, nota-se um vinculo com fragdes proprias, que segundo
Santos Filho (2015), professores tendem a achar que todas as fracdes precisam ter
numeradores menores do que denominadores. Assim, o exemplo ndo traz uma vivéncia
inicial que propicie o rompimento desta barreira, sendo uma lacuna no KMT (formas de
apresentar o conteudo — potencial de aprendizagem) e no KFLM (dificuldades dos
alunos).

Por outro lado, trazer o subconstruto medidas como primeiro exemplo pode
enriquecer o significado de fragdes, pois segundo Damico (2007), alunos de licenciatura
ndo costumam elaborar problemas acerca deste significado, havendo evidéncias de que
ndo associam fragdes com medidas e, ainda, eles t€ém dificuldade em fazer a medicao
quando a unidade nao ¢ divisor do comprimento medido, e que pelo exemplo notamos
transcender essa limitagcdo, tornando uma opg¢do didética que evidencia o aparecimento
do KMT (formas de apresentar o conteido — potencial de aprendizagem) e¢ KoT
(fenomenologico e significados associados).

Além disso, ha uma recomendacdo nas notas de rodapé para que o professor
estimule os alunos a fazer outras medi¢des similares (ndo padronizadas), fazendo
estimativas. Nota-se, assim, uma outra vantagem nesta primeira abordagem por medidas
pois, segundo Kieren (1976), esse subconstruto privilegia o entendimento de divisao

arbitraria da unidade de medida para que “dé certo” a adicdo de fragdes, ou seja, o
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movimento posterior para encontrar um denominador comum acaba se tornando mais
familiar, sendo uma manifesta¢ao do subdominio KSM (visao sequencial).

Ainda nos exemplos iniciais, o autor traz dois exemplos do subconstruto
parte-todo em que uma situagdo € continua e outra discreta. Essas duas outras situagdes
iniciais sdo do tipo estado-estado (KIEREN, 1976), formando uma lacuna das bases da
formagdo dos conceitos de par ordenado e equivaléncia, pois ndo se encontra as outras
trés situagdes necessarias levantadas por Kieren (1976), a saber: estado-operador,
operador-estado e operador-operador, revelando um déficit no KFLM (teoria psicoldgica
associada ao aprendizado do conteudo). Ainda sobre esses dois exemplos que objetivam
levantar o conceito de fracdo, Santos Filho (2015) traz que problemas do tipo parte-todo
que sdo do tipo que associam numerador com partes pintadas e denominadores com
partes totais tendem a levar alunos a entender os numeros que compde a fragdo como
numeros naturais isolados, revelando uma lacuna no KFLM (dificuldades dos alunos).

Em seguida, o livro traz o topico de leitura de fragdes seguido de cinco questdes a
respeito, sendo todas elas de fracdes elementares ja trabalhadas em anos anteriores: um
meio, trés quartos, um oitavo, dois oitavos e cinco oitavos. Assim, o livro nao
compreende as fragdes decimais tampouco fracdes com denominadores maiores do que
10, para praticar uso dos termos: décimos, centésimos, etc. e avos, respectivamente.
Essa lacuna ¢ relevante ser destacada pois, segundo Kieren (1976), identificar a
pronuncia verbal e os simbolos usados para representar os numeros (palavras como “um
terco” e algarismos para formar os nlimeros) ¢ uma das fases iniciais que a crianga deve
desenvolver para assimilar os conceitos de par ordenado e equivaléncia, pilares da
constru¢do do numero racional, para o autor. Sendo assim, constata-se uma lacuna no
subdominio KFLM (teoria psicoldgica associada ao aprendizado do contetdo).

Adiante, os autores trazem sete situagdes como exemplos dos significados das
fragdes, no entanto ndao as formalizam associando com os nomes dos
significados/subconstrutos (nem na parte do aluno, nem na parte do professor), apenas
as cita como situagdes diversas. Essa abordagem desprivilegia a organizacao do
raciocinio dos niimeros racionais com diferentes significados pois ndo se atrela uma
categoria (palavra) aquele tipo de situacdo, podendo dificultar a classificagdo das
diferentes situacdes pelo aluno, evidenciando uma lacuna no KoT (conceitos —
significados associados). Na situagdo 1 (figura 73), interpretamos ser um exemplo de

caracterizagdo da fracdo como operador (em situacdo discreta):
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Figura 73: situac@o 1 do livro Arariba

Sltuacso 1 1
Em um torneio feminino de mountain bike, T das 32 ciclistas

inscritas foi classificado para a prova final. Quantas ciclistas se
classificaram?
Para responder a essa pergunta, podemos pensar assim:

* 32 ciclistas correspondem a 1 inteiro;

. %corresponde a quarta parte do inteiro, ou seja, a quarta parte

de 32.

Dividindo as 32 ciclistas em 4 grupos com a mesma quantidade,
temos:

Hdd HI & I
FHdd B I b
T Id oI I I
< 0% STtC Y ) I I

ADILSON SECCO

Na pratica, para determinar a quarta parte de 32, podemos
calcular o resultado da divisio 32 : 4.

32:4=28
Entio, 8 ciclistas foram classificadas.

Fonte: Editora Moderna (2018, p.122)

Na situagdo 2 (figura 74) temos um exemplo de caracterizacdo de fracdo como
operador (em situag@o continua, ou seja, de medida):

Figura 74: Situag@o 2 do livro Arariba

Shuacao 2
O circuito de certa prova de mountain bike tem 1.500 metros.
Apos percorrer % do trajeto, a partir do inicio, encontra-se o

obstdculo mais dificil do circuito. A quantos metros do inicio estd
esse obsticulo?
Nesse caso, podemos fazer o esquema a seguir.

total:
infcio 1.500 metros fim
A
.
L 3{]0m/' 300m ' 300m ' 300m ' 300m '
R
1
5

Logo, o obsticulo mais dificil do circuito estd a 300 metros
do inicio.

Fonte: Editora Moderna (2018, p.122)



Na situacdo 3 (figura 75), pela escolha do contexto e das palavras, pode-se

interpretar que os autores quiseram trazer o subconstruto razdo, mas tem-se mais

caracteristicas do parte-todo (situacao discreta).

Figura 75: Situacdo 3 do livro Arariba

Situacao 3

Hugo acertou 7 das 12 questdes de uma prova de Matematica.
Qual foi o desempenho de Hugo nessa prova?

Podemos representar seu desempenho comparando a quantidade
de questoes que ele acertou com a quantidade total de questdes da
prova. Escrevemos assim:

7 <«—— quantidade de questées que Hugo acertou
12 < total de questées

Ou seja, Hugo acertou 7 Z das questoes da prova.

Fonte: Editora Moderna (2018, p.123)

Na situagao 4 (figura 76), temos um exemplo de caracterizacao da fragdo como

quociente:

Figura 76: Situac@o 4 do livro Arariba

Sltuacdo 4

Teresa comprou 7 barras de cereal, que foram divididas igual-
mente entre seus 3 filhos. Quanto de barra de cereal cada um dos
3 filhos ganhou?

Vamos esquematizar a divisdo das barras de cereal.

12filho 2=2filho 32filho

12filho 22filho
e

Esta barra foi dhtidicla.
em 3 partes iguais.

Ohservacao
Logo, cada um dos 3 filhos de Teresa recebeu 2 barras inteiras de

cereal mais% de barra, ou% de barras de cereal.

Repare que cada barra pode
ser dividida em 3 partes
iguais. Por isso, cada barra

¥ ) 3
inteira equivale a 3.

32 filho

Fonte: Editora Moderna (2018, p.123)

Vale lembrar que em Damico (2007), varios alunos de licenciatura resolveram
uma questdo similar, com cerca de 50% dos participantes dando uma resposta
insatisfatoria. Esse tipo de problema foi resolvido por quatro estratégias diferentes, o

que enriquece pedagogicamente o problema. No entanto, no livro analisado, apenas uma

J4

abordagem foi feita. Uma observagdo pertinente a essa situacdao ¢

a escolha das
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representacdes pictoricas, apresentadas de uma maneira em que ¢ possivel notar uma
movimentag¢do. Isso revela um KoT (formas de registros e representacoes).

Na situagdo 5 (figura 77), temos novamente um exemplo de caracterizacao da
fragdo como operador (situacdo continua):

Figura 77: Situagdo 5 do livro Arariba

Situacdo 5
Henrique e Lia estavam disputando um jogo de corrida de carros
no videagame. Lia terminou o percurso em 50 segundos. Henrique

terminou a corrida apés% do tempo de Lia. Henrique terminou

FABID ELI| SRASIMA

a corrida quanto tempo depois de Lia?

Para resolver o problema, calculamos % de 50 segundos.

50:10=5

Assim, Henrique terminou a corrida 5 segundos depois de Lia.

Fonte: Editora Moderna (2018, p.123)

Das cinco situagdes apresentadas, trés delas envolveram o subconstruto operador
mas nenhuma delas traz situacdes de ampliagdo ou reducdo de figuras, opgdo
recomendada por Kieren (1976), revelando uma lacuna em seu KFLM (teoria
psicologica associada ao aprendizado do contetdo) e no KMT (formas de apresentar o
conteudo — potencial de aprendizagem). Na situagdo 6 (figura 78), temos uma situagao
parte-todo em que personagens de uma tirinha resolvem pedir uma pizza com trés
sabores diferentes:

Figura 78: Situacéo 6 do livro Arariba

Fazendo um esquema para representar a pizza da maneira que o
personagem pediu, temos:

FABID ELISIRAELUMA

Assim, considerando uma pizza dividida em 8 fatias iguais, 3 delas
serio de mugarela, 3 serdo de calabresa e 2 seriio de atum.

Fonte: Editora Moderna (2018, p.124)

O que foge um pouco a realidade (KoT - fenomenologico) pois normalmente
usamos apenas a fracdo “um meio” para dividir pizzas em sabores diferentes. Para essa

forma usada no livro, seria mais préximo a uma situagao real transformar o pedaco em
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unidade de medida e pedir a quantidade indicada de pedacos. Ainda neste exemplo, a
nota de rodapé incentiva o professor a indagar seus alunos se caso a pizza fosse dividida
ao meio para duas pessoas, como ficariam as quantidades de pedagos de cada sabor que
cada um receberia, atrelando a questdo ao subconstruto quociente. Na Ultima situa¢do
(figura 79), pode-se identificar o subconstruto razdo, quando observado apenas a
informacao entre as aspas.

Figura 79: Situagdo 7 do livro Arariba

Situacao 7
A professora de Carlos deu a classe a seguinte informacgio:

2 . .
“Na nossa turma, 5 dos alunos treinam voleibol”.

Veja abaixo a conclusio a que Carlos chegou.

Como
nossa turma tem
20 alunos, os que
treinam voleibol

GEORGE TUTUMI

Dividindo o grupo de 30 dlunos em 5 partes iguais. temos:

Como sera que
ele chegou a essa
conclusdo? Eu acho
que foi assim.

5 partesiguais
A

DWW

Cadﬂunadessaspﬂrfeseqdvdea]gdahrmefm b alunos. En‘i"a'o,%
aqdvalemadmsdassusp&r’res.&Jss}u,%duhmueqjmlemuﬂ dlunos.

ADILSOMN SECCO

GEDRGE TUTUMI

Eu acho que Carlos
pensou assim.

%equivalema 2 dlunos em cada grupo de 5.
* U alunos em cada grupo de 10.
¢ b alunos em cada grupo de 15.
¢ 8l chirtos efm cada ghupolde 20.
® 10 alunos em coda grupo de 25.

* 12 dlunos em oadagmpo de 30.

ADILSON SECCO

GEDRGE TUTUMI

nimero de dunos da sala
Ou seja, 12 dlunos reinam voleibol.

Fonte: Araribd (2018, p.124)

No entanto, o autor traz duas solugdes diferentes a partir de uma segunda

informacao: a de que ha 30 alunos na sala. Assim, no primeiro exemplo, ha o uso do

113



subconstruto operador em situa¢do discreta. J4 na segunda situacdo temos o uso do
subconstruto razdo sendo usado como propor¢ao e, ainda, hd também a caracterizagao
implicita de classes de equivaléncias (KIEREN, 1976).

Neste sentido, no contetdo da figura 79, identifica-se a presenca de KFLM (teoria
psicologica associada ao aprendizado do conteido) e do KMT (formas de apresentar o
conteudo — potencial de aprendizagem). De acordo com Damico (2007), resolver o
mesmo problema usando subconstrutos diferentes ¢ enriquecedor e, ainda, para os
racionais “os subconstrutos formam uma base suficiente para um funcionamento
maduro, ao passo que cada um individualmente nao o faz” (KIEREN, 1980, p.137).

A seguir, 10 questdes sdo propostas, sendo 6 situagdes relacionadas ao
subconstruto operador (5 discretos € 1 continuo), 3 situacdes relacionadas com medidas
e 1 situacdo associada a razao.

Sobre esses nimeros, nota-se um foco desproporcional ao subconstruto operador,
assim como observado nos exemplos iniciais, revelando uma lacuna no KoT (conceitos
— significados associados), pois privilegia uma interpretacao ao invés de um foco num
conglomerado (KIEREN, 1976).

Cabe ressaltar que a questdo 8 (figura 80) possui um potencial de aprendizagem
relacionado ao subconstruto medidas, sendo uma variagdo de uma das atividades
recomendadas por Kieren (1976), podendo-se identificar, portanto, a presenca de KFLM
(teoria psicoldgica associada ao aprendizado do contetdo) e do KMT (formas de
apresentar o conteudo — potencial de aprendizagem).

Figura 80: questdo proposta potencializadora

Iﬂ Observe as figuras e faca o que se pede.

Quadrado A

D]

Quadrado B

8

Quadrado C

* Sabendoquenogquadrado A cabem 4 qua-
drados B e que no quadrado B cabem
4 quadrados C, complete cada frase com
afragao adequada. 1
a) O quadrado B é mdo quadrado A4
b) O quadrado C é W do quadrado B. T
¢) O quadrado C é¥ do quadrado A. %

ADILED N SECCO

Fonte: Editora Moderna (2018, p. 126)

114



Tal tarefa poderia ganhar mais potencialidade ao ser trabalhada com pegas de
Tangram, pois a mesma estrutura da tarefa proposta pode ser ampliada usando figuras
com medidas de areas multiplas mas de natureza diferentes, situagdo proporcionada pelo

recurso pedagogico Tangram e trazida em forma de proposta didatica em Souza (1997).

4.1.3. Representagio por numeros mistos

A representagdo pictérica utilizada para exemplificar os numeros mistos viabiliza
o entendimento da representacdo simbolica, revelando um KoT (formas de registros e
representacdes) e, além disso, traz uma aplicagdo importante, que ¢ o uso em canos e
outras situacoes que sao medidas em polegadas, revelando um KoT (fenomenolégico).

No entanto, o livro apenas cita brevemente que existem fracdes com numeradores
maiores do que denominadores, ndo aprofundando o significado destas situagdes. Para
Santos Filho (2015), até mesmo professores tém dificuldades em reconhecer a existéncia
de fragdes improprias.

Além disso, ndo ha nenhuma questao proposta para o aluno vivenciar esse tipo de
representacdo (e suas transformacdes) revelando uma lacuna no KMT (formas de
apresentar o conteudo — potencial de aprendizagem) e no KFLM (dificuldades dos
alunos e erros de aprendizagens mais comuns). Damico (2007) alerta que alunos de
licenciatura ndo possuem familiaridade com fragdes mistas, tendo tendéncias a

interpretar a parte inteira como um fator.

4.1.4. Fracoes Equivalentes

O topico ¢ explanado com representacdes que privilegiam o aprendizado, sendo
intuitivas e diversificadas, revelando um KoT (formas de registros e representacdes) e
sobretudo no KFLM (erros de aprendizagens mais comuns), pois na pesquisa de Santos
Filho (2015), os professores (18% na pesquisa) tiveram dificuldades de enxergar fragdes

equivalentes usando representagdes pictoricas.

4.1.5. Comparacao de Fragoes
As representacdes pictoricas encontradas neste topico viabilizam o acesso ao

objeto matematico em questdo, caracterizando um KoT (formas de registros e
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representacdes). O topico € estruturado em trés situagdes: comparagdes com
denominadores iguais, com numeradores iguais € com numeradores e denominadores
diferentes. Nas trés situagdes enfatiza-se que as figuras (fragdes) a serem comparadas
representam o mesmo inteiro, revelando um KFLM (erros de aprendizagens mais
comuns), pois segundo Santos Filho (2015), professores tendem a ndo compreender que
na comparagdo de fragdes (na pesquisa, para verificar fragdes equivalentes) o todo deve
ter o mesmo tamanho. Além disso, as explicagdes ganham uma tonalidade de
simplificagdo para a complexificagdo em cada uma das situagdes, revelando um KSM
(relagdes simplificacdo e complexificagdo) e um KFLM (erros de aprendizagens mais
comuns), contribuindo para a superacao do erro de aprendizagem identificado em Santos

Filho (2015), em que professores julgaram que 1/3<1/5 porque 3<5.

4.1.6. Adicao e subtracao de fracoes

O livro apresenta uma sequéncia didatica que parte de situagcdes com
denominadores iguais e depois diferentes, sendo que para ambos os casos sdo trazidas
situacdes-problema para direcionar a explicacdo (relacionados a fracdo de tempo e a
fracdo de figurinhas). Para as duas situacdes diferentes o livro utilizou representagdes

pictdricas similares, juntadas na figura 81:

Figura 81: representacdes pictoricas de duas situagdes de adi¢ao de fragdes

NEEEEEEEEE
%do 1:em|:u:-l:|_I I e— 1—]:] do tempo

(consultas em domidliog (consultas na climica)

% do tempa (consu las)

1 .
e das figurinhas

%dasﬁgurinhas I

Fonte: Adaptagdo de Editora Moderna (2018, p.137)

Essa escolha mostra-se adequada ao nivel de abstragdo dos alunos nessa faixa

etaria (entrando no operatorio formal, de Piaget (1995)), pois ndo ¢ diretamente ligada
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ao objeto de estudo em questdo (ndo representou desenho das “figurinhas” e nem “do
tempo”) nem deixaram de ser representadas, isso revela um KFLM (teorias de
aprendizagens) pois segundo Kieren (1976), a conceituagdao deve estar equilibrada com
defini¢des que se aproximem do pensamento natural da crianga conforme seu estagio de
desenvolvimento.

Outro conhecimento especializado que o livro revela € a indicacao ao professor de
um possivel erro por parte dos alunos: 1/2+1/2=2/4. Como proposta para contornar essa
possivel situagdo, hé a indicagdo ao professor para provocar os alunos a simplificar 2/4
para 2, mostrando a anomalia que acontece. Esse conhecimento revela um KFLM (erros
de aprendizagens mais comuns) e um KPM (modos de validagao e demonstragao).

Na situacdo em que os denominadores sdao diferentes, a generalizagdo final ¢
apoiada na dinamica de encontrar fragdes equivalentes com mesmo denominador com o
uso de representacdes pictoricas, revelando KFLM (teoria psicoldgica associada ao
aprendizado do contetido), pois para Kieren (1976) o particionamento equitativo e
arbitrario de figuras potencializa o entendimento da adi¢do de fragdes, revelando,
também, KSM (conexdes auxiliares).

Essa sequéncia didatica que faz uso da interpretacdo de classes de equivaléncias,
revela também um KFLM (erros de aprendizagens mais comuns) e um KMT (formas de
apresentar o conteido — potencial de aprendizagem), pois ndo esta claro para alunos de
licenciatura como adicionar fracdes com denominadores diferentes, muito menos
enxergam o problema visualmente (DAMICO, 2007) e ainda, para Souza (2015), os
professores tém dificuldades em desvincular o ensino do tdpico com o célculo do

minimo multiplo comum ao planejarem suas aulas.

4.1.7. Multiplica¢do de Frac¢oes

Na multiplicagdo de fragdes o livro traz duas situagdes, sendo a primeira a de
calcular o produto de um natural por uma fragdo e a segunda, de uma fracao por uma
fracao.

Na primeira situagdo o livro apresenta uma situagdo-problema bem natural em que
se pretende guardar restos de pedagos de pizzas em uma unica embalagem, mostrando

um KoT (fenomenoldgico). Para resolver tal questdo, faz uso da defini¢do de
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multiplicagdo por somas de parcelas iguais, revelando KPM (modos de validagdo) e
KSM (conexdes auxiliares).

Ja na configuragcdo de produto de duas fragdes, o livro evidencia conhecimentos
especializados em sua escolha didatica, pois traz a multiplicagdo como uma composi¢ao
de fungdes, sendo uma recomendacao de Kieren (1976), evidenciando, assim, um
KFLM (teoria psicoldgica associada ao aprendizado do conteudo) e KMT (formas de
apresentar o conteido — potencial de aprendizagem). Além disso, o livro propde a
estratégia de fazer a representagdo de um inteiro a partir de um retangulo, representar
horizontalmente a primeira operagdo, e verticalmente a segunda, sendo essa op¢ao uma
das indicacdes de Damico (2007), pois nesse estudo constatou-se que alunos de
licenciatura tiveram dificuldades em interpretar geometricamente multiplicagdo de
fracdes, revelando assim, respectivamente, KMT (formas de apresentar o conteudo —

potencial de aprendizagem) e KFLM (dificuldades dos alunos).

4.1.8. Divisao com fracoes

Na divis@o com fragdes, o livro apresenta uma sequéncia didatica composta de 4
partes. Na primeira, tem-se a divisdo de fragdes por um niimero natural, em que a partir
de uma situacao-problema em que se precisa dividir 1/3 de um queijo para duas pessoas,
modula-se com auxilio de intuitivas representagdes pictoricas, levando a generalizagao
de que esse tipo de situagdo pode ser modulada sempre por meio do uso de um retangulo
representando o inteiro, a primeira fracdo como uma divisdo na horizontal e a segunda
divisdo na vertical, similar a modulacdo de multiplicacdo de fracdes, indicando
evidéncia de KoT (fenomenologico - formas de registros e representagdes) e KMT
(formas de apresentar o contetido — potencial de aprendizagem).

Na segunda situagdo, tem-se a divisdo de um natural por uma fracdo, em que
parte-se da situacdo-problema em que se questiona: quantos copos de Y4 de litro
precisam para encher uma jarra de 2 litros? Sendo KoT (fenomenoldgico) e KSM
(conexdes auxiliares), pois envolve o conceito de medida. O problema ¢ resolvido com
auxilio de uma sequéncia adequada a aprendizagem no quesito representativo, pois traz
uma representagdo pictorica intuitiva € que levanta uma sensagdo de movimentagao,
revelando KoT (formas de registros e representacdes). Além disso, a escolha dessa

situacdo-problema revela um KMT (formas de apresentar o conteudo — potencial de
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aprendizagem) e KoT (conceitos - significados associados), pois segundo Damico
(2007), poucos alunos de licenciatura souberam justificar como se faz as divisdes com
fragdes, nem porque o quociente pode dar maior do que o dividendo.

Na terceira situacdo aborda-se a divisdo de uma frag@o por outra fragdo, no entanto
agora nao ha uma situagdo-problema, mas sim a indagagdo do resultado da divisdo de %
por 3/8. O livro, no entanto, faz a observacao ao aluno de que se trata de uma situagao
de medidas, ou seja, de saber quantas vezes % cabem em 3/8, revelando KoT
(significados associados) e KSM (conexdes auxiliares). A modulacdo grafica do
problema se da utilizando a divisao e indicacdo das duas fragdes num mesmo retangulo
representando o inteiro ¢ comparando quantas vezes a parte hachurada do divisor cabe
no dividendo. Essa modulagdo evidencia KoT (representacdes - significados
associados), pois segundo Souza (2015), professores tém dificuldades de desassociar a
divisdo de fragdes com o algoritmo.

Na ultima situag@o tem-se o processo pratico para efetuar divisdes de fragdes, no
entanto, o livro constréi a generalizagdo de forma bem estruturada, paulatinamente
apresentando conceitos e exemplos. E apresentado ao aluno o conceito de inverso
multiplicativo através de varios exemplos, deixando bem clara a ideia de que dividir por
x ¢ igual a multiplicar por 1/x. Essa escolha revela um KFLM (teorias psicologica
associada ao aprendizado do conteudo) e KMT (formas de apresentar o contetdo —
potencial de aprendizagem), pois segundo Kieren (1976) o subconstruto operador tem
grande potencial para apresentacdo do tema e o uso de composi¢do de operagdes
juntamente com a ideia de inverso multiplicativo mostrou-se ideal para justificar o

algoritmo usual.

4.1.9. Numeros decimais — Conceito

O livro apresenta os numeros decimais com o uso da virgula em uma
situagdo-problema envolvendo o sistema monetario brasileiro (KoT — fenomenologico).
Faz, em seguida, associacdo entre as fracdes decimais e a representacdo decimal e,
ainda, as formas de leitura. Adiante ¢ evidenciado um quadro de valor posicional com
exemplos de numeros decimais, trazendo que “a parte inteira fica separada da parte
decimal por uma virgula” (EDITORA MODERNA, 2018, p.184). Até esse momento,

apesar de haver a relacdo entre a representacdo das fracdes decimais com os niimeros
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decimais, ndo fica explicito ao aluno o significado de que 0,003, por exemplo,
representa tomar trés partes de uma unidade que foi dividida em mil partes iguais, ou
seja, o significado associado nao esta claro.

No entanto, na proxima sec¢do o livro faz a associagdo do material dourado com as
representacdes fraciondria e decimal, trazendo esse significado e, ainda, faz indicagdes
de exploracao do recurso. Essa associagdo com o material dourado revela um KMT
(recurso pedagogico associado), pois essa escolha ajuda a transpor barreiras de
aprendizagens associadas (KFLM (erros de aprendizagens mais comuns)), como alunos
que entendem a virgula como /2=1,2 e, também, que 4<40 implica 0,4<0,40 (ROGERI,
2015; SANTOS FILHO, 2015). O livro ainda traz recomendacao de aplicagdo de um
bingo direcionado a fixacdo do conceito por meio do ludico, revelando KMT (recurso
pedagdgico associado).

Ainda no ambito do uso do material dourado, as equivaléncias entre décimos,
centésimos e milésimos sdo levantadas, estendendo a exemplos do cotidiano (KoT —
fenomenoldgico) como capacidades de recipientes, revelando KFLM (erros de
aprendizagens mais comuns), pois professores costumam nao entender a igualdade 0,3 =
0,30 (ROGERI, 2015; SANTOS FILHO, 2015; MARQUES, 2018).

Nesta parte conceitual o livro ndo faz nenhuma referéncia as ordens que estdo a
direita do milésimo, como décimo de milésimos, por exemplo, podendo dar a impressao
de que o quadro acaba nos milésimos. Essa escolha pode configurar uma lacuna no KoT
(conceitos — significados associados) pois d4 margem ao aluno interpretar o conceito de
forma equivocada e, ainda, podendo levar o aluno a transferir a ideia de sucessor para os
decimais, dificuldade identificada em Santos Filho (2015) e Marques (2018),
identificando assim, também, uma lacuna no KFLM (erros de aprendizagens mais

comuns).

4.1.10. Transformacdes de decimais para fracoes e vice-versa

Nesse topico o livro faz uso de duas abordagens: decomposi¢do em fracdes
decimais a partir da leitura do numero decimal e a regra que relaciona algarismos
decimais com quantidade de zeros no denominador (decimal para fracdo) e a
decomposicdo da fragdo decimal em somas de fragdes (fracdo decimal para decimal).

No entanto ndo se faz vinculo as ideias do subconstruto fracdes decimais (KIEREN,
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1976) trazendo essa transformacdo como quando dividimos o numerador pelo
denominador de qualquer fragdo, obtemos seu representante decimal, ou seja, perde-se a
oportunidade de evidenciar que a representacdo decimal ¢ uma forma padronizada para
representar fragdes quaisquer, viabilizando ilustrar ao aluno que alguns problemas do
tipo parte-todo sdo desconfigurados nessa padronizacido (KIEREN, 1976), sendo assim
uma lacuna no KoT (significados associados). Além disso, os autores limitam a
transformagao de fragdo para decimal apenas para o caso de fragdes decimais, limitando
o conhecimento relativo ao tema, configurando uma lacuna no KPM (modos de
proceder em Matematica) e no KSM (relagdes de simplificagdo e complexificagdo) pois

limitou-se a um caso particular.

4.1.11. Comparacdes de niimeros decimais

A sequéncia ¢ separada em duas partes: partes inteiras diferentes e partes inteiras
iguais. O livro segue uma coeréncia metodoldgica ao indicar que se deve comparar as
partes inteiras, ¢ se forem iguais, comparar toda a parte decimal conjuntamente,
igualando os digitos com zeros conforme necessario.

O método de comparar digito a digito na parte decimal também ¢ valido e, em
muitos casos mais rapido, no entanto a escolha didatica além de revelar uma coeréncia
em situar apenas dois grandes ambitos do nimero (inteiro e decimal) privilegiando o
significado da virgula, também privilegia melhor assimilagdo da leitura correta da parte
decimal bem como da no¢do de equivaléncia ja trabalhada anteriormente, pois ao
comparar 1,41 com 1,041, o aluno iguala os digitos ficando 1,410 e 1,041, fazendo com
que tenha de efetuar a leitura de ambas as partes decimais em funcao dos milésimos, ou
seja, 410 milésimos > 41 milésimos, contribuindo assim para transpor as dificuldades de
professores que tendem a ver nimeros com mais algarismos na parte decimal como
maiores (ROGERI, 2015; SANTOS FILHO, 2015), revelando KFLM (erros de

aprendizagens mais comuns).

4.1.12. Numeros fracionarios e decimais na reta numérica

Neste topico o livro aborda duas estratégias para representar nimeros racionais na

reta numérica, sendo a primeira comparativamente a interpretacdo parte-todo e a

121



segunda pelo procedimento de encontrar uma fracdo decimal equivalente a fracdo dada,
transformar em namero decimal e assim fazer as divisdes padronizadas na reta. E
possivel notar aqui a lacuna observada no topico transformacgdes, no qual nao se abordou
como opc¢ao de transformar uma fracdo ndo decimal em um niimero decimal por meio da
divisdo do numerador pelo denominador.

Vejamos a fracao 2/13, se observarmos a primeira opgao, o aluno tera de dar conta
de fazer a divisao da unidade em 13 partes iguais, o que leva o aluno a ter de construir
uma unidade usando treze milimetros, por exemplo, quando a figura ndo ¢ dada. Mas se
a unidade ¢ padronizada, esse processo leva o aluno a construir divisdes com ma
qualidade. Pela segunda estratégia, o aluno tendera a encontrar uma poténcia de 10 a
partir de multiplicagdes e divisdes sobre o 13, e nunca ird encontrar, pois o quociente ¢
uma dizima periddica. Uma divisdo de 2 por 13 sairia o decimal automaticamente, sendo
uma alternativa para essa situacdo, levando o aluno a fazer uma divisdo aproximada na
reta numérica. Revela-se, entdo, além da lacuna identificada anteriormente no KoT
(significados associados), uma lacuna no KSM (conexdes temporais), por nao
“deslocar” o significado que poderia ter sido abordado anteriormente e aumentado seu
significado no uso da reta numérica.

Apds a explanagdo, 7 questdes sdo trazidas para o aluno, no entanto apenas 2 se
referem a representacdo na reta numérica. Nao obstante, os outros 5 sdo criativos e
potencializadores para envolvimento com conhecimentos trabalhados anteriormente,
como comparagdo de niimeros racionais, equivaléncia entre décimos e centésimos e até
mesmo o desenvolvimento do Pensamento Algébrico por meio de uma questdo que
simula uma calculadora com a tecla da virgula quebrada, enquadrando-se em
caracteristicas definidoras do conceito, em Blanton e Kaput (2005). Sendo assim, apesar
de poucas, as questdes apresentam-se com diversidade e intencionalidade, revelando um
KMT (formas de apresentar o contetido — potencial de aprendizagem).

O fato de o livro trazer um tdpico especifico para esse tema revela uma
importancia dada por parte dos autores nesse ambito, revelando KFLM (teoria
psicologica associada ao aprendizado do conteudo) e KSM (conexdes auxiliares) pois
segundo Damico (2007), trazer essa abordagem auxilia no desenvolvimento da relagdo

de ordem, de fragdes mistas e improprias € at¢ mesmo de operacdes € medidas.
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4.1.13. Adicao e subtracao de nimeros decimais

Neste topico o livro traz uma situagao-problema bem comum aos alunos, que ¢
verificar se o valor cobrado e o troco estdo corretos numa compra em uma lanchonete,
assim, nota-se um KoT (fenomenoldgico). Além disso, as representagdes pictoricas da
situagcdo sao abordadas de forma eficaz, pois além de mostrar as criancas na lanchonete,
evidencia também um zoom do cupom fiscal, sendo este material de anélise do livro
para o aluno, revelando um KoT (formas de registros e representagdoes).

A abordagem didatica para resolver a adicdo e a subtracdo relacionadas ao
problema envolve termos como “troca” e “transformar” no desenvolvimento dos
algoritmos. Essa escolha se mostra pertinente para superar o “empresta” que ¢ muitas
vezes difundido nos meios escolares, revelando um KoT (significados associados).

Ainda neste topico ha uma abordagem para elucidar ao aluno diferentes formas de
se calcular adigdes e subtragdes com decimais, sendo eles: o uso da calculadora, o
arredondamento e o calculo mental. Para cada situagdo vincula-se um procedimento,
com excec¢do do célculo mental, o qual ratifica que cada aluno possui sua estratégia.

Duas questdes propostas destoam das demais por fazerem conexdes transversais
(KSM) com o Pensamento Algébrico (BLANTON e KAPUT, 2005), sendo a primeira

representada na figura 82:

Figura 82: primeira questao proposta com conexdo transversal com Pensamento Algébrico

B Num time de vélei, Fernando é um dos jogadores de menor estatura. Ele tem 0,12 metro
de altura a menos que Adriano. Sabendo que a altura de Everton é 1,92 metro e que
ele tem 0,03 metro a menos que Adriano, qual é a altura de Fernando? 1,83 metro

Fonte: Editora Moderna (2018, p.197)

Nas orientacdes dadas ao professor via livro didatico, é recomendada a formacao
de uma equagdo cujo valor a se determinar pode ser representado por uma figura
geométrica, trazendo assim, uma introdugdo simbolica ao desenvolvimento do que sera
visto no ano seguinte (KSM - visdo sequencial), que ¢ a formaliza¢ao do uso das letras
como incognitas.

O outro problema ¢ trazido na figura 83:
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Figura 83: segunda questao proposta com conexdo transversal com Pensamento Algébrico

e

] Sabendo que cada letra equivale 4 soma dos
numeros cue estao nos blocos imediatamente
abaixo dela, determine o valor da letra A. 8,085

Fonte: Editora Moderna (2018, p.198)
Em seu conteudo, a tarefa envolveu a abordagem do valor desconhecido de modo a
permitir a apropriacao das letras A, B, C, D e E como representagao de incognita (KSM

- visao sequencial).

4.1.14. Multiplicacdo de numero natural por decimal

A sequéncia didatica comega com uma situagdo-problema comum ao aluno, que ¢
a compra de 4 cadernos que custam R$ 9,32 cada um, solicitando a descobrir o valor
total a ser pago, revelando um KoT (fenomenologico). A partir dai o livro explica a
resolucdo utilizando a definicdo de soma de parcelas iguais, (KSM - conexdes
auxiliares) no algoritmo da adicdo, e designando no algoritmo as trocas feitas entre as
ordens, evidenciando KoT (conceitos - significados associados). O mesmo problema ¢
resolvido com o algoritmo da multiplicagdo, com o mesmo cuidado em designar as
trocas.

Na sequéncia o livro traz um apéndice (box) intitulado “para descobrir”, que
objetiva desenvolver no aluno uma regra que associe a multiplicagdo de um nimero na
sua forma decimal por uma poténcia de dez, relacionando quantidade de zeros e
quantidade de algarismos decimais. O livro traz exemplos, ndo demonstragdes, no
entanto revela-se KPM (modos de validagao) pois instiga o aluno a investigar e observar

um padrao.

4.1.15. Multiplicacio de um numero decimal por um decimal

Novamente a se¢do ¢ iniciada por uma situacdo-problema bem interessante, que ¢

a compra de 2,5 metros de fio, custando R$ 2,32 cada (KoT — fenomenologico). A partir

desta situacdo o livro induz o aluno a resolver por multiplicagdo de fracdes decimais
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com o intuito (esse objetivo ¢ trazido nas observagdes do professor) de justificar o
posicionamento da virgula na utilizagdo do algoritmo evidenciando KPM (modos de
validacao) e KoT (conceitos - significados associados) pois segundo Marques (2018)
estudantes de licenciatura possuem dificuldade em justificar a colocagdo da virgula. A
partir dai a explicacdo ¢ dada considerando a relagdo construida entre quantidade de
casas decimais e posi¢ao da virgula no resultado.

Cabe levantar que na multiplicacdo de natural por decimal o livro fez associagao
com um dos sentidos da multiplicacdo (soma de parcelas iguais) e neste topico ndo.
Pode-se notar que esse tipo de configuracdo ndo se modula com o sentido de somas de
parcelas iguais por uma barreira epistemoldgica, no entanto o sentido de “disposi¢ao
retangular” (ou calculo de areas retangulares) cabe perfeitamente, podendo, ainda,
ganhar uso do material dourado ou folha quadriculada como recursos pedagdgicos. A
omissdo da associacdo de um sentido vinculado a multiplicagdo torna-se, assim, uma
lacuna no KoT (conceitos - significados associados) pois para Souza (2015), professores
carregam dificuldades de ensinar que o produto 0,2 x 0,2 = 0,04 ¢ menor do que seus

fatores.

4.1.16. Divisao de natural por natural com quociente decimal

Neste topico os autores iniciam com uma situacdo-problema (KoT -
fenomenoldgico) em que um menino precisa dividir 6 metros de fio em 5 pedagos de
mesma medida. A partir dai desenvolve-se o algoritmo da divisdo explicando todos os
passos, fazendo uso do termo “transformar” e “trocas” novamente para designar as

equivaléncias entre as ordens, revelando KoT (conceitos - significados associados).

4.1.17. Divisao por um nimero decimal

Os autores abrem um “box” para instigar os alunos a investigarem o que ocorre
com os quocientes das divisdes por 10, 100, 1000, etc. ndo dando respostas prontas. A
partir dai, o livro aborda a propriedade de que fragdes equivalentes possuem mesmo
quociente, para depois aplicar isso na multiplicacdo de dividendo e divisor por uma
mesma poténcia de dez a fim de descobrir uma outra divisdo equivalente a anterior, mas

que ndo tenha virgula. Toda essa sequéncia relatada tem como intencdo justificar o
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processo pratico de “igualar as casas decimais e cortar a virgula”, revelando um KPM
(modos de validacao) e KFLM (dificuldades dos alunos), pois de acordo com Marques
(2018), estudantes de licenciatura encontraram dificuldades em justificar os porqués
associados ao algoritmo.

Assim, encerra-se a analise do livro Arariba Mais Matematica, na qual os dados
levantados indicam uma maior evidéncia de conhecimento especializado do professor
acerca do ensino de nimeros racionais na categoria KoT (fenomenologico), com 11
manifestagdes encontradas ao longo do topico.

J& referente as lacunas no conhecimento especializado, o maior indice foi de 6
incidéncias para a categoria KoT (significados associados), revelando um indicativo de
lapidacdo acerca deste ambito para futuras edicdes.

Cabe trazer que os numeros mencionados sao de manifestagdes e lacunas do
conhecimento especializado evidenciados ao longo das sequéncias didaticas, nao tendo

ligacdo com a quantidade de topicos abordados.

4.2. TOPICOS DO LIVRO TELARIS MATEMATICA

As andlises feitas nas subsecOes subsequentes sdao referentes ao livro didatico

Telaris Matematica (DANTE, 2018).

4.2.1. O conceito de Numeros Racionais

O livro ndo apresenta o termo ‘“nimeros racionais”, tampouco sua defini¢do.
Assim, essa omissdo ¢ caracterizadora de uma lacuna no KoT (conceitos — definigdes e
imagens de um conceito) ¢ no KFLM (Dificuldades dos alunos), pois até alunos de
licenciatura manifestam dificuldades em compreender o conceito (DAMICO, 2007,

MARQUES, 2018).

4.2.2. O conceito de Fracao

O autor comega o todpico com uma situagdo-problema interdisciplinar com auxilio
de uma representacdo pictérica (KoT — fenomenologico — formas de registros e
representacdes) em que criangas estdo encenando uma pega de teatro que retrata uma

medicao feita pelos egipcios utilizando corda com nés equidistantes. O autor indica ao
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professor levar cordas para a sala de aula e explorar essas medi¢gdes ndo padronizadas
com os alunos. Aqui temos a evidéncia de um KSM (conexdes transversais) pois ao
trazer de uma situagdo ludica um contexto da histéria da matematica relacionado ao
tema e, além disso, indicar uma oportunidade de aprendizagem em que os alunos
possam vivenciar situagdes como se viviam em uma época importante da matematica (e
sociedade), auxilia o aluno na ampliagdo da imagem conceitual do tema.

Na pagina seguinte o livro apresenta duas situagdes: uma que mostra um marcador
de combustivel e outra um menino medindo o comprimento da mesa com o palmo da
mao e, a partir delas, os alunos devem compartilhar situacdes do cotidiano que venham a
mente e que envolvam fragdes. Em seguida, sugere-se ao professor indicar um trabalho
de pesquisa, em diferentes fontes, relacionados aos usos das fracdes no cotidiano,
fazendo entdo cartazes e textos para registrar a atividade de pesquisa. Essa sequéncia
didatica introdutdria revela um KMT (formas de apresentar o contetido — potencial de
aprendizagem) pois ao partir dos conhecimentos trazidos pelos alunos e depois
amplia-los de forma que os alunos sejam os atores da pesquisa, potencializa para que o
tema seja significativo para o aluno.

Nesse livro o autor tipifica os subconstrutos (parte-todo, razdo de grandezas,
fragdo de quantidade e quociente) que considera relevantes e os separa por topicos,
chamando-os de “ideias das fragdes”, trabalhando de forma organizada cada uma delas,
revelando, assim, KMT (formas de apresentar o contetido — potencial de aprendizagem)
e KFLM (teoria psicoldgica associada ao aprendizado do contetido) pois sdo elementos
indispensaveis a compreensao dos niumeros racionais, para Kieren (1976).

O subconstruto parte-todo ¢ abordado a partir de uma situacdo em que se divide
uma folha em 4 partes iguais e se pinta 1. A partir dai o autor faz a relagdao entre os
termos numerador as partes pintadas e denominador as partes divididas, faz também a
inferéncia de que se juntar a parte pintada com a ndo pintada tém-se um inteiro,
sugerindo ao professor que leve aos alunos a experiéncia de dividir as folhas
equitativamente e pintar partes, indicando assim as fragdes e, além disto, mesmo que o
aluno ndo tenha passado pelo topico de adicdo de fracdes, recomenda-se que faga o
registro das somas das fracdes das partes pintadas com as ndo pintadas igualando-as a 1
em seus registros.

Apesar desta sequéncia didatica ser valida matematicamente, Santos Filho (2015)

analisa uma abordagem muito similar a adotada pelo livro e orienta que:

127



E uma proposta correta do ponto de vista da Matematica. No entanto, estudos
como Nunes e¢ Bryant (1997), Escolano e Gairin (2005); Merlini (2005);
Rodrigues (2005); Canova (2006); Teixeira (2008) confirmam que este tipo
de proposta de ensino, cuja énfase estd nos procedimentos e algoritmos, ndo
favorece a aprendizagem e leva o aluno a conceber a fragdo como dois

numeros naturais separados por um trago. (SANTOS FILHO, 2015, p.55)

Assim, apesar do autor se preocupar em levar ao aluno uma tipificagdo, uma
organizacdao das interpretagdes das fracdes, a definicdo de fracdo estd vinculada a uma
explanagdo do tipo parte-todo que pode comprometer o aprendizado do conceito,
revelando uma lacuna no KFLM (erros de aprendizagens mais comuns).

Ainda sobre esse inicio, ¢ importante notar que a situagdo inicial (da peca de
teatro) ndo ¢ retomada, ou seja, uma situacdo envolvente relacionada a medidas como
esta poderia elucidar o conceito, potencializando o aprendizado de outros temas
correlatos como fragdes improprias (que sao abordadas muito brevemente em topicos
posteriores). Para Santos Filho (2015), o conceito de fragdes improprias sdo um entrave
nos modelos utilizados do tipo parte-todo, pois tendem a ndo considerar esses casos.

Diante da dinamica de divisdo das folhas com os alunos, o autor indica uma
proposta de levar uma figura em que sua area total ndo foi dividida equitativamente,
propondo a discussdo deste problema e a solucio levando os alunos a estimarem o local
correto para fazerem novas divisdes e “consertar” o modelo, contribuindo para que os

alunos ndo fagam uma dupla contagem, observada em Santos Filho (2015), em que:

Nesse sentido, diversos estudos como Campos et al (1995), Nunes et al
(2003), Merlini (2005), Canova (2006) comprovaram que alunos e
professores, para representar as partes pintadas de uma figura por meio de
uma fracdo, utilizam dupla contagem — o total de partes pintadas da figura
para o numerador e o total de partes para o denominador — sem considerar a
conservacdo de area da figura, o que pode indicar o uso da linguagem das
fracdes sem compreender sua natureza. (SANTOS FILHO, 2015, p. 53)

Indicando KFLM (erros de aprendizagens mais comuns).

Apos a explicagdo, 16 questdes potencializadoras ao ensino sdo trazidas pelo
autor, sendo que algumas delas fazem uso de objetos do cotidiano como parede pintada,
recipiente com tinta e sobra de bolo, revelando KoT (fenomenologico).

Ha um destaque especial para trés questdes, sendo o referente ao bolo dividido o

primeiro (figura 84):
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Figura 84: questdo proposta potencializadora do livro Telaris Matematica

Aproximadamente, que
fracdo do bolo foi co-
mida? Que fracdo restou?

Fonte: Dante (2018, p.172)

Em que pode-se observar que o pedago restante na verdade compde dois pedagos
referente a divisdo indicada na base, fazendo com que o aluno trabalhe a ideia de que
nem sempre a parte pintada (considerada) estard dividida conforme os pedagos
indicados na divisao do todo, esse tipo de questdo ¢ importante pois esse ¢ um erro de
aprendizado (KFLM) trazido por Damico (2007), em que relata que alunos de
licenciatura manifestaram dificuldades em entender que as partes pintadas ndo precisam
mostrar a linha divisoria, eles tendem a fazer dupla contagem, sem ver a medida da area.

Outras duas questoes relevantes sdo a 5 e a 15, pois associam a ideia de parte-todo
com medidas ao indicar que o aluno represente posigdes na reta.

Adiante o livro traz como se faz as leituras de fragdes de forma organizada e com
informagdes que normalmente sdo questionadas pelos alunos em sala de aula, como o
significado da palavra avos.

Além disso, o autor traz 4 questdes bem distribuidas que contemplam todas as
situacdes possiveis de denominadores e ainda uma indicagdo de utilizacdo de um bingo
de fracdes, para fixar os conhecimentos de leitura através do ludico. Com essa énfase na
leitura dos numeros, nota-se um KFLM (teoria psicoldgica associada ao aprendizado do
conteudo) pois a boa compreensao da leitura das fracdes ¢ tida como uma das bases do
desenvolvimento do conceito de nimeros racionais, em Kieren (1976).

Uma segunda ideia das fragdes ¢ trazida pelo autor, a de fragdo como razdo. Essa
ideia/subconstruto ¢ trazida através de uma situagdo em que Jodo tem 7 baldes dos quais

3 sdo vermelhos, como na figura 85:
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Figura 85: fracdo como razdo

. . — =
22 ideia: fracdao como razao
lodo vende baldes. Ele tem 7 balSes, sendo que 3 deles sdo vermelhos.
Podemos também dizer que 3 em 7 dos baldes de Jodo sao vermelhos, ou seja, trés
sétimos dos baldes sao vermelhos.
Bs imagens desta
pégina ndo estio
. . representzdas em
7 -«— nimero total de baldes proporgio.

3 ~=—— nimero de balées vermelhos

-3 - -
A F\'BEBD? EXpressauma comparagao dos NUMmEercs naturais

3e7, ouseja umarazaoentre 3e 7.

eja outros exemplos.

i
* (Quando langamos uma moeda, ha 2 possibilidades de re- |
) o Face "cara” de
sultado: pode sair cara ou pode sair coroa. ——

Por isso, dizemos que a medida de chance oua probabi- Balges.

lidade de sair cara & 3 (1em 2)

* (Quando langamos um dado, ha 6 possibilidades quanto a
face que ficara voltada para cima.

o . i R i Face "coroa” de
A probabilidade de sair o ndmero 5 & de 1 em 6, uma moeda.

ou seja, =
G

A probabilidade de sair um nimero impar e de 3 em 6,
3 9

oused = = =—
5] 2

Observacgdo: Em geral, a probabilidade de algo ocorrer &
expressa por uma fragao.

Fonte: Dante (2018, p.174)

Nesta introdu¢do convém destacar que o exemplo, apesar de ilustrativo, possui
caracteristicas que indicam pertencer também ao subconstruto parte-todo em situacao
discreta. Para defender essa posi¢do, levantamos uma questdo utilizada na pesquisa de

Santos Filho (2015) situada na figura 86:

Figura 86: proposta B, expectativa 4.1
EXPECTATIVA 4.1: RECONHECER FRAGCOES COMO PARTES IGUAIS DE UM

TODO.

Proposta B: Dizer para a crianga que todos os bonés da figura abaixo sao do

mesmo tamanho, e explicar-lhe que a quantidade de bonés azuis pode ser

' &. 4.4
299

Fonte: Santos Filho (2015, p.54)

representada pela fragao 2/6.

Que ¢ similar a proposta do livro. O livro levanta ao professor que: “ao trabalhar a
ideia de parte/todo das fragdes, temos, por exemplo, 1 figura dividida em partes iguais.
Agora, na ideia de razdo, temos um conjunto de figuras iguais das quais algumas estao

pintadas.” (DANTE, 2018, p. 174). Pode-se notar que o autor interpreta o subconstruto
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parte-todo apenas na situacdo continua, e nos casos discretos interpreta como razao.
Santos Filho (2015, p. 54) traz que “uma das caracteristicas das quantidades discretas no
contexto de fracdo como parte-todo ¢ que o todo deixa de ser uma unidade para ser

2

representado por um conjunto de objetos de mesmo tamanho...”. Apesar da
interpretacdo de razdo contemplar os casos em que se compare parte e todo, como na
situacdo trazida pelo livro, tal situacdo como exemplo inicial pode induzir o aluno a
transportar a "obrigatoriedade" do uso da parte e todo, na situagdo parte-todo, para a
situagdo de razdo. Desta forma, identifica-se uma lacuna no KoT (conceitos -
significados associados).

A ideia de razdo ¢ melhor identificada nos exemplos posteriores, os quais fazem
vinculos as medidas de chances de langcamentos de moedas e de dados, pois segundo
Kieren (1980) esse subconstruto estd intimamente ligado ao campo da probabilidade,
revelando entdo uma evidéncia no KFLM (Teoria psicoldgica associada ao aprendizado
do contetido) e no KoT (conceitos — significados associados).

Na sec¢ao relativa ao subconstruto operador, o autor o define como ideia de “fragao
de uma quantidade” e a traz predominantemente pela situagdo discreta. No entanto, nas
questdes essa caréncia ¢ suprida por uma bateria de 10 questdes que contemplam
situacdes discretas e continuas. Duas delas merecem atengdo por conta da
interdisciplinaridade: a 29 que solicita ao aluno calcular a medida aproximada do
diametro da Lua através da medida do didmetro da Terra. A outra € a 34, questao que
propde um experimento para o aluno investigar as relacdes entre sons e fracdes de agua
contidas em diversos recipientes, evidenciando, assim, KoT (fenomenol6gico).
Observando o livro de forma global, quatro capitulos depois deste (que expde os
sentidos), o autor traz um capitulo intitulado “Fragdes em ampliagdo e reducao de
figuras planas”, no qual se trabalha diretamente o subconstruto operador em situa¢ao
continua, recomendada em Kieren (1976) como situacdo inerente a interpretacdo e,
também, como instrugdo potencializadora de ensino do topico, configurando existéncia
de KFLM (Teoria psicologica associada ao aprendizado do conteudo) e KMT (formas de
apresentar o conteudo — potencial de aprendizagem).

A quarta e ultima ideia das fracdes trazidas pelo autor € a de quociente. Nela cabe
destacar a op¢do do autor por trazer fracdes aparentes, no entanto nenhuma do tipo
impropria € nao aparente, que até o momento nao havia sido mencionada com énfase,

evidenciando assim uma lacuna no KoT (conceitos - significados associados) e KFLM
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(teoria psicoldgica associada ao aprendizado do conteudo) pois segundo Santos Filho
(2015) o trabalho com fracdes improprias tende a consolidar melhor no aluno a relagdo
entre fracao e divisao.

O livro traz, por fim, a relagdo de fragdes e medidas, mas ndo como uma
ideia/subconstruto, mas sim como uma aplica¢do das fragdes. Submultiplos de litro, do
real, de minutos, de quilogramas e do metro sdo abordados, evidenciando KFLM (Teoria
psicoldgica associada ao aprendizado do conteudo) e KMT (formas de apresentar o
contetido — potencial de aprendizagem), pois essa ¢ uma das recomendagdes encontradas

em Kieren (1976).

4.2.3. Classificacao de fracoes

O livro traz exemplos para definir o que sdo fragdes aparentes, proprias e
improprias trazendo orientagdes didaticas ao professor como a indicagdo de levar fitas
de papel para que os alunos representem as diversas situacdes, para que compreendam,
por meio da investigagdo, que todas fragdes aparentes sdo improprias € também que
descubram que todo niimero natural pode ser escrito como uma fracao aparente.

Além disso, o autor traz uma proposta ludica ao recomendar o uso de um jogo que
tem como dindmica gerar fragdes a partir dos resultados de langcamentos de dados
pedindo ao aluno fazer a classifica¢dao, evidenciando KMT (formas de apresentar o
conteudo — potencial de aprendizagem).

Essa sequéncia didatica, desde as defini¢des com registros (KoT — formas de
registros e representacoes), passando pelas questdes e as atividades ludicas, contribuem
para que os alunos possam superar a barreira de que alunos tendem a se familiarizar
apenas com fracdes proprias (SANTOS FILHO, 2015), evidenciando, assim, um KoT
(conceitos — defini¢des e imagens de um conceito), mesmo que tal elucidagdo tenha se
concentrado apenas nesse topico (uma lacuna no KSM (conexdes transversais)).

No tocante aos numeros mistos, a exposi¢ao ganha representacao grafica (KoT —
formas de registros e representacdes), além de deixar muito claro a equivaléncia entre a
representacdo mista ¢ a de soma de fragdes, contribuindo, assim, para superar uma
possivel dificuldade dos alunos observada em Damico (2007), em que alunos tendem a
considerar a parte inteira como um fator, revelando, assim, KoT (Conceitos - definigdes

e imagens de um conceito) e KFLM (erros de aprendizagens mais comuns).
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4.2.4. Fracoes Equivalentes

Neste topico o autor parte de uma situagdo ilustrada, do cotidiano do aluno e, a
partir desta situacdo, indica ao professor para levar discos de fragcdes para que alunos
verifiquem o fato matemadtico na pratica, revelando KMT (formas de apresentar o
conteudo — potencial de aprendizagem). Ainda nesta primeira situacao, ¢ enfatizado que
os queijos a serem divididos sdo iguais, ou seja, contribui-se aqui para superar a
dificuldade que professores tém em ndo compreender que na comparacdo de duas
fragdes o todo deve ter o mesmo tamanho (SANTOS FILHO, 2015), revelando um
KFLM (erros de aprendizagens mais comuns).

Adiante, o livro traz outras duas representagdes, uma evidenciando a equivaléncia
de fragcdes por meio de retdngulos divididos e outra por duas retas numéricas. A
diversidade de representagdes de um mesmo fato matematico e o uso de situacdes
cotidianas revela KoT (formas de registros e representagdes e fenomenolédgico). Além
disso, o autor faz uma observagdo ao professor para que oportunize aos alunos uma
dindmica que permita investigarem as relagdes entre as partes totais de cada imagem,
bem como das pintadas e criem uma regra que possibilite encontrar fragdes
equivalentes, evidenciando, assim um KPM (modos de validagdo).

Ainda em fragdes equivalentes o autor conduz o aluno a pensar num método
pratico para se descobrir uma fracdo equivalente a outra, em que se falta apenas um
termo, propondo que se dividida o maior denominador pelo menor, ou maior numerador
pelo menor, para descobrir o fator de propor¢do. No entanto ao trazer uma analise de

uma questao similar ao exemplo, ele traz que:

“Se necessario, conduza a resolugdo das primeiras igualdades fazendo
perguntas aos alunos, como: De 3 para 21 foi efetuada uma multiplicagdo ou
divisdo?”; “3 vezes qual numero resulta em 21?”. Eles devem concluir que foi
efetuada uma multiplicacdo por 7 e que, entdo, deve multiplicar o 4 por 7 para
calcular o denominador da fragdo equivalente” (DANTE, 2018, p.184).

Um dos conhecimentos especializados levantados na base de conhecimentos deste
trabalho foi em Damico (2007) que observou que alunos de licenciatura tém
dificuldades em justificar porque o quociente pode dar maior do que o dividendo em
divisdo de fragdes. Trazendo para nosso caso, ¢ possivel notar que, apesar do autor ndao
trazer divisao de fracOes no livro e as divisdes com decimais vir mais a frente, tal

indicagdo ignora a possibilidade de se dividir 3 por 1/7, ou seja, os alunos podem criar
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uma falsa generalizagdo do caso e ser dificil de desfazer depois. Obviamente por
questdes praticas a opcao do autor em pensar como multiplicacdo de naturais sempre
serd mais simples e viavel, no entanto pode-se criar uma lacuna em uma dificuldade ja
evidenciada no estudo mencionado, revelando, entdo, uma lacuna no KFLM
(dificuldades dos alunos) e KoT (conceito — defini¢des e imagens de um conceito).
Ainda em fracdes equivalentes, o autor traz uma proposta de jogo de fragdes

equivalentes, revelando um KMT (material pedagdgico associado).

4.2.5. Comparacao de fracoes

O autor traz uma sequéncia didatica que separa o tdpico em trés situagdes
diferentes: numeradores iguais, denominadores iguais € numeradores € denominadores
diferentes. Novamente enfatiza-se que as comparagdes devem ser feitas utilizando a
mesma unidade, solicitando ao professor que mostre a diferenga entre 1/6 de uma
banana e 1/6 de um cacho de bananas. O autor ainda indica nas trés situacoes fazer com
que os alunos investiguem a partir de materiais manipulativos, respondendo questdes
direcionadas e, a partir dai, fazer generalizacdes. Nestes pontos pode-se observar KMT
(formas de apresentar o conteido — potencial de aprendizagem) ¢ KPM (modos de
validacao). Ainda nesta sequéncia cabe ressaltar o uso de dois tipos de representagdes
pictoricas, uma por retangulos divididos e outra pela reta numérica, revelando KoT
(formas de registros e representacdes).

De forma geral, o topico revela um KFLM (erros de aprendizagens mais comuns),
pois contribui para que o aluno ndo incorra num erro de aprendizagem relatado em

Santos Filho (2015), no qual professores julgaram que 1/3<1/5 porque 3<5.

4.2.6. Adicao e subtracao de fragoes

Esta secdo esta dividida em duas situagdes: denominadores iguais e
denominadores diferentes. Em ambos os casos o autor sugere que os alunos explorem
quatro situacdes que envolvem fragdes de percursos, a partir do uso de fitas fracionadas,
e elaborem uma regra que permita generalizar o procedimento de adi¢do e subtragdo,

revelando KMT (recursos pedagogicos associados) e KPM (modos de validacao).
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O autor faz uso, na situa¢do de denominadores iguais, de representagdo com reta
numérica, no entanto ndo o faz na situacdo com denominadores diferentes, perdendo,
assim, oportunidade de aprofundar o conceito, revelando uma lacuna no KoT (formas de
registros e representagdes e significados associados) e, ainda, no KFLM (dificuldades
dos alunos) pois segundo Damico (2007) ndo esta claro para os alunos como adicionar
fragdes com denominadores diferentes, muito menos enxergam uma transposicao
didatica utilizando representacdo com barras de chocolate. Os exemplos de exploracao
da subtracdo de fragdes com mesmo denominador remetem ao uso das ideias (da
subtracdo) de completar e de comparar, com a devida indicacdo no campo de
observagdes para o professor, revelando, assim, KSM (conexdes auxiliares).

No final da secdo o autor traz uma sequéncia didatica que se inicia com um trecho
do livro “O Homem que Calculava” de Malba Tahan. Uma situacdo-problema contida
no livro ¢ trazida de forma ludica, em que se trata da distribuicdo de camelos como
heranca, na qual a resolucdo relaciona-se com aplica¢do da adicao de fragdes e, ainda,
de mostrar ao aluno que a soma das partes (fracdes) de um inteiro sempre deve resultar
em 1. Além do texto, trés questdes relacionadas ao problema sao direcionadas ao aluno,
de forma que tal sequéncia didatica evidencia KMT (formas de apresentar o contetido —

potencial de aprendizagem).

4.2.7. Numeros decimais — conceitos

O topico ¢ iniciado com uma diversificada gama de exemplos em que aparecem
numeros decimais, evidenciando KoT (fenomenolégico) e, ainda, aprofunda nas
orientagdes ao professor, primeiro numa figura que tem o corredor Usain Bolt, propondo
uma conversa sobre esse universo e, além disso, uma proposta interdisciplinar com aulas
de Educacdo Fisica, ao fazer uso da corrida e das medi¢des de tempo e distancia
conjuntamente.

Além desta proposta, o autor sugere fazer um link de duas das imagens com uma
pesquisa envolvendo ensino de histéria e cultura afro-brasileira, africana e indigena,
revelando com essas propostas interdisciplinares KMT (formas de apresentar o contetido
— potencial de aprendizagem) e KoT (fenomenolédgico). Ainda nesse inicio o autor traz o
dado relevante de que os decimais surgiram no século XVI como uma alternativa para

facilitagdao de calculos e, assim, propde ao professor que questione os alunos sobre qual
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representacdo aparece por primeiro, fraciondria ou decimal, revelando KoT (relagdes
intra conceituais e constru¢do de significado).

A seguir o livro traz uma sequéncia didatica que d4 énfase no significado de
décimos, centésimos e milésimos com o uso do material dourado, tanto na representacao
grafica quanto na indicacdo ao professor para explorar o material fisicamente com os
alunos em sala de aula, enfatizando a correspondéncia simbolica entre as representacdes
fraciondria e a decimal com intermédio do material dourado, revelando KMT (recurso
pedagdgico associado) e KoT (conceitos — defini¢cdes e imagens de um conceito). Ainda
traz a sugestdo de resgatar a ideia de quociente das fragdes, para conferirem na
calculadora a correspondéncia simbodlica que acabaram de conhecer, configurando KSM
(conexdes auxiliares).

O autor traz também a relacdo com medidas de massa, sistema monetario
brasileiro, temperatura e distancia, associando, por exemplo, décimos, centésimos e
milésimos com centimetros e milimetros, revelando KFLM (teoria psicoldgica associada
ao aprendizado do conteudo), pois na interpretacdo dos nimeros racionais como fragdes
decimais, Kieren (1976) levanta que uma potencialidade para melhor aprendizado do
topico € justamente relaciond-lo com medidas padronizadas.

Traz ainda, uma indicacdo ao professor para utilizar softwares de mapas para
agregar conhecimentos a respeito dos trajetos dos rios Sdo Francisco e Amazonas,
indicando vinculo com educagdo socioambiental e também a sugestdo de levar fita
métrica e uma balanga digital para a sala de aula, onde os alunos poderdo fazer medigdes
e registros para discussdes (KMT - recurso pedagogico associado).

O livro traz também neste ambito dos conceitos a relagdo entre décimos,
centésimos e milésimos com representacoes graficas do material dourado e do quadro de
valor posicional, indicando ao professor que propicie aos alunos uma vivéncia com o
material dourado concreto, indicando KMT (recurso pedagogico associado).

No que tange as representacdes pictdricas, as pecas consideradas no material
dourado foram pintadas de azul e as ndo consideradas de laranja, notando assim uma
preocupagdo do autor em deixar claro essa parte considerada, no entanto, o quadro de
valor posicional também ganhou cor: unidade a uma cor muito proéxima a laranja,
décimos roxo, centésimos verde e milésimos azul. Essa coloragdo do quadro de valor
posicional pode levar o aluno a equivocos, pois pode considerar que ha alguma relacao

entre o laranja e o azul do material dourado com o laranja e o azul do quadro de valor
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posicional, que notadamente ¢ um erro, evidenciando assim, uma lacuna no KoT
(significados associados e formas de registros e representagdes) ¢ no KFLM
(antecipagao de um possivel erro no aprendizado). Nao obstante a explanagdo numa
forma geral ¢ clara e organizada, oportunizando que alunos compreendam que 0,3 =
0,30, uma das dificuldades encontradas por professores em Rogeri (2015); Santos Filho
(2015); Marques (2018), podendo-se identificar um KFLM (erros de aprendizagens mais
comuns).

O autor traz ao aluno um boxe sintetizado, mas rico em informagdes historicas
associadas aos diferentes tipos de representagcdes simbodlicas que os nimeros decimais
receberam, elucidando ao aluno que a matematica é uma construgdo que esta sujeita a
aperfeigoamentos e nao algo estanque, ja criada pronta. Assim, pode-se notar KPM (uso
dos simbolos) e KoT (imagens de um conceito).

Adiante o livro aborda um texto em que se relaciona terremotos e nimeros
decimais, adicionado de uma tabela que mostra a progressao da magnitude, em
decimais, e seus efeitos e, ainda, o autor faz indicacdo ao professor para fazer aula
conjunta com o professor de Ciéncias para aprofundarem no tema, tratando assim de
educacdo ambiental associada, evidenciando-se, assim, KMT (formas de apresentar o
conteudo — potencial de aprendizagem) e KoT (fenomenoldgico).

Para finalizar a parte conceitual dos nimeros decimais o autor abre uma secao
para enfatizar a relacdo da representacdo decimal com o sistema de numeragao decimal,
partindo de uma situagdo real: o podio de férmula 1 em uma corrida do Brasil em 2016,
com os tempos de prova de cada piloto. Dos tempos de prova, o autor sugere ao aluno
observar as diferencas entre os tempos dos pilotos, usando uma das diferengas para fazer
a relacdo do nimero com o quadro de valor posicional, mas enfatizando que héa duas
partes na representacdo, a inteira e a decimal, sendo que o sentido da virgula ¢ o de
separar essas partes. Nessa sequéncia didatica podemos observar KoT (fenomenolédgico)
por conta do contexto e KoT (significados associados), KPM (uso dos simbolos) e
KFLM (erros de aprendizagens mais comuns), pois em Rogeri (2015); Santos Filho
(2015) um dos principais erros conceituais identificados foi entender a virgula como
¥=1,2 e, também, que 4<40 implica 0,4<0,40.

Outro conhecimento especializado identificado nessa ultima se¢do relativa aos
conceitos inerentes aos decimais € a indicagdo ao professor para que converse com 0s

alunos sobre nimeros em que as casas decimais continuam, ou seja, deixar claro que os
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nimeros decimais ndo terminam na ordem dos milésimos, propondo ainda areas de
aplicagdo como na mecanica industrial e microbiologia, revelando KoT (conceitos
-significados associados e fenomenoldgico) e KFLM (erros de aprendizagens mais
comuns) pois segundo Santos Filho (2015); Marques (2018) os alunos tendem a
transferir para os decimais a ideia de sucessor, contribuindo a abordagem para superar
essa barreira pois revela a densidade dos nimeros racionais. Além disso, o autor cita a
particularidade que had na representacdo decimal da grandeza tempo, sendo ela ao
mesmo tempo representada na base 60 (horas, minutos e segundos) e na base 10
(décimos, centésimos, etc, de segundo), revelando assim KoT (significados associados

ao conceito).

4.2.8. Transformacio de decimais para fragao e vice-versa

Nesse topico, assim como no primeiro livro analisado, o autor faz uso de duas
abordagens: decomposi¢do em fragdes decimais a partir da leitura do nimero decimal e
a regra que relaciona quantidade de algarismos decimais com quantidade de zeros no
denominador - o autor solicita ao professor que os alunos investiguem - e a obtencao de
uma fracdo decimal equivalente a fragdo dada. Ao contrario do primeiro livro, o autor
faz vinculo (nas orientagcdes ao professor) as ideias do subconstruto fracdes decimais
(Kieren, 1976) obtendo seu representante decimal a partir de uma divisdo, ou seja,
potencializa-se a visualizacdo da ideia de que alguns problemas do tipo parte-todo sdo
desconfigurados nessa padronizagdo (KIEREN, 1976), sendo assim uma evidéncia no
KoT (conceitos — significados associados) e KFLM (teoria psicologica associada ao

aprendizado do contetudo).

4.2.9. Comparacao de decimais

O livro aborda duas maneiras diferentes de se comparar nimeros decimais, ao
contrario do primeiro livro que trouxe uma maneira em trés situagdes diferentes. O autor
parte de uma situacdo muito comum que ¢ a pesagem de caminhdes e determinar qual
deles possui maior massa (KoT — fenomenologico). A primeira maneira abordada ¢
igualando as casas decimais e comparando com a transformagdo do niimero em sua

menor ordem, no caso os milésimos, e a segunda se refere a comparar ordem a ordem,
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feol)

como uma extensdo da comparacdo de numeros naturais. A terceira se refere
representacdo na reta numérica dos dois numeros, verificando que quem estd mais a
direita ¢ o maior. As trés abordagens potencializam o aprendizado do topico pois além
de reforcar a equivaléncia entre as ordens (do quadro de valor posicional) e a leitura
correta do decimal, também contribui para os alunos ndo fazerem a associacio de que o
nimero decimal maior € o que tem mais casas decimais, verificado em Rogeri (2015);
Santos Filho (2015), revelando KFLM (erros de aprendizagens mais comuns). Além
disso, a abordagem da reta numérica ¢ uma das recomendacdes levantadas por Kieren
(1976) pois a nocao de ordem ¢ dada de forma intuitiva e, ainda, Damico (2007)
assevera que a associagdo com a reta numérica pode auxiliar também na melhor
compreensdo de operagdes e medidas, relevando assim KFLM (teoria psicoldgica

associada ao aprendizado do conteudo).

4.2.10. Adicao e subtracao de nimeros decimais

O topico ¢ iniciado com célculo mental e uso de calculadora para conferéncia,
sendo que a partir de uma situagdo-problema na qual um menino deve descobrir se um
valor em reais que possui ¢ suficiente para comprar determinadas refei¢des, revelando
KoT (fenomenologico). As operagdes sdo enfatizadas por meio do algoritmo usual da
adicao e da subtracdo para os naturais, no entanto nos momentos em que acontecem
trocas, os passos sao justificados utilizando os termos “trocamos” e “transformamos”,
deixando claro ao aluno que esses sdo os significados verdadeiros por detrds do “vai

um”, no caso da adi¢do, revelando KoT (conceitos - significados associados).

4.2.11. Multiplica¢do de natural por nimero decimal

O livro traz um exemplo de resolucdo de uma conta em que 0s passos sdao
“comentados” usando termos como “trocamos” para designar o “vai 2”, fazendo esse
esclarecimento para o aluno, sendo importante porque abre-se uma oportunidade para a
desconstru¢do de um termo comumente usado e que ofusca os significados, revelando
KoT (conceitos - significados associados). O sentido associado a multiplicagdo de somas
de parcelas iguais ¢ trazido nas observagdes ao professor como uma possibilidade de

resolugdo que o aluno pode trazer, revelando um KSM (conexdes auxiliares).
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Ainda neste tdpico o autor proporciona ao aluno uma vivéncia investigativa que
objetiva leva-lo a generalizar a regra que permite calcular multiplicacdo de decimais por
poténcias de dez, revelando assim KPM (modos de validacdo) e KMT (formas de

apresentar o conteudo — potencial de aprendizagem).

4.2.12. Multiplicaciio de decimal por decimal

Para explicar esse topico o autor parte de uma situagdo-problema em que se deve
calcular quanto se pagara por 1,8 metros de cano custando R$ 3,25 cada metro,
evidenciando KoT (fenomenologico). Nas orientagdes ao professor, o autor indica uma
sequéncia didatica em que primeiramente os alunos devem elaborar hipoteses de como
resolvé-lo e, num préximo passo acompanharem com o professor a resolucao de um
problema similar como calcular o preco de 1,5 metros de tecido a R$3,50 o metro,
levando a constatarem que devem contar uma vez o pre¢o do metro (por conta do 1
inteiro) e 0,5 vezes o preco do metro, ou seja, mais metade. Apds esse exemplo os
alunos devem utilizar o mesmo raciocinio para resolver o problema inicial, revelando
assim KMT (exemplo potencializador e intencional - analogia) e KSM (conexdes
auxiliares) pois usou conhecimento adquirido em soma de decimais (1,00 + 0,50 = 1,50)
e a propriedade distributiva (1,00 x 3,50 + 0,50 x 3,50).

No entanto nas orientagdes ao professor o autor indica que se faca uma
investigagdo de uma possivel regra que poderia ser criada para facilitar as contas, mas
na abordagem da parte do aluno a regra é dada imediatamente, sem nenhuma reflexao,
tornando a indicagdo de investigacdo possivelmente inviavel, pois basta o aluno ler o
primeiro exemplo que a regra ja esta dada, revelando assim uma lacuna no KPM (modos
de valida¢do) e KoT (conceitos - significados associados) pois até mesmo alunos de
licenciatura manifestaram dificuldades em dar significado e justificar a colocagdo da
virgula no uso da regra (MARQUES, 2018).

Uma das trés questdes propostas faz uso do sentido da multiplicagao
“configuracdo retangular” ou "célculo de areas de figuras retangulares” evidenciando
KSM (conexdes auxiliares) e, ainda, tal sentido favorece o entendimento do porqué um
produto como 0,2x0,2=0,04 ¢ menor do que seus fatores, dificuldade encontrada em

Souza (2015), revelando KoT (conceitos - significados associados).
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4.2.13. Divisao de nameros naturais com resultado decimal

A divisao de dois naturais com quociente decimal ¢ abordada no livro do aluno de
forma a privilegiar o algoritmo, deixando um exemplo do cotidiano como indicac¢do ao
professor, indicando assim uma lacuna no KoT (fenomenolégico). No entanto o
algoritmo ¢ justificado passo-a-passo fazendo-se uso dos termos “equivalem” e
“transformamos” para fazer as equivaléncias entre as ordens e, ainda, faz uma indicagao
ao professor para que use o material dourado na sala de aula para modular essas
transformagoes, sendo possivel identificar, entdo, KSM (conexdes auxiliares) por usar o
conceito de equivaléncia de ordens, KoT (significados associados) por esclarecer o que
esta sendo feito no algoritmo e KMT (recursos pedagdgicos associados) por recomendar
o uso do material dourado.

O livro traz ainda que o uso da transformacdo de fracdo para decimal utilizando
fragdes decimais equivalentes também pode ser um recurso valido, ou seja, além de
ampliar o significado associado (KoT) ao numero racional, faz conexao auxiliar (KSM)
com um sentido (ou subconstruto, dependendo do referencial) das fragdes para resolver
uma conta de divisdo, estabelecendo um ponto em comum entre a interpretacdo de
fragdes como quociente, fragdes como classes de equivaléncia e fragdes como decimais
(KIEREN, 1976), revelando, também, KFLM (teoria psicoldgica associada ao
aprendizado do contetido) pois Kieren (1976) assevera que o uso interligado das
diferentes interpretagdes potencializa o aprendizado dos nimeros racionais.

Para finalizar o tdpico, o livro ainda faz uma subse¢do para abordar dizimas
periddicas mostrando que nem sempre a divisdo entre dois naturais com resultado
decimal tem resto zero e, ainda, associando ao uso das reticéncias com seu significado
na matematica KPM (uso dos simbolos). Com essa abordagem, potencializa-se o
aprendizado do conceito de dizimas periddicas contribuindo para que os alunos deixem
de validar a igualdade 0,333... = 0,333, relatada em Rogeri (2015), evidenciando um

KFLM (erros de aprendizagens mais comuns).

4.2.14. Divisao de decimal por numero natural

O topico inicia-se através de duas contas resolvidas por meio do algoritmo, assim

como na se¢do anterior, sem fazer uso de nenhuma situagdo-problema, sendo uma
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lacuna no KoT (fenomenologico). No entanto ¢ feita uma indicagdo ao professor para
elaborar uma questdo motivadora, que pode ser relativa a divisdo do valor a ser pago de
uma conta igualmente a 3 amigos.

Os dois exemplos sdo resolvidos passo-a-passo fazendo-se uso sempre dos termos
“valem”, “transformamos” e o simbolo =, todos para ressaltar a equivaléncia entre as
ordens (KoT — significados associados).

Hé4 um boxe que remete a investigacao por parte do aluno para descobrir uma
regra que associe a resolucdo de divisdes de decimais por uma poténcia de dez,
utilizando a calculadora para confirmar as conclusdes, configurando KPM (modos de

validagao).

4.2.15. Divisao de nimero natural por decimal e de decimal por decimal

Referente a esse tema o autor faz uso, assim como no primeiro livro analisado, da
propriedade de que fragdes equivalentes possuem o mesmo quociente, para resolver uma
situagdo-problema em que se pretende descobrir o consumo de gasolina do carro de uma
pessoa ao dividir 92,8km percorridos por 7,25 litros consumidos.

A recomendacdo ao professor ¢ de que primeiramente instigue os alunos a
verificar a semelhanca entre os resultados entre divisdes em que os dividendos e o
divisores foram multiplicados por uma poténcia de dez, levando-os a conjecturar uma
possivel regra de “eliminacdo” da virgula. Apos essa investigagdo o livro aborda esse
processo e ainda faz um paralelo do que acontece “visualmente” quando se faz uso desta
estratégia, ou seja, acontece a regra pratica de “igualar as casas e cortar a virgula”,
evidenciando KPM (modos de validagao).

Ainda nas orientagdes ao professor, o autor levanta duas possiveis dificuldades de
configuracdo que os alunos provavelmente podem manifestar dificuldades, na divisao de
0,3 por 0,008 e 2,34 por 9,9, configurando assim KFLM (erros de aprendizagens mais

comuns).

4.2.16. Outras situacoes envolvendo os decimais e operacoes

Um outro capitulo trazido pelo autor ¢ relativo as situagdes-problema em que os

nimeros decimais comumente estdo sendo usados como calculo de 4reas retangulares,
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compras de produtos, medida de massa, grafico de setor (KoT — fenomenolédgico). O
autor ainda faz uso de situagdes que permitem desenvolver o Pensamento Algébrico do
aluno, como resolver contas em que uma das informagdes ¢ omitida (parcela, fator,
dividendo, divisor, etc.), sendo consistente com a caracteristica de pensamento funcional
de Blanton e Kaput (2005), e ainda com balangas com pesos desconhecidos pois faz uso
da modelacao, sendo assim KSM (conexdes transversais).

Desta forma, encerra-se a andlise do livro Telaris Matematica em que,
coincidentemente ao primeiro livro, as analises indicam uma maior evidéncia de
conhecimento especializado do professor acerca do ensino de numeros racionais na
categoria KoT (fenomenologico), com 13 manifestacdes encontradas ao longo da
exposi¢ao do tema racionais.

No que concerne as lacunas no conhecimento especializado, o maior indice foi
também na mesma categoria do livro anterior, com 5 incidéncias para a categoria KoT
(significados associados), revelando, também, um sentido para analise e possivel revisdo

neste ambito em edigdes futuras.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo apresentara uma sintese das andlises realizadas sobre os livros
Araribd Mais Matematica e Telaris Matematica, bem como uma reflexdo sobre os
resultados. H4 também um direcionamento para ampliagdo em estudos posteriores.

A presente dissertagdo teve como objetivo central responder a questdo: “quais
conhecimentos especializados do professor/autor que ensina matemadtica, acerca dos
nuimeros racionais, os livros didaticos estdo priorizando em suas escolhas didaticas?".
Para responder a esta questdo, usou-se o apoio tedrico do modelo MTSK (Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge) em consonancia com uma base de conhecimentos
especializada sobre o ensino dos numeros racionais, composta pelos estudos de Kieren
(1976, 1980), Souza (2015), Santos Filho (2015), Damico (2007), Marques (2018) e
Rogeri (2015).

Assim, o modelo MTSK foi usado para categorizar os conhecimentos
especializados identificados nos dois livros didaticos analisados, sendo eles o Arariba
Mais Matematica e o Telaris Matematica. Para realizar essa categorizagao, utilizou-se a
metodologia qualitativa de natureza documental.

Na realizagdo das andlises foi possivel observar a presenca de diversos
conhecimentos especializados em escolhas didaticas dos dois livros, bem como lacunas
também. Cabe ressaltar que foram identificadas propostas de tarefas com a identifica¢ao
de manifestagcdo de alguns conhecimentos especializados e, a0 mesmo tempo, na mesma
tarefa, lacunas em outros tipos de conhecimentos. A ocorréncia desse fendmeno
julgamos ser natural, considerando os multiplos olhares que se pode direcionar a um
unico exemplo € que, se tratando de um tema complexo como os nimeros racionais, a
analise torna-se complexa também.

No que tange as categorias de conhecimentos do MTSK, o nimero de
manifestagdes de conhecimento especializado bem como de lacunas no conhecimento,
de ambos os livros, encontram-se organizadas por subdominios nos quadros 8,9,10,11 e
12. Cabe ratificar que as quantidades indicadas nesses quadros fazem indicagdo apenas
ao numero de manifestacdes evidenciadas (numeros de presengas ou lacunas de
conhecimentos especializados) nas analises, ndo possuindo relacio com numero de
topicos nem com numero de tarefas, ou qualquer outro atributo quantitativo.

Assim, inicia-se com a sintese dos resultados, de ambos os livros, no KoT (quadro

8):
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Quadro 8: sintese dos resultados acerca do subdominio KoT

Subdominio KoT Livro analisado Numero de Numero de
manifestacoes do lacunas do
conhecimento conhecimento
KoT (conceitos — Arariba 4 5
defini¢Ges e imagens de
um conceito) Telaris Matematica 9 4
KoT (fenomenolédgico) Arariba 11 1
Telaris Matematica 13 2
KoT (significados Arariba 8 6
associados)
Telaris Matematica 10 5
KoT (formas de registros e | Arariba 7 0
representagdes)
Telaris Matematica 5 2
KoT (relagdes intra Arariba 0 0
conceituais)
Telaris Matematica 1 0

E possivel notar uma quantidade expressiva de manifestacdes e de lacunas em
“conceitos - definigdes e imagens de um conceito” e “significados associados” em
ambos os livros, podendo-se inferir que as sequéncias didaticas, apesar de mostrarem

refinamento tedrico nesses ambitos, podem ser insuficientes para ampliar a imagem

Fonte: Acervo Pessoal

conceitual dos racionais nos alunos.

Outro ponto de destaque foi o “fenomenoldgico”, observando um direcionamento

claro por parte de ambos os livros em fazer relagdes com temas externos a matematica e,

ainda, com temas presentes no cotidiano dos alunos.

Os dois livros mostram uma €énfase em usar representagdes pictoricas auxiliares,
no entanto pode-se notar um enfoque maior por parte do livro Arariba Mais Matematica.

O proximo subdominio em que os resultados encontram-se sintetizados (quadro 9)

¢ o KSM:
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Quadro 9: sintese dos resultados acerca do subdominio KSM

Subdominio KSM Livro analisado Numero de Numero de lacunas
manifestacoes do do conhecimento
conhecimento

KSM (Visao Arariba 3 0
sequencial)

Telaris Matematica 0 0
KSM (relagdes de Arariba 1 1
simplificagdo e
complexificagdo) Telaris Matematica 0 0
KSM (conexdes Arariba 6 0
auxiliares)

Telaris Matematica 6 0
KSM (conexdes Arariba 1 0
transversais)

Telaris Matematica 2 1
KSM (conexdes Arariba 0 1
temporais)

Telaris Matematica 0 0

Em que se destaca o ambito ‘“conexdes auxiliares”, havendo igualdade de
manifestagdes de conhecimentos especializados em ambos os livros. Esses resultados
sdo relevantes para que possibilite ao aluno compreender a estrutura hierarquica que

compOe a Matematica e suas interdependéncias. Os resultados referentes ao subdominio

KPM encontram-se

Fonte: Acervo Pessoal

no quadro 10:

Quadro 10: sintese dos resultados acerca do subdominio KPM

Subdominio KPM Livro analisado Numero de Numero de lacunas
manifestagoes do do conhecimento
conhecimento
KPM (uso dos Arariba 0 0
simbolos)
Telaris Matematica 3 0
KPM (modos de Arariba 5 0
validagdo)
Telaris Matematica 6 1
KPM (modos de Arariba 0 1
proceder em
Matematica) Telaris Matematica 0 0

Fonte: Acervo Pessoal
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E possivel notar uma énfase no ambito “modos de validagio” em ambos os livros.
Esse fato mostra-se importante para possibilitar ao aluno construir a concepcao de que,
apesar de ndo haver demonstragcdes formais nos livros, a Matematica ¢ construida de
forma soélida e que a validagdo de um fato matematico nao se d4 por um exemplo, mas
por um desencadeamento logico.

No quadro 11, encontram-se os resultados referentes ao subdominio KMT:

Quadro 11: sintese dos resultados acerca do subdominio KMT

Subdominio KMT Livro analisado Numero de Numero de lacunas
manifestacoes do do conhecimento
conhecimento
KMT (formas de Arariba 10 3

apresentar o
contetido — potencial

de aprendizagem) Telaris Matematica 11 0
KMT (analogia - Arariba 1 0
exemplo

potencializador) Telaris Matematica 0 0
KMT Arariba 2 0
(recurso/material

pedagogico Telaris Matematica 4 0
associado)

Fonte: Acervo Pessoal

Em que se pode destacar dois ambitos, o “formas de apresentar o conteudo -
potencial de aprendizagem” e o “recurso/material pedagdgico associado”. O primeiro
aparece com grande ocorréncia de identificagdes de conhecimentos especializados em
ambos os livros, com destaque para o Telaris Matematica, no qual ndo foram
identificadas lacunas.

O numero elevado (relativamente aos outros) de manifestacoes de conhecimentos
especializados neste ambito proporciona ndo sé ao aluno, mas também ao professor, um
ordenamento coerente e eficaz das apresentagdes de alguns topicos, com diversidades de
resolucoes e significados associados.

Relativamente ao segundo, entende-se que o destaque nesse ambito oportuniza ao
aluno ter contato com os objetos matematicos de forma concreta e ludica, aumentando
as chances de se efetuar o aprendizado.

Os resultados sintetizados do subdominio KFLM encontram-se no quadro 12:



Quadro 12: sintese dos resultados acerca do subdominio KFLM

Subdominio KFLM Livro analisado Numero de Numero de lacunas
manifestacoes do do conhecimento
conhecimento
KFLM (Dificuldades | Arariba 2 3
dos alunos).
Telaris Matematica 0 2
KFLM (teoria Arariba 5 3
psicologica
associada ao
aprendizado do Telaris Matematica 10 0
contetdo)
KFLM (erros de Arariba 8 2
aprendizagens mais
comuns) Telaris Matematica 9 1
KFLM (antecipagdo | Arariba 0 0
de um possivel erro
do aprendizado) Telaris Matematica 0 1

Fonte: Acervo Pessoal

Cabe destacar o alto indice de conhecimentos relativos a "teoria psicoldgica
associada ao aprendizado do conteudo” do livro Telaris Matematica, evidenciando uma
énfase em alinhar suas escolhas didaticas a literatura que embasa os mecanismos
mentais que estdo associados ao aprendizado do objeto matematico.

Outro ambito que merece atencao € o “erros de aprendizagens mais comuns”, em
que notou-se um alto indice relativo de manifestagdes do conhecimento em ambos os
livros, em contraste do baixo indice de lacunas. Esses resultados sdo importantes para
que se superem obstaculos enfrentados por alunos e professores comumente observados
nas literaturas e, em especial, muitos daqueles levantados na base de conhecimentos
deste trabalho, auxiliando no entendimento dos conceitos e melhorando a aprendizagem
dos alunos.

De forma mais abrangente, ambos manifestaram maior incidéncia de
conhecimento especializado no ambito “fenomenologico” e maior incidéncia de lacunas
no ambito “‘significados associados”. No entanto, outras caracteristicas gerais puderam
ser constatadas nas analises como, por exemplo, uma regularidade em oportunizar boas
tarefas aos alunos em todos os topicos por parte do livro Telaris Matemadtica, ndo

podendo reconhecer esse foco no Arariba Mais Matematica.
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Outro ponto de comparagdo que as analises permitem trazer € relativo a énfase em
proporcionar atividades interdisciplinares para o aluno por parte do livro Telaris
Matematica, ndo podendo reconhecer essa énfase no Arariba Mais Matematica.

No que concerne ao trabalho com representagdo na reta numérica nota-se evidente
o foco dado pelo livro Arariba Mais Matemadtica, no entanto ndo se pode reconhecer tal
foco no Telaris Matematica.

A énfase em propostas ludicas com propostas de jogos associados ao conteudo
pdde ser identificada no Teldris Matematica, mas apesar de haver proposta de jogo no
Arariba Mais Matematica, ndo evidencia-se uma énfase nesse ambito.

Em relagdo as operagdes com fragdes e numeros decimais, ambos os livros
evidenciaram uma intencdo em se desvencilhar de termos destituidos de significados
como “vai um” optando por termos como ‘“trocas” e “transformar”. Ainda nas
operagdes, ambos os livros trazem uma énfase em fazer a validacdo dos procedimentos
utilizados nos algoritmos, no entanto o livro Arariba Mais Matematica manifestou maior
énfase em ampliar os significados das operacdes por meio de representacdes pictoricas
esquematicas, o que ocorreu no Telaris Matematica, mas em nuimero insuficiente para
evidenciar uma énfase neste aspecto.

Trés pontos acerca das diferentes interpretacdes dos nlimeros racionais convém
serem levantados, sendo o primeiro de que no livro Araribda Mais Matemadtica, a ndo
mencao dos nomes das interpretagdes pode acarretar em lacunas significativas futuras
no aprendizado do aluno, como por exemplo no aprendizado de proporcdes, em que se
define como igualdade de razdes. Mas se o aluno ndo teve contato com o termo “razao”
anteriormente, a aprendizagem ira requerer um resgate do conceito. O segundo ponto diz
respeito ao exemplo inicial trazido pelo livro Telaris Matematica, no qual nao se leva
adiante uma proposta potencializadora envolvendo histéria da matematica e medidas,
para usar uma situacdo procedimental de parte-todo para definir fragcdes. Os possiveis
prejuizos desta abordagem foram relatados nas analises, sendo assim, infere-se ser
pertinente em edi¢des futuras debrugar sobre esse ponto. O terceiro ponto ¢ relativo ao
exemplo inicial de “fracdes como razao” abordado pelo livro Telaris Matemadtica, em
que sua configuracdo também estd atrelada a interpretacdo parte-todo em situagdo
discreta, podendo induzir o aluno a interpretar que o uso da razdo ¢ fundamentalmente

similar ao uso da parte-todo. Nesse ponto inferimos merecer uma reflexao para que as
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diferentes interpretagdes possam ser mais claras nas imagens conceituais dos alunos
sobre os niimeros racionais.

No desenvolvimento desta pesquisa algumas limitagdes foram encontradas, sendo,
primeiramente, a inexisténcia de tradugdes para o portugués dos estudos de Thomas E.
Kieren, exigindo um esforco adicional de tradugdo para a compreensao e sintese de suas
obras utilizadas. Outra limitacdo posta foi a inacessibilidade a textos como Kieren
(1981, 1989, 1993) at¢ mesmo em inglés, sendo encontradas apenas em plataformas de
vendas de periddicos a pregos inacessiveis.

O tempo disponivel para estudo dos referenciais classicos acerca dos numeros
racionais, como Behr (1983), Kerslake (1986) entre outros, foi limitado, fazendo com
que o foco ficasse nos estudos de Kieren e das cinco pesquisas nacionais utilizadas.

A inexisténcia de teses ou dissertagdes nacionais que abordassem analise de livros
didaticos utilizando o modelo MTSK, fez com que o processo de analise dos livros
ocorresse de forma mais cautelosa do que se houvesse uma referéncia para consulta,
bem como comparagao.

Outro ponto de reflexdo ¢ referente ao equilibrio entre quantidade de obras
analisadas e o aprofundamento nas analises que se faz em cada caso. Apesar de ndo ser
0 objetivo principal deste trabalho a comparagdo das obras, esse aspecto s6 pdde ser
observado pela escolha de que as analises abarcassem mais do que um livro, no entanto,
por esse mesmo motivo, o aprofundamento poderia ter sido menor. Recomenda-se,
entdo, reflexdo no equilibrio: quanto mais obras, menos topicos e, consequentemente,
menos aprofundamento e menos categorias.

Além disso, o uso de 5 subdominios do MTSK proporcionou que se direcionassem
multiplos olhares tedricos para cada sequéncia didatica, no entanto um olhar mais focal
pode trazer resultados mais claros sobre o objeto de andlise.

Ainda sobre os subdominios, mais especificamente nas categorias de analise,
recomenda-se uma reflexdo sobre as possibilidades de uso do KoT (fenomenolédgico)
visto que € um conceito “emprestado” da filosofia, podendo-se abrir a discussado se ele
se refere aos contextos inerentes as vidas dos alunos (interpretacdo adotada neste
trabalho) ou se ele se refere a uma fenomenologia dos tépicos matematicos.

Outro ponto que merece reflexdo ¢ o uso concomitante das categorias “KSM
(visdo sequencial)” e “KSM (conexdes temporais)” visto que os seus limites de uso sao

parecidos.
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Outro ponto ¢ acerca dos usos das categorias “KFLM (teoria psicoldgica associada
ao aprendizado do conteudo)” e “KMT (formas de apresentar o contetido - potencial de
aprendizagem)” em que por diversas vezes elas aparecem juntas nas analises, o que pode
abrir uma possivel discussdo de que uma possa remeter a outra. Essa possivel
implicagdo merece uma reflex@o para estudos posteriores.

A categoria de analise “KoT (formas de registros e representacdes)” merece
reflexdo acerca de um melhor delineamento dos critérios de uso, podendo haver um
aprofundamento neste aspecto com a semiotica, por exemplo.

Sobre a dindmica de analise para estudos com mais de um livro, recomenda-se
refletir sobre uma possivel analise conjunta dos topicos, mesmo que o objetivo ndo seja
a comparacdo, esse aspecto pode ficar mais enriquecedor ao fazé-lo simultaneamente
nos dois (ou mais) livros.

Espera-se, assim, que esta pesquisa possa servir como parametro para pesquisas
futuras acerca desta tematica, visto que o foco da presente pesquisa foi os niimeros
racionais, especificamente no 6° ano, havendo, assim, um amplo campo de outros temas
a serem analisados, em diferentes anos escolares, em livros didaticos de referéncia.

Além da indicacdo de andlise de livros de referéncia utilizando o modelo MTSK
em diferentes temas, recomenda-se para estudos posteriores um maior enfoque no
subdominio nao abordado nesta pesquisa, o KMLS. Um estudo deste subdominio em
analise de livros didaticos alinhado aos documentos curriculares vigentes pode trazer
ricas contribuicdes no desenvolvimento de futuras edigdes de livros didaticos pelos
autores.

Conclui-se que este trabalho, apesar de se propor a analisar um topico tao
abrangente, obteve respostas a pergunta norteadora, em que pode-se constatar que apesar
dos livros didaticos analisados obterem lacunas em alguns dmbitos do conhecimento
especializado do professor/autor, foi nitida a prevaléncia, por diferentes manifestagoes,
do uso desses conhecimentos por parte dos autores em suas escolhas didaticas.

Esse estudo mostrou-se relevante pois os livros didaticos constituem em uma das
principais ferramentas de trabalho do professor, merecendo ser objeto de analise para
que professores possam lapidar os olhares sobre as sequéncias didaticas destes quando
estiverem em uso. Além disso, o tema nimeros racionais ¢ carregado de significados,

simbologias, fenomenologias, teorias psicologicas associadas e muitas dificuldades de
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aprendizado associadas, sendo assim, importante a investigagdo da manifestacdo do

tema nos livros.
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