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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo propor um modelo matematico, por meio de um sistema
baseado em regras fuzzy, para auxiliar o professor na complexa tarefa de avaliar as aprendizagens
discentes, buscando considerar aspectos subjetivos inerentes ao processo de avaliacdo. A maior
contribuicdo dessa ferramenta é que o professor podera escolher quais e quantas formas de
avaliacao ira adotar para compor o conceito final do aluno. A principal vantagem do modelo é
a possibilidade de classificar o desempenho dos discentes, considerando o uso de diferentes
critérios (variaveis de entrada) para a composigao da nota final (variavel de saida), usando
informacdes qualitativas e quantitativas, que sdo tratadas como conjuntos fuzzy. Em seguida, o
presente modelo de avaliacdo foi aplicado em uma turma de Matemética do Ensino Fundamental
Il de uma escola publica. Para implementacdo computacional, foram utilizados o Toolbox Fuzzy
do software MATLAB e a linguagem de programacao Python. Esperamos que o modelo aqui
proposto seja uma nova e util ferramenta para auxiliar os docentes a determinar o desempenho

dos alunos no decorrer do ano letivo.

Palavras-chave: Avaliacdo da Aprendizagem. Conjuntos Fuzzy. Sistemas Fuzzy.



ABSTRACT

This work aims to propose a model/tool through a rule-based fuzzy system to assist the
teacher in the complex task of evaluating student learning, aiming to consider subjective aspects
inherent in the evaluation process. The major contribution of this tool is that the teacher will be
able to choose which and how many forms of assessment to adopt to determine the student’s
final grade. The main advantage of the model is the ability to classify students’ performance
by considering the use of different criteria (input variables) for the composition of the final
grade (output variable), using qualitative and quantitative information treated as fuzzy sets.
Subsequently, we applied this model in a Mathematics class in the Middle School of a public
school. For computational implementation of the model, the MATLAB software Toolbox Fuzzy and
the Python programming language were used. We hope that the proposed model here becomes
a new and useful tool to assist educators in determining students’ performance throughout the
academic year.

Keywords: Learning Assessment. Fuzzy Set. Fuzzy Systems.
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1 INTRODUCAO

A avaliacdo do ensino-aprendizagem é complexa, exige uma abordagem flexivel, diversifi-
cada e orientada para o desenvolvimento de habilidades essenciais para a vida do educando.
Segundo Luckesi (2011), "Avaliar é um ato rigoroso de acompanhamento da aprendizagem. E
ela que permite tomar conhecimento do que se aprendeu e do que nao se aprendeu e reorientar
0 educando para que supere suas dificuldades, na medida em que o que importa é aprender”
(LUCKESI, 2011).

Por este motivo, desde 2008 como professora de Matematica do Ensino Basico das redes
privada e publica, constantemente buscando meios para superar cada vez mais os desafios
que surgem, sempre me preocupei como avaliar um aluno. Assim, a partir de instrumentos
como elaboracao de uma aula, atividade ou prova, poderia conhecer cada um dos estudantes,
acompanhar suas duvidas e entender suas dificuldades, permitindo-me desenvolver um plano de
acao para auxiliar cada um. Em suma, o processo de avaliar, de atribuir nota a um aluno, pode ser
uma tarefa desafiadora, porque cada estudante estd em um estégio diferente de aprendizagem
e cada aluno muitas vezes aprende e desenvolve as habilidades apresentadas em aula em
momentos diferentes. A avaliacio precisa levar em conta essa diversidade para garantir que
todos os alunos tenham a oportunidade de demonstrar seu conhecimento. Essa preocupacéao
me motivou a desenvolver o presente trabalho.

Desta forma, este trabalho tem por objetivo propor um modelo matematico, com o uso
da Teoria do Conjuntos Fuzzy, para auxiliar o professor na complexa tarefa de avaliagao das
aprendizagens discentes, buscando considerar aspectos subjetivos inerentes ao processo de
avaliagao.

A maior contribuicao dessa ferramenta é que o professor pode escolher quais € quantas
formas de avaliagdo adotar, na forma de variaveis de um sistema baseado em regras fuzzy, para
compor o conceito final do aluno.

A principal vantagem do modelo é a possibilidade de classificar o desempenho dos
discentes considerando o uso de diferentes critérios (variaveis de entrada) para a composicao da
nota final (variavel de saida), a partir de termos linguisticos como Insuficiente, Regular, Bom e
Otimo, usando informagdes qualitativas e quantitativas, que sdo tratadas como conjuntos fuzzy.
O modelo permite unir diversas categorias de avaliagdes considerando, por exemplo, atividades
presencias, remotas, participagdo em aula, provas, jogos, atividades em grupos. Dessa forma,
permite uma melhor avaliagcdo do desenvolvimento de competéncias e habilidades relacionadas
ao processo de ensino e aprendizagem.

Os sistemas fuzzy tém se mostrado mais adequados para tratar problemas que envolvem
informagdes vagas, subjetivas e/ou imprecisas. A Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi desenvolvida
por Zadeh, em meados da década de 1960 (ZADEH, 1965), para representar o conhecimento
incerto e impreciso. Ela fornece um meio aproximado, mas eficaz, de descrever o comportamento
de um sistema que é considerado muito complexo, mal definido, com poucos dados (BARROS;
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BASSANEZI, 2010).

Um conjunto fuzzy é caracterizado por uma funcéo (de pertinéncia) que generaliza
a funcao caracteristica de conjunto classico. Variaveis linguisticas (ou fuzzy) sao variaveis
cujos valores assumidos sdo conjuntos fuzzy, ou seja, trata hipéteses ndo necessariamente
como verdadeiras ou falsas, mas permite niveis chamados graus de pertinéncia (ZADEH, 1965).
Pensando na questao da avaliacido, na Matematica Classica, o aluno sabe o contelido (verdadeiro)
ou ele nao sabe (falso). Mas, na Logica Fuzzy ha outras possibilidades, ou seja, é possivel
quantificar o grau de aprendizagem a partir de variaveis linguisticas.

Para implementacdo computacional do modelo foram utilizados o Toolbox Fuzzy do
software MATLAB e a linguagem de programacao Python.

Esta dissertacao, além deste Capitulo 1 introdutério, possui mais cinco capitulos. No
Capitulo 2, um breve estudo sobre os aspectos histéricos da avaliagéo, € apresentado. No
Capitulos 3, sao abordados os conceitos fundamentais da Teoria dos Conjuntos Fuzzy. O Capitulo
4, traz conceitos basicos sobre Sistemas Baseados em Regras Fuzzy. O desenvolvimento da
modelagem matematica para auxiliar na avaliagdo do processo ensino-aprendizagem sera
discutido no Capitulo 5. Por fim, no Capitulo 6, sdo apresentadas as consideragoes finais.
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2 ASPECTOS HISTORICOS DA AVALIAGCAO

Outrora, a sala de aula era composta por um mestre e dois ou trés educandos. Porém, no
século XVI, houve uma alteracdo do modelo, passando a ser como o atual, um professor e varios
alunos. O aumento dos alunos tornou necessario novos modelos de avaliagdo. Dessa forma,
criou-se a avaliagdo em um modelo seletivo, onde para a promocao ser realizada é necessario
uma média minima, o qual perdura desde entdo. “O exame, como conhecemos atualmente, ndo
era utilizado até antes do século XVI. Antes deste periodo, 0 mestre contava com poucos alunos
e a sistematizagao da avaliagcdo nao se fazia tdo necessaria.” (LUCKESI, 2011, p. 41)

Assim, a avaliacao é uma ferramenta reflexiva, pois com ela é possivel compreender qual
o aproveitamento desenvolvido pelos educandos.

Avaliar é — cedo ou tarde — criar hierarquias de exceléncia em funcdo das quais
se decidirdo a progressao no curso seguido, a sele¢éo no inicio do Secundario, a
orientacdo para diversos tipos de estudo, a certificacdo antes da entrada no mercado
de trabalho e, frequentemente, a contratagédo. Avaliar é também privilegiar um modo de
estar em aula e no mundo, valorizar formas e normas de exceléncia, definir um aluno

modelo, aplicado e décil para uns, imaginativo e autdbnomo para outros. (PERRENOUD,
1999)

No entanto, quando se trata de avaliacdo, alguns alunos costumam ficar nervosos e aflitos,
dado o momento de desafio, e até mesmo de puni¢cdo. Consequentemente, faz-se necessario
esclarecer a finalidade do método, onde ela ndao é um divisor de alunos “bons” e “ruins”, e sim
uma ferramenta de estudo, para colocar em pratica os conhecimentos adquiridos na sala de
aula. Entretanto, por conta do nervosismo e da aflicdo dos alunos, a avaliagdo se tornou algo
desconfortavel, um instrumento critico e desmotivador, levando a resultados contrarios ao seu
objetivo principal.

Nessa linha, é primordial algum instrumento avaliativo ser aplicado, e como dito anterior-
mente, servir de modo reflexivo ao professor. Mas, o conteldo a ser cobrado deve ser de acordo
com o transmitido aos educandos, de forma clara e real. "Seja pontual ou continua, a avaliagcao
s0 faz sentido quando leva ao desenvolvimento do educando”, afirma (LUCKESI, 2011). Ou seja,
a avaliagdo somente fard sentido se for retomado e aplicado o contetdo ministrado, ndo sendo
eficaz ao educando e muito menos ao professor uma cobranga adversa.

A avaliagéao da aprendizagem sé funcionara bem se houver clareza do que se deseja
(projeto politico-pedagdgico), se houver investimento e dedicagéo na producao dos
resultados por parte de quem realiza a agao (execugao) e se a avaliagdo funcionar

como meio de investigar e, se necessario, intervir na realidade pedagdgica, em busca
do melhor resultado. (LUCKESI, 2011, p. 177)

Logo, a avaliagdo é uma visdo do docente sobre seu trabalho junto aos alunos, e o
professor podera mudar ou nao a sua metodologia de ensino para que seus alunos possam
alcancar melhores resultados e, consequentemente, aprender de forma eficiente.

Quando um professor compartilha conhecimento na sala de aula, ele tem metas e
objetivos definidos em seu planejamento a serem cumpridos, e é essencial que esses sejam
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claros, ja que é por meio deles que se avaliam os resultados dos alunos. E importante destacar
que a sala de aula é um local de troca de experiéncias, mas o professor deve garantir que os
objetivos estejam sendo realizados.
A avaliacao deve ser praticada tendo como pano de fundo tedrico a abordagem pe-
dagédgica do projeto ao qual ela serve. A teoria educativa que da forma ao projeto
politico-pedagdgico da escola, no que se refere a avaliagdo, de um lado, orienta a

coleta de dados, e, de outro, serve de critério para a qualificacdo dos resultados obtidos.
(LUCKESI, 2011, p. 275)

Contudo, essa verificagdo nédo é realizada de apenas uma forma, pois 0 aluno pode
demonstrar o conhecimento adquirido de diversos meios, sendo necessario o professor possuir
um olhar critico sobre esses meios e levantar alguns critérios para a avaliagao. “Quanto maior for
o atendimento do critério, mais satisfatéria sera a qualidade. O contrario também é verdadeiro:
quanto menor for o atendimento do critério, menos satisfatéria sera a qualidade.” (LUCKESI,
2011, p. 286)

Logo, dispbe-se de critérios e tipos de avaliagdo para que se possa verificar a aprendiza-
gem do discente e que iremos comentar brevemente.

Avaliacao diagnostica:

Nesse tipo de avaliagao, o objetivo é diagnosticar as deficiéncias na aprendizagem dos
alunos, como uma lupa para enxergar as reais dificuldades que o aluno possui, sendo possivel
analisar as necessidades do aluno em relacdo ao aprendizado. Para esse tipo de avaliagao
ser eficiente é necessario a sua realizagao no inicio de cada processo, pois com os resultados
obtidos o docente podera elaborar seu planejamento a fim de sanar as duvidas levantadas.

O professor, que sera informado dos efeitos reais de seu trabalho pedagégico, podera
regular sua acgéo a partir disso. O aluno, que ndao somente saberd onde anda, mas

podera tomar consciéncia das dificuldades que encontra e tornar-se-a capaz, na melhor
das hipoteses, de reconhecer e corrigir ele préprio seus erros. (HADJI, 2001, p. 20)

Avaliagao formativa:

Apo6s a elaboragéo do planejamento e do projeto politico-pedagégico da escola, as aulas
tém inicio, marcando o momento em que o conhecimento comecga a ser compartilhado. Nesse
momento também se inicia a avaliagao formativa, a qual tem o objetivo de avaliar todo o processo
vivenciado pelo aluno.

De acordo com (HADJI, 2001), avaliacdo formativa é aquela que se situa no centro
da agao de formagao. E a avaliagdo que proporciona o levantamento de informacées Uteis &
regulacao do processo ensino/aprendizagem, contribuindo para a efetivacdo da atividade de
ensino.

Em sintese, no decorrer dos dias, o aluno aprende e ao mesmo tempo é avaliado, sendo
possivel aplicar a avaliacao por meios de exercicios, trabalhos em grupo e seminarios. Ou seja,
toda a participagédo do aluno é fundamental neste processo, pois assim o professor sera capaz
de determinar se o aluno atingira o seu objetivo.
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Todos os instrumentos de coleta de dados para a avaliagdo da aprendizagem hoje
existentes e utilizados em nossas escolas on fora delas-testes, questionarios, redagéao,
monografia, entrevista, arguigao oral, tarefas, pesquisas bibliograficas, relatorios de
atividades, demonstragdo em laboratério, relatério de pesquisa, participagdo em semi-
narios, apresentagdes publicas, utilizagdo de simuladores...-, em si, sdo Uteis para o
exercicio da pratica avaliativa da aprendizagem na escola. (LUCKESI, 2011, p. 304)

Avaliacao somativa:

Apés todo o processo da avaliagao formativa, é indispensavel a quantificdo do aprendi-
zado, a qual ocorre pela atribuicdo de uma nota final para o aluno na avaliagdo somativa. Assim,
o intuito é avaliar o produto final do trabalho realizado em sala de aula através de uma nota ou
conceito. Segundo Luckesi:

Alguma forma de registro dos resultados da aprendizagem na escola é necessaria.
Nossa memoria viva é fragil e insuficiente para manter ativos tantos dados relativos
a aprendizagem dos multiplices educandos que passaram por nossas salas de aula
ou nelas ainda se encontram. O registro seré o testemunho dado aos pais, as insti-
tuicdes sociais e a sociedade dado estudante frequentou determinada nada escola
em determinado periodo e passou por experiéncias de aprendizagem cujos resultados
apresentaram determinada qualidade. (LUCKESI, 2011, p. 304)

Por fim, pode-se afirmar que todas as avaliacbes sdo necessarias ao educando, dado a
singularidade e a importancia complementar de cada processo ao qual ele é submetido, pois a
cada etapa ele adquire novos conhecimentos e desafios, tornando-o apto a enfrentar e suportar
as diversas situagdes e experiéncias encontradas na sociedade.
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3 UM BREVE ESTUDO SOBRE CONJUNTOS FUZZY

Neste capitulo as principais referéncias adotadas foram (BARROS; BASSANEZI, 2001),
(BARROS; BASSANEZI, 2015), (KLIR; YUAN, 1995), (LOPES; JAFELICE; BARROS, 2005), (MA-
RINS; PEIXOTO, 2016), (MARTINS, 2012), (NICOLETTI; CAMARGO, 2011), (PEIXOTO, 2005),
(PISSINI; PEIXOTO, 2018), (PISSINI; PEIXOTO, 2001), (ZADEH, 1965) e (SILVA; PEIXOTO,
2020).

Muitas vezes, em nosso cotidiano, nos encontramos com situagdes que expressam
incertezas, do tipo "hoje esta muito frio?", "aquela pessoa € muito alta?", "este copo esta muito
cheio?". Estar frio, uma pessoa ser alta ou um copo estar muito cheio, muitas vezes pode
representar subjetividade, pois ndo sabemos definir precisamente o que é fazer frio, ser alta ou
estar cheio. E neste tipo de incerteza que a Teoria dos Conjuntos Fuzzy tem colaborado.

Um conjunto classico, chamado em inglés de crisp, € um conjunto em que a identificacao
de seus elementos ndo gera duvidas. Por exemplo, 0 nimero 6 pertence ao conjunto dos multiplos
de 3 e 0 nimero 4 ndo. Essa identificagcao clara caracteriza que o conjunto dos multiplos de 3 é
um conjunto crisp. No caso do exemplo das pessoas altas, definindo classicamente o conjunto
das pessoas altas como A = {x e U ] x > 1,80 m}, uma pessoa com 1,79 m n&o seria
considerada alta. Por outro lado, definindo os individuos considerados altos com mais ou menos
intensidade, quanto menor for a altura do individuo, menor seré sua pertinéncia a esta classe. E
neste contexto que surge a ideia de conjuntos fuzzy.

3.1 PRELIMINARES

Iniciaremos esta secao definindo os principais conceitos de conjuntos classicos, suas
no¢des primitivas, algumas proposi¢des e resultados relevantes.

Conjunto é toda colegcdo de objetos que possuem caracteristicas em comum. Essas
caracteristicas qualificam os objetos a pertencer ou ndo ao conjunto. Por exemplo, uma colecao
das vogais é um conjunto. Todo objeto que faz parte de um conjunto é denominado elemento do
conjunto. O conjunto vazio é formado pela cole¢éao vazia de objetos, ou seja, ndo possui nenhum
elemento, representado pelo simbolo {} ou ().

Usualmente, denotamos conjuntos com letras maiusculas e seus elementos com letras
minusculas. Os objetos de um conjunto séo relacionados entre chaves e separados por virgulas
ou outro separador. Por exemplo, o conjunto A, colecdo dos numeros 2, 4 e 6, é denotado por
A =1{2,4,6}. Ja o conjunto B, colegéo das vogais, é denotado por B = {a, e, i, 0, u}.

A letra U geralmente representa um conjunto com todos os elementos em questao,
chamado de conjunto universo. Assim, todos os conjuntos de uma certa situagéo problema
podem ser considerados subconjuntos de U.

A nogéo de pertinéncia também é primitiva, ou seja, ndo possui uma definicdo. Quando
um dado objeto x é elemento de um conjunto A, dizemos que x pertence a A. Simbolicamente
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representamos x € A. Para o contrario da pertinéncia empregamos o simbolo ¢ .
Podemos também indicar a pertinéncia de um elemento x em um conjunto A através da

funcéo caracteristica y a(x).

Definicao 3.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A fungao caracteristica de A,
Xxa:U—{0,1}, é dada por:

) 1, sexe A
X) =
A 0, sex¢ A

Quando xa(x) = 1, 0 elemento x pertence a A, e quando Y a(x) = 0, o elemento x ndo
pertence a A.

Exemplo 3.1. Considere o conjunto dos reais nao negativos, denotado por R,, e seja Ao
conjunto dos numeros reais x tais que x € [2, 6]. A fungao caracteristica do conjunto A é:

1, se2<x<6
Xa(x) = L
0, caso contrario

dada pela Figura 3.1.

Figura 3.1 — Grafico do Exemplo 3.1.

0 2 4 6 8§ T

Fonte: Adaptado de (NICOLETTI; CAMARGO, 2011).

Consideremos agora o subconjunto de R dos nimeros reais "préximos de 3":
A= {x € R : x é préximo de 3}.

Na definicdo de A ndo podemos garantir se um determinado elemento pertence ou néo ao
conjunto, pois ndo sabemos dizer objetivamente quando um numero estd proximo de 3. O
numero 3,001 esta mais proximo de 3 do que o 10, assim como 10 esta bem mais préximo
de 3 do que 100, mas nao sabemos dizer se estes numeros estdo em A. Podemos ver que a
pertinéncia entre elementos e conjunto nao foi precisa, e as respostas possiveis foram quais
numeros reais se enquadram melhor ao termo que caracteriza o conjunto em questdo. Com
essas ideias, iremos dar inicio ao estudo da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, permitindo uma espécie
de “relaxamento” no conjunto imagem da fungao caracteristica. Foi assim que Zadeh formulou
matematicamente imprecisdes (ZADEH, 1965).
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Definicao 3.2. Seja U um conjunto (classico); um subconjunto fuzzy F de U é caracterizado por

uma fungéo:
vr:U—[0,1],

pré-fixada, chamada fungdo de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

Os valores ¢r(x) = 1 e ¢e(x) = 0 indicam, respectivamente, pertinéncia plena e
nao pertinéncia do elemento x ao conjunto fuzzy F. Ou seja, a imagem de um elemento do
subconjunto fuzzy F ser 1 significa que ele estd completamente no conjunto; a imagem de um
elemento do subconjunto fuzzy F ser 0 significa que ele ndo esta no conjunto fuzzy; agora, a
imagem de um elemento do subconjunto fuzzy F estar entre 0 e 1 significa um grau de pertinéncia
do elemento do conjunto.

A definicdo de subconjuntos fuzzy foi obtida ao ampliar o contradominio da funcao
caracteristica, representado pelo conjunto {0, 1}, para o intervalo [0, 1]. Em vista disso, podemos
dizer que um conjunto classico é um caso particular de um certo conjunto fuzzy, cuja a funcao
de pertinéncia ¢ é sua fungao caracteristica yr. Um subconjunto classico, na linguagem fuzzy,
costuma ser denominado por subconjunto crisp.

Um subconjunto fuzzy F é composto de elementos x de um conjunto classico U, providos
de um valor de pertinéncia a F, dado por ¢ (x). Podemos dizer que um subconjunto fuzzy F de
U é dado por um conjunto (classico) de pares ordenados:

F = {(x,F (x)),com x € U}.
O subconjunto classico de U definido por:
supp F = {x € U: pr(x) > 0},

€ denominado suporte de F e é de fundamental participacao na inter-relacdo entre as teorias de
conjuntos cléssicos e fuzzy.

Entdo, o conjunto suporte de um subconjunto F € o conjunto formado pelos elementos
do conjunto universo de U cujo o grau de pertinéncia ndo é nulo em F. Analisando a Figura
3.2, iremos perceber que, diferentemente do subconjunto fuzzy, o suporte do subconjunto crisp
coincide com o préprio conjunto.
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Figura 3.2 — llustragao de Subconjuntos Fuzzy e Crisp.

Xr

11 /\SOF 1 o -

(@) Subconjunto fuzzy. (b) Subconjunto crisp.

Fonte: Adaptado de (BARROS; BASSANEZI, 2006).

Definicao 3.3. Dois subconjuntos fuzzy A e B de U sao iguais se suas fungdes de pertinéncia
coincidem, isto €, se 4 (x) = g (x) paratodo x € U. Quando p, (x) < g (x) paratodo x € U
dizemos que A é subconjunto fuzzy de B, e escrevemos A C B.

Note que a fungao pertinéncia do conjunto vazio (@) é definida por g, = 0, em contra-
partida o conjunto universo (U) tem fungéo pertinéncia ¢ (x) = 1, para todo x € U. Portanto,
concluisse que ) C Ae que A C U para todo A.

Exemplo 3.2. Consideremos o subconjunto A dos nimeros reais "proximos de 3". Temos, entao:
A={x € R: x¢é proximo de 3}.

Como vimos anteriormente, neste caso, teriamos uma resposta incerta, pois nao sabemos até
que ponto um numero é considerado proximo de 3. Vamos entéo definir, a fungéo ¢, : R — [0, 1],
que associa cada x real a um valor préximo ao 3, como:

(x) = (1—|x—3|), se2<x<4
T 0, se x ¢ [2,4]

A representacao grafica de 4 € um grafico de pertinéncia triangular que representa o
“préximo de 3”, como vemos na Figura 3.3
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Figura 3.3 — Grafico do Exemplo 3.2

xr

Fonte: Adaptado de (BARROS; BASSANEZI, 2006).
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Podemos observar que ¢4 (3,5) = 0,5 e ¢4 (4,5) = 0. Dizemos entdo que x = 3,5 esta

proximo de 3, com grau de pertinéncia 0, 5, e que x = 4,5 ndo é préximo de 3, pois tem grau de

pertinéncia 0.

Poderiamos definir uma outra funcéo de pertinéncia de proximidade a 3, do tipo gaussiana

(Figura 3.4):

Ba(x) = e *,

Figura 3.4 — Grafico da fungéo do tipo gaussiana.

T -
1 2 3 4 5 6 T

Fonte: Adaptado de (BARROS; BASSANEZI, 2006).

Também poderia ser representado pela fungéo de pertinéncia trapezoidal:

Aa(x)

(

0, sex <2
2x —4, se2<x<2,5
= 1, se2,5<x<3,5 ,
8—-2x, se3,5<x<4

0, sex >4
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dada pela Figura 3.5.

Figura 3.5 — Grafico da funcgéo do tipo trapezoidal.

|=
o 1 2 3 4 5 6 X

Fonte: Adaptado de (BARROS; BASSANEZI, 2006).

Note que a caracterizagcao de proximidade é subjetiva e depende da funcao de pertinéncia
(ou seja, ser proximo de 3 € subjetivo). A subjetividade esta na escolha do raio de uma vizinhanga
pré-determinada de 3, e essa fungao pode ser representada de maneiras diferentes, dependendo
de como se quer avaliar o termo “préximo”.

E importante dizer que ndo h& regras ou procedimentos ao escolher uma fungdo de
pertinéncia. As mais utilizadas sao: triangular, trapezoidal, gaussiana e em forma de “S”.

Definicao 3.4. Uma fungao de pertinéncia triangular pode ser caracterizada por trés parametros:
a, m e b; e possuem expressao analitica geral expressa por:

/

0, sex<a
X—a
p= , sea<x<m
pax)=¢ P2 :
, sem<x<b
b—m
0, sex>b

\

onde m é o valor modal, e a, € b denotam o limite inferior e superior, respectivamente, dos

valores de @4(x) # 0.

Definicao 3.5. Uma funcao de pertinéncia trapezoidal pode ser caracterizada por quatro para-
metros: a, m, n e b; e possuem expressao analitica geral expressa por:

¢

0, sex<a

X—a

, sea<x<m
m—a

palx) = 1, sem<x<n
b—x

, sen<x<b
b—n

0, sex>>b
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Definicao 3.6. Uma funcao de pertinéncia em forma de S, pode ser expressa por trés parametros:
a, me b e é representada pela expressao:

0, sex<a
x—a\?
2( ) sea< x<m
b—a
walx) = X — b\2 .
1—2( ) sem<x<b
b—a
1, sex>b

a+b
0 ponto m = > € o ponto de inflexdo da fungéo S.
Definicao 3.7. A fungéo de pertinéncia gaussiana, também conhecida por ter o formato de sino,
pode ser expressa por trés pardmetros: a, u e b e é representada pela expressao:

O = e—k(x—m)2

onde k> 0 e m é o valor modal.

Vamos agora inserir uma notagao para conjuntos fuzzy com suporte finito ou enumeravel.

Seja A um conjunto fuzzy contido em um conjunto universo finito U. Sejam x;, Xo, X3, ... , X,
elementos de supp A e sejam ay, a», as, ..., @, 0 grau de pertinéncia de cada elemento ao conjunto
A, respectivamente. Entao, A é denotado da seguinte forma:

n
A= a1/X1 + ag/Xg + 33/X3 +---+ a,,/x,, = Za,'/x,'.
i=1
Se A for um conjunto infinito e enumeravel, entdo denotamos,
o0
A= a1/x1 + ag/Xg + 33/X3 + = Za,-/x,-.
i=1

O simbolo (/) é usado apenas para associar 0 elemento do conjunto universo U respectivamente
a seus graus de pertinéncia ao conjunto fuzzy A. O sinal (+) ndo significa adicao, e apenas
conecta os elementos do grupo, ou seja, indica que os pares grau de pertinéncia/elemento
coletivamente formam um conjunto fuzzy. Assim o >~ também n&o indica somatorio. Os simbolos
servem para conectar os elementos do conjunto universo U, que estdo contidos em A, com seus
respectivos graus de pertinéncia.

Exemplo 3.3. Consideremos a representacdo dos dados como na Tabela 3.1, dos estudantes e
0 seu respectivo grau de estudo.

Podemos, entao, representar o subconjunto fuzzy dos Estudantes (E) da seguinte forma:

E = 0,9/Féabia + 0,8/Gabriela + 0, 7/Marli + 0, 4/Gerson.
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Tabela 3.1 — Exemplo 3.3.

Estudante | Grau de Estudo
Fabia 0,9
Gabriela 0,8
Marli 0,7
Gerson 0,4

Fonte: Propria autora.

3.2 OPERAGOES COM SUBCONJUNTOS FUZZY

A seguir, estudaremos as operagdes basicas entre conjuntos fuzzy: unido, intersec¢ao e

complementacgéo.
Sejam A e B dois subconjuntos fuzzy de U com fungdes de pertinéncia indicadas por ¢,

e g, respectivamente.

Definicao 3.8. A unido entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja fungao de pertinéncia é
dada por:
waus(X) = max{pa(x), ps(x)}, Vx € U.

Note que esta definicdo é uma extensdo do caso classico. De fato, considerando dois

conjuntos A e B classicos de U, temos:

1, sexe AouxeB
maX{XA(X), XB(X)} {

0, sex¢Aex¢B

1, sexe AUB
0, sex¢ AUB

XAUB(X) , Vx e U.

Definicao 3.9. A intersecgao entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja funcao de pertinéncia
€ dada por:
©ans(x) = min{pa(x), pa(x)} Vx € U.

Observe que esta definicdo € uma extensao do caso classico. De fato, considerando dois
conjuntos A e B classicos de U, temos:

1, sexeAexeB

min{xa(x), xa(x)}
0, sex¢ Aex¢ B

1, sexeANB
sex¢ ANB

Il
—N—
o

Xans(X) , Vx € U.
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Definicdo 3.10. O complementar de A é o subconjunto fuzzy A’ de U cuja funcéo de pertinéncia
€ dada por:

pa(x) =1 —pa.
E, se considerarmos um conjunto A classico de U, temos:

pa(X) = 1—palx)

1, sex¢ A
- 0, sexc A
= xa(Xx).

Observagao: Para o conjunto universo U temos xy(x) = 1 e para o conjunto vazio () temos
xo(x) = 0, para todo x € U.

Exemplo 3.4. Considere os subconjuntos fuzzy A e B com as suas respectivas fungbes de

pertinéncia:
(1—[x—3|), se2<x<4
walx) =
0, se x ¢ [2,4]
(0, sex<3
x—3, se3<x<4
wp(x) = 6 —x

, se4<x<6

2
0, sex >6

representadas graficamente na Figura 3.6. As representacdes graficas das operagbes de unido,
intersecgcao e complemento das fungdes de pertinéncia ¢4 e g estao representadas nas Figuras
3.7,3.8e3.9.

Figura 3.6 — Representacéo gréfica das fungdes de pertinéncia ¢4 e 5.

A

0.5+

-
5 6 U

Fonte: Prépria autora.
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Figura 3.7 — Representagao grafica da operagao de unido entre os subconjuntos fuzzy A e B.

Fonte: Propria autora.

Figura 3.8 — Representagao grafica da operagao de intersecgao entre os subconjuntos fuzzy A e B.

1 N A,
S / \\
;N . ANnB
/N .
’ \\’ \\
05 +——=-=-=-=----- ity Sl B S il
’ \
/ \\
/I \\
L S
0 1 2 3 4 5 6 7 8 U 9

Fonte: Propria autora.

Figura 3.9 — Representacgao grafica do complemento do subconjunto fuzzy A.

Fonte: Propria autora.

Exemplo 3.5. (BARROS; BASSANEZI, 2006, 27) Na Tabela 3.2 sao apresentadas as operacoes
de unido, intersecg¢do e complemento baseado em um conjunto universo U de cinco pacientes,
identificados por 1, 2, 3, 4 e 5, que apresentam sintomas de febre e mialgia, expressos pelos
subconjuntos fuzzy A e B, respectivamente.
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Tabela 3.2 — llustragédo das operagdes entre subconjuntos fuzzy do Exemplo 3.5

Paciente | Febre: A Mialgia:B AUB ANB A ANA AUA
1 0,7 0,6 0,7 0,6 0,3 0,3 0,7
2 1,0 1,0 1,0 1,0 0,0 0,0 1,0
3 0,4 0,2 0,4 0,2 0,6 0,4 0,6
4 0,5 0,5 0,5 0,5 05 0,5 0,5
5 1,0 0,2 1,0 0,2 0,0 0,0 1,0

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2006, 27).

Os valores apresentados nas colunas, exceto o da primeira (Paciente), representam os
graus com que cada paciente pertence aos conjuntos fuzzy A, B, AUB, ANB, A, AnNAe
AU A, respectivamente, onde A e B sdo dados fornecidos para exemplificar as definigdes 3.7,
3.8 e 3.9. Na coluna AN A’, o valor 0, 3 indica que o paciente 1 esta tanto no grupo A (Febre)
como no grupo B (Mialgia), que na teoria classica de conjuntos é um absurdo, pois a lei do
terceiro excluido determina que AN A" = ().

A seguir vamos demonstrar uma série de propriedades envolvendo as operagoes entre
subconjuntos fuzzy, sintetizadas na Tabela 3.3.

Tabela 3.3 — Propriedades das operagdes dos subconjuntos Fuzzy

ANB = BNA

Comutativa
AUB = BUA
L (AUB)UC = AU(BUCOC)
Associativa
(AnNB)NC = AN(BNCOC)
. AUA=A
Idempoténcia
ANA=A
. AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
Distributiva
AUBNC) = (AUBN(AUC)
. AU = A
Identidade
ANU = A
- AulU = U
Absorcao por Ue ()
AND = 0

(ANBY = AUB

De Morgan
g (AUB) = ANnF

Fonte: Adaptado de (NICOLETTI; CAMARGO, 2011).

Proposicao 3.1 (Comutatividade). Se A e B sdo dois conjuntos fuzzientao AN B=BNAe
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AUB=BUA.

Demonstracdo. Devemos mostrar que @ s(X) = @sual(X) € ©ans(X) = ppna(x) para todo x.
Aplicando a definicdo de unido de conjuntos fuzzy temos:

waus(x) = max[pa(x), pa(x)] = max [ps(x), pa(x)] = Ysua (X).

Aplicando agora a definicao de intersecéo de conjuntos fuzzy temos

©ans(X) = min [pa(x), pa(x)] = min[pa(x), Ya(X)] = Yana(X).

AssmANB=BNAeAUB=BUA. O

Proposicao 3.2 (Associatividade). Se A e B sdo dois conjuntos fuzzi entdo (AUB)UC = AU(BUC)
e(ANB)NC=AN(BNCOC).

Demonstragdo. Pela definigdo de unido, temos que:

wausue) (X) = max [pa (X), piuc) (X)]

max [pa (x), max g (x), c (X)]I.

Por outro lado,

max [paus (X), ¢ (X)]

max [max [¢a (X), ¢ (X)], pc (X)].

Yausuc (X)

Agora, vamos considerar as seguintes possibilidades entre as trés funcdes de pertinéncia,
teremos entdo os seguintes casos:

a) palx) < wa(X) < wc(X)
b) pa(x) < @o(x) < wp(X)
¢) wa(X) < walX) < @c(x)
d) pa(x) < pc(x) < @alx)
e) wclX) < @a(x) < pa(x)

f) we(x) < ws(X) < walX)

Demonstraremos para o primeiro caso, os demais sdo analogos.
Para o caso (1), tem-se:

waueuc) (X) = max [pa (X), pBuc) (X)]
max [pa (X), max [pg (X), pc (X)]]
max [©a (X), oc (X)]

e (X)
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YuauBue) (X) = max [paus (X), pc (X)]
= max [max [pa (X), ps (X)], pc (X)]
= max [p5 (X), pc (X)]
= pc (X).
Portanto, AU (BU C) = (AU B)U C.
Agora pela definicdo de interseccao, temos:
Yungne (X) = min[pans (X), vc (X)]
= min[min[pa (X), g (X)], pc (X)].
Por outro lado,
©aniene) (X) = min[pa (x), panc (X)]
= min[pa (X), min g (X), pc (X)]]-
Novamente, vamos considerar todas as possibilidades entre as trés funcdes de pertinéncia,
teremos entdo os seguintes casos:
a) palX) < pa(x) < @c(X)
b) wa(x) < po(x) < wa(x)
c) @a(X) < walX) < @c(X)
d) va(x) < wc(X) < @alx)
e) pc(x) < palx) < ea(x)
f) wc(x) < pa(x) < palx)
Demonstraremos para o primeiro caso, 0s demais sdo analogos. Para o caso (1), tem-se:
Yunene (X) = min[pans (X), pc (X)]
= min[min[pa (X), g5 (X)], pc (X)]

= min[pa (x), o5 (X)]
= SOA (X)!

Yanene) (X) = min[pa (x), ¥enc (X)]
= min[pa (x), min [¢g (X), ¢ (X)]]
= min[pa (x), 5 (X)]
= @a(X).
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Portanto, AN (BN C)=(ANB)N C. O]
Proposicao 3.3 (Idempoténcia). Se A é um conjunto fuzzientGio AUA=AeANA=A.

Demonstracdo. Devemos mostrar que waua(X) = @a(X) € pana(X) = @a(x) para todo x. Aplicando
a definicdo de unido de conjuntos fuzzy temos:

waualX) = max[pa(x), pa(x)] = pa(x).

Aplicando a definicdo de intersecao de conjuntos fuzzy temos:

©ana(X) = min[pa(x), pa(X)] = ©a(x).

Assm AUA=Ae ANA=A O
Proposicao 3.4 (Distributividade). Se A, B e C sdo conjuntos fuzzi entdo AN (B U C) =
(ANB)UANC)eAU(BNC)=(AUB) N(AUC).

Demonstraggo. Devemos mostrar que @ anisuc)(X) = ©uansuanc)(X) € Yauence)(X) = Yausnauc)(X)
para todo x. Para isso vamos ter que considerar todas as possibilidades de ordem entre as trés
funcoes de pertinéncia envolvidas:

a) pa(x) < ws(x) < @c(x)
b) wa(x) < wc(X) < ps(X)
¢) ws(X) < @a(X) < @e(x)
d) vs(x) < @c(X) < @alx)
e) pc(X) < palx) < @p(x)
f) wclx) < pa(X) < @al(x)
Vamos demonstrar apenas o primeiro caso. A demonstracao dos demais casos é semelhante

a do primeiro caso. Assumindo pa(x) < pg(x) < @c(X) e aplicando as definicdes de uniéo e
intersecéo de conjuntos fuzzy temos:

waneuey(x) = min[pa(x), suc(X)]
= min[pa(x), max[ps(X), pc(X)]]
= min[pa(X), pc(x)]
= valx)

©uanBuanc)(X) = max[pans(X), panc(X)]
= max[min [pa(x), ¥a(X)], min[pa(x), pc(X)]]
= max[pa(x), pa(x)]
= pax)
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Por outro lado
©ausno)(X) = max[pa(x), panc(X)]

= max [pa(x), min [pa(X), ec(x)]]
= max [©a(x), pa(X)]
= pB(X)

YuauBnaue)(X) = min[paus(X), pauc(x)]
= min[max [pa(x), ps(x)], max[pa(x), pc(x)]l
= min [p5(X), pc(x)]
= p5(X).

Proposicao 3.5 (Identidade). Se A é um conjunto fuzzientio AU =AeANU = A.

Demonstracdo. Devemos mostrar que ©a,p(X) = ©a(X) € panu(X) = pa(x) paratodo x. Aplicando
a definicdo de unido de conjuntos fuzzy temos:

Paup(X) = max [pa(x), po(x)] = max[pa(x), 0] = pa(X).

Aplicando a definicdo de intersecao de conjuntos fuzzy temos:

©anu(X) = min[pa(x), euy(x)] = min [pa(x), 1] = pa(x).
AssimAUD=Ae ANU=A. O

Proposicéo 3.6 (Absorgao por U e (). Se A é um conjunto fuzzy entio AND =0 e AU U = U.

Demonstragcdo. Devemos mostrar que @ aqg(X) = ©g(X) € wauu(X) = pu(x) paratodo x. Aplicando
a definicdo de unido de conjuntos fuzzy temos:

©auu(X) = max [pa(x), pu(x)] = max[pa(x), 1] = 1 = py(x).

Aplicando a definicdo de intersecao de conjuntos fuzzy temos:

©an0(x) = min [pa(x), pg(x)] = min [pa(x), 0] = 0 = Yp(x).
AssimAND=0e AU U = U. O

Proposicédo 3.7 (Leis De Morgan). Se A e B sdo conjuntos fuzzy entdo (AN B) = A UB e
(AUBY =A'NB.

Demonstragdo. Devemos mostrar que ¢ansy (X) = waus (X) € @ausy (X) = pans (X) para todo x.
Para tal, vamos precisar das seguintes propriedades de maximo e de minimo envolvendo duas



fungdes ¢ e 1) com imagens em R.

max [p(x), ¥ (x)]
min [p(x), ¥(x)]

i) + () + o) — Y]
() + () = [p(x) = Y(x)]]

Nl= N =

Aplicando as definicdes de unido e intersecdo de conjuntos fuzzy temos

oaup(X) =

Por outro lado,

oanp(X) =

Assim (AN B

max [ (X), ppr (X)]
max [1 — pa(x), 1 — pp(x)]

% 1= a0 + 1 — 9a(x) + (1 — 0alx) — (1 — ps(x))]]
%. [2 — pa(x) — pB(x) + |[—pa(x) + ©a(x)|]

%- [2 = (ax) + 8(x) — |—a(x) + pa(x)])]

% - [2 = (walx) + wa(x) — |palx) — s(X)])]

1 — min[pa(X), ps(x)]

1 — pans(X)

Pansy (X)

min [ (X), s (X)]
min[1 — pa(x), 1 — pp(x)]

_ %.[1_%()“—@3 )= 1(1 = @alx) — (1 = @6(x))]]
= 5 2 oA — a0 — a0 + 0]
} %.[2_(%( X) +95(x) + [—0a(X) + 25(0)])]
= 5[ (900 + 9800 + oa) — 960))]
= 1 —max[pa(x), pa(x)]
= 1 —pas(X)
= Pausy(X)
=AUBe(AUB/=ANB.

33
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3.3 O CONCEITO DE a-NiVEL

O conceito de a-nivel € uma maneira de identificar subconjuntos do conjunto universo por
meio da restricdo de seus graus de pertiéncia (NICOLETTI; CAMARGO, 2011).

Um a-nivel de A C U é um subconjunto classico de U cujos elementos sdo imagens,
pela fungédo de pertinéncia de A, maior que um determinado valor limiar ou nivel o € [0, 1].

Definicao 3.11. Seja A um subconjunto fuzzy de U e o € (0, 1]. O a-nivel de A é o subconjunto
classico de U definido por:
[A = {x € U] pa(x) > a}.

Definicao 3.12. Seja A um subconjunto fuzzy definido em um conjunto universo U. O a-nivel
zero é definido como fecho do suporte de A, isto &, [A]° = supp (A).

Exemplo 3.6. Sejam U = R e A um subconjunto fuzzy de R com a seguinte fungao de pertinéncia:

0, caso contrario
x—4, se4< x<5
1, seb5<x<6
7—x, se6<x<7

Seja 0 < a < 1 um nivel fixado. Como pa(x) =1 parad < x < 6 e pa(x) =0parax < 4ou
x > 7, segue que [A]“ é um intervalo contido em [4, 7] que contém o intervalo [5, 6]. Se x € [4, 5]
temos pa(x) =x —4 > a,ou seja, x > a+4;se x €16,7]temos pa(x) =7 — x > «, ou seja
x <7 — «. Portanto, para 0 < a < 1 temos:

[AY = [a+4,7 — al.

Se o = 0 temos:
[Al° = StppA = 14,7 = [4,7].



35

Figura 3.10 — Representagao grafica do a-nivel de um conjunto fuzzy A.

P1T -
o> Y N

Fonte: Propria autora.

Exemplo 3.7. Seja A=0,2/x; +0,3/x2 +0,5/x3 + 0,6/, + 0,9/x5 um subconjunto fuzzy.
O conjunto A esta associado a cinco a-niveis:

o [A’? = {Xy, X, Xa, X4, X5 } ;

o [A” = {X, X5, X4, X } 5
o [A* = {X3, X4, X5} ;

o [A° = {Xa, x5}

o AP = {x5}.

Definicao 3.13. Dado um conjunto fuzzy A definido em um conjunto universo U, o conjunto
core de A é o conjunto classico que contém todos os elementos de U que possuem grau de
pertinéncia igual a 1 em A. Temos entao:

core (A) ={x € Ulpa(x) = 1}.
Neste caso, tem-se core (A) = [A]'.

Defini¢ao 3.14. Um subconjunto fuzzy é dito normal se todos seus a-niveis forem nédo vazios,
ou seja, se [A]' # 0.

Exemplo 3.8. O grafico, representado na Figura 3.11, ilustra o a-nivel, o suporte e o core de um
conjunto fuzzy A representado pela seguinte funcao de pertinéncia trapezoidal:
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0, se0<x <1
x—1, sel<x<2
wa(x) = 1, se2 < x<3 .
—Xx+4, se3<x<4

0, sed < x<5

Observamos que o conjunto também é normal, pois a funcao é continua e existe x € U tal que
QOA(X) =1.

Figura 3.11 — Representacao grafica do a-nivel, do suporte e do core de um conjunto fuzzy A.

[ S e T

I Suporte

45 5

Fonte: Propria autora.

Teorema 3.1. Sejam A e B subconjuntos fuzzy do conjunto universo U. Uma condigdo necessaria
e suficiente para que A = B é que [A]* = [B]“ para todo « € [0, 1].

Demonstracdo. A necessidade decorre do fato de que se A = B entdo pa(x) = @g(x) para todo
x € U e, consequentemente, [A]® = [B]“ para todo o € [0, 1]. Para demonstrar a suficiéncia,
vamos mostrar que se A # B entdo existe ag € [0,1] com [A]* # [B]*°. Se A # B entdo

existe x, € U tal que pa(xo) # ps(X). Podemos supor, sem perda de generalidade, que
wa(Xo) < ©B(X). Tomemos entdo g = pp(Xy). Temos:

Xo & [AI = [A]P2™) = {x € U | pa(x) > ¢5(x)} ,

Xo € [B]* = [B]7**) = {x € U| ps(x) > ¢5(x)} -

Logo, [A]*® + [B]®. O

Corolario 3.1. A funcao de pertinéncia o de um conjunto fuzzy A pode ser expressa em termos
de fungbes caracteristicas de seus «-niveis, isto é,

@alx) = sup {min[a, x4 (X1},
acl0,1]
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em que xae(x) = 1 se x € [A]” e xae(x) =0 se x & [A]".

Proposicao 3.8. Se A e B sdo subconjuntos fuzzy entao, para todo o € [0, 1], tém-se:
i) [AU B]* = [A]* U [B]”.
i) [AN B]* = [A]* N[B]*.

Demonstracédo. i)
Se x € [AU B]” entao paup(x) > a. Como waus(X) = max {pa(x), ps(x)} segue que pa(x) > «
ou pp(x) > a. Portanto x € [A]” U [B]“. Por outro lado, se x € [A]* U [B]® entdo x € [A]” ou
x € [B]”. Logo wa(X) > « ou pg(x) > a. Desse modo, max {@a(x), va(X)} > «a, paus(X) > ae
x € [AU B

ii) E analoga a demonstracao de /). O

3.4 PRINCIPIO DE EXTENSAO

Principio de Extensédo € o nome dado para o método de extensdo proposto por Zadeh, na
qual promove a extensao de conceitos matematicos classicos para conceitos fuzzy.

O Principio de Extensao tem por objetivo indicar como deve ser a imagem de um sub-
conjunto fuzzy A de X por meio de uma fungéo cléssica f : X — Z. Assim espera-se que esta

imagem seja um subconjunto fuzzy de Z.

Defini¢ao 3.15. Sejam f : X — Z e A um subconjunto fuzzy de X. A extensdo de Zadeh de f é
a fungéo?que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy A(A) de Z, cuja fungao de pertinéncia é
dada por:

sup {pa(x)} se ' (z)#0
(P?(A)(Z) = f=1(2) y
0 se F'z)=0

em que f'(2) = {x : f(x) = z} denomina-se a pré imagem de z.

Exemplo 3.9. Seja A=0,3/1+0,4/2+0,5/3+0,7/4+0,9/5 um conjunto fuzzy e a fungéo
f(x) = x* + 1. Vamos determinar o conjunto fuzzy A(A). Neste exemplo temos:

® va(1)=0,3;
® va2) =0,4;
® ©a3)=0,5;
® va(4)=0,7;

® ©4(5)=0,9;
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e va(x)=0,sex ¢ {1,2,3,4,5}.
Como f(1) = 2,f(2) = 5,f(3) =10, f(4) = 17, f(5) = 26, temos:

* 0302 = sup {pa(x)} = sup {wa(x)} = pa(1) = 0,3;
xef~1(2) xe{1}

® ©;4(d) = sup {wa(x)} = sup {@a(x)} = pa(2) = 0,4;
xef=1(5) xe{2}

® v;(10) = sup {pa(x)} = sup {@a(x)} = va(3) =0,5;

xef=1(10) xe{3}

* ©in(17) = sup {pa(x)} = sup {pa(x)} = a(4) =0,7;
xef=1(17) xe{4}

SOT(A)(26) = sup {pa(x)} = sup {pa(x)} = pa(5)=0,9;

xef—1(26) xe{5}

* ©54(2) =0,se x ¢{2,5,10,17,26}.

Portanto,
7(A) = 0,3/2 + 0,4/5 + 0,5/10 + 0,7/17 + 0,9/26.

3.5 RELACOES FUzzY

Em uma relacao classica é indicado se existe ou ndo algum tipo de associacao entre
os objetos apresentados, enquanto que uma relacao fuzzy, além de indicar se ha ou nao tal
associacao, indica também o grau dessa relagao.

A relacao fuzzy atribui um valor do intervalo [0, 1] as associacdes entre elementos que
fazem parte da relagao.

Definicao 3.16. Uma relacao fuzzy R sobre U; x U, X --- X U, é qualquer subconjunto fuzzy
de U; x U, x --- x U, Assim, uma relacao fuzzy é definida por uma funcao de pertinéncia
QDR:U1 X U2>< oo X U,,—>[0,1]

Se o produto cartesiano for formado por apenas dois conjuntos, U; e U,, a relacao é
chamada de fuzzy binéria sobre U; x U..

O produto cartesiano é uma relacao fuzzy importante no ponto de vista de projecao
(inferéncia), com o objetivo de se tomar decisao.

Esta operagao ¢ similar a intersecgao, a diferenga esta nos conjuntos universos envolvidos.
Na operacgao de intersecgao os subconjuntos fuzzy sdo de um mesmo universo. Ja no produto
cartesiano eles podem ser diferentes.

Definicao 3.17. O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy A, A,, ..., A, de U, Us, ..., U,
respectivamente, é a relacao fuzzy A; X A, X --- X A,, cuja funcao de pertinéncia é dada por:

DAr x Ap - xAn(X1s Xoy =+ s Xn) = @4, (X1) N\ ©ay(X2) A== A a,(Xn),
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onde A representa o minimo.

Vamos analisar um exemplo de um diagnoéstico médico a partir de dados extraidos do
Exemplo 3.5.

Exemplo 3.10. Suponha que um conjunto universo U seja composto por cinco pacientes,
identificados por 1, 2, 3, 4 e 5, que apresentam sintomas de febre e mialgia, conforme a Tabela
3.4.

Tabela 3.4 — llustragao de pacientes com febre e mialgia .

Paciente | Febre: F  Mialgia: M
1 0,7 0,6
2 1,0 1,0
3 0,4 0,2
4 0,5 0,5
5 1,0 0,2

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2001, 64).

Algumas doengas podem apresentar sintomas como febre ou dor muscular (mialgia), com
intensidades diferentes. Assim o médico para fazer o diagndstico parte desses sintomas que sao
as caracteristicas de cada doencga. Para indicar o quanto o paciente esta propenso a ter gripe,
iremos definir um grau de pertinéncia ao conjunto de sintomas febre e mialgia. Por exemplo, o
paciente 1 tem uma temperatura x cuja pertinéncia ao conjunto febre F € ¢g(x) = 0,7 e tem um
valor y de mialgia com pertinéncia ¢y (y) = 0, 6.

Vamos entdo verificar o grau de pertinéncia para gripe de cada paciente.

Chamaremos os pacientes 1,2, 3,4 e 5, respectivamente de Py, P», Ps, P, € Ps.

® Vgripe P (X, ¥) = r(X) N m(y) =0,7 N 0,6 =0,6;
® Vgripe P, (X, ¥) = 0r(X) N pm(y) =1,0A1,0=1,0;
® Vgripe Ps(X, ¥) = 0r(X) N pm(y) =0,4N0,2=0,2;
® Pgipe Pi(X: ¥) = Pr(X) A pm(y) = 0,51 0,5=0,5;
® Vgripe s (X, ¥) = Pr(X) A pu(y) =1,0A0,2=0,2.

Podemos perceber que o P; esta no subconjuto fuzzy dos febris com mialgia, tendo grau
de pertinéncia 0, 6; que coincide com o grau de seu diagndstico para gripe. Também notamos
que o P, estd com o maior grau de pertinéncia do subconjunto fuzzy dos pacientes com sintomas
de gripe, tendo grau de pertinéncia 1, 0.
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A representacao de uma relagao fuzzy bindria em X x Y, quando X e Y sdo finitos, é
dada por uma tabela ou por uma matriz.

Quando relagbes sao representadas por matrizes é preciso primeiro considerar uma
ordenacao dos elementos do conjunto que definem a relagao.

Sejam X = {x1, X0, ... Xm} € Y = {y1, ¥, ..., ¥n} € a relagéo fuzzy R sobre X X Y com
fungdo de pertinéncia dada por pg(x;, y;) = rparal <i<nel <j<m.

A representacao da relacao fuzzy R esta na Tabela 3.5 ou na forma matricial:

1 n2 ... nNp

r2‘| r22 s r2n
R:

rmi Ime ... I'mn

mxn

Tabela 3.5 — Representagcéo em tabela da relagéo fuzzy R.

R|1Yy Y ... Y,
Xi | i hz .. I
X2 >4 Ioo Ion
Xm I'm1 I'me I'mn

Fonte: Adaptado de (BARROS; BASSANEZI, 2001).

Definicao 3.18. Seja R uma relagéo fuzzy binéria definida em X x Y. A relagéo fuzzy binaria
inversa R, definida em Y x X, tem fungdo de pertinéncia gz : Y x X — [0, 1] dada por

YR-1 (y! X) = SOH(X! y)
Como wg-1(y, X) = Yg(x, y), podemos notar que R~ representa a transposta de R. Por

esse motivo alguns textos de Logica Fuzzy adotam o termo relacdo transposta no lugar de
inversa. Assim a matriz que representa a relagdo R~ é dada por:

ry v . I'm

o rloo ... Ime
R =

n rop ... I'mn

Exemplo 3.11. Sejaarelagdo R: X x Y — [0,1],emque X = {x,y,z} e Y ={a, b, c,d}, cuja
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representacao matricial é:
0,2 0,5 0,3 0,6
R=10,7 0,8 0,2 0,1
0,1 0,5 0,4 0,9

Portanto, a relagéo transposta ou inversa, R~' : Y x X — [0, 1] é representada pela matriz:

0,2 0,7 0,1
0,5 0,8 0,5
0,3 0,2 0,4
0,6 0,1 0,9

Para modelos fuzzy definiremos duas operagoes: t-norma e t-conorma. Essas operagoes
facilitam a representacao das conexdes logicas “e€” e “ou” usadas com frequéncia.

Definicao 3.19. Uma norma triangular € uma operacdo A : [0,1] x [0,1] — [0, 1], em que
denotamos A(a, b) = aAAb, se satisfizer as seguintes condicdes:

(i) Comutativa: aAb = bAa;

(i) Associativa: aA(bAc) = (aAb)Ac;
(iii) Elemento Neutro: existe e € [0, 1] tal que alAe = a para todo a € [0, 1];
(iv) Elemento Nulo: existe u € [0, 1] tal que aAu = u para para todo a € [0, 1];

(v) Monotonicidade: Se a < ce b < d, entdo aAb < cAd.

Proposicao 3.9. O operador.
A:[0,1] x [0,1] = [0,1] , (a b)— aA b=min{a, b},

€ uma norma triangular com elemento neutro e = 1 e elemento nulo u = 0. Esse operador é
chamado de t-norma que modela o conectivo I6gico “e”.

Demonstragdo. A comutatividade decorre do fato de que:
aAb=min{a b} =min{b,a} =bA a.
A associatividade decorre do fato de que:

(@aAnb)Ac = min{(aAb),c}
= min{min{a, b}, c}
= min{a, b, c}
= min{a, min{b, c}}
= min{a, b A c}
= aN(bAc).



O elemento neutro decorre do fato de que:
aN1=min{a 1} = a
O elemento nulo decorre do fato de que:

aA0=min{a 0} =0.

A monotonicidade decorre do fatode quese a< ce b < d. Assim,se a< be ¢ < d, entdo:

alAb=aAb=min{a, b} = a,

cAd=cAd=min{c,d}=c.

Como, por hipétese, a < c, tem-se que alAb < cAd.
Sea<bed<c,entdo:

alAb=aAb=min{a, b} = a,

cAd =cAd=min{c,d} =d.

Sendo a < be b < d (por hipétese), entdo a < d e, consequentemente, aAb < cAd.
Seb<aed<c,entao:

alAb=aA b=min{a, b} = b,

cAd =cAd=min{c,d} =d.

Sabendo, por hipétese, que b < d, entdo aAb < cAd.
Seb<aec<d,entao:

alAb=aA b=min{a, b} = b,

cAd =cAd=min{c,d}=c.

Como b < ae, por hipétese, a < ¢, entdo b < ¢, entdo aAb < cAd.

42

Portanto, como todos os casos sao verificados, entdao a monotocidade é observada, de

formaque se a < ce b < d, entdo aAb < cAd.

Por fim, como as propriedades de (i) a (v) sdo observadas, temos que o operador

A(a,b) = a/\ b =min a, b satisfaz as condi¢des para ser t-norma.

Proposicao 3.10. O operador.

V:[0,1] x [0,1] = [0,1] , (& b)+— aAb=max{a, b},

O
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é uma norma triangular com elemento neutro e = 0 e elemento nulo u = 1. Esse operador é
chamado de t-conorma que modela o conectivo ldgico “ou”.

Demonstragdo. A comutatividade decorre do fato de que:
aVb=max{a b} =max{b,a} =bV a.
A associatividade decorre do fato de que:

(avb)Vve = max{(aVb),c}
= max{max{a, b}, c}
= max{a, b, c}
= max{a, max{b,c}}
= max{a, bV c}
= aVv(bVo).

O elemento neutro decorre do fato de que:
aVv0=max{a 0} = a
O elemento nulo decorre do fato de que:
aVimax{a 1} =1.
A monotonicidade decorre do fato de que: se a < ce b < d entéo:
aV b=max{a b} <max{c,d} =cVd.

O

O proximo capitulo traz os Sistemas Baseados em Regras Fuzzy, considerando as
Relacoes Fuzzy, Conectivos Logicos, Variaveis Linguisticas e o Método de Inferéncia de Mamdani.
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4 SISTEMAS BASEADOS EM REGRAS FUZzY

Acdes humanas exercem controle sobre uma ampla variedade de sistemas no mundo
real através de informagdes que podem ser imprecisas. Cada individuo recebe informagdes que
sdo interpretadas de acordo com seus proprios parametros €, em seguida, toma decisdes sobre
quais atitudes tomar. Para realizar o controle e a execucao de tarefas, & necessario seguir uma
sequéncia de “ordens linguisticas” que sao traduzidas por um conjunto de regras e podem ser
codificadas por um controlador. Neste contexto que introduzimos o conceito de sistema fuzzy.

Basicamente, as etapas fundamentais de um sistema baseado em regras fuzzy sdo: um
médulo de fuzzificacao (processador de entrada), um conjunto de regras linguisticas (composto
pelas proposi¢des fuzzy), um mddulo de inferéncia fuzzy (cada proposigéo fuzzy é traduzida
matematicamente) e um médulo de defuzzificagdo (um processador de saida, que gera um
numero real como resultado) (PEIXOTO, 2005).

O Figura 5.1 ilustra 0 esquema geral de um controlador fuzzy.

Figura 4.1 — Esquema geral de um controlador fuzzy.

_ Base de ,
Conjuntos Conjuntos
Regras
X Fuzzy Fuzzy cy
X € . . y
Modulo de Modulo de
— > T _em_X_» _em_Y_» >
Fuzzificacao Defuzzificagéo
Modulo de
Inferéncia
Fuzzy

Fonte: (PEIXOTO, 2005).

Vamos descrever, de forma sucinta, cada etapa:

Modulo de fuzzificacao

O fuzzificador corresponde a traducao dos componentes de entrada do sistema em
conjuntos fuzzy. Nesse estégio, a participacdo de especialistas no fendmeno a ser modelado é
crucial. Juntamente com os especialistas, as fungdes de pertinéncia sao formuladas para cada
conjunto fuzzy envolvido no processo. Mesmo quando a entrada pertence a um conjunto classico,
ela serd fuzzificada por meio de sua fungéo caracteristica.
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Modulo da base de regras

A base de regras é composta por proposi¢des fuzzy e consiste em catalogar as variaveis
e suas classificacoes linguisticas. Essa etapa é considerada o nucleo do sistema e pode ser
vista como um conjunto de preposi¢des linguisticas do tipo “Se... entgo...”. Com a ajuda dos es-
pecialistas, as regras sao importantes para estabelecer as relagdes entre as variaveis linguisticas.

Médulo de inferéncia fuzzy

No modulo de inferéncia fuzzy, cada proposicao é traduzida matematicamente por meio
das técnicas da logica fuzzy. Nessa etapa, sao definidas quais t-normas, t-conormas e regras de
inferéncia serdo utilizadas para obter a relacdo fuzzy que modela a base de regras. O sucesso
do controlador fuzzy depende, em grande parte, do método de inferéncia, pois ele fornece a
saida (controle) fuzzy a ser adotada pelo controlador com base em cada entrada fuzzy.

Neste trabalho, utiliza-se o Método de Inferéncia de Mamdani. Esse método é baseado
na regra de composic¢ao de inferéncia "max-min", que consiste segundo o procedimento:

e Cada regra R,, € modelada pela aplicagao A (minimo), dada pela condicional "se x € A;
entdo u é B".

e Para o conectivo "e" é utilizado a t-norma A (minimo).

e Para o conectivo "ou" é utilizado a t-conorma Vv (maximo).

A relacéo fuzzy M é um subconjunto fuzzy de X x U cuja fungéo de pertinéncia é dada
formamente por:

X, U) = max(pR;(x, u)) = max[pA;(x) N\ pB;(u)],

alx, u) = max(pRy(x, u) = max(pA(x) A pBi(u)]

em que r € o numero de regras que compde a base de regras e, A; e B; sdo os subconjuntos
fuzzy da regra j. Os graus de pertinéncia pA;(x) e pB;(x), no qual x e u estdo no subconjunto
fuzzy A; e B;, respectivamente, de modo que M é a uniao dos produtos cartesianos fuzzy entre
0s antecedentes e 0s consequentes das regras.

Médulo de defuzzificacao

O médulo de defuzzificacdo € um processo que permite representar um conjunto fuzzy
por um valor crisp (numero real).

O método utilizado neste trabalho é o centréide. Esse método de defuzzificacdo é
semelhante a média ponderada para uma distribuicdo de dados, com a diferenga de que os
passos aqui sdo os valores g (U;), que indicam o grau de compatibilidade do valor u; com o
conceito modelado pelo conjunto fuzzy B (BARROS; BASSANEZI, 2015).

O Calculo Diferencial e Integral permite que a determinacao do centréide, que no contexto
dos sistemas fuzzy implica na média das areas dos graficos que representam os graus de
pertinéncia de um subconjunto fuzzy (Figura 4.2). Tanto para os casos do dominio discreto,
quanto do continuo podem ser calculados com as equacgdes (4.1) e (4.2), respectivamente.
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oo Uips(ur)
G(B) = =0 4iPE) 4.1
B Z,Zo ws(U)) *.1)
_ Jr ups(u)du

Figura 4.2 — Defuzzificador centréide G(B).

Fonte: (BARROS; BASSANEZI, 2015).

Exemplo 4.1. Baseado em um caso apresentado em (LAGHETTO; PEIXOTO, 2013), considere
0 processo de lavagem de roupas executado. Como uma pessoa é capaz de providenciar a
lavagem de roupas sujas segundo sua concepc¢ao de limpeza, podemos estabelecer orientacbes
conforme o tipo de tecido e o tipo da sujeira, de acordo com as seguintes regras:

R;: Se o tecido é "fino"e a sujeira é “facil” entdo lava-se “pouco tempo”;

R.: Se o tecido é “fino” e a sujeira é “dificil” entao lava-se “em tempo médio”;

Rs: Se o tecido é “grosso” € a sujeira é “facil” entdo lava-se “em tempo médio”;

R4: Se o tecido é “grosso” e a sujeira é “dificil” entao lava-se “muito tempo”.

Neste exemplo, elaboramos os conjuntos fuzzy das variaveis de entrada tecido=({fino,
grosso} (Figura 5.2) e sujeira={facil, dificil} (Figura 5.3) e da variavel de saida tempo de lava-
gem={pouco, médio, muito} (Figura 5.4), definidos a seguir.

—_

, €60 < x <1
Tecido fino= 9—x) ,se1<x<9 ,

|
8
0 , 869 < x <10



0 ,se0 < x <1
Tecido grosso= %(x— 1) ,se1<x<9
1 , 569 < x <10

Figura 4.3 — Conjuntos fuzzy da variavel de entrada Tecido.

fino grosso
1 9 2
“
i 7
™
“
s
08| b b
\\
\\
o .
(4] ",
e LS
‘T o6 ™
= i -~
N A
& X
=
3
3 0.4 r N
(=4 ™
“
o - B
e
0.2r
~ \\
\\
\\\
-~ \\\
0b—— B
0] 1 2 3 4 5 (5] 7 8 9 10
tecido

Fonte: Propria autora.

Suijeira facil= 10 — %, 0< x <10,

Suijeira dificil= %, 0< x < 10.



Figura 4.4 — Conjuntos fuzzy da variavel de entrada Sujeira.

facil dificil
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02

sujeira

Fonte: Propria autora.

1—2X ,s0<x<0,5
Tempo pouco= )
0 , 50,56 <x<1

Tempo médio= 0s - 50=x=0,5

21 —x) ,s8e0,5<x<1

] 0 ,5e0< x<0,5
Tempo muito= .
2(x—0,5 ,se0,56<x<1
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Grau de pertinéncia

Por exemplo, para o tecido classificado como 2 (nota entre 0 e 10) e sujeira como 4 (nota

Figura 4.5 — Conjuntos fuzzy da variavel de saida Tempo.

08

06

0.4

0.2

medio muito

02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1
tempo

Fonte: Propria autora.
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entre 0 e 10), utilizando o Método de Inferéncia de Mamdani e o centréide como defuzzificador,

tem-se como saida, que representa o tempo de lavagem, o valor 0,415, ou seja, 41% do ciclo

todo de lavagem da maquina.

De fato, quando tecido é classificado como 2 e sujeira como 4, temos:

7
— 2 possui grau de pertinéncia P para fino;

1
— 2 possui grau de pertinéncia 3 para grosso;

3
— 4 possui grau de pertinéncia 5 para facil;

2
— 4 possui grau de pertinéncia 5 para dificil;

e desta forma, as 4 regras sdo ativadas e podemos observar na Figura 4.6.
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Figura 4.6 — Variaveis de entrada do sistema.

tecido = 2 sujeira=4
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_.-F""-F-H-‘_-
0 10 0 10

Fonte: Propria autora.

O préximo passo é utilizar o Método de Inferéncia de Mamdani, ou seja, para cada regra,
R;, R>,Rs, R,, da base de regras fuzzy, adota-se o t-norma minimo para o conectivo logico “e” e
para o conectivo l6gico “ou” a t-conorma maximo, resultando na unido dos produtos cartesianos
fuzzy entre os antecedentes e os consequentes de cada regra (ver Figura 4.7).

Figura 4.7 — Método de Inferéncia de Mamdani.

tecido = 2 sujeira = 4
i B e | Y
M._LR |
- e,
2 = e il ._,-i'
>, IO A
i e .-"'"-J/‘-\-».
T Vil "
a— .|
a /”H
f,f"—| i
0 10 0 10 |
0 1

Fonte: Propria autora.
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Finalmente, basta encontrar o centréide do conjunto unido resultante do Método de
Mamdani. Para os célculos, vamos dividir o conjunto em 6 regides, conforme Figura 4.8.

Figura 4.8 — Divisédo de 6 regides para o céalculo do centréide G(B).

1 pouco médio Imuito
0.8
§ 06
:
: 04
&
Ay
02 L
]
] 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 EI.IQ 1
tempo
Fonte: Propria autora.
Calculos:
Regiao 1 :
® pp(u1)=0,2-0,6=0,12;
eu=—+0=0,1;

euy pp(uy) =0,012.

Regiao 2 :

e og(U)=0,1-0,4=0,04;
ou2=%+0,2=0,25;

e Upp (U2) =0,01.

Regiao 3 :
0,1-0,2
.SDB(US)=T=O,01;

1
® ;= £ +0,1+0,2=0,2333333333;
e Usp (Us) = 0,002333333.

Regiao 4 :

® og(uy) =0,5-0,4=0,02;
ou4=%+0,3=0,55;

® Uypp (Ug) = 0,11,



Regiao 5 :
0,1375-0,275
] 2
® Us = 3 0,1375+0,8 = 0,845833333;

® uspp (Us) = 0,015991536.

® pp (Us) = = 0,01890625;

Regiao 6 :

® g (Ug) =0,2-0,125 = 0, 025;
® Us = ¥+0,8=0,9;

® Usp (Ug) = 0,0225.

Dados organizados na tabela:

Regiao uj ©s(U;) uips(U;)
A; 0,1 0,12 0,012
Ax 0,25 0,04 0,01
As 0,233333333 0,01 0,002333333
Ay 0,55 0,2 0,11
As 0,845833333 | 0,01890625 | 0,015991536
Ae 0,9 0,025 0,0225

Logo,

n
> uips(ui) = 0,1728248693
i=0

n

> ps(u) = 0,41390625.

i=0
Portanto,

_0,1728248693
"~ 0,41390625

como queriamos demonstrar.

~ 0,4175459280936,
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(4.3)

E ainda, podemos observar o resultado fornecido pelo Toolbox Fuzzy do software MATLAB

na Fig 4.9
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Figura 4.9 — Resultado fornecido pelo Toolbox Fuzzy do software MATLAB.

tecido = 2 sujeira =4
tempo = 0.415
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1
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3 - __.f"-/ﬁ\\'\-\.
e Pl

0 10 0 10 |

0 1

Fonte: Propria autora.

No capitulo que segue apresentaremos um modelo criado para auxiliar na avaliagdo do
processo ensino-aprendizagem.
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5 UMA APLICACAO

Neste capitulo, apresentamos uma aplicacao pratica dos sistemas baseados em re-
gras fuzzy para verificar o desempenho dos alunos em um processo de avaliagdo de ensino-
aprendizagem. Para isso, consideramos trés variaveis: Participagdo, Atividades e Provas.

A variavel Participagdo mede o nivel de envolvimento do aluno na aula, seu compro-
metimento com a entrega de atividades e sua disposi¢cao para expor ddvidas e comentarios.
Este fator reflete a interacdo e o interesse ativo do aluno no processo de aprendizagem e é
determinado pelo professor responsavel pela turma.

As Atividades desempenham um papel importante no processo de ensino, representando
trabalhos, listas de exercicios e pesquisas que ocorrem ao longo das aulas. Elas contribuem
para o entendimento e aprofundamento dos tépicos abordados, promovendo a aplicagéo pratica
do conhecimento adquirido.

Por fim, as Provas representam um componente crucial da avaliagdo do desempenho do
aluno. Elas consistem em exames dissertativos, nos quais os alunos devem demonstrar seu
entendimento sobre tdpicos especificos ou resolver situacdes-problema. Essas provas fornecem
uma medida importante da capacidade do aluno em aplicar o conhecimento adquirido.

Neste modelo, o professor especialista desempenha um papel fundamental ao definir a
base de regras que guiarao a avaliagao das variaveis apresentadas. O método de célculo da
média final é flexivel e pode ser adaptado para refletir a importancia relativa de cada uma das
variaveis na avaliagao geral do aluno. Por exemplo, o professor pode atribuir graus diferentes as
variaveis Participagéo, Atividades e Avaliacbes (Provas), dependendo de quéo essenciais sdo
para os objetivos de suas aulas.

5.1 MODELO MATEMATICO

Com base no que foi apresentado, o modelo que propomos, utilizando a Teoria dos
Conjuntos Fuzzy, visa auxiliar o professor na tarefa de avaliar os alunos, levando em conta os
aspectos subjetivos inerentes ao processo de avaliagéo.

Com as atribuicdes feitas a cada variavel construimos uma base de conhecimento através
da qual propomos um modelo fuzzy que permite obter o desempenho do aluno, segundo os
correspondentes graus de cada mencao.

O modelo aqui proposto possui 3 variaveis de entrada (Participacao, Atividades e Ava-
liagdo), 1 variavel de saida (Desempenho) e 36 regras do tipo: “Se (Participacao é Baixa) e
(Atividades é Baixa) e (Avaliagao é Baixa), entdo (Desempenho é Insuficiente)”, “Se (Participagao
é Alta) e (Atividades é Alta) e (Avaliagdo é Alta), entdo (Desempenho é Otimo)”. A base de regras
completa esta disponivel no Apéndice A.

O método de inferéncia utilizado é o de Mamdani e o processo de defuzzificagédo, o
centréide.
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O modelo é ilustrado na Figura 5.1.

Figura 5.1 — Resumo do sistema fuzzy.

X

Participacao (3)
conceito
Z % (mamdani)
Atividades (3)
36 rules
Desempenho (4)
Avaliacao (4)

System conceito: 3 inputs, 1 outputs, 36 rules

Fonte: Prépria autora.

A variavel de entrada Participacao foi definida por trés subconjuntos fuzzy do tipo triangular,
representados por Baixa (0;0;6), Média (4;6;10) e Alta (6;10;10), como pode ser observado na
Figura 5.2, ou seja,

%Xm, se0< x <6

(PBaixa(X) = )
0, caso contrario
(X
——2, se4<x<6
2
—x+10
omeaa¥) = XX 7 sep<x<10
\ 0, caso contrario
X PR
2 seb6 < x <10
PanalX) =

0, caso contrario
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Figura 5.2 — Variavel de entrada Participacao.

Baixa Media Alta

grau de pertinéncia

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Participagdo

Fonte: Propria autora.

A variavel de entrada Atividades foi modelada em trés subconjuntos fuzzy do tipo triangular,
representados por Baixa (0;0;7), Média (4;6;9) e Alta (7;10;10), como pode ser observado na
Figura 5.3, ou seja,

X
7 + 1, se0 S X S 7
(PBaixa(X) = )
L 0, caso contrario
X
5~ 2, sed<x<6b
—X
PmédialX) = < ?+3, se6<x<9 ,
\ 0, caso contrario
( X —7
, se7<x<10
PanalX) =
0, caso contrario
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Figura 5.3 — Variavel de entrada Atividades.

I I T
Media Alta

grau de pertinéncia
o

Atividades

Fonte: Propria autora.

A variavel de entrada Avaliag&o foi definida em quatro subconjuntos fuzzy do tipo triangular,
representados por Baixa (0;0;5), Média Baixa (4;6;8), Média Alta (4,6;8) e Alta (8;10;10), como
pode ser observado na Figura 5.4, ou ainda,

X
?+1, SeO<X§5

PBaixa(X) = )
0, caso contrario
(X
5~ 2, sed<x<6
—X
PMédia Baixa(X) = -+ 4, seb<x<8
0, caso contrario
( 2X
E—Z, seb<x<7,5
—2x
P Média Atta(X) = -+ 6, se7,5<x<9 >
\ 0, caso contrario
X
5—4, se8 < x <10
PanalX) =

0, caso contrario
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Figura 5.4 — Variavel de entrada Avaliagao.

MediaBaixa MediaAlta Alta

grau de pertinéncia

5 5 7 8
Avaliagdo

Fonte: Propria autora.

Uma vez terminado o processo de fuzzificagao das variaveis de entrada, vamos repetir o
processo para variavel de saida. Foi modelada em quatro subconjuntos fuzzy do tipo triangular,
representados por Insuficiente (0;0;6) Regular (4;6;7,5), Bom (6;7,5;9) e Otimo (7,5;10;10), como

pode ser observado na Figura 5.5, ou seja,

%X+1, se0<x<6

Pinsuficiente(X) = )

0, caso contrario
(X
——2, se4<x<6
2
—2X
SORegular(X) = T +5, se6<x<7,5
{ 0, caso contrario
( 2X
?—4, se6<x<7,5
_ —2X
©Bom(X) = 3 +6, se7,5<x<9 >
L 0, caso contrario
2x
g—s, se7,5< x <10
<100'timo(x) =

0, caso contrario
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Figura 5.5 — Variavel de saida Desempenho.

Insuficiente Regular Bom Otimo

grau de pertinéncia

Desempenho

Fonte: Prépria autora.

Definidas as variaveis de entrada e saida, vamos elaborar a base de regras.

5.2 BASE DE REGRAS

Temos trés variaveis de entrada, Participacdo, Atividades e Avaliagdo, e cada uma com,
3, 3, e 4 subconijutos fuzzy, respectivamente, resultando em 3 - 3 - 4 = 36 regras.

Como vimos a base de regras € composta por 36 regras, a base completa esta apresen-
tada no Apéndice A . Seguem algumas regras:

Regra 1: SE (Participagéo é Baixa) e (Atividades é Baixa) e (Avaliagéo é Baixa) ENTAO (De-
sempenho é Insuficiente)

Regra 14: SE (Participacdo é Média) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Regular)

Regra 24: SE (Participacdo é Média) e (Atividades é Alta) e (Avaliagdo é Alta) ENTAO (Desempe-
nho é Otimo)

Regra 30: SE (Participagao é Alta) e (Atividades é Média) e (Avaliacdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Bom)

A base de regras foi elaborada pela propria autora, professora, e, portanto a especialista
No processo.

Para implementagcdo computacional do modelo utilizamos o Toolbox Fuzzy do software
MATLAB (licenca adquirida no Processo FAPESP 2016/04299-9), ou pelo Python, ou ainda pelo
Python com uso de planilha eletrénica, disponiveis nos Apéndices B, C e D, respectivamente.

O modelo deste trabalho é composto por trés perguntas, conforme listadas a seguir.
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A pontuacao das notas inseridas para este modelo sera de 0 a 10. Caso tenha mais
de uma atividade ou avaliagdo (Prova), basta o profissional inserir a quantidade e, em seguida,
digitar as notas de cada uma, respectivamente.

(1) Nota de Participagéo.
Digite a nota de participacdo do(a) aluno(a):

(2) Nota das Atividades.
Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?
Digite a nota de cada atividade:

(3) Nota da Prova.
Insira a quantidade de provas:
'Digite a nota de cada prova:

5.3 RESULTADOS OBTIDOS

A etapa final consiste em aplicar o modelo proposto a um estudo de caso na disciplina
de Matematica, em uma turma do Ensino Fundamental Il de uma escola estadual, no primeiro
bimestre de 2023.

No primeiro bimestre de 2023, a turma tinha 27 alunos matriculados. Apresentaremos 4
casos e os demais encontram-se no Apéndice E

Lembrando que no modelo fuzzy proposto sdo consideradas: Participacéo, Atividades e
Provas. As notas tem um valor numérico de 0 a 10.

Na nota de participacao foram considerada as atividades realizadas e propostas em sala
de aula e em casa, bem como a assiduidade dos alunos.

As atividades desenvolvidas no decorrer do bimestre foram trés:

1. Trabalho interdisciplinar: Carnaval (envolvendo area e perimetro de quadrado, retangulo
e triangulo).

2. Estudo da tabuada em situagédo problema.

3. Lista de atividades com a revisdo do objeto de conhecimento proposto no bimestre
para auxiliar nos estudos para prova bimestral.

Houve uma prova bimestral.

A nota bimestral obtida por cada aluno esta disponivel logo apds o desempenho obtido
pelo modelo fuzzy para efeito de informagéo.

Simulacao dos Resultados:

Aluno A:



Grau de Desempenho

Algumas informagdes serdo necessarias para que a avaliagdo seja feita.

(1)

()

Nota de Participacao
Digite a nota de participacédo do(a) aluno(a): 5

Nota das Atividades
Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou? 3
Digite a nota de uma atividade: 0

Digite a nota de uma atividade: 10
Digite a nota de uma atividade: 10
Nota da Prova

Insira a quantidade de provas: 1
'Digite a nota de uma prova: 3

Saida numérica: 4,3552

Conceito:

Insuficiente com grau de pertinéncia 0,2741
e

Regular com grau de pertinéncia 0,1776
Resultado Final: Insuficiente.

Nota Bimestral: 4,2

Aluno B:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

()

Nota de Participacao
Digite a nota de participacao do(a) aluno(a): 7,5

Nota das Atividades
Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou? 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10
Digite a nota de uma atividade: 2,5
Nota da Prova

Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 4,5
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Saida numérica: 6,5291

Conceito:

Regular com grau de pertinéncia 0,6473
e

Bom com grau de pertinéncia 0,3527
Resultado Final: Regular

Nota Bimestral: 5,8

Aluno C:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagdo seja feita.

(1)

(@)

Nota de Participacao
Digite a nota de participacdo do(a) aluno(a): 10

Nota das Atividades
Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou? 3
Digite a nota de uma atividade: 0

Digite a nota de uma atividade: 10
Digite a nota de uma atividade: 10
Nota da Prova

Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 7

Saida numérica: 7,3465

Conceito:

Regular com grau de pertinéncia 0,1024
e

Bom com grau de pertinéncia 0,8976
Resultado final: Bom

Nota Bimestral: 7,8

Aluno D:
Grau de Desempenho

Algumas informacdes serdo necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

Nota de Participacao
Digite a nota de participacédo do(a) aluno(a): 10
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(2) Nota das Atividades
Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou? 3
Digite a nota de uma atividade: 7,5
Digite a nota de uma atividade: 8
Digite a nota de uma atividade: 7

(3) Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 10

Saida numérica: 9,0541

Conceito:

Otimo com grau de pertinéncia 0,6216
Resultado Final: Otimo

Nota Bimestral: 9,1

Como foi possivel observar, o sistema fuzzy permite uma avaliacdo do desenvolvimento
de competéncias e habilidades relacionadas ao processo de ensino e aprendizagem. A principal
vantagem do modelo é a possibilidade de classificar o desempenho dos discentes considerando
o uso de diferentes critérios (variaveis de entrada) para a composi¢ao da nota final (variavel
de saida), a partir de termos linguisticos (como Insuficiente, Regular, Bom e Otimo), usando
informagdes qualitativas e quantitativas, que sado tratadas como conjuntos fuzzy.

Portanto, um dos principais desafios é a necessidade de definir criteriosamente as regras
e 0s conjuntos fuzzy que orientarao o processo de avaliagao. O préprio docente é o especialista
neste processo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desta dissertacao foi estudar conceitos basicos da Teoria de Conjuntos Fuzzy
e, em seguida, desenvolver uma aplicacao para analisar e compreender 0 uso de sistemas
baseados em regras fuzzy no contexto escolar.

Ao longo desta pesquisa, estudamos os fundamentos da Légica Fuzzy, destacando sua
capacidade de lidar com a incerteza e a imprecisdo inerentes ao processo de avaliacdo do
processo de ensino-aprendizagem

A ideia basica aqui foi empregar um sistema fuzzy que permitisse a classificagdo do
desempenho dos alunos, levando em consideragcdao multiplos critérios, representados pelas
variaveis de entrada, e gerar um conceito do desempenho final, que é a variavel de saida.

No processo de construgao deste modelo, a professora especialista definiu as varidveis
de entrada e saida, e a base de regras. As variaveis de entrada foram especificadas como
Participacao, Atividades e Provas, representando os diferentes aspectos do desempenho do
aluno. A variavel de saida, denominada Desempenho, foi definida de forma a utilizar termos
linguisticos, como "Insuficiente", "Regular”, "Bom"ou "Otimo", em vez de atribuir valores numéricos
absolutos. Essa escolha permitiu uma representagdo mais qualitativa e, consequentemente,
mais representativa dos aspectos e subjetividades envolvidos no processo. Foi utlizado o Método
de Inferéncia de Mamdani e o centréide como defuzzificador.

A aplicacao do modelo proposto a um estudo de caso na disciplina de Matematica em
uma turma do Ensino Fundamental Il de uma escola estadual, representa a etapa final e pratica
desse processo de avaliacdo fuzzy. O modelo forneceu o desempenho de cada aluno, com seu
respectivo grau de pertinéncia.

Constatamos que os sistemas baseados em regras fuzzy oferecem uma abordagem
promissora para aperfei¢coar a avaliagdo escolar, pois permitem uma modelagem mais justa das
complexas relacoes entre as variaveis envolvidas. Eles podem acomodar informagdes qualitativas
e quantitativas, levando em consideracao as particularidades e subjetividades associadas ao
processo de avaliagao.

No entanto, também reconhecemos que a implementagao bem-sucedida de sistemas
fuzzy requer uma compreenséao soélida dos dominios especificos e uma colaboragao eficaz entre
educadores e especialistas em sistemas fuzzy.

E importante destacar que este estudo ndo buscou fornecer uma solucéo definitiva para
os desafios da avaliagdo escolar, mas sim abrir portas para uma discussdo mais ampla e
aprofundada sobre como abordar esses desafios de maneira mais eficaz.

Em ultima analise, o uso de sistemas baseados em regras fuzzy na avaliacdo escolar
representa um passo em direcdo a uma abordagem mais adaptativa e sensivel as necessidades
individuais dos alunos. No entanto, é fundamental continuar estudando, desenvolvendo e
aprimorando esses sistemas, levando em consideracao as peculiaridades de cada ambiente
educacional e as mudangas nas demandas educacionais ao longo do tempo.
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Em conclusao, o processo de avaliacdo € um componente crucial da educacgao e, ao
explorar novas abordagens, como 0s sistemas baseados em regras fuzzy, podemos redimensio-
nar significativamente nossa capacidade de avaliar e apoiar o desenvolvimento dos alunos de
maneira adequada.
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APENDICE A — BASE DE REGRAS DO SISTEMA FUzZzY

SE (Participacdo é Baixa) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é Baixa) ENTAO (De-
sempenho é Insuficiente)

SE (Participacdo é Baixa) e (Atividades é Baixa) e (Avaliagdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Insuficiente)

SE (Participacdo é Baixa) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho & Regular)

SE (Participacéo é Baixa) e (Atividades é Baixa) e (Avaliagéo é Alta) Entao (Desempe-
nho é Regular)

SE (Participacéo é Baixa) e (Atividades é Média) e (Avaliagéo é Baixa) ENTAO (De-
sempenho € Insuficiente)

SE (Participacao é Baixa) e (Atividades é Média) e (Avaliagdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Regular)

SE (Participacdo é Baixa) e (Atividades é Média) e (Avalicdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho é Bom)

SE (Participacdo é Baixa) e (Atividades é Média) e (Avaliacdo é Alta) ENTAO (Desem-
penho é Bom)

SE (Participacdo é Baixa) e (Atividades é Alta) e (Avaliacdo é Baixa) ENTAO (Desem-
penho é Insuficiente)

SE (Participacédo é Baixa) e (Atividades é Alta) e (Avaliacdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Regular)

SE (Participacéo é Baixa) e (Atividades é Alta) e (Avaliacdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho é Bom)

SE (Participacdo é Baixa) e (Atividades é Alta) e (Avaliacdo é Alta) ENTAO (Desempe-
nho é Otimo)
SE (Participacéo é Média) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é Baixa) ENTAO (De-

sempenho é Insuficiente)

SE (Participacéo é Média) e (Atividades é Baixa) e (Avaliagdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho & Regular)

SE (Participacéo é Média) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho é Regular)
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SE (Participacdo é Média) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é Alta) ENTAO (Desem-
penho € Bom)

SE (Participacdo é Média) e (Atividades é Média) e (Avaliacdo é Baixa) ENTAO
(Desempenho & Regular)

SE (Participacdo é Média) e (Atividades é Média) e (Avaliacido é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Regular)

SE (Participacéo é Média) e (Atividades é Média) e (Avaliacdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho é Bom)

SE (Participacao é Média) e (Atividades é Média) e (Avaliagdo é Alta) ENTAO (Desem-
penho é Bom)

SE (Participacdo é Média) e (Atividades & Alta) e (Avaliagao é Baixa) ENTAO (Desem-
penho é Regular)

SE (Participacdo é Média) e (Atividades é Alta) e (Avaliagdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Regular)

SE (Participagdo é Média) e (Atividades é Alta) e (Avaliagdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho é Bom)

SE (Participacdo é Média) e (Atividades é Alta) e (Avaliacdo é Alta) ENTAO (Desempe-
nho é Otimo)
SE (Participagao é Alta) e (Atividades é Baixa) e (Avaliagio é Baixa) ENTAO (Desem-

penho é Insuficiente)

SE (Participacdo é Alta) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho & Regular)

SE (Participacdo é Alta) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho € Bom)

SE (Participacdo é Alta) e (Atividades é Baixa) e (Avaliacdo é Alta) ENTAO (Desempe-
nho é Bom)

SE (Participacéo é Alta) e (Atividades é Média) e (Avaliagao é Baixa) ENTAO (Desem-
penho é Regular)

SE (Participacéo é Alta) e (Atividades é Média) e (Avaliacdo é MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Bom)
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SE (Participagdo é Alta) e (Atividades é Média) e (Avaliacdo é MediaAlta) ENTAO
(Desempenho € Bom)

SE (Participacao é Alta) e (Atividades é Média) e (Avaliacdo é Alta) ENTAO (Desempe-
nho é Otimo)
SE (Participacdo é Alta) e (Atividades é Alta) e (Avaliacdo é Baixa) ENTAO (Desempe-

nho é Regular)

SE (Participagao é Alta) e (Atividades é Alta) e (Avaliacao is MediaBaixa) ENTAO
(Desempenho é Bom)

SE (Participagao é Alta) e (Atividades é Alta) e (Avaliacdo é MediaAlta) ENTAO (De-
sempenho é Otimo)

SE (Participacéo é Alta) e (Atividades é Alta) e (Avaliagéo é Alta) ENTAO (Desempenho
é Otimo)



20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

4

42

43

APENDICE B — PROGRAMA DO MATLAB

disp('Grau de Desempenho');

disp('Algumas informacgdes serdo necessarias para que a avaliacgdo seja

feita.');

fprintf ('\n(1) Nota de participagdo\n');

P=input ('Digite a nota de participacdo do(a) aluno(a):

fprintf ('\n(2) Nota das atividades\n');

na=input ('Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?:

MAT=0;

for i=1:na

AT(i)=input('Digite a nota de uma atividade:

MAT=MAT+AT (i) ;

end

MATF = MAT/na;

fprintf ('\n(3) Nota da provaln');

np = input('Insira a quantidade de provas: ');

MPR=0;

for i=1:np
PR(i)=input('Digite a nota de uma prova:
MPR=MPR+PR (1) ;

end

PR = MPR/mnp;

% PR=input ('Insira o valor:');

if (P==MATF)&(P==PR)&(MATF==PR)
disp('Saida numérica:');
out=P;
disp (out) ;

else

a=readfis('desempenho');

out=evalfis ([P;MATF;PR],a);

end

disp('Saida numérica:');

disp (out) ;

I);
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7

72

73

74

75

76

77

78

79

disp('Conceito:');

if out<=4

disp('Insuficiente com grau de pertinéncia

disp((-1/6) *out+1)

end

if (4<out)&(out<=6)

disp('Insuficiente com grau de pertinéncia

disp((-1/6)*out+1)
disp('e')

disp ('Regular com grau de pertinéncia')

disp ((1/2) *out-2)

end

if (6<out)&(out<=7.5)

disp('Regular com grau de pertinéncia')

disp ((-2/3) *out+5)
disp('e")

disp('Bom com grau de
disp ((2/3) *xout -4)

end

if (7.5<out)&(out<=9)
disp('Bom com grau de
disp ((-2/3) *out+6)
disp('e')
disp('Oltimo com grau
disp ((2/5) *out -3)

end

if (9<out)&(out<=10)
disp('Oltimo com grau
disp ((2/5) *out -3)

end

pertinéncia')

pertinéncia')

de pertinéncia')

de pertinémncia')
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APENDICE C - PROGRAMA EM PYTHON (INSERCAO MANUAL DE
DADOS)

# PACOTES (Instalagdo e importagdo do pacote simpful)
pip install simpful

from simpful import =

# Modelo (Cria um sistema de inferéncia fuzzy de Mamdani)

FS = FuzzySystem()

#Conjuntos fuzzy de entrada e variaveis linguisticas
# Participacéo

Pa_1 TriangleFuzzySet (0, 0, 6, "Baixa")

Pa_2 = TriangleFuzzySet (4, 6, 10, "Media")

Pa_3 = TriangleFuzzySet(6, 10, 10, "Alta")

Pa = LinguisticVariable ([Pa_1, Pa_2, Pa_3],

concept = "Nota de Participac&do", universe_of_discourse = [0, 10])

FS.add_linguistic_variable("Participacao", Pa)

# Atividades
At_1 = TriangleFuzzySet(0, 0, 7, "Baixa")
At_2 = TriangleFuzzySet(4, 6, 9, "Media")
At_3 TriangleFuzzySet (7, 10, 10, "Alta")
At = LinguisticVariable ([At_1, At_2, At_3],
concept = "Nota de Atividade", universe_of_discourse = [0, 101)
FS.add_linguistic_variable("Atividades", At)

# Avaliacéo
Av_1 = TriangleFuzzySet (0, 0, 5, "Baixa")
Av_2

TriangleFuzzySet (4, 6, 8, "MediaBaixa")
Av_3 TriangleFuzzySet (5, 7.5, 9, "MediaAlta")
Av_4 TriangleFuzzySet (8, 10, 10, "Alta")

Av = LinguisticVariable ([Av_1, Av_2, Av_3, Av_4],

concept = "Nota de Avaliagdo", universe_of_discourse = [0, 10])

FS.add_linguistic_variable("Avaliacao", Av)

# Conjuntos fuzzy de saida e variaveis linguisticas
# Desempenho
D_1 = TriangleFuzzySet(0, O, 6, "Insuficiente")
D_2 = TriangleFuzzySet(4, 6, 7.5, "Regular")
= TriangleFuzzySet(6, 7.5, 9, "Bom")

= TriangleFuzzySet (7.5, 10, 10, "Otimo")
= LinguisticVariable ([D_1, D_2, D_3, D_4],

concept = "Desempenho", universe_of_discourse = [0, 10])

FS.add_linguistic_variable("Desempenho", D)
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4 # Define as regras fuzzy

s R_1 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

46 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
47 R_2 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

48 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
49 R_3 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

50 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Regular)"
st R_.4 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

52 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Regular)"

s3 R_6 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

54 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
s55s R_6 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

56 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
57 R_7 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

58 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"

s9 R_8 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

60 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

ot R_L9 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Alta)

62 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
s R_10 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Alta)

64 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
s R_11 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

66 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"

v R_12 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Alta)

68 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

o R_13 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

70 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
7+ R_14 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

72 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
73 R_15 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

74 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Regular)"
75 R_16 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

76 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

77 R_17 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

78 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"

79 R_18 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

80 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
st R_19 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

82 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"

s R_20 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

84 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

s R_21 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)

86 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"

s7 R_22 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)

88 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
89 R_23 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)

90 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"
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R_24 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Otimo)"
R_25 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
R_26 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
R_27 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_28 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_29 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
R_30 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_31 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_32 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Otimo)"
R_33 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
R_34 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_35 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Otimo)"
R_36 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Otimo)"

FS.add_rules([R_1,R_2,R_3,R_4,R_5,R_6,R_.7,R_.8,R_.9,R_10,R_11,R_12,
R_13,R_14,R_15,R_16 ,R_17,R_18,R_19,R_20,R_21,R_22,R_23,R_24 ,R_25,
R_26 ,R_27 ,R_28 ,R_29,R_30,R_31,R_32,R_33,R_34,R_35,R_36])

# Inserindo os Dados
print ('Grau de Desempenho')
print (f'Algumas informagdes serdo necessarias

para que a avaliacdo seja feita.\n')

print(£' (1) Nota de Participacgéo')

p = input('Digite a nota de participagdo do(a) aluno(a): ')

print (£ '\n(2) Nota das Atividades')
nAt = int(input('Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: '))
mAt = 0 # Media Atividade
for i in range(1l,nAt+1):
at = float(input(f'Digite a nota da atividade {il}: '))
mAt += at
mAt = mAt/nAt
print (f'A media das atividades & {mAt}')
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print (£ '\n(3) Nota das Provas')
nAv = int (input('Quantas provas o(a) aluno(a) realizou?: '))
mAv = 0 # Media Atividade
for i in range(1l,nAv+1):
av = float (input(f'Digite a nota da atividade {i}: '))
mAv += av
mAv = mAv/nAv

print (f'A media das atividades & {mAv}')

# Resultado
FS.set_variable("Participacao", p)
FS.set_variable("Atividades", mAt)

FS.set_variable("Avaliacao", mAv)

# Executar inferéncia de Mamdani e imprimir saida

print (FS.Mamdani_inference (["Desempenho"]))
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APENDICE D - PROGRAMA EM PYTHON (CALCULANDO A PARTIR DE
PLANILHA ELETRONICA)

# PACOTES (Instalagdo e importagdo do pacote simpful)

pip install simpful

from simpful import =

# Modelo (Cria um sistema de inferéncia fuzzy de Mamdani)

FS =

#Conjuntos fuzzy de entrada e variaveis linguisticas

FuzzySystem ()

# Participacéo

Pa_1 = TriangleFuzzySet (0, 0, 6, "Baixa")
Pa_2 = TriangleFuzzySet (4, 6, 10, "Media")
Pa_3 = TriangleFuzzySet(6, 10, 10, "Alta")
Pa = LinguisticVariable ([Pa_1, Pa_2, Pa_3],
concept = "Nota de Participagdo", universe_of_discourse
FS.add_linguistic_variable("Participacao", Pa)
# Atividades
At_1 = TriangleFuzzySet(0, 0, 7, "Baixa")
At_2 = TriangleFuzzySet(4, 6, 9, "Media")
At_3 = TriangleFuzzySet (7, 10, 10, "Alta")
At = LinguisticVariable ([At_1, At_2, At_3],
concept = "Nota de Atividade", universe_of_discourse

FS.add_linguistic_variable("Atividades", At)

# Avaliacéo

Av_1
Av_2
Av_3
Av_4

"Baixa")

"MediaBaixa")

9, "MediaAlta")
10, "Alta")

= TriangleFuzzySet (0, 0, 5,
= TriangleFuzzySet (4, 6, 8,
= TriangleFuzzySet (5, 7.5,
= TriangleFuzzySet (8, 10,
Av = LinguisticVariable ([Av_1, Av_2,
concept = "Nota de Avaliagdo",

Av_3, Av_4],

universe_of_discourse

FS.add_linguistic_variable("Avaliacao", Av)

# Conjuntos fuzzy de saida e variaveis linguisticas

# Desempenho

TriangleFuzzySet (0, O
TriangleFuzzySet (4, 6
TriangleFuzzySet (6, 7
TriangleFuzzySet (7.5,

» 6,
o 0o
.5,

10,

"Insuficiente")
5, "Regular")
9, IlBomll)

10,

"Otimo")

LinguisticVariable([D_1, D_2, D_3, D_4],

concept = "Desempenho",

universe_of_discourse

FS.add_linguistic_variable("Desempenho", D)



4 # Define as regras fuzzy

s R_1 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

46 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
47 R_2 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

48 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
49 R_3 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

50 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Regular)"
st R_.4 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Baixa)

52 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Regular)"

s3 R_6 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

54 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
s55s R_6 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

56 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
57 R_7 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

58 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"

s9 R_8 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

60 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

ot R_L9 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Alta)

62 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
s R_10 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Alta)

64 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
s R_11 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Media)

66 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"

v R_12 = "IF (Participacao IS Baixa) AND (Atividades IS Alta)

68 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

o R_13 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

70 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
7+ R_14 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

72 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
73 R_15 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

74 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Regular)"
75 R_16 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Baixa)

76 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

77 R_17 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

78 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"

79 R_18 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

80 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
st R_19 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

82 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"

s R_20 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Media)

84 AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"

s R_21 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)

86 AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"

s7 R_22 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)

88 AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
89 R_23 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)

90 AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"
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R_24 = "IF (Participacao IS Media) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Otimo)"
R_25 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Insuficiente)"
R_26 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
R_27 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_28 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Baixa)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_29 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
R_30 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_31 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_32 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Media)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Otimo)"
R_33 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS Baixa) THEN (Desempenho IS Regular)"
R_34 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS MediaBaixa) THEN (Desempenho IS Bom)"
R_35 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS MediaAlta) THEN (Desempenho IS Otimo)"
R_36 = "IF (Participacao IS Alta) AND (Atividades IS Alta)
AND (Avaliacao IS Alta) THEN (Desempenho IS Otimo)"

FS.add_rules([R_1,R_2,R_3,R_4,R_5,R_6,R_.7,R_.8,R_.9,R_10,R_11,R_12,
R_13,R_14,R_15,R_16 ,R_17,R_18,R_19,R_20,R_21,R_22,R_23,R_24 ,R_25,
R_26 ,R_27 ,R_28 ,R_29,R_30,R_31,R_32,R_33,R_34,R_35,R_36])

# Importacgdo dos pacotes

import pandas as pd

import numpy as np

from openpyxl import Workbook, load_workbook

import xlwings

# Inserindo no excel os dados de desempenho

# Cache Excel #

excel_app = xlwings.App(visible=False)
excel_book = excel_app.books.open('camila.xlsx"')
excel_book.save ()

excel_book.close ()

excel_app.quit ()

# Cache Excel #



138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

159

160

161

1

)

2

163

164

165

166

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

80

notas = pd.read_excel("camila.xlsx", sheet_name='Notas', index_col = 0)
alunos = list(notas.index)
planilha = load_workbook("camila.xlsx", data_only = True)

# Para obter valores das formulas

saida_numerica = {}

for celula in planilha['Notas']J['A']:
for aluno in alunos:
if celula.value == aluno:

linha = celula.row

Pa

At
Atividades

Av

(planilha['Notas'][f'B{linhal}'].value) # Participagio
(planilha['Notas'][f'C{linhal}'].value) # Média

(planilha['Notas'][f'D{1linhal}'].value) # Média Provas

FS.set_variable("Participacao", Pa)
FS.set_variable("Atividades", At)
FS.set_variable("Avaliacao", Av)

out = FS.Mamdani_inference(["Desempenho"]) ['Desempenho ']

saida_numerica.update ({aluno: outl})

planilhaFP = load_workbook("camila.xlsx", data_only = False)

# Preserva as formulas

for celula in planilhaFP['Notas']J['A']:

for aluno in alunos:

if celula.value == aluno:
out = saida_numericalaluno]
linha = celula.row
gpl =0
gpR = 0
gpB = 0
gp0 = 0
d = "Insuficiente"
if out<=4:
gpl == (-1/6)*out+1

elif (4<out) and (out<=6):
gpl = (-1/6)*out+1
gpR = (1/2)*out-2
if gpIl == gpR:
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planilhaFP['Notas'][f'H{linhal}"']

planilhaFP['Notas'][f'I{1linhal}']

planilhaFP['Notas']J[f'J{linha}"']

d = "Insuficente e Regular"'
if gpR>gpl:

d = "Regular"
else:

d = "Insuficente"

elif (6<out) and (out<=7.5):

gpR = (-2/3)*out+b
gpB = (2/3) *out -4

if gpR == gpB:

d = "Regular e Bom"
elif gpB>gpR:

d = "Bom"
else:

d = "Regular"

elif (7.5<out) and (out<=9):

(-2/3) *out+6
gp0 = (2/5)*out -3

o]
el

(o5}
I

d = "Otimo e Bom"
elif gp0 > gpB:

d = "Otimo"
else:

d = "Bom"

if (9<out) and (out<=10):

gp0 = (2/5) *out -3
d = "Otimo"

planilhaFP['Notas']J[f'E{linhal}'] =
planilhaFP['Notas'][f'F{linhal}'] =

out # Saida Numérica

gpl

# Grau de Pertinéncia Insuficiente

planilhaFP['Notas'][f'G{linhal}'] =

# Grau de Pertinéncia Regular

# Grau de Pertinéncia Bom

# Grau de Pertinéncia Otimo

225 planilhaFP.save('camila.xlsx"')

gpR

gpB

gp0

d # Desempenho
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APENDICE E - RESULTADOS OBTIDOS - DESEMPENHO DOS ALUNOS

DA TURMA

Aluno E:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

(@)

Nota de Participacao
Digite a nota de participacédo do(a) aluno(a): 5

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 9,25

Saida numérica: 9,0541

Conceito:

Otimo com grau de pertinéncia 0,6216
Resultado Final: Otimo

Nota Bimestral: 8,7

Aluno F:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serdao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

(@)

Nota de Participacéo
Digite a nota de participacao do(a) aluno(a): 10

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
'Digite a nota de uma prova: 9,25



Saida numérica: 9,1084

Conceito:

Otimo com grau de pertinéncia 0,6433
Resultado Final: Otimo

Nota Bimestral: 9,8

Aluno G:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

()

Nota de Participacéo
Digite a nota de participacao do(a) aluno(a): 7

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 7

Digite a nota de uma atividade: 7,5

Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 2

Saida numérica: 5,7946

Conceito:

Insuficiente com grau de pertinéncia 0,0342
e

Regular com grau de pertinéncia 0,8973
Resultado Final: Regular

Nota Bimestral: 5,4

Aluno H:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

()

Nota de Participacao
Digite a nota de participacéo do(a) aluno(a): 7,5

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

83



(3)

Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 4,5

Saida numérica: 6,5291

Conceito:

Regular com grau de pertinéncia 0,6473
e

Bom com grau de pertinéncia 0,3527
Resultado Final: Regular

Nota Bimestral: 7,3

Aluno I:

Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

()

Nota de Participacéo
Digite a nota de participacao do(a) aluno(a): 5

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 0

Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 5

Saida numérica: 5,3120

Conceito:

Insuficiente com grau de pertinéncia 0,1147
e

Regular com grau de pertinéncia 0,6560
Resultado Final: Regular

Nota Bimestral: 5,0

Aluno J:
Grau de Desempenho

Algumas informacgdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

Nota de Participacao
Digite a nota de participacédo do(a) aluno(a): 6

84



(@)

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 5

Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 3

Saida numérica: 5,7958

Conceito:

Insuficiente com grau de pertinéncia 0,0340
e

Regular com grau de pertinéncia 0,8979
Resultado Final: Regular

Nota Bimestral: 4,9

Aluno K:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

(@)

Nota de Participacao
Digite a nota de participacédo do(a) aluno(a): 10

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 0

Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Nota da Prova
Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 7

Saida numérica: 7,3465

Conceito:

Regular com grau de pertinéncia 0,1024
e

Bom com grau de pertinéncia 0,8976
Resultado Final: Bom

Nota Bimestral: 6,8
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Aluno M:
Grau Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

(@)

Nota de Participacéo
Digite a nota de participacao do(a) aluno(a): 7,5

Nota das Atividades

Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10

Nota da Prova

Insira a quantidade de provas: 1

Digite a nota de uma prova: 7,5

Saida numérica: 7,4251

Conceito:

Regular com grau de pertinéncia 0,0499
e

Bom com grau de pertinéncia 0,9501
Resultado Final: Bom

Nota Bimestral: 8,5

Aluno N:
Grau de Desempenho

Algumas informagdes serao necessarias para que a avaliagao seja feita.

(1)

()

Nota de Participacao
Digite a nota de participacao do(a) aluno(a): 10

Nota das Atividades
Quantas atividades o(a) aluno(a) realizou?: 3
Digite a nota de uma atividade: 10

Digite a nota de uma atividade: 10
Digite a nota de uma atividade: 10
Nota da Prova

Insira a quantidade de provas: 1
Digite a nota de uma prova: 7,75

Saida numérica: 8,8673
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Conceito:

Bom com grau de pertinéncia 0,0884
e

Otimo com grau de pertinéncia 0,5469
Resultado final: Otimo

Nota Bimestral: 9,1
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