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Resumo

Arvores de contextos sio modelos que generalizam de maneira parcimoniosa os mode-
los Markovianos. Esses modelos foram introduzidos por Jorma Rissanen em 1983, como
uma ferramenta eficiente na Teoria da Informacao. Desde entao, esses modelos tém sido
amplamente utilizados em muitos campos da Probabilidade e Estatistica tanto do ponto
de vista tedrico quanto aplicado. Observada uma amostra, um problema central em
Estatistica é o de estimar um modelo aos dados observados. Neste trabalho, estamos
interessados em estudar alguns dos principais métodos discutidos pela literatura para a
selecao estatistica de arvores de contexto. Para isso, vamos realizar um estudo compara-
tivo entre os métodos frequentistas de selecao de arvores de contexto (algoritmo contexto e
suas variagoes) e o método Bayesiano, utilizando dados sintéticos obtidos via simulagoes.
Além disso, ilustramos a performance dos métodos de selecao de modelos por meio de

aplicacoes em dados reais relacionados a neurociéncia e genética.

Palavras-chave: Arvore de contexto; Algoritmo contexto; Neurociéncia; Cadeia de Mar-

kov com memdria de alcance varidvel..






Abstract

Context trees are models that parsimoniously generalize Markovian models. These
models were introduced by Jorma Rissanen in 1983, as an efficient tool in Information
Theory. Since then, these models have been widely used in many fields of Probability
and Statistics from both theoretical and applied perspectives. Given a sample, a central
problem in Statistics is to estimate a model to the observed data. In this work, we are
interested in studying some of the main methods discussed in the literature for the statis-
tical selection of context trees. To do this, we will conduct a comparative study between
frequentist methods for context tree selection (context algorithm and its variations) and
the Bayesian method, using synthetic data obtained via simulations. Additionally, we
illustrate the performance of model selection methods through applications in real data

related to neuroscience and genetics.

Keywords: Context trees; Context algorithm; Neuroscience; Variable length Markov

chains.
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Capitulo 1

Introducao

A analise estatistica de séries temporais discretas é uma tarefa cientifica importante,
com uma gama muito ampla de aplicacoes. A modelagem mais natural para a maioria
das séries temporais discretas que apresentam uma estrutura temporal aparente se da
a partir de cadeias de Markov (Markov, 2006). No entanto, a descricdo de uma cadeia
de Markov de ordem d assumindo valores em um conjunto de tamanho m, requer a
especificacao de m?(m — 1) parametros, o que faz do uso das cadeias de Markov nao muito
apropriado do ponto de vista da inferéncia da estatistica. Como tem sido frequentemente
notado na literatura (Raftery, 1985; Bithlmann e Wyner, 1999; Sarkar e Dunson, 2016), o
principal obstaculo enfrentado pelas cadeias de Markov de ordem finita é que elas formam
uma classe de modelos que nao sao estruturalmente ricos, uma vez que qualquer tipo de
representacao parcimoniosa do espaco de estados nao é possivel. Além disso, a dimensao
do espago de parametros cresce exponencialmente com o tamanho da memoria. A falta
de flexibilidade dessa classe de modelos dificulta, entre outras coisas, a obtencao de um
preditor que apresente um bom equilibrio entre a sua capacidade de estimar bem os dados
e a sua complexidade.

Na teoria da informacao, abordagens alternativas foram desenvolvidas para superar as
dificuldades mencionadas. Cadeias de Markov com memoria de alcance variavel fornecem
uma classe de modelos muito mais rica e muito mais flexivel de cadeias. A principal
caracteristica dessa abordagem ¢é que o tamanho da memoria que determina a probabili-
dade de transicao da cadeia depende de uma parcela relevante dos mais recentes simbolos
que foram observados, fornecendo modelos mais parcimoniosos e de facil interpretacao.
Essa classe de cadeias foi introduzida por Rissanen (1983a,b, 1986) e vem sendo ampla-

mente utilizada em diversas dreas de pesquisa, incluindo compressao de dados (Weinber-
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ger et al., 1994; Willems et al., 1995), aprendizado de méquina (Gabadinho e Ritschard,
2016), selegao de modelos (Méchler e Bithlmann, 2004; Bejerano e Yona, 2001) e predigao
(Merhav e Feder, 1998).

Rissanen (1983a) denominou a parte relevante de cada passado que determina a
transicao da cadeia de contexto. O conjunto de todos os contextos possuem uma pro-
priedade, denominada propriedade do sufixo, que afirma que nenhum contexto é sufixo
préprio de outro contexto. Essa propriedade permite representar o conjunto de todos os
sufixos como uma arvore rotulada com raiz. Com essa representacao, a cadeia estocastica
subjacente é descrita pela arvore de todos os contextos e especificada por uma familia de
probabilidades de transicao, que juntas definem o que denominamos arvore de contexto

probabilistica.

O termo cadeia de Markov de alcance variavel foi cunhado na literatura estatistica por
(Bithlmann e Wyner, 1999) para designar os processos que permitem uma representacao
de arvore de contexto. Essa classe de modelos tem se mostrado 1util na modelagem de
muitos problemas reais como, por exemplo, em bioinformatica (Bejerano e Yona, 2001;

Leonardi, 2006) e linguistica (Galves et al., 2012; Abakuks, 2012).

Historicamente, a estimacao da arvore de contexto de um processo tem sido conside-
rada a partir de diferentes versoes do algoritmo contexto, que foi introduzido por (Ris-
sanen, 1983b). O algoritmo contexto é baseado na ideia de poda da arvore, i.e., a partir
de uma amostra produzida pela cadeia com memoria de alcance variavel, inicializamos
o algoritmo com a maior arvore de contextos candidatos para a amostra e, em seguida,
iniciamos a poda da arvore a partir de uma regra de decisao pré-estabelecida (baseada em
estimativas das probabilidades de transigao) até obtermos a menor arvore de contextos
que estime bem a amostra. Uma lista incompleta de artigos que abordaram o problema
de estimagao de arvores de contexto inclui (Ron et al., 1996; Bithlmann e Wyner, 1999;
Galves e Leonardi, 2008) e, para uma revisao de literatura, Galves e Locherbach (2008).
Outra abordagem para a selecao de arvores de contexto foi proposta por Csiszar e Ta-
lata (2006), que é baseada no critério de informacao Bayesiano (BIC, do inglés, Bayesian
Information Criterion). Nesse caso, para cada possivel arvore de contexto, um critério é
calculado com o balanco da qualidade do ajuste e a complexidade do modelo. Do ponto
de vista da teoria da informacao, esse procedimento pode ser interpretado como uma
varia¢ao do principio do comprimento minimo da descrigao (MDL, do inglés, Minimum

Description Length principle). Outras abordagens e resultados podem ser encontrados
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em Csiszar e Talata (2006) como, por exemplo, o algoritmo baseado na ponderacao de

arvores de contexto introduzido por Willems et al. (1995).

Em seu artigo seminal, Rissanen (1983a) mostrou a consisténcia fraca do estimador do
algoritmo contexto no caso em que os contextos possuem tamanho limitado, isto é, quando
as arvores de contexto sao finitas. Em seguida, Biithlmann e Wyner (1999) provaram a
consisténcia fraca do estimador do algoritmo contexto no caso em que o tamanho méximo
dos contextos nao é limitado por um valor fixo d, mas sim por um valor d(n) que é fungao
do tamanho n da amostra. Uma maneira diferente de provar a consisténcia para o caso
de drvores de contextos finitas foi introduzido em Galves e Locherbach (2008), usando
limites da concentracao das probabilidades de transicao empiricas em torno do seu valor
limitante. Esse resultado foi generalizado por Galves e Leonardi (2008) para o caso de
arvores de contextos ilimitadas. O caso ilimitado também foi considerado por Csiszar e
Talata (2006) e Leonardi (2007), que mostraram, respectivamente, a consisténcia forte
dos estimadores das arvores de contexto estimadas a partir do critério de informacao
Bayesiano e a consisténcia fraca do estimador do algoritmo que penaliza a funcao de
verossimilhanga. Outros resultados que mencionan o BIC e do método de ponderagao de

arvores de contexto podem ser encontrados em Garivier e Leonardi (2011).

Recentemente, Papageorgiou et al. (2021) e Kontoyiannis et al. (2022) revisitaram
os modelos de arvores de contextos e o método de ponderacao de arvores de contexto a
partir de um ponto de vista da inferéncia Bayesiana. Esses modelos foram denominados
arvores de contextos Bayesianas (BCT, do inglés, Bayesian Context Tree) e desenvolvidos
para séries temporais discretas. As arvores de contextos Bayesianas tem se mostrado
eficazes em diversas tarefas estatisticas, incluindo selecao de modelos, estimacao, predicao
e detecgao de pontos de mudanga (Papageorgiou et al., 2021; Lungu et al., 2022a,b). Além
disso, um pacote implementado no software R esta disponivel (Kontoyiannis et al., 2022).
Kontoyiannis (2022) apresenta uma série de resultados tedricos que oferecem uma visao
adicional sobre o desempenho de ferramentas estatisticas e metodoldgicas associadas com
as arvores de contextos Bayesianas e que também fornecem uma justificativa tedrica para
sua aplicacao pratica.

Neste trabalho, pretendemos realizar um estudo comparativo entre os métodos fre-
quentistas de selecao de drvores de contexto (algoritmo contexto e suas variagoes) e o
método Bayesiano proposto por Kontoyiannis et al. (2022). Para isso, vamos utilizar da-

dos sintéticos obtidos a partir de simulagoes. Além disso, aplicamos essas metodologias
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em dados obtidos de problemas praticos relacionados a neurociéncia e genética. Portanto,
esse estudo complementa os estudos sobre inferéncia estatistica em modelos que podem
ser descritos a partir de arvores de contexto.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No préximo capitulo, sao apre-
sentadas as notacoes, defini¢oes e conceitos iniciais relacionados as arvores de contexto,
bem como os modelos de arvore de contexto. No Capitulo 3, exploramos a inferéncia
frequentista em arvores de contexto, incluindo a selegao de ordem de cadeia de Markov
e alguns métodos de estimacao. No Capitulo 4, introduzimos a abordagem Bayesiana
para inferéncia em arvores de contexto, incluindo a ponderagao dessas arvores e o algo-
ritmo correspondente. No Capitulo 5, exploramos o estudo de simulagao, desempenhos
dos métodos em diferentes cendrios e aplicacoes em dados eletrofisiolégicos e genéticos. O

Capitulo 6 encerra esta monografia com algumas consideragoes.



Capitulo 2

Arvores de contexto

Arvores de contexto sdo modelos que generalizam, de maneira parcimoniosa, os mode-
los Markovianos. Dessa forma, sao utilizadas como uma ferramenta eficiente para andlise
e modelagem de processos estocdsticos, visto que fornecem uma visao abrangente e deta-
lhada do processo, facilitando a previsao, modelagem e simulagao de seu comportamento.
Neste capitulo, estamos interessados em definir algumas das notacoes, defini¢oes e con-

ceitos que sao utilizados nesta monografia.

2.1 Notacoes, definicoes e conceitos preliminares

Nesta secao, apresentamos as notacoes, definigoes e conceitos necessarios para com-
preendermos o conceito de arvores de contexto. Comecamos com a definigao de processos
estocasticos, seguida por algumas de suas propriedades. Além disso, também apresenta-
mos algumas das notagoes que serao utilizadas ao longo do texto.

Informalmente, um processo estocastico é uma colecao de variaveis aleatérias que
representam a evolucao de um sistema ao longo do tempo. Diferente de um processo
deterministico, um processo estocastico nao possui apenas uma alternativa de evolucao,
isto é, a medida que o tempo avanca, o processo estocastico gera uma sequéncia aleatoria
de observacoes. E para definir um processo estocdstico, é preciso, antes definir alguns

conceitos:

Defini¢ao 2.1 (Espago de probabilidade) Um espaco de probabilidade é uma tripla
(Q, F,P) que permite modelar e quantificar a incerteza associada a um experimento

aleatorio, em que €2 é o conjunto de todos os possives resultados do experimento aleatorio

27
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e ¢ denominado espaco amostral, consequentemente, cada w € €2 é chamado de ponto
amostral; F é denominado sigma-dlgebra de eventos e trata-se de uma cole¢ao de subcon-
Juntos de ) que satisfazem certas condi¢oes; e P é uma fungao que associa a cada evento
de F um niumero real pertencente ao intervalo [0, 1], essa fung¢ao € denominada medida

de probabilidade ou, simplesmente, probabilidade.

Definicao 2.2 (Processo Estocastico) Um processo estocdstico {X; : t € T} € uma
cole¢do de varidveis aleatorias definidas em um espago de probabilidade apropriado (§2, F, P)

e sao indezxadas pelo conjunto T.

Um processo estocdstico pode ser definido com um conjunto de indexacao discreto ou
continuo, dependendo da natureza das variaveis aleatorias. Nesta monografia, assumimos
que o processo estocastico associado ao problema em estudo é um processo com tempo
discreto, ou seja, T é um conjunto enumeravel. Nesse caso, T = Z, em que Z denota o
conjunto dos numeros inteiros. Desse modo, para cada tempo t € Z, X; é uma variavel
aleatéria que representa o estado do sistema no instante de tempo t e assume valores do
alfabeto (ou espago de estados) discreto.

Dado o objetivo de modelar e prever o comportamento de uma sequéncia aleatéria por
meio de um processo estocastico, é importante entender o seu padrao de evolucao e ca-
racteristicas estatisticas a medida que o tempo avanca indefinidamente. Para tanto, apre-

sentamos os conceitos de homogeneidade e estacionaridade de um processo estocéstico.

Definicao 2.3 (Homogeneidade) Um processo estocdstico {X; : t € Z} definido em
um espago de probabilidade apropriado (2, F, P) com valores em um alfabeto A finito €
dito homogeéneo quando as probabilidades de transicao sao invariantes ao longo do tempo,
ou seja, os conjuntos de probabilidades condicionais que regem a dinamica do sistema sao

independentes do valor de t € Z.

Dessa forma, a propriedade de homogeneidade permite que as conclusoes obtidas a
partir de um determinado periodo de tempo sejam extrapoladas para outros periodos,

pois nao ha mudanca nas caracteristicas estatisticas do processo.

Definicao 2.4 (Estacionaridade) Um processo estocdstico {X; : t € Z} definido em
um espaco de probabilidade apropriado (S, F,P) com valores em um alfabeto A finito
¢ dito estaciondrio quando a distribui¢cao conjunta das varidveis aleatorias é a mesma

dependentemente do tempo da escolha inicial.
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Portanto, um processo estocastico é estaciondrio quando suas propriedades estatisticas
permanecem inalteradas ao longo do tempo. Dessa forma, observa-se que a estacionarie-
dade ¢ crucial para a estimacgao da dinamica da cadeia e previsao de seu comportamento
futuro, uma vez que podemos extrapolar informacoes passadas para o futuro.

Tendo em vista os objetivos da monografia, consideramos processos estocasticos ho-
mogéneos e estaciondarios a tempo discreto com alfabeto finito. Porém, antes de formalizar
as ideias que serao desenvolvidas, é importante fixar algumas notacgoes que serao utilizadas
ao longo do texto.

Seja A um conjunto finito denominado alfabeto. Denotamos por |A| a cardinalidade
do conjunto A. Considerando m e n dois niimeros inteiros tais que m < n, denotamos por
w a sequéncia finita (wp,, ..., wy,), por w”"  asequéncia infinita a esquerda (..., w,_1,wy,)
e por w; > a sequéncia infinita a direita (wp,, Wy41, - ..), de forma que w; € A para todo
1€ L.

Para qualquer m < n, a quantidade de simbolos pertencentes a sequéncia wy, é dada
por |wy| =n —m + 1. Além disso, para todo n € Z, vamos considerar que wy,, = &,
visto que ‘w;‘ +1‘ =n—(n+1)+1=0. Considerando duas sequéncias w e w’, denotamos
por ww a sequéncia de tamanho |w| + |w'| obtida a partir da concatenacio de duas

sequéncias. A juncao de duas sequéncias é também estendida ao caso em que w representa

1

~- Se n é um inteiro positivo e w uma

uma sequéncia infinita a esquerda, isto é, w = w”_
sequéncia finita de elementos de em A, denotamos por w™ = ww ... w a jungao de n vezes
a sequéncia w.

Nesse sentido, denotamos o conjunto de todas as sequéncias finitas e o conjunto de

todas as sequéncias infinitas a esquerda, respectivamente, por
A=A e A

em que A7 é o conjunto de todas sequéncias de tamanho j com simbolos em A. No caso

em que j = 0, temos a sequéncia vazia denotada por @.

2.2 Cadeias de Markov

As cadeias de Markov sao um caso particular de processos estocasticos, cuja transicao

entre estados depende de um passado de tamanho fixo e finito. Esses modelos foram
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introduzidos pelo matematico russo Andrei Andreyevich Markov (Markov, 1906) e vem
sendo amplamente utilizados em diversas areas de pesquisa que apresentam uma dinamica
temporal, como finangas, marketing, compreensao de textos e entre outros.

Neste sentido, introduzimos os modelos Markovianos, comecando pela definicao de
uma cadeia de Markov de ordem 1 e suas principais propriedades, seguida pela genera-

lizagao de uma cadeia de Markov de ordem k.

Propriedade 2.5 (Propriedade de Markov) Um processo estocdstico {X; : t € Z}
definido em um espago de probabilidade apropriado (2, F, P) com valores em um alfabeto

A finito € dito possuir a propriedade de Markov quando
P(Xt = Tt | Xé_l = xf)_l) = P(Xt = Tt | Xt—l = It_l),
para quaisquert € 7, e x; € A.

A propriedade de Markov refere-se ao tamanho da memoria de um processo estocastico.
Assim, um processo estocdstico que possui a propriedade de Markov é tal que a distri-
buicao de probabilidade dos estados futuros do processo depende apenas do estado atual,

ou uma quantidade finita de estados imediatamente anteriores.

Defini¢ao 2.6 (Cadeia de Markov de ordem 1) Um processo estocdstico {X; : t €
Z} definido em um espago de probabilidade apropriado (2, F,P) com wvalores em um

alfabeto A finito € denominado uma cadeia de Markov quando possui a propriedade de

Markov.

Dessa forma, nas cadeias de Markov de ordem 1, a probabilidade da cadeia assumir
um certo estado futuro do sistema, dado todos os estados passados assumidos por ela
e o seu estado presente, depende apenas do seu estado presente. Consequentemente,
assumindo uma cadeia homogénea com alfabeto finito, é possivel descrever a dinamica do
sistema a partir de uma matriz quadrada de ordem |A| x |A|, que denominaos de matriz

de transicao.

Definigao 2.7 (Matriz de transicao) Uma Cadeia de Markov homogénea {X,; : t € Z}

de ordem 1 definida em um espago de probabilidade apropriado (2, F, P) com valores em
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um alfabeto A finito é dita possuir uma matriz de transicdio QQ quando

ar @ a
ar [Qar| @) Qaz|ar) - Qlay| )
Q= 02 |Qar]az) Qlaz|az) --- Qap]az)|

ap Qa1 | ap) Qlaz|ap) - Qay|ay)]

em que Q(a* | a) :=P(X; =a* | X;_1 = a), para quaisquert € Z e a,a* € A.

A matriz de transicao (), conforme apresentada na Definicao 2.7, descreve a transicao
de um sistema do estado presente (representado pelas linhas) para um estado futuro
(representado pelas colunas). Cada elemento da matriz representa uma probabilidade de
transigao, garantindo que 0 < Q(. | a) < 1, para todo a pertencente ao alfabeto. E
importante observar que cada linha da matriz indica a probabilidade de transicao de um
estado a € A para todos os estados do alfabeto. Portanto, as probabilidades de todas as
transicoes em uma linha devem somar um.

Do ponto de vista estatistico, ¢ importante reconhecer que alguns processos dependem
nao apenas do estado imediatamente anterior, mas sim de k£ > 1 passos no passado. Por-
tanto, para lidar com esses casos, é necessario introduzir as cadeias de Markov de ordem
k. Essas cadeias permitem capturar a dependéncia de longo prazo entre os estados do sis-
tema, levando em consideracao as informacoes dos k passos anteriores. Essa generalizagao

é crucial para modelar com precisao uma variedade de fendmenos e sistemas complexos.

Defini¢ao 2.8 (Cadeia de Markov ordem k) Um processo estocdstico {X; : t € Z}
definido em um espago de probabilidade apropriado (2, F,P) com wvalores em um alfa-
beto A finito € caracterizado como uma cadeia de Markov de ordem k quando possui a

propriedade de Markov com memdoria de alcance k € N, ou seja,
P(Xy =, | Xo ' =25 ) =P(X; =z | X5 = 2173),

para todo t € Z e x; € A.

Dessa forma, as cadeias de Markov de ordem k é um tipo especial de cadeia de Markov

em que a probabilidade de transicao entre estados depende dos k estados anteriores, mas
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dispensa qualquer conhecimento anterior as estes. Semelhante as cadeias apresentadas
anteriormente, as cadeias de Markov de ordem k também possuem as propriedades de
homogeneidade e estacionaridade. Além disso, qualquer cadeia de Markov de ordem k& > 1

pode ser reescrita como uma cadeia de Markov de ordem 1 com alfabeto apropriado.

Preposicao 2.9 Toda cadeia de Markov de ordem k > 1 definida em um espago de
probabilidade apropriado (2, F, P) com valores em um alfabeto A finito pode ser reescrita
como uma cadeia de Markov de ordem 1 em AF, em que A* € o conjunto de todas as

sequéncias de simbolos de A com tamanho k.

Exemplo 2.10 Para ilustrar o conceito, consideremos um processo estocdastico {X, : t €
Z} definido em um espago de probabilidade adequado (2, F, P) com valores em um alfabeto
A = {0, 1}, que possui a propriedade de Markov com memdria de alcance k = 2. Nesse

caso,

PX; = | X§ ' =af ) =P(Xs =2 | Xymo = 22, X1 = 24-1),

para todo t € Z e x; € A.

Observamos que a probabilidade do estado futuro depende apenas dos dois instantes
imediatamente anteriores, refletindo uma dependéncia de curto prazo. Para descrever
a dindmica desse sistema de ordem k = 2, podemos definir um novo alfabeto A?, que
consiste em todas as sequéncias de dois simbolos em A, ou seja, A?> = {00,01,10,11}. A

matriz de probabilidade de transicao ) € definida, neste caso, como

0 1
00 [Q(0[00) @Q(1]00)]
0= 01]Q(O]01) Q(1]|01)|
10 [Q(0]10) Q(1]10)
11 [Q(O]11) Q(1]11)]

Essa matriz representa a evolucao do sistema a partir dos dois estados imediatamente

anteriores (linhas) em dire¢ao ao estado futuro (colunas).

Portanto, a representacao das cadeias de Markov de ordem k em termos de uma
cadeia de Markov de ordem 1 com um alfabeto expandido A* oferece uma abordagem
conveniente para descrever a evolucao de sistemas com dependéncias de curto prazo.

Essa representacao permite a aplicagao de métodos e técnicas tradicionais das cadeias de
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Markov de ordem 1 em problemas que originalmente possuiam uma memdéria mais longa.
Além disso, a notagao matricial fornece uma forma compacta e eficiente de representar as

probabilidades de transi¢ao entre os estados.

2.3 Modelos de arvore de contexto

Uma arvore de contexto é um conjunto de sequéncias finitas ou infinitas a esquerda, que
sao sufixos de sequéncias passadas infinitas. Os sufixos sao, portanto, subsequéncias do
passado infinito que contém informacoes suficientes para determinar a dindmica da cadeia
estocéastica subjacente. Nesse sentido, compreender os conceitos de “sufixo” e “arvore” é

fundamental para a apresentacao de uma definicao formal de arvore de contexto.

Defini¢ao 2.11 (Sufixo) Dados m e n nimeros inteiros positivos, uma sequéncia de es-

1
m

1

¢ sufizo de uma outra sequéncia w_, quandom < mn ew_} = s_, . Denotamos

tados s_ m

essa relagio por s”- < w”}.

Exemplo 2.12 Para ilustrar o conceito abordado, consideramos a sequéncia infinita a
esquerda de simbolos bindrios w=-L, = {...00101001010}. Nesse caso, cada sufizo ¢ uma
sequéncia finita formada a partir de um determinado ponto a esquerda até o instante de
tempo t = —1. Alguns exemplos de sufizos para sequéncia w=L, sdo: “07, “107, “0107,

“0010107.

Definigao 2.13 (Propriedade do Sufixo) Um subconjunto T de A*UA™N é uma drvore
quando nenhuma sequéncia de estados s € T € um sufixo de outra sequéncia w € 7. Fssa

propriedade é denominada propriedade do sufixo.

Exemplo 2.14 Considere A = {0,1} e dois subconjuntos 7, e 75 de A* U A™N. Por
exemplo, 1 = {1,110,010,00} e 5 = {1,110,01}. Observa-se que nenhuma sequéncia s €
T1 € sufixo de outra sequéncia também pertencente a T1. Portanto, 71 possui a propriedade
de sufizo apresentada na Definicao 2.13, o que implica que 71 € uma drvore. Por outro
lado, nota-se que a sequéncia 1 < 01 e ambas pertencentes a To. Assim, conclui-se que T

nao possui a propriedade de sufizo e, portanto, nao pode ser considerada uma drvore.

Na estrutura de uma arvore, as informacgoes sao organizadas de forma hierarquica e
sao compostas por dois elementos fundamentais: nds e arestas. Os nds sao elementos

individuais que compoem a arvore enquanto as arestas representam as conexoes entre
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esses nés. Cada né em uma arvore pode ou nao ter nos filhos. Um né que nao possui
filhos é chamado de folha, enquanto os nés com filhos sao chamados de nés internos. Além
disso, o n6 no topo da arvore é chamado de raiz, e a partir dela, é possivel alcancar todos
os outros nés da arvore. Na Figura 2.1, podemos ver a representagao grafica da estrutura

de uma arvore.

Raiz

Folha

Figura 2.1: Representagao gréafica da estrutura de uma &arvore. Na imagem, temos a
indicacao da raiz, de um né e uma folha.

Definigao 2.15 (Contexto) Seja {X; :t € Z} um processo estocdstico definido em um
espacgo de probabilidade apropriado (0, F, P) com valores em um alfabeto A finito e m um

niimero inteiro positivo. Uma sequéncia de estados s”. € A* é contexto de um processo

{X;:t € Z} quando

1. P(s2}) > 0;

—m

2. Para todo a € A e todo w € AN tal que s < w temos

3. Nenhum sufixo de s satisfaz 2.

Definicao 2.16 (Arvore completa e arvore de contexto) Uma drvore T € dita com-
pleta quando qualquer sequéncia infinita o esquerda w € A™N tem um sufizo pertencente
a 7. Pela propriedade do sufizo, temos que esse sufixo € unico. Chamamos esse sufizo
de contexto da sequéncia w e € denotado por c. (w). Uma drvore completa é denominada

também uma drvore de contexto.

Podemos observar que cada sequéncia finita s € 7 pode ser vista como um ramo que
liga a raiz da arvore até uma folha. Na abordagem em questao, uma folha da arvore

7 de tamanho j € N é uma sequéncia de elementos w:} que pode ser representada de
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forma grafica por j arestas comecando no topo da arvore e rotuladas, de cima para baixo,
por w_i,w—_s, ..., w—_;. Neste sentido, os nés mais perto da raiz representam os eventos
mais recentes. No caso de sequéncias infinitas a esquerda, temos folhas infinitas. As
sequéncias finitas ou infinitas w que sao sufixos de s para qualquer s € 7, com |w| < |s],
sao denominadas de nés, e quando eles sao finitos, sao denominados de nds internos. Os
filhos do né w sao sequéncias aw, a € A. Além disso, a raiz é identificada como sequéncia

vazia. Na Figura 2.2, podemos ver a representacao de algumas arvores de maneira grafica.

00 10 10

010 110 100 100
(a) 71 (b) 72 : (c) 73

Figura 2.2: Representacao gréfica de trés arvores: 73 = {1,110,010,00}, 75 = {100, 10, 1}
e 73 = {1,10,100, ...} U 0. Todas satisfazem a propriedade do sufixo. As drvores 7, e
To sao finitas e a arvore 73 € infinita, por isso uma versao truncada de 73 é representada.
A arvore 7, nao é completa, pois a sequéncia infinita a esquerda 0> := ...000 nao possui
sufixo na arvore.

Definicao 2.17 (Altura da arvore) A altura de uma drvore T € o tamanho da maior
sequéncia s € T, isto €,

h(t) :=sup{|s|: s € 7}.

Em outras palavras, a altura da arvore 7 é a maior distancia, em ntimero de nds, entre
a raiz da drvore e uma de suas folhas. Caso h(7) < +oo, dizemos que 7 é limitada, isto
é, todas as sequéncias da arvore 7 sao finitas e com tamanho menor ou igual a h(7). Por
outro lado, se h(1) = +o00, dizemos que 7 ¢é ilimitada, ou seja, existe alguma sequéncia
infinita em 7. A partir da Figura 2.2, vimos que as arvores 7, e 7, sao limitadas, enquanto

73 € ilimitada. Além disso, tem-se h(1) = h(m2) = 3.

Definicao 2.18 (Arvore truncada) Dados ¢ € N e uma drvore 7. Denotamos por 7|,

a drvore T truncada no nivel £, ou seja
tle={wer:|w <U{we A :w=<uparaagumu e T}.

Na Figura 2.2 temos a arvore 73 infinita e uma versao truncada ¢é representada. No
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caso em questao, temos ¢ = 3.

Podemos considerar sistemas nos quais a evolugao ocorre a partir de um contexto
especifico de uma arvore 7 em direcao a algum simbolo pertencente ao alfabeto A, com
base em probabilidades de transi¢ao. Essa abordagem nos leva a definicao de arvores de

contexto probabilisticas.

Definicao 2.19 (Arvore de contexto probabilistica) Uma drvore de contexto pro-

babilistica com simbolos em A € um par ordenado (T,Q) tal que
1. 7 € uma drvore de contexto;

2. Q:={Q(a]|s):aeAeseTt} éuma familia de probabilidades de transi¢io sobre
A.

A &arvore de contexto probabilistica é vista como uma representacao de uma familia
de probabilidades de transicao tais que, para cada passado, precisamos considerar apenas
um contexto desse passado para definir a transicao do sistema para o proximo estado.
Podemos considerar processos estacionarios e ergodicos que evoluem de acordo com arvores

de contexto probabilisticas para modelar o sistema em questao.

Exemplo 2.20 Suponha que um processo estocdstico {X; : t € Z} definido em um espago
de probabilidade apropriado (Q, F, P), possa ser descrito como uma cadeia de Markov de
ordem k = 2, com valores no alfabeto A = {0,1}. Dessa forma, a drvore T associada
¢ uma drvore Markoviana completa, e a familia de probabilidade de transicao pode ser
representada por uma matriz de ordem 2. A Figura 3.2 ilustra o par ordenado (1,Q) que

representa essa drvore de contexto probabilistica.

0 1
00 Q0 ]00) Q(1]00)

Q= 01 |Q(0|01) Q(1]01)
10 {Q(0|10) Q(1]10)|
11 LQ(O[11) Q1 11)

00 10 01 11

Figura 2.3: Representacdo grafica da arvore de contexto 7 = {00, 01, 10, 11}. Note que
7 é uma arvore completa, ja que toda sequéncia infinita a esquerda possui sufixo em 7.

Além disso, representamos de forma matricial a familia de probabilidades de transicao @)
sobre A.
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No entanto, do ponto de vista estatistico, muitos processos requerem um alcance
de memoria maior do que k = 2. Para descrever uma cadeia de Markov de ordem k,
que assume valores em um conjunto de tamanho m, é necessdrio especificar m*(k — 1)
parametros, o que torna o uso de cadeias de Markov inadequado do ponto de vista da
inferéncia estatistica. Dessa forma, abordagens alternativas foram desenvolvidas para
superar os obstaculos enfrentados pelas cadeias de Markov de ordem superior. A prin-
cipal caracteristica das novas abordagens é que o tamanho da memoria que determina a
probabilidade de transicao da cadeia depende de uma parcela variavel dos mais recentes
simbolos que foram observados. Formalmente, dizemos que processos dessa natureza sao

cadeias estocasticas com memoéria de alcance variavel.

Definigao 2.21 (Cadeia estocastica com memdria de alcance variavel) Dizemos
uma cadeia estocastica {X; : t € Z} definida em um espago de probabilidade apropriado
(Q, F,P) é compativel com uma drvore de contexto probabilistica (1,Q) quando para

P-quase toda sequéncia infinita a esquerda w € A™N e qualquer simbolo a € A temos
P(Xo=a| X =w)=Q(a|c (w)),

em que ¢, (w) € o contexto da sequéncia w. FEm outras palavras, c.(w) representa a
iformacao relevante do passado que determina a transicao da cadeia. E essas cadeias

sao chamadas de cadetas estocdsticas com memoria de alcance varidvel.

Exemplo 2.22 Suponha que um processo estocdstico { X, : t € Z} definido em um espago
de probabilidade apropriado (S, F, P), possa ser modelado como uma cadeia estocdstica
com memdria de alcance varidvel com valores no alfabeto A = {0,1}. Além disso, con-
sidere que a informacao relevante do passado, que influencia a transicao da cadeia, €
determinada pelo tempo até a ocorréncia do primeiro simbolo 1. Por questoes diddticas,
vamos nos restringir a uma drvore T de tamanho h(t) = 4. A Figura 2.4 ilustra o par
ordenado (1,Q) que representa essa drvore de contexto probabilistica.

Nesse caso, bastam 5 parametros para descrever a dinamica da cadeia estocdstica
com alcance de memdria varidvel de tamanho h(T) = 4, enquanto seriam necessdrios

16 parametros para descrever uma cadeia Markoviana com ordem k = 4.

A classe das cadeias estocasticas com memoria de alcance variavel foi introduzida por

Rissanen (1983a). Essa classe ficou popular na comunidade estatistica e probabilistica

que
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1 0 1
1 Q0] 1) Q(1|1)
10 10 [Q(0]10)  Q(110)
Q= 100 |Q(0|100) Q(1]100) |,
100 1000 |Q(0 | 1000) Q(1 | 1000)
0000 LQ(0]0000) Q(1 | 0000)

1000
0000

Figura 2.4: Representacao grafica da arvore de contexto 7 = {1,10, 100, 1000, 0000}. Note
que T € uma arvore completa, ja que toda sequéncia infinita a esquerda possui sufixo em

7. Além disso, representamos de forma matricial a familia de probabilidades de transigcao
() definida sobre A.

com o trabalho de Biithlmann e Wyner (1999) que cunhou o termo cadeias de Markov
com memoria de tamanho variavel para se referir as cadeias compativeis com arvores
cujos contextos eram todos finitos. Mais tarde, surge o termo cadeias estocasticas com
memoria de alcance varidvel proposto por Galves e Locherbach (2008) para se referir as

cadeias que sao compativeis com arvores que podem possuir contextos infinitos.



Capitulo 3

Inferéncia frequentista em arvores de

contexto

Neste capitulo, abordamos as principais etapas e técnicas empregadas na analise de da-
dos utilizando modelos de arvore de contexto. Comegando pela inferéncia dos parametros
do modelo no contexto frequentista, exploramos como determinar as caracteristicas do
modelo que melhor estimam os dados observados. Além disso, consideramos crucial a
tarefa de selecao das proprias arvores de contexto. Isso inclui, em particular, a sele¢ao
da ordem de uma cadeia de Markov, uma tarefa essencial na modelagem de dados reais a
partir de processos Markovianos. Em seguida, detalhamos o uso do algoritmo Contexto
para a estimacao de arvores de contexto compativeis com processos nao necessariamente
Markovianos, além de explorar o processo de estimacao de arvores de contexto com base
em critérios de penalizacao da verossimilhanca. Esse capitulo oferece uma compreensao
aprofundada das técnicas frequentistas usadas para extrair informagoes dos dados por

meio das arvores de contexto.

3.1 Inferéncia dos parametros do modelo

Em inferéncia estatistica, cadeias de Markov de ordem finita exigem muitos parametros
para serem inferidos. Se uma cadeia estocastica X := {X;:t € Z} é de memdria com
alcance varidvel compativel com uma arvore de contexto probabilistica (7,Q) de forma
que h(71) = d < oo, entao basta uma colegao de (|.A| — 1) |7] probabilidades de transigao
para descrever a cadeia. Assim, é vantajoso, inferencialmente, considerar cadeias com-

pativeis com arvores de contexto probabilisticas, visto que em um processo de estimacao na

39
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abordagem Markoviana a quantidade de parametros a serem estimados é (|A| — 1) |.A]%,
podendo ser bem superior ao da abordagem via cadeias estocdsticas com memoria de
alcance variavel a depender do tamanho do alfabeto.

Dados um numero inteiro n e uma amostra x} de simbolos de A geradas por um
processo estocastico X com lei P compativel com uma arvore de contexto probabilistica
(1,Q), o problema de inferéncia estatistica esté relacionado com a estimagao da familia
de probabilidades de transicao () que determinam completamente a lei P do processo
estocastico X . Para qualquer sequéncia finita w de simbolos de A e para qualquer simbolo
a € A, denotamos por N, (w,a) o nimero de ocorréncias da sequéncia wa na amostra x7,

ie.,

N,(w,a) := Z I {xi:‘lw‘ =w, T = a} ,

t=|w|+1
em que I representa a func¢ao indicadora e N, (w) denota a soma de N, (w, a) sobre todos

os simbolos a € A, ou seja,

= ZNn(w,a).

acA

Exemplo 3.1 Seja X := {X, : t € Z} um processo estocdstico compativel com uma
drvore de contexto probabilistica definido em um espago de probabilidade apropriado (§2, F, P)
com valores no alfabeto A = {0,1} e z{ = (010010110) uma amostra de simbolos de A ge-
radas por X . Dessa forma, temos N,(w,a) sendo o nimero de ocorréncias da sequéncia

0la na amostra 3, para qualquer a € A, isto é,

.(01,0) Z]I{xt y=0l,2,=0} =2

.(01,1) Zﬂ{xg V=0l =1} =1.

Nesse sentido, N, (01) € dado por

= N,(01,a) =3.

acA

Seja d um numero inteiro positivo tal que d < n e dada qualquer arvore de contexto

probabilistica (7, Q) com h(7) < d, a funcao de verossimilhanga ! £, (Q | #7) condicionada

LA funcéo de verossimilhanca é utilizada para avaliar a plausibilidade de um conjunto de parametros
em um modelo estatistico. Ela calcula a probabilidade ou densidade da amostra observada, assumindo que
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em z" ;. , ¢ dada por

(Xﬁd+1 = $ﬁd+1)

(Xo =@ | X000y = a%00) P (X0 = 2700)
(n | er (#7500)) P (X200 = 2704)

(

b e (#750)) @ (v | (2722,)) P (X732, = 2732

= Q (waler (2%341)) - Q (ara | er (22000)) P (Xoupy = 2%000)

Repare que a sequéncia 2%, 11 se refere ao passado distante do processo subjacente a
arvore 7. Dado que o processo ¢é estacionario, temos a distribuicao conjunta das varidveis
aleatorias independentemente do tempo da escolha inicial. Portanto, podemos considerar
que P (X4, =a,,)) =1

~ . . n .. d ,
Logo, a funcao de verossimilhanca £, (Q | 27) condicionada sobre 2%, é dada por

Qa0 =[] [] Qa|w)™w, (3.2)
WET a€A
com a convencao que 0° = 1.
Portanto, os estimadores de maxima verossimilhanga das probabilidades de transi¢ao
)(a | w) sdao obtidos por meio da funcao de verossimilhanca apresentada em 3.2. Seia
p G Ca ap ]
L. (Q | z7) a funcio de verossimilhanga condicionada sobre z¢__ e £, (Q | 27) a funcio de

log-verossimilhanga associada definida como

(- (Q ] 27) = In(L: (@ | 27))

=33 No(w,a)In(Q(a | w)).

wWET acA

Segue que o problema consiste em encontrar () € Q, em que Q é a familia de proba-

bilidade de transicao sobre 7 X A, que maximize a probabilidade de ocorréncia dos dados

os parametros assumem um valor dado. O método de maxima verossimilhanca consiste em encontrar os
valores dos parametros do modelo estatistico que maximizam a probabilidade ou densidade de ocorréncia
da amostra observada.
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observados, isto é,

Qla | w) = argmax (- (Q | a7).

com z7 fixado e sujeito a restrigao

ZQ(alw)zl, Yw € 7.

acA

Uma vez que o problema de maximizacao envolve restricoes, usamos o método de

multiplicadores de Lagrange para determinar Q(a | w). Portanto, o problema se torna

Q(a | w) == arg max L(),Q),

sendo

LOLQ) = 6 (Q | ) + A (1—ZQ<a|w>>,

acA

em que A é o multiplicador de Lagrange associado a restrigao.

O méximo da funcao Lagrangeana é encontrado analisando seus pontos criticos em

relagdo as duas varidveis desconhecidas (A, @). Logo,

9L, Q)

Tzl—%@(aﬂw), Yw € T;

8L<>‘7Q> _Nn(wva)_
90(a [w) ~ Qa|w) A, YaeAeYweT.

Igualando a zero, obtemos

d Qlalw)=1, Vwer (3.3)
acA
@(alw):w, VaeAeVwer (3.4)

Das equagoes (3.3) e (3.4), segue que

Ny (w,
E leékzg N, (w,a), YweET.
A
acA acA
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Consequentemente,

N, (w, a)

Qa|w)= 08

Vae A e VYwer, (3.5)

se Ny(w) > 0 e definimos Q(a | w) = 1/|A] quando N,(w) = 0. Além disso, quando

0 processo estocastico X ¢é estacionario, é possivel provar que o estimador de maxima

verossimilhanca Q(a | w) ¢ fortemente consistente (ver Galves e Leonardi (2008)).
Substituindo os estimadores (3.5) em (3.2), obtemos que a probabilidade de processo

estocédstico, com determinada matriz de transicao (), gerar uma amostra =7 é dada por

P (X =z") = HHQa|wN"w“

WET a€A

Exemplo 3.6 Sejam X; = {Xy;, :t € Z} e X := { Xy : t € Z} processos estocdsticos
compativeis com uma drvore de contexto probabilistica e definidos em um espaco de pro-
babilidade apropriado (Q, F, P) com wvalores no alfabeto A = {0,1} e seja a amostra
22 = (10010010010001111001). Estamos interessados em estimar as probabilidades de
transi¢ao associadas aos dois processos, em que 1, = {00,01,10,11} e 75 = {00, 10, 1} sdo

as drvores de contexto dos processos X1 e Xa, respectivamente.

10
00 10 01 11 00

(a) Arvore 7 (b) Arvore 7.

Figura 3.1: Representagao gréfica das arvores de contexto 71 = {00, 01, 10, 11}, associada
a cadeia de Markov de ordem k = 2 e 75 = {00, 10, 1}, associada & cadeia de Markov com
memoria de alcance variavel, com h(m) = h(7p) = 2.

Dada a amostra observada x3°, devemos calcular as quantidades Nog(w,a) e Nog(w),

YwéeT e eVa e A, representadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Ntimero de ocorréncias da sequéncia wa na amostra x2°, para todo w € 71 e T
e para todo a € A.

a NQO(OO,a) NQQ(Ol,a) Ngo(lo,a) Ngo(ll,a) Ngg(l,a)
0 1 3 ) 1 5
1 ) 1 0 2 3
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A partir dos valores apresentados na Tabela 3.1, consequimos estimar as probabilidades

de transicao e, consequentemente, a matriz de transicao associada a cada drvore.

o 0 1
R P 00 10,17 0,83

- 010,75 0,25 .
@ = 10| 1 0o | Q= 10 | 1 0
11 10,33 0,67 1 10,625 0,375

Figura 3.2: Representacao matricial das matrizes de transicao associadas as arvore de
contexto 7 = {00, 01, 10, 11} e 7, = {00, 10, 1}.

Uma vez estimada a matriz de transicao, é possivel estimar a probabilidade da amostra
observada ter sido gerada pelo processo estocastico em questao, levando em consideracao

cada um dos casos. Consequentemente

P(X7 =t | Q) = [ [I @ila | w)™ =o0,0010;

wWETL a€EA
P(X7 =2} | Q2) = [] [] @(a | w)™™ =0,00003.

wWET2 a€EA
Observe a importancia de definir a arvore de contexto subjacente ao processo es-
tocéastico ao estimar as probabilidades de transicao, ja que arvores diferentes podem estar
relacionadas a diferentes matrizes de transicao e probabilidades. No entanto, na pratica,
nao possuimos conhecimento prévio do modelo subjacente a amostra, ou seja, a arvore de
contexto é desconhecida. Portanto, é necessario estudar métodos que permitam estimar

a arvore de contexto e, consequentemente, as probabilidades de transicao.

3.2 Selecao de arvores de contexto

O problema da selegao estatistica de arvores de contexto estéd relacionado a escolher
um modelo estatistico a partir de um conjunto de modelos candidatos, utilizando um
critério pré-estabelecido. Em outras palavras, busca-se selecionar a arvore de contexto
mais provavel de ter gerado uma amostra z'. Nesse sentido, o principio MDL (do inglés

Minimum Description Length) desempenha um papel fundamental.
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O principio MDL fundamenta-se na ideia de que o melhor modelo estatistico para uma
determinada amostra de dados é aquele que proporciona a melhor compressao dos dados,
ou seja, aquele que consegue representar a amostra de forma mais concisa segundo alguns
critérios. Portanto, o processo de selecao estatistica de arvores de contexto envolve a
comparacao entre diferentes modelos candidatos, visando escolher aquele que equilibra de
forma ideal a capacidade de representacao dos dados e a complexidade do préprio modelo.
Dessa forma, a abordagem incorpora o principio da parcimonia, permitindo que modelos
mais complexos sejam preferidos somente quando eles realmente oferecem uma melhoria
significativa na descricao dos dados.

Neste capitulo, estudamos trés métodos de selecao baseados no principio MDL e al-
gumas de suas variagoes: a selecao da ordem de uma cadeia de Markov, o algoritmo con-
texto (Rissanen, 1983a) e suas variagoes (Galves et al., 2012; Galves e Leonardi, 2008),
o critério de penalizacdo de verossimilhanga (Leonardi, 2006) e suas variagoes (Csiszér e
Talata, 2006).

Comecamos considerando uma arvore compativel com uma cadeia de Markov e, por-
tanto, o problema de selecao da arvore de contexto se restringe ao problema de estimagao

da ordem da cadeia.

3.2.1 Selecao da ordem de uma cadeia de Markov

Ao considerar cadeias de Markov, a selecao de modelos consiste em determinar a ordem
k da cadeia. Nesse sentido, sabemos que a cadeia possui ordem finita, mas desconhecemos
tal ordem.

Dados um nimero inteiro positivo n e uma amostra =7 de simbolos de A geradas por
um processo estocastico X definido em um espago de probabilidade apropriado (2, F, P)
com valores no alfabeto A e compativel com uma cadeia de Markov de ordem k finita,

vamos denotar a matriz de transicao associada ao processo por
Q" ={Q(a]a):ac A e dafc A}

Assim, queremos definir o valor k tal que 2 k < n e o problema consiste em encontrar

2Em que k < n denota uma desigualdade estrita e significa que k& é muito menor que n. Definimos

que k <n=k< [ln‘“g' nJ7 em que |.| é funcdo que retorna o maior inteiro .(Girardi, 2021).
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o menor valor k para o qual QF seja suficientemente préxima de Q¥*!, ou seja,
k= mkm{Qk ~ Q1 k> 0},

em que Q¥ denota a matriz de transicao associada a um processo de ordem k e QF ~ Q*+!
significa que

max max ‘Qk (a | a:,{z) —QFt (a | a:,lca*)‘ <4, Va, € AF,

a€A a*eA
em que § € (0,1) é o limiar fixado, ou seja, o valor critico que nao pode ser ultrapassado
para considerarmos que Q¥ é suficientemente préxima de Q**!. Perceba que ao considerar
essa condicdo, estamos encontrando o menor valor de k para o qual a diferenca entre Q¥

e Q! seja suficientemnte pequena para todas as combinacoes possiveis de a e a*.

Segue que queremos testar, sequencialmente, a hipétese nula
Ho:Q"(alaZy) =Q"" (alal;_;), Va€eA e Vai,_, €A,
utilizando a estatistica de teste

A(a"}) = maxmax |QF (a | a”}) — Q! (a | a”ta”
(a7}) = maxmax [Q* (a | a™}) — Q" (a ] afa”)].
até ser encontrado um valor k para o qual a hipdtese nula seja rejeitada. Neste caso,
rejeitamos Hy quando A(a:i) > § para algum a:,i, e A*.

A fim de obter uma estimacao factivel para a ordem da cadeia, é fundamental levar

em conta amostras que resultem em uma matriz de transigao estocéstica estimada.

Definicao 3.7 (Amostra k-admissivel) Sejam n um nidmero inteiro positivo e ' €
A" uma amostra de uma cadeia de Markov X definida em um espago de probabilidade
apropriado (Q, F, P) com wvalores no alfabeto A e ordem k desconhecida e finita com
k < n. A amostra 2} € dita k-admissivel quando para toda sequéncia a¥ € AF temos

N, (a¥) > 1.

Assim, dada uma amostra x| k-admissivel gerada por uma cadeia de Markov X, o

problema de estimar a ordem £ da cadeia pode ser resolvido por meio do seguinte algoritmo

1. Catalogar todas as sequéncias de tamanho d(n) = {ln‘%‘nJ presentes na amostra x7;



47
2. Definir 6 € (0,1) pequeno e k = d(n) — 1;
3. Para cada sequéncia ajC catalogada, calcule

Aac}) = magmax| Q" (a | ac}) - @ (a | aje’)

4. Se maxA(a";) > § com a”; € A*, pare e defina k = k+ 1. Caso contrério,
max A(a_}) < § com a_; € A* descarte a ordem k + 1 da cadeia, entdo definimos

k =k — 1 e repetimos o processo a partir do passo (3).

Note que o processo comega considerando a maior ordem k para amostra =7 e diminui
esse valor iterativamente até que sejam encontradas duas matrizes que nao possam ser

consideradas suficientemente proximas.

Exemplo 3.8 Considere uma amostra z3° = 000000001101101010010101001010 obtida
por meio de uma cadeia de Markov de ordem k = 1 definida em um espaco de probabilidade
apropriado (2, F, P) com wvalores no alfabeto A = {0,1}. Suponha que o valor k seja
desconhecido e que desejamos selecionar o modelo mais provdvel de ter gerado a amotra
observada, ou seja, queremos estimar a ordem k da cadeia. Para tanto, consideramos o

algoritmo definido.
1. Catalogar todas as sequéncias de tamanho d(n) = [m?—%J =2.

Para a amostra em questao, observamos as sequintes sequéncias de tamanho 2: 00,01,10,11

e, portanto, a amostra é k-admissivel para k = 2.

2. Definimos 6 = 0,1 e k = 1.
3. Para cada sequéncia a:,lC catalogada, calcular

A(a:,lc) = Igleaj( 21;121}45 ‘Qk (a | a:,li) — QF! (a | a:ia*)

Dada a amostra observada, devemos, primeiramente, estimar, como indicado na Se¢ao

3.1, as matrizes de transi¢ao que serao utilizadas no cdalculo da estatistica de teste. Temos
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0 1
0 1 00 10,8235 0,1765
O = 0 (0,8182 0,1818 O? = 10 10,7500 0,2500|
1 10,5714 0,4286| 01 10,5000 0,5000

11 10,6667 0,3333

Neste sentido, primeiramente fizando a = 0 e calculando a estatistica de teste para

todas as sequéncias catalogadas

A(a”l) = max {|0,8182 — 0,8235|,|0,8182 — 0, 75|, |0, 5714 — 0,5| , |0, 5714 — 0, 6667|}

= 10,5714 — 0,6667| = 0, 0953.
Agora, consideramos a = 1,

A(a”}) = max {|0, 1818 — 0, 25| , |0, 1818 — 0, 1765 , |0, 4286 — 0, 5| , |0, 4286 — 0, 3333}

= 10,4286 — 0,3333] = 0,0953.
Logo, max{0,0953;0,0953} = 0,0953 < 0, 1.

4. Como A(a:,lf) < 0,1, descartamos a ordem k+1 = 2 da cadeia e definimos um novo

k =k —1=0 e repetimos o processo a partir do passo (3).

Repetimos o processo, considerando k = 0 e comparando a matrizes Q° e Q', obtemos

A(a:,lc) = 10,1953 > 0,1. Portanto, paramos o processo e definimos k=k+1=1.

3.2.2 Estimacao via algoritmo Contexto

O algoritmo Contexto, introduzido por Rissanen (1983a), calcula, para cada né de
uma arvore, uma medida de discrepancia entre a probabilidade de transicao associada a
esse no e as respectivas probabilidades de transicao associada aos filhos desse no, ou seja,
a concatenacao de um tunico simbolo a esse nd. O algoritmo ¢ iniciado catalogando todas
as sequéncias de tamanho d e definindo a primeira arvore candidata como sendo aquela
cujas folhas possuem tamanho d e tal que cada um de seus contextos apareca pelo menos

uma vez na amostra. Em seguida, definimos V), (z]) como sendo o conjunto de todas as
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sequéncias finitas w € A* que aparecem pelo menos uma vez na amostra z7, isto é,
Vo(2]) :={w e A" : N,(w) > 1},

perceba que todos os nds da arvore que aparecem pelo menos uma vez na amostra per-
tencem ao conjunto V(7).

Similarmente ao algoritmo para selecao da ordem da cadeia de Markov, também pre-
cisamos definir um limiar § como sendo um numero positivo, em geral pequeno. Nesse
caso, estabelecemos a seguinte regra de decisao: se uma medida de discrepancia for maior
do que 9, os contextos sao mantidos na arvore, caso contrario, eles sao podados, pois nao
existe ganho preditivo ao considerar um alcance maior. O procedimento é repetido até
nao haver mais podas na arvore.

A medida de discrepancia utilizada no algoritmo Contexto proposto por Rissanen
(1983a) é baseada na medida de divergéncia de Kiillback-Leibler. Definidas duas medidas

de probabilidades p e ¢ sobre A temos a divergénca entre elas, denotada

Dla) = Y plan (4

acA q<a)

em que, por convengao consideramos p(a)In (ZLG)> =0sep(a) =0ep(a)ln (M) =

q(a) q(a)
+00 se p(a) > q(a) = 0.
Para uma dada sequéncia w € V,(z7), Rissanen (1983a) definimos a seguinte medida

de discrepancia

Ag(w):= Y Na(bw)D (p(:[bw) [p(-w)).

b:bweV, (x7)

Se A, (w) < 6, entdao poda-se a folha, ou seja, descartamos todos os filhos associados
ao n6 w. Caso contrario, nao realizamos a poda e tomamos bw € 7, para todo b € A.
Realizamos esse procedimento para toda sequéncia catalogada e repetimos o processo até
que mais nenhuma poda seja executada. Ao final do processo, definimos como 7.(z}) a
arvore de contexto estimada.

Observe que a medida de discrepancia A, (w) para uma sequéncia w € V,(z7) mede o
quao importante é manter os filhos associados ao né w para melhorar o poder preditivo da

cadeia estocastica com alcance de memoria variavel. Definimos entao o seguinte algoritmo:

1. Catalogar todas as sequéncias de tamanho d presentes na amostra z7 e definir a
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arvore maxima de tamanho d garantindo que todos os nés pertencam a V,,(z);
2. Definir 6 € (0,1) pequeno;

3. Atribuir a cada né w da drvore uma funcao indicadora C,,(z). Inicializar as folhas

com o valor zero e, para os demais nés, definir
Cp(z]) = max {]I{An(w) >0}, max C’bw(ﬂf)} .
€

Apoés a conclusao do algoritmo, cada né é marcado com uma func¢ao indicadora. A

arvore de contexto estimada é dada por
T.(2}) = {w € V,(27) : Cp(x}) =0 e Cy(z]) =1 para todo u < w} (3.9)

Exemplo 3.10 Considere a amostra 3° = 001000000110000111110111101000 obtida de
um processo estocdstico X compativel com uma drvore de contexto probabilistica definida
em um espaco de probabilidade apropriado (S, F, P) com valores no alfabeto A = {0, 1}.
Estamos interessados em estimar a drvore de contexto subjacente ao processo X, por meio

do algoritmo Contexto. Considere d = 2.
0. Definir o conjunto V,(x3°);
V,(z3) = {0, 1, 00,01, 11, 10,000, 001, 011, 110, 101,010, 100, - - - }

1. Catalogar todas as sequéncias de tamanho d = 2 presentes na amostra x3° e definir

a drvore mdxima de tamanho d;

. .
00 10 01 11

Figura 3.4: Arvore maxima de tamanho d = 2, tal que todos os nés pertencam a Vo(x3Y).

2. Definimos 6 = 0,1;

3. Inicialize todas as folhas como 0 e atribua a cada no da drvore a funcao indicadora

C(2¥) = max {]I{An(w) > 6}, max obw<x§0)} .
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Considere, primeiramente, w = 0. Temos

pla | b0)

Ap(w)= > Nu(b0) ) pla]b0)in ( @0

b:b01E€Vy, (250 acA

) = 10,0889 e

Cp(23%) = max {0, max{0,0}} = 0.

Repetimos o procedimento considerando w =1 e obtemos Cy,(x3°) = 0.
Considere a Figura 3.5 para visualizar os valores de C,,(x3°) em cada nd da drvore

mazima de tamanho d = 2.

00 10 01 11

Figura 3.5: Arvore méaxima de tamanho d = 2, tal que todos os nés pertencam a V,(z3°).
Valores em preto indicam os contextos associados a essa arvore, enquanto valores em cinza
indicam a funcdo indicadora C,,(23°) associada ao né w.

A partir da Figura 3.5, concluimos que a drvore de contexto estimada por meio do
algoritmo Contexto é dada por 7.(x3°) = {0,1}, ou seja, observada a amostra x3° é
plausivel assumir que o processo estocdstico subjacente € descrito como uma cadeia de
Markov de ordem k = 1.

De fato, a amostra foi obtida por meio de uma cadeia de Markov de ordem k = 1.

Embora a medida de discrepancia A,, tenha sido originalmente proposta por Rissanen
(1983a), outras possibilidades tem sido propostas na literatura. Neste trabalho, abor-
daremos as modificagoes do algoritmo Contexto proposta por Galves e Leonardi (2008).

Dessa forma, definimos medida de discrepancia como

An(w) = max|pn(a | w) = pua | suf(w))

em que suf(w) representa o maior sufixo de w e p,(a | w) denota a estimativa de maxima
verossimilhanca da probabilidade de transi¢ao associada a sequéncia w na amostra .
A expressao A, (w) calcula a distancia méxima entre a probabilidade de transigao

empirica associada a sequéncia w e a mesma probabilidade empirica associada ao maior
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sufixo de w. Essa medida permite avaliar se ha ganhos preditivos ao considerar mais um
passo no passado. Neste sentido, se A,(w) < J, significa que ndo hé ganho preditivo
ao considerar um passo a mais no passado. Nesse caso, definimos suf(w) como o novo
candidato a contexto da arvore. O procedimento é repetido até que observe um ganho
preditivo significativo, ou seja, até que nao seja possivel fazer mais podas na arvore.

Em resumo, essa abordagem busca identificar a extensao do passado que é relevante
para a predicao, removendo contextos desnecessarios e otimizando o modelo preditivo,
reduzindo o nimero de parametros e custo computacional. Portanto, definimos o seguinte

algoritmo Contexto:
1. Catalogar todas as sequéncias de tamanho d presentes na amostra z7;
2. Definir 6 € (0,1) pequeno;

3. Para cada sequéncia w catalogada, calcule

An(w) = max |pn(a | w) = pala | suf(w))],

se A,(w) < 4§, poda-se a folha e definimos w = suf(w) como novo candidato a
contexto. Repita o processo até ndao observar mais podas na arvore, i.e, A,(w) > 6

e adicione w a arvore estimada 7., (x7)

Apoés a conclusao do algoritmo, a arvore de contexto estimada é dada por
Tem(2]) = {w c Al Ay (w) >0 e Ay(uw) <6, Vuce .A‘li_ml} , (3.11)

em que A¢ denota o conjunto com todas as sequéncias de tamanho 1 até d. Além disso,
perceba que A% = () quando |w| = d.
E possivel provar que os estimadores obtidos por meio do algoritmo Contexto com as

modificagbes propostas é fortemente consistente (ver Galves e Leonardi (2008)).

Exemplo 3.12 Considere a amostra x3° = 001000000110000111110111101000 obtida de
um processo estocastico X compativel com uma drvore de contexto probabilistica definida
em um espaco de probabilidade apropriado (S, F, P) com valores no alfabeto A = {0, 1}.
Estamos interessados em estimar a darvore de contexto subjacente ao processo X, por meio

do algoritmo Contexto Modificado. Considere d = 2.
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1. Catalogar todas as sequéncias de tamanho d = 2 presentes na amostra T3°;

2. Definimos 6 = 0,1;

3. Para cada sequéncia w catalogada, calcule
Bafw) = max[p(a | w) = pula | suf(w)].
Considere, primeiramente, w = 00. Temos
An(w) = max|pn(a | 00) = pa(a [ 0)] = 0,0125,
como A, (w) <6, definimos w = suf(w) e calculamos
An(w) = max [pa(a | 0) — pu(a)] = 0, 1541,

como A, (w) > 0, adicionamos w na drvore estimada. Apés a conclusao do algo-
ritmo, concluimos que a drvore de contexto estimada por meio do algoritmo Con-
texto Modificado € dada por Te,(x3°) = {0,1}, ou seja, observada a amostra x3° é

plausivel assumir que o processo estocdstico subjacente € descrito como uma cadeia

de Markov de ordem k = 1.

3.2.3 Estimacgao via critérios de penalizacao da verossimilhanga

Um critério de penalizacao da verossimilhanca é uma técnica estatistica utilizada para
ajustar modelos estatisticos complexos, levando em consideracao tanto o ajuste aos da-
dos observados (verossimilhanga) quanto a complexidade do modelo. Essa penalizagao é
necessaria para evitar o owverfitting, que ocorre quando um modelo se ajusta excessiva-
mente aos dados de treinamento. A ideia bésica é adicionar uma penalizacao a funcao
de verossimilhanca, e essa penalizacao aumenta a medida que a complexidade do modelo
aumenta. Dessa forma, busca-se encontrar o equilibrio entre um ajuste adequado aos
dados e a complexidade do modelo.

Logo, a abordagem da maxima verossimilhanc¢a penalizada é baseada na funcao de ve-
rossimilhanca definida em (3.2) com um termo de penalizacao apropriado. Dessa forma, a
arvore estimada é aquela que maximiza a funcao de verossimilhanca penalizada. Vale res-

saltar que a fungao de verossimilhanga (3.2) nao precisa ser calculada sobre todas possiveis
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arvores de contexto, mas apenas para aquelas arvores cujos contextos sao observados na

amostra. Essas arvores sao denominadas admissiveis.

Definicdo 3.13 (Arvore de contexto admissivel) A drvore de contexto T ¢ dita ser
admissivel para a amostra =t quando || < d, N,(w) > 1 para todo w € T e para
qualquer numero inteiro j tal que d < j < n — 1, ewiste uma sequéncia w € T de forma

que w € sufizo de 1.
Seja 7T, o conjunto de todas as arvores de contexto admissiveis para a amostra 7. Os
critérios que penalizam a fungao de verossimilhanca sao dadas por

Tpmy = arg max {log P(X" = z") — |T|pen(n)} )
TE n

em que pen(n) é alguma fungao positiva tal que pen(n) — +oo e pen(n)/n — 0 quando
n — o0.

Um dos métodos de penalizacao da verossimilhanca comumente utilizado para esti-
mar arvores de contexto a partir de uma amostra de uma série temporal é o Critério
de Informacao Bayesiano (BIC, do inglés Bayesian Information Criterion). Nesse caso,
pen(n) = ¢(]A| — 1) log(n) para alguma constante ¢ > 0. A principio, pode parecer pra-
ticamente impossivel calcular 7,,,,, pois a maximizagao leva em consideragao o conjunto
de todas as drvores admissiveis, no entanto, Csiszar e Talata (2006) mostraram como
obter um algoritmo simples e eficiente a partir da adaptagao do Context Tree Maximizing
(CTM), proposto por Willems et al. (1995), que veremos em mais detalhes no préximo
capitulo.

Galves et al. (2012) apresentam em seus estudos, o SMC (do inglés, Smallest Mazimizer
Criterion), um método de penalizacao que envolve otimizar a verossimilhanga penalizada
para diferentes valores de uma constante de penalizacdo. Por meio desse processo, o
SMC identifica um conjunto de “arvores campeas”, isto é, aquelas que maximizam a
verossimilhanga penalizada para cada valor possivel da constante. O aspecto notével é
que ha uma transicao no modo como a verossimilhanca aumenta entre as arvores campeas
e as demais arvores, e a arvore que corresponde a essa transicao é a arvore estimada
pelo SMC. Isso torna o SMC um método eficaz para selecionar um modelo de arvore de
contexto apropriado, baseado na maneira como a verossimilhanca se comporta em relagao
as variagoes da constante de penalizacao.

Além disso, Garivier e Leonardi (2011) demonstraram que a arvore estimada por
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meio da méaxima verossimilhanca penalizada é sempre menor ou igual a arvore obtida
pelo algoritmo Contexto. Em outras palavras, para qualquer sequéncia n > 1 e todas
as sequéncias zf, se 0 < pen(n), entao Tym,(z}) =< 7c(ay). Esse resultado indica que
a abordagem da maéaxima verossimilhanca penalizada produz arvores de contexto mais

compactas em comparacao com o algoritmo Contexto.

Exemplo 3.14 Considere a amostra x3° = 001000000110000111110111101000 obtida de
um processo estocastico X compativel com uma drvore de contexto probabilistica definida
em um espago de probabilidade apropriado (2, F, P) com valores no alfabeto A = {0,1}.
Estamos interessados em estimar a arvore de contexto subjacente ao processo X , por metio
do critério de penaliza¢ao de verossimilhanga. Consideramos pen(n) = 0,5(|A| —1)log(n)
como func¢ao de penalizagcao. Considere d = 2

Dada a amostra z3°, T, = {{0,1},{00, 10,1}, {0, 11,01}, {00, 10,01, 11}} representa o
congunto de todas as drvores de contexto adimissiveis com d = 2.

Nesse caso, o método consiste em calcular a fungao de verossimilhanca penalizada para
cada T € Ty, de forma que

Tpme 1= argmax {log P(X30 = 230 — |7]0, 5log(30)} ,

TE€ETn

Considere, primeiramete, T = {0,1}. Temos

P(XP =) = [T [T ata | w)™ @) = 8,3667 - 10°.

WET a€EA
Logo,

log P(X3 = 23%) — 0, 5l0g(30) = —22,0002.

A Tabela 3.2 apresenta os valores da log verossimilhanca e fungao de penalizacdo para

cada T € T,,.

Tabela 3.2: Valores necessarios para o calculo da arvore de contexto estimada via critério
de penalizacao da verossimilhanca, considerando pen(n) = 0,5(|.A| — 1)log(n).

7€ Tn P(X3° =x3%) |7]0,5log(30)

0,1 8,3667 - 109 3,4011
{00, 10,1} 1,3302- 1078 95,1017
{0,01,11} 8,4007 - 107° 95,1017

{00,10,01,11}  1,3356-107® 6, 8023
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Dessa forma,

Tpme = arg max {—22, 0002; —23, 2371; —23, 6967; —24, 9336} .

T€TH

Portanto, a drvore de contexto estimada por meio do critério de penalizacao de veros-
similhanca € dada por Tpme(x30) = {0,1}, ou seja, observada a amostra x3° é plausivel
¢ p pmu 1 ) ) ] ) 1 p
assumir que o processo estocdstico subjacente é descrito como uma cadeia de Markov de

ordem k = 1.



Capitulo 4

Inferéncia bayesiana em arvores de

contexto

No contexto da andlise de dados com modelos de arvore de contexto, este capitulo
se dedica a abordagem de Inferéncia Bayesiana. Neste capitulo, exploramos como os
principios da Inferéncia Bayesiana podem ser aplicados para aprimorar a compreensao e
interpretacao dos dados. Em seguida, abordamos a ponderacao de arvores de contexto,
destacando como as consideragoes Bayesianas podem ser incorporadas para aprimorar a
selecao do modelo. Por fim, apresentamos o algoritmo da arvore de contexto Bayesiana,
que é uma ferramenta chave na aplicagao dessa abordagem. Este capitulo oferece insights
sobre como aproveitar os principios da Inferéncia Bayesiana para obter resultados mais

robustos.

4.1 Arvores de contexto Bayesianas

A classe de modelos denominada arvores de contextos Bayesianas (BCT, do inglés
Bayesian Context Tree), introduzidas por Papageorgiou et al. (2021) e Kontoyiannis et al.
(2022) tém se mostrado uma abordagem promissora para a modelagem de cadeias de Mar-
kov com memoria de alcance variavel, pois oferecem uma estrutura flexivel e adaptativa

que captura as dependéncias de longo prazo em séries temporais discretas.

Dada uma cadeia estocastica {X; : t € Z} definida em um espago de probabilidade
apropriado (€2, F, P) e associada a uma arvore de contexto probabilistica (7, @), podemos

definir a familia de distribuicao a priori em (7, Q).

o7



o8

Defini¢ao 4.1 (Modelo a priori) Seja D > 0 um nidmero inteiro que representa a
maior altura possivel que uma drvore pertencente ao conjunto T (D) pode possuir, em que
T (D) € o conjunto de todas as drvores de contexto sobre A com altura até D e A € um
alfabeto finito tal que |A| > 2. Dado um nimero real 5 € (0, 1), definimos a distribui¢do

a priori para uma drvore T € T (D) por
7T(T) = 7TD('T, ﬂ) = Q|7‘71B|T|7LD(T)’ (42)

em que o := (1 — B)YMI=1 ¢ Lp(7) denota o niimero de folhas da drvore T com tamanho

D.

Note que a equacdo (4.2) define uma funcio de penalizacio que utiliza o termo o™~
para penalizar modelos complexos de forma exponencial. Isso significa que, a medida que
o tamanho do modelo |7| aumenta, o termo al”I=! cresce exponencialmente, resultando
em uma penalizacao mais intensa para modelos mais complexos. Além disso, o termo
BITI=Lo(7) adiciona uma penalidade as folhas com tamanho inferior a D.

E possivel mostrar que (4.2) define uma distribuicao de probabilidade. Em geral, é
comum adotar 3 ~ 1 — 27 M*! ¢ consequentemente, obter a =~ 1/2, a menos que haja
uma razao especifica para optar por valores diferentes (ver Kontoyiannis et al. (2022)).

Dada uma &arvore de contexto probabilistica (7, ()) que seja admissivel para a amostra
27, podemos definir uma distribuigao a priori Dirichlet! com parametros (1/2,1/2,...,1/2),

correspondente a priori de Jeffreys, para cada Q(- | s), s € 7. Assim,

Q] 71)= H7T

sET

em que
| Al

" (Q( | 5)) = “ﬁl'/f)H RN | CUP

Kontoyiannis et al. (2022) demonstra que os resultados podem ser generalizados de
forma direta para qualquer selecao arbitraria de vetor de parametros da distribuicao a
priori de Dirichlet.

A verossimilhan¢a marginal P(z} | 7) dada uma &rvore de contexto probabilistica

LA distribui¢dao Dirichlet é uma distribuicao de probabilidade continua multivariada definida em um
espaco K-dimensional, onde K é um ntiimero inteiro positivo. Essa distribuicao é frequentemente utilizada
para modelar varidveis aleatérias que representam proporgoes ou fragdes em um conjunto de categorias.
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(7,Q) admissivel para a amostra x} é em que
P.(N,(s,%)) = P.(Ny(s,1), Ny (5,2), ..., Nu(s, |A]))

T2 [(1/2)(3/2) - - (N(s.5) — 1/2)
(IAl/2)(JAl/2+ 1) - - (JAI/2 + Nu(s) = 1)

com a convencao que qualquer produto vazio é tomado como sendo igual a 1.
Dessa forma, o foco principal é a distribuicao a posteriori do modelo, representada

por
P(zy | 7)7(7)
(7| x}) = = :
' P(a?)
em que P(z) representa a verossimilhanga preditiva a priori de z7, obtida somando-se

as probabilidades conjuntas de x] para todos os valores possiveis de 7, isto €,

Pat)= Y #(n)Pat )= Y i) [ Pt |Q0m(@] 1
TET (D) T€T (D)
Observe que a dificuldade surge devido ao tamanho consideravel da classe T (D) dos
modelos com memdria variavel. O tamanho de 7 (D) cresce exponencialmente em relagao

a D de forma extremamente rapida, seguindo a seguinte relagao

)

IT(D)| > 24 — D.

0

.
Il

4.2 Ponderacao da arvore de contexto

O algoritmo de ponderagdo da drvore de contexto (CTW, do inglés Context Tree
Weighting) consegue computar P(x]) de forma exata e extremamente eficiente (Kontoyi-
annis et al., 2022). Esse algoritmo é utilizado para modelar e prever sequéncias de dados,
como séries temporais. Ele recebe varias entradas, incluindo o tamanho do alfabeto A,
a profundidade méxima do contexto D, a série temporal de observagoes z7 e 2%, e o

valor do parametro a priori 5 € (0,1) e é dividido em cinco passos:

1. Construgao da arvore: O algoritmo comeca construindo uma arvore maxima 7,,q;.
As folhas dessa arvore representam todos os contextos possiveis de comprimento D

)

que aparecem em x” ;. Se algum né da drvore estiver em uma profundidade menor

que D e apenas alguns de seus filhos estiverem presentes na arvore, o algoritmo
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adiciona os filhos restantes para garantir que 7,,q, seja uma arvore completa.

2. Calculo do vetor de contagem: Em cada né da arvore 7,,.., incluvise nas folhas
adicionais incluidas no passo anterior, o algoritmo calcula o vetor de contagem
N, (s, "), representando a frequéncia de ocorréncia de cada simbolo do alfabeto até

aquele ponto da arvore.

3. Calculo da probabilidade estimada: Em cada né da arvore 7,,,., 0 algoritmo cal-
cula a probabilidade estimada P.(N,(s,-)), probabilidade condicional de observar o
vetor de contagem N,(s,-), dada a estrutura da &rvore. Quando o vetor N,(s,-) é

identificamente nulo, definimos P,(N,(s,-)) = 1.

4. Célculo das probabilidades ponderadas: O algoritmo realiza uma etapa recursiva,
percorrendo a arvore T,,., da raiz as folhas. Em cada né, é calculada uma probabi-
lidade ponderada P, s, uma combinacao ponderada entre a probabilidade estimada
P. s := P.(N,(s,-)) e as probabilidades ponderadas dos nés filhos. Se o né for uma
folha, a probabilidade ponderada ¢ simplesmente a probabilidade estimada £, ;.
Caso contrario, a probabilidade ponderada é calculada ponderando a probabilidade
estimada P, s com um fator 8 e somando as probabilidades ponderadas dos nds
filhos,

P, se s ¢ uma folha,
Pw s =

BP.s+ (1 —p) H;‘:l P, js, caso contrario.
5. Saida da probabilidade ponderada: A probabilidade ponderada final P,  é a pro-
babilidade calculada na raiz A da arvore 7,,,,, representa a probabilidade de pre-
visao prévia das observacoes, considerando a estrutura da arvore de contexto e o

parametro a priori 3.

Note que o algoritmo CTW retorna a estimativa da verossimilhanca a priori das
observagoes, incorporando a estrutura da arvore de contexto e a distribuicao a prior: dos
parametros. Logo, P, ) representa a probabilidade conjunta das observacoes futuras, dada
a estrutura da arvore, os parametros e as observacoes passadas.

Uma vantagem das arvores de contexto Bayesianas é que elas permitem encontrar, a
partir do algoritmo descrito anteriormente, uma férmula fechada para P(z) := P (X} = z7).
Formalizamos esse fato no teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser vista em Kon-

toyiannis et al. (2022).
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Teorema 4.3 A probabilidade ponderada P, ) calculada na raiz calculada pelo CTW é

exatamente a verossimilhanca preditiva a priori das observacoes

P,\=P(X] =2a}) = Z W(T)/ P (:1:? | $9D+1,Q,7) m(Q | 7)dQ.

reT(D) Q

4.3 Algoritmo da arvore de contexto Bayesiana

Uma vez que conseguimos obter, a partir do algoritmo descrito a seguir, P(x]) :=

P (X} = 27), podemos calcular a distribui¢ao a posteriori = (7 | 2), dada por

P (ay | 1) 7(7)
P(zy)

m (7| at) =

A partir da maior arvore admissivel 7y, comecamos com as folhas e procedemos recur-

sivamente até a raiz, em cada né s da arvore 7y calculamos as seguintes probabilidades

P, se s é uma folha e |s| = D,

Blas =4 B, se s é uma folha e |s| < D, (4.4)

max {BP&S, (1-75) Hlji‘l PWJ»S} , se s éum no interno.
\

Note que P, ; ¢ obtido por meio do algoritmo CTW. Em seguida, comegando na raiz e
procedendo recursivamente com seus descendentes, para cada nés s: se o maximo em (4.4),
pode ser obtido através do primeiro termo, entao podamos todos os seus descendentes na
arvore Tp; caso contrario, repetimos o mesmo processo para cada um dos |A| filhos do
no s. Apos, todos os nos terem sido verificados, obtemos a arvore estimada Tgor com
suas respectivas probabilidades estimadas. Kontoyiannis et al. (2022) mostra que a &rvore
estimada 7Tgcr € a arvore admissivel com a maior probabilidade a posteriori. A seguir
enunciamos esse resultado e sugerimos a leitura do artigo em questao para detalhes sobre

sua demonstragao.

Teorema 4.5 Para todos os valores de B > 1/2, a drvore Tgor produzida pelo algoritmo
BCT € o modelo de drvore MAP, isto €, Tgor € a drvore que maximiza a probabilidade
a posteriori, (ou um dos modelos de drvore MAP, caso o mdzimo nao seja alcangado de
forma unica).

ja n _ n
(Tgor | 27) = TTEI%%)W(T | 7).
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E importante notar que o algoritmo descrito nao garante a unicidade de solucao.
Portanto, nao podemos afirmar que a arvore gerada seja a tnica que fornece a maior
probabilidade a posteriori. Em seu trabalho, Kontoyiannis et al. (2022) apresenta o
k-BCT, uma generalizagao natural do BCT, utilizado para identificar as k arvores mais
provaveis a posteriori, sendo k > 1. Dessa forma, podemos avaliar um conjunto de arvores
que sao provaveis de terem gerado os dados.

Dada a verossimilhanga preditiva a priori P(x}) calculada pelo algoritmo CTW e
os modelos mais provaveis a posteriori identificados pelos algoritmos BCT e k-BCT, a
probabilidade a posteriori do modelo pode ser facilmente obtida por meio dos resultados
desses algoritmos. De fato, se D > 0 é uma profundidade méxima fixada, 5 € [1/2,1) e

2’ uma série temporal com contexto inicial z° ;,,,, entdo para qualquer arvore 7 € T (D),

oy Pt [0e() _ 7L, Pes
(7] af) = S = e (1.6




Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo, testamos e avaliamos o desempenho dos estimadores de arvores de
contexto por meio de simulagoes computacionais. Os estimadores considerados sao o algo-
ritmo contexto de Rissanen (1983a), a versdo modificada do algoritmo contexto proposta
por Galves e Leonardi (2008) e as arvores de contexto Bayesiana proposta por Kontoyi-
annis et al. (2022). No restante do capitulo, apresentamos uma breve descrigao de como
essas trés técnicas serao utilizadas, e entao apresentamos os resultados dos experimentos

com dados simulados e com dados eletrofisiolégicos e genéticos.

5.1 Simulacao

Com o objetivo de compreender as propriedades, capacidades e limitagoes dos métodos
de inferéncia frequentista e Bayesiana em diversos cenarios, conduzimos simulagoes para
comparar as arvores estimadas com as arvores geradoras das amostras. A seguir, deta-

lhamos os cenarios em estudo, assim como as hipdteses e consideracoes das simulagoes.

5.1.1 Hipdteses e Cenarios

Pretendemos aplicar a metodologia estudada neste monografia em dados eletrofi-
soldgicos e genéticos. Portanto optamos por considerar, no estudo de simulagao, arvores
com alfabetos de tamanho 2 e 4, escolhidas para se adequarem as caracteristicas particu-
lares de cada cenario. No ambito eletrofisilégico, os processos sao caracterizados por um
alfabeto |A| = 2, que simboliza a presenca (1) ou auséncia (0) de disparos neuronais, en-
quanto na génetica, o alfabeto adotado tem |.A| = 4, representando as bases nitrogenadas:

Adenina (0), Citosina (1), Guanina (2) e Timina (3).

63
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Além disso, a escolha das matrizes de transicao foram realizadas com base nas parti-
cularidades dos modelos neuronais e genéticos, buscando uma abordagem alinhada com
as caracteristicas de cada cenario. No contexto dos disparos neuronais, uma suposi¢ao é
que um neurdnio dispara quando seu potencial de membrana ultrapassa um certo limiar,
em seguida, ele retorna ao seu potencial de repouso e se mantém nesse estado até que
outro desequilibrio eletrolitico ocorra. Dessa forma, apods seu tltimo disparo, o neuronio
acumula potencial de membrana até que este seja suficientemente grande para permitir
um disparo. Assim, é razoavel considerar que a probabilidade de um neuronio disparar
condicionada ao conhecimento da sua resposta temporal passada é tao maior quanto mais
longe estiver o ultimo disparo desse neuronio no passado em questao. Em relacao aos
processos genéticos, nossa intuicao baseia-se na presenca de quatro bases nitrogenadas
que se conectam em triplas. No RNA mensageiro, cada tripla é chamada de cédon, e cada
cdédon especifica um aminoacido. Assim, considerando a relacao entre triplas, é razoavel

supor que o processo subjacente é de ordem 2.

5.1.2 Estudo de simulacao

Consideramos quatro arvores de contextos probabilisticas com estruturas diferentes:

e Arvore 1: arvore de contexto completa com alfabeto binario compativel com uma

cadeia de Markov de ordem 2;

e Arvore 2: arvore de contexto completa com alfabeto binario compativel com uma

cadeia de Markov de ordem 5;

e Arvore 3: arvore de contexto binaria compativel com uma cadeia de Markov de

alcance variavel com ordem no maximo 6;

e Arvore 4: érvore de contexto completa com |A| = 4 compativel com uma cadeia

de Markov de ordem 2;

e Arvore 5: arvore de contexto com |A| = 4 compativel com uma cadeia de Markov

de alcance varidvel com ordem no maximo 3.

Para avaliar o desempenho dos métodos de estimacao em cada um desses cenarios, si-

mulamos 100 amostras de diferentes tamanhos e calculamos a proporcao de acertos dos
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métodos. Os tamanhos de amostra considerados em cada cenario sao: n = 5000, n = 8000,
n = 11000 e n = 14000.

Adicionalmente, fixamos alguns parametros em cada método de estimagao. No algo-
ritmo de contexto de Rissanen, definimos d = {m‘%nJ e d = In(n) conforme proposto por
Galves et al. (2012). Para o algoritmo contexto modificado, estimamos as arvores consi-

derando vérios valores para d, de modo que § € [0, 1] e escolhendo o valor que proporciona

Inj 4 n

a maior proporcao de acertos e também definimos d = { 5

J. No método Bayesiano,

adotamos a sugestdo de Kontoyiannis et al. (2022) e consideramos 8 ~ 1 — 2M+1,

Arvore 1

A Figura 5.1 apresenta a representagao grafica da arvore de contexto probabilistica
completa compativel com uma cadeia de Markov de ordem 2 cuja matriz de transicao @)

¢ considerada no processo de simulacao.

0 1
00 10,20 0,80
o— 01 (0,90 0,10
10 0,55 0,45
11 L0,75 0,25

00 10 01 11

Figura 5.1: Representacao grafica da arvore de contexto 7 = {00, 01, 10, 11} e matriz de
transicao Q).

Nesse cenario, fixamos os seguintes parametros: d = 6 nos trés algoritmos; 6 = 10
no algoritmo contexto de Rissanen; § = 0,1 no algoritmo contexto de Galves e Leonardi
(2008).

A Tabela 5.1 apresenta as proporgoes de acertos nos trés algoritmos em relacao a
diferentes tamanhos de amostra, considerando a drvore de contexto probabilistica (7, Q)
fixada.

Nota-se que o algoritmo contexto de Rissanen demonstra uma tendéncia de melhoria
a medida que o tamanho da amostra aumenta, comeg¢ando com uma proporcao de acertos
igual a 0, 88 para amostras de tamanho 5.000 e alcancando 1 para amostras maiores. Em
contrapartida, o algoritmo contexto de Galves se mostrou mais sensivel, e nao acertou
a arvore geradora das amostras em nenhuma das situacoes desse cenario. E relevante

destacar que mesmo considerando um g¢rid de valores para 0 € [0, 1], nenhum acerto foi
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Tabela 5.1: Proporgao de acertos dos algoritmos em estudo considerando uma arvore
Markoviana completa de ordem 2 e parametros fixados.

Alg. Cont. Alg. Cont. Arv. Cont.

Rissanen Galves Bayesiana
5.000 0,88 0 0,95
8.000 0,99 0 0,98
11.000 1 0 1
14.000 1 0 1

registrado nesse cendario. Por outro lado, a arvore de contexto Bayesiana mantém uma
performance mais parecida em todos os tamanhos de amostra. Esses resultados sugerem
que o desempenho do algoritmo contexto de Rissanen e da arvore Bayesiana sao similares
nesse cenario enquanto, como veremos a seguir, a modificagao proposta por Galves e
Leonardi (2008) apresenta dificuldade em recuperar a estrutura da arvore fixada para
tamanho de amostras que nao sao suficientemente grandes.

Adicionalmente, é relevante mencionar que, para contextualizacdo, apresentamos na
Tabela 5.2 as arvores estimadas pelo algoritmo contexto modificado por Galves e Leonardi
(2008) para os tamanhos de amostra 5000, 8000, 11000 e 14000 considerando a 69° amostra
gerada, escolhido de forma aleatoria. No entanto, vale ressaltar que essas estimativas nao

foram capazes de capturar a verdadeira estrutura da amostra.

Tabela 5.2: Arvores estimadas pelo algoritmo contexto modificado por Galves e Leonardi
(2008), considerando a 69° amostra gerada para os diferentes tamanhos amostrais no
cenario de arvore Markoviana completa de ordem 2.

n T h(t) |7]
000000, 110000, 110100, 111010,
001110, 011110, 111110,110001,

5000 101011, 111011, 110111, 001111, 0 P
110110, 001011, 101111

8000 {11610, onotio, oo, 11011 © 8

1000 o oottt ot i 6 8

14.000 000000, 110000, 000110, 111110, 6 8

000011, 101111, 011111, 111111

A partir da Tabela 5.2, é perceptivel que, mesmo o algoritmo nao tendo identificado

a verdadeira relagao entre a amostra e a arvore geradora nos cenarios abordados, ha uma
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tendéncia de reducao na estimativa da arvore de contexto a medida que o tamanho da
amostra aumenta. Essa tendéncia sugere a possibilidade de convergéncia para a arvore

correta a medida que o tamanho da amostra tende ao infinito.

Arvore 2

A Figura 5.2 apresenta a representacao grafica da arvore de contexto probabilistica
completa compativel com uma cadeia de Markov de ordem 5 cuja matriz de transicao é
(). Nesse caso, fixamos as probabilidades de transi¢ao todas préximas de 1/2.

Nesse cenario, fixamos os seguintes parametros: d = 6 nos trés algoritmos; o = 10 no
algoritmo contexto de Rissanen; 6 = 0,1 no algoritmo contexto de Galves.

Note que ao considerar a matriz de transicao () apresentada na Figura 5.2, nao estamos
diferenciando os contextos, isto é, a probabilidade de transicao para os estados “0” ou
“1” independe dos estados visitados pelo processo nos ultimos cinco instantes do passado.
Dessa forma, é esperado que nenhum dos métodos em estudo seja capaz de capturar a
verdadeira relacao entre a amostra e a arvore geradora previamente fixada. De fato,
a conclusao dos algoritmos é que o processo é independente, o que é esperado dada a
estrutura da matriz de transicao ) fixada.

A Tabela 5.3 apresenta as proporc¢oes de acertos nos trés algoritmos em estudo em

relacao aos quatro tamanhos de amostra.

Tabela 5.3: Proporgao de acertos dos algoritmos em estudo considerando uma arvore
Markoviana completa de ordem 5 com probabilidades de transigdo préximas de 1/2.

Alg. Cont. Alg. Cont. Arv. Cont.

Rissanen Galves Bayesiana
5.000 0 0 0
8.000 0 0 0
11.000 0 0 0
14.000 0 0 0

Observe que as probabilidades de transi¢ao todas préximas de 1/2 dificultam a correta
interpretacao dos padroes subjacentes, comprometendo a eficicia de todos os métodos
utilizados. No entanto, os trés métodos apresentaram estimacoes razoaveis, identificando
para a maioria das amostras o processo subjacente como sendo uma sequéncia de variaveis

aleatdrias independentes.
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Figura 5.2: Representagao grafica da arvore de contexto Markoviana de ordem 5 e matriz

de transicao Q.
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Arvore 3

A Figura 5.3 apresenta a representacao grafica de uma arvore de contexto proba-
bilistica compativel com uma cadeia de Markov de alcance variavel de ordem no maximo
6 cuja matriz de transigao é Q.

Fixamos os parametros: d = 6 nos trés algoritmos; 6 = 10 no algoritmo contexto de

Rissanen; § = 0, 1 no algoritmo contexto de Galves.

1
0 1
1 170,99 0,017
10 {0,80 0,20
Q= 100 (0,70 0,30

1000 {0,55 0,45]
10000 (0,30 0,70
000000 LO,10 0,904

1000

10000

100000
000000

Figura 5.3: Representagao grafica da arvore de contexto 7 = {1,10, 100, 1000, 10000,
10000, 100000, 000000} e matriz de transi¢ao Q.

A Tabela 5.4 apresenta as proporc¢oes de acertos nos trés algoritmos em estudo em

relagao aos quatro tamanhos de amostra.

Tabela 5.4: Proporcao de acertos dos algoritmos em estudo considerando uma arvore de
alcance variavel e alfabeto binario.

Alg. Cont. Alg. Cont. Arv. Cont.

Rissanen Galves Bayesiana
5.000 1 0 0,67
8.000 1 0 0,79
11.000 1 0 0,86
14.000 1 0 0,89

Observe que o algoritmo contexto de Rissanen demostrou um étimo desempenho, in-
dependente do tamanho da amostra, sendo o melhor algoritmo em estudo para o cenério
abordado. Enquanto o algoritmo contexto de Galves continuou nao reconhecendo a ver-
dadeira relacao entre a amostra e a arvore geradora. Além disso, também notamos que
a arvore de contexto Bayesiana apresentou uma tendéncia de melhoria a medida que o

tamanho da amostra aumentava, comecando com uma proporc¢ao de acertos igual a 0,67
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para amostras de tamanho 5.000 e alcancando 0,89 para amostras maiores. Apresenta-
mos na Tabela 5.5 as arvores estimadas pelo algoritmo contexto modificado por Galves e
Leonardi (2008) para os diferentes tamanhos de amostra.

Tabela 5.5: Arvores estimadas pelo algoritmo contexto modificado por Galves e Leonardi

(2008), considerando a 69° amostra gerada para os diferentes tamanhos amostrais no
cenério com arvore de alcance variavel e alfabeto binério.

n 7 h(t) |7|
111, 1110, 11100, 11101, 101011
11011, 000000, 100000, 111000,

5000110100, 110010, 111010, 110110, O 17
111001, 110101, 001101, 110011
111, 1110, 11100, 11101, 11011,

gopg 000000, 100000, 111000, 101100, .

111010, 100110, 110110, 110001,
111001, 110101, 101101, 110011

111, 1110, 11100, 11101, 11011,
11.000 000000, 100000, 111000, 101100, 6 13
111010, 110110, 111001, 110011

111, 1110, 11100, 11101, 11011,
000000, 100000, 111000, 110100,
110010, 111010, 110110, 111001,
110101, 110011

14.000

A partir da Tabela 5.5, podemos notar o mesmo comportamento observado no cendrio
com arvore Markoviana completa de ordem 2 apresentado na Tabela 5.2, isto é, ha uma

tendéncia de poda na estimativa da arvore a medida que o tamanho da amostra aumenta.

Arvore 4

Nesta secao, consideramos uma arvore de contexto probabilistica completa compativel
com uma cadeia de Markov de ordem 2, cujas probabilidades de transicao seguem a
proposta de Mendes (2018). A representacao grafica desta arvore e sua matriz de transigao
é fornecida na Figura 5.4.

Nesse cenario, fixamos os seguintes parametros: d = 3 nos trés algoritmos; § = 10
no algoritmo contexto de Rissanen; § = 0,1 no algoritmo contexto de Galves e Leonardi
(2008).

A Tabela 5.6 apresenta as proporgoes de acertos nos trés algoritmos em estudo em

relacao aos quatro tamanhos de amostra.
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00 10 20 30 01 11 21 31 02 12 22 32 03 13 23 33

0 1 2 3
00 (0,30 0,20 0,40 0,107
10 (0,40 0,20 0,25 0,15
20 10,35 0,30 0,30 0,05
30 10,05 0,15 0,50 0,30
01 |0,15 0,35 0,25 0,25
11 {0,30 0,30 0,35 0,05
21 10,05 0,60 0,20 0,15

o= 310,05 0,25 0,45 0,25
02 [0,20 0,25 0,30 0,25
121 0 0,30 0,35 0,35
22 10,20 0,20 0,45 0,15
321 0 0,25 0,30 0,45
03| 0 0,20 0,25 0,55
13 (0,20 0,40 0,30 0,10
23 10,25 0,40 0,10 0.25
33 10,05 0,35 0,15 0,45

Figura 5.4: Representacao grafica da arvore de contexto Markoviana completa de ordem
2 com alfabeto A = {0, 1,2,3} e matriz de transigao Q.

Tabela 5.6: Proporgao de acertos dos algoritmos em estudo considerando uma arvore
Markoviana completa de ordem 2 e alfabeto A = {0, 1,2, 3}.

Alg. Cont. Alg. Cont. Arv. Cont.

Rissanen Galves Bayesiana
5.000 0,80 0 0,99
8.000 0,78 0 0,98
11.000 0,83 0 1
14.000 0,76 0 0,99

Observe que o tanto o algoritmo contexto de Rissanen quanto a arvore de contexto
Bayesiana apresentaram um 6timo desempenho. Enquanto o algoritmo contexto de Rissa-
nen se manteve estavel, com taxa de acerto de aproximadamente 80% em todos os casos, a
arvore de contexto Bayesiana comeca em 0,99 para amostras de tamanho 5.000 e alcanca

total acerto em amostras de tamanho 11.000. Em contrapartida, o algoritmo contexto
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modificado por Galves e Leonardi (2008) apresentou o pior desempenho, se comparada
aos demais métodos em estudo, nao conseguindo identificar a verdadeira relacao entre a
amostra e a arvore geradora. Apresentamos, na Tabela 5.7 as arvores estimadas pelo al-
goritmo contexto modificado por Galves e Leonardi (2008) para os tamanhos de amostra
5000, 8000, 11000 e 14000 considerando a 69° amostra gerada.

Tabela 5.7: Arvores estimadas pelo algoritmo contexto modificado por Galves e Leonardi

(2008), considerando a 69° amostra gerada para os diferentes tamanhos amostrais no
cendrio com arvore Markoviana completa de ordem 2 e alfabeto A = {0, 1,2, 3}.

n 7 AT A
oo SRR T IO
o B ER O
b R EmOnE
14.000 01, 11, 21, 31, 12, 32, 13, 33, 010, 3 15

310, 120, 320, 030, 322, 203

Analisando a Tabela 5.7, percebe-se que, mesmo nos cenarios abordados nos quais o
algoritmo nao conseguiu identificar a verdadeira relagao entre a amostra e a arvore ge-
radora, ha uma tendéncia de poda na estimativa da arvore a medida que o tamanho da
amostra aumenta. Observe que, para amostras de tamanho 5.000, o algoritmo estimou
corretamente 5 contextos, valor que aumenta conforme o tamannho amostral também
aumenta, alcangando 8 para amostras de tamanho 14.000. Essa tendéncia sugere a possi-
bilidade de convergéncia para a arvore correta a medida que o tamanho da amostra tende

ao infinito.

Arvore 5

A Figura 5.5 apresenta a representacao grafica de uma arvore de contexto proba-
bilistica compativel com uma cadeia de Markov de alcance variavel de ordem no maximo
3 cujas probabilidades da matriz de transi¢ao seguem a proposta de Mendes (2018).

Fixamos os parametros: d = 3 nos trés algoritmos; 6 = 10 no algoritmo contexto de

Rissanen; § = 0, 1 no algoritmo contexto modificado.
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10 20 30 01 11 21 31

000 100 200 300

0 1 2 3
2 10,3 0,2 0,4 0,17
3 10,35 0,3 0,25 0,1
31 10,05 0,25 0,45 0,2
21 0,05 0,6 0,2 0,1
11 10,3 0,3 0,35 0,05
01 (0,15 0,35 0,25 0,25
@= 30 0,05 0,15 0,5 0,3 [
20 10,35 0,3 0,3 0,05
10 [{0,4 02 0,25 0,15
300 0 0,25 0,3 0,45
200 [ 0,2 0,2 0,45 0,15
100 0 03 0,3 0,35
000 L0o,2 0,25 0,3 0,251

Figura 5.5: Representacao gréfica da arvore de contexto 7 = { 2, 3, 21, 11, 01, 30, 20, 10,
300, 200, 100, 000} e matriz de transigao Q.

A Tabela 5.8 apresenta as proporc¢oes de acertos nos trés algoritmos em estudo em

relacao aos quatro tamanhos de amostra.

Tabela 5.8: Proporcao de acertos dos algoritmos em estudo considerando uma arvore de
alcance variavel e alfabeto A = {0, 1, 2, 3}.

Alg. Cont. Alg. Cont. Arv. Cont.

Rissanen Galves Bayesiana
5.000 0,62 0 1
8.000 0,71 0 0,99
11.000 0,70 0 1
14.000 0,70 0 1

Com base nos dados da Tabela 5.8, observamos que, mais uma vez, os melhores re-

sultados foram alcancados pelo algoritmo contexto de Rissanen e pela arvore de contexto
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Bayesiana. Eles conseguiram estimar com precisao mais de 60% e 99% em todos os
cendrios, respectivamente. Em contrapartida, o algoritmo contexto modificado por Gal-
ves e Leonardi (2008) nao teve éxito em identificar corretamente a verdadeira relacao entre
a amostra e a arvore geradora para os tamanhos amostrais considerados neste estudo.

A Tabela 5.9 apresenta as arvores estimadas pelo algoritmo contexto modificado por
Galves e Leonardi (2008) para os tamanhos de amostra 5000, 8000, 11000 e 14000 consi-
derando a 69 amostra gerada.

Tabela 5.9: Arvores estimadas pelo algoritmo contexto modificado por Galves e Leonardi

(2008), considerando a 692 amostra gerada para os diferentes tamanhos amostrais no
cendrio com arvore de alcance variavel e alfabeto A = {0, 1,2, 3}.

n 7 h(r) |7]
20, 30, 01, 11, 21, 100,
5.000 300, 210, 031, 102, 012, 3 16

032, 113, 123, 033, 233

20, 30, 01, 11, 21, 31, 100,
8.000 300, 310, 332, 103, 203, 3 15
113, 323, 333

11, 21, 000, 100, 300, 210,
11.000 310, 320, 330, 231, 323, 3 14
133, 233, 333

14.000 1, 2, 3, 10, 20, 30, 100, 200, 300 3 9

Analisando a Tabela 5.9, percebe-se que, mesmo nos cendarios abordados nos quais
o algoritmo nao conseguiu identificar a verdadeira relacao entre a amostra e a arvore
geradora, ha uma tendéncia de poda na estimativa da arvore a medida que o tamanho
da amostra aumenta. Observe que, ao lidar com amostras de tamanho 5.000, o algoritmo
estimou uma arvore com 16 contextos, dos quais 7 foram estimados corretamente. Em
contrapartida, ao ampliar para amostras de tamanho 14.000, o algoritmo conseguiu acertar
8 contextos em uma arvore estimada contendo 9 contextos. Essa tendéncia sugere a
possibilidade de convergéncia para a arvore correta a medida que o tamanho da amostra

tende ao infinito.

5.1.3 Discussao

Em todos os cenarios analisados, tanto o algoritmo contexto de Rissanen quanto a

arvore de contexto Bayesiana exibiram tendéncias de melhoria a medida que o tamanho
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da amostra aumentava. Por outro lado, o algoritmo contexto modificado por Galves
e Leonardi (2008) encontrou dificuldade em recuperar a verdadeira drvore de contexto.
Todavia, observamos um aumento no nimero de contextos identificados corretamente a
medida que o tamanho amostral aumenta. Essa observacao sugere que, de maneira geral,

a eficiéncia desses métodos estd diretamente relacionada ao tamanho da amostra utilizada.

Além disso, a definicao do melhor algoritmo varia conforme o cenario em estudo.
Ao considerarmos os cenarios com arvores de contexto bindria compativel com cadeias
de Markov de ordem 2, observamos comportamentos semelhantes entre os métodos de
Rissanen e Bayesiano. Também nao foram identificadas diferencas significativas entre os
métodos quando analisamos o cenario com arvore de contexto probabilistica compativel
com uma cadeia de Markov de ordem 5, cujas probabilidades de transicao sao todas
proximas de 1/2, no qual todos os métodos concordaram que o processo subjacente é
uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes. No entanto, o tltimo cenario com
alfabeto binario, que envolveu uma arvore de contexto probabilistica compativel com uma
cadeia de Markov de alcance variavel com ordem no maximo 6, destacou as principais
disparidades. Nesse caso, o algoritmo contexto de Rissanen demonstrou consisténcia ao
acertar a verdadeira relacao entre a amostra e a arvore geradora em todas as situagoes,
enquanto a arvore de contexto Bayesiana enfrentou maior dificuldade na identificacao.
Por fim, no cendrio que considera uma arvore de contexto probabilistica com |A| = 4
compativel com uma cadeia de Markov de ordem 2, o algoritmo contexto de Rissanen e a
arvore de contexto Bayesiana se destacaram ao apresentar as melhores performances. Isso
se deve ao fato de que o tamanho da amostra teve uma interferéncia minima na proporc¢ao
de acertos, que se manteve acima de 78% e 98%, respectivamente. Por outro lado, o
algoritmo frequentista proposto por Galves e Leonardi (2008) nado conseguiu identificar
com precisao a verdadeira relacao em nenhum dos casos considerando os tamanhos de

amostra em estudo.

Essas conclusoes revelam a importancia de considerar a natureza do cenario em questao
ao selecionar o método mais apropriado, evidenciando que nao ha uma abordagem tnica
que se destaque em todos os cenarios investigados. No entanto, preferimos adotar a arvore
de contexto Bayesiana, dado que foi o método mais consistente, identificando mais de 60%
da verdadeira relacao em todos os cendrios analisados. Além disso, a arvore de contexto
Bayesiana também se destaca por nao possuir restricoes de altura maxima devido ao

tamanho amostral e apresentou o melhor tempo de processamento computacional.



76

5.2 Aplicacao em dados eletrofisiolégicos

A implementacao dos métodos, levando em consideracao os dados eletrofisiolégicos, foi
conduzida por meio do registro utilizando eletrodos extracelulares em ratos e camundongos
durante a realizacao de atividades livres. Os dados registram o tempo de disparo de 34
neuronios, conforme disponibilizados por Buzsaki Lab Petersen & Hernandez (2018) e o
neuronio 9 a ser estudado foi escolhido por meio de um sorteio.

O neuronio em estudo apresenta 5592 disparos em um intervalo de observacao de
aproximadamente 3 horas (10792,39 segundos). Dado que o tempo médio para ocorréncia
de uma disparo foi de 1,92 segundos, a série foi discretizada observando, a cada 1,92
segundos, se houve ou nao um disparo e caracterizando os eventos como: houve disparos
no momento observado (1) e nao houve disparo no momento observado.(0)

A seguir apresentamos os resultados obtidos pelo trés métodos. Iniciando pela arvore
estimada pelo algoritmo contexto de Rissanen, seguida pela modificada por Galves e por
fim a arvore de contexto Bayesiana.

A Figura 5.6 apresenta a arvore estimada pelo algoritmo contexto de Rissamen.

0 1
01 10,57 0.437

11 10,43 0,57

1001 11 A 10 10,64 0,36

Q= 100 0,70 0,30],

100 1000 0,75 0,25
10000 |0,85 0,15

1000 00000 L0,70 0,30

00000 10000

Figura 5.6: Representacao gréfica da drvore de contexto estimada pelo algortimo de Ris-
samen 7 = {01,11,10,100,1000,00000,10000} e matriz de transicao estimada Q).

Observe que a arvore contexto estimada segue o comportamento esperado para um
processo estocastico subjacente a dados eletrofisiolégicos, i.e., atende a premissa de que
um neuronio dispara quando seu potencial de membrana ultrapassa um certo limiar, em
seguida, ele retorna ao seu potencial de repouso e se mantém nesse estado até que outro
desequilibrio eletrolitico ocorra. Nesse caso, a observacao do primeiro disparo se revela,

na maioria da vezes, suficiente para determinar a probabilidade do préximo, uma vez
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que a probabilidade de um segundo disparo imediatamente apds o primeiro é considerada
baixa, alinhando-se a dinamica natural dos processos neuronais em nossa modelagem.
A Figura 5.7 apresenta a arvore estimada pelo algoritmo contexto modificado por

Galves e Leonardi (2008).

0 1
10000 0,72 0,287
10001 |0,51 0,49
10101 0,39 0,61
01011 |0,46 0,54
101100 |0,80 0,20
110110 [0,79 0,21
101110 |0,47 0,53
011110 [0,60 0,40
011011 |0,48 0.52
111011 [0,16 0,84
100111 L0,38 0,62

o
Il

Figura 5.7: Representagao grafica da arvore de contexto estimada pelo algortimo modi-
ficado por Galves e Leonardi (2008) 7 = {10000, 10001, 10101, 01011, 101100, 110110,
101110, 011110, 011011, 111011, 100111} e matriz de transigao estimada ().

A drvore estimada pelo algoritmo contexto modificado por Galves e Leonardi (2008)
apresentou um comportamento inesperado em relacao ao processo estocastico subjacente
aos dados eletrofisiologicos. Nesse caso, a observacao do primeiro disparo nao se revela,
na maioria das vezes, suficiente para determinar a probabilidade do préximo, uma vez
que a chance de um segundo disparo imediatamente apds o primeiro nao é considerada
baixa.

E relevante destacar que esse comportamento nao surpreende, dado que durante as
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simulagoes realizadas, nao foi observada consisténcia nos acertos da verdadeira relacao
entre a amostra e a arvore geradora. Portanto, a discrepancia entre o comportamento
previsto e o observado confirma as limitacoes do algoritmo em questao, indicando uma
falta de coeréncia na identificacao da dinamica subjacente aos dados eletrofisiolégicos
analisados.

A Figura 5.8 apresenta a arvore contexto Bayesiana estimada.

11

11000 @01000

000000 100000

Figura 5.8: Representacao grafica da arvore de contexto Bayesiana estimada 7 = {11, 10,
001, 101, 11000, 10000, 01000, 000000, 100000}.

A anélise da arvore de contexto Bayesiana estimada revelou que, em grande parte,
o comportamento esperado para um processo estocastico subjacente aos dados eletrofi-
siologicos de ratos e camundongos durante atividades livres foi seguido. Notadamente,
observamos a esperada propensao para um neuronio disparar apos o disparo inicial, refle-
tindo a dinamica natural prevista para esse tipo de processo.

Entretanto, é importante notar que, em alguns pontos, identificamos desvios em
relacao ao comportamento padrao aguardado para esse processo. Essas variacoes sugerem
a presenca de complexidades adicionais ou particularidades na dinamica neural.

Com base nas simulagoes anteriormente conduzidas e na propensao do algoritmo con-
texto de Rissanen em lidar com amostras que possuem essas caracteristicas em particular,
isto ¢, tamanho de amostra aproximadamente 5.000 e possivel comportamento de arvore
com alcance variavel, acreditamos que este tenha proporcionado a melhor estimacao, con-
siderando o cenario abordado. Os resultados dessas simulagoes podem ser visualizados
na Tabela 5.4, que destaca as proporcoes de acertos dos trés algoritmos analisados em

diferentes tamanhos de amostra, considerando uma arvore de alcance variavel e alfabeto
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binario.
Considerando esses resultados, nossa confianca na eficacia do algoritmo contexto Ris-

sanen, como a melhor opgao para a estimagao nesse cendrio especifico, é reforcada.

5.3 Aplicacao em dados genéticos

O conjunto de dados derivado da genética refere-se ao itron 7 do gene a-fetoprotein
dos chimpanzés. Este conjunto foi analisado por Boys et al. (2000) e consiste em uma
sequéncia de 1968 bases nitrogenadas: Adenina (A), Citosina (C), Guanina (G) e Ti-
mina (T), codificadas como 0, 1, 2 e 3, respectivamente. Este estudo é de particular
importancia, uma vez que o gene a-fetoprotein desempenha um papel crucial no desen-
volvimento embrionario dos mamiferos e também parece ter influéncia no desenvolvimento
de tumores.

A seguir apresentamos os resultados obtidos pelos trés métodos em estudo. Iniciando
pela arvore estimada pelo algoritmo contexto de Rissanen, seguida pela modificado por
Galves e Leonardi (2008) e por fim a arvore de contexto Bayesiana.

A Figura 5.9 apresenta a arvore estimada pelo algoritmo contexto de Rissanen.
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Figura 5.9: Representagao grafica da arvore de contexto estimada pelo algortimo contexto
de Rissanen 7 = {0, 1,2, 3} e matriz de transi¢ao estimada ).

Observe que a relacao encontrada pelo algortimo contexto de Rissanen é uma cadeia
de Markov completa de ordem 1, ou seja, é necessario apenas a informagao referente a
uma base nitrogenada imediatemente anterior para definir o proximo passo da cadeia.

A Figura 5.10 apresenta a arvore estimada pelo algoritmo contexto modificado por
Galves e Leonardi (2008).

Note que a arvore de contexto estimada pelo algoritmo modificado por Galves e Le-
onardi (2008) nao possui a propriedade de ser uma drvore completa. Isso significa que

apresenta filhos adicionados sem que todos os seus irmaos estejam igualmente incluidos,
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0 1 2 3
21 70,21 0,15 0,30 0,30
Q= 3210,39 0,22 0,01 0,38].

23 10,43 0,07 0,43 0,07

21 32 23

Figura 5.10: Representacao grafica da arvore de contexto estimada pelo algoritmo con-
texto modificado por Galves e Leonardi (2008) 7 = {21,32,23} e matriz de transicao
estimada Q.

gerando nés internos que nao possuem todos os seus filhos.

Ao reconhecer essa falta de completude na arvore de contexto gerada pelo algoritmo
de Galves, percebe-se que essa arvore sé seria completa caso os ramos ausentes fossem
adicionados, o que resultaria em uma arvore Markoviana completa de ordem 2.

A Figura 5.11 apresenta a estimacao da arvore de contexto Bayesiana.

0 1 2 3

Figura 5.11: Representacao grafica da estimacao da arvore de contexto Bayesiana.

Observa-se que a relacao identificada pela estimacao da arvore de contexto Bayesiana
segue o padrao obtido pelo algoritmo contexto de Rissanen. Em outras palavras, essa
relacao é representada por uma cadeia de Markov de ordem 1, onde a informacao referente
a uma base nitrogenada imediatamente anterior é suficiente para determinar o préximo
passo na cadeia. Essa concordancia entre as duas abordagens reforca a consisténcia na
modelagem e na compreensao do processo subjacente, destacando a confiabilidade dos
resultados obtidos.

Além disso, com base nas simulagoes previamente conduzidas e considerando as carac-
teristicas do cenario genético em analise, acreditamos que a arvore de contexto Bayesiana
proporcionou a melhor estimacao. Os resultados dessas simulacoes sao apresentados na
Tabela 5.6, que evidencia as proporgoes de acertos dos trés algoritmos em estudo em di-
ferentes tamanhos de amostra. Destaca-se que a andlise foi realizada considerando uma

arvore Markoviana completa de ordem 2 e um alfabeto A = {0, 1,2, 3}.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos alguns métodos de inferéncia de arvores de contexto sob
abordagens frequentistas e Bayesiana, explorando conceitos, técnicas e aplicagoes em di-
versos cenarios. Os cenarios considerados incluiram desde arvores compativeis com cadeias
de Markov de ordem completa quanto de memoria com alcance variavel sendo aplicados
em estudos com dados eletrofisiolégicos e genéticos. As simulagoes realizadas abordaram
trés dos métodos discutidos ao longo do trabalho: o algoritmo contexto proposto por Ris-
sanen (1983a), a modificagao sugerida por Galves e Leonardi (2008), e, por fim, a &rvore
de contexto Bayesiana desenvolvida por Kontoyiannis et al. (2022).

Na avaliacao do desempenho dos algoritmos, notamos que o algoritmo contexto mo-
dificado por Galves e Leonardi (2008) apresentou melhorias & medida que o tamanho
da amostra aumentava. Essa tendéncia sugere que esse método pode ser mais eficaz em
cenarios onde ha uma grande quantidade de dados disponiveis. Em contrapartida, tanto
o algoritmo contexto de Rissanen quanto a arvore de contexto Bayesiana nao enfrenta-
ram grandes desafios ao realizar as estimagoes com tamanhos amostrais a partir de 5000.
Além disso, destacamos o método da arvore de contexto Bayesiana por nao apresentar
limitagoes quanto ao tamanho maximo da arvore a depender da quantidade de dados
disponiveis.

No que diz respeito a aplicacao computacional, o cédigo esta disponivel no Google

Colab Trabalho de Conclusao de Curso “Selecao Estatistica de Arvores de Contexto”.
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https://colab.research.google.com/drive/1Ey2y_dDnplbZ2TAx-E6IqXr5tFL8ubUp?authuser=2#scrollTo=6kfRIQZICPTI
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