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Resumo

Neste trabalho foi explorado o modelo de regressao logistica aplicado em um conjunto
de dados reais a partir de duas perspectivas: realizando o ajuste do modelo logistico uti-
lizando o estimador de maxima verosimilhanca; e realizando o ajuste do modelo por meio
de uma abordagem bayesiana com mistura de distribui¢oes para K = 1 e 2 componentes,
utilizando o Método de Monte Carlo Hamiltoniano, implementado no software Stan por
meio do pacote brms do R. Realizamos a comparagao entre os coeficientes estimados pe-
los modelos ajustados pelo estimador de maxima verossimilhanga e o modelo bayesiano
para K = 1 componente, em que observamos grande semelhanca entre eles. No modelo
logistico com mistura de K = 2 componentes, o modelo nao convergiu. No estudo de
simulagao realizado, simulamos dados considerando as duas varia¢oes da mistura (K =1
e K = 2). Na primeira variacao (K = 1), o modelo convergiu apenas para K = 1 e nao
para K = 2. Concluimos, por saber a natureza dos dados simulados, que houve nao iden-
tificabilidade dos parametros devido ao sobre ajuste. Nos dados simulados considerando
K =2, o modelo de mistura para K = 2 convergiu. Assim, apds contatar o problema de
nao identificabilidade devido ao sobre ajuste, concluimos que o modelo mais adequado
para o conjunto de dados reais analisado é o modelo para uma componente K = 1.
Palavras-chave: Regressao Logistica, Modelo de Mistura, Dados de Marketing, Insti-

tuicao Financeira, Inferéncia Bayesiana, Stan.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem de uma variavel categorica é um dos problemas mais comuns do mundo
real, praticamente todos os setores da ciéncia, do mercado e da sociedade como um todo
possuem problemas desse tipo.

Na area da saude, pode haver o interesse em prever fatalidade em pacientes feridos
ou prever a possibilidade de uma pessoa apresentar determinada doenca. Por exemplo,
doengas como diabetes e doencas cardiacas podem ser previstas com base em variaveis
como idade, sexo, peso e fatores genéticos.

Na politica, pode haver o interesse em prever eleicoes. Por exemplo, um candidato
republicano sera eleito nos Estados Unidos? Essas previsoes podem ser feitas utilizando
variaveis como idade, sexo, local de residéncia, posicao social e padroes de votagao ante-
riores para produzir uma previsao de voto.

No setor de marketing, pode haver o interesse em prever a possibilidade do cliente
prospectado realizar uma assinatura de um determinado servico ou fazer a compra de
um determinado produto. Assim, com esse tipo de estudo, a empresa em questao pode
utilizar os resultados para aperfeicoar o direcionamento das campanhas de marketing,
direcionando seus esforcos para clientes que tém mais chances de se tornarem seus clientes

de fato.
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No setor financeiro, por exemplo, pode haver o interesse de uma empresa de cartao de
crédito em prever a probabilidade de um cliente nao realizar seus pagamentos dentro do
prazo estipulado, ou seja, se tornar inadimplente. Essa tarefa vem se tornando cada vez
mais uma tarefa importante para que bancos e outras institui¢oes financeiras possam
tomar as melhores decisoes na hora de decidir para quem irao oferecer seus servigos
de empréstimo, por exemplo. Hoje em dia praticamente todas essas empresas utilizam
modelos estatisticos para estudar essa e outras questoes e estao sempre em busca de
métodos mais precisos para mapear perfis de clientes e melhorar cada vez mais suas
previsoes, com o intuito de buscar sempre analisar o perfil de cada cliente estatisticamente
e buscar conceder crédito a clientes que tém mais chance de pagar suas dividas em dia e
evitar os clientes que tém tendéncias a se tornarem inadimplentes.

Para resolver esses tipos de problemas, podemos utilizar modelos estatisticos para
descrever a relagao entre a varidvel resposta de interesse (dependente) e uma ou mais
variaveis explicativas (independentes). Um dos modelos mais utilizados para tal é a
regressao logistica que, segundo Agresti (2002), é o modelo mais importante para dados
de resposta categorica. No modelo logistico, a varidvel resposta de interesse ¢é categorica e
geralmente bindria, assumindo portanto, dois valores, que sao geralmente tratados como

“sucesso” e “fracasso” conforme o estudo de caso em questao.
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1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é abordar o modelo de regressao logistica utilizando os
estimadores de maxima verossimilhanca e o bayesiano. Nesta abordagem pretendemos

atingir os seguintes objetivos:

e Testar o estimador de méxima verossimilhanca utilizando a fungao glm(), nativa do

R.

e Testar o estimador bayesiano disponibilizado pelo software Stan implementado no

R por meio do pacote brms.

e Comparar os estimadores de maxima verossimilhanca e bayesiano obtidos pelas fer-

ramentas R e Stan, respectivamente.

e Testar o ajuste obtido pelo método implementado no Stan utilizando um simulador
de dados para modelos de mistura em que as componentes seguem o modelo logistico

(K =1e K =2), este simulador foi desenvolvido especificamente para esta finalidade.

e Aplicar as metodologias citadas em um conjunto de dados real. Neste conjunto de
dados, a variavel resposta indica se um cliente de uma instituicao financeira realizou
a compra do produto “depdsito a prazo”, oferecido pela mesma por uma campanha

de marketing realizada por meio de ligagoes telefonicas.



20



Capitulo 2

Metodologia

Neste capitulo serao apresentados os métodos utilizados no trabalho.

2.1 Analise Descritiva de Dados

Para Reis (2002), a Anadlise Descritiva é a fase inicial do processo de estudo dos
dados coletados. Sao utilizados métodos de estatistica descritiva para organizar, resumir
e descrever os aspectos importantes de um conjunto de caracteristicas observadas ou

comparar tais caracteristicas entre dois ou mais conjuntos.

Esse tipo de andlise proporciona uma visao do comportamento geral do conjunto de
dados em relagao ao objetivo do estudo. Desta forma consegue-se um entendimento
bésico dos dados e permite também avaliar se existem empecilhos na realizacao de andlises
posteriores, dando margem ao pesquisador para realizar mudancas pertinentes, evitando

conclusoes equivocadas.

A descricao dos dados também tem como objetivo identificar anomalias, até mesmo
resultante do registro incorreto de valores, e dados dispersos, aqueles que nao seguem a

tendeéncia geral do restante do conjunto.

Nao s6 nos artigos técnicos direcionados para pesquisadores, mas também nos artigos
de jornais e revistas escritos para o publico leigo, é cada vez mais frequente a utilizacao
destes recursos de descrigao para complementar a apresentagao de um fato, justificar ou

referendar um argumento.
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2.2 Regressao Logistica

Segundo Gonzalez (2002), a regressao logistica é uma técnica estatistica de modelagem
que tem como objetivo construir, por meio de um conjunto de observagoes, um modelo
que permita realizar a predicao de valores de uma variavel categérica, geralmente binaria,
em funcao de uma ou mais variaveis explicativas quantitativas ou qualitativas. Entao, a
partir desse modelo gerado é possivel calcular ou prever a probabilidade de um evento

ocorrer, dado uma observacao aleatoria.

A varidvel resposta Y na regressao logistica é frequentemente bindria, logo, nestes casos
ela segue a distribui¢ao de Bernoulli, tendo uma probabilidade de sucesso desconhecida
p.

Portanto, a variavel resposta Y é definida como

1, S€ OCorTrer sucesso,
Y=
O, se ocorrer fracasso.

A probabilidade de sucesso é 0 < p < 1 e a probabilidade de fracasso é g =1 — p.

Na regressao logistica, é feita a estimacao da probabilidade desconhecida p, dada uma

combinagao linear de varidveis independentes.

2.2.1 Funcao Logit

Na Secao 2.2, foi dito que a varidvel resposta bindria na regressao logistica possui
distribuicao de Bernoulli, portanto é necessario conectar as variaveis explicativas a essa
distribuicao na variavel resposta. A fungao mais comum para satisfazer essa necessidade é
chamada de logit. Assim como na maioria dos problemas de distribuicao de Bernoulli, na
regressao logistica nés nao conhecemos a probabilidade de sucesso p. Assim, o objetivo
do modelo logistico é estimar p para uma combinacao linear das variaveis explicativas do

modelo (Gonzalez, 2002).

Para ligar essa combinagao linear a distribui¢ao de Bernoulli, é necessario uma fungao
que as una, ou mapeie a combinacao linear de varidveis que poderia retornar qualquer
valor em uma distribuicao de probabilidade de Bernoulli com dominio de 0 a 1. A funcao
logit nada mais ¢ que o logaritmo natural da razao de probabilidades, que é chamada de

chance ou odds em inglés. A funcao de ligacao logit é dada por
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logit(p) = In(odds) = In ( P ) , (2.1)
I-p

e estd representada graficamente na Figura 2.1.

In(odds)

p

Figura 2.1: Comportamento da funcao logit(p).

Ao analisar o comportamento da fungao logit nota-se que existem assintotas verticais
nos pontos p = 0 e p = 1, ou seja, quando p tende a 0 o valor da fun¢do é —co (menos
infinito) e quando p tende a 1 o valor da fungao é oo (infinito), ou seja, a fungao sé
estda definida quando 0 < p < 1, que é exatamente o que buscamos, pois a probabilidade
também varia somente nesse intervalo. Dessa forma, podemos ter certeza que, para valores
de p < 0e p>1 afungao nao esta definida, isto é, pela funcao logit nao é possivel obter
uma probabilidade inferior a 0% ou superior a 100% .

Como o nosso interesse ¢ estimar a probabilidade da varidavel dependente Y ser igual
a1l (Y = 1), dado uma combinagao linear das varidveis independentes, devemos ter as
probabilidades no eixo y do grafico. Para isso, basta inverter a funcao logito descrita
acima. Portanto, a partir da Equacao (2.1), temos que

1 e’

logit™ (@) = = , 2.2
ogit™ (@) 1+e @ 1+e® (22)

em que « é a combinagao linear das variaveis independentes e seus coeficientes.

A Figura 2.2 exibe a representacao grafica da fungao inversa da funcao logit(p). Por-
tanto, agora temos uma funcao de ligacdo com dominio no intervalo de 0 a 1, assim
como precisavamos para estimar a probabilidade do evento de interesse Y = 1, dado uma

combinagao linear de varidveis independentes.
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08

06

Figura 2.2: Comportamento da funcéo inversa do logit(p).

2.2.2 Regressao Logistica Simples

Segundo Gonzalez (2002), a regressao logistica simples consiste em um modelo uti-
lizado para modelar uma variavel dependente binaria ¥ com base em uma combinacao
linear de uma tunica variavel independente. A forma geral do modelo de regressao logistica

simples é dada por

g(x) = BX = Bo + Pix1, (2.3)

em que B = (Bo, B1) é o vetor de coeficientes e x1 é a Unica varidvel independente.

Igualando a fungao de ligagao logit apresentada na Equagao (2.1) a fungao g(x) apre-

sentada na Equagao (2.3), temos que

ln(lpp):ﬁX:ﬁo+ﬁ1x1. (2.4)

Como o objetivo do modelo logistico é estimar p, devemos isolar p utilizando a funcao

exponencial, de maneira que
P _ Bo+Bix1
—e , 2.5
1-p (2:5)

e, posteriormente,
ePotB1x1 1

) = — = —. 2.6
P 1 + ePotBix1 1 4 e—(BotBix1) (26)

A Equagao (2.6) é chamada de regressao estimada e é, essencialmente, a fun¢ao que
representa o objetivo do modelo de regressao logistica, haja vista que p é a probabilidade
estimada para quaisquer valores de coeficientes e variaveis que venhamos a inserir nesta
equacao. O vetor de coeficientes ﬁ = (Bo, B1) ¢ obtido pelo método de estimacio de

méaxima verossimilhanga descrito na subsecao seguinte.
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2.2.3 Estimacao dos coeficientes do modelo

Como visto em Gonzalez (2002), para ajustar um modelo de regressao logistica é ne-
cessario estimar os parametros do modelo. Para isso, utiliza-se o método de estimacao por
maxima verossimilhanca. A partir do conjunto de observacoes, este método ira calcular
os estimadores dos parametros By e B1, que serdo denotados aqui por By e 1, que maxi-
mizam a funcao de maxima verossimilhanca. Em outras palavras, o método de estimacao
por maxima verossimilhan¢a permite encontrar os estimadores dos parametros do modelo
que tém maior probabilidade de replicar o padrao de observacoes dos dados da amostra.

Seja B = (Bo, B1) o vetor de coeficientes, e sejam as probabilidades P(Y; = 1|x;) = w(x;)
e P(Y; = 0lx;) = 1 —n(x;). Entao, para os pares (x;, y;) tais que y; = 1, a contribuigao para
a funcao de verossimilhanca é m(x;), e para os pares (x;, y;) tais que y; = 0, a contribuicao
para a funcao de verossimilhanca é 1 — 7 (x;), onde 7 (x;) denota o valor de m(x) avaliado
em X;.

A funcao de verossimilhanca é dada por

n

L) = | | w11 = ()] (2.7)

i=1
Para obter a funcao log-verossimilhanca, aplica-se o logaritmo natural em ambos os lados.
Assim, temos que
In[L(B)] =1(B) = Z [yiln[7(x;))] + (1 = yi)In[1 - w(x;)]] . (2.8)

i=1

A quantidade B que maximiza [(f) é obtida apds derivar [(B) em relacao aos parametros

ﬁ = (,30,,31)3

AP
35, —;[yl 7(x)] (2.9)
(§]
6 n
= D0 L =] (2.10)

i=1

Os estimadores de (8o, 81) denotados por (Bo,B1), séo as solucdes das Equacoes (2.9)
e (2.10) quando igualadas a 0. Estes estimadores medem a taxa de variagdo do logit
para uma unidade de variagao na variavel independente, isto significa que eles sao de

fato, a inclinacao da linha de regressao entre a varidavel dependente y; e a sua variavel
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independente x;.

Como estas equagoes sao nao-lineares nos parametros, é necessario a utilizacao de um
procedimento iterativo para resolvé-las, geralmente o método de Newton-Raphson. Este
método escolhe, sucessivamente, novos conjuntos de parametros que produzam maiores
log-verossimilhancas e melhores ajustes aos dados observados. O processo continua através

de iteracoes até atingir a maximizacao da funcao log-verossimilhanga.

2.2.4 Regressao Logistica Multipla

Como visto em Gonzalez (2002), na regressao logistica multipla, ao invés de termos
apenas uma variavel independente, temos um vetor de k variaveis independentes. A forma

geral do modelo de regressao logistica multipla é dada por

g(x) = BX = Bo + f1x1 + ... + Brxi, (2.11)

em que B = (Bo, B, ..., Bx) é o vetor de coeficientes e X = (x1, ...,xx)T é o vetor de varidveis

independentes.

Analogamente a regressao logistica univariada, igualamos a fungao logito a fungao g(x)
descrita na Equacao (2.11) e aplicamos a func¢ao exponencial, conforme a Equacao (2.12),

de modo que

p = ePotPrxit..+Brxk (2'12)

L=p
Posteriormente, seguimos com o procedimento para isolar p, conforme a Equacao (2.13).
eﬁ0+,3A1X1+---+ﬁAkxk 1

p= — — = — —. (2.13)
1 + ePotbPixit.+fexk 1 4 e—(BotBix1+...+Prxk)

A fungao de verossimilhanga é a mesma da Equagao (2.7), com a diferenca de que m(x;) é
dado como 7(7), em func¢ao da Equagao (2.11), representando o conjunto de variaveis inde-
pendentes em g(x) e seus respectivos coeficientes. Portanto, a fungao log-verossimilhanca

¢ dada por

n

In[L(B)] =1(B) = Z [yiln[x(D)] + (1 = y)in[l -7 (@] . (2.14)

i=1
As expressoes das equagoes a partir das derivadas parciais sao dadas pelas Equagoes (2.15)

e (2.16).
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al(B) _ O
=>yi—) =0 e (2.15)
Po ; i=1
B _ ¥ L
= XijYi — XijTti = O, (2.16)
0B I ;

paraj € (1,...,k).

2.3 Abordagem Bayesiana

A abordagem bayesiana para a estimacao dos parametros em uma regressao logistica
envolve a aplicacao do Teorema de Bayes para obter a distribuicao a posteriori dos
parametros, dada a distribuicao a priori e os dados observados. Vamos descrever isso
matematicamente.

Suponhamos que temos um modelo de regressao logistica com k preditores (ou varidveis
independentes) e n observagoes. Os parametros do modelo consistem em um vetor de
intercepto By e um vetor de coeficientes de inclinagao 8 = (B1, B2, ..., Bx), tal como em
(2.11).

A funcao de probabilidade para a regressao logistica é dada por

1
+ e~ (Bo+Brx1+..+Brxk)

P(Y =11X,5) = - (2.17)

onde Y é a variavel de resposta bindria, X é o vetor de preditores e S é o vetor de
parametros.

Especificamos uma distribuicao a priori para os parametros, denotada por P(B). Esta
distribuicao expressa as crengas iniciais ou conhecimentos prévios sobre os valores dos
parametros.

O teorema de Bayes ¢ utilizado para calcular a distribuicao a posteriori dos parametros:

P(BIX,Y) < P(Y|B, X)P(B) (2.18)

em que P(Y|B,X) é a verossimilhanca e P(B) é a distribuicao a priori.
A distribuicao a posteriori P(B|X,Y) é explorada para realizar inferéncias sobre os

parametros. Pode-se calcular estimativas pontuais (como a média a posteriori) e intervalos

de credibilidade.
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Em termos matematicos, a implementacao pratica desse processo pode envolver métodos
computacionais, como a amostragem de Monte Carlo, especialmente quando a solugao
analitica nao é possivel. Ferramentas como o software Stan sao frequentemente emprega-

das para realizar esses calculos de forma eficiente e precisa.

2.3.1 Software Stan

O Stan é uma plataforma para modelagem estatistica, sobretudo bayesiana, e com-
putagao estatistica de alta performance, desenvolvida em C++ e que possui interface com
as linguagens de programacao R, Python, shell, MATLAB, Julia e Stata.

De acordo com Wikipédia, o Stan implementa multiplos algoritmos Markov Chain
Monte Carlo para realizar modelagens bayesianas, como o Hamiltonian Monte Carlo
(HMC) e No-U-Turn sampler (NUTS), que é uma variagdo do HMC.

Segundo o Manual de Referéncia oficial do Stan, esta plataforma também conta com
métodos para codificacao de modelos de probabilidade, algoritmos de inferéncia para ajus-
tar modelos e fazer previsoes, e ferramentas de analise posterior para avaliar os resultados.

Neste trabalho, sera utilizado o pacote brms do R que implementa o Stan para realizar
todos os ajustes de modelos, graficos e andlise dos resultados da abordagem bayesiana do

modelo de regressao logistica estudado.

2.3.2 Algoritmos Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

Assim como foi dito na Secao 2.3.1, o Stan utiliza dois algoritmos de Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) para realizar o ajuste dos modelos bayesianos, o Método de Monte
Carlo Hamiltoniano (HMC) e sua variante adaptativa No-U-Turn sampler (NUTS).

Nesta Segao, serd dada uma breve introducao a esses algoritmos juntamente com

detalhes de sua implementacao e configuragao.

Monte Carlo Hamiltoniano (HMC)

Segundo o Manual de Referéncia do Stan, o Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) é um
método de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) que usa derivadas da fungao de densi-
dade sendo amostrada para gerar transicoes eficientes abrangendo a distribuicao a priori.
Este algoritmo utiliza uma simulacao dinamica hamiltoniana aproximada baseada na in-

tegracao numérica que é entao corrigida executando uma etapa de aceitacao Metropolis.
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Funcgao densidade alvo

O objetivo da amostragem é extrair uma amostra aleatéria de uma funcao densidade
de probabilidade p(6#) para os parametros 6, geralmente a distribuicao a posteriori p(6]y)

dado os dados y codificada como um programa Stan.

Variavel auxiliar de momento

O HMC incorpora variaveis auxiliares de momento p e extrai de uma densidade con-

junta

p(p,0) = p(p|0)p(6).

Na maioria das aplicagoes do HMC, incluindo o Stan, a varidvel auxiliar tem distri-

buicao Normal Multivariada que nao depende dos parametros 6, de maneira que

o ~ MultiNormal(0, M),

em que M é chamada de “matriz de massa”, uma matriz simétrica, positiva definida e
conhecida como métrica Euclidiana. Segundo Radford (2011), essa matriz é tipicamente
diagonal, e é frequentemente um multiplo escalar da matriz identidade. Pode ser vista

como uma transformacgao do espaco de parametros que torna a amostragem mais eficiente.

Por padréo, o Stan define M~! como uma estimativa diagonal da covariancia calculada

durante o aquecimento (warmup).

O Hamiltoniano

A densidade conjunta p(p, #) define um Hamiltoniano

H(p,0) = -logp(p,0)
= —logp(pl0) —logp(0)
=T(pl0) +V(0)

em que o termo
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T(p|0) = —logp(p|0)

¢ chamado de “energia cinética” e o termo

V(6) = —logp(6)

é chamado de “energia pontencial”. A energia potencial é especificada pelo programa

Stan através da definicao de uma log-densidade.

Gerando transigoes
Iniciando do valor atual dos parametros #, uma transicao para um novo estado é

gerada em duas etapas antes de ser submetida a uma etapa de aceitagao Metropolis, que

sera explicado posteriormente.

Primeiro, um valor para o momento é extraido independentemente dos valores atuais

dos parametros,

o ~ MultiNormal(0, M).

Dessa forma, o momento nao persiste ao longo das iteragoes.
Em seguida, o sistema conjunto (6, p), composto pelos valores atuais dos parametros

6 e o novo momento p é evoluido pelas equacoes de Hamilton,

do _ oH _ OT
dt  dp  Op

dp O0H T 9V

dr 00 90 00’

Com a densidade do momento sendo independente da densidade alvo, isto é, p(p|0) =

p(p), o primeiro termo na derivada do tempo do momento g—g é zero, produzindo o par

de derivadas do tempo

do _ or
dt  dp
dp _ oV

dt ~ 00’
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Integrador Leapjfrog

A Secao anterior deixa uma equacao diferencial de dois estados para resolver. O Stan,
como a maioria das outras implementacoes do HMC, usa o integrador Leapfrog, que é
um algoritmo de integragao numérica especificamente adaptado para fornecer resultados
estaveis para sistemas de equacoes hamiltonianos.

Como a maioria dos integradores numeéricos, o algoritmo de salto realiza etapas dis-
cretas de algum pequeno intervalo de tempo €. O algoritmo Leapfrog comeca extraindo
um novo termo do momento independentemente dos valores dos parametros 6 ou do valor

do momento anterior

p ~ MultiNormal(0, M).

Em seguida, ele alterna atualizagoes de meio passo do momento e atualizacoes de passo

completo da posic¢ao.

eov

PP g
0&9+6M_1p
eov
P P35

Aplicando L etapas Leapfrog, um total de Le de tempo é simulado. O estado resultante
no final da simulacao (L repetigoes dos trés passos acima) serd denotado por (p*, 8%).
O erro do integrador Leapfrog é da ordem de € por passo e €2 globalmente, € € é o

intervalo de tempo (também conhecido como tamanho do passo).

Passo de aceitacao Metropolis

Se o integrador Leapfrog fosse numericamente perfeito, nao haveria necessidade de fazer
mais nenhuma aleatorizacao por transicao do que gerar um vetor de momento aleatorio.
Em vez disso, o que é feito na pratica para contabilizar erros numéricos durante a in-
tegracao é aplicar um passo de aceitacao Metropolis, onde a probabilidade de manter a

proposta (p*, 8%) gerada pela transicao de (p, 0) é

min(1, exp(H(p,0) — H(p",6"))).
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Caso a proposta nao seja aceita, o valor do parametro anterior é retornado para o

proximo sorteio e utilizado para inicializar a proxima iteragao.

Resumo do algoritmo

De forma resumida, o Monte Carlo Hamiltoniano come¢a em um conjunto inicial
especificado de parametros 0; no Stan, esse valor é especificado pelo usuério ou gerado
aleatoriamente. Entao, para um determinado nimero de iteragoes, um novo vetor de
momento é amostrado e o valor atual do parametro 6 é atualizado usando o integrador
Leapfrog com tempo de discretizacao € e numero de passos L de acordo com a dinamica
hamiltoniana. Em seguida, um passo de aceitacao Metropolis é aplicado e é tomada a

decisao de atualizar para o novo estado (p*, 8*) ou manter o estado existente.



Capitulo 3

Modelo de mistura de distribuicoes

Segundo Erlandson (2009), modelos de mistura de distribuigoes sao utilizados para mo-
delar fendmenos ou experimentos cujas observacoes sao provenientes de uma populagao
composta por K subpopulagoes, em que K pode ser conhecido ou desconhecido. A uti-
lizacao de tais modelos permite o pesquisador representar a existéncia de K subpopulagoes
sem que seja necessario as mesmas estarem explicitas no conjunto de dados. Ou seja, a
técnica pode ser aplicada em um conjunto de dados que nao necessariamente identifica a
subpopulacao a qual certa unidade experimental pertence. Além disso, modelos com mis-
tura de distribuicoes fornecem uma forma conveniente de modelar dados que podem nao

ser adequadamente modelados por qualquer familia paramétrica de distribuicoes padrao.

Segundo Chauveau (2018), a primeira aplicagdo conhecida dos modelos de mistura de
distribuicoes foi realizada em 1894, quando Karl Pearson analisou dados morfométricos
de uma populagao de caranguejos, disponibilizados pelo zo6logo Walter F. Weldon. Nesse
estudo Pearson identificou, graficamente, a evidéncia da mistura e abordou o problema por
meio do método de momentos ajustando um modelo com mistura de duas distribuigoes
normais, escolhendo os cinco parametros da mistura de forma que os momentos empiricos
correspondessem aos do modelo. Segundo Wikipedia, Pearson obteve éxito em identificar
a existéncia de duas potenciais espécies diferentes nessa populagao de caranguejos. Tal

informacao era desconhecida no conjunto de dados.

Podemos observar na Figura 3.1 uma representacao grafica de um modelo de mistura.

33
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Figura 3.1: Exemplo de mistura de duas distribui¢oes Normais.

Seguindo a notacao de Meira (2014), o modelo de mistura considerando o nimero de

componentes, K, conhecido pode ser expresso por

f) =wifi(y) +... +wgfx(y) (3.1)
K
= Zwkfk(x),
=1

em que

e f(y) é a funcao de densidade de probabilidade da mistura;
e K é o nimero de componentes na mistura;
e w; ¢é a probabilidade de pertencer ao componente k; wi > 0 e Zlk(:l wr =1;

e fi(y) é a funcao densidade de probabilidade do componente k.

Considere uma familia de variaveis aleatorias discretas independentes S = {S;;t =1, ..., T},

S; com distribuicao multinomial, S; ~ mult(1, p = (p1, ..., Pr)), com K resultados possiveis
K

e >, pr = 1. Considere também uma familia de varidveis aleatérias ¥ = {Y;;t =1, ...,T},
k=1

sendo que a distribuicao de cada variavel aleatéria Y; é controlada pelo valor assumido

pela varidvel aleatéria S; correspondente, ou seja, Y;|S; = k, 0 tem distribuigcao condicio-

nal Pr(Y; = y;|S; = s;,0) se Y; for discreta e por f(y;|S; = s, 60) se Y; for absolutamente
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continua em que 6 = (64, ..., 0;) é o vetor de parametros com 6 € R¥, e 6, é o parametro
associado a k-ésima componente da mistura para k =1, ..., K.

Complementando a notagao, temos que s é a sequéncia de valores assumidos pela
familia S, s = {s;;t=1,...,T} e y é a sequéncia de valores assumidos pela familia Y,
y={yst=1,...,T}.

A distribuicao marginal de Y; no caso discreto é dada por

K
Pr(Y, =y|0) = ZP’”(Yt =y:i|S; = k,0)Pr(S; = k|p) (3-2)
k=1

em que Pr(Y; = y/|S; = k,0) é a funcao de probabilidade condicional. A distribuicao

marginal de ¥; no caso continuo

K
Fri(y18) = > fri(yIS: = k, 0)Pr(S; = k|p) (3.3)
k=1

em que fy;(y|S; = k,0) é a funcao de densidade de probabilidade condicional. Note que

em ambos os casos a distribuicao de ¥; ¢ uma mistura de K componentes.
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Capitulo 4

Estudo de simulacao

Nesta secao realizaremos um estudo de simulacao utilizando um simulador de dados
(desenvolvido especificamente para este trabalho) para mistura de modelos logisticos para
testar o método implementado no software Stan.

Avaliaremos duas situagoes:

e Simulacao de dados provenientes de uma unica distribuigao (K =1 ou nao mistura)
e ajuste do modelo logistico sem considerar a mistura (K = 1) e, posteriormente,

ajuste do modelo logistico considerando a mistura (K = 2).

e Simulacao de dados provenientes de duas distribuigoes diferentes (K = 2 ou mistura
com duas componentes) e ajuste do modelo logistico considerando a mistura de duas

componentes (K = 2).

Dessa forma, o estudo avaliara trés modelos logisticos diferentes. Todos os modelos
serao ajustados utilizando o método implementado no Stan por meio do pacote brms do

R. O simulador utilizado para gerar todos os dados esta disponivel no Apéndice A.

4.1 Dados de apenas uma componente (K = 1)

Inicialmente, simularemos 1000 valores de uma variavel bindria S para identificacao
da componente (componente 1 ou 2) atrelada a cada uma das observagoes. Neste caso,
queremos 1000 observagbes provenientes de uma tnica distribuicao (K = 1), ou seja, a
variavel § serd um vetor com 1000 uns, indicando que todas as 1000 observagoes sao
amostradas de uma mesma distribuicao, atrelada ao tinico componente na mistura (K = 1

ou nao mistura).
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A seguir, definiremos os parametros para a curva logistica. Precisamos definir dois
parametros: o ponto médio da curva logistica, isto é, o valor de x em que P(Y; = 1|X =

x) = 0.5; e a declividade da curva logistica. Para mais detalhes, ver Wikipedia (2024).

Nés optamos por escolher o par de parametros (2, 1.2) como sendo o ponto médio e a
declividade da curva, respectivamente. A matriz de parametros esta disposta na Tabela

4.1.

Tabela 4.1: Parametros para a curva logistica (K = 1).

Ponto médio Declividade da curva

2 1.2

Para fins de ilustracao, a Figura 4.1 mostra o comportamento da curva parametrizada

com os valores que definimos na Tabela 4.1.

1.2

1.0

Pr(Yi=1)
04

02

00
1

Figura 4.1: Curva logistica com ponto médio em X = 2 e declividade 1.2.

Considerando a variavel S e os parametros da curva logistica definidos na Tabela 4.1,
utilizamos o simulador para gerar o banco de dados e as cinco primeiras linhas do mesmo

estao apresentadas na Tabela 4.2.



Tabela 4.2: Cinco primeiras linhas do banco de dados simulado considerando K = 1.

S X PY;=1X=x) Y
1 2.3368347  0.599696720 1
1 25377152 0.655941136 1
1 03177644  0.117255270 0
1 2.2780161  0.582639766 0
1 -3.5063466  0.001348227 0
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Agora, realizaremos o ajuste do modelo logistico pelo Stan, considerando apenas uma

componente (K =1 ou nao mistura). Este modelo pode ser ajustado utilizando o c6digo

a seguir.

modelo_simulacaoklkl = brm(formula =y ~ 1M,

family = bernoulli(),

data =

chains =

cores

iter =

data_simulacao,

3,

= 3,
2000,

warmup = 1000,

seed = 123)

Com o modelo ajustado, avaliaremos a convergéncia do mesmo por meio da analise

grafica dos traceplots
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Figura 4.2: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o banco de dados e modelo logistico, ambos considerando K = 1.

Analisando os traceplots a direita da Figura 4.2, podemos concluir que o modelo que
considera apenas uma componente (K =1 ou ndo mistura) convergiu para o conjunto de
dados simulado proveniente de apenas uma componente.

Agora, utilizaremos o mesmo banco de dados para realizar o ajuste do modelo logistico
considerando duas componentes na mistura. Podemos fazer isso introduzindo a fungao
mixture(bernoulli, bernoulli) do pacote brms, no argumento family no cédigo utilizado
anteriormente. Portanto, o cédigo para o ajuste do modelo de mistura com duas compo-

nentes (K =2) é dado por

modelo_simulacaoklk2 = brm(formula =y ~ 1M,
family = mixture(bernoulli, bernoulli),
data = data_simulacao,
chains = 3,
cores = 3,
iter = 2000,
warmup = 1000,
seed = 123)

Com o modelo de mistura de duas componentes ajustado, avaliaremos a convergéncia

do mesmo por meio dos traceplots.
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Figura 4.3: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das
Cadeias de Markov para o banco de dados considerando K = 1 e o modelo de mistura

logistico considerando K = 2.
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Figura 4.4: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das
Cadeias de Markov para o banco de dados considerando K = 1 e o modelo de mistura

logistico considerando K = 2.

Analisando os traceplots a direita das Figuras 4.3 e 4.4, temos clara evidéncia de nao
convergeéncia do modelo de mistura de duas componentes considerando o banco de dados
simulados provenientes de uma unica distribuicao. Uma explicagao plausivel para este

resultado é a nao identificabilidade dos parametros (para mais detalhes, ver Frithwirth-
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Schnatter (2010) apud Macerau (2023) p. 24). Como simulamos um banco de dados
proveniente de uma unica distribui¢ao (K = 1), ao tentar realizar o ajuste do modelo de
mistura para duas componentes (K = 2) ocorre o problema da nao identificabilidade. Na
pratica, significa que o modelo de mistura de duas componentes (K = 2) nao é adequado

para os dados provenientes de apenas uma distribuigao, o que causa a nao convergencia

do método MCMC implementado (HMC).

4.2 Dados com mistura de duas componentes (K = 2)

Nesta se¢ao, iremos simular um banco de dados com 1000 observacoes provenientes de
duas distribuigoes, isto é, duas componentes na mistura (K = 2).

Analogamente ao que foi feito na Secao 4.1, simularemos 1000 valores de uma variavel
bindria S para identifica¢gdo da componente (componente 1 ou 2) atrelada a cada uma das
observagoes. Porém, dessa vez, queremos 1000 observacgoes de duas distribuicoes diferentes
(K =2), ou seja, geraremos valores 1 ou 2 para a varidvel S, indicando a qual componente
da mistura de duas distribuicoes cada uma das observacoes pertence.

Optamos por utilizar as probabilidades (70%, 30%) para gerar os valores da varidvel
S. Portanto, esses valores sao os verdadeiros valores dos pesos wi e wo do modelo de

mistura de duas componentes (K = 2) descrito em (3.1).

Tabela 4.3: Numero de observagoes geradas por componente.

N2 de observagoes

Componente 1 677

Componente 2 323

A Tabela 4.3 apresenta a proporcao obtida de observacoes provenientes das compo-
nentes 1 e 2, respectivamente. Declaramos a proporgao (70%, 30%) para gerar os valores
de S e obtivemos a proporg¢ao de 67.7% e 32.3% no banco de dados.

A seguir, adicionaremos o par de parametros (-2, 0.8) referentes ao ponto médio e
a declividade da curva logistica pertencente a segunda componente, respectivamente, na
segunda linha da matriz exibida na Tabela 4.1. Dessa forma, a primeira linha da matriz
continua sendo referente a primeira componente e a segunda linha referente a segunda
componente. Assim, a matriz de parametros utilizados na simulacao estd disposta na

Tabela 4.4.
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Tabela 4.4: Parametros para a curva logistica (K = 2).

Ponto médio Declividade da curva

2 1.2
-2 0.8

Para fins de ilustracao, a Figura 4.5 mostra o comportamento das duas curvas logisticas
parametrizadas com os valores que definimos na Tabela 4.4 e a curva que representa a

mistura das curvas das duas componentes.

Fungdes Logisticas (K=2)

1.2

1.0

0.8
1

Pr(Yi=1)
0.4 06
1

0.2

0.0
1

-0.2
1

Figura 4.5: Curvas logisticas para as componentes 1 e 2 (utilizando a parametrizagao da

Tabela 4.4) e curva logistica que representa a mistura das duas componentes.

Na Figura 4.5, a curva preta representa a curva logistica da primeira componente, cujos
parametros de ponto médio e declividade estao na primeira linha da Tabela 4.4. A curva
vermelha representa a curva logistica da segunda componente, cujos parametros estao na
segunda linha da Tabela 4.4 e a curva azul representa a mistura das duas componentes, ou
seja, a média ponderada das duas curvas, utilizando os pesos (70%, 30%) que definimos
anteriormente para as componentes 1 e 2, respectivamente. Note que a curva preta, que
representa a primeira componente, tem uma declividade mais acentuada, isto é, possui

um crescimento mais acelerado quando comparada a curva vermelha, que representa a
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segunda componente. Este comportamento é definido pelos parametros de declividade

que definimos anteriormente como 1.2 e 0.8 para as componentes 1 e 2, respectivamente.
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Figura 4.6: Observacoes simuladas atreladas a sua respectiva componente.

Na Figura 4.6, temos os valores da variavel X, gerada pelo simulador de dados, atrela-
dos a sua respectiva componente da mistura. Representado pelos pontos pretos, temos os
valores de X pertencentes a componente 1 da mistura, cuja média é proxima de 2, que é
o valor do ponto médio que definimos como parametro da curva logistica da componente
1. Em azul, temos os valores de X pertencentes a componente 2 da mistura, cuja média é
préxima de -2, ponto médio definido anteriormente para esta componente. Para construir
este grafico, utilizamos apenas 100 valores de X, em vez de 1000, por motivos de melhor
visualizacao. Note que os pontos em preto estao mais concentrados em torno da média 2
que os pontos azuis em torno da média -2. Isso se da pela diferenca na declividade das
duas curvas ilustradas na Figura 4.5. Como a curva preta, que representa a primeira com-
ponente tem um parametro de declividade maior que a curva vermelha, que representa a
segunda componente, os valores de X da primeira componente ficam mais concentrados em

torno da média da curva quando comparados com os valores de X da segunda componente.

Considerando a variavel § e os parametros das curvas logisticas definidos na Tabela

4.4, utilizamos o simulador para gerar o banco de dados e as cinco primeiras linhas do



mesmo estao apresentadas na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Cinco primeiras linhas do banco de dados simulado considerando K = 2.

S X PY;=1X=x) Y
1 2.8219044  0.599696720 1
2 -2.6616048  0.974173094 1
1 0.4935655  0.117255270 0
1 24444802  0.582639766 1
1 2.7781284  0.596366067 0
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A seguir, realizaremos o ajuste do modelo logistico pelo Stan, considerando duas com-

ponentes na mistura (K = 2) utilizando o banco de dados simulado proveniente de duas

distribuigoes (K = 2 ou duas componentes). Este modelo pode ser ajustado utilizando o

codigo a seguir.

modelo_simulacaok2k2 = brm(formula =y ~ 1M,

family = mixture(bernoulli,

data = data_simulacaol
chains = 3,

cores = 3,

iter = 2000,

warmup = 1000,

seed = 123)

b

bernoulli),

Com o modelo ajustado, avaliaremos a convergéncia do mesmo por meio da analise

grafica dos traceplots.
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Figura 4.7: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o banco de dados considerando K = 2 e o modelo de mistura

logistico considerando K = 2.
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Figura 4.8: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o banco de dados considerando K = 2 e o modelo de mistura

logistico considerando K = 2.

Analisando os traceplots a direita das Figuras 4.7 e 4.8, podemos dizer que o modelo
de mistura de duas componentes, dessa vez utilizando dados provenientes de duas distri-
buigoes (K = 2 ou duas componentes), convergiu, diferentemente do modelo de mistura

para K = 2 que ajustamos na Secao 4.1. Estes dois resultados em conjunto evidenciam
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que quando tentamos ajustar um modelo de mistura considerando duas componentes
(K = 2) utilizando um banco de dados simulados provenientes de apenas uma distribui¢ao
(K = 1), enfrentamos problemas em relacao a convergéncia do modelo, por conta da nao
identificabilidade dos parametros, conforme citamos na Secao 4.1. Por outro lado, quando
ajustamos este mesmo modelo, porém usando dados simulados adequados, provenientes
de duas distribuigoes (K = 2), o modelo converge.

Para finalizar o estudo, iremos analisar as estimativas obtidas para os pesos w1 e wa

do modelo de mistura para K = 2.

Tabela 4.6: Estimativas, erros e intervalos de credibilidade para os pesos wi e wa.
Parametro Estimativa Erro Lim InfIC 95% Lim Sup IC 95%

w1 0.64 0.03 0.59 0.69

wo 0.36 0.03 0.31 0.41

Pela Tabela 4.6 temos que os pesos w1 e wy tiveram estimativas de 0.64 e 0.36, res-
pectivamente. A proporc¢ao original das observagoes nas componentes 1 e 2 é de 0.7 e 0.3,
respectivamente, como visto na Tabela 4.3. Assim, podemos concluir que o modelo de

mistura foi capaz de produzir estimativas relativamente boas dos pesos originais.
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Capitulo 5

Banco de Dados

O banco de dados que sera utilizado, e que pode ser acessado em UCI Machine Learning
Repository, possui informacoes de uma instituicao financeira portuguesa, mais especifica-
mente, os resultados obtidos pela campanha de marketing da instituicao na venda de um
de seus produtos, o term deposit (depdsito a prazo), que é um tipo de investimento no qual
o investidor pode sacar seu dinheiro apenas apds uma data de vencimento estabelecida
previamente. A campanha foi baseada em chamadas telefonicas, e em alguns casos mais
de uma chamada foi realizada para o mesmo cliente.

Sera padronizado o uso de 1 para “Sim” e 0 para “Nao” nas variaveis dicotomicas.

Abaixo sao apresentadas as variaveis disponiveis no banco de dados, que contém 5.000
observagoes (a base original possui aproximadamente 45.000 observagoes, mas por li-
mitacoes computacionais, foi retirada uma amostra de tamanho 5.000 da base completa

para viabilizar o estudo):
e X : Idade (discreta);
e X5 : Tipo de Trabalho (originalmente 12 categorias);
e X3 : Estado civil (casado, divorciado, solteiro);
e X, : Grau de escolaridade (primério, secundéario, tercidrio, desconhecido);
e X5 : Varidvel binéria que representa se o cliente é inadimplente (sim ou nao);
e Xg : Saldo anual médio (em euros);

e X7 : Variavel binaria que representa se o cliente possui financiamento imobiliario

(sim ou nao);

49
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Xg : Variavel binaria que representa se o cliente possui empréstimo pessoal (sim ou

nao);

Xy : Tipo de contato utilizado na campanha de marketing atual (desconhecido,

telefone, celular);

Xi0 : Dia do més do dltimo contato na campanha de marketing atual (1 a 31);

X117 : Més do ultimo contato na campanha de marketing atual (janeiro a dezembro);
Xj2 : Duragao do ultimo contato na campanha de marketing atual (em segundos);

X13 : Numero de chamadas feitas ao cliente na campanha de marketing atual (dis-

creta, 0, 1, ...);

X14 : Nimero de dias corridos desde o ultimo contato da campanha de marketing

anterior (discreta, -1 indica que nao houve contato);

X15 : Numero de chamadas feitas ao cliente na campanha de marketing anterior

(discreta, 0, 1, ...);

X16 : Variavel binaria que representa se o cliente comprou o produto na campanha

de marketing anterior (sim, nao, outro ou desconhecido);

Y : Variavel binaria que representa se o cliente comprou o produto, na campanha

de marketing atual (sim ou nao).
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5.1 Analise Descritiva

Inicialmente, iremos reduzir a dimensionalidade de algumas variaveis. A variavel X1,
que representa o més do iltimo contato na campanha de marketing atual, foi reduzida
para trimestres, passando de 12 niveis para apenas 4.

Em seguida, serao feitas modificagoes na variavel X3, que representa o tipo de traba-
lho do cliente. Para reduzir a dimensao desta variavel, utilizaremos o WOE (weight of
evidence), um critério muito utilizado em modelos financeiros que é uma forma de me-
dir a distancia entre as categorias de Y. Ou seja, o WOE, basicamente, funciona como
métrica para separar os clientes que compraram o produto na campanha de marketing
atual (bons clientes) dos clientes que nao compraram o produto na campanha de marke-

ting atual (maus clientes). O WOE é calculado da seguinte forma:

P(categorialY = 1)

WOE =1 .
o8 P(categorialY = 0)

Portanto, neste caso é calculado o logaritmo da razao da propor¢ao amostral dos clientes
que compraram o produto em questao (Y = 1) pela proporgao amostral dos clientes que
nao compraram o produto em questao (¥ = 0) para cada categoria da varidvel X2 (Tipo

de trabalho).

A Figura 5.1 abaixo traz o calculo do WOE para cada uma das categorias de X».

Tipo de Trabalho| 0 1 | WOE|
administrativo |11,37%/11,93%| 0,05
colarinho azul [22,60%|13,39%

empresario 3,42% | 2,33%
empregada 2,83% | 2,06%
administracao |20,43%|24,60% | 0,19
aposentado 4,38% | 9,76% | 0,8

autdonomo 3,49% | 3,54% | 0,01

servigos 9,48% | 6,98% | -0,31
estudante | 1,68% | 5,09% [iyid|
técnico 16,93%|15,88% | -0,06

desempregado | 2,76% | 3,82% | 0,33
desconhecido | 0,64% | 0,64% | 0,01

Figura 5.1: WOE da variavel Tipo de trabalho.

Em seguida, sao agrupadas as categorias com valores para o WOE préximos. Para
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medir a qualidade do agrupamento, utilizaremos o IV (information value), que é a soma

dos WOE agrupados e ponderados dado por

P(categorialY = 1)
P(categorialY =0) |

1V = Z [P(categorialY = 1) — P(categorialY = 0)] - log

Dessa forma, o melhor agrupamento é aquele com o maior valor para o IV.

Pela Figura 5.1 percebe-se que as categorias colarinho azul, empresdrio, empregada e
servi¢os possuem valores proximos, os menores observados, sugerindo uma uniao dessas
categorias em um s6 grupo. Além disso, as categorias técnico, administrativo, autonomo
e desconhecido possuem valores proximos de zero, indicando outra unido. Por fim, sao
separadas as categorias administracao e desempregado, com WOE similar, e aposentado
e estudante com os maiores WOE, em que predominam Y = 1.

Realizando o agrupamento indicado, obtém-se os resultados apresentados na Figura

5.2

0 1 IV
C0|38,33%|24,75%| 0,0594
C1| 6,05% |14,84%| 0,0788
€2(32,42%|31,99%| 0,0001
€3(23,19%|28,42%| 0,0106
0,1489

Figura 5.2: Tentativa 1 de agrupamento da varidvel Xs.

Posteriormente, foram realizadas novas tentativas de diminuir ainda mais a dimensao
da varidvel X, testando a reducao das 12 categorias iniciais em apenas 3. Foram testadas
duas formas de agrupamento distintas, considerando os WOEs mais préximos.

A tentativa 2 consiste nos seguintes agrupamentos:
e CO = colarinho azul, empresdrio, empregada € Servi¢os,
o C1 = técnico, administragao, autonomo e desconhecido;
o C2 = administracao, desempregado, aposentado e estudante.
A tentativa 3, por sua vez, consiste nos seguintes agrupamentos:
e CO0 = colarinho azul, empresario, empregada e servi¢os;

e C1 = técnico, administrativo, autonomo, desconhecido e administracao;
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o C2 = desempregado, aposentado e estudante.

0 1 v
C0|38,33%| 24,75%| 0,0594
C1|32,42%|31,99%| 0,0001
C2|29,24%|43,26%| 0,0549
0,1144

0 1 v
C0|38,33%|24,75%| 0,0594
C1|52,85%|56,59%| 0,0026
C2| 8,81% |18,66%| 0,0739
0,1359

Figura 5.3: Tentativas 2 e 3 de agrupamento da variavel Xs.

Pela Figura 5.3, observa-se que nenhum agrupamento supera o IV obtido na Figura 5.2.
Portanto, seguiremos com o estudo considerando o primeiro agrupamento realizado, que

¢ descrito por:
e CO = colarinho azul, empresdrio, empregada e servigos;;
e C1 = técnico, administrativo, autonomo, desconhecido;;
o C2 = administracao e desempregado;
o C3 = aposentado e estudante.

Em relacao a variavel resposta, que possui distribuicao de Bernoulli, nota-se que existe
forte desbalanceamento nos dados. Pela Tabela 5.1, observamos que 87,88% dos clientes
nao compraram o produto e, consequentemente, apenas 12,12% dos clientes realizaram a

compra.

Nao Sim
4394 606
87.88% 12.12%

Tabela 5.1: Tabela resumo dos clientes que compraram ou nao o produto.

Posteriormente, é feita uma analise grafica de cada uma das variaveis cruzadas com a

variavel resposta Y.
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Idade

Figura 5.4: Boxplots para a variavel idade.

Iniciando pela idade do cliente, percebe-se, na Figura 5.4, que as medianas estao
préximas em ambos os casos, por volta de 40 anos de idade. Além disso, existe um maior
numero de outliers entre aqueles que nao compraram o produto, indicando que talvez seja
um produto atrativo para pessoas mais velhas, ou seja, a idade pode ser uma variavel

importante para prever se um cliente comprara ou nao o produto.
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7.98%
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| — I
o -
c2 C1 co

1000 1400

[ila]

Cc3

Categoria de trabalho

Figura 5.5: Grafico de barras para a categoria de trabalho.

Em relacao a variavel tipo de trabalho do cliente, que passou pelo tratamento de
agrupamento, observa-se, na Figura 5.5, que a categoria C3 (estudantes e aposentados) é
a classe com a maior proporcao de clientes que compraram o produto, com cerca de 27%
de compradores, seguida pelas categorias C2 (gerentes e desempregados) com cerca de

13,56%, C1 (técnicos, administradores, auténomos e aqueles cuja profissao é desconhecida)
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com 12,41% e CO (profissionais de colarinho azul, empreendedores, donas de casa e pessoas
que trabalham com servigos) com quase 8%. Diante disso, esta varidvel também parece

ser importante para discriminar os compradores dos nao compradores.
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10.31%
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| |
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|

solteiro divorciado casado

Estado Civil

Figura 5.6: Grafico de barras para o estado civil.

Em relacao ao estado civil do cliente, pela Figura 5.6, percebe-se que a proporcao de
compradores é maior dentre os solteiros quando comparados com divorciados ou casados,

porém, de forma geral, nao ha grande diferenca entre as proporcgoes.
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Grau de escolaridade

Figura 5.7: Grafico de barras para o grau de escolaridade.

Em termos do grau de escolaridade do cliente, percebe-se que conforme o grau au-

menta, aumenta razoavelmente a proporgao daqueles que compraram, embora essa pro-
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porc¢ao seja maior para aqueles com grau de escolaridade desconhecido, o que nao é infor-

mativo.
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Figura 5.8: Gréfico de barras para a varidvel que indica se o cliente é inadimplente ou

nao.

A respeito da variavel que denota se o cliente é inadimplente ou nao, percebe-se que ha
um fortissimo desbalanceamento nos dados, com poucos clientes inadimplentes. Nota-se,
também, que a proporc¢ao de compradores dentre os adimplentes é quase duas vezes maior

em relacao a proporcao de compradores dentre os inadimplentes.
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Figura 5.9: Boxplots para a variavel saldo anual médio.

Em relacao ao saldo anual médio dos clientes, podemos observar que a amplitude
da distribuicao dos clientes que compraram o produto é levemente maior que a dos nao

compradores. A mediana dos dois grupos € préxima e existem muitos pontos discrepantes
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em ambos, principalmente no grupo de clientes que nao compraram o produto. De forma

geral, esta variavel parece ser pouco informativa.

1000 1500 2000 2500 3000

400

Financiamento Imobilidrio

Figura 5.10: Gréfico de barras para a varidvel financiamento imobiliario.

A partir da Figura 5.10, percebe-se que, proporcionalmente, mais clientes que nao
possuem financiamento imobilidrio compraram o produto em relagao aos que possuem
esse tipo de financiamento. Tal fato talvez possa ser explicado pelo fato do financiamento
imobilidrio ser um tipo de despesa fixa que a pessoa tenha que se comprometer a pagar

e, portanto, tenha menos dinheiro em caixa para realizar investimentos.

2000 3000 4000 5000
1 1 1 |

1000

0 1

]
L

Empréstimo pessoal

Figura 5.11: Grafico de barras para a variavel empréstimo pessoal.

Pela Figura 5.11, nota-se que a proporcao de clientes que compraram o produto é
quase duas vezes maior dentre os clientes que nao possuem empréstimo pessoal em relacao

aqueles que possuem. Isso talvez possa ser explicado pelo mesmo motivo citado na analise
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da Figura 5.10.
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Figura 5.12: Grafico de barras para a variavel tipo de contato.

A Figura 5.12 mostra as proporcoes dos clientes que compraram o produto em relagao
ao tipo de contato realizado pela empresa. Nota-se que a proporcao de clientes contatados
por telefone fixo que compraram o produto é relativamente préxima em relacao a pro-
porcao dos clientes contatados por celular que realizaram a compra, com 16,36% e 15,04%,
respectivamente. Além disso, os clientes contatados por meios desconhecidos tem uma
proporcao de compra do produto aproximadamente 4 vezes inferior aqueles contatados
por telefone fixo ou celular. De forma geral, essa varidavel nao aparenta ter bom poder

para discriminar os compradores dos nao compradores.

Figura 5.13: Boxplots da variavel dia do ultimo contato.

A partir da Figura 5.13, percebe-se que as distribuicoes da variavel dia do ultimo con-
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tato em relagao a ambos os grupos sao muito semelhantes e aproximadamente simétricas.

Além disso, metade dos clientes foi contatada pela ultima vez entre os dias 8 e 22 e a

mediana é aproximadamente 15, independentemente do grupo. Essa variavel também nao

aparenta ter bom poder para discriminar os compradores dos nao compradores.
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Figura 5.14: Grafico de barras para a varidvel meés do ultimo contato.

Pela Figura 5.14, é possivel observar que a proporcao de clientes que adquiriram o

produto é maior nos grupos de clientes que foram contatados pela ltima vez no primeiro

trimestre, seguida pelo quarto, terceiro e segundo trimestre, com 18,74%, 16,48%, 12,45%

e 9,56%. De modo geral, a partir da analise grafica, esta varidvel aparenta ter bom poder

para discriminar os compradores dos nao compradores.
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Figura 5.15: Boxplots para a varidavel duracao do ultimo contato.

Em relacao a duracao do ultimo contato, essa variavel também se destaca. Nota-se,



60

pela Figura 5.15, que os clientes que efetuaram a compra do produto, em geral, ficavam
mais tempo na linha em relacao aos clientes que nao realizaram a compra. 50% dos
compradores receberam ligacoes de duracao entre 250 e 750 segundos, aproximadamente,
enquanto que 50% dos clientes que ndao compraram o produto receberam ligacoes de

duracao entre 100 e 260 segundos, aproximadamente.

Mimero de ligagbes na campanha atual

Figura 5.16: Boxplots para a varidvel nimero de ligagoes na campanha atual.

Pela Figura 5.16, é possivel notar que 50% dos clientes que compraram o produto,
efetuou a compra ja na primeira ligacdo e 75% deles compraram apdés no maximo 3
ligagoes. Por outro lado, oito desses clientes receberam uma quantidade discrepante de
ligacoes até efetuarem a compra, eles compraram o produto entre a sétima e a décima
sétima ligacao. Em relacao aos nao compradores, 75% deles foram contatados até 3 vezes.
Ademais, 26 deles receberam quantidades discrepantes de ligagbes na campanha atual,

esses foram contatados entre 7 e 36 vezes.
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Figura 5.17: Boxplots para a varidvel dias desde o ltimo contato na ultima campanha.

Pela Figura 5.17 nota-se que, dentre os compradores, mais dias se passaram desde
o ultimo contato na ultima campanha quando comparados aos nao compradores. Além
disso, observa-se que existem muitos outliers no grupo de nao compradores, ou seja, ja se

passaram muitos dias desde o 1ltimo contato com esses clientes e talvez seria uma boa

estratégia tentar entrar em contato novamente.
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Nimero de ligactes na lltima campanha
Figura 5.18: Boxplots para a variavel namero de ligagoes na ultima campanha.
Pela Figura 5.18, observa-se que, pelo menos 75% dos clientes que nao compraram o

produto, nao foram contatados nenhuma vez na tltima campanha. Além disso, nota-se

que 75% dos compradores receberam no maximo 2 ligacdes na ultima campanha.
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Figura 5.19: Grafico de barras para a varidavel que indica se o cliente comprou o produto

na ultima campanha.

A partir da Figura 5.19, observa-se que 67,09% dos clientes que compraram o produto
na campanha atual também efetuaram a compra na tltima campanha e 13,33% deles
nao adquiriram o produto na campanha passada. Ou seja, 67,09% dos compradores
demonstraram ser fiéis ao depdsito a prazo disponibilizado pela instituicao financeira e a

taxa de conversao de vendas considerando a tltima campanha foi de 13,33%.

Em seguida, verificaremos a existéncia de correlagao entre as varidveis nao categdricas,

com o objetivo de impedir futuros problemas de multicolinearidade.
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Figura 5.20: Representacao da matriz de correlagoes.

Pela Figura 5.20 observa-se baixissima correlagao entre as varidveis na maioria dos
casos. A maior identificada foi entre o niimero de dias desde a 1ltima chamada, e o niimero
de ligacoes na tltima campanha, ambas vinculadas a eventos passados, com correlacao de
0.54.

Em resumo, com a andlise descritiva, foi possivel observar algumas variaveis interes-
santes, como Xy trabalho/ocupacao do cliente (estudantes e aposentados possuem desta-
que), X1 trimestre do contato (o primeiro e ultimo trimestre do ano sdo os que melhor
converteram as investidas), Xjo duragao da chamada (dentre aqueles que compraram, a
duragao da chamada foi maior), e X6 resultado da tdltima campanha (a maioria dos que

compraram na ultima campanha, tomaram a mesma decisdo na campanha atual).
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Capitulo 6

Resultados

6.1 Estimador de maxima verossimlhanca

Nesta Secao serao apresentados todos os procedimentos de modelagem e avaliagao do

ajuste obtido.

6.1.1 Modelo completo

Como visto pela andlise descritiva, Xa, X11, X12 e X1 tiveram um destaque visual para
discriminar os clientes que compraram ou nao o produto. Por esse motivo, serao incluidas
no modelo completo todas as interagoes duplas entre essas variaveis, com excecao a Xio
(duragao do tltimo contato na campanha atual) pelo fato de a mesma ser continua e
diminuir a margem de interpretacao da interacgao.

Daqui em diante, para realizar todos os procedimentos da modelagem, foi utilizado o
Software R Studio.

Primeiramente, utilizando a func¢ao glm() do R Studio, foi ajustado o modelo completo,
ou seja, considerando todas as variaveis independentes e todas as interagoes duplas entre
as variaveis Xo (tipo de trabalho), X1 (més do dltimo contato) e Xj¢ (varidvel que indica
se o cliente adquiriu o produto na tltima campanha ou nao), que se destacaram durante
a analise descritiva. Portanto, utilizando a funcao de ligacao logit, o modelo completo é

dado por

In (1 I_]p) = Po+P1X1+ B2Xo + ...+ B17X2 X171 + B18X2X16 + B19X11X16. (6.1)

65
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6.1.2 Selecao de covariaveis

Posteriormente, verificamos, a partir do modelo completo, se existe a necessidade de
todas as covaridveis estarem presentes. O método escolhido para essa etapa é o Stepwise
AIC, disponivel na biblioteca MASS do R Studio através da fungao stepAIC().

Apoés a aplicagao do método Stepwise AIC, algumas varidveis foram desconsideradas.
Das 16 iniciais + 3 interacoes, restaram 10 + 2 interagoes, diminuindo a complexidade do
modelo. As varidveis retiradas do modelo pelo método Stepwise AIC foram a idade, o grau
de escolaridade, a indicadora que representa se o cliente é inadimplente ou nao, o saldo
anual médio, o nimero de dias corridos desde o 1ltimo contato na campanha anterior, o
nimero de chamadas realizadas par ao cliente na campanha anterior e a interagao dupla
entre as variaveis tipo de trabalho e o a indicadora que representa se o cliente comprou o
produto na tdltima campanha ou nao.

Portanto, o modelo obtido é dado por

in (1 fp) = Po+fB1X1 + B2 Xo + ... + 11 X2 X1 + B12X11 X16. (6.2)

6.1.3 Estimacao dos parametros

Os coeficientes do modelo final foram estimados pelo R Studio e estao apresentados

na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Coeficientes estimados do modelo.

Parametro Coef. estimado
Intercepto -3.13
tipoTrabalhoC1 0.42
tipoTrabalhoC2 0.37
tipoTrabalhoC3 1.61
estadoCivilcasado -0.34
estadoCivilsolteiro -0.08
financImobiliario -0.90
emprPessoal -0.50
tipoContatotelefone -0.05

tipoContatodesconhecido -1.79
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trimestreT2 0.02

trimestre’T'3 1.71

trimestreT4 0.46

duracao 0.00
numChamAtual -0.06

result UltCampoutro -0.60

result UltCampsucesso 2.85

result UltCampdesconhecido 0.23
tipoTrabalhoC1:trimestreT2 0.15
tipoTrabalhoC2:trimestreT?2 0.02
tipoTrabalhoC3:trimestreT2 -0.76
tipoTrabalhoC1:trimestreT3 -0.45
tipoTrabalhoC2:trimestreT3 -0.24
tipoTrabalhoC3:trimestreT3 -1.95
tipoTrabalhoC1:trimestreT4 0.11
tipoTrabalhoC2:trimestreT4 -0.97
tipoTrabalhoC3:trimestreT4 -0.04
trimestreT2:resultUltCampoutro 0.29
trimestreT3:resultUltCampoutro 1.35
trimestreT4:resultUltCampoutro 1.08
trimestreT2:resultUltCampsucesso 0.07
trimestreT3:resultUlt Campsucesso -1.46
trimestreT4:resultUlt Campsucesso -0.61
trimestreT2:resultUlt Campdesconhecido 0.28
trimestreT3:result UltCampdesconhecido -1.95
trimestreT4:result UltCampdesconhecido -0.47

6.1.4 Meétricas de avaliagcao do ajuste

Para o problema em questao, um bom modelo deveria ser capaz de separar os clientes
que compraram o produto daqueles que nao compraram, para que em campanhas futuras
os esforcos sejam direcionados naqueles com perfil adequado ao produto. Nessa linha de

raciocinio, apds inserir as informagoes de determinado cliente no modelo, é retornado um
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valor que varia entre 0 e 1. Serd que existe alguma concentragao de clientes que compra-
ram o produto em algum intervalo? Dessa forma, algumas técnicas que medem o quao
bem os clientes sao separados a partir do valor de saida do modelo logito sao a curva ROC

(Receiver Operating Characteristic) e a estatistica de Kolmogorov-Smirnov (KS).

Curva ROC

A partir da matriz de confusao (verdadeiros e falsos positivos/negativos) é construida
a curva variando o ponto de corte do modelo (a partir de qual valor € [0, 1] classificar
como 1) e suas respectivas sensibilidades (probabilidade do cliente ser classificado como
comprador dado que ele realmente comprou) e especificidade (probabilidade do cliente ser
classificado como nao comprador dado que ele realmente ndo comprou) do modelo.

Uma medida derivada da curva ROC, é a AUC (area under the curve), que nada mais
é do que a integral da curva. Quanto maior o seu valor, melhor a qualidade do ajuste. O

valor da AUC do modelo final é apresentado na Tabela , lembrando que 0 < AUC < 1.

Curva ROC
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Figura 6.1: Curva ROC do modelo final.

Tabela 6.2: Valor da AUC do modelo final.
AUC

0,9042739

Como notado acima, obtém-se um valor de aproximadamente 0,9 para a AUC do

modelo final, que é consideravelmente alto, dando indicios de que o modelo se ajustou
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consideravelmente bem aos dados.

Estatistica Kolmogorov-Smirnov

A estatistica de Kolmogorov-Smirnov tem origem no teste nao-paramétrico de Kolmogorov-
Smirnov, que verifica se duas amostras possuem distribuigoes iguais ou nao. No nosso caso,
queremos que o modelo ajustado seja capaz de discriminar os compradores dos nao com-
pradores considerando o conjunto de covariaveis, ou seja, desejamos que a distribuicao
dos clientes que compraram o produto seja diferente da distribuicao dos clientes que nao
realizaram a compra. Quanto maior o valor dessa estatistica, melhor a capacidade do
modelo de satisfazer o objetivo do trabalho, isto é, discriminar os compradores dos nao

compradores.

Pela Figura 6.2, percebe-se que o modelo realiza uma boa separacao entre os clientes,
sendo a curva azul a distribuicao acumulada dos clientes que compraram o produto e a

curva amarelo a distribuicao acumulada dos nao compradores.

Distribuigdes acumuladas
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Figura 6.2: Distribuicao acumulada dos clientes que compraram o produto (azul) e dos

que nao compraram (amarelo).

Além disso, o valor obtido na estatistica (0.6657) é razoavelmente alto, sendo mais
um indicio de que o modelo tem boa capacidade de discriminar os compradores dos nao

compradores.
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6.1.5 Interpretagao dos coeficientes estimados

Uma medida amplamente utilizada em modelos logito é o odds ratio, que nada mais é
que a exponencial dos parametros estimados, denotado por W(8;). Interpreta-se a medida
como a propensao que o cliente possui em comprar o produto, dado que ele pertence a

categoria do parametro.

Tabela 6.3: Odds ratio dos coeficientes estimados do mo-

delo.
Parametro Odds ratio
Intercepto 0.04
tipoTrabalhoC1 1.53
tipoTrabalhoC2 1.44
tipoTrabalhoC3 5.00
estadoCivilcasado 0.71
estadoCivilsolteiro 0.92
financImobiliario 0.41
emprPessoal 0.60
tipoContatotelefone 0.95
tipoContatodesconhecido 0.17
trimestreT2 1.02
trimestreT3 5.50
trimestre’T4 1.58
duragao 1.00
numChamAtual 0.94
resultUltCampoutro 0.55
result UltCampsucesso 17.37
result UltCampdesconhecido 1.26
tipoTrabalhoC1:trimestreT2 1.16
tipoTrabalhoC2:trimestreT2 1.02
tipoTrabalhoC3:trimestreT?2 0.47
tipoTrabalhoC1:trimestreT3 0.64

tipoTrabalhoC2:trimestreT3 0.79



tipoTrabalhoC3:trimestreT3
tipoTrabalhoC1:trimestreT4
tipoTrabalhoC2:trimestreT4
tipoTrabalhoC3:trimestreT4
trimestreT2:result UltCampoutro
trimestreT3:result UltCampoutro
trimestreT4:resultUltCampoutro
trimestreT2:result Ult Campsucesso
trimestreT3:resultUlt Campsucesso
trimestreT4:resultUlt Campsucesso
trimestreT2:resultUltCampdesconhecido
trimestreT3:resultUltCampdesconhecido

trimestreT4:resultUltCampdesconhecido

Observando a Tabela 6.3, percebe-se algumas varidaveis com grande impacto.
exemplo, tipoTrabalhoC3 que foi recategorizada no inicio do estudo, possui [N 5, isto

é, clientes que fazem parte dessa categoria (estudantes e aposentados) possuem 5 vezes

0.14
1.11
0.38
0.96
1.33
3.85
2.96
1.07
0.23
0.55
1.32
0.14
0.62
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Por

mais chances de comprar o produto quando comparados aqueles que nao fazem parte da

mesma. Outra varidvel de bastante impacto é trimestreT3, com ¥~ 5,50, ou seja, os

clientes que foram contatados pela ultima vez no terceiro trimestre possuem 5,5 vezes mais

chances de comprar o produto em relacao aos clientes que foram contatados pela iltima

vez no primeiro trimestre do ano (categoria de referéncia trimestreT1). Mas, sem dividas,

o que mais chama a atencao é resultUltCampsucesso, com ¥~ 17.37, isto é, clientes que

compraram o produto na ultima campanha, possuem 17 vezes mais chances de comprar o

produto novamente, comparado aqueles que nao o compraram, o que confirma a hipdtese

levantada na anélise grafica realizada na Secao 5.1.
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6.2 Estimador bayesiano - Modelo de mistura com K

=1

Inicialmente, iremos ajustar o modelo bayesiano de regressao logistica para K = 1
(apenas uma componente ou nao mistura). Utilizaremos as dez covaridveis numéricas
consideradas no modelo descrito na Segao 6.1.2 mais as interac¢oes duplas Xo:X11 (tipo de
trabalho e trimestre do tltimo contato) e X11:X16 (trimestre do 1ltimo contato ).

Para realizar o ajuste do modelo, utilizaremos a funcao brm do pacote brms do R.

Para isso, usaremos o seguinte codigo:

modelokl = brm(formula = y ~ job + marital + housing + loan + contact +
month + duration + campaign + poutcome + job:month + month:poutcome,
family = bernoulli(),

data = TB_BANK_SF,

prior set_prior("normal(0,50)",
class = c("b","Intercept")),
chains = 3,

cores = 3,

iter = 2000,

warmup = 1000,

seed = 123)

No argumento formula, temos a variavel resposta Y sendo predita pelas dez covariaveis
numéricas mais as interacoes duplas entre as varidaveis Xo, X171, ¢ X16. No argumento
family, declaramos a distribuicao da variavel resposta, no caso, a distribuicao de Bernoulli,
que é o que caracteriza o modelo logistico. No argumento data, temos o banco de dados
utilizado, em formato de dataframe do R. prior é o argumento que determina a distribuicao
a priori dos parametros. Neste caso, optamos por utilizar distribuicoes a priori vagas,
isto é, distribuigoes nao informativas, haja vista que nao temos conhecimento prévio ou
conhecimento especifico sobre cada um dos parametros. Dessa forma, foi definida uma
distribuicao Normal com parametros u = 0 e o = 50 para todos os parametros do modelo.
chains define o niimero de cadeias de Markov utilizadas no processo, iter define o niimero
de iteracoes em cada cadeia de Markov e warmup define o niimero de iteracoes na fase

de warmup (burn-in). Todos esses argumentos podem ser definidos de acordo com a
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necessidade do usudrio para obter um melhor ajuste do modelo. Por exemplo, caso nao
seja possivel atingir a convergéncia para um determinado modelo, aumentar o nimero de
cadeias de Markov ou o nimero de iteracoes em cada cadeia pode ser uma boa tentativa

para tentar obter a convergéncia.

6.2.1 Diagnéstico de convergéncia do ajuste

A funcao brm do pacote brms utilizado disponibiliza algumas métricas e graficos para
avaliacao da convergéncia do modelo ajustado. A seguir, essas métricas serao avaliadas
para verificar se a convergéncia foi obtida e, portanto, se o modelo é confidvel nesse
quesito.

Na Tabela 6.4, estao dispostos os valores das métricas de alguns parametros para fins

de demonstrar que a convergéncia foi atingida.

Tabela 6.4: Métricas para avaliar a convergéncia do ajuste.
Parametro R-hat Bulk ESS Tail ESS

Intercepto 1.00 1388 2444
tipoDeTrabalhoC1 1.00 1325 2168
tipoDeTrabalhoC2 1.00 1278 2212
tipoDeTrabalhoC3 1.00 1402 2373
estadoCivilcasado 1.00 4448 3005
estadoCivilsolteiro 1.00 4179 3144

financImobiliario 1.00 7171 3315
emprPessoal 1.00 6757 3049
tipoContatotelefone  1.00 7006 3284

Pela Tabela 6.4, nota-se que foram obtidos valores de R-hat iguais a 1 para os coefi-
cientes estimados. Além disso, foram obtidos valores grandes para Bulk ESS e Tuail ESS.
Segundo o manual do Stan (2024b), para podermos concluir, a partir destas métricas,
que o modelo convergiu, devemos ter valores de R-hat menores que 1.01 e valores para
Bulk ESS e Tail ESS maiores que 100 vezes o numero de cadeias de Markov utilizadas
no ajuste. Neste caso, 100 * 3 cadeias = 300. Dessa forma, concluimos que os valores

obtidos para estas métricas indica que o modelo convergiu.
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Analise Grafica

A partir da Figura 6.3 até a Figura 6.10, nos graficos a direita, observa-se os traceplots
obtidos no ajuste do modelo. O comportamento dos gréficos evidencia que as cadeias de
Markov se misturaram bem e, assim, nos d4 indicios de que o ajuste convergiu. No grafico
a esquerda, temos a distribuicao a posteriori dos coeficientes estimados, cujas médias sao

as estimativas pontuais desses coeficientes, que estao apresentadas na Tabela 6.5.
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Figura 6.3: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.
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Figura 6.4: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.
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Figura 6.5: Densidades das dsitribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.
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Figura 6.6: Densidades das dsitribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.
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Figura 6.7: Densidades das dsitribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.
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Figura 6.8: Densidades das dsitribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.
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Figura 6.9: Densidades das dsitribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.
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Figura 6.10: Densidades das dsitribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov.

6.2.2 Coeficientes estimados do modelo

Na Tabela 6.5, temos os coeficientes estimados do ajuste e seus respectivos erros

médios, além dos intervalos de credibilidade de 95%.
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Tabela 6.5: Coeficientes estimados do modelo, seus res-

pectivos erros e intervalos de credibilidade de 95%.

Parametro Coef. estimado
Intercepto -3.23
tipoTrabalhoC1 0.45
tipoTrabalhoC2 0.39
tipoTrabalhoC3 1.67
estadoCivilmarried -0.35
estadoCivilsolteiro -0.08
financImobiliario -0.91
emprPessoal -0.51
tipoContatotelefone -0.06
tipoContatodesconhecido -1.81
trimestreT2 0.08
trimestreT3 1.78
trimestreT4 0.48

duracao 0.0047

numChamAtual -0.07
resultUltCampoutro -0.70
resultUlt Campsucesso 2.97
result UltCampdesconhecido 0.26
tipoTrabalhoC1:trimestreT2 0.13
tipoTrabalhoC2:trimestreT2 -0.01
tipoTrabalhoC3:trimestreT?2 -0.83
tipoTrabalhoC1:trimestreT3 -0.49
tipoTrabalhoC2:trimestreT3 -0.26
tipoTrabalhoC3:trimestreT3 -2.03
tipoTrabalhoC1:trimestreT4 0.11
tipoTrabalhoC2:trimestreT4 -0.99
tipoTrabalhoC3:trimestreT4 -0.05
trimestreT2:result UltCampoutro 0.31

trimestreT3:resultUltCampoutro 1.44

Erro
0.53
0.43
0.43
0.46
0.17
0.18
0.12
0.18
0.21
0.21
0.57
0.63
0.67

0.0002

0.03
0.77
0.65
0.41
0.49
0.49
0.55
0.50
0.51
0.60
0.59
0.63
0.64
0.96
1.02

LI IC 95%
-4.31
-0.39
-0.47
0.78
-0.67
-0.44
-1.16
-0.87
-0.50
-2.22
-0.99
0.55
-0.81
0.0043
-0.12
-2.39
1.77
-0.50
-0.82
-0.97
-1.90
-1.50
-1.24
-3.23
-1.03
-2.23
-1.32
-1.54
-0.49

LS IC 95%
-2.23
1.29
1.26
2.60
-0.01
0.28
-0.68
-0.18
0.35
-1.42
1.19
3.02
1.81
0.0051
-0.01
0.75
4.30
1.05
1.09
0.99
0.24
0.46
0.72
-0.89
1.24
0.20
1.17
2.26
3.60
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trimestreT4:resultUltCampoutro 1.19 1.02 -0.75
trimestreT2:resultUlt Campsucesso 0.00 0.77 -1.49
trimestreT3:resultUlt Campsucesso -1.54 0.83 -3.18
trimestreT4:result Ult Campsucesso -0.67 0.84 -2.30

trimestreT2:result UltCampdesconhecido 0.26 0.48 -0.68
trimestreT3:resultUltCampdesconhecido -1.99 0.55 -3.05
trimestreT4:resultUltCampdesconhecido -0.50 0.57 -1.61

Pela Tabela 6.5 observa-se que, de modo geral, obtivemos coeficientes estimados se-
melhantes aqueles apresentados na Tabela 6.1, com os mesmos parametros se destacando.
Dessa forma, a interpretacao dos coeficientes estimados é feita de forma analoga ao que
foi apresentado na Segao 6.1.5. Além disso, nota-se que existem alguns parametros cujo
intervalo de credibilidade de 95% contém o zero, como os parametros referentes as cate-
gorias C1 e C2 da variavel tipo de trabalho, os parametros referentes a variavel estado
civil, o tipo de contato telefone, os parametros referentes aos trimestres 2 e 4 relacionados
ao ultimo contato com o cliente, entre outros. Isto é, a probabilidade a posteriori desses
parametros serem iguais a 0 é de 95%, indicando que os mesmos nao tém grande impacto
na probabilidade de compra do produto depésito a prazo quando comparados a categoria
de referéncia de cada variavel. Dessa forma, um processo de selegao de variaveis poderia
ser aplicado ao modelo para testar se essas variaveis poderiam ser retiradas do mesmo,

porém, nds optamos por nao fazer isso, pois nao faz parte dos objetivos deste trabalho.

Efeitos condicionais das variaveis preditoras

A seguir, exploraremos os efeitos condicionais das varidveis preditoras na varidavel

resposta por meio das Figuras 6.11 até 6.21.

3.30
1.49
0.05
0.93
1.20
-0.91
0.63
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Tipo_trabalho

Figura 6.11: Efeito condicional da variavel tipo de trabalho.

Pela Figura 6.11, nota-se que a categoria de trabalho C3 (estudantes e aposentados) se
destaca. Podemos dizer que estudantes e aposentados tém maior probabilidade de realizar
a compra do produto depodsito a prazo quando comparados as pessoas que possuem as
outras profissoes agrupadas em C0, C1 e C2, que possuem estimativas pontuais e intervalos
de credibilidade muito semelhantes. Pode-se dizer que este resultado era esperado, haja
vista que, na Figura 5.5, verificou-se que os estudantes e aposentados agrupados em C3
tém a maior propor¢ao de compra do produto comparado as outras profissdes. Além
disso, pela Tabela 6.5, nota-se um maior coeficiente estimado para o parametro atrelado
a categoria C3 (1.59) quando comparado aos coeficientes estimados das outras categorias
Cl e C2 (0.45 e 0.38), indicando a categoria C3 (estudantes e aposentados) impacta mais

na probabilidade de compra do produto depdsito a prazo que as outras categorias.
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0.10- L ]

divorciado casado solteiro
Estado_cwil

Figura 6.12: Efeito condicional da variavel estado civil.

Em relagao a variavel estado civil, nota-se, pela Figura 6.12, que as trés categorias
(divorciados, casados e solteiros) nao possuem diferenca significativa, haja vista que as
estimativas pontuais estao muito préoximas e os intervalos de credibilidade tém grande
interseccao entre si. Isso, aliado com os baixos coeficientes estimados para os parametros
atrelados as categorias desta variavel exibidos na Tabela 6.5 e a presenca do zero nos
intervalos de credibilidade, indica que esta varidavel nao tem grande significancia para

alterar a probabilidade de compra do produto depdsito a prazo.

Financ_imobiliario

Figura 6.13: Efeito condicional da variavel que indica se o cliente possui financiamento

imobiliario.
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Em relagao a variavel que indica se o cliente possui financiamento imobiliario, pela
Figura 6.13 observamos que, os clientes que possuem esse tipo de financiamento, tém me-
nos probabilidade de realizar a compra do produto depdsito a prazo, comparados aqueles
clientes que nao possuem, ainda que o intervalo de 95% de credibilidade deste ultimo seja

muito amplo.

0.10-

Emp_pessoal

Figura 6.14: Efeito condicional da varidavel que indica se o cliente possui empréstimo

pessoal.

Para a variavel que indica se o cliente possui empréstimo pessoal, pela Figura 6.14,
observamos um comportamento muito semelhante ao comportamento da variavel ana-
lisada na Figura 6.13. Aqui, os clientes que possuem empréstimo pessoal tém menos
probabilidade de adquirir o produto de depdsito a prazo quando comparados aqueles que
nao possuem empréstimo pessoal. Uma explicacao para isso pode ser que os clientes
que ja possuem algum tipo de despeza fixa proveniente de um financiamento imobiliario
ou empréstimo pessoal sejam menos interessados em realizar um investimento do tipo

depdsito a prazo.
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celular telefone descon hecido
Tipo_contato

Figura 6.15: Efeito condicional da variavel tipo de contato.

Para a variavel tipo de contato, nota-se pela Figura 6.15 grande semelhanca entre as
categorias celular e telefone, que possuem estimativas pontuais e intervalos de credibili-
dade praticamente idénticos, indicando que nao existe grande diferenca no impacto na
probabilidade de compra do produto depédsito a prazo por clientes contatados por esses
dois dispositivos, ja que trata-se de chamadas de voz nos dois casos. O tipo de contato
desconhecido presente no banco de dados se destaca com uma estimativa pontual menor
e um intervalo de credibilidade muito menos amplo em relacao as categorias celular e
telefone, evidenciando a diferenga entre o efeito do contato por chamada de voz (celular e

telefone) e outro tipo de contato desconhecido, que nao é explicito na descri¢ao do banco

de dados.
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Trimestre_ult_contato

Figura 6.16: Efeito condicional da variavel trimestre do ultimo contato.

Para a variavel que indica o trimestre do tltimo contato, Pela Figura 6.16, nota-se
certa semelhanca entre os trimestres 1, 2 e 4, este ultimo com um intervalo de credibilidade
mais amplo que os trimestres 1 e 2. As estimativas pontuais também sao muito proximas,
com probabilidades inferiores a 20%. Ja o terceiro trimestre se destaca perante os outros,
com uma estimativa pontual bem maior (cerca de 40%) e um intervalo de credibilidade
também bem mais amplo e uma certa interseccao com um intervalo do quarto trimestre.
Assim, podemos dizer, juntamente com o coeficiente estimado maior em relagao aos outros
trimestres, que os clientes contatados pela ultima vez no terceiro trimestre do ano tém
mais probabilidade de adquirir o produto depdsito a prazo que os clientes contatados nos

trimestres 1, 2 e 4.
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1000 2000
Duracdo

Figura 6.17: Efeito condicional da variavel duragao do tltimo contato.

Em relacao a variavel duracao do tltimo contato em segundos, pela Figura 6.17, nota-
se que quanto maior a duracao do ultimo contato, maior a probabilidade de o cliente
adquirir o produto depdsito a prazo. A probabilidade de um cliente que permaneceu na
ultima ligacdo por aproximadamente 500 segundos (aproximadamente 8 minutos) é de
25%. Essa probabilidade aumenta para 50% para clientes que permaneceram na ultima
ligacao por aproximadamente 700 segundos (aproximadamente 12 minutos) e para 75%
para clientes que permaneceram na ultima ligacao por aproximadamente 950 segundos
(aproximadamente 15 minutos). A partir de aproximadamente 1750 segundos (aproxi-
madamente 29 minutos) de duragao da ultima ligacdo, a probabilidade de compra do

depdsito a prazo atinge 100% e se mantém constante.
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Qtd_chamadas_atual

Figura 6.18: Efeito condicional da varidvel nimero de ligacoes na campanha de marketing

atual.

Para a variavel nimero de ligagoes na campanha de marketing atual nota-se, pela
Figura 6.18, que a probabilidade de compra do depédsito a prazo diminui a medida que o
niumero de ligacoes nesta campanha atual aumenta, indicando que insistir nos clientes que
ja receberam muitas ligagoes nao fard com que os mesmos mudem de ideia e adquiram
o produto. Talvez fosse interessante considerar a definicao de um ponto de corte para
esta varidavel, determinando um numero de ligacoes limite para o mesmo cliente que,
se atingido, a empresa poderia considerar parar de realizar outras ligacoes oferecendo o
produto para esse cliente. Porém, deve ressaltar-se que, pelo baixo coeficiente estimado
para esta variavel, exibido na Tabela 6.5, esta variavel nao seja tao significativa no modelo,

de forma geral.
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failure other success unknown
Resultado_anterior

Figura 6.19: Efeito condicional da varidvel que indica se o cliente comprou o produto

deposito a prazo na tltima campanha.

Para a variavel que indica se o cliente realizou a compra do produto depdsito a prazo
na ultima campanha de marketing, pela Figura 6.19, nota-se grande semelhanca para as
categorias que indicam que o cliente nao adquiriu o produto ou que o resultado da ultima
campanha foi desconhecido, com estimativas e intervalos de credibilidade muito préximos.
Por outro lado, ha grande destaque para a categoria que indica que o cliente adquiriu o
produto na campanha anterior, com uma estimativa pontual bem maior, porém com um
intervalo de credibilidade também mais amplo, ainda que este nao possua intersec¢ao
com os intervalos das outras categorias. Isso, aliado com o coeficiente estimado bem
maior que aqueles das outras categorias, exibidos na Tabela 6.5, indica que os clientes que
compraram o produto na ultima campanha tém mais probabilidade de realizar a compra

novamente nesta campanha, algo que também havia sido observado na Segao 5.1.
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Figura 6.20: Efeito condicional da interacao entre as variaveis tipo de trabalho e trimestre

do ultimo contato.

Pela Figura 6.20, podemos analisar o efeito da interacao entre as varidveis tipo de
trabalho e o trimestre do ultimo contato com o cliente. Podemos observar que o terceiro
trimestre do ano se destaca em todas as categorias de trabalho, com maiores probabili-
dades de aquisicao do produto de depdsito a prazo em relacao aos outros trimestres. Na
categoria de trabalho C3, a probabilidade de aquisicao do depdsito a prazo é maior para

todos os trimestres do ano, comprados as outras categorias.

Resultado_anterior
failure
> @ other
L @ success

unknown

m 2 K T4
Trimestre_ult_contato

Figura 6.21: Efeito condicional da interacao entre a variavel trimestre do ultimo contato e

a variavel que indica se o cliente comprou o produto depdsito a prazo na tiltima campanha.
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Pela Figura 6.21, podemos analisar o efeito da interagao entre as varidveis trimestre do
ultimo contato com o cliente e o resultado da ultima campanha de marketing. Aqui, em
relacao ao trimestre do ultimo contato, notamos grande destaque para o terceiro trimestre,
com maiores probabilidades de aquisicao do depédsito a prazo independentemente dos
resultados da tltima campanha. Além disso, podemos notar que os clientes que realizaram
a compra do produto na campanha anterior tém probabilidade de realizar a compra do

produto novamente, independentemente do trimestre do ltimo contato.

6.3 Estimador bayesiano - Modelo de mistura com K
=2

Podemos introduzir a mistura de distribuicoes no modelo ajustado na Secao 6.2 por

meio da fungdo mizture() do pacote brms. Para isso, basta definir o argumento
family = mixture(bernoulli, bernoulli)

para considerar que a variavel resposta Y é proveniente de duas distribuicoes de Ber-
noulli diferentes no modelo. Assim, o cédigo utilizado para ajustar o modelo de mistura

com K =2 ¢ dado por

fit_k2 <- brm(y ~ age + job + marital + housing + loan + contact +
month + duration + campaign + poutcome, job:month +
month:poutcome,

family = mixture(bernoulli, bernoulli),
data = TB_BANK_SF,

chains = 4,

cores = 4,

iter = 4000,

warmup = 2000,

seed = 123)

E importante ressaltar que o modelo de mistura implementado no Stan, devido a sua
maior complexidade, exige mais esfor¢o computacional que o modelo apresentado em 6.2,

que nao considera a mistura de distribui¢oes. Diante disso, optamos por utilizar mais
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cadeias de Markov e mais iteragoes em cada uma das cadeias e, consequentemente, o

tempo necessario para ajustar o modelo foi muito maior.

Ao tentar realizar o ajuste considerando a mistura de duas distribuicoes de Bernoulli,
utilizamos 4 cadeias de Markov, 4000 iteragoes, sendo 2000 na fase de warmup (burn-in),
o tempo total para executar o cédigo foi de mais de 8 horas e mesmo assim nao foi possivel

obter a convergeéncia.

Na Secao seguinte, analisaremos os traceplots para tentar verificar o(s) motivo(s) da

nao convergencia.

6.3.1 Analise grafica da nao convergéncia
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Figura 6.22: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura 6.23: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.

Analisando os traceplots de alguns dos parametros (o restante dos graficos pode ser
visualizado no Apéndice B), a direita nas Figuras B.1 e B.2, podemos ver que o método
MCMC considerando duas componentes na mistura, nao convergiu. Uma explicacao
plausivel para este resultado é a ocorréncia da nao identificabilidade dos parametros,
citada na Secao 4.1. Assim, podemos concluir que o modelo de mistura com K = 2 nao
¢ adequado para o banco de dados utilizado, ou seja, o verdadeiro valor de K é 1, isto
¢, os dados sao provenientes de apenas uma distribuicao de Bernoulli, e nao duas. Dessa
forma, até o presente momento da analise, concluimos que o modelo mais adequado para
este banco de dados é o modelo que considera apenas uma componente (K = 1 ou nao

mistura), explorado na Segao 6.2.
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Capitulo 7

Conclusoes

Em resumo, primeiramente, na Secao 5.1, as variaveis tipo de trabalho e més do 1ltimo
contato foram remodeladas com o intuito de diminuir a dimensao e facilitar a interpretacao
das mesmas. Além disso, foram destacadas algumas varidveis que poderiam ser uteis
durante o processo de modelagem, como a categoria de trabalho do cliente, resultado da
ultima campanha, e més do 1ltimo contato. Destas, todas realmente mostraram-se titeis
no modelo final, com alta significancia e odds ratio.

Na Secao 6.1, foi ajustado o modelo utilizando a funcao de ligagao logit considerando
todas as variaveis independentes e todas as interagoes duplas entre as varidveis que se
destacaram durante a Anadlise Descritiva. Utilizando o método Stepwise AIC para a
selecao de covariaveis do modelo, descartamos parte das covaridaveis do modelo inicial
que demonstraram nao ser significativas para discriminar os compradores do produto
daqueles que nao realizaram a compra, diminuindo, assim, a complexidade do modelo
sem prejudicar a qualidade do mesmo.

A distribuicao de Bernoulli sugerida ao estudo e, provavelmente a tinica que se encaixa
no problema, combinada com a funcao de ligagao logit apresentou bom desempenho e
produzindo valores consideravelmente altos para a AUC e a Estatistica KS, métricas
utilizadas para avaliar a qualidade do ajuste.

Na Secao 6.1.5, foi utilizada a odds ratio para interpretar os coeficientes obtidos com
o ajuste do modelo, evidenciando categorias de algumas variaveis que obtiveram altos va-
lores para essa métrica e, dessa forma, foi possivel identificar caracteristicas significativas
no que diz respeito a probabilidade dos clientes realizarem a aquisicao do depdsito a prazo
disponibilizado pela instituicao financeira em relagao aos clientes que nao possuem essas

caracteristicas. Esses resultados podem ser considerados para aprimorar as investidas que
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venham a ser realizadas em uma campanha de marketing futura e, assim, aumentar a
taxa de vendas por clientes prospectados.

Na Secao 6.2, foi realizado o ajuste do modelo logistico utilizando o estimador bayesi-
ano por meio do método MCMC (HMC - Monte Carlo Hamiltoniano) implementado no
software Stan. O resultado desta implementacao foi a convergéncia do método para K =1
(uma componente na mistura ou nao mistura). J& para a mistura de duas componentes
(K =2), o método nao convergiu. Isso motivou a busca por uma explicacao plausivel para
essa nao convergencia.

A explicagdo para a nao convergencia foi feita através de um procedimento de si-
mulagao em que as duas variagoes da mistura (K = 1 e K = 2) foram simuladas através
de um simulador de dados para a mistura de modelos logisticos para testar o ajuste for-
necido pelo software Stan. Testamos essas duas condigoes simulando dados com 1000
observagoes em cada condi¢ao e ajustamos o modelo logistico para K = 1 e o modelo de
mistura logistica para K = 2. Obtivemos convergéncia em ambos os casos.

Quando submetemos o conjunto de dados para K =1 ao ajuste com K = 2, 0 mesmo
nao convergiu. A explicagao para a nao convergéncia é a nao identificabilidade devido ao
sobre ajuste, para mais detalhes ver Frithwirth-Schnatter (2010) apud Macerau (2023).

Embora no caso dos dados simulados sabemos do sobre ajuste devido a natureza
simulada dos dados, convém lembrar que o sobre ajuste nao é a tnica causa para a nao
convergencia do modelo.

Na aplicacao realizada nos dados reais, os métodos tratados tiveram bom desempenho
para apenas uma componente (K = 1). Numa comparacdo rapida, as estimativas em
ambos os métodos (maxima verossimilhanca e bayesiano) foram bem préximas. J4 para
K = 2, nao obtivemos convergéncia para o método HMC. Uma explicagao plausivel para
a nao convergeéncia é a nao identificabilidade devido ao sobre ajuste, citada na Secao 4.1.
Isso nos levou a conclusao que o modelo mais adequado para este conjunto de dados até

o presente momento da andlise é o modelo para uma componente (K = 1).
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Apeéendice A

Simulador de dados para mistura de

modelos logisticos.

simula dados: K=2 #
rm(list=1s())
pc: Prob. das componentes

pa: Parémetros das componentes

ns: Numero de valores simulados

= O H O H= O H OH O H O H O H OH=H

Simula_Mistura_Logistica2Comp=function( ns, pc=c(.6,.4), pa) {
lg=function(x,b) 1/(1+exp(-b[2]*(x-b[1])))
K=length(pc)
#
x= seq(-10,10,.1)
1x=numeric(0)
for (s in 1:K) lx=cbind(lx,1lg(x,b=pals,]))
1x=cbind (1x,1x%*%pc)
matplot(x,lx,type='1l"',ylab='Pr(Yi=1)',main='Funcdes Logisticas (K=2)',
col=c(1,2,4,1),ylim=c(-.2,1.2))
#

# passo 1: simular varidvel que identifica componente, 1 ou 2 (binomial).
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s = sample(c(1,2), size = ns, replace = TRUE, prob = pc)
#
rlgM=function(ns,s,pa) log(l/runif(ns)-1)/pals,2] + pals,1]
lgC=function(1M,s,pa) 1/(1+exp(-pals,2]*(1M-pals,1])))
#
1M=rlgM(ns,s,pa)
pC=1gC(1M,s,pa)
y = rbinom(ns,1,prob=pC) ;
plot (1M,y,pch="'0"',ylab="'0bserv.',main='Dados (K=2)',
col=c(1,4)[s],ylim=c(-.2,1.2), xlab='x")
points(1M,rep(-.12,ns) ,pch="'I")
# points(1M,pC,pch="x")
cbind(s,1M,pC,y)
}
#
#
# Par@metros para as curvas logisticas
pa = matrix(c(2,1.2,-2,.8),nrow = 2, ncol = 2, byrow = TRUE); pa
ns = 200
set.seed(86)

Simula_Mistura_Logistica2Comp(ns, pc=c(.7,.3), pa)



Apéndice B

Traceplots do modelo de mistura

para K = 2.
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Figura B.1: Densidades das distribuigoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.2: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.

b_mul_contactunknown b_mul_contactunknown
0
0.002 250
-300
0.001 327 %
0.000
-750 -500 -250 0 500 1000 1500
b_mul_monthT2 b_mul_monthT2
0.003 533 ]
0.002 2501
0.001 01 IR [t g N S TSN o
0.000 -250
0 250 500 750 0 500 1000 1500
b_mul_monthT3 b_mul_monthT3 Chain
0.0020 4
00013 1000 Ww .
0.0010 500 1
0.0005 0] —m—c — 2
0.0000 3
0 400 800 1200 0 500 1000 1500
b_mul_monthT4 b_mul_monthT4
0.006 6001
0.004 400 AN
0002 M1 e v \ nle”
0000 2001 AL s i
-200 0 200 400 0 500 1000 1500
b_mul_duration b_mul_duration
100 3 W
075
050 :
025
0:00 sepeSEEEN— 0 —
0 1 2 3 0 500 1000 1500

Figura B.3: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.4: Densidades das distribuigoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.5: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.6: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.7: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.8: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.9: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.10: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.11: Densidades das distribuigoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.12: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.13: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.14: Densidades das distribuicoes a posteriori dos parametros e traceplots

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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Figura B.15: Densidades das distribuigoes a posteriori dos parametros e traceplots das

Cadeias de Markov para o modelo de mistura aplicado nos dados reais com K = 2.
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