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RESUMO

Neste trabalho almeja-se proporcionar uma reflexdo acerca da simetria na Educacao
Bésica, enfatizando a relevancia do didlogo entre a Simetria e a Arte para o processo de ensino
e aprendizagem. No intuito de alcangar esse objetivo, seré realizado uma analise das mudancgas
vinculadas as concepgoes da simetria ao longo do tempo. Logo apés, sera estruturada uma
discussao tedrica referente as propriedades e conceitos empregados a simetria, seguida por uma
investigacdo sobre como este tépico acaba sendo abordado no contexto escolar. Dessa forma,
a perspectiva adotada para conectar essas tematicas é a analise das obras de arte do artista
Maurits Cornelis Escher, cujas composicoes apresentam muitas transformacdes geométricas.
Adicionalmente, serd desenvolvido um plano de aula para abordar esse tema na instituicao
escolar, analisando na pratica as possiveis dificuldades e os aprendizados que os estudantes
poderao vivenciar ao explorar os conceitos relacionados a simetria, por meio da interagdo com
0s recursos artisticos.

Palavras-chave: Simetria. Matematica. Arte. Educagéo Basica. Escher.



ABSTRACT

In this work, the aim is to provide a reflection on symmetry in Basic Education, emphasizing
the relevance of the dialogue between Symmetry and Art for the teaching and learning process.
In order to achieve this goal, an analysis of the changes related to symmetry concepts over
time will be carried out. Subsequently, a theoretical discussion regarding the properties and
concepts employed in symmetry will be structured, followed by an investigation into how this topic
is approached in the school context. Thus, the perspective adopted to connect these themes
involves the analysis of the artworks of the artist Maurits Cornelis Escher, whose compositions
exhibit numerous geometric transformations. Additionally, a lesson plan will be developed to
address this theme in the school setting, analyzing in practice the potential difficulties and learning
experiences that students may encounter when exploring symmetry concepts through interaction
with artistic resources.

Keywords: Symmetry. Mathematics. Arts. Basic Education. Escher.
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1 SIMETRIA SOB UM OLHAR HISTORICO

Ao longo da histéria, a palavra "simetria" tem assumido diversas conotacoes, o que tem
influenciado a maneira como esse conceito é abordado em sala de aula. Segundo Pasquini e
Bortolossi (2015), isso ocorre porque um mesmo termo pode ser empregado com significados e
interpretagdes distintas, dependendo do contexto em que é utilizado. Essa situacdo também é
elucidada em certos conceitos da Matematica, mesmo que esta seja considerada uma area de
conhecimento exata. Dessa forma, “[...] existem palavras que carecem de estudos ao longo da
histéria para que possamos analisar e conhecer quais as suas formas assumidas nos diferentes
contextos” (Pasquini; Bortolossi, 2016 p. 6).

Nessa perspectiva, é imprescindivel o entendimento da evolucao dos significados vincula-
dos a simetria ao longo das épocas, como forma preliminar de se iniciar o estudo teérico dessa
tematica. (Pasquini e Bortolossi, 2015)

Lopes, Alves e Ferreira (2013) ao abordarem a simetria a partir de uma perspectiva
histérica, apontam que as edificagdes construidas ao longo do tempo, além de representarem
o legado cultural daquele periodo ou determinado povo, estao repletas de simetrias e padroes.
Nesta analise tem-se “[...]que os povos antigos deixaram inimeras evidéncias de seus interesses
por padrdes repetidos e simetria de formas em objetos, decoracgdes e estruturas” (Lopes; Alves;
Ferreira, 2013, p. 2).

Sobre o Periodo Neolitico, Lopes, Alves e Ferreira (2013) utilizam as ideias de Noyes e
Merzbach (2012), ao constatarem que os objetivos utilizados naqueles periodo, tais como potes,
cestas e tecidos evidenciam a presenca de congruéncia e simetrias, sendos estas bases para
a geometria elementar. “O homem neolitico pode ter tido pouco lazer e pouca necessidade de
medir terras, porém seus desenhos e figuras sugerem uma preocupagao com relagdes espaciais
que abriu caminho para a geometria” (Boyer; Merzbach, 2012, p. 26 apud Lopes; Alves; Ferreira,
2013, p. 2).

Em relacao ao Egito Antigo, os autores relatam que os artistas daquele periodo utilizavam
linhas verticais e horizontais em suas obras para obterem propor¢des iguais, pois acreditavam
que esse recurso iria facilitar os individuos a compreenderem as suas criacoes artisticas. A
Mesopotamia, por sua vez, também tinha preocupacao com a proporcao, mas diferentemente
dos egipcios, as artes eram menos estruturadas.
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Figura 1.1 — Exemplo de Obra

Egipcia Figura 1.2 — Exemplo de
Obra Suméria na
Mesopotamia

Fonte: Lopes Alves, Ferreira,
Fonte: Lopes Alves, Ferreira, 2018,p. 2
2013,p. 2

Pasquini e Bortolossi (2016) enfatizam que o arquiteto romano Marcus Vitruvius Pollio
(80-70 a.C. - 15 a.C.) abordou a Simetria por meio de uma analogia com o corpo humano,
descrevendo-a como uma propor¢do adequada, e assim defendia que nenhuma construcao
poderia ser bem estruturada se nao possuisse a devida proporcao e consequentemente simetria.
Dessa forma, a simetria consistia em uma proporcao entre a parte e o todo, diferentemente
do conceito utilizado atualmente, pois para Vitruvius a ideia de simetria “[...] é a relagdo entre
os varios elementos do plano e cada um desses elementos com os do corpo humano. Essa
correlagcdo ou comparacao também pode ser entendida como proporcao” (Lopes; Alves; Ferreira,
2013, p. 8).

Ainda referente a Vitruvius, Santos (2007) observa que a visao do arquiteto sob simetria
tem como consequéncia a comensurabilidade entre grandezas, “[...] Vitruvio entende o termo
Harmonia em uma construg¢ao cujas propor¢des sao desenvolvidas em um maodulo. Dai resulta
a inevitavel comensuravel proporgao, isto é, razao entre grandezas, com medidas em comum”
(Santos, 2007, p.3).

Na idade Média, de acordo com Lopes, Alves e Ferreira (2013), era essencial ter a simetria
nas obras, pois além de ser um mecanismo necessario para que a mesma fosse considerada
bela, evidenciava o carater religioso marcante daquela época. Ademais, os autores observam
que no Renascimento, ndo sé ha a volta da valorizagdo da arte da Antiguidade Classica, como
também ha o enaltecimento da beleza humana, ou seja, os artistas usufruiam da proporcéo e
simetria para atingir a beleza de acordo com os padrdes propagados pela arte classica.
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Figura 1.3 — Exemplo de Obra
Renascentista:
Monalisa

Fonte: Lopes Alves, Ferreira,
2013,p. 4

Outrossim, Pasquini e Bortolossi (2016), fundamentados nas concepgdes de Hon e
Goldstein (2008), destacam, como analise histérica do conceito de simetria, a definicdo estabeleci-
da por Euclides, a qual a associava ao conceito de comensurabilidade. “Com a terminologia
matematica atual, dizer que duas magnitudes sdo comensuraveis significa dizer que a razao
entre elas pode ser expressa por um numero racional”. (Pasquini; Bortolossi, 2016 p. 8)

Além de Euclides, os autores também apontam o matematico francés Adrien-Marie
Legendre (1752 - 1833), o qual, ao reescrever e simplificar as demonstragdes do livro “Os
Elementos” de Euclides, enfrentou criticas do matematico Robert Simson (1684 - 1768), mais
especificamente, referente a duas definicdes apresentadas por Legendre,

9. Figuras sélidas semelhantes sdo as contidas por planos semelhantes iguais em
quantidade.

10. E figuras sélidas iguais e semelhantes sdo as contidas por planos semelhantes
em quantidade e em magnitude (Bicudo, 2009, p. 481-482, apud Pasquini; Bortolossi,
2016, p. 12).

Tal fato se deu em virtude da convic¢gdo de Simson de que era preciso demonstrar
a igualdade de figuras planas. Diante dessa contestagdo, Legendre também apresentou
contraexemplos para a definicao 10, e nesse processo identificou a necessidade de investigar as
caracteristicas e propriedades dos angulos dos sélidos, o0 que culminou na introdugao da simetria
na geometria sélida. (Pasquini e Bortolossi, 2016). Isso se deu pois,

[...] se os angulos planos iguais estiverem dispostos em ordem inversa, . . . entao,
seria impossivel fazer coincidir os dois &ngulos sélidos um com o outro. Esta sorte
de igualdade, que nao é absoluta ou de sobreposigdo, merece ser distinguida por
uma denominagao particular: nés a chamaremos igualdade por simetria. Assim, os
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dois angulos sélidos de que se trata que sado formados por trés angulos planos iguais,
cada um a cada um, mas dispostos em ordem inversa, se chamarao angulos iguais
por simetria ou simplesmente angulos simétricos (Legendre, 1794, p. 173 -174, apud
Pasquini; Bortolossi, 2016, p. 13).

Desse modo, como apontado por Pasquini e Bortolossi (2016), para Legendre, o conceito
de simetria se refere a interacdo entre sélidos, sem levar em consideragéo a posicao que ocupam
no espaco.

Apds uma andlise histérica da Simetria, Pasquini e Bortolossi (2015) constatam que
atualmente a concepcao mais utilizada é a definicao moderna de simetria, a qual difere do
conceito empregado por Euclides, uma vez que a Simetria moderna é associada ao conceito de
invariancia, sendo utilizada em outras areas de conhecimento como Fisica, Quimica e Biologia.

Diante do exposto acima, fica claro que a concepcao de simetria passou por modificacdes
ao longo da histéria e em diversos momentos ela e arte estavam conectadas. Assim, neste
trabalho sera explorado a forma com que a Simetria é desenvolvida na Educacédo Basica,
destacando a abordagem interdisciplinar entre a Matematica e a Arte. Nesse sentido, a
metodologia adotada é a abordagem investigativa, em que a partir de pesquisas bibliogréaficas
sera realizado estudos referente ao tema.

Em relacdo ao desenvolvimento, este trabalho engloba os estudos realizados no Trabalho
de Conclusdo de Curso 1 e no 2 (TCC1 e TCC2). Nesse contexto, nos proximos capitulos sera
realizado uma breve andlise tedrica das nogdes fundamentais, propriedades e caracteristicas
da simetria, assim como uma reflexdo da forma com que essa temética é retratada em sala de
aula, através de reflexdes das questdes que envolvem esse tema. Além disso, sera explorado
as implicagbes da interacdo entre simetria e arte para o processo de ensino e aprendizagem,
destacando a importancia de abordar a simetria a partir de recursos artisticos. Nesse panorama,
sera enfatizado as diferentes perspectivas de explorar as simetrias nas obras de Escher, o
que contribui para que os alunos saibam conectar diferentes campos de conhecimento e por
conseguinte irdo visualizar na pratica a teoria apresentada, fazendo com que a aprendizagem seja
significativa. Por fim, o Gltimo capitulo consiste na elaboracdo e na execucdo de um plano de aula
para discutir a Simetria no ambiente escolar, com o objetivo de refletir sobre o desenvolvimento
da atividade e da interagdo dos educandos, incluindo os desafios enfrentados e os aprendizados
oriundos da exploragéo dos conceitos vinculados a simetria, através da conexao com 0s recursos
artisticos.
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2 ANALISE TEORICA DA SIMETRIA

Segundo Pasquini e Bortolossi (2015), a definicdo moderna de simetria esta relacionada
ao conceito de invariancia.

Definicao 2.1. Seja um conjunto X # @ no plano Euclidiano e uma fungao (transformagao) F tal
que
F:R? — R?

Assim, F serd uma simetria do conjunto X, se F satisfazer as propriedade a seguir:

i) F for uma Isometria,

ii) F(X) = X, ou seja, X é invariante por F, nao sofrendo alteragdes. Dessa forma, a imagem da
funcéo é igual ao proprio conjunto X.

Nesse concepgao, para compreender de fato os conceitos utilizados na Simetria, € vital
entender a Isometria no Plano e suas caracteristicas, visto que o enfoque deste trabalho é analisar
a simetria e suas propriedades no plano. Diante disso, sera realizado uma breve fundamentacéo
teorica referente ao tema, utilizando as ideias de Silva (2016), Sales (2017), Costa (2020), Tinoco
(2012), Mir (2014), Florencio (2011), Canella (2021) e Carvalho et al. (2016).

2.1 ISOMETRIA NO PLANO

Antes de apresentar a definicdo de Isometria no Plano é primordial destacar o que é uma
transformacao no plano e uma funcao distancia.

Definicao 2.2. (Transformacao no Plano) Uma transformagdo T em um plano H é uma
aplicacao T : H — H tal que V X € H h& uma correspondéncia em H istoé, Y =

X €[]

Definicao 2.3. Uma funcgéao distancia em H € uma fungéo d : H X H — H ,com (a, b) —
d(A, B), satisfazendo os seguintes axiomas:

i) d(A,B) >0

id(A,B)=0 < A=8B

i) d(A, B) = d(B, A)

iv)d(A,B) < d(A,C) + d(C, B). Este item também € conhecido como desigualdade
triangular. Além de que, se d(A, B) = d(A, C) + d(C, B), entdo C estd no segmento com extremos
AeB.

Seja x = d(A, B), tal que x € R, entdo x € nomeado como distancia entre Ae Be é 0
comprimento do segmento AB.
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Definicao 2.4. (Isometria no Plano) A Isometria no Plano trata-se de um tipo especial de
transformag&o no plano, que preserva e mantém a distancia. Assim para a fungéo distancia d
em H e a transformagéo T : H — H tem-se:

d(A, B) = d(T(A), T(B))

comA,BEH

Dessa forma, a isometria faz com que uma figura seja geometricamente idéntica a original,
isto €, as transformacgdes resultam em figuras congruentes, modificando apenas a posicao e
rotacdo da mesma, preservando a forma e tamanho, ou seja, “[...] ndo pode haver efeito de
«elasticidade» em parte alguma da figura” (Carvalho et al., 2016, p. 138).

Exemplo 2.1.1: Considere as retas r, s e os pontos X;e X, no plano H Seja T uma Isometria,
tal que T(X;) = Yi e T(Xo) = Yo. Assim, d(X; Xo) = d(Y;Y2), ou seja, os segmentos X; Xo e Y; Yo
sao congrugentes.

Figura 2.1 — llustragéo do Exemplo 2.1.1

Fonte: Adaptada de Canella (2021, p. 30)

Exemplo 2.1.2: Considere a transformagao identidade /d : H — H com ld(X) =X € H A
Id serd uma Isometria, pois d(X, Y) = d(Id(X), Id(Y)),VX,Y € H

Proposicao 2.1. Seja T uma Isometria em H entdo T é injetiva.

Demonstragao. De fato, seja T H — H uma isometria. Assim, d(A, B) = d(T(A), T(B))
comA,B e H Nesse sentido, considere A, B € H tal que T(A) = T(B), o que implica que
d(A, B) = d(T(A), T(B)) = 0. Utilizando o item (ii) da Definicdo 2.3, conclui-se que A = B. Logo, T
€ injetiva.

O
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Figura 2.2 — Representagao da
transformagdo como fungéo
injetiva

o_T‘ = — @

Fonte: Elaborada pela autora

Essa proposicdo garante que a isometria “[...] transforma pontos distintos em pontos
distintos” (Silva, 2016, p. 10).

Proposicédo 2.2. Seja T uma Isometria em H eY=T(X)eY =T(X), comX e X pontos em
H. Se A € XX' sendo que XX é um segmento, entdo B = T(A) estaem YY'

Demonstragdo. Considere A € XX'. Pelo item (iv) da Definigdo 2.3, temos que d(X, A) +
d(A X') = d(X, X). Assim, como Y = T(X), Y = T(X') e B = T(A), temos que

d(X, A) + d(A, X") = d(T(X), T(A)) + d(T(A), T(X"))
= d(T(X), T(X"))

Como Y = T(x), Y = T(A) e B= T(A), temos que

d(T(X), T(X")) = d(T(X), T(A)) + d(T(A), T(X"))
d(Y,B) +d(B, Y

= d(Y,Y)

Portanto, B estd em YY’, com YY’ um segmento de extremos Y e Y'. O



22

Figura 2.3 — Representagao da
Proposigéo 2.2

Fonte: Elaborada pela autora

Essa proposicao assegura que toda isometria transforma pontos colineares em pontos
colineares, mantendo a ordem dos mesmos, isto é, todos os pontos do segmentos XX’ sdo
transformados em pontos no segmento YY’'. Além disso, as isometrias conservam a relagdo de
paralelismo, perpendicularismo e preservam os angulos entre retas. (Silva, 2016)

Proposicao 2.3. Segja T uma Isometria em H Toda isometria T é bijetiva e sua inversa também
é uma Isometria.

Demonstracdo. A demonstracao sera dividida em duas parte:
i) Toda Isometria T é bijetiva

Pela proposigao 2. 1 tem-se que toda Isometria T € injetiva. Assim, basta mostrar que T
também é sobrejetiva. De fato,

Considere A, um ponto, e uma reta r no plano H tal que A ¢ r e para uma isometria T,
y = T(r). Assim, temosque o UA € you A ¢ y.

- Acy

Como T é uma isometria, entdo existe Z em r tal que T(Z2) = A.

- A¢y
Entdo existe uma Unica reta y’ tal que A € ¥’ e as retas y e y’ sdo perpendiculares em

um determinado ponto, o qual chamamos de S, ou seja, S é a intersegdo entre y e y'.
Nesse sentido, como S esta em y, existe W < r, tal que T(W) = S.

Além disso, considere uma reta r’ que é perpendicular a reta r no ponto W. Assim,
pela transformacgéo T, T(r') = g com g uma reta. Temos entéo, que T(W)=S c ge
consequentemente q é perpendicular a y no ponto S. Logo, g = y’, de modo que A
estd em q.



23

Portanto, existe L € r’ tal que A = T(L) e assim T é sobrejetiva.

ii) A inversa de T também é uma Isometria
Para todo ponto, A e B, no plano H tem-se que d(A, B) = d(T(T "(A)), (T (B)) =
d(T~'(A), T"'(B)) Portanto, T~' é uma isometria.

Proposicao 2.4. Se T e f sdo Isometria, entao a composi¢ao T o f : H — H também sera
uma Isometria.

Demonstracdo. Deseja-se mostrar que d((T o f)(A), (T o f)(B)) = d(A, B) para A, B no H
De fato,
d((T o )(A), (T o £)(B)) = d(T(f(A)), T(f(B))),

como T é uma isometria, entao

como f € uma isometria, temos que d(f(A), f(B)) = d(A, B).
Logo, d((T o f)(A), (T o f)(B)) = d(A, B)
O

Em outros termos, a isometria “[...] mantém distancias; sendo assim, ao efetuar-se duas
isometrias consecutivas o resultado € ainda uma isometria, uma vez que nenhuma das duas
altera distancias” (Carvalho et al., 2016, p. 143).

2.2 CLASSIFICAQAO DAS ISOMETRIAS
2.2.1 Translacao

Definicao 2.5. (Translacao) Seja i um vetor do plano H A Translagdo é uma transformagéao
T., em relagéo ao vetor U, que faz uma correspondéncia entre cada ponto P e P’ do plano, de
modo que PP’ = . Nesse sentido, T,(P) = P + U.

Desta maneira, para P = (a, b) e U = (¢, d), tem-se que T,(P) = (a,b) + (¢, d) = (a+ ¢, b+d) = P.

Proposicao 2.5. A Translagao é uma Isometria.

Demonstragédo. Seja P, P, Q, Q' pontos no plano, tal que P = T,(P) e @ = T,(Q). Assim,
QQ = PP’ = v, sdo vetores equipolentes, fazendo com que os segmentos QQ’ e PP’ apresentem
0 mesmo comprimento. Em virtude disso, PP’ QQ’ formam um paralelogramo, ou seja, d(P, Q) =
d(P',@). (Sales, 2017)

O
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Em resumo “ uma translagao consiste num «deslizar» de um objeto, em linha reta, de
uma posigcao para outra” (Carvalho et al., 2016, p. 138). Nesse sentido, a translagdo € uma
isometria em que ha o deslocamento da figura a partir de uma determinada direg¢ao, sentido e
comprimento, mantendo as caracteristicas originais da figura deslocada, por exemplo se as retas
transladadas forem paralelas ou perpendiculares, irdo continuar da mesma forma.

Figura 2.5 — Exemplo de Translagdo com

Figura 2.4 — Exemplo de Translagdo com vetor vetor na vertical
na horizontal

L] 2 »
9 ] ] [ 2 ? \
[ s @
¢ @ 4 @
o ®
& ® ® &
9 f ]
i
4 o1 ‘b v. ¥
@ @

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Elaborada pela Autora

2.2.2 Reflexao em relacao a Reta

Definicao 2.6. (reflexao em relacao a reta) A reflexdo em relagcéo a reta (r) trata-se de uma
transformacéo T, que associa cada ponto P com um ponto P’ do mesmo plano, tal que P’ = T,(P)
e r é a mediatriz do segmento PP’. Nesse sentido, tendo em vista a reta r, os pontos P’ e P séo
simétricos.
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Figura 2.6 — P’ é o simétrico de P em
relagdo a reta

re
PP’ :
2 :
H r
PP’

Fonte: Elaborada pela autora

Proposicao 2.6. A Reflexdo em relagcdo a reta é uma Isometria.

Demonstracdo. Para provar a proposicao acima, é suficiente verificar que para quaisquer pontos
(A, A,Be B')em H, com A = T,(A) e B = T,(B), tem-se |AB| = |A'B/|.

Nesse sentido, considerando uma reta r sera analisado quatro casos:

i)Os pontos Ae Ber

Entdo T,(A) = A'= Ae T,(B) = B' = B, consequentemente |AB| = |A'B'|.
ii)A¢dreBer, talque B=5.

Considere M um ponto em r, com M a projecao ortogonal de A na reta r. Assim, o
segmento AA’ é perpendicular a r no ponto M.

— Se B = M, entéo |AM| = |AB| = |AB/|

— Se B # M, entdo sera formado os triangulos ABM e A'BM, conforme na ilustracio
abaixo:



Figura 2.7 — llustragdo da Proposigdo 2.6 item

(ii)

Fonte: Adaptada de Sales (2017, p.17)
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Além de AM = A'M , os tridngulos ABM e A'BM apresentam o lado BM e angulo reto

em comum, entdo pelo caso de congruéncia LAL ' (lado-angulo-lado), os triangulos

ABM e A'BM serao congruentes. Dessa forma,

iii)A, B ¢ r

AB| = |AB|.

Dessa forma, sejam M e N pontos na reta r, tal que séo projecdes ortogonais de Ae B

em r respectivamente.

— Se M = N, entdo |AB| = |[AB/|,jAque A= B

— Se M # N, estdo sera possivel construir os triangulos ANA" e BMB' conforme

apresentacao abaixo.

Figura 2.8 — llustragdo da Proposigdo 2.6 item

(i)

A, B
o
A B'

Fonte: Adaptada de Sales (2017, p.17)

! O caso de congruéncia LAL pode ser visto em Costa (2020)
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Utilizando o mesmo raciocinio do item (ii), pela congruéncia LAL (lado-angulo-lado),
os triangulos ANM e A'NM s&o congruentes. O mesmo ocorre para os triangulos BMN
e B'MN. Dessa forma, nota-se que os lados AB e A'B’ serdo iguais, por conseguinte
|AB| = |A'B|.

iv) A e B estdo em lados opostos em relagdo a reta r.

Similar ao item anterior, sejam M e N projecdes ortogonais em r dos pontosA e B
respectivamente. Considere | € r o ponto de intersecdo dos segmentos AB e A'B' com a reta r.
Sendo assim, os segmentos Al = A’l e Bl = B’l.

Figura 2.9 — llustragdo da Proposicdo 2.6 item

(iv)

A . B’
]r - N
M’.’ _'-L"‘r\- -
& " kS
AJ’ E

Fonte: Adaptada de Sales (2017, p.18)

A vista disso, forma-se dois triangulos isosceles, AA'l e BB'I, com os segmentos M/ e NI
bissetrizes dos triangulos. Logo, AZIM = A ZIM e BZIN = B'ZIN.

Os angulos AZIM e BZIN sao opostos pelo vértice, entdo AZIA' = B/IB'. Como B/IB' é
suplementar do angulo AZIB' tem-se que os pontos A, I, B’ sdo colineares. Consequentemente,

AB =Al+IB =Al+IB=AB
Portanto, a Reflexdo em relagéo a reta é uma isometria.
O

Resumindo, a Reflexdo € uma isometria que ocorre quando a figura ou ponto, admite pelo
menos um eixo de simetria.

As imagens abaixo mostram a reflexdo de acordo com uma reta escolhida.
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Figura 2.11 — Exemplo de Reflexao

em torno de uma reta
Figura 2.10 — Exemplo de Reflexdo em na diagonal

torno de uma reta vertical

Fonte: Elaborada pela autora

Fonte: Elaborada pela autora

2.2.3 Rotacao

Para iniciar a discussao de rotacao, faz-se necessario relembrar o conceito de angulo
orientado. Segundo Sales (2017, p. 22) "um angulo orientado é aquele no qual estao bem
determinados o sentido de abertura do angulo, indicando seu lado inicial, que € chamado origem
do angulo, e seu lado final, a extremidade".

Figura 2.12 — Angulo Orientado

Fonte: Sales, 2017, p. 22

Definicao 2.7. (rotacao) A rotacdo de centro O (ponto fixo) e angulo # é uma transformacéo
(To,s) em que hé a associagéo de todos os pontos P, diferentes de O, com os pontos ', tal que
0 angulo ZPOP' = 6 e |OP| = |OP'|. Assim, O seréa o centro da rotagio e 6 o angulo de rotagao,
mas também trata-se do angulo orientado no sentido positivo, com 0 < 6 < 27.

Proposicao 2.7. A Rotacao com centro O e dngulo 6 é uma Isometria.
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Demonstragdo. Considere os pontos n&o colineares P, O e Qe um angulo 6, tal que P’ = Toy(P)
e Q = Toy(Q). A partir da Definigdo 2.7, tem-se que OP = OP', 0Q = OQ' e ZPOFP' = /Q0Q' .

Figura 2.13 — llustragao da Proposigao 2.7

Fonte: Sales, 2017, p. 24

Utilizando a ilustracdo e os expostos acima, observamos que ZQOP = ZQ0Q' — ZPOQ'.
Como ZQOQ = 6, entdo ZQOP = 6 — /POQ .

Além disso, ZQ OP' = /POP' — ZPOQ@, como ZPOP’ = ZQOQ' = 6 entdo, Z/Q' OP' =
0 — /POQ . Assim, ZQOP = /Q' OFP’ .

A partir do caso de congruéncia LAL (lado-angulo-lado), os triangulos POQ e P'OQ’ seréo
congruentes, uma vez que o angulo QZ0OP e Q' ZOP’ s&o iguais bem como os lados OP = OF’
e 0Q =0Q.

Portanto, |PQ| = |P'Q

isometria.

, consequentemente a Rotacdo de centro O e angulo 6 é uma

O

Em sintese, a Rotagao de centro O e angulo # ocorre quando a figura se coincide com
ela mesma ao ser rotacionada mais de uma vez.

As imagens abaixo mostram a rotacdo de acordo com o centro e 0 &ngulo escolhido.
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Figura 2.14 — Rotagao para
determinado centro
escolhido Figura 2.15 — Rotagao com angulo de 180°
o ° e a [ ]
@
@ (-]
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Fonte: Elaborada pela autora

Fonte: Elaborada pela autora

2.2.4 Reflexao seguida de Translacao (Reflexao Deslizante)

Definicao 2.8. (Reflexao seguida de Translacao) A Reflexdo seguida de Transla¢do ou Reflexao
Deslizante € uma transformagéo T : H — H em que T associa o ponto P do plano H com
oponto P € H de modo que P’ é o resultado de uma reflexdo em relagéo a reta r seguida de
uma translacao em relagao a certo vetor, isto é, trata-se de uma composicao entre a reflexdo em
torno de uma reta com a translagcao. Além disso, é valido destacar que a reta r e o vetor devem

ser paralelos.

Sendo assim, a Reflexao Deslizante ocorre quando uma figura é refletida a partir de um
determinado eixo, para depois sofrer uma translagcao ao longo do mesmo.

Proposicao 2.8. A Reflexdo seguida de Translacdo é uma Isometria.

Demonstracdo. De fato, como foi abordado na proposicao 2.4, toda composicao de isometrias é
uma isometria. Assim, como a reflexdo deslizante é uma composicao entre a reflexao em torno
de uma reta com a translagao, sendo estas ja demonstradas anteriormente como isometrias
(proposicao 2.5 e 2.6), entdo a reflexao seguida de translacao é uma isometria.

[l
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Figura2.16 — Exemplo de Reflexédo
seguida de Translagéo

Fonte: Elaborada pela autora

Para obter a imagem apresentada acima, foi necessario seguir os passos abaixo utilizando
o software Geogebra:

— 1°) Definir a reta ou segmento de reta que sera utilizado como base para a reflexao;

Aqui foi escolhido um segmento vertical.

Figura2.17 —Parte 1 (Exemplo de
Reflexdo seguida de
Translagao)

Fonte: Elaborada pela autora

— 2°) Definir qual sera o vetor para transladar a figura;
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Figura 2.18 — Parte 2 (Exemplo de Reflexdo
seguida de Translacao)

Fonte: Elaborada pela autora

Ao finalizar os passos, obtém-se a imagem abaixo:

Figura 2.19 — Parte 3 (Exemplo de Reflexao
seguida de Translagéo)

vetor,

Fonte: Elaborada pela autora

Sales (2017) a partir dos estudos referente a composicao de isometrias, observa que a
reflexdo € muito importante para essa temética, uma vez que “[...] qualquer umas das outras trés
isometrias do plano (translacao, rotacéo e reflexao deslizante), podem ser obtidas por meio da
composicao de reflexdes"(Sales, 2017, p. 37-38). Assim, a partir dessa analise o autor apresenta
um teorema primordial para o estudo de isometrias.

2.3 COMPOSICAO DE ISOMETRIAS

Teorema 2.1. (Teorema fundamental das isometrias): Toda Isometria é o resultado de uma
composicdo de no maximo trés reflexdes.

Antes de demonstrar o teorema acima, Sales (2017) apresenta um resultado muito
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importante que serd utilizado na prova do mesmo.

Proposicédo 2.9. Considere T e T' Isometrias. Se existirem pontos ndo colineares A, B e C, em
um determinado plano, tais que T(A) = T'(A), T(B) = T'(B) e T(C) = T'(C), entdo T = T', ou
seja, T(X) = T'(X), VX no plano.

Demonstracdo. De fato, é notavel que T~ 'T(A) = A. Como T(A) = T'(A), temos que T~ ' T'(A) =
A. Isso significa que 7~' T/ mantém os pontos A, B, e C inalterados. Logo, T~' T’ = Id, e portanto
T=T.

O

Dessa forma, com os conceitos discutidos até entdo, sera possivel demonstrar o teorema
2.1.

Demonstracdo. (Teorema fundamental das isometrias)

Considere T uma isometria e 0os pontos A, B e C, 0s quais por nao serem colineares no
plano formam um triangulo, tal que T(A) = A, T(B)=B e T(C) = C'.

Seja T' também uma isometria, de modoque se A= A, entdo T' = Idepara A+ A, T’
ser4 uma reflexdo em relacdo a mediatriz AA’, e assim T'(ABC) = AB"C".

Nesse mesmo raciocinio, considere T”, também um isometria, com 7’ = Idse B' = B”, e
para B' # B", T" sera uma reflexdo em relagdo a mediatriz B'B”, com T"(AB'C")y = AB'C". O
mesmo ocorre para a isometria 7", ou seja, se C' = C"” entdo T" = Id, caso contrario T" sera
uma reflexdo em relacdo a mediatriz C'C". Diante disso, T"(AB'C") = AB'C'.

Figura 2.20 — llustragdo do Teorema 2.1

/1 A
A ’,l!

Fonte: Adaptada de Sales (2017, p.38)
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A vista disso, temos

T"oT"o T(ABC) = T"(T"(T'(ABC)))
— T///( T//(A/ B// C//))
— T///(A/B/ C///)
=ABC

T" o T" o T(ABC) = T(ABC)

Utilizando a proposicdo 2.9, tem-seque 7" o T" o T' = T. O

Carvalho et al. (2016) constatam que a composicao de quaisquer duas das transformacoes
translagéao, reflexao, rotagéo e reflexdo deslizante, resulta em umas dessas quatros isometrias.
“Na realidade, todas as composicoes foram analisadas geometricamente e demonstra-se que
as Unicas isometrias planas que sdo autbnomas, no sentido em que néo se reduzem, sao as
translacoes, rotacoes, reflexdes e reflexdes deslizantes [...]” (Carvalho et al., 2016 p.144).

Essa composicao esta elucidada na tabela abaixo, com Translacao (T), Rotacao (Rot),
Reflexdo (Ref) e Reflexdo Deslizante (RD).

Tabela 2.1 — Composicédo de Isometria

Composicao Reflexao | Translacdo | Rotacdao | Reflexao Deslizante
Reflexao TouRot | RefouRD | RefouRD Ref ou RD
Translacao Ref ou RD T Rot Ref ou RD
Rotacao Ref ou RD Rot T ou Rot Ref ou RD
Reflexao Deslizante | T ou Rot | Refou RD | Refou RD T ou Rot

Fonte: Carvalho et al., 2016 p.144

2.4 SIMETRIAS

Sempre que é abordado sobre simetria, o primeiro pensamento é o reflexo de uma
determinada imagem, principalmente na Educacao Basica, mas

[...] no plano ha quatro tipos de transformagdes que preservam distancias, isto é,
ha quatro tipos de isometrias: reflexao, translagao, rotagao e reflexdo seguida de
translacdo. Cada uma dessas isometrias gera figuras simétricas a outras figuras e
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também figuras simétricas a si mesmo (Fonseca, p. 3, 2010, apud Pinatti; Lorin, 2014,
p. 2).

Em face disso, Carvalho et al. (2016) evidencia que a Simetria, em comparacio ao termo
isometria, ndo esta formalmente bem definida, sendo assim, interpretada como uma tematica de
natureza ampla e subjetiva. A vista disso, nessa se¢do sera estudado os conceitos relacionados
a simetria, uma vez que toda tematica discutida até o presente momento dara bagagem teérica
para a compreensao conceitual da mesma, principalmente levando em conta a apresentacdo da

simetria moderna, a partir da concepg¢éao de invariancia (Definigéo 2.1).
2.4.1 Simetria em relacdo a um Ponto

Definicao 2.9. Considere um ponto P no plano H A Simetria em relagcao ao ponto P é uma
transformacgéo S : H — H tal que para X € H

P, seP=2X;
X', se X#P,

S(X) =

X' seré o Simétrico de X em relacéo a P, ou seja, P é o ponto médio do segmento XX'.

Conforme ilustrado na figura abaixo.

Figura 2.21 — llustragéo Defini¢céo 2.9

X p X

Fonte: Elaborada pela autora

Proposicao 2.10. A Simetria S é uma Isometria.

Demonstracdo. De fato, considere os ponto A, B no plano H e P o ponto de simetria.
i) Se A = B, entdo para S, uma simetria em relagcao ao ponto P € H temos S(A) = S(B),
implicando que d(S(A), S(B)) = d(A, B) = 0.

ii) Se A # B, ha dois casos possiveis:

— Caso 1: A, B, P pontos colineares

Considere que A esta no segmento BP. Dessa forma, para S(A) = A' e S(B) = B,
temos que A’ € B'P, sendo que B'P também é um segmento.
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Entao,

d(A, B) = d(P, B') — d(P, A")
d(B, P) — d(A, P)
= d(B, P) — d(P, A)

d(B, A)

Isso decorre da Definigdo 2.3, itens (iii) e (iv), em que d(A, P) = d(P, A).
Portanto, d(S(A), S(B)) = d(A’, B') = d(A, B).

Figura 2.22 — llustragéo Proposic¢éo 2.10- Pontos Colineares

Fonte: Elaborada pela autora

— Caso 2: A, B, P pontos nao colineares

Como A, B, P sao pontos nao colineares, consequentemente sdo pontos distintos.
Nesse contexto, considere que P é o ponto de intersecéo entre os segmentos AA’ e
BB', além de também ser ponto médio dos mesmos.

Figura 2.23 — llustracdo Proposigcéao
2.10- Pontos néo
Colineares

Fonte: Elaborada pela autora
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Assim, nota-se que os angulos ZBPA = /A PB, j& que sdo opostos pelo vértice em
P. Entao os triangulos BPA e B'PA’ sdo congruentes pelo caso LAL. Logo, d(A’, B) =
d(A, B).

Portanto, concluimos que S é uma isometria.

2.4.2 Simetria de uma Figura

Sales (2017), ao definir Isometria no Plano, apresenta a defini¢ao de figuras isométricas,

a qual ird auxiliar na compreensao dos conceitos relacionados a Simetria das figuras.

Definicao 2.10. (Figuras Isométricas) Considere as figuras F; e F, em plano H e uma

transformacado T : H — H As figuras serdo isométricas ou congruentes, se F, = T(F;), isto
é, T transforma F; e F,. (Sales, 2017).

Definicao 2.11. (Simetria de uma Figura) Considere uma figura F C H A Simetria desta
figura € uma isometria S : H — H tal que S(F) = F. Isso significa que S é uma
transformagédo que deixa a figura invariante, ou seja, a mesma nao se altera ao sofrer um

conjunto de transformacgdes.

Tendo como base a definicdo 2.11, apresentada por Sales (2017), nota-se que ela
€ andloga a definicao 2.1 de Pasquini e Bortolossi (2015) exposta no inicio do capitulo 2,
evidenciando que a definigdo moderna de simetria é a mais empregada. Como resultado, uma
“[...] figura é dita simétrica, em relagdo a uma dada isometria, se é globalmente invariante quando
a isometria é aplicada sobre essa figura” (Santos; Tales, 2012, p. 295).

Ainda para Sales (2017), as figuras simétricas nao s6 apresentam a simetria identidade, a
qual “ é a simetria trivial de qualquer figura e a Unica que preserva todas as figuras” (Sales, 2017,
p.43), como também outras simetrias. Nesse sentido, o autor aponta que todas as simetrias
possiveis em uma determinada figura compdem um grupo com a operacao composi¢ao, sendo
denominado como grupo de simetrias da figura, que auxilia na classificacao das figuras, ja que a
partir dele é possivel identificar em que categoria as mesmas se encaixam. Entretanto, “somente
0s grupos de simetrias discretos sao classificados” (Sales, 2017, p.47).

Dessa forma, o autor aponta que ha trés classificacées possiveis para as simetrias das
figuras, sendo elas rosetas ou rosaceas, frisos e papéis de parede. Entretanto, antes das
definicdes da cada categoria, o autor destaca a definicao de figuras simétricas finitas.

Definicdao 2.12. Uma figura simétrica sera finita se ndo apresentar nenhuma simetria de
translacdo nao trivial.
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Definicao 2.13. (Rosetas ou Rosaceas) Rosetas ou Rosaceas tratam-se de figuras que
apresentam uma quantidade finita de simetrias de reflexdo e rotagéo.

Nesse interim, as rosaceas “[....] s&o configuracdes planas limitadas, normalmente
apresentadas numa disposic¢ao circular, que podem manter-se inalteradas quando sujeitas a
rotacdes ou, eventualmente, a reflexdes” (Carvalho et al., 2016 p.145).

Figura 2.24 — Exemplo de
Rosetas

Fonte: Sales, 2017 p. 48

Diante disso, para classificar uma rosacea “apenas € necessario identificar o motivo que
se repete em torno do centro de rotacdo e contar o niumero de repeticoes n. Depois, resta
verificar se s6 ha simetrias de rotagao (rosaceas ciclicas) ou se também ha simetrias de reflexao
(roséaceas diedrais)” (Carvalho et al., 2016 p.146). Vale ressaltar que para Sales (2017) tal motivo
€ a repeticdo de determinada forma basica, que por meio de reflexdes, rotacdes e translacoes,
compdem a figura.

Definicao 2.14. (Frisos) Os Frisos sdo compostos por simetrias que apresentam muitas
translagdes, porém em uma Unica diregéo. Isto é, dado um vetor v ndo nulo, todas as transagoes
ocorrem considerando esse vetor.

Em relacdo aos Frisos, os mesmos sdo unidimensionais e parte deles podem ser
encontrados em diversos recursos artisticos. Para elucidar a ideia Carvalho et al. (2016) utiliza
como exemplos as varandas de metal antigas, por apresentarem simetrias que se associam com
frisos.
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Figura 2.25 — Exemplo de Frisos

> B >
XF O S oOF o

Fonte: Sales, 2017 p. 48

Definicao 2.15. (Papéis de Parede) Os Papéis de Parede contém grupos de simetria que
possuem translagdes relacionadas a dois vetores linearmente independentes.

Figura 2.26 — Exemplo de Papéis de Parede

Fonte: Sales, 2017 p. 49

O que Sales (2017) define como Papéis de Parede, Carvalho et al. (2016) aponta ser
um padrao, o qual trata-se de figuras ilimitadas que sofrem translacao a partir da combinacgao
linear de dois vetores ndo nulos, com direcdes diferentes. Ademais, Sales (2017) observa que 0s
papéis de parede podem ser invariantes pelas demais isometrias (reflexao, rotacao e reflexdes
deslizantes), nao sé pela translacao.
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3 ANALISE DA SIMETRIA NO AMBITO ESCOLAR

Neste capitulo sera discutido como a simetria é abordada na Educacéo Basica, apontando
as dificuldades apresentadas pelos alunos e as habilidades presente na Base Nacional Curricular
Comum (BNCC) referente a essa tematica, as quais devem ser desenvolvidas ao decorrer dos
anos escolares.

A principio € importante reforgar que a Simetria é observada em diversas situagdes do
cotidiano, por exemplo nas construgcdes arquitetdnicas, obras de arte e na natureza, de modo
que fica evidente o quanto ela é importante para outras areas de conhecimento, tais como
a Biologia, Arte, Fisica e Quimica. Nesse panorama, Cavalheiro e Alencar (2022) enfatizam
que a simetria contribui para a conexao entre a Matematica e outros campos, sendo primordial
abordar essa tematica na Educacao Basica. Entretanto, a partir de Ribeiro, Gibin e Alves (2021),
as autoras observam que n&o basta apenas focalizar no aprendizagem intuitiva da simetria,
também é importante compreendé-la por um viés mais matematico, “E facil reconhecer simetrias
intuitivamente, mas é essencial que sejamos detentores de um conhecimento que nos permita
defini-la matematicamente” (Ribeiro; Gibin; Alves, 2021, p. 122 apud Cavalheiro; Alencar, 2022,
p. 7).

Segundo Silva (2014), muitas vezes a abordagem da simetria se restringe ao estudo
do eixo de simetria das figuras, e assim é vital ampliar esse repertério. No entanto, para o
autor nao basta apenas priorizar o estudo de conceitos, definicoes e propriedades, é importante
contextualizar, relacionar com outras disciplinas, e principalmente com as vivéncias do dia-a-dia
dos estudantes.

Santos e Tales (2012) observam que os Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
destacam o estudo da simetria dentre os conteldos vinculados a geometria, de modo que acaba
sendo um tépico muito recomendado nos guias dos livros didaticos, ja que 0 mesmo apresenta
grande relevancia tanto para as esferas cientificas como para as condutas dos individuos na
sociedade. Assim, as autoras relatam que a PCN sugere que o estudo da simetria inicia-se nos
primeiros anos do Ensino Fundamental, porém usufruindo das ideias de Jaime e Guitérrez (1996),
expdem que os alunos apresentam dificuldades em trabalhar com os conceitos relacionados a
Isometria na escola e consequentemente dar continuidade aos estudos dessa temética.

Decorre que, como apontado por Sabba e Cavalcante (2015), a forma com que a simetria
€ abordada no ambito escolar, acaba sendo desestimulante, por conseguinte os educandos
nao conseguem compreender os conceitos e as particularidades relacionadas a esse tema,
dificultando assim relaciona-la, ndo s com outros tdpicos da prépria matematica, como também
vizualiza-la dentro da realidade que estéo inseridos. "Muitos alunos ao resolverem um exercicio
de funcédo, esbocam graficos e nem mesmo se dao conta do aspecto da simetria, que esta
inserida no contexto.” (Sabba; Cavalcante, 2015, p. 3)

Maciel (2015), a partir da pesquisa de Paiva e Régo (2006), observa que, embora os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) enfatizem o estudo da Simetria em ambito escolar,
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ha certas dificuldades enfrentadas pelo corpo docente quanto a exploracdo dessa tematica.
Uma destas dificuldades consiste na forma com que as atividades, referentes a esse conceito,
aparecem nos livros didaticos, uma vez que acabam sendo “[...] muito repetidas, ndo estando
presentes indicacoes de como tratar esse tema de maneira diversificada, seja com auxilio de
jogos, materiais concretos, ou 0 uso de novas tecnologias, dentre outras possibilidades” (Maciel,
2015, p. 117).

A Base Nacional Curricular Comum (2018), no que se refere aos anos iniciais do Ensino
Fundamental (1°ao 5°ano), afirma que a discuss@o de simetria deve ser inicialmente abordada a
partir das representa¢des e manipulagdes de figuras geométricas planas, usufruindo de softwares,
€ outros recursos, como o plano cartesiano. Ja os anos finais do Ensino Fundamental (6° a
9° ano), é um periodo que devem ser analisados as transformacgdes, ampliacdes e reducdes
das figuras planas, destacando os componentes invariantes e variantes nas mesmas, 0s quais
contribuem para a compreensao dos conceitos relacionados com congruéncia e semelhanca.

Convém destacar que os PCN' sdo documentos que incentivam a reflexdo do papel
da escola, principalmente referente aos conteldos que serdo trabalhados em sala de aula,
abrangendo tanto os pais, como a comunidade, o governo e o corpo social. Ja a BNCC, trata-se
de um documento que apresenta as habilidades e aprendizagens essenciais para a formacao
integral do estudante, ou seja, habilidades que irdo auxilia-los a exercer a cidadania e prepara-los
para o mercado de trabalho. (Brasil, 2018)

Abaixo segue um quadro estruturado a partir das habilidades, referente ao estudo
de simetria, presentes na BNCC que deve ser desenvolvido em certas etapas do Ensino
Fundamental.

! Os Parametros Curriculares Nacionais podem ser vistos em: Brasil. Secretaria de Educagdo Fundamental.

Parametros curriculares nacionais : terceiro e quarto ciclos do ensino fundamental: introducéo aos parametros
curriculares nacionais. Brasilia, 1998.
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Tabela 3.1 — Habilidades referente ao ensino de Simetria em cada periodo escolar do Ensino Fundamental

Ano (Ensino

Fundamental)

Objetos de Conhecimento

Habilidade

4° Simetria de reflexao (EFO4MA19) Reconhecer simetria de
reflexdo em figuras e em pares de
figuras geométricas planas e utiliza-la na
construcao de figuras congruentes, com
0 uso de malhas quadriculadas e de
softwares de geometria.
7° Transformacdes geométricas | (EFO7MA20) Reconhecer e representar,
de poligonos no plano | no plano cartesiano, o simétrico de figuras
cartesiano: multiplicagcdo | em relagdo aos eixos e a origem.
das coordenadas por um
namero inteiro e obtencao de
simétricos em relacdo aos
eixos e a origem
7° Simetrias de translacao, | (EFO7MA21) Reconhecer e construir
rotacdo e reflexao figuras obtidas por simetrias de translacgao,
rotagcdo e reflexdo, usando instrumentos
de desenho ou softwares de geometria
dindmica e vincular esse estudo a
representagdes planas de obras de arte,
elementos arquitetdnicos, entre outros.
8° Transformacdes geométricas: | (EFO8MA18) Reconhecer e construir

simetrias de translacao,

reflexao e rotagao

figuras obtidas por composicbes de
transformagdes geométricas (translagao,
reflexdo e rotacdo), com o uso de
instrumentos de desenho ou de softwares

de geometria dindmica.

Fonte: Elaborada pela autora a partir das habilidades e objetos de conhecimento descritos na BNCC (2018)

Quanto ao Ensino Médio, ha uma teméatica que envolve o pensamento geométrico, e um
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dos topicos que os estudantes precisam desenvolver diz respeito as transformacgdes isométricas
e ampliagao das figuras. Além disso, usufruir dos conceitos de congruéncia e semelhanca para
solucionar diversas situacdes-problemas em diferentes contextos, a fim de que os mesmos
possam construir uma perspectiva integrada dos conceitos matematicos com as circunstancias
que vivenciam no cotidiano.

Tabela 3.2 — Habilidade referente ao ensino de Simetria no Ensino Médio por Competéncia

Habilidade

Competéncia

(EM13MAT105)Utilizar as nogdes de
transformacgoes isométricas (translagao,
reflexao, rotacdo e composicdes destas) e
transformacgdes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e
diferentes produg¢bes humanas (fractais,
construcdes civis, obras de arte, entre
outras)

Utilizar  estratégias, conceitos e
procedimentos matematicos para
interpretar  situacbées em  diversos

contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e
Humanas, das questdes socioecondmicas
ou tecnolégicas, divulgados por diferentes

meios, de modo a contribuir para uma

formacgéo geral

Fonte: Elaborada pela autora a partir das habilidades e objetos de conhecimento descritos na BNCC (2018)

Cabe ressaltar que na BNCC a competéncia é vista como a mobilizagcao de conhecimentos,
0s quais englobam os conteudos e procedimentos, enquanto os objetivos de conhecimento, sao
os contelidos essenciais que devem ser abordados nos anos escolares, e por fim, as habilidades
referem-se as praticas socioemocionais e cognitivas que contribuem para os alunos solucionarem
demandas das vivéncias em sociedade (Brasil, 2018).

Pasquini e Bortolossi (2015) concluem, a partir das ideias de Mendes (2014) e da analise
dos Parametros Curriculares Nacionais, que o conceito moderno de simetria, amplamente
utilizado em diversas areas do conhecimento, é quase inexistente na Educacéao Basica. Embora
a ideia de invariancia aparega no PCN, ela esta associada as transformagdes e nao aos objetos
em si, ou seja, “o foco da PCN esta nas transformacdes isométricas que preservam distancias
€ ndo em objetos simétricos que sao invariantes por tais transformacdes"(Pasquini; Bortolossi,
2015, p. 89).

Diante disso, ao realizarem uma investigacdo das grades curriculares de outras disciplinas,
os autores supracitados constataram a presenca da palavra simetria, especialmente na Arte.
Além disso, observaram uma significativa confusao por parte dos materiais didaticos acerca da
definicdo de simetria que esta sendo utilizada e esta é refletida na forma com que o tema é
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abordado em sala de aula. Outro equivoco identificado pelos autores, refere-se a forma como os
livros didaticos trabalham a simetria em figuras bidimensionais e tridimensionais, pois utilizam
as imagens bidimensionais para exemplificar e analisar as figuras tridimensionais, “eles, por
exemplos, falam de “eixo de simetria” de uma borboleta, enquanto que, sendo a borboleta um
objeto tridimensional, o correto seria considerar ‘plano de simetria’ "(Pasquini; Bortolossi, 2015,
p. 93).

Perante o exposto acima, sera apresentado algumas situacdées—problemas referente aos
estudos de simetria abordados na Educacéo Basica. Entre todos os materiais, recursos didaticos
utilizados em sala de aula e as provas aplicadas aos alunos, optamos em analisar as questbes
presentes na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e no Concurso
Canguru de Matemética.

3.1 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA DAS ESCOLAS PUBLICAS
(OBMEP)

Segundo o regulamento da OBMEP? , esta prova envolve os educandos do Ensino
Fundamental e Médio, tanto nas escolas privadas como publicas em carater municipal, estadual
e federal, abrangendo conteldos referentes a cada periodo escolar, sendo dividida em fases
e niveis. Um dos objetivos da OBMEP ¢ incentivar a aprendizagem de matematica e auxiliar
na melhoria da qualidade do ensino da Educagao Basica. Vale frisar que o site da OBMEP
disponibiliza tanto as provas dos anos anteriores como as solugoes.

Figura 3.1 — Questéo 12 do Nivel 1 da 1°Fase
no ano de 2010

12. A figura mostra a superficie pintada de um
azulejo em forma de losango. Dos cinco padroes Aj
abaixo, apenas um ndo pode ser montado com

copias desse azulejo. Qual é esse padréo?

Fonte: Pagina da OBMEP (Provas e Solugdes)

2 Os regulamentos da OBMEP podem ser vistos em :OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA DAS
ESCOLAS PUBLICAS (OBMEP). Regulamento. In:IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada). Disponivel
em: <https://www.obmep.org.br/regulamento.htm>. Acesso em: 12 jul. 2023.
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Figura 3.2 — Questao 14 do Nivel 2 da 1°Fase no ano de 2005

14, As duas figuras a segquir sfo formadas por cinco
quadrados iguais.

4 i

Observe gue elas possuem eixos de simetria, conforme
assinalado a seguir.

I el i { eleox de

LEiL D Y sananeTrn

As figuras abaixo tambeém s3o formadas por cinco quadrados
iguais. Quantas delas possuem pelo menos um eixo de simelria?

LIt it tiidl

PR SR R B

(A)3
(B) 4
(C)5
(D)6
(E)7

Fonte: Pagina da OBMEP (Provas e Solugdes)

Na questé@o 12 (para 6°e 7°ano), os alunos precisam utilizar as transformagdes isométricas,
especificamente a simetria de rotagao e translagao para identificar quais padrées sao possiveis de
construir de tal forma que mantém o azulejo, tomado como base, invariante. Essas transformacoes
ndo sao mencionadas no enunciado, mas os educandos irdo precisar delas para resolver a
atividade. A resposta € a alternativa E, pois mesmo que ha uma reflexao entre os azulejos
que compde o padrdo estruturado nela, a mesma nao esta dentro do escopo do exercicio,
pois espera-se identificar padrdes que utilizam azulejos idénticos ao original, apresentando as
mesmas caracteristicas, ou seja, a superficie pintada na mesma posicao.

Ja a questao 14, destinada aos estudantes da 72 e 82 série, equivalente aos 8°e 9°
ano, observamos que foi abordado diretamente os eixos de simetria, um dos topicos relevantes
para essa tematica. Entretanto, ndo é mencionado o uso da simetria de reflexdo e nem outras
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propriedades especificas, como a equidistancia em relagdo aos eixos, a qual é empregada
intuitivamente pelo educando para resolver o problema. A resposta € a alternativa B, pois dentre
as figuras apresentadas, apenas quatro contém pelo menos um eixo de simetria.

Figura 3.3 — Questao 6 do Nivel 2 da 1° Fase no ano de
2021

6. Qual das pecgas abaixo pode ser
encaixada com a pega da direita h

para formar um retangulo?

(A) = (B) (C)

(D) (E)

Fonte: Pagina da OBMEP (Provas e Solugdes)

Figura 3.4 — Questao 3 do Nivel A da 1° Fase no ano de
2019

3. O palhago Fiascone, ao lado,
olhou para um espelho antes de sua
apresentagao. Qual foi a imagem que
ele viu?

A)

D)

Fonte: Pagina da OBMEP (Provas e Solugdes)



Figura 3.5 — Questao 7 do Mirim 1 da 2° Fase no ano de 2022

7. QUAL DOS CARTOES E IGUAL AO CARTAO AO LADO? |3

=

€

LT L] w © Ly ]

ol M| o/ | o M| o W | o i

Fonte: Pagina da OBMEP (Provas e Solugoes)

Figura 3.6 — Questao 4 do Nivel 1 da 2° Fase no ano de 2018

4. Marilia tem sete pegas de madeira, como ilustrado abaixo.

1 L | | |
7 | | [LIT]

Ela brinca de cobrir todas as casas de tabuleiros retangulares com essas pegas, sem colocar uma peca sobre outra. Cada
pega deve cobrir exatamente 4 casas do tabuleiro.

Veja como Marilia cobriu um tabuleiro 2 x 6:

a) Cubra o tabuleiro abaixo usando trés pegas de Marilia.

b) Qual pega ndo cobre o mesmo nimero de casas brancas e casas cinzas de um tabuleiro?

c) Explique por que Marilia nunca ird conseguir cobrir o tabuleiro abaixo.

Fonte: Pagina da OBMEP (Provas e Solugdes)

47
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No que diz respeito as questdes 4,6 e 7 para 0s 6°e 7°anos, 4°e 5°ano e 2°e 3°anos,
respectivamente, também é preciso aplicar as transformagdes (rotacao, reflexao, translacao)
para solucionar a atividade, utilizando assim uma abordagem intuitiva dos conceitos simétricos,
uma vez que eles também n&o sdo mencionados nos exercicios. Para a questao 4, & necessario
usufruir das transformacdes em cada uma das pecas de madeira apresentada, a fim de identificar
quais delas irdo cobrir completamente o tabuleiro. Para preencher o tabuleiro 34, o aluno ira notar
que ha varias formas, porém a peca em formato de “T” ndo ird cobrir a mesma quantidade de
casas brancas e cinzas, visto que dependendo da posicao em que for colocada acaba ocupando
mais as casas brancas do que as cinzas, ou vice versa.

Em relagéao ao tabuleiro 47 , ha 28 casas, fazendo com que seja necessario utilizar todas
as pecas, pois a soma das casas disponiveis em cada uma delas resulta em 28 casas. Entretanto,
se utilizamos primeiramente a pega em “T” restara 24 casas, sendo 11 brancas e 13 cinzas,
ou ao contrario, ficando impossivel cobri-las com as demais pecas, uma vez que cada uma
preenche a mesma quantidade de casas brancas e cinzas.

Na questdo 6 so € possivel identificar a pega que ir4 formar um retadngulo com a outra,
ao aplicar as transformacdes em todas as pecgas apresentadas no exercicio, de modo que a
Unica pega possivel € a disposta na alternativa B. Ja na questdo 7 a carta sofre simetrias de
rotagdo, de modo que intuitivamente o aluno utiliza esses conceitos para encontrar a carta que é
o resultado dessa transformagao e € invariante ao compara-la com a original (Alternativa A). Por
fim, a questao 3 usa-se a simetria de reflexao para encontrar qual é o reflexo do palhacgo original
(alternativa E), mas assim como as questdes discutidas anteriormente, esse conceito, somado

com a invariancia, também é trabalhado de forma intuitiva.

3.2 CONCURSO CANGURU DE MATEMATICA

O Concurso Canguru de Matematica®, trata-se de uma olimpiada de matematica internacio-
nal, realizada no Brasil desde 2009, em que todos os alunos da escola publica e privada do
Ensino Fundamental e Médio podem participar. O propésito é auxiliar a melhorar o ensino de
matematica na Educagao Basica, ao mesmo tempo em que incentiva 0s alunos a se interessarem
em desenvolver o conhecimento matematico, promovendo o engajamento dos mesmos, além de
aproximar e contextualizar a matematica com a realidade vivenciada pelos educandos. Por se
tratar de uma prova em nivel internacional, é possivel identificar quais os conteldos matematicos
mais frequentes nas avaliagcdes, mas também trata-se de um indicativo da forma com que este
conteldo é abordado na escola.

Atualmente, as provas estédo divididas em niveis:

Mais informagdes estdo disponiveis no site da Canguru Brasil em:
https://www.cangurudematematicabrasil.com.br/. Acesso em: 23 out. 2023
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Tabela 3.3 — Niveis das provas no Concurso Canguru Brasil

Nivel Turma

Nivel P (Pré-escolar) | Alunos 3°e 4°ano do Ensino Fundamental |

Nivel E (Escolar) Alunos do 5° e 6° anos do Ensino Fundamental | e do Ensino

Fundamental Il
Nivel B Alunos do 7° e 82 anos do Ensino Fundamental Il
Nivel C Alunos do 9% ano do Ensino Fundamental Il
Nivel J Alunos da 12 e 22 séries do Ensino Médio
Nivel S Alunos da 32 séries do Ensino Médio

Fonte: Elaborada pela autora a partir das informagdes disponiveis no site da Canguru Brasil

As questdes da prova Canguru, que serao analisadas a seguir, foram rertiradas da pagina
Matematica.pt*

Figura 3.7 — Questao Canguru 2012 - 3° Ano de Ensino Fundamental

2. Qual & a pega que encaixa no espago em braneo?

v . D )
. &
(A) - (B) \ | (© (D) (B) N

Fonte: Pagina Matematica.pt

Disponivel em<https://www.matematica.pt/canguru/provas-canguru.php>. Acesso em: 19 jun. 2023.


https://www.matematica.pt/canguru/provas-canguru.php
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Figura 3.8 — Questao Canguru 2015 - 3° Ano de Ensino Fundamental

6. O Lufs tem apenas um eromo nao transparente, que é ignal ao da figura

ao lado. Qual dos seguintes cromos é o do Luis? gT

Fonte: Pagina Matematica.pt

As questdes apresentadas acima utilizam implicitamente as propriedades de simetria, ja
que estas ndao sdo mencionadas no enunciado, mas sdo necessarias para resolver 0s exercicios.
Na primeira é preciso que o aluno rotacione as pegas a fim de identificar aquela que se encaixe
perfeitamente no espago em branco, além de que ao ser rotacionada a pega permaneca invariante,
desse modo ele devera perceber que a resposta B é a solugao da questdo. Ja na segunda, o
estudante utiliza, intuitivamente, as concepc¢des de figuras invariantes, pois uma das possiveis
estratégias para solucionar a atividade, seria rotacionar o cromo apresentado como base, e
assim identificar aquele que corresponde o resultado da rotacdo, no caso sera a alternativa
(E). Vale destacar que os cromos, resultado da reflexdao, ndo podem ser considerados como
respostas para o exercicio, visto que espera-se encontrar um cromo em que a imagem esteja em
uma outra orientacdo, mas metendo a posicao original, isto é, nao pode estar refletida.
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Figura 3.9 — Questao Canguru 2012 - 3° Ano de Ensino Fundamental

&. A Catarina anda a passear de barco num lago.

T

Qual é a fipura que ela vé refletida no lago?

¥ ¥ ¥4 ¥

Fonte: Pagina Matematica.pt

(A)

Figura 3.10 — Questéao Canguru 2016 - 4° Ano de Ensino Fundamental

4. Qual é o reflexa do palhago. que se mostra na figura ac lado, num
espelha?

Fonte: Pagina Matematica.pt

Figura 3.11 — Questao Canguru 2014 - 5° e 6° Ano de Ensino Fundamental

9. A Cristina desenhou as flores representadas na figura ao lado numa janela da
escola. Como é que as Hlores se veem do outro lado da janela?

(A) i (B) T (c)
(D) T (E) T
Fonte: Pagina Matematica.pt

Diferente das questdes 2 e 6 (do 3°ano do Ensino Fundamental (EF)), nos exercicios 8
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(3°ano do EF) e 4 (4° ano do EF), é diretamente abordado, a reflexdo de uma imagem, embora
nao esteja mencionada a simetria, os alunos utilizam das propriedades associadas a esse tdpico
da matematica para solucionar a atividade, como eixo de simetria e invariancia de figura apds
ser refletida. A questdo 9 (5°e 6°ano do EF) também utiliza a simetria de reflexao, porém de
maneira intuitiva, isso ocorre pois o enunciado usufrui-se de outros recursos para que a partir
da interpretacao o estudante consiga compreender que na resolucéo do exercicio é necessario
usufruir das propriedades de reflexdo de uma imagem. Assim, a resposta das questdes 8,4 e 9
sao respectivamente as alternativas E, A e E.

Essas questdes sdao exemplos de atividades resolvidas em sala de aula, para os alunos
do Ensino Fundamental 1 € inicio do Ensino Fundamental 2, em que observa-se que desde os
primeiros anos escolares € abordado a simetria, a principio incentivando o carater intuitivo, e

com o decorrer dos anos é aprofundado o estudo dessa temética.

Figura 3.12 — Questédo Canguru 2020 - 7° e 8° Ano de Ensino Fundamental I

5. A Diana reflete a letra F com respeito a cada um dos dois segmentos ilustrados na figura F
ao lado. Qual é a figura. entre as segnintes, que ilustra a reflexao descrita?
|'L—.

F| F| E| q
(A) E (B) 3 (C) el (D) El (E)

Fonte: Pagina Matematica.pt

Figura 3.13 — Questao Canguru 2021 - 9° Ano de Ensino Fundamental I|

1. Qual dos simbolos do Zodiaco abaixo indicados é que tem um eixo de simetria?

{A]@ Sagitédrio (_B)@ Escorpiao {C}@ Ledo
{D_} Caranguejo (E.}@ Capricornio

Fonte: Pagina Matematica.pt

Tanto na questdo 5, destinada aos alunos 7°e 8°ano do EF Il, como na 1, voltada para
0 9°ano EF Il, sdo abordados de forma direta a simetria de reflexdo e os eixos de simetria.
Entretanto, enquanto no exercicio 5 ndo menciona os eixos, apenas a reflexao, na questao 9
pergunta explicitamente sobre 0s eixos de simetria, mas ndo aborda no enunciado a simetria de
reflexdo, de modo que em ambos 0s casos, 0s estudantes precisam compreender o conceito de
eixo de simetria. Na primeira questao, os alunos precisam utilizar esse conhecimento e refletir a

imagem a partir de eixos diferentes, tal que a figura permaneca invariante, ndo se alterando ao
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sofrer um conjunto de transformacdes de reflexdo. Por outro lado, na segunda, a reflexdo ocorre

em funcao de um Unico eixo de simetria.

Figura 3.14 — Questé@o Canguru 2019- 1°e 2° Ano de Ensino Médio

3. Um barbeiro quer escrever a palavra CO RTE num quadro de tal modo que, quando um cliente
olhar para o espelho, possa ler a palavra corretamente. Como deve o barbeiro escrever a palavra no
quadro?

) CORTE 5 CORT3 (¢ ITAOC ) ETAOD & 3ITAOD

Fonte: Pagina Matematica.pt

Figura 3.15 — Questdo Canguru 2019- 1°e 2° Ano de Ensino Médio

5. Na figura ao lado esta representado um conjunto de pontos com a forma de um
Canguru. num referencial cartesiano ortonormado xOy. As coordenadas x e y de s
cada ponto representado nessa figura foram trocadas. Qual loi o resultado?

A ) A N

L@)j& AR ,g? M C \{;\ ‘QS

=5, fo== c- \—’é;, ()

¢ N b)) AN
(a1 “(B) | *(C) " “D) 1 “(E) |

Fonte: Pagina Matematica.pt

Na questao 3 para o 1°e 2°ano do Ensino Médio, os alunos também utilizam os conceitos
de simetria de reflexdo, mesmo que estes ndo sejam mencionados, e diferente dos outros
exercicios apresentados até entao, em que trabalhava-se com figuras, aqui utiliza-se palavras,
aumentado o grau de dificuldade, pois todas as letras sofrem uma reflexao a partir do mesmo
eixo de simetria, assim utiliza-se a invariancias de figuras e implicitamente outras propriedades
vinculadas a simetria, como equidistancia em relagdo aos eixos.

A questao 5, voltada para os alunos do 3°ano do Ensino Médio, ndo s6 aborda indiretamente
a simetria de reflexdo, como também figuras e pontos simétricos, visto que almeja-se alterar
as coordenadas x e y que formam uma figura no plano cartesiano. Dessa forma, esta sendo
realizado uma reflexao considerando a reta x = y como eixo de simetria, assim as coordenadas
serdo invertidas e consequentemente a imagem original sera refletida, e assim os estudantes
irdo concluir que a resposta é a alternativa A. Nesse interim, o exercicio conecta outros topicos
da matematica, como simetria e pontos no plano cartesiano, contemplando diversos assuntos, e

isso mostra para o aluno que os conteudos matematicos estdo interligados, ndo s6 nas atividades
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desenvolvidas em sala de aula, como também em situacdes cotidianas.

Por intermédio das questdes apresentadas, nota-se que ha a presenga de outras simetrias,
como a de rotacao, e intuitivamente a concepgao de invariancia de figuras. No entanto, as
mesmas quase nao sao mencionadas nos enunciados, cabe ao estudante ter a percepcao de
que estdo utilizando esse conceitos ao resolver os problemas apresentados. Dentre todos os
topicos vinculados a simetria, 0 mais recorrente é a simetria de reflexao, em especifico a andlise
de uma imagem através de um espelho ou janela, e os eixos de simetria.

Essa situagao é elucidada por Santos e Tales (2012), pois ao analisarem os materiais
didaticos utilizados na Educacao Basica, observam que as propriedades das simetrias nao sao
muito abordadas nas situagdes-problemas, de modo que a resolugao destes exercicios, em sua
maioria, apresenta o predominio do carater intuitivo. Em virtude disso, as autoras, ainda utilizando
as ideias de Jaime e Guitérrez (1996), contemplam que os educandos possuem conhecimentos
insuficientes e muitas vezes inadequados sobre 0s conceitos atrelados a simetria.

Com respeito a Simetria de Reflexdo, na maioria das vezes, os alunos ndo conseguem
conectar as imagens das figuras com propriedades que envolvem a “equidistancia e perpendiculari-
dade em relacdo ao eixo”(Santos; Tales, 2012, p.296). Nesse sentido, para muitos estudantes as
figuras formadas sdo sempre paralelas a original, ainda que o eixo de simetria nao seja. Essa
situacao ocorre, pois como discutido por elas, muitos dos exemplos utilizados pelos docentes
sdo eixos de simetrias apenas na vertical, sem apresentar outras perspectivas. Referente a
Simetria de Translacao, os educandos possuem dificuldade em entender os vetores e suas
particularidades. Ja na Simetria de Rotacdo, os mesmos veem como desafio identificar as
equivaléncias entre os angulos e a congruéncia entre os objetivos, bem como utilizar as
propriedades de equidistancia para analisar a posi¢ao do centro de rotacao e os pontos presentes
na figura. (Santos; Tales, 2012)

A visto do exposto acima, tem-se que a simetria é um assunto recorrente no ambiente
escolar, as resolucdes das atividades sao predominantemente de carater intuitivo e na maioria
das vezes envolve o estudo da simetria de reflexdo. Convém salientar que € importante incentivar
a intuicdo dos alunos, mas também promover discussdes e atividades em sala de aula que
auxiliam no enriguecimento da bagagem intelectual dos mesmos e no desenvolvimento do
conhecimento.

Para modificar esse cenario, Santos e Tales (2012) apontam como alternativa a conexao
entre a Arte e a Matematica, especificamente a Arte com a Geometria, ja que como “nunca
estiveram em campos antagdnicos, pois sempre caminharam juntas, aliando razéo e sensibilidade”
(Fainguelernt; Nunes, 2006, p. 18, apud Santos; Tales, 2012, p. 296), contribuem para a
construcdo do sentido, tornando a aprendizagem significativa.
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4 DIALOGO ENTRE SIMETRIA E ARTE

Neste capitulo iremos abordar a importancia do didlogo entre a matematica e a arte
na Educacao Bésica, ndo apenas para a aprendizagem dos conceitos vinculados a Simetria,
mas também visando o desenvolvimento integral do aluno e incentivando a construcédo do
conhecimento.

Matos (2011), a partir das ideias de Ponte e Serrazina (2007), enfatiza alguns objetivos
para o ensino da simetria, como ampliar o raciocinio geométrico, entender as relagbes entre
objetos, compreender as propriedades e caracteristicas das isometrias, além de saber solucionar
e refletir sobre situacdes-problemas que adotam essa tematica como tema central.

No entanto, para a autora, antes de iniciar a abordagem da simetria, é fundamental que
os docentes levem em consideragéo o desenvolvimento cognitivo de cada estudante, analisando
se eles compreenderam os contetidos abordados anteriormente nos anos escolares, se sabem
refletir sobre os préprios pensamentos e elaborar teorias. Isso porque tais conhecimentos
prévios, fornecem bagagens necessarias para a introdugao e aprofundamento de novos topicos
relacionados ao tema, sendo um deles a representacao espacial. Assim, “o aluno podera
entdo desenvolver o0 seu conceito de simetria, percebendo que este ndo se restringe apenas a
igualdade das formas, mas também se relaciona com alguns tipos de transformagdes, espaciais
ou temporais” (Matos, 2011, p. 21).

Nesse sentido, Matos (2011) afirma que um dos impactos significativos, que o estudo da
simetria contribui para a formagao do aluno, é o desenvolvimento da capacidade espacial, a qual
faz-se presente em diversas circunstancias na vivéncia dos individuos, entres elas a leitura de
mapas. Segundo a autora, essa situacao é consequéncia de atividades, que nao sé incentivam
a comparacao entre figuras e objetos em diferentes posicdes e orientacao, como também a
reconhecer a simetria entre eles e o0 eixo de simetria.

Santos e Tales (2012) discorrem que ha diversos meios para abordar a simetria na
Educacao Basica, mas a discussao dessa tematica por meio do didlogo entre ela e a arte
acarreta incontaveis oportunidades de ensino, as quais contribuem para o desenvolvimento de
novos significados e a construcdo do conhecimentos, além de estimular a participagao ativa
dos educandos, ja que pode instigar o interesse dos mesmos para as discussoes propostas no
ambito escolar.

Enquanto na matematica a simetria é identificada como transformag¢des geométricas, as
quais mantém as figuras inalteradas, na arte, € analisada como um dos elementos organizadores
do campo visual, sendo uma ferramenta que auxilia a reconhecer as representagées graficas do
movimento em objetos e imagens, por meio de padrdes como alternancia, repeticao, translacdes
e entre outros. Diante disso, a partir das ideias de Bastos (2006), Matos (2011) enfatiza que a
observacéao de recursos artisticos por um viés simétrico, indica as conexdes entre a geometria

com outras areas de conhecimento. Dessa forma,

Perceber que ideias tdo importantes como as de ordem e de simetria desempenham
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um papel central no processo de construgdo do conhecimento humano, por si sé, ja
justifica o seu ensino e a importéancia que lhe é atribuida nos programas ao longo do
ensino basico, nas areas da matematica e das artes visuais. (Matos, 2011, p. 21)
A vista disso, Santos e Tales (2012) ao analisarem a interdisciplinaridade entre a Arte e
a Matemética nos livros didaticos, mais especificamente, a interlocu¢ao entre as Artes Visuais
e os conteudos que englobam a Geometria, constatam que a conexao entre essas esferas do
conhecimento, é muito mais que uma unido entre duas disciplinas, ja que acaba sendo uma
atitude politica, cujo objetivo é romper com a metodologia tradicional no ensino de matematica.
Em relacdo ao processo de ensino e aprendizagem de matematica, convém ressaltar que
0 mesmo vem passando por mudancas em virtude da necessidade de romper com o ensino
pautado na tendéncia tradicional, em que o professor assume a posi¢ao central em sala de aula,
e é considerado o Unico detentor do conhecimento, cabendo aos alunos o papel passivo e 0
dever de memorizar, reproduzir nas listas de exercicios e nas provas os assuntos estudados.
Destarte,
[...] é possivel fugir da velha forma baseada na repeticdo que parece ser cheia de
conhecimentos que ndo mudam, e que se deve decorar e saber reproduzir aquilo que o
professor diz, muito freqliente na sala de aula de matematica, deixando pouco espago
para a criatividade e desenvolvimento do raciocinio légico. (Chaves, 2008, p. 12)
Nesse mesmo contexto, Sabba e Cavalcante (2015) observam que o intuito dessas
transformacgdes € propor um processo de ensino que incentive a participagao ativa dos educandos,
desenvolvendo os conceitos matematicos a partir de situacdes que fazem parte das vivéncias
dos mesmos, contribuindo para que a construcdo do conhecimentos seja mais significativa, por
conseguinte a aprendizagem de matematica ocorrera de fato. “Essa tendéncia permite tornar
0 conhecimento matematico, algo com mais sentido, ampliando o olhar dos alunos em outras
direcdes além de representar apenas operacdes com nimeros € letras sem apresentar, para
alguns, um sentido l6gico e aplicado” (Sabba; Cavalcante, 2015, p. 2). Assim, deixa-se de focar
apenas no ensino de conceitos, almejando também promover circunstancias que contribuam
com o desenvolvimento do raciocinio, da criatividade e do pensamento critico dos estudantes.
Dessa forma, Zago e Flores (2010) enfatizam o consenso entre 0os educadores matematicos
de discutir a matematica na Educacéo Basica de forma contextualizada, uma vez que as relagoes
entre os conteludos discutidos com as situagdes cotidianas torna o processo mais significativo.
Para enfatizar essa ideia, as autoras utilizam os conceitos geométricos como exemplos, uma
vez que segundo elas, se estes forem trabalhados no ambiente escolar a partir de um enfoque
muito distante das suas aplicacdes, ou seja, por uma perspectiva muito tedrica sem reflexdes
sobre as suas utilidades na pratica, podem acarretar em limitacées na sua aprendizagem,
por conseguinte os alunos podem manifestar dificuldades ao relacionar as tematicas. Isso
porque, “a aprendizagem nao significa, meramente, acumulacéo de conhecimentos, implica uma
compreenséao, de forma harménica, de como esses conhecimentos podem ser utilizados de
modo a fazer a diferenca no cotidiano e nas experiéncias vividas pelos alunos” (Gusmao, 2013,
p.131).
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Chaves (2008) exalta a importancia em trabalhar a matematica em comitante com outras
areas de conhecimento, pois ao usufruir das ideias de D’Ambrésio (2005), observa que a
matematica foi um mecanismo utilizado pelos individuos, no decorrer dos anos, para compreender,
sobreviver e coexistirem na sociedade, considerando o contexto social e cultural que vivenciam.

Por este angulo,

O ensino de matematica, centrado em si mesmo, limitando-se a exploragéo de contetudos
meramente académicos, de forma isolada, sem qualquer conexao entre seus préprios
campos ou com outras areas de conhecimento, pouco tem contribuido para formagao
integral do aluno, com vistas a conquista da cidadania. (Brasil, 1997, p. 26, apud
Chaves, 2008, p. 11)

Sabba e Cavalcante (2015), baseadas nas ideias de Sabba (2004), ressaltam que uma
forma de atrair os estudantes para os contetdos discutidos em sala é por meio da beleza dos
objetos, ou seja, através de arte, pois “ a arte € algo que esta inserido em tudo que se olha,
e certamente é percebida pelos alunos, sem que haja nessa percepcao a rigidez de alguns
conceitos ou conteldos da matematica” (Sabba; Cavalcante, 2015, p.2). Nesse sentido, é
fundamental estimular os estudantes a criarem relagdes entre ambas as disciplinas e discuti-las
em sala.

Chaves (2008), em sua pesquisa, tinha o propésito de estudar como a arte poderia
contribuir e motivar o processo de ensino e aprendizagem dos conteldos de matematica, assim
apontou que como as artes apresentava muita geometria em sua composi¢ao, € uma 6tima
oportunidade aborda-las em sala de aula de forma conectadas. Sendo que, como mostrado por
ele, essa conexao esta sustentada pelos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), ao destacar
a importancia em utilizar os recursos artisticos, tais como obras de arte, pinturas e desenhos,
para auxiliar os alunos a criarem relagdes entre a matematica e outras esferas do conhecimento.

Assim, segundo Flores (2016) a arte acaba sendo uma ferramenta que contribui para
trazer significado e sentido a matematica. Por meio das ideias de Franco (2013) e Mendes
(2008), a autora destaca que a interdisciplinaridade entre essas duas disciplinas, corrobora na
construcao do conhecimento, o qual torna a aprendizagem mais agradavel e atrativa, além de

colaborar no desenvolvimento da imaginacao e criatividade do estudante.

4.1 INTERDISCIPLINARIDADE ENTRE A MATEMATICA E A ARTE

Santos e Tales (2012), ao discutirem sobre a interdisciplinaridade, a qual passou a ser
estudada com mais afinco no final da década de 60, observam que é fundamental compreendé-la
a fim de evitar problemas em sua pratica. Para elas, a interdisciplinaridade é “a inter-relagao
entre duas ou mais disciplinas, sem que nenhuma se sobressaia sobre as outras, mas que se
estabeleca uma relacdo de reciprocidade e colaboracéo, com o desaparecimento de fronteiras
entre as areas do conhecimento” (Richeter, 2008, p. 85, apud Santos; Tales, 2012, p. 294).

Flores (2016) atenta que ha uma visao utilitarista da arte, a qual acaba sendo considerada
apenas como uma ferramenta para dar sentido a matematica. Em contrapartida, a autora
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apresenta uma outra perspectiva sobre o papel da arte no processo de ensino e aprendizagem
de matematica, o qual esta ancorado na arte como meio de praticar diferentes pensamentos,
sendo assim estimular o raciocinio e a reflexao, ja que a imagem leva o individuo a questionar e
problematizar as situagdes. Dessa forma, “[...] pensar ndo € somente ‘raciocinar’ ou ‘calcular’ ou
‘argumentar’;, como nos tém sido ensinado algumas vezes, mas é sobretudo dar sentido ao que
SOmMos e ao que se nos acontece” (Larrosa, 2014, p. 16, apud Flores, 2016, p. 507).

A arte € um meio em que as pessoas conseguem expressar sentimentos, pensamentos,
formas de agir e de se relacionarem na sociedade, isto €, ndo representa apenas ideias, mas
também trata-se de uma manifestagao filosofica, cultural e social, contribuindo para a significagao
de objetos essencial no desenvolvimento do conhecimento, evidenciando assim o quanto ela é
indispensavel na educacao. (Zago e Flores, 2010)

Posto isto,

[...] essarelagao deve ndo somente aparar o ensino com métodos e técnicas, tampouco,
proporcionar um ambiente de significagao, de recriagdo, e de ensino de conceitos
matematicos e geométricos, mas, valorizar a criatividade e a visualizagdo donde a

geometria & apenas uma sugestéo para olhar e pensar a arte. (Zago; Flores, 2010, p.
353)

Em relagédo ao exposto acima, Flores e Kerscher (2021) evidenciam duas perspectivas na
interacao entre Arte e Matematica: uma em que se aprende matematica pela arte e a outra em
que se aprende com a arte. A primeira esta relacionada com uma abordagem interdisciplinar
em que a arte € um mecanismo de contextualizagao, visualizacao e identificacdo de saberes
matematicos, ou seja, a arte passa a ser uma ferramenta para tornar a aprendizagem matematica
mais significativa. Sendo assim,

[...] aprender Matematica pela Arte tem sido baseado, normalmente, pelo reconhecimento
de formas geométricas, pela materializagao de conceitos abstratos e identificagcao de

conhecimentos diversos da geometria e da Matematica, em que a atividade cognitiva e
mental desenvolvem um papel primordial. (Flores; Kerscher, 2021, p.25)

Segundo as autoras, essa situacdo decorre de uma heranga cultural em que o enfoque
do pensamento educacional esta vinculado com a concepg¢ao de que a aprendizagem ocorre
a partir da assimilagdo do conhecimento, como se este fosse adquirido. Assim, para elas a
ideia de aprendizagem acaba tendo como base a repeticao de ordens e regras, cujo objetivo é a
representacdo e apropria¢do, sendo evidenciada até na origem da palavra “aprender”. Quanto a
aprender Matematica com a Arte, Flores e Kerscher (2021) utilizam as ideias de Deleuze (2006),
ao evidenciar a diferenca entre aprender como alguém, voltada para a repeticao e imitagao, ou
seja, aprender de forma semelhante a outro individuo, para aprender com, isto é, a partir da
ajuda ou orientacao de alguém, por exemplo, um professor ou colega de sala, pois “aprendemos
que qualquer relagao, com pessoas, com coisas, possui o potencial de mobilizar em nés um
aprendizado” (Flores; Kerscher, 2021, p. 27).

Em relagdo a busca por uma aprendizagem mais significativa, Gusmao (2013) observa
que utilizar a experiéncias e o contexto social que os alunos vivenciam é fundamental para
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atingir tal intento, uma vez que “é atribuindo significacdes as suas experiéncias que o aluno pode
aprender sentidos e adquirir conhecimentos que possam auxilia-lo a compreender-se” (Gusmao,
2013, p. 87). Nesse cenario, a autora evidencia a importancia em trabalhar a Arte e a Matematica
interligadas, pois além de fazer parte do cotidiano dos individuos, elas sempre se conectaram na
histérica da sociedade, de modo que a interlocugéo entre elas na sala de aula ira contribuir para
a formacéao integral dos educandos,

A educagao matematica pela arte, ou a arte na educagao matematica, pode desenvolver
estas capacidades: pensamentos, ideias, imaginagao, emogao, concepgoes, sensibilidade,
e cooperar no trabalho para unir, de forma harménica, agradavel e saudavel a teoria e

a pratica, tornando a matematica mais humanizada. (Gusmaéo, 2013, p. 77)

Entretanto, para a autora, na instituicdo escolar a matematica apresenta posicao de
destaque em relagcao as outras disciplinas, especificamente sobre a arte, pois a segunda “ainda
€ tratada e desenvolvida, em muitas salas de aula, como um mero lazer, uma distragédo entre as
atividades ‘sérias’ das demais disciplinas” (Gusmao, 2013, p. 128). Dessa forma, é indispensavel
refletir sobre a forma com que a conexao entre essas areas de conhecimento sera desenvolvida
no ambiente educacional, ja que, segundo a autora, a interdisciplinaridade entre elas pode
contribuir para que o aluno tenha um outro olhar para a matematica. Sendo assim, € vital que
haja uma compreenséao e questionamento sobre qual perspectiva deseja-se desenvolver em sala
de aula, visto que

Sob a méscara da interdisciplinaridade, por exemplo, muitas delas acabam reforgando
categorias disciplinares, dicotomias entre conhecimento e realidade que, muitas vezes,
levam a um ensino que, querendo ser significativo e contextualizado, acabam sendo
desprovidos de sentido, de vida. (Flores, 2016, p.510-511).

Para Barros (2017) a arte auxilia na investigacdo dos conceitos relacionados a Geometria,
contribuindo assim para a construgdo de um olhar critico, reflexivo do aluno referente a tematica,
e consequentemente ajuda no processo formativo dos mesmos. Mesmo que ambas as disciplinas
apresentam divergéncias em suas representacdes elas se conectam, “proporcionando ao
observador/aluno a constru¢do do pensamento visual do concreto ou/e do abstrato”(Barros,
2017 p.42). Nessa mesma analise, Rossi (2014) exalta a importancia em utilizar a arte e
relaciona-la com a matematica, pois além de conseguir contextualizar os conceitos matematicos,
permite o estudante compreender que estes estao presentes em situacdes do dia-a-dia.

A partir de Broitman e Itzcovich (2006), Santos e Tales (2012) expdem que o ensino
de Geometria contribui para a formacao cultural dos individuos, ja que trata-se de um modelo
de pensamento racional e dedutivo. Para a perspectiva cognitiva, “a Geometria é o campo da
Matematica que favorece aos aprendizes o desenvolvimento de um tipo especial de pensamento”
(Santos; Tales, 2012, p.295). Rossi (2014) afirma que a Geometria € uma area que permite o
docente aborda-la de forma concreta ao usufruir de diversos recursos didaticos, cabendo assim,
ao professor ter a vontade de utiliza-los. Além disso, a Geometria colabora para o estudante dar
significados e representagdes para as vivéncias em sociedade.
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Ainda, Barros (2017) aponta que o estudo da Geometria deve contribuir para que os
educandos consigam desenvolver o conhecimento referente a formas e figuras geométricas, bem
como a consciéncia de espaco tridimensional e bidimensional, conceitos muito utilizados na arte.
Em consideracao a isso, a matematica proporciona ferramentas para a arte, os quais muitas
vezes acabam sendo parametros para designar as obras considerando o periodo em que foram
desenvolvidas. “Por exemplo, um elemento importante que difere a arte renascentista da arte no
periodo medieval foi a utilizacdo da perspectiva na representacao plana de objetos do espaco
tridimensional” (Barros, 2017 p.44).

Em vista disso, segundo a autora, a andlise das obras de arte, e outro recursos artisticos
no processo de ensino e aprendizagem, ampliam a visao que os alunos apresentam do mundo, ja
que por meio dos significados escondidos nas obras e das percepg¢des que os alunos adquirem, a
partir de novos conhecimentos e das experiéncias vivenciadas no cotidiano, conseguem ampliar
o repertério individual e assim tecer conjunto de valores. Uma vez que “o estudo da arte de outros
povos e de outras culturas pode desenvolver o respeito pelos valores que governam os diferentes
tipos de relagdes entre os individuos de cada sociedade e em diferentes épocas”(Finguelernt;
Nunes, 2006, apud Matos, 2011, p. 30).

Nesse cenario, Santos e Tales (2012), a partir de Fazenda (1995), enfatizam que essa
abordagem interdisciplinar busca conectar horizontalmente diferentes campos do conhecimento,
0 que contribui para a construgdo de novos saberes, resultando em aprendizados mais amplos e
diversificados. Dessa maneira, a aprendizagem sera mais significativa para os educandos, pois
0S mesmos irdo conseguir aplicar na pratica todos os conceitos discutidos.

Dessarte, a interlocugdo entre a arte e a simetria desempenha um papel importante
no Ambito da educacéo, corroborando para a formacgao integral dos alunos, desenvolvendo o
pensamento critico, criativo, refletindo sobre a realidade na qual estdo inseridos. Essa situagao
transcorre, pois como discutido pelas autoras supracitadas, por intermédio dos recursos artisticos,
os estudantes podem refletir sobre os conceitos que englobam a simetria de uma maneira mais
significativa, visto que essas tematicas serdo exploradas por um carater mais diversificado e
criando interconexdes entre diversas areas, em vez de estruturar aulas cujo foco € memorizar e
repetir as informacdes passadas em sala, metodologia essa, que torna a aprendizagem limitada.

4.2 ESCHER

Nesta segao, sera esclarecido o motivo de escolhermos desenvolver a analise da Simetria
na Educacao Basica utilizando as obras de Escher como uma perspectiva artistica.

Maurits Cornelis Escher nasceu na cidade de Leeuwarden na Holanda no ano de 1898
e faleceu em 1972, tendo dedicado intensamente a sua vida para as artes graficas. Mesmo
apresentando dificuldade com a matematica, o artista utilizava intuitivamente os conceitos
geométricos em suas obras, sem conhecer formalmente as teorias em que 0s mesmos estavam
ancorados. (Alves, 2014)
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Nessa perepctiva,

As obras de Escher sdo um exemplo concreto de como as imagens podem facilitar
o entendimento de alguns conceitos geométricos, através de seus desenhos, numa
mistura de simetria e pavimentagéo do plano (tesselagao), ele faz com que o aluno
consiga melhor visualizar e destacar os tipos de transformagoes existentes, tornando-as
assim mais simples aos seus olhos. (Alves, 2014, p.11)

Alves (2014) observa que Escher se inspirava nos ornamentos do Palacio Mourisco de
Alhambra na Espanha, construido no século Xlll pelos arabes, para desenvolver suas obras,
porém optou em usar figuras reais como peixes, aves, répteis entre outras, pois eram mais faceis
de reconhecer em comparagao aos poligonos regulares utilizado pelos arabes.

Para Pinatti e Lorin (2014), por meio das ideias de Berro (2008), é cabivel utilizar as obras
de Escher para abordar diversos conteudos matematicos, “as obras de Escher traziam conceitos
matematicos que podem ser trabalhados em sala de aula pelo professor, [...], de modo que
fazer essa relacédo da Arte com a Matematica possa contribuir para uma aula menos cansativa e
tradicional” (Pinatti; Lorin, 2014, p. 7).

Dentro os conceitos matematicos que podem ser trabalhados nas obras de Escher, a
Simetria estd bem presente, ja que o artista utilizava da mesma para gerar equilibrio em suas
obras. De acorco com Pinatti e Lorin (2014), a simetria era vista como meio para fazer com que
uma mesma figura seja composta em duas partes iguais.

Como mencionado anteriormente, a forma com que simetria é ensinada acaba nao
criando relagdes com outras areas de conhecimento, “[...] focamos nas partes e perdemos a
nocao do todo, aprendemos apenas a separar, isolar e ndo se ensina a religar e conectar os
saberes” (Isidro, 2022, p. 21). Nesta perspectiva, ao estudar as obras de Escher os estudantes
conseguem criar conexdes entre os assuntos discutidos, pois trata-se de cenarios em que a
matematica esta presente, mas nao € o foco principal. Desse modo, “os alunos percebem a
presenca da Matematica em um contexto que até entdo nao teria ligacao nenhuma com ela, e
que nao é s6 os matematicos que utilizam a Matematica. Proporcionando assim, um novo olhar
para a Matematica” (Isidro, 2022, p. 26).

A vista disso, os educandos irdo perceber que da mesma forma que Escher utilizava
intuitivamente a matematica em suas obras, eles também usufruem dos conceitos matematicos
em diversas circunstancias no cotidiano, como ao fazer compras, cozinhar e nos jogos, o
que ira contribuir para que os mesmos consigam relacionar e conectar a pratica com a teoria
desenvolvida em sala de aula, ampliando assim o pensamento critico, o raciocinio légico e a
criatividade, tornando a aprendizagem mais significativa.
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5 SIMETRIA A PARTIR DE UMA PERSPECTIVA ARTISTICA

Neste capitulo iremos fazer uma analise de algumas obras de Escher para identificar os
tipos de Simetria presente em sua composicao.

Figura 5.1 — “Pégaso” de 1959

Fonte: Rosa et.al, 2021, p.8

Nesta obra, esta sendo trabalhado a simetria por translacdo. Como foi discutido no
capitulo 2, a translagao consiste no deslizar do objeto, por conseguinte “na simetria por translagao
todos os pontos de uma figura se ‘deslocam’ na mesma direcdo, no mesmo sentido e a mesma
distancia, sempre associadas a um vetor”. (Alves, 2014, p. 28)

O primeiro ponto a ser observado é que hé dois tipos de cavalos, os beges e os vermelhos,
e estes sao iguais do mesmo tamanho e formato, porém em posig¢des diferentes. Vale reforcar
que “[...] ndo se pode falar de «0» motivo. O mesmo desenho pode ser pensado considerando
motivos diferentes” (Carvalho et.al, 2016 p.148). Diante disso, considere o cavalo bege circulado
em azul representando o motivo, isto é, a figura basica, inicial Fy, que a partir das repetigées de
simetrias ira compor a obra. Assim, temos que os demais cavalos bege configuram uma funcao

S: [ — ][ talaue S(F) = F.
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Figura 5.2 — Representagdo de F, na
obra “Pégaso”

Fonte: Adaptada de Rosa et.al, 2021, p.8

Para o vetor U demarcado em preto na figura abaixo, tem-se que S,(F) = F + U, em que
S, representa a transformacgao em relagéo ao vetor i. Diante disso, para S,(F) o resultado
sera todos os cavalos beges que seguem a diregao desse vetor. O mesmo ocorre para o vetor
diagonal v demarcado em rosa, ou seja, temos S,(F) = F + V, com S, a tranformagao para
ao vetor V. Nesse caso, o resultado para S, (F) também seréo os cavalos em bege, porém na
direcdo de V.

Figura 5.3 — Representacdo para o Figura 5.4 — Representagédo para o
vetor U na obra “Pégaso” vetor V na obra “Pégaso”

Fonte: Adaptada de Rosa et.al, 2021, Fonte: Adaptada de Rosa et.al, 2021,
p.8 p.8

A mesma analise pode ser construida para os cavalos em vermelho, desde que seja
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determinada a figura inicial e os vetores que serdo observados.

Na obra “Bird Fish” também é possivel observar simetria por translagéao, basta considerar
uma figura inicial (motivo), a qual representamos em azul, e vetores pré-determinados, que na
obra a seguir estdo em preto (V) e em roxo (u).

Figura 5.5 — “Bird Fish” de 1938 Figura 5.6 — Representagao de Vetores
no “Bird Fish”

Fonte: Pagina Arte e Artistas'

Fonte:Adaptada de Pagina Arte e Artistas

A partir das analises feitas, temos que as obras “Pégasos” e “Bird Fish” sdo o resultado
de vérias composigcbes de simetrias de translacao com vetores em diregdes divergentes, por
isso nao podem ser consideradas como um Friso, j4 que, como visto anteriormente, os frisos
sao resultados de varias translagdes em uma Unica diregdo. No entanto, as obras podem ser
encaradas com um Papel de Parede ou Padrdo. Nao s6 isso, como também é importante reforgar
que a composicao de translagdes continuara sendo uma isometria, e mais especificamente uma
simetria, ja que como foi discutido no capitulo 2, a composi¢ao de isometrias € uma isometria.

No recorte da obra "Limite Circular IV", ilustrado na imagem abaixo, é possivel notar a
simetria de reflexdo, a qual ocorre quando um objeto é refletido por meio de um eixo linear, isto
€, 0 eixo de simetria, e assim “ é possivel fazer se corresponder ponto a ponto com a imagem
original’(Alves, 2014, p. 28).

1

Disponivel em<https://arteeartistas.com.br/biografia-de-maurits-cornelis-escher/>. Acesso em: 19 jun. 2023.


https://arteeartistas.com.br/biografia-de-maurits-cornelis-escher/
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Figura 5.7 — “Limite Circular IV” de 1960

Figura 5.8 — Recorte do “Limite Circular IV"

Fonte: Pagina Arte Artistas? Fonte: Adaptada de P4agina Arte e Artistas

Para o eixo de simetria criado em azul daremos o nome de segmento AB. A partir dele
podemos notar que dependendo da perspectiva analisada e da figura Fy, ou seja, 0 motivo, ha
diferentes simetrias de reflexdo em uma mesma obra. Assim, inicialmente iremos considerar a
figura destacada em verde como F.

Figura 5.9 — Representagdo do Eixo de Figura 5.10 — Representagao da figura
Simetria no recorte do inicial F; no recorte da
“Limite Circular IV” obra “Limite Circular IV”

Fonte: Adaptada de Pé&gina Arte e Fonte: Adaptada de P&agina Arte e
Artistas Artistas

A figura demarcada em rosa, denotaremos de F, assim é possivel observar que podemos
construir segmentos de reta (PP’) em que um dos extremos esta em Fy e 0 outro em F, tal que

2 Disponivel em<https://arteeartistas.com.br/biografia-de-maurits-cornelis-escher/>. Acesso em: 19 jun. 2023.


https://arteeartistas.com.br/biografia-de-maurits-cornelis-escher/
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ao intercederem o segmento AB, em um determinado ponto, este sera o ponto médio de PP'.

Figura 5.11 — Representagao da Figura i BF7
F na obra “Limite Circular igura 5.12 — Segmento na obra

v “Limite Circular 1V”

.V

Fonte: Adaptada de Pagina Arte e

Fonte: Adaptada de Pagina Arte e Artistas

Artistas

Dessa forma, concluimos que na obra analisada ha simetria de reflexao, pois conseguimos
estruturar uma transformacao Syp H — H em relagdo ao segmento AB, tal que cada

ponto da figura F se corresponde com os pontos de Fy, ou seja, Syg(F) = F.

Agora a nova Fy, é a figura demarcada em rosa e F a imagem em laranja. Similar ao

caso anterior, também podemos construir segmentos de reta em que um dos extremos esta

em Fy e o outro em F, de modo que a intercessao deles com AB é o ponto médio do préprio

segmento criado (PP’). Nesse sentido, como ha diversos segmentos que usufruem dessa

mesma caracteristicas, temos que para uma determinada transformacao cada ponto da figura

F se corresponde com os pontos de Fq, fazendo com que Sug(F) = F e assim concluimos que

existem varias simetrias de reflexdo na composi¢éo da obra.
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Figura 5.14 — Representacao do
segmento PP’ em relagéo
a nova Fy na obra “Limite
Circular IV”

Figura 5.13 — Representagdo da nova
Fo e F na obra “Limite
Circular 1V~

i T w7 F ¥ 3~ hi
Fopte: Adaptada de Pagina Arte e Fonte: Adaptada de Pagina Arte e
Artistas

Artistas

Carvalho et.al (2016) destaca que a obra “Limite Circular IV” pode ser classificada com
uma Rosetas ou Rosaceas por apresentar uma quantidade limitada de simetrias de reflexdo e
rotacdo, e esta organizada em um formato circular.

Uma abordagem alternativa para analisar a simetria de reflexdo é por meio dos recursos
disponibilizados no GeoGebra, o qual sera a ferramenta utilizada para estudar a obra de arte a
seguir. Nesse contexto, seguindo os procedimentos anteriores, vamos identificar a figura inicial
(circulada em vermelho) e o segmento de reta (AB) que servira como eixo de simetria.

Figura 5.15 — “Systematic
Study” de 1936

Fonte: Pagina WikiArt®
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Figura 5.16 — Fy na obra “Systematic
Study”

Figura 5.17 — Recorte da F, da obra
“Systematic Study” no
GeoGebra

&) &7 A ol 4= ¢

E

Fonte: Elaborada pela Autora

Fonte: Adaptada de Pagina WikiArt

Figura 5.18 — Segmento AB e recorte da
obra “Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela Autora

Disponivel em: <https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/systematic-study>. Acesso em: 23 jun.
2023.


https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/systematic-study
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Figura 5.19 — Recurso para a reflexdo em torno de uma reta no
GeoGebra

R[] [l O]€N] =]+
' ' ' ' “\ Refloxao em Relacso a uma Reta
,*" Reflexéo em Relac&o a um Ponto
.\Q Inversio
._;a « RotacBoem Torno de um Ponto

.}’ Translacao por um Vetor

o . * Homotetia

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.20 — Reflexdo do recorte da
obra “Systematic Study”

Figura 5.21 — Comparando a obra “Systematic
Study” com o resultado criado no
GeoGebra

?-
@

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Elaborada pela Autora

Assim, por intermédio do Geogebra, concluimos que ha simetria de reflexdo na obra, e
para isso bastou analisarmos o resultado da transformacao aplicada no motivo (figura inicial) e
compara-lo com a arte de Escher.

Segundo Alves (2014) a simetria de rotagao acontece a partir do giro de um determinado
objeto, de modo que independente da posi¢do observada a imagem continua a mesma. Esta
transformacao podemos estudar na obra “Shells and Starfish”.
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Figura 5.22 — “Shells and Starfish” de
1941

Fonte: Pagina WikiArt*

Para desenvolver a andlise da obra, além de determinar a figura F, (motivo), que esta
representada em azul, é necessario estabelecer o centro de rotagao, o qual chamamos de O,
conforme ilustrado nas imagens.

Figura 5.23 — Representagdo da nova Figura 5.24 — Representacao do centro
Fo na obra “Shells and de rotagdo O no “Shells
Starfish” and Starfish”

Fonte: Adpatda de Pagina WikiArt Fonte: Adpatda de Pagina WikiArt

Seja um angulo, tal que para a transformacao Spy : H — H Sop(F) = F. No
intuito de auxiliar na visualizagdo da simetria de rotacao, sera utilizado o recurso do GeoGebra.

4 Disponivel em: <https://www.wikiart.org/en/m-c-escher/shells-and-starfish>. Acesso em: 23 jun. 2023.


https://www.wikiart.org/en/m-c-escher/shells-and-starfish
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Dessa forma, fizemos um recorte da figura inicial para analisarmos as mudangas que ocorreram

considerando o angulo escolhido, além de apresentar os recursos utilizados.

Figura 5.25 — Recorte da F, da obra “Shells and
Starfish” no Geogebra

ke " IR DR S s, Tl ) A SN T O
W |l o7 | T | 1 N80 || N z. PR i

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.26 — Recurso do GeoGebra para a rotagao

& || oA~ A @] O] £ |[ 3] 222 ]| 9
_\; Reflexso em Relacgo a uma Reta
,*" ReflexZo em RelacZo a um Ponto
N7 Inversao
:\f, + Rotacio em Tormno de um Ponto
./?' Transiacac por um Vetor

| Homotetia

Fonte: Elaborada pela Autora
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Figura 5.28 — Resultado de Spy para
0 =90°

Figura 5.27 — Angulo de 90° para a F da obra “Shells and
Starfish”

|
— Rolacdo em Torno de um Ponto i

Angula
an* 25

@® centidoanti-horario  (O)  sentido horario

CANCELAR 0K

Fonte: Elaborada pela Autora

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.29 — Resultado de Spy para Figura 5.30 — Resultado de Spp para
0 = 180° ¢ =270°

Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora

Diante das imagens expostas, para cada angulo escolhido, a F, resulta em uma determina-
da figura, de modo que a composicao dessas simetrias de rotagdo culminam em blocos composto
por quatro estrelas e quatro conchas.
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Figura 5.31 — Comparando o bloco formado no GeoGebra
com a obra “Shells and Starfish”

Fonte: Elaborada pela Autora

Um outro ponto interessante que pode-se notar é que dependendo do motivo escolhido
(Fo) ha uma translacao, evidenciando que algumas obras de Escher apresentam varios tipos de
simetrias, dependendo da perspectiva do telespectador ou do aluno. Dessa forma, para a figura
inicial demarcada em rosa, conseguimos identificar trés tipos de transla¢éo, uma para o vetor em
azul (na horizontal), uma para o vetor em vinho (na vertical) e por fim uma para o vetor em verde
(na diagonal).

Figura 5.32 — Translagdo na obra Figura 5.33 — Translag&o na obra
"Shells and Starfish”: "Shells and Starfish”:
vetor na horizontal vetor na vertical

Fonte: Adpatda de Pagina WikiArt Fonte: Adpatda de Pagina WikiArt
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Figura 5.34 — Translagdo na obra
"Shells and Starfish”:
vetor na diagonal

Fonte: Adpatda de Pagina WikiArt

Na obra “Lizard” também conseguimos identificar simetrias de rotacdo. Diante disso,
iremos seguir a mesma linha de raciocinio utilizado na obra “Shells and Starfish”, isto &, sera
determinado a figura inicial (Fy) e analisado o seu recorte no GeoGebra.

Figura 5.35 — “Lagartos n° 56 (Lizard)” de

1942 Figura 5.36 — Fy na obra “Lizard

Fonte: Adaptado de Alves, 2014 p. 46

Fonte: Alves, 2014 p. 46

Para prosseguir com o nosso estudo, é necessario determinar o centro de rotagdo. A
vista disso, primeiramente iremos considerar o ponto C, como o centro, e 6 = 180°, tal que para

Sc.1s00 : H — H tal que Sg 1g0°(F) = F.



75

Figura 5.37 — Recorte da Fy da obra “Lizard” no Figura 5.38 — Centro de Rotagdo (ponto C) no
GeoGebra recorte da obra “Lizard”
@ Al Bl @D & ]| ) i AL~ ::i @] £ e B

Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.40 — Comparando Sg g0 formado no GeoGebra

Figura 5.39 — Resultado de S¢ ¢ para
com a obra “Lizard”

O = 180° na obra
“Lizard”

Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora

Entretanto, se alterarmos o centro de rotacao para o ponto A, mas mantendo a mesmo Fy,
atentamos que havera outra simetria de rotagéo, com Sy 1g9e : H — H tal que S, 1500 (F) = F.
Isso significa, que a obra “Lizard” é composta por um agrupamento de simetria de rotagao,
contendo diferentes centros e figuras iniciais. Em relagdo as diferentes F, decorre que ha
coloragdes distintas de lagartos na obra, a nossa andlise foi voltada para os lagartos beges,

porém a mesma ideia ocorre para os lagartos laranjas e pretos.



Figura 5.42 — Resultado de
Sa 1800

Figura 5.41 — Centro de Rotagdo (ponto A) no
recorte da obra “Lizard”

AP eeE =l

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.43 — Comparando S4 1g9ocom a obra “Lizard”

Fonte: Elaborada pela Autora
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Por intermédio da obra “Unicérnio” é possivel analisar a simetria de reflexao deslizante, a

qual consiste na combinacao da reflexdo e da translagéo, isto €, um determinado objeto apos ser

refletido em relagéo a um determinado eixo, é deslocado para uma determinada diregéo. Nesse

sentido, considere o recorte da figura basica (Fy) demarcada em azul.
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Figura 5.44 — “Unic6rnio” de 1950

o

Fonte: Alves, 2014, p.46

Figura 5.45 — F, da obra “Unicérnio” Figura 5.46 — Recorte da F, da obra
“Unicérnio” no GeoGebra

R R So s P AR K

Agora imagine um eixo de simetria estruturado a partir do segmento de reta AB, tal que
a transformacao S, em relacao a esse eixo, resulte em uma reflexao de F,. Este novo objeto
chamaremos de F;. Em seguida, € preciso determinar um vetor e sua dire¢do, para entao
transladar F;, esta nova figura denominaremos de F».



Figura 5.47 — Eixo de Simetria AB e o
recorte da obra “Unicérnio”

Figura 5.48 — Reflexdao de Fy na obra

E Al LA B & 2] AN b “Unicérnio”

m

Fonte: Elaborada pela Autora

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.49 — Vetor Escolhido (4) na
obra “Unicornio”

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.50 — Recurso utilizado para a Translagdo no GeoGebra

Y | B = "
B[] e =l o G: &) d§, :\' 2| P

}\: Reflexdo em Relacéo 2 uma Reta
.»" Reflexdo em Relacdo & um Panto
how 5

o Inversao

.: » Rotacdo em Tormno de um Ponio

<% Translacso por um Valor

.+ Homotetia

Fonte: Elaborada pela Autora
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Figura 5.51 — Translac&o da figura F; Figura 5.52 — Analise de Fy e F; na
obra “Unicérnio”

Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.53 — Diminuigao da distancia
entre Fp e 0 eixo de
simetria

Figura 5.54 — Resultado da
Reflexdo Deslizante
“Unicérnios” com o
GeoGebra

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Elaborada pela Autora

Em sintese, a analise feita para um motivo gera uma parte dos unicérnios que compdéem a
obra, isto significa que para termos a composicao inteira € preciso desenvolver o mesmo estudo
considerando outras figuras iniciais, isso ocorre pois ha simetrias de reflexdes deslizantes com
vetores e eixos de simetrias diferentes.

A obra a seguir também apresenta simetria de reflexao deslizante, de modo que, analogo
ao caso anterior, iremos destacar, a partir de um recorte, a figura inicial (circulada em vermelho),
0 segmento de reta (eixo de simetria) e o vetor que determinara a translacgao.
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Figura 5.55 — “Regular Division of The Figura 5.56 — Recorte da obra “Regular
Plane IV” de 1957 Division of The Plane IV”

Fonte: Pagina WikiArt® Fonte: Adaptada de Pagina WikiArt

No GeoGebra iremos dispor o recorte da figura F, (destacada em azul), o segmento de
reta (AB), que representara o eixo de simetria, e o vetor (). Nesse cenario, F; sera a figura
refletida e F, a transladada.

Figura 5.57 — Fy da obra “Regular

Division of The
Plane IV” Figura 5.58 — Recorte da F; e

segmento AB no
GeoGebra

A S
)

Fonte: Adaptada de Pagina WikiArt

Fonte: Elaborada pela autora

Disponivel em: <https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/regular-division-of-the-plane-iv>. Acesso
em: 27 jun. 2023.


https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/regular-division-of-the-plane-iv
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Figura 5.59 — Reflexdo da Fy

na obra “Regular Figura 5.60 — Vetor & na obra
Division of The “Regular Division of
Plane IV~ The Plane IV”

Fonte: Elaborada pela autora
Fonte: Elaborada pela autora

Figura 5.61 — Translagao de F; na obra Figura 5.62 — Andlise de Fy e F, na
“Regular Division of The obra “Regular Division of
Plane IV” The Plane IV”

Fonte:Elaborada pela autora Fonte: Elaborada pela autora

Um ponto muito importante a ser destacado € que ha outra translagdo na imagem além da
realizada pelo vetor 4. Assim, iremos adotar outro vetor (V) é a nova figura formada chamaremos
de F;.



Figura 5.63 — Vetor ¥ na obra
“Regular Division of
The Plane IV”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 5.65 — Analise de Fy, e F3 na
obra “Regular Division
of The Plane IV”

Fonte: Elaborada pela Autora
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Figura 5.64 — Translacdo de F, a
partir do vetor v

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.66 — Resultado da Reflexao
Deslizante “Regular
Division of The Plane
IV” com o GeoGebra

Fonte: Elaborada pela Autora
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Figura 5.67 — Comparagdo entre a Reflexao
Deslizante com o recorte da obra
“Regular Division of The Plane IV”

Fonte: Elaborada pela Autora

A obra “Symmetry Drawing” exibe tanto a simetria de rotagdo quanto a de translacéo.
Para conduzir nosso estudo, iremos considerar a tartaruga destacada em preto como a figura
inicial.

Figura 5.68 — “Symmetry Drawing” de
1948

Fonte: Pagina WikiArt®

Disponivel em: <https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/symmetry-drawing>. Acesso em: 27 jun.
2023.


https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/symmetry-drawing
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Figura 5.69 — Fy na obra “Symmetry
Drawing”

Figura 5.70 — Recorte da Fy da obra
“Symmetry Drawing” no
GeoGebra

&)~ L0 4N =%

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Adaptada de Pagina WikiArt

Observa-se que na obra ha diversas translagdes, as quais sao determinadas por vetores
gue seguem direcbes diferentes. Nesse interim, vamos considerar os vetores U e V, tal que
S,F) = F+de S,(F) = F + V. Isso significa que as figuras irdo se manter iguais a figura
inicial (Fp), mas deslocadas em outras diregdes, conforme exemplificado abaixo com o auxilio do
GeoGebra.

Figura 5.72 — Translacdo da Fy
Figura 5.71 — Vetores e Vcom considerando 0s

o recorte da obra vetores e V
“Symmetry Drawing”
no GeoGebra

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Elaborada pela Autora

Quanto a simetria de rotagéo, a obra também contém diversas, com centros de rotagao
diferentes, dependendo do motivo analisado. Diante disso, vamos considerar o centro de rotacao
C na figura Fy, os centros Ae Oem F; = Sy(Fy) e F, = S, (Fo) respectivamente, e 6 ~ 120°.
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Figura 5.73 — Centro de Rotagéo O, A,
e C nas figuras Fy, F; e Figura 5.74 — Resultado da Rotacéo
F> em Fy com 0 ~ 120°

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 5.75 — Resultado da Rotagéo
da figura F; e > com
# =~ 120° tanto no

sentido ] horario quanto Figura 5.76 — Comparag&o entre o Resultado
anti-horario da Rotagdo com a obra
“Symmetry Drawing”

Fonte: Elaborada pela Autora

Fonte: Elaborada pela Autora

Apoés a analise das obras de Escher, fica evidente a importancia de promover situagoes
na Educacao Bésica que conectem a arte e a matematica, uma vez que a interdisciplinaridade
entre essas areas, além de ampliar a aprendizagem dos conceitos vinculados a simetria, auxilia
no desenvolvimento da criatividade e imaginagao, além de estimular o pensamento critico e
investigativo, jA que como as obras podem ser analisadas por diferentes perspectivas € uma
6tima oportunidade para os educandos exercitarem a criticidade ao questionarem as perpeccoes
que possuem da realidade. Isso ocorre, pois Escher utilizava em suas obras: ilusdes de 6ticas,



86

construcoes impossiveis, padrdes e tendéncias compostas por simetrias e transformacoes
geométricas.

Além disso, na tentativa de identificar esses padroes, os educandos desenvolvem
habilidades de reconhecimento, as quais sao vitais para a resolucao de problemas em diversas
esferas do conhecimento, mas também compreende os momentos em que estas se conectam.
Um outro ponto a destacar, € que a utilizagao desses recursos artisticos incentiva a participacao
ativa e a troca de experiéncias em sala, pois como as obras podem ser analisadas por diferentes
panoramas, dependendo da bagagem cultural e individualidade de cada aluno, torna um ambiente
propicio para a troca de informacgodes, visto que os mesmos podem compartilhar com os colegas
as conclusdes e percepgdes que tiveram por meio da andlise das obras, nao sé em relacao aos
conteudos matematicos, como também os sentimentos que tiveram a partir dessa experiéncia,
incentivando assim, o desenvolvimento integral do estudante.

Ademais, como visto nas questdes que envolvem a simetria, ha muita resolugao intuitiva
das atividades, e consequentemente muito alunos ndo compreendem de fato a matematica
envolvida. Assim ndo esperamos abordar formalmente a definicdo de simetria moderna e das
transformagoes geométricas (reflexao, translacao, rotacao), pois por estarem na Educacao
Basica, e dependendo do ano escolar que se encontram, os educandos nao terdo bagagem
tedrica suficiente para compreender essas definigdes.

Entretanto, cabe ao professor ter esse conhecimento tedrico quanto aos conceitos
vinculados a simetria, para evitar discutir a mesma de forma limitada, e partir de uma linguagem
clara, abordar esses tépicos na Educacao Basica, estimulando a percepcéo intuitiva, mas a
medida que for possivel, ir ampliando as discussdes referente a essa tematica. Nesse sentido,
refletir sobre a invariancia de figuras e objetos, e as diferentes classificacdes de simetria, além
de relacionar com outros conceitos da propria matematica, tais como fungéo, angulo, segmentos
de reta, aumentando o repertério que os alunos possuem. Para que isso ocorra, € fundamental
vincular essas questdes com situacdes do cotidiano e com outras areas de conhecimento, como
a arte, para que os estudantes consigam criar relagdes e a aprendizagem seja significativa.
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6 RECURSO DIDATICO PARA O ENSINO DA SIMETRIA

No capitulo anterior foram explorados os tipos de simetria presentes nas obras de
Escher, e para isso empregou-se algumas ferramentas disponibilizadas no Geogebra. Apos
a apresentacao da primeira parte deste trabalho, em especifico do capitulo 5, foi observado
pelos professores da banca o quanto é importante utilizar o Geogebra para o processo de
ensino e aprendizagem, além de auxiliar na analise das obras sob outras perspectivas. Nesse
cenario, o presente capitulo consiste em um estudo deste software, destacando outros recursos
da plataforma que colaboram para os alunos observarem as obras por outros angulos, o que
desenvolve habilidades fundamentais na resolugéo de problemas no cotidiano. Assim, o intuito é
analisar o Geogebra como um recurso didatico, isto €, um instrumento que colabore no processo
de ensino e aprendizagem.

Com relacao a diferentes recursos didaticos em sala de aula, Araujo e Gitirana (2000)
destacam que os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) apresenta a importancia de utilizar
as tecnologias como ferramenta pedagdgica, por “auxiliar no processo de construgdo do
conhecimento e servir como meio para desenvolver a autonomia do aluno, possibilitando pensar,
refletir e criar solucdes para os problemas enfrentados” (Araljo; Gitirana, 2000, p. 2).

Neste mesmo cenario, Silva (2019) evidencia que os documentos oficiais, como a Base
Curricular Nacional Comum (BNCC), propde que o estudo da simetria ocorra por meio de software
de geometria dindmica e outros materiais, tais como papel quadriculado. O autor enfatiza que as

tecnologias podem ser aliadas no processo de ensino e aprendizagem, uma vez que

[...] o professor deixa de ser o detentor do conhecimento passando a ser o mediador
deste conhecimento, estando presente para fazer o intercambio entre as informagdes e
0 conhecimento com o estudante, levando o professor a ensinar os alunos a pesquisatr,
observar e discutir os resultados, auxiliando o educando a construir o conhecimento de
forma auténoma e objetiva (Silva, 2019, p. 33).

A vista disso, dentre os software disponiveis, 0 Geogebra mais se destaca no ensino de
Matematica.

6.1 SIMETRIA E O GEOGEBRA

Segundo Nascimento (2012) o Geogebra é um software de mateméatica dindmica, desenvol-
vido por Markus Hohenwarter. Além de ser gratuito, contribui para a aprendizagem de diversos
conteudos matematicos em todos os niveis de ensino, ou seja, tanto na Educacao Basica, como
no Ensino Superior. Isso ocorre, pois o software possui diversos recursos de geometria, de
algebra e da estatistica, possibilitando a construgao de tabelas, graficos, planificagdes de sélidos,
s6lidos em 3D e entre outros. Dessa forma, “o0 GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar,
ao mesmo tempo, representagdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si”
(Nascimento, 2012, p.113). Assim, quanto ao estudo da Simetria, o0 Geogebra contribuiu para
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enriquecer as percepgoes dos alunos, ampliando seu repertério e prevenindo que a abordagem
desta teméatica seja limitada.

Como vimos no capitulo anterior, para identificar a simetria presente em uma obra de arte,
€ preciso determinar o motivo, isto €, a figura inicial que sera estudada, para assim reconhecer o
padrdo na composi¢cdo. Uma outra forma de explorar as simetrias nas obras do artista Escher é
analisar os segmentos, que ao sofrer um conjunto de transformacdes, compdéem o motivo da
obra. Para tal estudo, as ferramentas do Geogebra sao fundamentais, uma vez que contribuem
para a construgao de figuras e objetos compostos por simetrias.

Na obra “Symmetry Watercolor 106 Bird”, do artista Escher, constatamos que, além de
apresentar simetria de translacdo em sua composi¢ao, ao adotarmos um dos passaros como
motivo, notamos que 0 mesmo pode ser criado a partir da translacao de dois segmentos. Dessa
forma, no intuito de realizar essa andlise, ou seja, auxiliar na visualizagao e na identificacao
dos segmentos que serdo observados, optamos em utilizar um recorte da figura inicial da obra.
Para desenhar os segmentos utilizamos uma ferramenta do Geogebra denominada Caminho
Poligonal, o qual representa um conjunto de segmentos sucessivos. ldentificamos na obra dois
caminhos poligonais, o caminho CP1 e o CP2.

Figura 6.1 — “Symmetry Watercolor 106
Bird” de 1959

Fonte: Pagina WikiArt'

Disponivel em: <https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/symmetry-watercolor-106-bird>. Acesso
em: 7 jan. 2024


https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/symmetry-watercolor-106-bird

Figura 6.2 — Recorte da figura Inicial da obra “Symmetry Watercolor 106 Bird”
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Fonte: Elaborada pela autora

Caminho Poligonal - Recurso do Geogebra
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Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.4 — Representagdo do Caminho Poligonal - CP1

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.5 — Representagéo do Caminho Poligonal - CP2

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.6 — Caminhos  poligonais  (CP1 Figura 6.7 — Andlise dos caminhos
e CP2) na obra “Symmetry Poligonais criados na obra
Watercolor 106 Bird” “Symmetry Watercolor 106

Bird”

Fonte: Elaborada pela autora Fonte: Elaborada pela autora

Ap6és a fixagado dos pontos C, L e S dos caminhos poligonais e da remogao da imagem
de fundo, visto que os segmentos a serem estudados foram determinados, estabelecemos os

vetores.

Figura 6.8 — Pontos C, L e S fixados

Fonte: Elaborada pela autora

Para contribuir com a determinacdo dos vetores, utilizou-se o recorte da obra como
referéncia, ou seja, estudamos a distancia que os caminhos poligonais precisavam transladar,
a fim de determinar o tamanho e a dire¢ao dos vetores. Dessa forma, cabe destacar, que as
demais obras que serdo analisadas neste capitulo, os vetores foram obtidos seguindo essa

mesma perspectiva.



Figura 6.9 — Andlise dos vetores iU e V
(utilizando o recorte da obra
“Symmetry Watercolor 106
Bird” )

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.11 — Translagdo de CP1 em
relacdo a d (obra “Symmetry
Watercolor 106 Bird”)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura6.10 —Vetores & e V (obra
“Symmetry Watercolor 106
Bird”)

CP2

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.12 — Translagcdo de CP2 em
relacéo a v (obra “Symmetry
Watercolor 106 Bird”)

cPz

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.14 — Resultado final das
translagdo dos caminhos
poligonais em “Symmetry

Figura 6.13 — Andlise da Simetria de
Reflexdo dos caminhos

poligonais na obra o
“Symmetry Watercolor Watercolor 106 Bird
106 Bird”

Fonte: Elaborada pela autora Fonte: Elaborada pela autora

Diante do exposto acima, concluimos que de fato € possivel construir uma figura inicial
da obra “Symmetry Watercolor 106 Bird”, por meio de simetrias de translagao de dois conjuntos
de segmentos. Além disso, notamos que se realizarmos uma sequéncia de translagdes
iremos compor uma representagao inteira da obra. Nesse ambito, podemos utilizar o comando
“Sequéncia” do Geogebra, que farda uma sucessao de simetria de translacao.

Para utilizar esse recurso, precisamos determinar o objeto que sera transladado, um vetor,
€ a quantidade de vezes que o comando devera ser executado. Dessa forma, para transladar
CP1 em relagéo ao vetor i, empregamos o comando “Sequéncia(Transladar(CP1, s  U), s, 0,
n, 1)", com s representado uma variavel, a qual indica que estamos trabalhando com multiplos
do vetor escolhido. J& (0, n), determina o valor minimo e maximo, apontando quantas vezes o
objeto sera transladado, no caso acima, seria n vezes, e por fim, o nimero 1, que é o incremento,
sinalizando que a sequéncia de translagdo de CP1 s6 ira dar continuidade quando a anterior
estiver completa, ou seja, uma translacao de cada vez. Vale destacar que além do comando
sequéncia, os resultados obtidos foram colocados na cor do caminho poligonal inicial, a fim de
facilitar a visualizagéao.



Figura 6.15 — Sequéncia de translagbes de CP1 em
relagdo ao vetor U (obra “Symmetry
Watercolor 106 Bird”)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.17 — Sequéncia de translacdo de
CP1 em relagéo ao vetor V (obra
“Symmetry Watercolor 106 Bird”)

= SE

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.16 — Sequéncia de translacdo de
CP2 em relagéo ao vetor V (obra
“Symmetry Watercolor 106 Bird”)
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Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.18 — Sequéncia de translacdo de
CP2 em relag&o ao vetor i (obra
“Symmetry Watercolor 106 Bird”)
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Fonte: Elaborada pela autora

Concluindo a série de translagées de CP1 e CP2, em relagéo ao vetor 4, e V, efetuamos
a translagéo sucessiva dos caminhos poligonais criados por meio desses vetores.



Figura 6.19 — Andlise da sequéncia de
translagdes dos novos
caminhos poligonais criados
(obra “Symmetry Watercolor
106 Bird”)
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Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.20 — Resultado final das simetrias de
translagdo na obra “Symmetry
Watercolor 106 Bird”
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Fonte: Elaborada pela autora

Na obra “Horseman”, observa-se que a figura inicial € composta por simetrias de reflexdes
deslizantes. Utilizando um recorte da obra como base, estruturamos dois caminhos poligonais

(CP1) e (CP2).

Figura 6.21 — Obra “Horseman” de

Fonte: Pagina WikiArt?

2

Acesso em: 19 dez. 2023

A obra “Horseman” esta disponivel em: <https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/horseman-1>.


 https://www.wikiart.org/pt/maurits-cornelis-escher/horseman-1

Figura 6.22 — Recorte da obra “Horseman” no Geogebra

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.23 — CP1 e CP2 na obra“Horseman”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.24 — Pontos A, M; e A, fixados

Fonte: Elaborada pela autora
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Como queremos mostrar que de fato ha uma simetria de reflexao deslizantes, é preciso
estabelecer o eixo de simetria, e ap0s as reflexdes, determinar os vetores, os quais seréo
essenciais para realizar a translagdo. Para deduzir os vetores, analisamos 0s caminhos poligonais
gerados, a distancia e o sentido que estes precisavam percorrer para construir a figura. Assim,
mediante uma avaliagao do recorte da figura, tal como dos caminhos poligonais, e apés algumas
tentativas, determinamos os vetores i e V.

Figura 6.25 — Eixo de Simetria (Segmento B, C»)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.26 — Reflexdo de CP2 em relagao ao eixo (obra“Horseman”)

Fonte: Elaborada pela autora



Figura 6.27 — Reflexdo de CP1 em relagéo ao eixo (obra“Horseman”)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.28 — Andlise dos vetores (utilizando o
recorte da obra “Horseman”)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.29 — Vetores na obra“Horseman”

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.30 — Translacdo de CP1’ em relagéo ao vetor i (obra "Horseman”)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.31 — Translacdo de CP2’ em relagéo ao vetor v ("obra Horseman”)

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.32 — Andlise da Simetria de Reflexdo dos
caminhos poligonais na obra “Horseman”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.33 — Resultado Final da Simetria de Reflexao

2B

Fonte: Elaborada pela autora

Utilizando os comandos Sequéncias do Geogebra em conjunto com a ferramenta destinada
a translagcao podemos compor a obra como um todo, ou seja, se efetuarmos a translagdes dos
caminhos poligonais (CP1 e CP2), bem como dos caminhos (CP1") e (CP2"), resultados das
simetrias de reflexdo deslizantes. Para isso, sera necessario estabelecer outros vetores, o qual

denominaremos de w e t.
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Figura 6.34 — Vetor w na obra “Horseman”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.35 — Translacdo de CP1 em relag&o ao vetor w

Y ALY B YAt

Fonte: Elaborada pela autora



Figura 6.36 — Translag@o dos caminhos poligonais em relagao ao vetor
w

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.37 — Vetor  na obra “Horseman”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.38 — Translagdo dos caminhos poligonais em relacao
ao vetor ¢

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.39 — Analise dos caminhos Poligonais obra “Horseman”

Jgf i It [ Q { { n Fi it r
ISR WG -.“@5;}7"&“ i~
91N UaltalVs! sl s! E"“S.jé:_-”“- ol |

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.40 — Sequéncia de Translagbes

d‘?sd caminhos | po~I|gonals Figura 6.41 — Resultado Final das Sequéncias de Translagao na
criados em relagdo aos obra “Horseman”
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Fonte: Elaborada pela autora

Fonte: Elaborada pela autora

Conforme apresentado anteriormente, a obra “Systematic Study” contém simetria de
reflexdo. Além disso, é possivel enfatizar que a simetrias de reflexao esta presente na construcao
do motivo da obra, bem como a simetria de rotagdo, de modo que para continuarmos essa
analise, basta criar um caminho poligonal, a partir de um recorte da figura inicial da obra, além
de determinar um eixo de simetria € o centro de rotacao.
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Figura 6.42 — Caminho Poligonal (CP) no recorte da obra
“Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.43 — Caminho Poligonal na obra “Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.44 — Segmento CE; como eixo de Simetria na obra
“Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela autora



Figura 6.45 — Reflexdo do caminho Poligonal na obra “Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.46 — Resultado Final da Simetria de
Reflexao na obra “Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela autora
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Para continuar a analise e identificar como as simetrias nos caminhos poligonais compdem

a obra, iremos realizar a rotacdo de CP’ em relacdo ao centro de rotacéo K; para o angulo de

180°. Dessa forma, teremos como resultado o caminho CP”.
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Figura 6.47 — Ponto K; como centro de rotagao

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.48 — Rotagao do caminho Poligonal CP’ (obra “Systematic
Study”)

== 4

Riss

(=2

Fonte: Elaborada pela autora

Observa-se que, ao efetuarmos a translacéo do Eixo (segmento CE,) em relagdo a um
determinado vetor w, cujo comprimento inicia em G, até a extremidade de CP”, teremos como
resultado o Eixo,. Assim, a reflexdo de CP” por Eixo), tera como consequéncia o caminho CP"
de modo que a juncéo desses dois caminhos poligonais (CP” e CP"'), compde outra figura que

faz parte da obra.
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Figura 6.49 — Resultado a reflexdo do CP’’ em relagédo ao Eixo, (obra
“Systematic Study”)

Fonte: Elaborada pela autora

De igual modo, se estabelecermos o segmento LJ, (Eixo2) como eixo de simetria e
realizarmos a reflexdo de cada caminho poligonal criado até o0 momento através deste eixo,

teremos como resultado outras figuras presentes na obra de Escher.

Figura 6.50 — Reflexado de cada caminho poligonal em relagéo ao novo eixo
de Simetria (Eix02)

Fonte: Elaborada pela autora

Esse cenario enfatiza que dependendo da perspectiva gue uma obra é analisada, torna-se
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possivel identificar distintivos eixos de simetrias. Além disso, ressalta que de fato a obra
“Systematic Study” pode ser composta por simetrias de reflexao e de rotagdo de um conjunto de
segmentos.

A vista disso, constatamos que ha um padrédo na composicédo da obra considerando um
conjunto de segmentos (CP), isso significa que a partir de simetrias nesse caminho poligonal,
conseguimos obter uma representacdo completa da arte. Para isso, consideramos como base, 0s
segmentos Eixo e Eixo2, bem como os vetores w e f, com ?perpendicular e de mesmo tamanho
qgue w. Vale destacar que os segmentos de retas em vermelhos sio resultados da translagao
sucessiva do Eixo2 em relagdo a t, enquanto os em verde, do Eixo em relagdo a w.

Em seguida, realizamos uma sequéncia de reflexdes consecutivas de cada caminho
poligonal, levando em consideragéo os segmentos em vermelho. Em outras palavras, o caminho
CP;, resultado da reflexdo de CP pelo Eix02, foi refletido por meio do Eixo2’, decorrendo em
CP!', que em seguida foi refletido por Eix02”, e assim sucessivamente.

Figura 6.51 — Vetores w e { na obra “Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.52 — Sequéncia de Reflexdes em relagao aos eixos em vermelhos
- Inicio em CP

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.53 — Sequéncia de Reflexdes em relagé@o aos eixos em vermelhos
- Inicio em CP’

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.54 — Sequéncia de Reflexdes em relagao aos eixos em vermelhos
- Inicioem CP"" e CP""

Fonte: Elaborada pela autora

Outro ponto crucial a ser destacado é que para dar continuidade nas reflexdes, tem-se
que efetuar a simetria de rotacdo de alguns caminhos poligonais. Por exemplo, primeiramente,
realizamos a reflexdo de CP em relacédo ao Eixo, para em seguida efetuarmos a rotagao de CP’
com o centro Kj, e o resultado, CP”, executamos a reflexdo por Eixo,, tendo como consequéncia
o caminho CP""'.

Em decorréncia deste padrao exposto, fica evidente a necessidade de executarmos a
simetria de rotagcdo em CP". Neste interim, estabelecemos que os centros de rotacdo seréo
determinados a partir da translagéo consecutiva do ponto K; pelo vetor w, isto €, a rotagéo de
CP"" tera como centro de rotacdo o ponto D; = T,(K;) = K; + w. Em suma, um dos padroes
presentes na obra é derivado da reflexdo de um conjunto de seguimento, seguida de rotagéao, e

novamente da reflexao.
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Figura 6.55 — Rotacdo de CP""’ com centro de Rotacdo D; (“Systematic
Study”)

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.56 — Rotagdes e Reflexdes em relagdo aos eixos em verde e 0s
centros estabelecidos por translagoes de K

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura 6.57 — Sequéncia de Reflexdbes de todos os caminhos
poligonais em relagdo aos eixos em vermelhos

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.58 — Resultado Final das simetrias de reflexdes
e rotagbes na obra “Systematic Study”

Fonte: Elaborada pela autora

A obra de arte “Unicérnio”, conforme observada no capitulo anterior, exibe em sua
composicao a simetria de reflexao deslizante. Sob uma outra perspectiva, conseguimos estruturar,
através de translagdes e reflexdes deslizantes de um conjunto de segmentos, uma figura inicial,
isto é, um dos unicérnios que compdem a obra. Nesse contexto, para realizar essa analise

determinamos dois caminhos poligonais, CP1 e CP2.
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Figura 6.59 — Caminhos Poligonais no recorte Figura 6.60 — CP1 e CP2 obra *Unicornio

da obra obra “Unicérnio”

3

05

Fonte: Elaborada pela autora Fonte: Elaborada pela autora

Para dar sequéncia, estabelecemos o vetor i e fizemos a translagdo de CP1 em relagao
a este vetor. Conforme evidenciado na obra "Symmetry Watercolor 106", o vetor 4, assim como
os demais vetores que serdo determinado nesta analise, foram obtidos a partir da andlise do
recorte da obra, uma vez que conseguimos identificar o comprimento, a direcao e o sentido do
vetor.

Figura 6.61 — Andlise do Vetor & na obra Fi v . bra “Unicornio®
“Unicérnio” igura 6.62 — Vetor u na obra “Unicérnio” e

Translagdo de CP1

Fonte: Elaborada pela autora
Fonte: Elaborada pela autora

No que diz respeito a CP2, notamos que para concluir a construgdo do unicérnio, é
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necessario realizar a simetria de reflexao deslizante. Desse modo, é essencial estabelecer o

eixo de simetria para efetuar a reflexao e, depois, determinar outro vetor (V) .

Figura 6.64 — Reflexdao de CP2 e vetor vV
na obra “Unicérnio”

Figura 6.63 — Segmento Fs;H; na obra
“Unicérnio”

Fonte: Elaborada pela autora

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.66 — Resultado final da

Figura 6.65 — Translacdo de CP2"” em simetria de reflexdo e
relagdo a V na obra translagdo em CP1 e
“Unicornio” CP2

Fonte: Elaborada pela autora
Fonte: Elaborada pela autora

Vale destacar que, ao concluir as simetrias, além de obter um dos unicérnios (figura
inicial), as transformacdes resultam em uma parte do unicérnio seguinte. Isso ocorre, pois o
segmento CP1’, resultado da translacdo de CP1, ndo apenas contribui para a construcdo de um

Unico unicérnio, mas também inicia o processo de criagao do unicérnio subsequente.
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Nesse panorama, fica evidente que a partir de simetrias de translacdes e reflexdes
deslizantes em um conjunto de segmentos, conseguimos construir as demais figuras para
integrar na obra. Para tal, iremos estruturar uma sequéncia de simetrias com o comando
Sequéncia do Geogebra, com a mesma ideia utilizada no obra “Symmetry Watercolor 106 Bird”,
ou seja, Sequéncia(Transladar(objeto,s * u), s, 0,n, 1), em que iremos transladar os caminhos
poligonais, CP1, CP2 e CP2", em relacéo ao vetor u.

Figura 6.67 — Sequéncia de Figura 6.68 — Sequéncia de
Translagdes de CP1 em Translacbes de CP2
relagdo ao vetor U na e CP2" em relagao
obra “Unicornio” ao vetor U na obra

“Unicérnio”

(

o

Fonte: Elaborada pela autora Fonte: Elaborada pela autora

Apds efetuar a sucesséao de translagdes, percebemos que era necessario fazer a reflexao
deslizante tanto de CP1 como dos caminhos poligonais resultantes da simetria de translagao.
Assim, determinados o segmento S como eixo de simetria e o vetor w.
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Figura 6.70 — CP1"’-

Figura 6.69 — vetor w e Reflexdo de Resultado
CP1 em relacdo ao Final de reflexao
segmento S Deslizante  de
CP1

YOS

Fonte: Elaborada pela autora
Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.71 — Sequéncia de
Translagdes
de CP1"”" em
relagéo a U

Fonte: Elaborada pela autora

Observa-se que estruturamos duas fileiras de unicérnios, composta por caminhos poligo-
nais, gerados a partir das simetrias em CP1 e CP2. Essas fileiras constituem um padrdo que
sera repetido ao longo da obra de Escher, ou seja, a composicao artistica consiste na translagao
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desses caminhos poligonais em fungao de um determinado vetor, 0 qual denominados de vetor
t. Dessa forma, ao concluir as translacdées de CP1, CP2, CP1"', CP2", bem como dos demais

caminhos poligonais estruturados até entdo, em relacao a esse vetor, as proximas translagdes

se darao a partir dos resultados dessas interagdes, e assim sucessivamente.

Figura 6.73 — Translacdo da
primeira fileira
em relagdo ao

Figura 6.72 — Vetor { na obra

Figura 6.74 — Translacao
“Unicornio”

vetor T relagéo a t
S S
| . _
: v
! \!
gk
k)
i
) \

da

Segunda fileira em

Fonte: Elaborada pela autora Fonte: Elaborada pela autora

Fonte: Elaborada pela autora

Figura 6.76 — Resultado Final das simetrias
Figura 6.75 — Translagbes sucessivas dos dos caminhos poligonais na

caminhos poligonais resultantes obra “Unicérnio”
das interagdes anteriores
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Fonte: Elaborada pela autora
Fonte: Elaborada pela autora

De maneira concisa, com essa outra perspectiva de analisar as criacdes artisticas,

utilizando o Geogebra, observamos que além de ampliar as percepgdes dos alunos, é possivel

revisar outros conteldos matematicos, como segmentos de retas, equidistancia, simetria entre
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pontos, vetores e angulos. Outrossim, dependendo do tempo disponivel para a execucao da
atividade, é possivel ensinar os alunos a utilizarem esses recursos da plataforma, nao apenas
para eles identificarem os conjuntos de segmentos que pode construir a obra, mas também para
criar suas proprias imagens, de modo que através de simetrias, os educandos podem compor
suas préprias obras de arte.

Ademais, os professores podem fazer uso das ferramentas presentes no software para
desenvolver atividades e materiais que incentivem essas distintas percepg¢des em sala de aula,
ja que, conforme analisado neste capitulo e no capitulo anterior, ha diferentes abordagens que
podem ser adotadas para trabalhar a simetria. Neste trabalho, apresentamos algumas maneiras
de estudar esse tema, a partir do dialogo com a arte, porém ha diferentes formas de analisa-la.
Sendo assim, o importante é que o docente promova situacdes que estimulem a criatividade, a
participacado ativa do educandos, a troca de experiéncias entre 0s mesmos, e incorpore cenarios
que contribuem para a conexao dos contetidos com o cotidiano, bem como entre diferentes areas
do conhecimento, fazendo com que as discussdes dessas tematicas ganhem significados.
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7 PLANO DE AULA - EXPLORANDO A SIMETRIA NA ARTE: UMA
JORNADA COM O GEOGEBRA

Este capitulo engloba uma analise do desenvolvimento de um plano de aula referente
ao estudo da Simetria em Interlocu¢cdo com a Arte. A atividade em questao foi conduzida em
uma instituicao de ensino publico no &mbito da Educacao Béasica. Assim, espera-se refletir sobre
a participacao dos alunos, averiguar possiveis dificuldades enfrentadas tanto por eles quanto
pelos docentes e os aprendizados obtidos na execugédo da mesma.

7.1 PLANO DE AULA

— Turma: 3°ano do Ensino Médio

— Duracao: 2 Aulas de 45 minutos.

— Habilidade (BNCC): A habilidade desenvolvida neste plano é a (EM13MAT105),
destinada para o Ensino Médio.

(EM13MAT105) Utilizar as nogdes de transformacoes isométricas (translacao, reflexao,
rotacao e composigcdes destas) e transformagdes homotéticas para construir figuras e
analisar elementos da natureza e diferentes produg¢des humanas (fractais, constru¢des
civis, obras de arte, entre outras).

— Objetivo Geral: Compreender as caracteristicas dos diferentes tipos de simetria
(simetria de reflexao, translagéo, rotagao e reflexao deslizante), principalmente que a
figura resultante destas transformagdes sao invariantes.

— Objetivos Especificos:
— Compreender que a Simetria esta presente em diversas situag¢des do cotidiano,
como na Arte.

— Compreender que a Simetria € uma Isometria, a qual mantém a figura
invariante, isto €, inalterada ao sofrer um conjunto de transformacoes.

— Reconhecer as simetrias presentes nas composi¢des das obras de Arte.
— Reconhecer e nomear os tipos de simetrias.

— Desenvolver o interesse investigativo.

— Conseguir conectar a matematica com vivéncias cotidianas

— Conteudo: Simetria de Reflexdo, Simetria de Rotacao, Simetria de Translacéo e
Simetria de Reflexao seguida de Translagéo. Breve compreenséao de figuras invariantes.

— Materiais
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— Computadores;
— Internet;

— Data Show ou Televisdo;

— Metodologia

A aula sera dividida em dois momentos, o primeiro destinado a uma abordagem teérica
e conceitual da simetria e 0 segundo para o desenvolvimento da atividade.

— Primeiramente, serd feito alguns questionamentos aos alunos, a fim de

identificar o conhecimento prévio que os mesmos possuem do tema.

« O que vocés sabem sobre Simetria?
« Vocés acham que a Simetria esta presente na Arte?

= J& ouviram falar de Reflexdo, Rotagéo e Translagao?

— Apés essa breve discussao, sera explicado aos alunos o que é uma Simetria,
e os tipos de simetrias existentes, apresentando exemplos para auxiliar na
visualizacdo dos mesmos.

— Em seguida, sera exibido as obras do artista Escher. Assim, os alunos terao
a oportunidade de identificar quais os tipos de simetrias presentes nas obras
e poderao trocar essas percepgdes com os colegas, ja que dependendo da
figura inicial analisada é possivel determinar diferentes tipos de simetria em
uma mesma composicao.

— Finalizando essa etapa da aula, serd questionado aos alunos se eles
conhecem o geogebra e se ja utilizaram o software anteriormente. Dessa
forma, sera explicado alguns recursos disponiveis nessa plataforma e como

acessa-lo.

— Ap0s essa breve conversa, serd apresentado a atividade aos alunos.

Atividade: "Agora é sua vez de criar uma obra de Arte!!"

Vamos explorar seu lado artistico e sua criatividade !!!l Em duplas, criem uma figura
utilizando os recursos disponibilizados no Geogebra. Depois, escolham uma das
ferramentas: de reflexao, rotacao ou translagao para explorar as simetrias das formas e

dar vida a criacao de vocés !!!

E hora de transformar conceitos matematicos em verdadeiras obras de arte.

— No intuito de ajuda-los, caso os alunos ndo saibam mexer no Geogebra,
sera apresentado um exemplo, o qual eles podem se inspirar caso queiram.
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Figura 7.1 — Exemplo para os alunos
se inspirarem

Fonte: Elaborada pela autora

— Durante a confeccao da atividade, a todo momento sera dado auxilio e
suporte aos alunos, principalmente se houver alguma ddvida quanto ao
conteldo discutido e a plataforma Geogebra.

— A medida que os educandos forem finalizando as obras de arte, eles irdo
socializar com os demais colegas as imagens criadas. O objetivo dessa
atividade é incentivar a participacao dos alunos, a criatividade, e contribuir
para o compartilhamento de informagdes e conhecimento entre eles. Além
de que, eles poderao aplicar os conceitos abordados em sala de aula de
forma atrativa e participativa rompendo com o ensino tradicional. Ademais,
irdo conseguir relacionar a Matematica com a Arte, desenvolvendo uma
perspectiva interdisciplinar.

— No final da aula, seréa respondido um questionario a fim de analisar a opinidao
dos estudantes sobre a aula desenvolvida.

Questionario

1)O que vocé achou da atividade desenvolvida em sala?

2)Qual parte da aula vocé mais gostou?

3)Vocé gostou de trabalhar a Simetria em conjunto com a Arte?

4)Vocé acha que trabalhar a matematica em conjunto com outras disciplinas contribui no

seu aprendizado?

7.2 REFLEXAO DA ATIVIDADE APLICADA NO AMBIENTE ESCOLAR

A aula transcorreu em uma escola publica estadual situada na cidade de Sao Carlos,
localizada no estado de S&o Paulo. A instituicdo esta inserida no Programa de Ensino Integral
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(PEI) com uma jornada de 9h, ou seja, os alunos entram na escola as 7h30 e saem as 16h30.
O intuito principal das atividades desenvolvidas nas escolas PEI, além de contribuir para a
aprendizagem, € desenvolver o protagonismo dos estudantes.

A atividade estava prevista para ser realizada com a turma do 3°ano do Ensino Médio, de
modo que durante a confecgdo da mesma, questionamos a professora de mateméatica da turma
sobre as dificuldades e as particularidades da sala, a fim de adaptar, caso fosse necessario,
o plano de aula com o objetivo de atender as especificidades dos alunos. Nessa conversa, a
docente observou que os educandos estudaram o topico de isometria no plano durante o ano e
que ja utilizaram anteriormente o Geogebra, assim ela acreditava que os estudantes iriam gostar
da atividade e se interessar pelas obras de Escher.

Além de apresentar uma sala de informatica, a escola disponibiliza notebook para os
alunos utilizarem na prépria sala de aula, de modo que a docente sugeriu desenvolver as
atividades em classe, pois como era apenas duas aulas, seria mais pratico do que deslocar toda
a turma para outro ambiente.

No inicio da aula, indagamos os alunos acerca do que eles sabiam sobre a simetria e se
achavam que esta estava presente nos recursos artisticos. Um dos estudantes observou que
a simetria ocorre quando duas figuras sao idénticas, assim observa-se que intuitivamente ele
compreendia a ideia de invariancia de figuras sem de fato saber que estava usufruindo deste
conceito. Para dar continuidade na discussao, questionamos se eles lembravam sobre a Isometria
no Plano, no entanto, enquanto alguns recordavam desta tematica, outros apresentaram um
pouco de dificuldade. Dessa forma, realizamos uma breve retomada sobre a isometria, para em
seguida discorrer sobre a simetria.

Ao longo da explicacao, para auxiliar os alunos a visualizarem a simetria em situacoes
cotidianas, e assim compreenderem de fato essa tematica, para que a aprendizagem seja
significativa, foram exibidos alguns exemplos presentes na natureza, na arquitetura, e na arte,
a partir das obras do artista Maurits Cornelis Escher, as quais incentivaram o interesse dos
estudantes.
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Figura 7.2 — Discussdo sobre a
Simetria na Sala de Aula Figura 7.3 — Apresentacao de exemplos
envolvendo Simetrias

Fonte: Elaborada pela Autora
Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.4 — Apresentagéo sobre Figura 7.5 — Exemplos de Simetrias
Escher nas obras de Escher

Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora
Figura 7.6 — Discussdo  sobre a Figura 7.7 — Discussdo  sobre a
Simetria de Translagao Simetria de Reflexao

Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora

Nesse panorama, a discussao sobre os tipos de Simetria ocorreu em conjunto com
a analise das obras de Escher, em que os alunos relataram as simetrias que identificavam
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e as opinides que tinham sobre as obras analisadas. A medida que eles iam apontando as
simetrias, utilizamos os recursos disponiveis no Geogebra para apresentar que de fato as
simetrias observadas estavam presentes nos recursos artisticos e que dependendo da figura
inicial escolhida era possivel identificar diferentes simetrias, por exemplos, simetrias de translacao
determinadas por vetores com diregdes e sentidos diferentes.

No intuito de expandir o repertério dos alunos quanto as possibilidades de estudar a
simetria nas obras de Escher, apresentamos outras formas e perspectivas de analisar esses
recursos artisticos, observando nédo sé a figura inicial que compde a obra, mas sim as simetrias
que darao origem as figuras iniciais. Essa reflexdo, atraiu a atengéo dos educandos para a
grandiosidade e a criatividade presente nas obras de Escher, consequentemente os alunos
mostraram curiosidade em conhecer outras obras do artista.

Figura 7.8 — Estudo das Simetria nas obras de
Escher

Fonte: Elaborada pela Autora

Além de retomar os conceitos e propriedades vinculadas as simetrias, foi possivel
relembrar outros tépicos da matematica, como segmentos de retas e vetores. Ao finalizar
a parte Tebrica explicamos a atividade que seria desenvolvida na aula e apresentamos uma
imagem para inspira-los a criarem a propria figura. A principio a atividade seria desenvolvida em
duplas, mas como cada aluno estava em posse de um notebook, sugerimos que eles realizassem
a atividade cada um em seu computador, mas incentivamos 0s mesmos a conversarem com 0s
colegas e trocar ideias.

Alguns alunos apresentaram mais facilidades em manusear as ferramentas presentes
na plataforma, mas para auxiliar aqueles que estavam com mais dificuldades, além do tutorial
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disponibilizado referente a construgao de figuras no Geogebra, tendo a imagem apresentada
como inspiragcao, optamos em criar uma figura simultaneamente com os alunos. Ademais, os
estudantes poderiam escolher qual simetria iriam utilizar em suas criagdes, entretanto para
ajuda-los nesse processo, ministramos instrucées passo a passo de como fazer as simetrias.
Primeiramente, abordamos a simetria de translacédo, assim apos criarem a imagem, os educandos
aprenderam a estabelecer um vetor para em seguida realizar a translagdo. Posteriormente,
abordamos como fazer a simetria de reflexao e, por fim, a de reflexdo deslizante. Devido ao
tempo limitado de aula, ndo foi possivel trabalhar a simetria de Rotagao.

Uma das principais dificuldades que observamos nos alunos durante a aula, foi acionar
algumas ferramentas da plataforma, como mudar a cor e retirar as legendas dos poligonos e
segmentos criados, sem a utilizagdo do mouse. A vista disso, apresentamos outra maneira
de acessar as configuragdes, o que tornou mais facil para alguns estudantes executarem os
comandos, porém para outros ainda era um desafio, de modo que durante o desenvolvimento na
atividade iamos até eles auxilia-los. Diante disso, essas dificuldades n&o impediram que eles
finalizassem a atividade.

Nesse sentido, sempre que os educandos apresentavam alguma adversidade, dirigimos
até a carteira para ajuda-los, e conforme eles iam aprendendo a mexer na plataforma, tomaram a
iniciativa de auxiliar os colegas que estavam com mais dificuldade. Essa a¢ao contribui para que
eles desenvolvam o protagonismo e habilidades, como trabalho em equipe, essenciais para o
exercicio da cidadania e o mercado de trabalho, ao mesmo tempo que incentiva a aprendizagem
de conteudos matematicos.

Outro ponto que vale destacar € que durante a execugao da simetria de reflexdo, uma das
alunas que tinha feito um desenho monocromatico, observou que durante a reflexdao a imagem
permanecia idéntica a original, sem notar nenhuma mudanca de posicao ou o reflexo da figura,
como ocorre em um espelho. Dessa forma, ao conversar com outra colega e com a professora
da sala, optou em trocar o eixo de simetria, que antes estava na vertical, para coloca-lo na
horizontal, no intuito de ver a mudanca de posi¢cdo da imagem. Essas distintas percepc¢des
somadas com a troca de experiéncias e informacdes entre os estudantes, faz com que a sala
de aula seja um ambiente favoravel para a aprendizagem dos conceitos matematicos, amplia o
repertério dos alunos, além de promover situacées em que eles possam relacionar a matematica
com outras disciplinas e consequentemente com situag¢des vivenciadas no cotidiano, resultando
em uma aprendizagem significativa.



Figura 7.9 — Construindo
a Simetria de
Reflexdo em sala
de aula (I)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.12 — Construindo
a Imagem no
Geogebra (1)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.10 — Construindo
a Simetria
de Reflexao
Deslizante em
sala de aula

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.13 — Construindo
a Simetria de
Translacdo em
sala de aula

Fonte: Elaborada pela Autora
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Figura 7.11 — Construindo
a Simetria de
Reflexao em sala
de aula (Il)

= A

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.14 — Construindo
a Imagem no
Geogebra (Il)

Fonte: Elaborada pela Autora



Figura 7.15 — Fotos tiradas da
participacao dos
alunos (1)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.18 — Atividade
desenvolvida
pelos alunos (1)

\ 4
v @9
Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.21 — Atividade
desenvolvida
pelos alunos (1V)

: A
nNA

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.16 — Fotos tiradas da
participacao dos
alunos (Il)
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Figura 7.17 — Fotos tiradas da
participacao dos
alunos (Il1)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.19 — Atividade
desenvolvida
pelos alunos (Il)

Fonte: Elaborada pela Autora
Figura 7.22 — Atividade

desenvolvida
pelos alunos (V)

N A

Fonte: Elaborada pela Autora

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.20 — Atividade
desenvolvida
pelos alunos (Ill)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.23 — Atividade
desenvolvida
pelos alunos (VI)

Fonte: Elaborada pela Autora
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Figura 7.24 - Atividade Figura 7.25 — Atividade Figura 7.26 — Atividade
de;senvolwolla de;senvolwdla desenvolvida
pelos  alunos pelos  alunos pelos alunos (IX)
(v (Vi
PRI ©Ceo o
Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora
Figura 7.27 — Atividade Figura 7.28 — Atividade

desenvolvida
pelos alunos (XI)

desenvolvida
pelos alunos (X)

Fonte: Elaborada pela Autora Fonte: Elaborada pela Autora

Com a finalidade de avaliar o desenvolvimento do plano de aula, entregamos um
questionario aos alunos, em que deveriam indicar as suas opinides sobre a atividade e destacar
0s momentos que mais gostaram durante a aula.
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Figura 7.29 — Questionario

Fonte: Elaborada pela Autora

Nesse sentido, por intermédio das respostas obtidas, notamos que os estudantes mostraram
grande interesse pela aula, principalmente da atividade pratica, na qual puderam criar a imagem
e aplicar a teoria abordada em classe, além disso eles também mencionaram a analise das
obras de Escher. Quanto a importancia em trabalhar a matematica em conjunto com outras
disciplinas, foi unanime as respostas dos estudantes, ao apontarem que essa conexao auxilia na
aprendizagem e promove atividades diferenciadas, fazendo com que a aula fique mais atrativa e
interessante.

Figura 7.30 — Questionario - Respostas dos Alunos (I)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.31 — Questionario - Respostas dos Alunos (I1)

Fonte: Elaborada pela Autora



Figura 7.32 — Questionario - Respostas dos Alunos (llI)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.33 — Questionario - Respostas dos Alunos (1V)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.34 — Questionario - Respostas dos Alunos (V)

Fonte: Elaborada pela Autora
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Figura 7.35 — Questionario - Respostas dos Alunos (VI)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.36 — Questionario - Respostas dos Alunos (VII)

Fonte: Elaborada pela Autora

Figura 7.37 — Questionario - Respostas dos Alunos (VIII)

Fonte: Elaborada pela Autora
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As respostas obtidas e a participagdo dos alunos na aula elucidam o quanto é importante
promover situa¢cdes no ambiente escolar em que os estudantes tenham papel ativo no processo
de ensino e aprendizagem, além de considerar as experiéncias e a bagagem cultural de cada
educando, sendo aspectos fundamentais para eles estabelecerem relagdes entre a mateméatica
e outras areas do conhecimento, pois assim os conteldos abordados passam a ser visualizados
em situagdes cotidianas, resultando em uma aprendizagem significativa. Vale destacar que com
as obras de Escher, eles puderam visualizar as simetrias em diversas formas e perspectivas,
fazendo com que a aprendizagem néo fosse limitada e nem restrita.

Nesse sentido, desenvolver o plano de aula em uma escola da Educacao Basica,
foi primordial para analisar na pratica toda a teoria estudada até o presente momento, pois
conseguimos compreender que de fato o didlogo entre a Simetria e a Arte, ou seja, a interdisciplina-
ridade entre a Arte e a Matematica, rompe com paradigmas de que a segunda nio se associa
com outras disciplinas. Essa situagdo enfatiza o quanto é importante desenvolver atividades que
contribua para o criacao de novos significados e a construcdo do conhecimentos, ao mesmo
tempo que estimula o envolvimentos dos alunos, visto que pode instigar o interesse deles nas
discussodes propostas em sala, incentivando uma ruptura com a aula tradicional de matematica.

Outrossim, a partir da discussdo em classe e da interacao dos estudantes, ficou notério
que essa conexao vai além da aprendizagem dos conceitos e propriedades da matemética,
também auxilia no desenvolvimento do pensamento critico, da criatividade, incentiva os alunos a
refletirem sobre a realidade no qual estéo inseridos, e consequentemente favorece a formacéao
integral do estudante, contribuindo para o crescimento intelectual e individual de cada aluno, e
para isso vale reforcar a acao dos estudantes em auxiliar os demais colegas que estavam com
dificuldades.

Adicionalmente, com a aula, observamos que os alunos compreenderam a teoria vinculada
a Simetria, suas propriedades e caracteristicas, principalmente a percepcao intuitiva de invariancia
de figuras, ou seja, os educandos entenderam que figuras simétricas permanecem inalteradas
mesmo ao sofrer um conjunto de transformagoes.

Além disso, ao identificar as dificuldades dos alunos referente ao uso do Geogebra, foi
possivel repensarmos a execugao da atividade e ajusta-la considerando as particularidades da
turma, visto que sé assim os estudantes puderam desenvolvé-la e a aprendizagem ocorreu de
fato. Mesmo com as adaptacoes, a aula atingiu os objetivos propostos no plano de aula (se¢éo
7.1), os educandos mostraram grande interesse na atividade proposta e em utilizar o Geogebra,
muitas das criagdes foram surpreendentes, criativas e superaram as expectativas.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Ao abordar a Simetria na Educacgao Basica a partir de uma perspectiva artistica, é possivel
refletir sobre a propria pratica docente, nao sé por questionar qual conceito da simetria esta
sendo discutido em sala de aula, mas também como usufruir da interdisciplinaridade entre a
arte e a matematica sem que uma disciplina seja apenas um instrumento didatico para a outra,
mas sim trabalha-las em conjunto, a fim de tornar a aprendizagem mais significativa e incentivar
o desenvolvimento integral do estudante. Ha diversas formas para proporcionar o estudo da
simetria; nesta pesquisa optou-se em aborda-la por intermédio do didlogo com a arte, utilizando
as obras de Escher como referéncia.

Nesse interim, esse Trabalho de Concluséo de Curso, englobando tanto o TCC1 como
o TCC2, procurou discutir como desenvolver essas relagdes no ambiente escolar e quais as
consequéncias que a conexao entre arte e matematica acarreta para o ensino. Por intermédio
da analise tedrica da simetria e da atividade pratica, conseguimos concluir que, efetivamente,
a interlocugédo destas duas areas de conhecimento contribuem para o processo de ensino
e aprendizagem, ndo apenas no Ambito da matematica, como também em relagdo a outras
disciplinas. Isso decorre pois o estudo ndo se limita exclusivamente aos conceitos vinculados a
simetria, mas abrange diversas tematicas, que também sao importantes para outras areas.

Dessa forma, uma das decorréncias da abordagem discutida neste trabalho, € a ampliagcao
da compreensao que os estudantes apresentam da prépria matematica, contribuindo para que
eles possam refletir sobre a interconexdo da mesma com outras esferas de conhecimento, e
consequentemente com vivéncias cotidianas. Além disso, a atividade pratica possibilitou explorar
outras circunstancias fundamentais para a pratica docente, como a importancia de adaptar os
planos de aulas conforme as especificidades dos alunos, mas, principalmente, de refletir sobre
0s conceitos e as perspectivas que almejamos abordar em sala de aula, uma vez que estas
influenciam diretamente nas dindmicas em sala, na interacao dos estudantes nas atividades
propostas, e por conseguinte no processo de ensino e aprendizagem.
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