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RESUMO:

O objetivo desta dissertacdo é descrever o trabalho que realizamos na
elaboracdo de material didatico que tornasse o ensino de logaritmos mais significativo
para os estudantes do Ensino Médio. Para isso construimos uma sequéncia didatica
utilizando recursos da Educacdo Matematica. Para organizar nossa pesquisa usamos
principios da Engenharia Didatica. Essa sequéncia didatica inclui Folhas de Atividades
que foram elaboradas com a preocupagdo de fazer com que o estudante tivesse o
maximo de autonomia possivel para resolvé-las. Nossa sequéncia também inclui aulas
expositivas, atividades com o uso do computador e da calculadora. A sequéncia foi
aplicada para 42 estudantes de duas salas de primeira série do Ensino Médio, em uma
escola cooperativa da cidade de Araraquara — SP. Para isso foram utilizadas 15 aulas de
50 minutos cada. Em sua grande maioria, as atividades foram desenvolvidas em duplas.
Os resultados foram obtidos através da analise das atividades resolvidas pelos
estudantes e também da observacao e das anotacdes que fizemos durante a aplicacdo da
sequéncia. De acordo com esses resultados consideramos que nossos objetivos foram
alcancados, pois as atividades foram desenvolvidas com sucesso e a analise a posteriori
nos mostrou que a sequéncia aplicada contribuiu para que o aprendizado dos estudantes

ocorresse de forma significativa.

Palavras chave: Ensino de Matematica. Logaritmo. Sequéncia Didética.



ABSTRACT:

The objective of this dissertation is to describe the work that we carry
through in the elaboration of didactic material that became the teaching of logarithms
more significant for the students of high school level. For this we constructed a didactic
sequence using resources of mathematical education. To organize our research we use
principles of Didactic Engineering. Our sequence also includes exposing lessons,
activities with the use of the computer and the calculator. This didactic sequence
includes Worksheets elaborated with the concern to make the student had the maximum
autonomy as possible to decide them. As well as these activities, exposing lessons,
activities with the use of computer and calculator are also part of our sequence. The
sequence was applied to 42 students of two classrooms of first grade of high school
level, in a cooperative school of the city of Araraquara - SP. For that, 15 lessons of 50
minutes each were used. Most of the activities was developed in pairs. The results were
gotten through the analysis of the activities solved by the students and also through the
comment and the notes that we made during the application of the sequence. According
to these results we consider that our objectives were reached, because the activities were
developed successfully and a posteriori analysis showed us that the applied sequence
contributed for the learning of the students to occur of significant form.

Keywords: Mathematics Education. Logarithms. Didactic Sequence.
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INTRODUCAO

No estudo da Matematica no Ensino Médio o conceito de funcdes exponenciais e
logaritmicas estd entre os mais importantes. Elas constituem as fungBes mais
representativas de fenémenos diversos abordados nesse nivel de ensino. A construcdo
epistemoldgica dessas funcdes, realizada desde os tempos da antiga matematica grega, €
um exemplo da evolucdo e amadurecimento das ideias matematicas.

Por outro lado é consenso a importancia dessas fung¢fes no ensino basico.
Neste trabalho propomos uma sequéncia didatica para o ensino da fungdo logaritmica
com atividades que podem ser utilizadas diretamente em sala de aula.

A ideia de realizar este trabalho surgiu a partir de nossa experiéncia
profissional. Trabalhamos desde o0 ano 2000 como professora do Ensino Médio, na rede
particular e na rede publica do Estado de Sdo Paulo. Durante todos esses anos buscamos
diversificar as técnicas de ensino, principalmente em alguns temas que percebiamos que
os estudantes aprendiam mecanicamente. Um deles, o ensino de logaritmos, é
apresentado nos livros didaticos do Ensino Médio com textos que nos parecem pouco
explicativos, com excesso de formulas e exercicios repetitivos. Assim ap0s ingressar no
mestrado profissional do Programa de P6s Graduacdo em Ensino de Ciéncias Exatas da
Universidade Federal de Sdo Carlos (UFSCar - SP), em 2008, resolvemos elaborar uma
sequéncia didatica que utilizasse técnicas variadas da Educacdo Matematica para
produzir um material didatico mais atraente. Sequéncia didatica essa, que construida
sobre os pilares da Engenharia Didatica constitui o produto final do nosso curso de
mestrado.

Nosso objetivo nesta sequéncia é facilitar a constru¢do do conceito de
logaritmo e de funcdo logaritmica, incluindo formas de representacdo, estudo de
propriedades e aplicagdes a fendmenos abordados por outras ciéncias, como modelos
bioldgicos, escalas para mensuragdo de grandezas quimicas, fisicas e geoldgicas. Para
isso, fizemos um estudo preliminar das dificuldades de aprendizado dos logaritmos.

Formulamos a hipotese cognitiva de que é importante utilizar a génese historica dos
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conceitos, a diversificacdo das tarefas matematicas propostas, assim como o0 uso de
recursos tecnoldgicos.

A sequéncia didatica & constituida de dez etapas. Foram elaboradas
folhas de atividades que trabalham a génese dos logaritmos, a construcdo do conceito,
das propriedades e suas aplicacOes; para que o estudante compreenda a criacdo, 0
conceito e o uso dos logaritmos. Além das folhas, aulas explicativas e de exercicios
trabalham com o conceito de funcdo logaritmica e de suas propriedades através da
construcdo de graficos. Atividades na sala de informética e com a calculadora cientifica
proporcionam a oportunidade do uso das novas tecnologias para essa aprendizagem. A
avaliacdo foi feita durante toda a aplicacdo da sequéncia didatica e também em dois
momentos especificos.

A sequéncia foi aplicada em duas classes de primeira série do Ensino
Médio em uma escola cooperativa da cidade de Araraquara — SP. De posse das
atividades feitas pelos estudantes e das anotagOes que fizemos durante a aplicacéo,
analisamos todo o material para verificar se era necessario fazer a reelaboracdo de
atividades da sequéncia e também se nossos objetivos tinham sido alcancados.

Nesse momento faremos uma descricdo resumida dessa dissertacdo. O
Capitulo 1 trabalha com o conceito matematico dos logaritmos. Descrevemos certos
aspectos histéricos dos logaritmos, sua origem, seu desenvolvimento e também sua
utilidade na época. Além disso, definimos a funcéo logaritmica e apresentamos algumas
de suas propriedades, partindo do pressuposto que ela é a inversa da funcédo
exponencial. Finalmente consideramos aspectos da matematica contemporanea para
mostrar que os logaritmos permanecerdo sempre como parte importante no ensino da
matematica. Nossa preocupacao neste capitulo é descrever tecnicamente os logaritmos,
sem fazer neste momento a transposic¢ao de conceitos e técnicas para o ensino.

No Capitulo 2 trazemos aspectos gerais sobre o ensino atual do logaritmo
no Ensino Medio. Trabalhamos com documentos oficiais para analisar 0 que é proposto
pelos especialistas. Em seguida fazemos uma breve analise de alguns livros didaticos do
Ensino Médio para verificar a abordagem feita pelos autores. Analisamos algumas
dissertagdes sobre o assunto e abordamos também a dificuldade encontrada pelos
professores para o ensino de logaritmos.

Apresentamos no Capitulo 3 pressupostos epistemoldgicos e pedagdgicos
do trabalho realizado. Falamos sobre alguns aspectos da Engenharia Didética, pilar da

elaboracdo de nossa sequéncia didatica e do ensino de Matematica utilizando tarefas
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exploratorias, que norteou a elaboracdo das atividades da sequéncia. No final
comentaremos sobre a estrutura e os objetivos das Folhas de Atividades elaboradas.

Fazemos no Capitulo 4 uma sintese explicativa de todos os momentos da
sequéncia didatica elaborada. Descrevemos os procedimentos da aplicacdo e da anélise
dessas atividades.

Nos Capitulos 5 a 14 fazemos a descricdo minuciosa de todas as
atividades da sequéncia didatica, a descricdo da aplicacdo e também a anélise a priori e
a posteriori das atividades. Cada capitulo traz a descricédo e a analise de um momento da
sequéncia didatica. Adotamos esse formato em nossa dissertacdo, para facilitar sua
leitura, j& que a sequéncia é composta de dez momentos.

A conclusdo de nosso trabalho se encontra no Capitulo 15.

As Folhas de Atividades sdo disponibilizadas no Apéndice A como
foram aplicadas aos estudantes. No Apéndice B apresentamos a Folha de Atividades 2
com uma pequena modificacdo que foi feita apos a aplicacdo e analise da sequéncia
didatica. Por fim no Apéndice C disponibilizamos as Folhas de Atividades resolvidas.

Esperamos com esse trabalho colocar a disposicdo dos colegas
professores um material didatico para o ensino de logaritmos construido com muita
dedicacdo e que, segundo nossas pesquisas, funcionou muito bem. A experiéncia que
adquirimos na elaboracdo e execucao desta pesquisa contribuiu para o aperfeicoamento

de nosso trabalho como profissional da educacéo.
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CAPITULO 1

Presenca do logaritmo na Matematica

1.1 GENESE HISTORICA

Nos séculos XVI e XVII as na¢des européias empreenderam grandes navegacdes pelos
mares do mundo. Nessas viagens um problema era a orientacdo dos navios, que era feita
com a ajuda da posicdo dos astros. Isso exigiu o desenvolvimento da Astronomia, sendo
necessario especificar com precisdo o movimento das estrelas e a posi¢do do Sol nas
diferentes estacfes do ano. A posicdo dos astros é dada por célculos trigopnométricos em
que é necessario ter o valor dos arcos trigonométricos para valores pequenos dos
angulos. Para isso eram necessarios calculos numéricos muito precisos. Como néo
existiam maquinas de calcular, a procura por métodos que simplificassem esses calculos
era muito grande. Trés notaveis invencdes vieram atender sucessivamente essas
demandas: o uso do sistema decimal de numeracdo juntamente com a notacdo indo-
arébica, as fracbes decimais e 0s logaritmos.

Os principais inventores dos logaritmos foram o sui¢o Joost Birgi (1552-
1632) e o escocés John Napier (1550-1617), cujos trabalhos séo independentes. Décadas
antes de Napier elaborar suas tabuas de logaritmos, Michel Stifel (1486-1567) ja vinha
trabalhando com tabelas numéricas para reducdo de calculos. Mas segundo Boyer
(1974), essa ideia, a de reduzir as operagdes, surgiu muito antes disso, com Arquimedes.

Arquimedes elaborou um método para contar os grdos de areia que
preencheriam uma esfera imaginaria com raio igual a distancia entre a Terra e 0 Sol.
Esse método esta descrito em sua carta a0 Rei Geldo. De acordo com Boyer (1974),

Arquimedes, incidentalmente, mencionou em seu trabalho sobre nimeros imensos, o



principio que mais tarde levou a invencdo dos logaritmos, a relacdo os expoentes dos
ndmeros.

Segundo Boyer (1974) a idéia dos logaritmos provavelmente foi
desenvolvida primeiro por Birgi e depois por Napier. Mas isso aconteceu quase
simultaneamente com apenas alguns anos de diferenca. A invencdo é creditada a Napier,
pois foi dele a primeira publicagcdo que era dedicada aos logaritmos: Logarithmorum

canonis descriptio (Uma descri¢do da maravilhosa lei dos logaritmos).

\..|| LOGARITHMORVM i i

' CANONIS DESCRIPTIO,
SRy
ARITHMETICARVM SVPPVTATIONVM
MIRABILIS ABRREVIATIO

| Einfpme sfem imvtragee Teigonomercia. wi rtiam iw amani
7 cfoglhna Mathematics, ompliflimi facikimt &
expeditiffimi explicaze,
Authore ac Inventore IO ANNE NEPERO,
Barone Merchiftoni, &¢. Scoro.

A
.

LVGDV NI,
ApudBarth.Vincentium.

It DC X X.
Cron Prisilgio Cafurs Majef. & Cirif Gall aram Regis,

> o
La I O s N » : 1

llustracgéo 1: Capa do livro Logarithmorum canonis descriptio de John Napier. Figura
extraida do livro El universo de los nimeros: historia y evolucién de las Matematicas

de Lancelot Hogben, s/d, p. 179. (apud Miorim)

Além dessa publicagdo foi Napier quem realmente extraiu todas as
propriedades operatorias dos logaritmos e vantagens para a simplificacdo de célculos
usando as tabelas que associavam elementos de Progressdes Geométricas e
Progressdes Aritméticas.

Para construir sua primeira tdbua de logaritmos Napier tomou uma
progressdo geométrica com raz&o um pouco menor que um (1—107"), enquanto Biirgi
USOU uma razao um pouco maior que um (1+107*).

Foi Napier quem criou a palavra logaritmo. De fato logaritmo é a
combinacéo de duas palavras gregas — logos e arithmos — a primeira significa razdo e

a segunda, numero.
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Apos a publicacdo dos trabalhos de Napier e Birgi, muitos matematicos
e astrdbnomos aperfeicoaram suas propostas e foram construidas muitas tabuas. Essas
tdbuas foram extensamente utilizadas no calculo numérico até a invencdo das

calculadoras digitais, quando entdo foram aposentadas.

1.2 LOGARITMO COMO FUNCAO

A funcdo logaritmica esta entre as mais importantes da Matematica e tem origem em
ideias simples, a correspondéncia entre elementos de progressdes geométricas e de
progressdes aritméticas.

Para defini-la lembremos inicialmente que, dada uma fungdo f: A— B,
sua inversa, quando existe, é uma funcdo g:B — A, tal que g(f(x))=x para todo
xe A e tal que f(g(y))=y para todo yeB. E claro, que g é inversa de f se, e

somente se, fé inversa de g.

Notemos que uma funcdo f : A — B possui inversa se, e somente se, fé

injetiva e sobrejetiva, ou seja, é uma correspondéncia biunivoca entre A e B.

Se f:A— B é uma correspondéncia biunivoca entre A e B sua inversa
g:B — A é definida da seguinte maneira. Sendo f sobrejetiva, para todo y € B existe

um x € A tal que f(x) =y. Além disso, como f € injetiva, este x é Gnico. Fazemos entdo

g(y) = x. Assim, g: B — A é a funcdo que associa a cada y € B o Gnico x € A tal que
f(x) = y. E imediato que g(f(x)) = x e f(g(y))=y para x € A e y € B quaisquer.
A funcdo exponencial f:R—>R", f(x)=a*, para cada a positivo e

diferente de 1, é uma correspondéncia biunivoca entre R e R™, crescente se a>1,

decrescente se 0 <a <1, com a propriedade fundamental:

f(x+y)=f(x)f(y) ou a*”¥ =a"a’

Segue-se que f possui uma funcédo inversa. A inversa da funcdo exponencial da base
aéafuncdo log, : R" — R, que associa a cada numero real positivo x o ndmero real

log, x, chamado logaritmo de x na base a. Por definicdo de funcéo inversa, tem-se
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a°%* =x e log(a*) = x

Assim, log, x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o
numero x. Ou seja,
y=log,x < a’=x

u+v

Segue-se imediatamente da relagdo a™. a" =a"" que

log, (xy) =log, x+log, y

para X ey positivos quaisquer. Com efeito, se u = loga x e v =10g,Y, entdo x=a" e
y=a' e xy=a"a'=a"". Dai:

u+v

log,(xy)=log,(a" a")=log,(@"")=u+v=Ilog, x+log, y

Outras propriedades dos logaritmos podem ser facilmente demonstradas:
X
Ioga(_j = Ioga X— Ioga y
y

z
log, x* =z log, X

para X e y positivos quaisquer, z um namero real qualquer e a e b positivos e diferentes

de um.

A funcdo logaritmica f :R*™ —> R, f(x) =log, x, para todo a positivo e

diferente de 1, é uma correspondéncia biunivoca entre R™ e R, crescente se a>1 e
decrescente se 0 <a<1.

Essas sdo as principais notacdes e propriedades das funcdes logaritmicas
conforme propGe a matematica académica. Observamos, para finalizar essa secéo, que a
transposicdo didatica dessa linguagem e técnicas constitui um problema dificil. A
definicdo que apresentamos de logaritmo implica na construcdo prévia da funcgéo

exponencial, construcdo essa muito complicada para o nivel do Ensino Médio.



1.3 LOGARITMO NA MATEMATICA CONTEMPORANEA

No século XVII, os matematicos achavam que os logaritmos eram muito importantes,
pois reduziam operacbes como divisdo e multiplicacdo a subtracdo e adicéo,
respectivamente. Naquela época, na Astronomia e nas Navegacdes os célculos para
determinar as posi¢des dos astros ou de um navio eram muito trabalhosos, ja que era
necessario usar um grande numero de casas decimais. Hoje, com o uso das calculadoras
e dos computadores, ndo precisamos dos logaritmos para simplificar calculos, mas o
usamos na modelagem de fendmenos e na resolucdo de equacbes exponenciais,
imprescindivel no estudo de muitas fungdes.

Segundo Eves (2004, p. 327) “a funcdo logaritmo nunca morrera, pela
simples razdo de que as variacbes exponencial e logaritmica sdo partes vitais da
natureza e da analise”.

Os estudos feitos sobre a funcdo logaritmica mostraram que, além de
simplificar céalculos através da reducdo de operacdes, elas também tém conexdo com
muitos fendmenos naturais. Seu desenvolvimento proporcionou um crescimento
significativo em outras areas da Matematica como a Anélise e Calculo Diferencial e
Integral. Além de sua utilidade na Matematica, os logaritmos também séo utilizados em
outras areas do conhecimento, como por exemplo, na Fisica e na Quimica, para medicédo
de nivel sonoro, na escala de pH de substancias, etc.

Uma caracteristica da funcdo logaritmica é sua lenta taxa de crescimento

ou decrescimento. Por exemplo, log,,10000 =4. Essa caracteristica tem importantes

aplicagdes, pois podemos utilizar essas fungdes para construir escalas para
representacdo de dados e para aproximacdo assintotica de funcBes, com importantes
aplicagdes em Complexidade Computacional. Além disso, as fungdes logaritmicas séo
utilizadas em modelagem de fendmenos naturais e sociais em que aparece para

descrever a variagao de grandezas.
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CAPITULO 2

O logaritmo no Ensino Médio

2.1 PRESENCA DO LOGARITMO NO ENSINO MEDIO

Um dos principais temas abordados no Ensino Médio, em Matematica, é o estudo das
funcGes. De acordo com as Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNEM Plus, p. 121):

O estudo de fungbes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas e
modelar situagdes problema, construindo modelos descritivos de fenémenos
e permitindo varias conexdes dentro e fora da prépria matematica.

O estudante, ao final do Ensino Médio deve, entre outras coisas, saber
usar a Matematica para resolver problemas e para modelar fendmenos em outras areas
do conhecimento. Para isso deve reconhecer a linguagem algébrica relacionando
grandezas, modelar situacgdes, associar diferentes funcdes aos seus gréaficos, identificar
regularidades e associar o conceito de funcao a exemplos reais.

As funcbes exponenciais e logaritmicas tém fundamental importancia
nesse estudo, pois sdo usadas para descrever muitos fenémenos, sendo aplicadas em
matematica financeira, crescimento populacional, intensidade sonora, pH de
substancias, etc.

As Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros

Curriculares Nacionais (PCNEM Plus) diz que o logaritmo é uma operacdo matematica,



mas que é também uma linguagem de representacdo em todas as ciéncias. Por isso é
necessario que o estudante saiba sua importancia e conheca técnicas para seu uso.

A presenca do logaritmo no curriculo escolar brasileiro ndo é recente. De
acordo com Miorim (2001), no periodo de 1856 a 1912, a teoria dos logaritmos esteve
quase sempre presente nos programas oficiais brasileiros de ensino no campo da
Aritmética. De 1893 a 1915 os programas oficiais tratam o tema também no terreno da
Algebra. A partir dai os programas oficiais situam o tema exclusivamente no campo da
Algebra.

Com o uso generalizado das calculadoras as tabuas de logaritmos, que
eram usadas para facilitar os calculos através da reducdo de operagdes, perderam o
sentido. Além delas ndo se aborda mais o estudo de caracteristica e mantissa. A
justificativa do estudo dos logaritmos estd no fato dela ser uma importante funcéo que,
segundo Lima (1997), esta ligada a um grande nimero de fendmenos e situagdes
naturais, onde se tem uma grandeza cuja taxa de variacdo é proporcional a quantidade
da mesma existente no instante dado.

Com isso, o material didatico disponivel para o Ensino Médio nédo traz
mais as tdbuas e também ndo faz referéncias a caracteristica e & mantissa. Estamos
numa fase de transicdo no ensino de logaritmos. Alguns livros didaticos recentes ja
comecam a trazer alguns problemas aplicados da func¢do logaritmica, atividades com o
uso da calculadora cientifica e abordam de maneira mais significativa os logaritmos
naturais, como veremos mais adiante.

O estudante do Ensino Médio, quando chega do Ensino Fundamental,
ainda ndo teve nenhum contato com os logaritmos. E necessario, entdo, para resolver
situacOes-problema que envolvam funcBes logaritmicas, que ele saiba trabalhar com
elas, aprendendo sua definicdo e suas propriedades.

Na atual Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo (2008) o ensino da
fungdo logaritmica aparece inicialmente na primeira série do Ensino Médio e é
retomado na terceira série.

As Orientacfes Curriculares para o Ensino Médio do MEC (2006) diz
que é preciso dar prioridade a qualidade do processo e ndo a quantidade de contetdos a
serem trabalhados. Diante dessa afirmacao sugere que o estudo dos logaritmos ndo seja
exaustivo nesse nivel de ensino, mas que priorize sua aplicagdo em situacdes reais e

também em outras areas do conhecimento.
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2.2 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

O objetivo com esta analise ndo é fazer nenhum tipo de julgamento, mas sim, verificar
qual a linha adotada por cada autor para o ensino de logaritmos.

A descricdo e a analise dos livros serdo feitas levando em consideragdo
aspectos como: abordagem histérica, como é dada a definicdo, se ha problemas
aplicados, se existem atividades com o uso da calculadora e se o material aborda os
logaritmos naturais.

Analisamos quatro livros didaticos, entre eles o livro adotado pela escola
em que foi aplicada a sequéncia didatica, que € o primeiro de nossa lista. Os livros
analisados foram:

L1: Matematica - Construcéo e Significado. Volume Unico. Coordenacéo

técnica José Luiz Pastore Mello (véarios autores). Editora Moderna, 2005.

L2: Matematica Completa. Volume 1 dos autores: José Ruy Giovanni e
José Roberto Bonjorno. FTD, 2005.

L3: Matematica - Volume Unico, dos autores: Gelson lezzi, Osvaldo
Dolce, David Degenszajn e Roberto Périgo. Atual Editora, 2007.

L4: Matematica - Contextos e Aplicagdes. Volume Unico do autor Luiz
Roberto Dante. Editora Atica, 2009.

No livro Matemética — Construcdo e Significado, os autores comegam 0
capitulo de logaritmos com uma situacdo problema que, de acordo com os dados
fornecidos, o estudante se depara com uma equacdo exponencial de bases diferentes.
Nesse ponto os autores dizem que para resolver esse tipo de equacdo precisamos da
teoria dos logaritmos.

A primeira definicdo de logaritmos é dada como sendo o expoente de
uma poténcia, em seguida tem-se a notacdo e a defini¢cdo formal dos logaritmos. Neste
momento sdo propostos alguns exercicios para o estudante calcular alguns logaritmos,
ainda sem nenhuma contextualizacdo. A seguir sdo dadas as condic6es de existéncia dos
logaritmos e algumas propriedades basicas que os autores chamam de consequéncias da
definicdo. Em seguida mais alguns exercicios sdo propostos.

Em seguida sdo apresentadas as propriedades operatorias dos logaritmos

e a mudanca de base com a explicacdo. As propriedades aparecem ja definidas e, depois
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de um exemplo numérico, elas sdo demonstradas. Sao propostos mais exercicios que
exploram de maneira direta a aplicagdo dessas propriedades.

Num topico chamado célculo de logaritmos os autores mencionam que,
além da base decimal, também é muito usada a base e e os autores definem e como um
namero irracional e ddo seu valor aproximado. Logo em seguida mostram como usar a
calculadora cientifica no calculo de logaritmos e trazem exercicios resolvidos com o
auxilio da calculadora.

O préximo tdpico, que tem como titulo Problemas envolvendo
logaritmos, traz um problema de matematica financeira e um problema com uma
férmula pronta, sendo necessario apenas fazer algumas substituicdes. Sdo propostos
alguns exercicios e trés problemas aplicados, cuja férmula ja é dada no enunciado.

O logaritmo como funcdo é apresentado no préximo toépico. A
abordagem é feita de maneira direta, ja se d& a definicdo da funcdo e constrdi-se
gréaficos a partir de tabelas numéricas. Depois é feita uma construcdo do grafico de uma
funcdo logaritmica e sua inversa a exponencial.

Trabalha-se um pouco com equacdes e inequacdes e depois nos

exercicios complementares sdo propostos problemas aplicados da funcéao logaritmica.

No livro Matematica Completa os autores ddo inicio ao capitulo com
uma situacdo-problema que envolve a exponencial e dizem que para resolver problemas
desse tipo precisaremos dos logaritmos. A seguir ddo uma breve justificativa historica
para a definicdo dos logaritmos, trazem uma tabela dos logaritmos decimais e depois a
definicdo formal. Um pequeno texto fala sobre o numero e, definindo-o através do
limite de uma sequéncia e da seu valor aproximado. Esse texto traz também um pouco
da origem dos logaritmos. S&o propostos exercicios em que os estudantes tem que
resolver equacdes exponenciais de bases diferentes, calcular logaritmos atraves de sua
definicdo e tambem resolver situacdes-problema que envolvem os logaritmos.

E dada a condicdo de existéncia dos logaritmos e algumas propriedades
imediatas. Depois de mais alguns exercicios ja sdo dadas as equacOes para s6 depois
trabalhar com as propriedades operatorias. S8 propostos muitos problemas. A
abordagem da funcdo logaritmica se da a partir de sua inversa, a exponencial. Em
seguida sdo exploradas as inequagdes logaritmicas.

Os autores falam ainda sobre o céalculo de logaritmos decimais,

caracteristica e mantissa e trazem uma tabela de mantissas. Falam, em um texto, como
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se constréi uma tabua de logaritmos, como é utilizada a calculadora para o calculo de
logaritmos e traz ainda um texto que fala sobre a estimativa da idade pelo método do
carbono radioativo. Para encerrar traz uma grande quantidade de exercicios, nos quais, a

maioria sdo problemas aplicados sobre logaritmos.

No livro Matematica - Volume Unico, os autores introduzem o capitulo
com um problema de matematica financeira que se reduz a uma equacéao exponencial de
bases diferentes e dizem que para resolvé-la sera necessario o estudo dos logaritmos. A
seguir ja dao a definicdo formal de logaritmos e as propriedades que sdo consequéncias
dessa definicdo. A definicdo do numero e é feita no capitulo anterior, o de fungdes
exponenciais, como o limite de uma sequéncia. Os autores falam sobre os logaritmos de
base 10 e de base e e sobre seu célculo com o uso de calculadoras. Sdo propostos
exercicios que exploram a definicéo e as propriedades imediatas da definicao.

As propriedades operatdrias sdo definidas e demonstradas e sdo
propostos exercicios diretos de aplicacdo dessas propriedades. ApOs esses exercicios
um texto traz o uso de logaritmos na Quimica no estudo do pH de substancias.

Para falar da fungdo logaritmica sdo abordados os conceitos de funcéo
sobrejetora, injetora, bijetora e inversa. Antes da definicdo formal de funcdo é
apresentada uma situacdo problema que usa a matematica financeira para despertar o
interesse dos estudantes pelo assunto. Apds todo o estudo sdo propostos exercicios que
incluem problemas aplicados. Um texto que aborda a escala Richter é colocado nesse
momento do capitulo. Apos isso sdo colocadas as equacdes e inequacdes logaritmicas.

O capitulo traz ainda, um texto sobre a medida da intensidade sonora e é encerrado com

muitos exercicios de vestibular com alguns problemas aplicados.

No livro Matematica - Contextos e Aplicacdes, o capitulo se inicia com
um problema de crescimento populacional que também se reduz a uma equacao
exponencial de bases diferentes, tendo ai, a justificativa para o estudo dos logaritmos. E
feita uma abordagem historica em que o autor traz a origem dos logaritmos e sua
utilidade na época e justifica que atualmente os logaritmos ndo tém o mesmo papel de
quando foi criado, mas continua sendo muito importante para a resolucdo de equacdes
exponenciais.

A primeira definicdo dada ndo é formal, ele traz o logaritmo como um

expoente para depois apresentar sua definicdo formal. Sdo propostos exercicios que
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exploram a definicdo, mas com grau de dificuldade crescente. A seguir sdo dadas as
condigdes de existéncia dos logaritmos e as consequéncias imediatas da defini¢cdo. S&o
propostos exercicios e em seguida sdo abordadas as propriedades operatorias dos
logaritmos. S&o propostos exercicios que trabalham com as propriedades de maneira
direta. H& uma abordagem sobre o uso das calculadoras cientificas e sdo propostos
exercicios.

A funcéo logaritmica é abordada como sendo a inversa da exponencial. A
seguir temos equac0es, inequacdes e problemas aplicados dos logaritmos. O numero e €

definido no capitulo anterior, funcGes exponenciais, como o limite de uma sequéncia.

Podemos perceber com essa analise que os livros apresentam programas
semelhantes e as diferencas aparecem na abordagem de problemas aplicados em maior
ou menor numero. Alguns sdo um pouco mais tradicionais, dando definicbes sem
apresentar um problema como ponto de partida e outros ja usam essa abordagem, que é
recomendada pelo PCNEM.

N&o encontramos em nenhum desses livros a ligagcdo entre sequéncias e
logaritmos, talvez porque, em todos eles, as sequéncias numéricas estdo no capitulo
seguinte aos logaritmos. Nenhum deles aborda a escala logaritmica de maneira mais

significativa, o que julgamos ser necessario para justificar os problemas aplicados.

2.3 ANALISE DOS DOCUMENTOS CURRICULARES OFICIAIS

Neste momento vamos analisar mais detalhadamente os documentos curriculares
oficiais. Faremos uma descri¢do das sugestOes de abordagem do ensino de logaritmos.
Os documentos analisados foram a Proposta Pedagogica Curricular do Estado de Sao
Paulo, os Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (MEC) e as Orientac6es

Curriculares para o Ensino Médio (MEC).
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2.3.1 Proposta Pedagdgica Curricular do Estado de Sao Paulo

De acordo com a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (2008, p. 41),

O objetivo principal de uma proposta curricular € mapear as informagdes
relevantes e organizd-las em narrativas significativas, em cada territorio
disciplinar. Por meio das diversas disciplinas, os alunos adentram de maneira
ordenada - disciplinarmente — o fecundo e complexo universo do
conhecimento, em busca do desenvolvimento das competéncias basicas para
sua formacédo pessoal.

Desde a publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais em 1999 ha
uma busca pela contextualizacdo e aproximagdo dos conteudos com o universo do
estudante para forma-lo como cidad&o e como pessoa. E claro que isso ndo acontece da
noite para o dia, mas esforcos estdo sendo feitos, desde entdo, para modificar o ensino
tradicional que privilegiava as técnicas de algoritmos e mecanizacdo do ensino.

A Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo trabalha com quatro
grandes eixos para o ensino da Matemaética: Numeros, Geometria, Grandezas e Medidas
e Tratamento da Informacdo. No Ensino Médio o estudo de sequéncias numeéricas,
nameros irracionais e a ampliacdo do campo numérico para os complexos constituem o
mote central para o desenvolvimento do eixo Numeros. No eixo Geometria, 0s topicos
devem ser trabalhados de forma espiral desde o Ensino Fundamental, mas no Ensino
Médio deve-se aprofundar a abordagem e tem-se um espago privilegiado para a
Geometria Analitica. No eixo Grandezas e Medidas a ampliacdo de ideias se da de
forma significativa, principalmente com o estudo sistematizado das fungGes. A ideia de
proporcionalidade direta ou inversa deve ser estendida a outros tipos de relagdes como
as gue associam uma poténcia ao seu expoente. O eixo Tratamento da Informacao traz,
no Ensino Médio, assuntos de extrema importancia como Probabilidade, Matrizes,
Estatistica e Contagem.

A profundidade com que sera tratado cada tema, dentro da disciplina, é
deixada a cargo do professor, de acordo com as possibilidades cognitivas do grupo de
estudantes. Contudo, a proposta diz que até mesmo em temas que julgamos ser
desnecessario o aprofundamento, podem se constituir em importante pretexto para
articular uma discussao, desde que haja um projeto que mobilize os interesses do grupo

envolvido. De acordo com a proposta (p. 50):
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Os logaritmos, por exemplo, que inicialmente eram instrumentos
fundamentais para a simplificagdo de calculos, hoje nao se destinam
precipuamente a isso, sendo imprescindiveis no estudo das grandezas que
variam exponencialmente.

A proposta sugere que 0s temas sejam abordados, sempre que possivel,
com metodologias alternativas ao tratamento tradicional dos conteddos, de maneira
criativa e que favoreca o uso da tecnologia, da modelagem matematica, de materiais
concretos e de problematizacGes de fendmenos reais. Sugere ainda que seja usada a
Histéria da Matematica, pois é na histdria que buscamos a compreensdo dos
significados dos conceitos fundamentais.

Além da proposta curricular a Secretaria da Educacdo do Estado de S&o
Paulo disponibilizou para os professores cadernos com 0s temas propostos que devem
ser estudados em cada bimestre. Nesse caderno ha orientacbes de como devem ser
trabalhados esses temas. No ano de 2009, os estudantes também receberam esse caderno
bimestralmente.

No caderno do terceiro bimestre da primeira série do Ensino Médio sao
abordadas as fungdes exponenciais e logaritmicas. A orientagdo € que o0 ensino de
logaritmos se dé de forma contextualizada, para mostrar quais sdo as utilidades atuais
dos logaritmos, mas sem deixar a histéria de lado. Para isso sdo apresentadas situacdes
de aprendizagens com problemas e atividades que ajudam e orientam o professor. Essas
situacOes de aprendizagem trazem escalas logaritmicas para a construcdo de graficos,
situacOes-problema envolvendo diversas contextualizagbes (escala Richter, pH de
substancias, intensidade sonora, calculo de juros, etc.).

No caderno do terceiro bimestre da terceira série do Ensino Médio é feita
uma retomada no estudo das fungdes para que o estudante tenha um panorama mais
abrangente desse estudo e consiga fazer comparagdes entre elas. Sdo propostas situagoes
de aprendizagem que abordam construcéo, analise de graficos e anélise da variacdo das

diversas func@es: polinomiais, exponencial, logaritmica e trigopnométricas.
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2.3.2 Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM, PCNEM
Plus)

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PNCEM) foram publicados
em 1999 com o objetivo de ajudar a melhorar a qualidade do ensino em nosso pais,
partindo de principios definidos pela Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional
(LDB/96).

Prop6e um curriculo baseado em competéncias e habilidades e ndo em
acumulo de informagdes, busca dar significado ao conhecimento escolar mediante a
contextualizacdo, incentiva o raciocinio e a interdisciplinaridade para mostrar que ha
ligacdo entre muitos conceitos aprendidos em diversas disciplinas.

No PCN, a descricdo das competéncias e habilidades e também dos
conhecimentos em cada disciplina se divide em trés grandes &reas, a saber: Linguagens,
Caodigo e suas Tecnologias, que abrange as disciplinas de Lingua Portuguesa, Lingua
Estrangeira Moderna, Educacdo Fisica, Artes e Informatica; Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias com as disciplinas de Biologia, Fisica, Quimica e
Matematica; e finalmente Ciéncias Humanas e suas Tecnologias com as disciplinas de
Historia, Geografia, Sociologia e Filosofia.

Uma questdo abordada pelo PCN é que devemos tratar os contetidos com
um significado e para isso devemos partir de elementos do dominio do estudante, sua
escola, sua comunidade, ndo precisando necessariamente de fatos que sejam de sua
vizinhanca fisica ou social, mas de contelidos que abrangem probleméticas ambientais
globais ou questdes econdmicas continentais, por exemplo.

Na area de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias existem
trés grandes eixos que dividem as principais competéncias e habilidades necessarias

para a formacao do estudante:

v' Representagcdo e comunicacdo, que visa desenvolver a capacidade de
comunicagdo do estudante.

v Investigagdo e compreensdo, que visa desenvolver a capacidade de
questionar processos naturais e tecnoldgicos, identificando regularidades,
apresentando interpretacfes e prevendo evolugdes e também desenvolver
0 raciocinio e a capacidade de aprender.

v' Contextualizagdo sécio cultural, que visa compreender e utilizar a ciéncia
como elemento de interpretacdo e intervencdo, e a tecnologia como
conhecimento sistematico de sentido pratico.

35



No ensino da Matematica devemos destacar que uma das finalidades do
ensino é aplicar seus conhecimentos matematicos a situac@es diversas, utilizando-os na
interpretacdo da ciéncia e estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e o
conhecimento de outras areas.

E proposto no PCN que o ensino de fungdes ndo seja conduzido de
maneira isolada, mas sim analisando o comportamento de certos fendmenos tanto do
cotidiano como de outras areas do conhecimento.

O estudo dos numeros e da algebra ndo deve ser feito de maneira isolada
dos outros conceitos, deve-se levar em conta a perspectiva sdcio-historica da origem
desses temas e sua aplicacdo em situagdes-problema.

As Orientacbes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNEM Plus) é uma publicacdo que complementa 0 PCNEM.
S&o apresentadas orientacOes educacionais aos professores, sem pretensdo normativa.
Ele delimita o papel atual do Ensino Médio no Brasil. O Ensino Médio faz parte da
Educacao Bésica, mas nao é mais simplesmente preparador para o Ensino Superior nem
é estritamente profissionalizante.

De acordo com o PCNEM Plus (p. 8), o Ensino Médio deve “preparar o
estudante para a vida, qualificar para a cidadania e capacitar para o aprendizado
permanente, em eventual prosseguimento dos estudos ou diretamente no mundo do
trabalho”.

Por isso é necessario que os conteudos tenham um significado, pois para
que o estudante tenha uma boa formacdo, € necessario que ele saiba quais sdo 0s
objetivos dos conteidos que se aprende no Ensino Médio. Isso deve ser feito de forma
articulada nas diversas disciplinas das trés areas. Para isso deve-se dar énfase as
linguagens comuns usadas nas diferentes disciplinas da area. Um exemplo dado € o uso
do logaritmo, operacdo que da origem a fungbes matematicas, mas que também é
linguagem de representagdo em todas as ciéncias. De acordo com os PCNEM Plus, o
ensino dos logaritmos sé se justifica atualmente se for mostrada a sua importancia em
questdes tecnoldgicas e em outras ciéncias, para expressar grandezas cujo intervalo de
variacdo e exponencial. Um exemplo citado € a escala logaritmica de decibéis, para
medir a intensidade sonora. Usando-a podemos situar sons com intensidades variando
de 1 a 1 trilhdo em um gréafico com sé treze divisdes, e ndo um trilhdo delas. Outro

exemplo citado pelos PCNEM Plus é a escala Richter dos abalos sismicos. Para
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compreender sua pontuacdo e a diferenca de energia liberada entre um terremoto e
outro, é necessario que se conheca os logaritmos.

Na analise do PCNEM Plus (p. 121) “a énfase do estudo das diferentes
funcbes deve estar no conceito de funcdo e em suas propriedades em relacdo as
operacOes, na interpretacdo de seus graficos e nas aplicacBes dessas fungdes”. Ele
propfe que os contetdos sejam introduzidos com problemas aplicados para motivar o
estudante, principalmente no estudo das fungdes, que tem um vasto campo de aplicacdes
para serem exploradas.

Sdo abordados, em Matematica, trés eixos ou temas estruturadores,
desenvolvidos de forma concomitante nas trés séries: 1.Algebra: nimeros e funcdes;
2.Geometria e Medidas; 3.Analise de dados.

No Tema 1- Algebra: nimeros e medidas — é proposto que o ensino das
funcdes exponencial e logaritmicas seja feito priorizando sua aplicacdo em matematica
financeira, por exemplo, e também em outras areas do conhecimento. A resolucéo de
equacOes, propriedades de caracteristica e mantissa podem ser deixadas de lado, se
necessario.

E proposta uma divisdo de temas nas trés séries do Ensino Médio, de
forma que o ensino de logaritmos se situa na primeira série juntamente com o estudo de

outras funcdes. Abaixo temos o0 quadro que mostra esta divisdo:

17 série

2" série

3% série

1. Nocdo de funcéo;
funcdes analiticas e
nao-analiticas; analise
grafica; seqiiéncias
numéricas; funcéo
exponencial ou
logaritmica.

1. Trigonometria do
tridngulo retingulo.

. Func@es seno, cosseno

e tangente.

. Trigonometria do

tridngulo qualquer e da
primeira volta.

1. Taxas de variacdo de
grandezas.

2. Geometria plana:
semelhanca e
congruéncia;
representacdes de
figuras.

. Geometria espacial:

poliedros; solidos
redondos; propriedades
relativas & posicao;
inscricéo e
circunscricdo de
sdlidos.

. Métrica: dreas e

volumes; estimativas.

2. Geometria analitica:
representacoes no
plano cartesiano e
equacoes; intersecgdo
e posicies relativas de
figuras.

3. Estatistica: descricao de
dados; representagdes
gréaficas.

. Estatistica: analise de

dados.

. Contagem.

3. Probabilidade.

Quadro I: Quadro extraido do PCNEM Plus, p. 128. Mostra a distribuicdo
dos temas e assuntos nas trés séries do Ensino Médio.
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Os parametros ainda citam a importancia da resolucdo de problemas, do
trabalho em grupo e da diversificagdo na avaliagdo.

Mas para que todas essas propostas sejam efetivadas é necessario que o
estudante tenha oportunidade de trabalhar de forma diversificada para adquirir as
competéncias e habilidades esperadas. Cabe ao professor conduzir essa proposta de

formagcéo.

2.3.3 Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio

Em meados de 2006 foi publicada pelo MEC as Orientacdes Curriculares
para 0 Ensino Médio com o objetivo de contribuir com o diadlogo entre professor e
escola sobre a pratica docente. E um instrumento de apoio para o professor em sua
pratica pedagdgica.

De acordo com as Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio (2006,
p. 69), “o ensino da Matematica pode contribuir para que os alunos desenvolvam
habilidades relacionadas a representacdo, compreensao, comunicagdo, investigagdo e,
também, a contextualizacdo sociocultural”.

Diferente dos PCNEM, as orientacdes dividem o ensino da Matematica
em quatro eixos: Numeros e operacdes; Funcdes; Geometria; Analise de dados e
probabilidade. Mas mesmo tendo eixos diferenciados os assuntos devem ser tratados de
forma articulada.

A orientacdo que é dada em relacdo ao ensino de Funcdes é que sejam
apresentados diferentes modelos para que o estudante perceba sua utilidade nas diversas
areas do conhecimento além da matematica. A sugestdo para introduzir as funcoes
exponenciais é que se comece analisando a descri¢do de fendmenos de crescimento no
modelo linear, para ai introduzir o modelo de crescimento/decrescimento exponencial.
Isso porque enguanto o crescimento linear é constante, o crescimento exponencial
apresenta uma taxa de variagdo que depende do valor da fungdo em cada instante. Nos
problemas aplicados, quase sempre € necessario resolver uma equacao exponencial e
para isso precisamos trabalhar também com sua funcéo inversa — a funcéo logaritmica.
E recomendado que se ensine as equagdes exponenciais e logaritmicas associadas a

problemas aplicados em outras areas do conhecimento. O documento deixa claro que
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ndo é necessario fazer um estudo exaustivo dos logaritmos nesse nivel de ensino, um
estudo sem que haja um proposito aplicativo.
Vale destacar dentre as varias questdes metodoldgicas tratadas nas

Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2006, p. 86) que:

A utilizacdo da Histéria da Matematica em sala de aula também pode ser
vista como um elemento importante no processo de atribuicdo de significados
aos conceitos matematicos. E importante, porém, que esse recurso ndo fique
limitado a descricdo de fatos ocorridos no passado ou a apresentacdo de
biografias de matematicos famosos. A recuperacdo do processo histérico de
construcdo do conhecimento matematico pode se tornar um importante
elemento de contextualizacdo dos objetos de conhecimento que véo entrar na
relagdo didatica.

Sabemos da importancia do uso da Histdria no ensino da Matematica, e
essa observacdo do documento € muito pertinente, pois ndo adianta apenas contar a
historia de determinado assunto, € necessario, quando possivel, usa-la para a construcao
do conhecimento, com isso 0 estudante passa a ter uma visdo mais abrangente do tema
que esta sendo tratado.

A importdncia do uso da tecnologia também é abordada neste
documento. Essa abordagem ¢é feita de maneira reciproca, ou seja, deve utilizar a
Matematica como base para o aprendizado da tecnologia e também a tecnologia como
base para o0 aprendizado em Matematica. Destacam-se trés diferentes recursos
tecnoldgicos: o uso de calculadoras, o uso de planilhas eletrénicas e o uso de softwares.

Sdo apresentados nas OrientacBes Curriculares para o Ensino Médio,
temas complementares, que podem ser usados para projetos, feira de ciéncias, atividades
em laboratorios de Matematica e até em aplicagcbes matematicas. Destacamos aqui a
sugestdo de abordar a interdisciplinaridade com o estudo de fenémenos que tém registro
em escala logaritmica, sdo exemplos: idade fossil, intensidade de abalo sismico,
intensidade de som, etc.

E necessario que se ensine Matematica em articulago com temas atuais
da ciéncia e da tecnologia, assim o estudante sera capaz de atribuir significado aos

diversos contetdos aprendidos.
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2.4 ANALISE DE DISSERTACOES CORRELATAS

Apresentamos uma breve andlise de dissertacdes correlatas ao nosso tema. Séo raras as
dissertagcdes encontradas que trabalham com o ensino de logaritmos. Analisaremos 0s
trabalhos de Karrer (1999), Oliveira, A. J. (2005) e Ferreira (2006).

Na dissertacdo de Karrer (PUC-SP, 1999) - LOGARITMOS, Proposta de
uma sequéncia de ensino utilizando a calculadora — o objetivo é elaborar uma
sequéncia de ensino partindo de problemas exponenciais, para o ensino de logaritmos
usando a calculadora como instrumento de aprendizagem.

A pesquisa foi feita com um grupo experimental e um grupo de
referéncia. O grupo experimental realizou as atividades elaboradas por Karrier e o grupo
de referéncia seguiu a abordagem tradicional. Foram feitos pré-testes e pos-testes iguais
para verificar o nivel de aprendizado dos dois grupos, depois da realizacdo da pesquisa.
O estudo foi realizado em duas escolas particulares do Estado de Sdo Paulo. Numa das
escolas trabalhou-se com o grupo experimental e na outra com o grupo de referéncia.

A sequéncia tem atividades com problemas exponenciais,
contextualizados por crescimento populacional e matematica financeira, tem ainda
atividades que abordam poténcias para o posterior estudo dos logaritmos.

O resultado da pesquisa, segundo Karrier, foi satisfatorio, pois o grupo
experimental teve mais sucesso no pos-teste que o grupo referencial. Conclui que sua

sequéncia de ensino surtiu efeito positivo no ensino de logaritmos.

A dissertacdo de Oliveira, A. J. (UFRN, 2005) - O ensino dos logaritmos
a partir de uma perspectiva historica — tem o objetivo de elaborar uma sequéncia de
atividades para o ensino de logaritmos, conduzida pela histéria da matematica e
mostrando a relagdo da matematica com a mdusica.

A pesquisa foi realizada com 5 estudantes do curso de licenciatura em
Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Esses estudantes foram
escolhidos apds uma avaliacdo diagnostica sobre os logaritmos, pois revelaram um
conhecimento prévio sobre as utilizagdes dos logaritmos.

Em sua sequéncia didatica, Oliveira, A.J, traz atividades relacionando

progressdes geométricas e progressdes aritméticas. Traz ainda atividades elaboradas
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com a visdo cinematica dos logaritmos, proposta por Napier. E para encerrar a
sequéncia sdo propostas atividades que mostram a rela¢do dos logaritmos com a musica.

Os resultados da pesquisa, segundo Oliveira, A.J., traz pontos positivos e
negativos. Positivos, pois houve uma reelaboracdo do conceito apresentado durante a
realizacdo das atividades e apesar das dificuldades apresentadas, em sua maioria as
atividades foram realizadas. E negativos, pois os estudantes tiveram dificuldades em
relacionar o conceito de logaritmos com as progressdes, ndo estavam familiarizados

com a parte musical, entre outras coisas.

Na dissertacdo de Ferreira (UNIFRA, 2006) — Uma sequéncia de ensino
para o estudo de logaritmos usando a engenharia didatica — o objetivo é a utilizacdo de
uma sequéncia didatica privilegiando situacdes reais e o surgimento dos logaritmos,
para contribuir com a construc¢ao do conceito de logaritmos.

A sequéncia foi aplicada no Colégio Militar de Santa Maria — RS para 27
estudantes organizados em trios. Ela foi elaborada a partir de uma avaliacdo diagnostica
feita com os estudantes.

A sequéncia tem atividades relacionadas com a retomada da fungéo
exponencial e construcdo do modelo matematico de cada situacdo descrita nos diversos
problemas apresentados; traz também a relacéo entre o grafico da exponencial e de sua
inversa, a funcdo logaritmica; relacdo entre as propriedades dessas duas funcbes e a
utilizacdo dessas propriedades na resolucdo de problemas; construcdo de escalas
logaritmicas e utilizacdo de software para construcdo de graficos.

De acordo com Ferreira, com a aplicacdo da sequéncia didatica os
estudantes mostraram uma melhor compreensdo do conceito de logaritmo. Com isso

considerou atingido o objetivo da pesquisa.

2.5 DIFICULDADES NO ENSINO DE LOGARITMO

Depois de analisar todos os documentos oficiais, livros didaticos e dissertagbes neste
capitulo, podemos perceber claramente, que os esforcos para melhorar a qualidade do
Ensino Médio tem sido feitos de maneira sistematica, ja ha algum tempo.

O ensino de logaritmos que antes era repetitivo, mecanizado, cheio de

regras e sem significado, agora esta comecando a ser trabalhado de maneira mais
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significativa, contextualizada, para que o estudante perceba a real utilidade dos
logaritmos na Matemaética e em outras ciéncias.

Mas mesmo com todo esse esfor¢o para melhorar a qualidade de ensino
encontramos ainda uma grande dificuldade por parte da maioria dos professores para
trabalhar com o ensino dos logaritmos, por varios motivos.

Um dos motivos € que mesmo com o avango tecnoldgico existente e com
os estudos para a melhoria da qualidade da educacéo ser algo constante, a formacao dos
professores ndo acompanhou 0 mesmo ritmo. Infelizmente, muitos ainda trabalham de
forma tradicional seguindo, muitas vezes, livros didaticos que ndo trazem nenhuma
contextualizagdo. Isso ocorre por inUmeros motivos, sua formagdo, como ja foi citado,
falta de tempo, ja que a maioria dos professores, devido a questdes salariais, precisam
trabalhar em varias escolas.

Outro motivo é que, dependendo da escola e mesmo da classe, 0 ritmo
dos estudantes ndo permite que o professor avance nos contelldos necessarios para
trabalhar com logaritmos. Assim muitos estudantes s6 véem mesmo a definicdo dos
logaritmos, sem estudar a funcdo, as propriedades e principalmente suas aplicacGes.

Esperamos que mesmo com todas essas dificuldades, o ensino de
logaritmo melhore com essas medidas que estdo sendo tomadas para modificar a
abordagem do ensino. Assim os estudantes poderdo ter garantido um aprendizado

realmente satisfatorio.
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CAPITULO 3

Pressupostos epistemologicos e pedagogicos

3.1 INTRODUCAO

Descrevemos neste momento a fundamentagdo tedrica de nosso trabalho. Nossa
intencdo aqui ndo é esgotar nenhum pressuposto tedrico, mas sim delinear um
referencial para o nosso trabalho.

Apdbs observacdes gerais sobre a Didatica da Matematica, falamos sobre
tarefas exploratdrias, ja que essa metodologia constitui a base das folhas de atividades
que fazem parte de nossa sequéncia didatica. Os momentos didaticos de nossa sequéncia
sdo enfeixados pelos pressupostos da Engenharia Didatica, de acordo com a qual
realizamos sua preparacdo e aplicacdo antecedida da analise prévia do problema de
ensino que é objeto de nosso trabalho. J& comentamos a importancia do dos logaritmos
e as dificuldades que os professores e estudantes encontram no Sseu ensino e
aprendizado. Aqui descrevemos com mais detalnes os recursos da Educagdo
Matematica que utilizamos na construgdo da sequéncia didatica para o ensino dos

logaritmos.
3.2 DIDATICA DA MATEMATICA
Uma forma de falar sobre a Didatica da Matematica é nos guiar na Didatica Francesa,

mais especificamente na teoria das Situagdes Didaticas de Guy Brousseau.
Nossa escolha se fundamenta no fato de Brousseau dar inicio ao



desenvolvimento de uma teoria especifica para o saber matematico. Até entdo as teorias
abordavam apenas aspectos gerais da aprendizagem.

A situacdo didatica de acordo com Brousseau apud Galvez (1996, p.28)

um conjunto de relagdes estabelecidas explicita e/ou implicitamente entre um
aluno ou um grupo de alunos, um determinado meio (que abrange
eventualmente instrumentos ou objetos) e um sistema educativo
(representado pelo professor) com a finalidade de conseguir que estes alunos
apropriem-se de um saber constituido ou em vias de constituicéo.

Para Brousseau (apud Galvez, 1996), o processo de aprendizagem
envolve professor, aluno e saber matematico. As situacbes devem produzir
modificagdes no comportamento dos estudantes pela aquisicdo de conhecimento e de
uma aprendizagem significativa atraves do meio que deve ser criado e organizado pelo
professor.

De acordo com Galvez (1996), o professor deve participar da producédo
das situacdes didaticas que analisa em sala de aula e ndo somente observa-las e analisa-
las, j& que seu objetivo é determinar as condi¢cBes de apropriagdo do saber pelos
estudantes.

Para que existam essas situacOes didaticas & necessario que sejam
estabelecidas relacbes de negociacdo entre professor e estudante para definir as regras
que determinam explicitamente ou implicitamente o papel de cada um. Essas relagdes
de negociacao foram denominadas por Brousseau de contrato didatico.

Na aplicacdo de nossa sequéncia didatica o contrato serd modificado de
acordo com a atividade que estiver sendo desenvolvida. A relacdo didatica existente
entre professor, aluno e saber se altera de acordo com a natureza da atividade, folhas de
atividades, aula expositiva com o uso de recurso tecnoldgico ou lousa, aula no
laboratério de informatica.

Outro aspecto relevante colocado por Brousseau é que é preciso criar
situacOes didaticas em que o saber ndo seja dissociado de seu significado. O saber tem
que ser contextualizado, para que os estudantes consigam aplicar o saber ndo s6 naquele
momento.

Através desse pequeno estudo percebemos que € necessario criar um
ambiente de aprendizagem em que os estudantes consigam construir e adquirir o saber e

também associa-lo a diversas situacgdes.
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Assim nossa sequéncia didatica foi construida, com o intuito de fazer
com que o estudante se aproprie do conceito logaritmo e funcdo logaritmica guiados

pelas atividades elaboradas em nossa sequéncia, mas de forma mais autbnoma possivel.

3.3 TAREFAS MATEMATICAS

O papel do professor no processo ensino-aprendizagem em Matematica, segundo Ponte
(2003), implica numa (re)construcdo do curriculo feita por atividades de ensino e por
reflexGes sobre estas atividades. Para desenvolver estas atividades € necessario que o
estudante realize tarefas. As tarefas podem ser elaboradas pelo professor, pelos
estudantes ou resultar de uma negociacdo entre os dois. Varias sdo as estratégias de
ensino utilizadas pelo professor em um determinado assunto e € muito importante, que
dentro do possivel, sejam realizadas tarefas diferentes para uma mesma atividade, pois
assim o estudante podera ter uma visdo mais abrangente do assunto trabalhado naquele
momento.

Ainda segundo Ponte (2003), varias sdo as tarefas caracteristicas da
matematica: exercicios, problemas, investigacdes, tarefas de modelagdo, projetos. Essas
tarefas sdo caracterizadas por quatro dimensdes basicas: dificuldade, estrutura, contetdo
referencial e o tempo requerido para sua resolucdo. O grau de dificuldade constitui uma
dimensdo usada ha muito tempo, podemos ter dificuldades em varios graus, de baixo a
elevado. Uma outra dimensdo, que € recente, é o grau de estrutura da tarefa, que pode
ser “aberta” ou “fechada”. A tarefa fechada deixa claro o que ¢ dado e o que ¢ pedido.
Ja a tarefa aberta tem um grau de indeterminacéo significativo no que é dado, no que é
pedido ou em ambos.

O quadro abaixo ilustra os quatro tipos basicos de tarefa:

Facil
A

Exercicio Exploracéo

Fechado < » Aberto

Problema Investigacdo

v
Dificil

llustracédo 2 : Os diversos tipos de tarefa (In: Ponte, 2003)

45



Os exercicios que estdo no segundo quadrante, sdo tarefas sem grande
dificuldade e tém a estrutura fechada. Os problemas séo tarefas também fechadas, mas
com dificuldade elevada. As investigacdes tém estrutura aberta e grau de dificuldade
elevado. Ja as tarefas de exploracédo sdo faceis e tém estrutura aberta.

Desde a antiguidade os problemas tém lugar de extrema importancia no
ensino da matematica, mas foi George Polya que ajudou a estabelecer seu papel
educativo. Os problemas sempre tém um grau de dificuldade apreciavel, mas se forem
demasiadamente dificeis, o estudante pode desistir de resolvé-los. Se for
demasiadamente facil, ndo sera um problema e sim um exercicio. Para que a tarefa seja
classificada como exercicio, o estudante deve ter um processo imediato de resolucéo,
tenha contexto ou ndo. Se o processo de resolucdo ndo for imediato, a tarefa sera
classificada como um problema.

A investigacdo ¢ uma tarefa que traz informacdes para o estudante, mas
faz com que ele tenha mais trabalho para desenvolvé-la, quer seja na busca de
estratégias, quer seja na propria questdo a resolver. As tarefas investigativas tém
extrema importancia no processo de aprendizagem, pois o estudante tem um papel ativo
em sua realizacéo.

As tarefas de exploragcdo séo caracterizadas pela facilidade de trabalho
imediato do estudante sem necessidade de muito planejamento. O professor ndo explica
tudo o que é necessario, mas deixa uma parte importante de descoberta e de construgédo
do conhecimento para os estudantes realizarem.

Tanto nas tarefas investigativas como nas tarefas exploratérias podem ser
propostos exercicios, problemas e outros tipos de atividades. O que faz com tenham
essas caracterizacao € a forma com que séo elaboradas e conduzidas.

Ao desenvolver nossa pesquisa para produzir um material para o ensino
do conceito de logaritmos, resolvemos iniciar, a titulo de motivagdo, com o problema
historico da reducdo das operagdes aritméticas. Explicamos aos estudantes a
necessidade que existia no século XVI de resolver essa questdo. Percebemos que nédo
seria possivel deixar para os estudantes a solucdo desse problema, pois isso requer
muita experiéncia Resolvemos entéo que as folhas de atividades, depois da apresentacao
e contextualizacdo do problema inicial, deveriam prosseguir com tarefas exploratérias.
Fizemos isso até que o estudante percebesse como foi resolvido esse problema e como

surgiu o conceito de logaritmo. Por outro lado ao abordar as propriedades dos
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logaritmos, optamos em apresentar atividades de percepcdo de padrdes permitindo ao
estudante entrar em contato com essas propriedades antes que fossem apresentadas as
formulas gerais. Na quarta folha de atividades, no final apresentamos ao estudante
problemas fechados sobre aplicacfes dos logaritmos.

Considerando toda a sequéncia didatica elaborada da qual as folhas de
atividade constituem uma parte procuramos diversificar as tarefas, utilizando
problemas, exercicios e tarefas exploratorias.

Concluimos que na elaboracdo desse material, tivemos que utilizar, em

cada momento, a estratégia adequada para atingir os objetivos esperados.

3.4 ENGENHARIA DIDATICA

O termo Engenharia Didatica apareceu no contexto da Didatica da Matematica criada na
Franca na década de 80. Segundo Artigue (apud ALMOULOUD, 2008), a Engenharia
Didatica se assemelha ao trabalho de um engenheiro, que além de seus conhecimentos
cientificos, também leva em consideracdo os problemas que aparecem na pratica, 0s
quais precisam de solucdo, que as vezes, nao se acha na teoria cientifica. Essa proposta
pode e deve ser aplicada na sala de aula.

A origem dessa teoria esta relacionada com a preocupacdo de que as
teorias desenvolvidas fora da sala de aula ndo suprem totalmente as necessidades na
transformacéo do ensino. Dessa forma € necessario relacionar-se com a valorizacdo da
pratica do professor.

Segundo Artigue (apud ALMOULOUD, 2008), a Engenharia Didatica é
uma metodologia de pesquisa caracterizada por realizacdes didaticas em sala de aula e é
composta de quatro fases: a) analises prévias; b) construcdo e analise a priori; c)
experimentacdo; d) andlise a posteriori e validagdo. Apesar de serem fases distintas
cada uma delas pode ser retomada ao longo de todo o trabalho, se necessario. Uma das
principais caracteristicas é que a validacdo pode ser interna, comparando-se a analise a
priori e a analise a posteriori, sem aplicagdo de pré-teste ou pos-teste.

Na anélise prévia deve-se analisar o funcionamento do ensino em questdo
para propor uma intervencdo na melhoria desse ensino. Segundo Almouloud (2008) os

aspectos que devem ser analisados nesta fase sdo: epistemologica dos conteudos, do
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ensino usual e seus efeitos, das dificuldades que sdo um obstaculo para o aprendizado
dos estudantes, dos fatores da construcdo das atividades, os objetivos da pesquisa.
Fizemos um estudo tedrico inicial, o qual deu fundamentacdo a nossa pesquisa. Apos
esse estudo levando em consideracdo nossa experiéncia em sala de aula no ensino de
logaritmos e a andlise de livros didaticos e das propostas curriculares oficiais, propomos
uma intervencdo no ensino de logaritmos com o objetivo de melhord-lo. Essa
intervencao se deu com a elaboracdo de uma sequéncia didatica.

Na segunda fase, a construcdo e analise a priori, elabora-se o plano de
acdo, descrevem-se as escolhas efetuadas e também cada atividade proposta. Em nossa
sequéncia didatica foram elaboradas Folhas de Atividades, das quais falaremos mais
adiante, que usam a construcdo histérica do conceito de logaritmo, a construcdo do
conceito, das propriedades e suas aplicacbes. Além das folhas ha aulas explicativas e
atividades na sala de informética e uso da calculadora.

A fase da experimentacdo é o momento de colocar em préatica as
atividades elaboradas. Se for necessario pode haver uma correcdo nas atividades, desde
que se faca uma complementacdo na andlise a priori. Em nosso trabalho a aplicacao se
deu em duas salas de primeira serie do Ensino Médio que me foram atribuidas no inicio
de 2009, de uma escola cooperativa em Araraquara onde dou aulas desde 2002.

A quarta e Ultima fase descrita pela Engenharia Didatica consiste na
analise a posteriori e validacdo da proposta. A andlise a posteriori ¢ feita utilizando-se
todas as ferramentas usadas na experimentacdo, que no nosso caso, sao 0 material
produzido pelos estudantes e as anotagdes feitas durante a aplicacdo de nossa sequéncia.

Nos capitulos seguintes essas fases sdo apresentadas com mais detalhes.

3.5 AS FOLHAS DE ATIVIDADES

Em nossa sequéncia didatica foram elaboradas, dentro das atividades propostas, Folhas
de Atividades, para que o estudante ndo ficasse preso a atividades no caderno e no livro.

As Folhas de Atividades sdo uma oétima alternativa para o ensino de
Matematica. Sua estrutura consiste em apresentar inicialmente algumas informacoes
sobre o0 assunto em questdo e propor atividades que sejam direcionadas de acordo com
as necessidades e 0s objetivos do professor naquela atividade. Essas atividades, que

serdo resolvidas pelos estudantes, podem se iniciar de maneira simples e aumentar seu
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grau de dificuldade conforme a necessidade do tema. As folhas podem ser elaboradas
para que o estudante trabalhe em grupo ou individualmente, de acordo com as inten¢des
do professor que a elabora. Se o trabalho for em grupo tem-se a oportunidade do
dialogo entre os estudantes, o que pode enriquecer sensivelmente o aprendizado.

O principal proposito das Folhas de Atividades é que o estudante tenha o
méaximo de autonomia possivel na sua resolucgdo, que trabalhe com pouca interferéncia
do professor para participar ativamente da aquisi¢cdo do conhecimento.

Para elaborar essas Folhas de Atividades o professor precisa dispor de
tempo para a construcdo das atividades, de conhecimento sobre 0 assunto que esta sendo
tratado e de muito cuidado para direcionar de forma correta as atividades, o que
constitui um aspecto problematico das folhas. Mas temos também aspectos positivos, o
professor pode aplicar muitas vezes a mesma Folha de Atividades, que podem ser
adaptadas de acordo com as necessidades de cada turma e do planejamento pedagdgico
dele e da escola. Outro aspecto positivo é que o professor terd seu proprio material
didatico, ndo precisando ficar apenas usando um unico livro didatico em suas aulas.

Na aplicacdo desta sequéncia o trabalho com as Folhas de Atividades que
elaboramos foi extremamente satisfatorio. Os estudantes responderam muito bem a essa
metodologia e se acostumaram facilmente com sua estrutura. Na primeira Folha de
Atividades, que foi uma novidade na classe, houve muitas perguntas sobre o que fazer.
A partir da segunda Folha de Atividades o trabalho fluiu tranquilamente, pois o0s
estudantes realmente tiveram autonomia durante o processo, so solicitando nossa ajuda
quando era realmente necessario. Outro aspecto de extrema importancia que devemos
ressaltar € que as Folhas de Atividades proporcionam a oportunidade de avaliacdo
continua dos estudantes.

Nossas Folhas de Atividades, que foram elaboradas para a sequéncia

didatica, estdo disponibilizadas nos apéndices dessa dissertacao.

Esses pressupostos epistemolégicos e pedagdgicos, adotados em acordo
com as orientacbes da Educacdo Matematica se mostraram acertados quando

implementamos em sala de aula nossa sequéncia didatica.
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CAPITULO 4

Construcao e aplicacao da sequéncia didatica

4.1 INTRODUCAO

Apresentamos neste Capitulo a sequéncia didatica que elaboramos para o ensino de
logaritmos, assim como 0s passos que seguimos para construi-la. Fazemos a descricao
resumida da sequéncia, de modo a proporcionar uma viséo geral.

Em seguida descrevemos 0s aspectos gerais da aplicacdo da sequéncia

em uma escola cooperativa da cidade de Araraquara, SP.

4.2 CONSTRUCAO DA PROPOSTA

Sou professora do Ensino Médio ha 10 anos. Dou aulas em uma escola estadual da
cidade de Araraquara como professora efetiva desde 2000 e em uma cooperativa de
ensino desde 2002.

Desde que comecei a trabalhar como professora sempre me interessei em
proporcionar aos estudantes um aprendizado significativo dos conceitos e técnicas da
Matematica. E preocupante quando um estudante s6 aprende a trabalhar mecanicamente
com os conteddos através de regras e férmulas decoradas, sem entender 0 que esta
fazendo.

Durante minha experiéncia profissional percebi que existiam varios
assuntos que os estudantes aprendiam mecanicamente. Um deles era o de logaritmos. A

maioria dos materiais didaticos disponiveis apresentam os logaritmos com textos pouco



explicativos, excesso de formulas e exercicios repetitivos. Depois de ingressar no
Mestrado Profissional da UFSCar, conversando com meu orientador, resolvi trabalhar
com a construcdo de uma sequéncia didatica que utilizasse técnicas variadas da
Educacdo Matematica para o ensino de logaritmos. Decidi, entdo, produzir um material
didatico mais atraente e que facilitasse para os estudantes a construcdo dos conceitos € a
compreensdo das técnicas.

No inicio do ano de 2009 participei do planejamento escolar na escola
cooperativa. Entre as classes que me foram atribuidas, duas eram de primeira série do
Ensino Médio. Estava programado que ensinaria logaritmos nestas classes no segundo
semestre. Conversei com a coordenadora pedagogica da escola falando do meu projeto.
Ela gostou da ideia de fazer um ensino diferenciado sobre logaritmos. Ficou combinado
que eu aplicaria aulas diferentes misturadas com aulas tradicionais, de modo que 0s
estudantes néo perdessem a conexao com o livro didatico adotado pela escola.

No planejamento da escola estadual, foi me atribuido, dentre outras, uma
classe de primeira série do Ensino Médio, no periodo noturno. Nesse momento ainda
ndo estava claro se devia aplicar nesta escola a sequéncia didatica que estava
construindo. Por se tratar de uma classe com muitos estudantes repetentes, ndo sabia se
conseguiria estudar logaritmos até o final do ano. De fato, somente no final do quarto
bimestre consegui abordar com essa classe o tema logaritmos. Apenas a primeira Folha
de Atividades foi aplicada. Ndo houve tempo habil para a aplicacdo da sequéncia
didatica completa nesta classe. Considerei entdo esse trabalho uma amostra néo
significativa, de modo que ndo o inclui nesta dissertacao.

Durante o primeiro semestre de 2009 preparei a sequéncia didatica
completa. Para isso utilizei toda a minha experiéncia como professora, assim como
metodologias que estava estudando nas disciplinas do mestrado. Resolvi incluir na
sequéncia didatica o uso de “Folhas de Atividades” por entender que esse recurso
proporciona a oportunidade do estudante desenvolver sua autonomia e pela facilidade
que traz para o professor. E verdade que esse recurso exige do professor muito tempo e
cuidado na preparagdo. Mas depois de pronto e analisado, esse recurso fica disponivel
para uso imediato de qualquer professor. E isso que estamos produzindo nesta
dissertagdo: a construcdo e andlise de uma sequéncia didatica para uso imediato do
professor.

Nas folhas de atividades utilizamos recursos propostos pela Educagéo

Matematica, como o0 uso da Histéria da Matematica e da Metodologia Ensino da
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Matemaética atraves de Problemas, tudo enfeixado segundo as orienta¢es da Engenharia
Didatica. Essas metodologias ja foram sumariamente comentadas no Capitulo 3 dessa
dissertacdo.

Além das folhas de atividades nossa sequéncia didatica contém outros
elementos como aulas de resolucdo de problemas, atividades em laboratério de

informatica e aulas expositivas.

4.3 SINTESE DA SEQUENCIA DIDATICA

Segue uma descricdo sumaria de toda a sequéncia didatica. Ela foi dividida em dez
momentos, de acordo com as caracteristicas pedagdgicas das atividades. Planejamos
antecipadamente a duracdo de cada momento, prevendo também o0s recursos necessarios
como laboratorio, calculadoras cientificas, papel quadriculado, etc.

A avaliacdo também foi planejada antecipadamente. Nesse ponto as
Folhas de Atividades oferecem uma facilidade, pois a avaliacdo dos assuntos ali tratados
¢ imediata. Basta analisar as respostas dos estudantes. Como apliquei quatro folhas de
atividades em momentos diversos e uma folha de problemas, tive a oportunidade de
construir uma avaliacdo continua. Além disso, 0 momento quatro foi reservado para
uma avaliacdo dos trabalhos, feita em conjunto com os estudantes. Como a escola tem
um método padronizado de avaliacdo incluimos em nossa sequéncia didatica essa
avaliagéo.

Segue a descricdo sumaria da sequéncia didatica.

Momento 1: Aplicacdo da Folha de Atividades 1: “Simplificando calculos”

Duracéo: 1 aula de 50 minutos.

Nessas folhas de atividades iniciamos o estudo do conceito de logaritmos
através de sua génese historica. Apresentamos a relacdo entre as progressoes aritméticas
e geométricas, observada primeiro por Arquimedes, como recurso para reduzir a
operacdo de divisdo a subtracdo. Fazemos o mesmo com a multiplicacdo e a adicéo,
depois com a potenciacdo e a multiplicacéo e, por ultimo, com a radiciacdo e a divisao.

Terminamos a atividade com as explicagGes do funcionamento dessas redugdes.
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Momento 2: Aplicacdo da Folha de Atividades 2: “Uma invengdo interessante

Duracéo: 1 aula de 50 minutos.

Fazemos aqui a primeira definicdo de logaritmo, ainda restrita aos
nimeros da tabela da atividade anterior. Em seguida construimos tabelas com
progressdes geométricas de razdo 3 e 1,1 para trazer a ideia de que existem logaritmos
em outras bases e ndo apenas na base dois. Depois é dada a definicdo formal do
logaritmo. A atividade termina com a percepcdo de algumas propriedades simples

através de regularidades.

Momento 3: Folha de exercicios

Duracéo: 1 aula de 50 minutos.

Atividades de diversos livros didaticos, trabalhados em sala, propostos pelo

professor em folha a parte. Esses exercicios tém como objetivo a familiarizacdo dos

estudantes com a notagdo dos logaritmos.

Momento 4: Momento de parada para reflexao.
Duracéo: 1 aula de 50 minutos.
Nessa aula conversamos com o0s estudantes sobre as atividades e

comentamos as Folhas de Atividades 1 e 2 e os exercicios da aula anterior.

Momento 5: Aplicacdo da Folha de Atividades 3: “Uma propriedade importante”

Duracdo: 1 aula de 50 minutos.

Elaboramos essa Folha de Atividades para que o estudante, através das
regularidades encontradas na Folha de Atividades 2, construa as propriedades
operatdrias dos logaritmos. Usamos como recurso a observacao de regularidades obtidas
com o calculo de logaritmos em diversas situacdes operatorias. No final exploramos a

mudanca de base.
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Momento 6: Aulas expositivas sobre a funcéo logaritmica, utilizando o livro texto.

Duracéo: 3 aulas de 50 minutos.

Aula expositiva sobre fungdo logaritmica, utilizando lousa, projetor
multimidia e o livro didatico adotado pela escola. Nesse momento da sequéncia
didatica, exploramos as propriedades e caracteristicas da funcdo logaritmica através da
construcdo de graficos, tendo como base que a funcdo logaritmica € a inversa da

exponencial.

Momento 7: Atividades na sala de informética e com calculadora cientifica.

Duracdo: 2 aulas de 50 minutos.

Prevemos que na primeira aula as atividades sejam desenvolvidas na sala
de informatica da escola utilizando um programa de planilha eletronica. Planejamos
resolver um problema que envolve o calculo do numero e.

Na segunda aula prevemos realizar atividades que constam do livro
didatico adotado pela escola, utilizando calculadora cientifica para o calculo de

logaritmos.

Momento 8: Aplicacdo da Folha de Atividades 4: “Para que servem os logaritmos?”

Duracdo: 2 aulas de 50 minutos.

Atividade elaborada para que o estudante conhega as escalas logaritmicas
e também exemplos préaticos de seu uso. Incluimos o estudo da escala Richter para
medicdo de terremotos e a escala do pH de substancias, utilizada pela Quimica.
Apresentamos também um problema como exemplo do uso da funcdo logaritmica na
modelagem de fendmenos que ocorrem na natureza.

ApoOs essa Folha de Atividades os alunos trabalhardo com outros

problemas de aplicacao de logaritmos que constam do livro didatico.
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Momento 9: Aulas expositivas e de resolucdo de problemas sobre equacGes
logaritmicas.

Duracdo: 3 aulas de 50 minutos.

Como o projeto foi aplicado no Ensino Médio de uma escola que tem
como um dos objetivos que o estudante ingresse em Universidade, ndo se pode deixar
de lado a preparacdo para o vestibular. Assim, dando continuidade a sequéncia, sera

utilizado o livro didatico e aulas expositivas para a resolucdo de equacdes logaritmicas.

Momento 10: Aplicacdo de avaliacdo dissertativa.

Duracdo: 1 aula de 50 minutos.

Este momento foi dedicado a aplicacdo de uma avaliagdo dissertativa nos
moldes da escola onde a sequéncia foi aplicada. A avaliacdo de nossa sequéncia nao
consistiu apenas desta prova escrita, mas foi feita durante todo o processo de aplicacédo

da sequéncia didatica.

44 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA APLICACAO DA
SEQUENCIA DIDATICA

Conforme previsto no nosso planejamento do inicio do ano, aplicamos a sequéncia
didatica no segundo semestre de 2009. Vamos descrever como foi a aplicacdo nos seus
aspectos gerais.

A sequéncia didatica foi aplicada em duas classes da Cooperativa
Educacional de Araraquara — COEDUCAR, onde dou aulas ha 8 anos. As classes,
primeiras séries do Ensino Médio, tém 22 estudantes no 1°M1 e 20 no 1°M2. Considero
gue sdo classes pequenas, com a quantidade adequada de estudantes para fazer um bom
trabalho. Nestas salas temos estudantes que fizeram Ensino Fundamental na propria
escola e estudantes que vieram de outras escolas particulares e publicas. A escola é bem
organizada e atende estudantes da Educacdo Infantil ao Ensino Médio. Dispde de
laboratdrios de Quimica, Ciéncias, Biologia, Fisica, Artes, Inglés e Informatica, duas

salas com projetor multimidia, quadra poliesportiva, campo de futebol e biblioteca. Tem

55



ainda um amplo espacgo de &rea livre, onde os estudantes circulam nos intervalos entre
as aulas.

O ano letivo é dividido em trés trimestres, e a avaliacdo é padronizada.
Para compor a média trimestral sdo feitas trés avaliaces de 10 pontos cada: duas provas
e uma terceira atividade que fica a critério de cada professor. As provas sao sempre as
tercas e quintas das 07:15h as 08:05h e h4 um rodizio de disciplinas que é estabelecido
pela coordenacdo no inicio de cada trimestre. A terceira nota € composta por diversas
atividades. Alguns professores tém aulas semanais no laboratério e deixam a terceira
nota como uma avaliacdo do relatorio dessas aulas. Outros ddo avaliagdo com consulta
ou em dupla e alguns pedem seminarios para os estudantes ou ainda algum trabalho
realizado em sala de aula.

Sou professora das duas salas desde o inicio do ano. Quando apliquei a
sequéncia didatica, os estudantes ja tinham visto toda a parte inicial de funcdes:
definicdo, representagdes, dominio, imagem, funcdo inversa, funcdo composta, funcéo
afim, funcdo quadréatica, funcdo exponencial. Viram ainda progressdes aritméticas e
geométricas. O livro texto adotado na escola é: MATEMATICA: Construcdo e
Significado; José Luiz Pastore — volume Unico - Editora Moderna — 12 edi¢do. O
contetdo do livro é explicado através de aulas expositivas. Apds a explicacdo 0s
estudantes fazem as atividades propostas pelo livro didatico, ora individualmente, ora
em duplas e, quando necessario, complemento com algumas atividades extras, como
listas de exercicios e problemas.

Para aplicar as atividades da sequéncia didatica achamos melhor dividir
os estudantes de cada classe em grupos com dois componentes. Permitimos que 0s
estudantes escolhessem a vontade seu grupo. Optamos colocar dois estudantes por
grupo com o objetivo de evitar as dispersdes que costumam ocorrer quando 0 grupo tem
trés ou mais componentes. As Folhas de Atividades foram distribuidas aos estudantes e
apesar deles estarem trabalhando em duplas, cada um recebeu as suas proprias folhas.

Ao dar inicio a aplicacdo da sequéncia didatica colocamos como seria a
dindmica das aulas sobre logaritmo. Explicamos aos estudantes que fariam as atividades
propostas em duplas, para poderem discutir sua resolucdo. Ficou combinado que, em
caso de duvidas poderiam chamar a professora. Combinamos também que 0 uso de

calculadora so seria permitido quando solicitado nas atividades.
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A aplicagcdo da sequéncia didatica teve a duracdo de um més. No
planejamento inicial estava previsto um pouco menos, mas ocorreram feriados em

alguns dias de aula.

4.5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA ANALISE DOS
RESULTADOS DA APLICACAO

Apo0s a aplicacdo de toda a sequéncia didatica, de posse do material produzido pelos
grupos, iniciamos sua analise. A primeira coisa que observamos é que 0s estudantes de
varias duplas fizeram respostas independentes das do parceiro do grupo. Tendo isso em
vista decidimos analisar cada folha de resposta separadamente ao fazer a contagem de
acertos e erros.

Para fazer a analise procedemos da seguinte forma: separamos as folhas
de atividades e as dividimos por classe. Fizemos inicialmente uma andlise quantitativa,
com a contagem do numero de acertos e do nimero de erros cometidos pelos estudantes
em cada atividade da sequéncia didatica, separando a contagem por classe. Depois
fizemos uma tabela para organizar essa contagem em cada atividade das folhas. Apds a
contagem e de posse das anotacOes feitas durante toda a aplicacdo da sequéncia didatica
fizemos uma analise qualitativa desses dados, percebendo os erros mais comuns dos
estudantes, que sdo apresentados logo apds a tabela com os dados quantitativos.

Uma das coisas que me impressionou ao analisar as folhas de respostas
foi que, quando examinamos mais detidamente o trabalho dos estudantes, nos
surpreendemos com a quantidade de detalhes que podemos observar. Percebi que no
exercicio de minha profissdo isso ndo ocorre em condi¢fes normais. Espero adquirir,
com meu curso de mestrado, a habilidade extra de perceber melhor os obstaculos que o

estudante estd encontrando e assim ajustar com mais precisdo meu método de ensino.

4.6 CONCLUSOES GERAIS

Na aplicacdo desta sequéncia didatica observamos que, em relacdo aos anos anteriores,

em que trabalhdvamos com o ensino de logaritmos usando apenas o livro texto, 0s
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estudantes tiveram um aprendizado diferenciado, entendendo melhor os conceitos e suas
aplicacdes.

O trabalho com as Folhas de Atividades facilitou o aprendizado dos
estudantes. Eles se acostumaram com a metodologia e apds a primeira Folha de
Atividades sempre esperavam qual seria o préximo conceito que aprenderiam e também
quais seriam as atividades propostas. Os estudantes gostaram muito do trabalho
utilizando essa metodologia.

Outro ponto positivo da aplicacdo da sequéncia didatica foi observarmos
a facilidade que as Folhas de Atividades proporcionaram para o professor. A0 mesmo
tempo que os estudantes aprendiam os conceitos ali propostos, o professor fazia uma
avaliacdo continua, podendo assim detectar imediatamente as dificuldades dos
estudantes e corrigi-las. Outra vantagem das Folhas de Atividades é que elas sédo
preparadas para que o estudante tenha o maximo possivel de autonomia na hora de
resolvé-las. Observamos isso pelo fato dos estudantes ndo terem feito muitas perguntas
no desenvolvimento das atividades e também porque o indice de acertos nas atividades
em média foi muito bom.

Além disso, as Folhas de Atividades podem ser aplicadas sem precisar de
outros recursos.

A preparacdo das Folhas de Atividades é trabalhosa, mas depois de
pronta, pode ser aplicada por varias vezes, precisando eventualmente de pequenas

adaptacdes, poupando tempo para o professor na preparacéo de suas aulas.
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CAPITULO 5

Descricdo e analise do momento 1 da

sequéncia didatica

5.1 INTRODUCAO

Nesse momento aplicamos a Folha de Atividades “Simplificando Cdalculos”. Esta
atividade foi elaborada utilizando a génese historica dos logaritmos, com as idéias de
Arquimedes, Michael Stifel e John Napier. Foram montadas tabelas fazendo
corresponder progressdes geomeétricas e aritméticas.

Esta folha procura facilitar a construgcdo do conceito de logaritmo passo a
passo. Seguindo a historia, iniciamos chamando a atencdo do estudante para a
dificuldade de se fazer célculos no tempo em que ndo havia calculadora. Trazemos a
idéia de Arquimedes de utilizar uma tabela composta por uma progressao aritmética
(PA) e uma progressdo geométrica (PG) para reduzir operagGes. O conceito de
logaritmo fica implicito.

Neste Capitulo descrevemos essa folha de atividades. Ela é composta de
textos explicativos entremeados por atividades que devem ser respondidas pelos
estudantes. Quando se tratar de texto, fazemos apenas uma descricdo. No caso de
atividade, fazemos também a descri¢do colocando em seguida a analise dos resultados
da aplicacdo.

Dessa forma, neste Capitulo e nos seguintes, fazemos simultaneamente a

analise a priori e a analise a posteriori. Escolnemos esse formato em nossa descri¢cdo



para facilitar sua leitura. Dessa forma o leitor ndo precisa ficar se deslocando de um
local para outro do texto.

De qualquer forma disponibilizamos no Apéndice A todas as Folhas de
Atividades e as folhas de problemas conforme foram aplicadas em sala de aula. No
Apéndice B disponibilizamos a Folha de Atividades 2 depois de feitas as adaptagdes
necessarias. Essas adaptac6es foram feitas depois que, aplicando as folhas, percebemos
que algumas atividades ficariam melhor se fossem feitas pequenas mudancas. Para
maior facilidade do leitor, disponibilizamos ainda no Apéndice C as folhas de atividades
resolvidas.

O momento 1 foi realizado nas duas classes de primeira série do Ensino
Médio ja descritas acima, participaram das atividades os 22 estudantes da classe 1 e 0s
20 estudantes da classe 2. A Folha foi aplicada no dia 19/09/2009, totalizando 21 grupos
com dois estudantes cada um e a aplicacdo teve a duragdo de 50 minutos conforme o

previsto.

5.2 RESUMO DO MOMENTO 1

Iniciamos a Folha de Atividades 1 chamando a atencdo do estudante para a dificuldade
de se fazer calculos sem o uso de calculadora. Em seguida apresentamos uma tabela
com uma progressao geométrica na primeira linha e uma progressdo aritmética na
segunda linha. Utilizamos essa tabela para mostrar como podemos reduzir operagoes
aritméticas. Assim, ele pode perceber a utilidade desse tipo de tabela para simplificar
calculos no tempo em que ndo havia calculadora. Com essa idéia inicial, a atividade ja
trabalha com logaritmos, mas sem citar esse nome. Iniciamos a construgdo da funcéo

logaritmica pela sua caracterizacdo fundamental que € reduzir a multiplicacéo a adigéo.

5.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

A primeira dificuldade esperada é no inicio da folha. Quando os estudantes tém que
fazer a divisdo de 8192 por 256, geralmente eles ndo olham a conta como um todo,
olham apenas quantos algarismos tém no divisor, isso faz com que o estudante néo

perceba o real sentido da divis&o.
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Como a Folha de Atividades foi elaborada com exemplos explicativos o
estudante ndo tera grandes dificuldades nas outras atividades propostas. Pode ser que ele
cometa alguns erros na justificativa da reducdo de operacGes no final da atividade, pois

tera que usar algumas propriedades da potenciacéo.

5.4 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DO MOMENTO 1

Comecamos com duas contas e uma pequena explicacdo com algumas observagoes
historicas.

SIMPLIFICANDO CALCULOS

1) No tempo em gue nao havia calculadora, nao era facil fazer contas. Vamos tentar!

a)8192 256 b) 4096
x 128

Nos séculos XVI e XVIlI o uso da Trigonometria para o estudo da Astronomia
exigia uma necessidade de precisdo em célculos com numeros grandes, com 8 ou mais
casas decimais. Era preciso multiplicar, dividir, extrair raizes desses numeros grandes.
Como ndo existiam calculadoras e computadores, isso dava muito trabalho. Em meados
do século XVI, o monge e matematico Michael Stifel, partindo de uma antiga idéia de
Arguimedes, comegou a usar algumas tabelas numéricas para facilitar calculos. Vejamos
uma dessas tabelas:

Michael Stifel

llustracdo 3: Primeira atividade proposta na Folha de Atividades 1
Pretendemos com essa atividade inicial que o estudante sinta dificuldade

em fazer essas contas, e a0 mesmo tempo, obtenha dois resultados que véo ser

utilizados adiante.

Seguem os resultados obtidos na aplicacdo da atividade:
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Classe 1 Classe 2
Acertaram 22 12
Cometeram algum erro 0 8

Dos estudantes que cometeram algum erro, cinco erraram em um digito
na conta de multiplicacdo e seis ndo fizeram a conta de divisdo completa, colocando
apenas o resultado. Provavelmente usaram uma calculadora ou copiaram de algum
colega que ja havia feito.

Durante a aplicacdo da atividade os estudantes reclamaram bastante
dessas contas. Perguntaram varias vezes se podiam usar uma calculadora. Orientamos
gue, nesse momento, nao poderiam usa-la.

Temos abaixo trechos das atividades de dois estudantes.

1) No tempo em que nédo havia calculadora, nao era facil fazer contas. Vamos tentar!

a)8192 | 256 b) 4096
x128

1) No tempo em que nédo havia calculadora, ndo era facil fazer contas. Vamos tentar!

a)§192 | 256 b) 4096
. x 128

llustracéo 4: Digitalizag8o de atividades realizadas por estudantes

Na préxima atividade apresentamos ao estudante a tabela que traduz a

idéia central dessa folha. Seguem duas perguntas para o estudante reconhecer que na
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primeira linha da tabela temos uma progressao geométrica de razdo 2 e na segunda linha

temos uma progressao aritmética de razdo 1.

1124 |8 16| 32|64 (128 | 256 [ 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072 | 262144 | 524288 | 1048576

o|1]2(3|4 5 6 7 8 9 10 " 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Vocé reconhece essas sequéncias huméricas?

A sequéncia da 1? linha € uma de razao .

A sequéncia da 2? linha € uma de razéo___.

llustracéo 5: Segunda atividade proposta na Folha de Atividades 1

O objetivo desta atividade € fazer com que o estudante perceba que esta
trabalhando com sequéncias ja conhecidas porque no final da folha de atividades iremos
usa-las para explicar a reducdo das operacoes.

Os resultados da atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 20
Cometeram algum erro 1 0

O estudante que cometeu erro escreveu que a sequéncia da primeira linha
era uma multiplicacdo e da segunda linha uma sequéncia numérica. Alguns estudantes
ndo se lembraram dessas sequéncias e sO fizeram este item apds a intervengdo do
professor.

O préximo passo da folha de atividades traz um exemplo de como
reduzir uma divisdo em subtracdo usando a tabela. O estudante deve observar que, para
realizar uma diviséo € necessario encontrar o dividendo e o divisor na linha de cima da
tabela e em seguida localizar os nimeros correspondentes na linha de baixo da tabela.
Fazemos a subtragdo com 0s numeros encontrados na segunda linha e obtendo o
resultado dessa subtracdo, observa-se o correspondente na primeira linha, que é o

quociente da divisao.



Il) Vamos usar essa relacédo para fazer umas contas. Observe:

Para calcular 8192 -+ 256 olhamos esses numeros na 12 linha da tabela e
procuramos o0s seus correspondentes na 2° linha, que s&o 13 e 8.

Com 0s numeros encontrados na 2?2 linha fazemos uma subtracéo, 13 — 8 que éigual a
5 e vemos que o correspondente do numero 5na 1% linha & 32, com isso temos que

8192 + 2566 = 32.
32 256 8192
5 8 13

l 13-8

8192 — 256 descanatabelaefaca: 13 -8 =5 subae vejaoresultado: 32

Confere? Para fazer uma diviséao, fizemos uma subtrac&o, ndo € melhor?
Vimos que 8192 + 256 & 32 sera isso coincidéncia?

llustracéo 6: Texto explicativo da Folha de Atividades 1

O objetivo é mostrar ao estudante que com o auxilio da tabela podemos
reduzir uma divisdo a uma subtracao.
A seguir propomos algumas divisdes para que o estudante use o método
proposto. Pretendemos verificar se ele entendeu como funciona essa reducdo de

operacdes.

Usando a tabela, vocé pode economizar calculos. Faca as operagdes propostas usando

esse método e depois confira com uma calculadora:

a)512 + 64 > 9-6=3->8 b) 1024 +~ 16— c) 4096 +~ 128>
512 + 64=38 1024 + 16 =
d) 65536 + 128 —» e) 131072 + 4096 —~ f) 1048576 + 512

llustracdo 7: Terceira atividade proposta na Folha de Atividades 1

Seguem os resultados desta atividade:
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Classe 1 Classe 2
Acertaram 20 17
Cometeram algum erro 2 3

Dos estudantes que cometeram algum erro, um errou a conta de
subtracdo em uma das divisOes e quatro fizeram a subtracdo e esqueceram de voltar na
primeira linha da tabela para dar o resultado da divisdo em algum item.

Os comentarios dos estudantes nessa atividade foram positivos. Eles
gostaram muito do método de divisdo proposto pela atividade e perguntaram se sempre
poderiam usé-lo. Um aluno da classe 2 perguntou como fariamos se 0s numeros da
divisdo ndo estivessem naquela tabela, antecipando uma questdo que seria considerada
mais adiante.

Abaixo temos trechos da atividade de estudantes.

8)512+ 64 5> 9-6=3—>8 |b)1024 + 16 (0-4: 0 C) 4096 + 128> |2 -
512 - 64=8 1024 + 16 = 64 dAG — |22
d) 65536 + 128> |, - ¥+ 9 [e) 131072 + 4096 — |} - (2:5 | f) 1048576 + 512 ¢ (l
(22 = SAR| 121030 = 4096 > 32 104 &S e — S4L

Usando a tabela, vocé pode economizar célculos. Faca as operacdes propostas usando
esse método e depois confira com uma calculadora:

a)612 + 64 > 9-6=3—>8 |b)1024 + 16>.0-47 ) 4096 + 128— 1) - -
512 - 64=8 1024 + 16= L'
d) 65536 + 128> 1G-+- 9 |e) 131072 + 4096 > 1% - f) 1048576 + 512 <

llustracéo 8: Digitaliza¢do de atividades realizadas por estudantes

Apbs as atividades de divisdo, que tém alguns exemplos, propomos ao
estudante que ele faca agora multiplicaces, utilizando 0 mesmo método, mas néo séo
dados exemplos. A intencdo é que ele verifique que, se na divisdo usou subtracdo, na

multiplicacdo usara adi¢do aparecendo mais uma vez a reducéo de operacoes.
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)8 x64 >

h) 32 x 4096 —

Pense no que vocé fez com a divisdo e faca agora multiplicacdes:

i) 32768 x 32 >

j) 2048 x 512

k) 8192 x 16 >

1) 128 x 4096 —»

llustracéo 9: Quarta atividade proposta na Folha de Atividades 1

Os resultados da atividade estdo abaixo:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 17
Cometeram algum erro 1 3

Dos estudantes que cometeram algum erro, um ndo voltou na primeira

linha da tabela para dar o resultado da multiplicacdo, dois erraram na soma e um

colocou como correspondente do nimero 64, 0 5, e na realidade é o 6.

Abaixo temos um trecho da atividade do estudante que nao voltou na

tabela para dar o resultado final das operagdes e também de um estudante que acertou a

atividade.

Pense no que vocé fez com a divisdo e faca agora multiplicacdes:

ﬁ)8x64——>%j‘_ﬁ" = {

A

i

e L

h) 32 x 4096 .5, 4 A

|4 i) 32768 x32 > |5 +1

2048 x512- || 49 =

(; ! !“.;,_} ]

k) 8192 x 16— |

1) 128 x 4096 —

l

S, \ij LOQ

Qdaao

llustracdo 10: Digitalizacdo de atividades realizadas por estudantes
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9)8x64 > 2+ © T [1h)32x4006> 5 + 121 |i)32768x32—> |

52 1210 4: |

j) 2048 x512—> || + A= 20 k) 8192x16—> |3 +4= (¥ |1)128x4096—> F + 12 |

\OH o b3 109

llustracdo 11: Digitalizacdo de atividades realizadas por estudantes

De maneira geral, os estudantes gostaram da atividade e acharam bem
interessante esse novo método. Eles tiveram facilidade e concluiram rapidamente que se
na divisdo usaram a subtracdo na multiplicacdo s6 poderia ser a adicgéo.

No final dessas atividades damos énfase a reducdo de operacles, 0
estudante tem que completar uma frase, dizendo qual foi a substituicdo de operacdes
que ele fez. Mais uma vez temos a intencdo de fazer com que o estudante perceba a
reducdo de operacOes, que € uma das caracteristicas fundamentais da funcao

logaritmica.

SUBSTITU[MOS A DIVISAO POR UMA
SUBSTITUIMOS A MULTIPLICAGAO POR UMA

llustracéo 12: Quinta atividade proposta na Folha de Atividades 1

Todos os estudantes preencheram corretamente essas frases.

Em seguida ¢ solicitado ao estudante que calcule algumas poténcias sem
0 uso da calculadora. Novamente, pretendemos que o estudante sinta dificuldades ao

fazer essas contas para perceber a utilidade das tabelas.

IV) Calcule sem usar a calculadora 4% = g'=

llustracdo 13: Sexta atividade proposta na Folha de Atividades 1

Nesta atividade os resultados foram os seguintes:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 19 10

Nao fizeram 3 10




Durante esta atividade alguns perguntaram se era necessario fazer a
conta, ja que ela estava resolvida logo abaixo. Como eles tinham trabalhado com as
multiplicacGes e as divisdes, reduzindo-as a adicdo e subtracdo, j& esperavam uma
reducdo também na potenciacdo. Por esse motivo alguns estudantes ndo fizeram a

atividade.

Depois de uma pequena explicacdo exemplificamos como calcular
poténcias, usando a tabela e reduzindo a operacdo para multiplicacdo. Mais uma vez

mostramos ao estudante que é possivel reduzir operagdes com o uso da tabela.

Para calcular 4°, basta descer na tabela e multiplicar o nimero encontrado por trés, suba e
encontraremos o 64, com isso teremos 4°= 64.

C 1 64 D
2 6
x 3 -
Para calcular 8", basta descer e multiplicar o niumero encontrado por quatro, suba e
encontraremos o 4096, com isso observamos que 8* = 4096.

c 8 4096 ’
3 12
x 4 >

lustracéo 14: Texto explicativo na Folha de Atividades 1

Em seguida sdo propostas atividades de célculos de poténcias, usando a
reducdo de operacGes conforme visto no exemplo. Pretendemos com essa atividade

verificar se 0 aluno compreendeu a reducdo da potenciacao.

Vamos verificar se 0 método funciona? Faca as contas usando—o e depois confira com a

calculadora:

a)16° > 4x3=12 - 4096 |b)8° > c)4° >
16° = 4096

d)32® » e) 5122 & f) 10242 —

llustracdo 15: Sétima atividade proposta na Folha de Atividades 1



Os resultados dessa atividade foram:
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Classe 1 Classe 2
Acertaram 19 18
Cometeram algum erro 3 2

Dos estudantes que cometeram algum erro, um realizou a operacdo de

multiplicacdo e ndo olhou na linha de cima para dar o resultado da poténcia; fez isso em

todos os itens. Um dos estudantes, em apenas um dos

itens, ao invés de multiplicar os

expoentes, somou, mas acertou todos o0s outros itens. Os outros estudantes que

cometeram erros usaram o método corretamente, mas olharam o nUmero da tabela

errado. Isso aconteceu, para cada estudante em apenas um item.

Minha interpretacdo é que os estudantes que cometeram erros o fizeram

por falta de atencdo. Abaixo, a atividade resolvida por um estudante.

a)16®> > 4x3=12 —» 4096 |b)8° > * c)4°® - |
16° = 4096 4

d)32° - |0)5122 > 2 =13  [N1024> 20,
_Cond) ; o & 144 oy

llustracéo 16: Digitalizacdo da atividade realizada por estudantes

Apbs as atividades de potenciacao,

sdo propostas atividades de

radiciacdo, sem nenhum exemplo. A intencdo é que o estudante perceba que se a

potenciacdo foi reduzida a multiplicacdo, a radiciacdo devera ser reduzida para a

divisdo. Seguem algumas atividades para que o estudante pense na situacao proposta e

trabalhe sozinho com o que aprendeu.

Se na potenciacdo vocé multiplicou, na radiciacdo vocé devera

g) V256 — h) 1024 —

i) V4096 —

j)3512 » k) /4086

1) 332768 —

llustracdo 17: Oitava atividade proposta na Folha de Atividades
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Os resultados dessa atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 20 18
Cometeram algum erro 2 2

Um dos estudantes errou na conta de divisdo em apenas um item. Outro,
em apenas um item também, ndo subiu na tabela para olhar o resultado da raiz. Outro
estudante ndo olhou na linha de cima em nenhuma conta e outro n&o olhou na linha de
cima em dois itens.

Provavelmente esses estudantes que ndo colocaram os resultados das
raizes e sO colocaram os resultados da divisao fizeram isso por falta de atencdo, pois
acertaram a grande maioria de todas as contas feitas até ento.

Temos abaixo a atividade feita por um estudante.

Se na potenciacdo vocé multiplicou, na radiciacdo vocé devera

g) V256 —» | h) V1024 > 102 = i) /4096 — |
|
j) ¥512 > v 7 |k 34096 — H-'1 1) 332768 - & > 33

llustracéo 18: Digitalizacdo da atividade realizada pelos estudantes

No final das atividades com potenciacéo e radiciagcdo, novamente é dado
énfase a reducédo de operagOes. O estudante tem que completar uma frase, dizendo qual

foi a substituicdo de operacOes que ele fez.

SUBSTITUIMOS A POTENCIAGAO POR UMA

SUBSTITUIMOS A RADICIAGAO POR UMA

lustracéo 19: Nona atividade proposta na Folha de Atividades 1

Os estudantes ndo cometeram nenhum erro nesta atividade.



Para finalizar a Folha de Atividades 1, a tabela inicial foi reescrita, mas
agora com uma linha a mais, onde o estudante deve colocar a fatoracdo dos nimeros
que estdo em PG na linha de cima. A intencdo € que o estudante perceba que 0s
elementos da PG sdo poténcias de dois e que os elementos da PA sdo 0s expoentes

dessas poténcias.
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1 2148 |16 | 3264128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072 | 262144 | 524288

1048576

o123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

20

llustracéo 20: Décima atividade proposta na Folha de Atividades 1

Os resultados dessa atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 20 17
Nao fizeram 2 3

Nesta atividade os alunos tinham que fatorar os nimeros da PG para
perceberem porque houve a reducdo de operacBGes. Por falta de atencdo alguns
estudantes ndo completaram a tabela e consequentemente tiveram algumas dificuldades

na explicacdo da reducgéo de operagdes que vinha a seguir.

A préxima atividade tem o objetivo de explicar a reducdo das operacbes
feitas anteriormente. Usando as propriedades da potenciacdo mostramos que a diviséo
foi reduzida a subtracdo, porque na realidade trabalhdvamos com o0s expoentes de
poténcias de mesma base. E na divisdo de poténcias de mesma base, conservamos a
base e subtraimos os expoentes. Ao final da explicacdo de cada reducdo ha uma frase

gue o estudante precisa completar.




1) Agora podemos explicar a conta:

12

/ 2
4096+16 = 4096 _ 2

2
6 2*

2) Agora vocé vai explicar a multiplicagao:

.
V1024 = {2 = (2" =27 =2° =32

V16384 = [ =

Isso  explica porque a radiciacao
vira

512 x 64 =
12 =
22_4:212—4:28:256 256 x 128 =
Isso explica porque a divisdo vira Isso explica porque a multiplicagao
subtracao.
vira
3) Veja a explicacao da radiciagao: 4)

Explique a potenciagao:

84 = (23)4 =

32° =

Isso explica porque a potenciagao

vira

llustragéo 21: Décima primeira atividade proposta na Folha de Atividades 1

Em seguida propomos ao estudante que, seguindo o mesmo raciocinio

usado na explicacdo da reducdo da divisdo, explique a reducdo de operagdo na
multiplicacdo e na potenciacao.

Seguem os resultados dessa atividade:

Classe 1

Classe 2

Acertaram

20 11

Cometeram algum erro

9
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Na classe 1 o erro cometido pelos dois estudantes foi apenas ndo colocar
o resultado final da multiplicacdo de 512 x 64. Eles transformaram o ndmero em
poténcia, somaram o0s expoentes e deixaram apenas 2%.

Na classe 2 dois estudantes cometeram 0 mesmo erro citado
anteriormente; dois estudantes ndo preencheram as frases; dois estudantes colocaram o
resultado da multiplicagdo direto, sem fazer a explicacdo com expoentes, conforme
solicitado; um estudante, na explicacéo da potenciacdo, colocou que 32°=(2°)*=32+68;
um dos estudantes errou na soma dos expoentes colocou que 28*'=2': um dos
estudantes colocou que 32% = (2%)°=2048, ele errou no expoente do 32, colocou o
namero 8 e somou 0s expoentes ao invés de multiplica-los, mas a primeira potenciagdo
ele acertou, além disso esse Ultimo estudante colocou que a radiciacdo vira radiciacéo e
a potenciacéo vira potenciacao.

Nesta atividade muitos estudantes solicitaram ajuda do professor. Alguns
ndo se lembravam das propriedades das poténcias que tinham visto ha algumas semanas
antes.

Abaixo temos trechos da atividade, feita por estudantes.
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12
s0E 16 0 20
16 2

212
?‘ = 212_‘ = 2a = 256

subtragéo.

1) Agora podemos explicar a conta:

Isso explica porque a divisdo vira

2) Agora voce vai explicar a multiplicagéo:

@ 15
512x64= 2 , A= 2> =32%63

¥ s
256 x 128 = 92/8, D e ) T 3Ie2

Isso explica porque a multiplicagdo

vira &WF”‘ :

1 10
V1024 = 2" = (2" =22 =25 =32

4 3

3) Veja a explicagdo da radiciagéo:

V16384 = [0 = o7 = 2 * 123

Isso explica porque a
vira__ A AT

radiciagdo

4) Explique a potenciagéo:

8'=(2%*= 12,'2' < 40436

§\3 IS
328=(27) = 2 = 32368

Isso explica porque a potenciagéo

N T -
vira_YYW X L Lo oo
1 T

1 8
J1024 =2 = () =27 =2° =32

\/16T84_'=‘,_'_::‘_: &1‘.-«\)’? - ‘ = :‘_‘:- 13\

3) Veja a explicacéo da radiciagdo:

A\

Isso explica porque a
vira i\- y 008

radiciagéo

4) Explique a potenciacgdo:

8= (%"= 2= 4046

Isso explica porque a potenciagdo

N\

vira__ vl ‘D.),LJ AL D.COK
\
\

llustracdo 22: Digitalizag&o da atividade realizada por estudantes

Assim a Folha de Atividades 1 é finalizada, o estudante trabalha com a

reducdo das operacGes, dando inicio ao conceito de logaritmos.
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5.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 1.

Depois de apresentar as Folhas de Atividades e as andlises detalhadas da producédo dos
estudantes, concluimos que nosso objetivo na Folha de Atividades 1 foi alcancado. Os
estudantes perceberam que usando expoentes de poténcias conseguimos reduzir
operac0es, o que facilita muito os célculos que foram propostos nas atividades.

Abaixo trazemos algumas fotos desse momento da sequéncia.

Foto 1: Aplicacdo da Folha de Atividades 1

—— '&: 3 ~
Foto 2: Aplicacdo da Folha de Atividades 1



CAPITULO 6

Descricdo e analise do momento 2 da

sequéncia didatica

6.1 INTRODUCAO

A Folha de Atividades 2, “Uma invencdo interessante” foi elaborada dando
continuidade a primeira Folha de Atividade. Nessa folha introduzimos o conceito de
logaritmo e algumas de suas propriedades. Usamos ainda as tabelas de sequéncias
numericas para mostrar que o logaritmo é o expoente das poténcias.
Abordamos a notacdo de logaritmo, bem como a leitura e algumas
propriedades que sdo percebidas atravées de regularidades propostas nos exercicios.
Aplicamos as atividades para as duas classes no dia 19/09/2009, para 42

estudantes totalizando 21 grupos. A atividade durou aproximadamente 50 minutos.

6.2 RESUMO DO MOMENTO 2

Nesta Folha de Atividades sdo usadas as tabelas de PA e PG para definir formalmente o
logaritmo. Na primeira parte da atividade temos um pequeno texto dizendo como foram
feitas as primeiras tabuas de logaritmos, retomando as atividades da Folha de
Atividades 1. Repetimos a tabela usada na Folha de Atividades 1 com suas respectivas
poténcias. Aparece ai a primeira definicdo de logaritmo: o logaritmo é o expoente de

uma poténcia. Para explorar bem o conceito mudamos a razdo da progressao



geométrica, com isso 0 estudante percebe que ndo existem apenas tabelas com PG de
razéo 2.

Sé&o propostas algumas atividades de escrita e calculo de logaritmos para
que o estudante se familiarize com o novo conceito aprendido. No final da folha temos

atividades para que o estudante perceba algumas propriedades dos logaritmos.

6.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Nesta atividade esperamos que alguns estudantes tenham dificuldade com a passagem
da notacdo de poténcia para a notacdo de logaritmo, ja que é o primeiro contato do
estudante com esse conceito. Para isso foram propostas atividades de célculo e de
escrita. Pode ser que o estudante tenha dificuldades também no momento de escrever as
regularidades encontradas na ultima atividade da folha. Os estudantes tém dificuldades

em escrever a linguagem matematica usando a lingua materna.

6.4 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DO MOMENTO 2

Iniciamos a folha de atividades com a origem histérica dos logaritmos e retomando a

tabela da Folha de Atividades 1. Damos a primeira definicdo de logaritmo.

UMA INVENCAO INTERESSANTE

Os matematicos e os astronomos perceberam que se trabalhassem com os expoentes dos numeros, quando

escritos em forma de poténcia, seus calculos seriam simplificados. Com isso criaram tabelas de duas colunas (ou duas
linhas) em que se colocava os termos de uma progressac geométrica de primeiro termo igual a 1 (poténcias de um certo
numero) em correspondéncia com os termos de uma progressao aritmética (na verdade os expoentes dos numeros) e

chamou-as tdbuas de logaritmos.

1|12 |4 |8 |16|32|64|128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072

20 21 22 23 24 25 26 27 23 29 210 211 212 213 214 215 216 217

0[1]2]/3/4 5|6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17

Na tabela, o nimero de baixo chama-se Iogaritmo do nimere de cima. Assim:
128 512 8192

,0 logaritmo de 128 ¢ 7 ’O logaritmo de 512 é 9 ’ O logaritmo de 8192 é 13
9 13

Pois 2"=128 Pois 2°=512 Pois 2'°=8192

7

OBSERVE QUE O LOGARITMO E O EXPOENTE DE UMA POTENCIA.

llustracdo 23: Texto explicativo da Folha de Atividades 2
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Este texto tem como objetivo definir os logaritmos através da atividade
trabalhada no momento anterior da sequéncia didatica. Esperamos que os estudantes
percebam que ao reduzir as operacfes, na verdade estavam trabalhando com o0s

logaritmos dos nimeros dados.

Sé@o dadas algumas atividades para que os estudantes, observando a
tabela, calculem alguns logaritmos. Nesse momento ainda néo ¢ feita a diferenciacao de
bases dos logaritmos. O objetivo dessa atividade é que o estudante tenha o primeiro

contato com a notagdo de logaritmo.

Complete a tabela:

Abreviando: Abreviando:
O logaritmo de 2048 & 11 log (2048) = 11 || O logaritmo de 4096 &__ | log (4096) =
Ologaritmode 2566 (log (256)=__ [JO logaritmo de 8 &
O logaritmo de 32 & . O logaritmo de 16384 &__ .

llustracdo 24: Primeira atividade proposta na Folha de Atividades 2

Seguem os resultados da analise:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 15
Cometeram algum erro 1 5

Um estudante errou no logaritmo de 8 (na base dois); ele disse que era
256. Os outros estudantes completaram a tabela corretamente com os valores dos
logaritmos, mas néo escreveram sua notacdo, deixaram esse espaco em branco.

A atividade transcorreu tranquilamente, os estudantes ndo tiveram
dificuldade nenhuma em trabalhar nesta atividade. E em nenhum momento solicitaram
ajuda.

Abaixo temos essa atividade resolvida por um estudante.
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Complete a tabela:

Abreviando: Abreviando:
O logaritmo de 2048 & 11 log (2048) = 11 || O logaritmo de 4096 &é_l< . | log (4096) =_1,)
0 ” J i LR 4 .;. I *
O logaritmo de 256 & C . |log (256) = % o logaritmode 8 &___ -~ . ‘3;;7 Ry~
. % ‘; 4 3 i A \/‘ \‘ !- 2 :\‘ ‘v)
O logaritmode 32é___~ . |A6¢\0¢)" < O logaritmo de 16384 €2 * . | Jng (V63 24 ) = |X

llustracdo 25: Digitalizacdo de atividade realizada por estudantes

Depois dessas atividades temos uma tabela com PG de razdo 3. Essa
tabela é colocada na atividade para que os estudantes percebam que ndo existem apenas

tabelas com poténcias de dois. Em seguida sdo propostas mais algumas atividades,

usando a definicdo de logaritmos.

Vamos trabalhar com uma PG de razéo 3.
113|927 |81 (243|729 | 2187 | 6561 | 19683 | 59049 | 177147 | 531441
3[ 31 32 33 3-1 35 3E 3? 33 39 3|[ 3'1 3|E
0]1]2|3 | 4 5 6 7 8 9 10 11 12
81 2187
D O logaritmo de 81 é 4 : O logaritmo de 2187 é 7
4 7
Pois 23*=81 Pois 3'=2187
Complete a tabela:
Abreviando: Abreviando:
O logaritmo de 81 & 4 log (B1)=4 O logaritmo de 2187 & . log
O logaritmo de 8561 é . |log (6561) = O logaritmo de 177147 &

llustracéo 26: Segunda atividade proposta na Folha de Atividades 2

Os resultados dessa atividade foram os seguintes:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 21 14

Cometeram algum erro 1 6




Dos estudantes que cometeram erros, seis completaram os logaritmos e
ndo escreveram sua notacdo e um aluno escreveu a notacéo errada. Entendo que esses
erros foram cometidos por falta de atencéo dos estudantes.

Dando continuidade a Folha de Atividades 2 um pequeno texto explica
que se existissem apenas poténcias de base 2 ou 3 muitos nimeros ficariam de fora, por
isso, John Napier, um lorde escocés, prop0s tabelas com progressdes geometricas de
razao menor.

Em seguida, temos uma tabela com PG de razdo 1,1 para mostrar que

conseguimos trabalhar com logaritmos de nlimeros nao inteiros.

Vemos que quando a base das poténcias € 2 ou 3 muitos nimeros ficam de fora. Por exemplo
nenhuma das tabelas anteriores permite fazer 9571 « 111275, Por isso, em meados do século XVII John
Napier, um rico e inteligente lorde escocés que tinha tomado conhecimento das tabelas de Michael Stifel,
propds tabelas de razées menores para abranger uma quantidade maior de numeros

Se tivermos uma tabela em que a PG tem razdo (1,1), os termos estdo mais proximos

1 | 1,1 1,211,331 | 1,4641 | 1,61051 | 1,771561 | 1,9487171 | 2,14358881 | 2,357947691 2,593?424601.

() Lo | P | @a)? (. (1.1F (1.1 1.1y (1.1)° (1,1 (1.1)°
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1,331 1,771561
: O logaritmo de (1,331) é 3 : O logaritmo de (1.,771561) é 6
3 6
Pois (1,1)°= 1,331 Pais (1,1)%= 1771561

Assim podemos montar qualguer tabela e fazer redug&o de calculos com quaisguer nlimeros.

llustragéo 27: Texto explicativo da Folha de Atividades 2

Nas duas atividades propostas anteriormente ndo ha diferenciacdo quanto
a base das poténcias usadas nas tabelas. Apds essas atividades a notacdo de logaritmo é

dada, usando a base para diferencia-las.

COMO DIFERENCIAR AS TABELAS? Usaremos a seguinte notacéo:
128

D 2=(28) (— log, (128) =7

-
Se o log vem de uma tabela de base 2, dizemos LOGARITMO DE 128 NA BASE DOIS E SETE.

81
a =31y (> logs;(81)=4

4
Portanto o LOGARITMO DE &1 NA BASE TRES E QUATRO

llustracdo 28: Quadro explicativo da Folha de Atividades 2
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Em seguida sdo propostas atividades que usam o logaritmo e sua
expressdo equivalente em poténcia. A intencdo é que o estudante se familiarize com a

notacao.

LOGARITMOS

Ja vimos nas atividades anteriores que o logaritmo & um expoente que foi criado para facilitar calculos. Para nos
familiarizar com os logaritmos vamos fazer algumas atividades:

PARTE I) PREENCHA A CAIXA AZUL COM O NUMERO CORRETO:

O :

a) 2 =(18) < log, (16)= 1] b)3 =(243) << logs(243)= ]
O O

o)loge 36)=L1 & 6 =(36) dlogr() = 7 =)

e) logz (8) = [J f) logio (1000) = [J g) logs (125) = []

llustracéo 29: Terceira atividade proposta na Folha de Atividades 2

Apds a andlise das atividades, os resultados foram os seguintes:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 15 17
Cometeram algum erro 7 13

Dos erros cometidos, trés estudantes colocaram que o log 1000 era 100,

um estudante colocou que o log, 36 =6, dois estudantes colocaram que log, 8 =4, dois
estudantes colocaram que log,1=1, um estudante colocou que log;125=5 e um
estudante colocou log 125 =25.

Podemos perceber claramente que o0s erros cometidos foram os

esperados, ja que € o primeiro contato dos estudantes com os logaritmos.

Depois das atividades, ha a seguinte pergunta: o que acontece se for feita
uma tabela com a PG de razdo 1? Pede-se aos estudantes que calculem alguns
logaritmos de base 1. Esse questionamento é proposital, para que o estudante chegue a

concluséo de que nédo ha logaritmo de base 1.



f) O que acontece se eu fizer uma tabela logaritmica com PG de razéo 17

Calcule: logy 32 = l:‘ log 5= D

Qual é a sua conclusdo?

llustracéo 30: Quarta atividade proposta na Folha de Atividades 2

Seguem os resultados dessa atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 12 15
Cometeram algum erro 10 5

Dos estudantes que cometeram erros, onze colocaram que o log, 32 = 32
e que log,5=>5, trés estudantes colocaram que esses logaritmos eram igual a 1, pois
qualquer numero elevado a um da ele mesmo, e um estudante deixou em branco.

Nessa atividade a maior dificuldade dos estudantes foi ndo conseguir

dizer porque era impossivel calcular logaritmos na base 1. Abaixo temos um trecho da
atividade de um estudante.

O que acontece se eu fizer uma tabela logaritmica com PG de razéo 1?

Calcule: log; 32= [ log; 5= L2

Qual é a sua concluséo?

llustracéo 31: Digitalizacdo de atividade realizado por estudantes

Em seguida temos a definicdo formal de logaritmo, inclusive com as
restricdes necessarias. Para que o estudante se acostume com a notacdo, Sdo propostas

mais algumas atividades nas quais o estudante tem que resolver o logaritmo e escrevé-lo
por extenso.
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Dados os numeros reais positivos a e b, com a # 1, se b = a°, entdo o expoente ¢
chama-se LOGARITMO de b na base a.

logsb=¢c «> a®=b, comaeb positivosea = 1.

PARTE Il) AGORA CALCULE CS LOGARITMOS E PREENCHA A TABELA:

h) logz (16)= Logaritmo de 16 na base dois &

1) logs (9)= Logaritmo de 9 na base trés &

i) logs (16)= Logaritmo de

k) logs (27)=

1) logs (125)=

m) log, (64)=

n) logg (9)=

a) logyg (100)=

p) logy,(10000)=

llustracdo 32: Quinta atividade proposta na Folha de Atividades 3

Seguem os resultados dessa atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 16 16
Cometeram algum erro 6 4

Dois estudantes na hora de escrever por extenso o logaritmo cometeram
erro em um item, trés estudantes escreveram que o logaritmo de 125 na base cinco é
igual a 5, dois estudantes calcularam todos os itens corretamente mas ndo 0s
escreveram por extenso, dois estudantes erraram apenas um dos logaritmos propostos,
um estudante errou 4 dos 9 logaritmos propostos, ele colocou o nimero que quando

multiplicado pelo numero da base dava o logaritmando e ndo o expoente.

Para finalizar a Folha de Atividades 2, temos célculos de logaritmos que
fazem com que o estudante perceba algumas propriedades através de regularidades.
Pedimos para que o estudante escreva as particularidades percebidas, para no final fazer

um resumo geral.
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PARTE Ill) CALCULE OS LOGARITMOS ABAIXO:

a) log, (2)= b) logs (5)= ¢) log, %}: d) loge (9)=

Nos itens a a d, vocé percebeu alguma particularidade? Qual?

e) logr (1)= f)logs (1)= g) logp (1)= h) log; (1)=

O que voceé observou nos logaritmos dos itens e a h? Justifique.

i) logz (2°) = i) logs (3%) = k) logs (5°) = 1) logio (10%) =

Vocé encontrou alguma regularidade nos logaritmos dos itens i a I? Qual?

m)log, | = | = mlog, (5)= o)log, + |= p) log, (2)=
\ 2 T V3 3
Ha alguma regularidade nos itens de ma p?
q) zlog:(lﬁ) r) 310513(].?) S) 510g_;w.6151 t) 710g—[49)

O que vocé observou nos itens q a t?

Faca um pequeno resumo das regularidades encontradas:

llustracao 33: Sexta atividade proposta na Folha de Atividades 2

Os resultados dessa atividade foram:
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Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 11
Cometeram algum erro 1 9

Temos abaixo trechos da atividade de dois estudantes:
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Faga um pequeno resumo das regularidades encontradas:
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Faga um pequeno resumo das regularidades encont;adas: (LY
Q \/ /8 5 " \; . ‘,( o w O U/ - r)
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lustracdo 34: Digitalizagdo de atividade realizado por estudantes

Na aplicacdo desta atividade ndo haviamos definido o logaritmando, os
estudantes tiveram dificuldade em se expressar, pois ndo sabiam o nome deste termo.
Por isso fizemos uma pequena modificagdo na folha de atividades que esta

disponibilizada no apéndice B.

6.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 2

Na aplicacdo desta Folha de Atividades percebemos que os estudantes, de maneira
geral, acertaram e entenderam a definicdo de logaritmo. Mas como era o primeiro
contato com a definicdo e a notacdo, alguns erros foram cometidos como ja era
esperado. Os estudantes tiveram dificuldades na atividade que antecedia a definigédo

formal de logaritmos, onde pediamos que eles calculassem log,32 e log,5. Eles nédo




conseguiam calcular, mas também néo diziam que ndo era possivel. Muitos estudantes
solicitaram ajuda nesta atividade. Além disso, os estudantes tiveram dificuldades em
escrever as regularidades percebidas no final da atividade, principalmente porque nédo
haviamos trabalhado com os nomes de cada termo no logaritmo. Essas dificuldades nos

levaram a fazer modificagdes na proposta final.

Foto 3: Aplicagdo da Folha de Atividades 2
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CAPITULO 7

Descricdo e analise do momento 3 da

sequéncia didatica

7.1 INTRODUCAO

Neste momento da sequéncia didatica elaboramos atividades retiradas de diversos livros
didaticos para que o estudante se familiarize com a notacdo de logaritmos.
Achamos que esse € 0 momento apropriado para o estudante trabalhar
alguns problemas sobre o que aprendeu com as Folhas de Atividades aplicadas
anteriormente em que foram vistos a reducdo de operacdes e o conceito de logaritmos.
Aplicamos as atividades para as duas classes no dia 21/09/2009, para 42

estudantes totalizando 21 grupos. A atividade durou aproximadamente 50 minutos.

7.2 RESUMO DO MOMENTO 3

As atividades propostas neste momento da sequéncia didatica exploram a notacdo de
logaritmos, o fato de ele ter acdo inversa a da poténcia, ou seja, escrever poténcias
usando logaritmos e vice-versa. Explora ainda o calculo em que as incognitas séo bases

ou logaritmandos, ou mesmo logaritmos.



7.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Esperamos que na atividade 5 os estudantes tenham algumas duvidas pois os logaritmos
que ali aparecem tem fracOes, raizes e resultados negativos. Sdo atividades um pouco
diferente das propostas na Folha de Atividades 2, mas como os estudantes ja
trabalharam com todos os tipos de equagdes exponenciais pensamos que essas duvidas

ndo serdo muito dificeis pois o proprio professor podera ajudar.

7.4 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DO MOMENTO 3

As duas primeiras atividades exploram o conceito de logaritmo como
funcdo inversa da exponencial. Na primeira, o estudante precisa calcular o resultado de
algumas poténcias e em seguida escrevé-las em forma de logaritmo. Nesta atividade
temos a intencdo de que o estudante perceba que para calcular logaritmos, precisara da

ajuda das poténcias correspondentes.

01)Calcule cada poténcia e depois escreva o logaritmo correspondente.
, d)3'=
a)2* =8 - I:::gg-‘?-=|:] )
1
by 7i= g) 7¢ =
c) 10% = d) 67 =

llustracgéo 35: Primeira atividade proposta na Folha de Exercicios

Seguem os resultados obtidos na analise das respostas dos estudantes:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 17 9
Cometeram algum erro 5 11

Dois estudantes colocaram a resposta do logaritmo correspondente, mas
ndo usaram a notacdo de logaritmo como no exemplo, um estudante acertou apenas um

logaritmo e os demais erraram apenas um item da atividade.
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01)Calcule cada poténcia e depois escreva o logaritmo correspondente.

= d 3—1=,; _ Ny
90 =8 = bge=3|%° 9 , \ -
1
7= 9 - log o o i ke
g} 10%= 1 : ( d)6°= 1 = 4) =

llustracdo 36: Digitalizacdo de atividade realizada por estudante

Percebemos que, como OS erros séo poucos, 0S estudantes estdo se

familiarizando com a notacéo e o calculo dos logaritmos.

Na segunda atividade ocorre o contrario da primeira. O estudante deve

escrever alguns logaritmos em forma de poténcia. A intencdo é a mesma da primeira
atividade.

02)Escreva a afirmacéo equivalente usando poténcia:

ajloge 7T=x — by m=logpr . c)logip 0,1 =-1 —

llustracdo 37: Segunda atividade proposta na Folha de Exercicios

Os resultados foram os seguintes:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 16 14
Cometeram algum erro 6 6

Quatro estudantes erraram em apenas um item, cinco estudantes erraram
em todos os itens, um estudante ndo fez essa atividade, dois estudantes erraram dois
itens. Percebemos que sem exemplos nas atividades os estudantes ainda se confundem
um pouco ao transformar logaritmo em poténcia, o que é considerado normal, pois
ainda estamos no inicio das atividades.
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02)Escreva a afirmagao equivalente usando poténcia:

a)log;7=x —J % bym=log,r — ¢) log1p 0,1 =-1 —

W)

)

\

)

llustracdo 38: Digitalizacdo de atividade realizada por estudante

Abaixo temos a atividade resolvida por um estudante.

Na terceira atividade sdo dados trés numeros. O estudante deve montar
uma igualdade com os trés niumeros usando a notacdo de logaritmo. Esta atividade tem
0 objetivo de fazer com que o estudante, mais uma vez, perceba que o logaritmo é o
expoente de uma poténcia. Esperamos que o estudante inicialmente monte uma poténcia

usando 0s numeros para, em seguida, trabalhar com a notac&o de logaritmo.

03) Escreva uma igualdade, usando logaritmos e os nomeros dados:

a)6,3be2 — b3 8el -

| 1
cja.-lez — d)52e32 —

llustracdo 39: Terceira atividade proposta ma Folha de Exercicios

Os resultados foram os seguintes:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 13 16
Cometeram algum erro 9 4

Sete estudantes erraram em apenas um item da atividade, quatro
estudantes escreveram uma poténcia envolvendo os trés nimeros dados e ndo usaram a
notacdo de logaritmo, um estudante errou todos os itens, ele montou trés logaritmos
errados em cada item.

Abaixo temos a atividade resolvida por um estudante. Ele errou no

ultimo item apenas.
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03) Escreva uma igualdade, usando logaritmos e os nimeros dados:

a) 6, 36 e 2 3% \e Z b)8,881/'/ﬂ* g8

1 .
C) 51 -1 e *5—&‘ _," .' _j’ = 2) d) 5,2832 —s \y/ &) 37

o~

llustracédo 40: Digitalizacdo de atividade resolvida pro estudante

Na atividade de numero 4, a base dos logaritmos é desconhecida.
Esperamos que o estudante encontre o valor da base em cada logaritmo, escrevendo-os

em forma de poténcia.

04) Determine o valor da base a:
ajlogz 8 =3 bylogs5=1 c)logs 36 =2

d} |Clga 4=2 'E:l |Dga 1=0 f} |Clga E=2

llustracéo 41: Quarta atividade proposta na Folha de Exercicios

Seguem os resultados da aplicacdo da atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 11 9
Cometeram algum erro 11 11

Na classe 1, dos onze estudantes que cometeram algum erro, quatro

erraram em apenas um item (log,1=0 ou log, 4 =—-2). Os outros estudantes erraram
em dois itens (todos em log,1=0 e algunsem log, 4 =-2). E outrosem log,5=2.

Na classe 2, trés estudantes erraram em apenas um item (log,1=0 ou
log, 4 =-2). Os demais estudantes erraram em dois itens (log,1=0 ou log, 4 =-2 ou
log,5=2).

Percebemos que as dificuldades dos estudantes sdo em logaritmos que

envolvem raizes, fracGes e logaritmos com resultado igual a zero.
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Os estudantes que acertaram o item e, disseram que podia ser qualquer
namero real a base do logaritmo, esta resposta foi considerada correta na analise dos
resultados, mesmo eles ndo tendo colocado que seriam 0s reais positivos. Abaixo temos

a atividade de um estudante.

04) Determine o valor da base a:
a)log.8=3 b)loga5=1 5 c)loga 36 =2

d) loga.4 = -2 e)loga1=0 f)loga5=2

llustracéo 42: Digitalizacdo de atividade realizado por estudante

Lembramos que na Folha de Atividades 2 foi estudada a definicdo de
logaritmo, sua leitura, a diferenciacdo de bases e foram feitos alguns célculos para
percepgdo de algumas propriedades. Para complementar esse estudo, a atividade 5 da
Folha de Exercicios propde o calculo de alguns logaritmos em diversas bases.
Esperamos que o estudante calcule esses logaritmos, transformando-0s em poténcia para

facilitar seu calculo.

05) Calcule:
a) logs 27 = b) logqg 10000 =
c) log, 32=
z d) logz +/8 =
e) log, 16 = g8
. f) |Og§§ =
g) log. 0,25 = h) logz 7=

lustracdo 43: Quinta atividade proposta na Folha de exercicios

Os resultados foram:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 10 7

Cometeram algum erro 12 13
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Dos estudantes que cometeram erro, 14 erraram em apenas um item

4

(IogllG ou Iog{%) ou log, 0,25). Dez estudantes erraram em dois itens (I09116
3

4

ou Iogz(%j ou I09132 ou Iogzx/g). E um estudante acertou apenas dois itens.

3 2
Podemos observar que a maioria dos erros cometidos aconteceu em logaritmos que

envolviam frac6es em seu calculo.

05) Calcule:
a) logs 27 = b) log1o 10000 = 4
c) log, 32= -* o S
2 d) log, +/8 = =
e) log, 16 = - 8 _
- f) log; 57 =
g) log, 0,25 = xe=% 1 h) logy 7= A
D=l gt ] >

llustraco 44: Digitalizacdo de atividade realizado por estudante

A atividade de ndmero 6 traz ora como valor desconhecido o
logaritmando, ora o logaritmo. Mais uma vez, o estudante tem que recorrer a notacéo de
poténcia para perceber que o logaritmando é o resultado da poténcia correspondente ao

logaritmo.

06) Calcule o valor que falta em cada expressao:

Ei:||Ogg|:|:5 b)3:Iog4|:| cjlog:jD +1)=2

d)log64= L] e)-1=logs L] i) L] =1oge 27

llustracéo 45: Sexta atividade proposta na Folha de Exercicios

Os resultados foram:
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Classe 1 Classe 2
Acertaram 12 6
Cometeram algum erro 10 14

Dos estudantes que cometeram algum erro, dez erraram em apenas um
item, sete erraram em dois itens e seis erraram trés itens. Nesta atividade os erros foram

muito variados.
06) Calcule o valor que falta em cada expressao:
a) log, 2] =5 b) 3 = logg [B4] ° .C)Iogkglj+1)=2

d) log, 64 = l:’ e) -1 =logs El f) [:I = logg 27

llustracdo 46: Digitalizag8o de atividade realizada por estudante

Finalizando a Folha de Exercicios, as atividades 7 e 8 trazem operacfes
entre logaritmos. O estudante deve calcular cada um dos logaritmos e em seguida

finalizar o exercicio com as operac6es pedidas.

07) Determine o valor da expressio: logz 1024 + log, 625
-]

08) Calcule: log,[log, 81]

llustracéo 47: Sétima e oitava atividades propostas na Folha de Exercicios

Seguem os resultados desta atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 16
Cometeram algum erro 1 4

Trés estudantes ndo fizeram a atividade e dois erraram no célculo do
logaritmo que envolve fracdo.

Abaixo temos a atividade resolvida por um estudante.
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08) Calcule: log,|log, 81]

llustracéo 48: Digitalizacdo de atividade realizada por estudante

7.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 3

O objetivo desta folha de exercicios é fazer com que o estudante explore
de todas as maneiras possiveis o logaritmo e sua notacdo. O estudante deve usar o
logaritmo de forma natural, assim como faz com fraghes, poténcias, raizes, etc.
Consideramos através dos resultados apresentados que o objetivo foi alcangado, pois
foram cometidos erros em itens isolados em cada problema em uma proporcéo ja

esperada.



CAPITULO 8

Descricdo e analise do momento 4 da

sequéncia didatica

8.1 INTRODUCAO

Apos a aplicacdo das Folhas de Atividades 1 e 2 e da Folha de Exercicios, 0 momento 4
da sequéncia didatica propde uma pequena pausa nas atividades, para que o professor,
juntamente com os estudantes, facam comentarios e observacBGes sobre as atividades
aplicadas, o conceito de logaritmo e se necessario, a correcdo das atividades propostas
na Folha de Exercicios. Este € um momento de avaliacdo propicio para constatar se 0s
estudantes estdo se adaptando bem as atividades e para fazer correcdo das mesmas se
necessario.

Esse momento da sequéncia didatica se deu no dia 22/09/2009 para as
duas classes e estavam presentes os 42 estudantes. A atividade durou aproximadamente

50 minutos.
8.2 DESCRICAO DO MOMENTO 4
Nesse momento, com uma aula expositiva, comentamos brevemente como surgiram 0s

logaritmos, retomando a Folha de Atividades 1. Falamos sobre a definicdo, salientando

a condicao de existéncia dos logaritmos, que esta na Folha de Atividades 2 e retomamos



também as propriedades encontradas nas regularidades no final da Folha de Atividades
2. Essas observacOes foram colocadas na lousa e os estudantes anotaram todas.
Comentamos as atividades da Folha de Exercicios. A reacdo dos
estudantes foi positiva e um dos poucos questionamentos feitos por eles foi que os
logaritmos que envolviam fragcBes eram um pouco mais trabalhosos. Além disso, outra

questdo levantada pelos estudantes foi a facilidade de realizar calculos com as tabelas.
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CAPITULO 9

Descricdo e analise do momento 5 da

sequéncia didatica

9.1 INTRODUCAO

Nessa etapa da sequéncia didatica elaboramos a Folha de Atividades 3: “Uma
propriedade importante”. Nossa intencdo € que o estudante, através do exame de
regularidades e usando que o logaritmo é a inversa da exponencial, construa as

propriedades operatorias dos logaritmos.

9.2 RESUMO DO MOMENTO 5

Iniciamos com o fato de que, como o logaritmo tem acdo inversa a exponencial,
seguindo a logica as propriedades do logaritmo também serdo inversas a da
exponencial. Com esse principio, e com apoio do exame de regularidades, apresentamos
as propriedades operatorias dos logaritmos através de quadros explicativos. Além desses
quadros propomos atividades em que o estudante precisa usar a propriedade estudada.
As atividades foram aplicadas no dia 28/09/2009, havia nas duas classes

42 estudantes totalizando 21 grupos. A atividade durou aproximadamente 50 minutos.
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9.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS
Nessa Folha de Atividades as explicagOes sdo claras e direcionadas. Esperamos que 0s

estudantes ndo encontrem grandes dificuldades.

9.4 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DO MOMENTO 5

Nesta folha, as atividades tém inicio relembrando a propriedade da exponencial que
transforma a soma de expoentes de uma poténcia em multiplicacdo de poténcias de
mesma base. A intencdo € mostrar que, como o logaritmo tem acdo inversa a da
exponencial, logicamente, o logaritmo também deve ter propriedade semelhante a da

exponencial.

ATIVIDADE 1:

QUANDO TRABALHAMOS COM AS PROPRIEDADES DA EXPONENCIAL, VIMOS QUE o*Y=q*.d’,
ENTAO TEMOS A SEGUINTE REGRA:

A exponencial de uma soma é o produto das exponenciais.

Seguindo a légica, o logaritmo deve ter uma propriedade semelhante, mas ao contrario, do tipo:
O logaritmo do produto é a soma dos logaritmos.

Vamos verificar?

llustracdo 49: Texto explicativo da Folha de Atividades 3

Apresentamos em seguida um quadro explicativo regularidades para
chegar a propriedade do logaritmo do produto. No inicio, temos o logaritmo de um
produto com o0s numeros 2048 e 256 ja usados na primeira tabela de PG e PA estudada
na Folha de Atividades 1. Usando flechas com explicacbes, a atividade fatora os
numeros que estdo em forma de produto, usa a propriedade da exponencial citada no

inicio, e transforma o logaritmo de um produto em soma de logaritmos.



log, ( 2048 x 256 ) Fatorando o0 2048 e 0 256 temos D log; ( 211 X 23)

log: [211+a)

log: ( 211 X 23) Usando propriedades de poténcia D

+ Calculando esse log, temos
log, (2"°%) 9 >11+8

Sabemos gue[: 11 = log> 21 e 8 = log; 28

11+8 = logz 2" +10g; 28 = logz 2048 + log; 256

log, (2048 x 256) = log, 2048 + log, 256

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DO PRODUTO DE DOIS NUMEROS POSITIVOS
E IGUAL A SOMA DOS LOGARITMOS DESSES NUMEROS.

llustracéo 50: Esquema explicativo na Folha de Atividades 3

A seguir propomos ao estudante atividades para que ele siga 0 mesmo

raciocinio, usando, além de logaritmos de base 2, logaritmos de base 3.

Faca o mesmo para:

logz ( 512 x 32 ) = log2 (2°x 2%) = log2 (2¥°) =9 + 5 = log2 (2°) + logz (2°) = logz (512) + log: (32)

log; (128 x 4096 ) =

logs (81x27) =

llustracéo 51: Primeira atividade proposta na Folha de Atividades 3

Seguem os resultados dessa atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 20 18

Cometeram algum erro 2 2
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Dois estudantes néo fizeram a atividade. Um dos estudantes, de uma hora
para outra sumiu com a notagdo log e errou a atividade toda. Outro estudante,
provavelmente por falta de atencdo, estava olhando o exemplo e usou 0S mesmos
expoentes, e com isso errou a atividade.

Temos abaixo a atividade resolvida por um estudante.

Faga 0 mesmo para:

logz ( 512 x 32 ) = log2 (2° x 2°) = logz (2°°) = 9 + 5 = log, (2°) + log: (2°) = log (512) + log (32)

3 | % 312 Ry '
log, (128 x4096 )= Loy (& x & | = Lo, |2 : Loty | 2

AN § ~ >

AT

~J P

logs (81x27)=_feo ( 3 =37 = Leoy |

llustracdo 52: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

Outras atividades sdo propostas sugerindo que o estudante fatore o0s
logaritmandos e aplique a propriedade.

Fatore o numero em destaque e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:

logs (6) = logs (2 x3) = logs 2 + logs 3 logs (21) =

logz (35) = log: (18) =

llustracéo 53: Segunda atividade proposta na Folha de Atividades 3

_Fatore o numero em destaque e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:

logs (6) = logs (2 x3) = logs 2 + loga 3 logs (21) =

log; (35) = 5 ) logz (18) =

llustracéo 54: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

Os resultados dessa atividade foram:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 22 17

Cometeram algum erro 0 3
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Um dos estudantes ndo fez a atividade, um ndo fez um dos itens e o outro

errou em dois dos trés itens. Os estudantes ndo pediram ajuda nesta atividade.

Em seguida propomos problemas com a mesma propriedade, mas da
forma inversa. O estudante precisa transformar somas de logaritmos em logaritmo do
produto. Propomos essa atividade com a intencdo de que o estudante perceba que pode

usar a propriedade em varias formas.

Agora, faca a volta da propriedade, ou seja, transforme a soma em multiplicac&o, escrevendo em um unico
logaritmo:

l0g, 5 +109,2=1l0g, (5 x2) =log, (10) logs 5 +logs 3 =

logs 7 +1ogs 2 = log, 3 + log, 3 + log,b =

llustracdo 55: Terceira atividade proposta na Folha de Atividades 3

Abaixo temos a atividade resolvida por um estudante.

Agora, faga a volta da propriedade, ou seja, transforme a soma em multiplicagdo, escrevendo em um unico

logaritmo: oy el Lo s ta b = w11 iy
logz 5 + log22 = log. (5 x 2) = log> (10) logs 5+ logs 3=

/o0 F ek A i \

logs 7 + log; 2 = _~ T X & ' . log; 3 + log, 3 + logz,5 = ‘

- ‘ f 3|

llustracdo 56: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

Os resultados dessa atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 22 17
Cometeram algum erro 0 3

Um dos estudantes errou na multiplicacdo de 3x3x5, 0s outros dois néo
fizeram a atividade. Como ja era esperado, os estudantes desenvolveram a atividade sem

maiores problemas.
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Dando continuidade & Folha de Atividades 3, neste momento é abordada
a propriedade que transforma o logaritmo do quociente em subtracdo de logaritmos.
Inicialmente falamos da propriedade da exponencial que transforma a subtracdo de
expoentes em um quociente de bases iguais, ja conhecida dos estudantes. Usando
novamente o fato de que o logaritmo tem acédo inversa a da exponencial apresentamos a

propriedade.

ATIVIDADE 2 .
QUANDO TRABALHAMOS COM AS PROPRIEDADES DA EXPONENCIAL, VIMOS QUE & =a" /o,

ENTAO TEMOS A SEGUINTE REGRA:
A exponencial de uma subtracédo € o guociente das exponenciais.

Seguindo a l6gica novamente, o logaritmo deve ter uma propriedade semelhante, mas ao contrario, do tipo:

O logaritmo do quociente é a subtracdo dos logaritmos.

L Vamos verficar?

llustracéo 57: Texto explicativo da Folha de Atividades 3

Um quadro explica como chegamos a propriedade e da dois logaritmos

para que o estudante faca a transformacéo em subtracao.

512 (29 \
|°92[¥I = logz ‘E‘ = 10g: (%) = 9-5 = log () - l0g:(2) = log, (§12) - log, (32)

(512
l0g> [% | = log; (512) - 10ga (32)

12048
o 2[

256 )

27

6561 ‘_

logs

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DO QUOCIENTE DE DOIS NUMEROS POSITIVOS
E IGUAL A DOS LOGARITMOS DESSES NUMEROS.

llustracao 58: Quarta atividade proposta na Folha de Atividades 3

Seguem os resultados dessa atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 22 17
Cometeram algum erro 0 3

Trés estudantes da classe 2 ndo fizeram esta atividade.
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S&o propostas atividades em diversas bases para que o estudante se

familiarize com a propriedade.

Usando a propriedade anterior, escreva os logaritmos em forma de subtraco:
og (,1024\}_ log [ 81 ]_
228 * 243,
625 1000 )
logs (TJ = log1o [ - }:
o .

llustracéo 59: Quinta atividade proposta na Folha de Atividades 3

Seguem os resultados dessa atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 17
Cometeram algum erro 1 3

O estudante da classe 1 ndo terminou um dos itens e os trés estudantes da

classe 2 ndo fizeram a atividade.

|
Usando a propriedade anterior, escreva os logaritmos em forma de subtragao:
248t UL :

iyt ih@ad, Ry mey PR K
Sk vaz ) : it Kﬁ(-%‘.b\ €3 ¢

"L'\‘S L"( 4‘3-) J’l(’ib \ iﬁf\)v \\
Dol & “al

llustracéo 60: Digitalizacdo de atividade realizada por estudante

Depois sdo propostas atividades que exploram a mesma propriedade, mas
de forma inversa, ou seja, transformar subtracdo de logaritmos em logaritmo do

quociente.

Agora, faca a volta da propriedade, ou seja, transforme a subtracdo em divisdo, escrevendo
em um unico logaritmo:

log, 5 —log, 3 = logs 10 —logs 2 =

logz20 —logs 5 = log, 26 —logz 3 =

llustracdo 61: Sexta atividade proposta na Folha de Atividades 3
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Os resultados foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 18 20
Cometeram algum erro 4 0

Os estudantes que erraram essa atividade subtrairam os logaritmandos ao

invés de transformar as expressdes em quocientes.

Temos abaixo atividade resolvida por um estudante.

Ago_ra, faca a volta da propriedade, ou seja, transforme a subtracdo em diviséo, escrevendo
em um unico logaritmo:

logz§-log;3=_ Ao , | "2 logs 10 — logs 2 = Lo,

log320 - logs 5 = _{ex log2 26 — logz 3 =

llustracéo 62: Digitalizaco de atividade resolvida por estudante

Apdbs essas atividades, trabalhamos com logaritmos que envolvem
poténcias. A atividade mostra o que acontece com o célculo de logaritmos quando se
tem no logaritmando uma poténcia. Um quadro explicativo mostra a propriedade do
logaritmo de uma poténcia, usando uma das propriedades ja vistas, a que transforma o
logaritmo de um produto em soma de logaritmos. Nesse quadro mostramos de maneira
simples que o logaritmo de uma poténcia é igual ao produto de seu expoente pelo
logaritmo da base.

ATIVIDADE 3: i
VAMOS TRABALHAR AGORA COM POTENCIAS:

log:8° = log: (8x8x8x8x8) = log,8 +10g,8 + log28 + log28 +l0g: 8 = 5 x log, 8

V=
log, 8° = 5xlog, 8

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DE UMA POTENCIA DE BASE POSITIVA
E IGUAL AO_PRODUTOQ DO EXPOENTE PELO LOGARTIMO DA BASE DA POTENCIA.

llustracéo 63: Esquema explicativo da Folha de Atividades 3
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Em seguida sdo propostas algumas atividades para que o estudante se
familiarize com esta propriedade. Temos exemplos e atividades que envolvem também
logaritmos de raizes, pois 0s estudantes ja sabem que as raizes sdo poténcias com

expoentes fracionarios.

Faca o0 mesmo para:

logy 32° =

logs 125% =

1
log, ¥16 =log, 16° = % log, 16

log, /256 =

logy /343 =

llustracéo 64: Sétima atividade proposta na Folha de Atividades 3

Seguem os resultados da atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 20 17
Cometeram algum erro 2 3

Os estudantes erraram nos logaritmos que envolviam raizes, eles

colocaram que log, /256 =3xlog, 256, quando 0 correto seria

log, /256 = %x log, 256.

Apresentamos abaixo a atividade resolvida por um estudante.
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Faga o mesmo para:

log; 32° =

logs 125° =

? 3
| log, ¥/16 = log, 16° = —S.Iogz16

log; ¥/256 = S

PR
|

‘ ‘[
\ RA3 = g
| log7 V343 = - -

llustracéo 65: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

A seguir sdo propostas atividades em que o estudante ndo tem o

logaritmando em forma de poténcia. Ele precisa transforméa-lo em poténcia para depois
utilizar a propriedade.

Fatore o numero em destaque e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:

logs (27) = logr (125) =

logs (32) = logo (10000) =

llustracéo 66: Oitava atividade proposta na Folha de Atividades 3

Os resultados dessa atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 17 19
Cometeram algum erro 5 1

Trés estudantes ndo fizeram essa atividade, um se esqueceu de colocar o
expoente multiplicando o logaritmo e dois colocaram o expoente multiplicando o
logaritmo, mas n&do alteraram o logaritmando, log, 27 =3xlog,27 ao invés de

log, 27 =3xlog, 3.

Abaixo temos a atividade realizada por um estudante.
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‘ Fatore o nimero em destaque e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:
‘ |

| log; (27) = log7 (125)

logs (32) = /o log1o (10000) =

T e O —_—

llustracdo 67: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

Exploramos também a mesma propriedade, mas de forma inversa, ou
seja, a transformacao do produto de um numero real por um logaritmo em logaritmo de

uma poténcia.

Agora, faga a volta da propriedade:

3 xlogs 2 = logs 2° = logs 8 4xlogy 3=

2x|0g54= 5x|Dg102=

llustracao 68: Nona atividade proposta na Folha de Atividades 3

Os resultados seguem abaixo:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 20
Cometeram algum erro 1 0

O estudante fez apenas um dos trés itens propostos.

Em todas as propriedades vistas até esse momento na Folha de
Atividades 3, nas definicdes que sdo dadas ao final de cada quadro explicativo,
deixamos claro que para que as propriedades sejam validas é necessario que 0S
logaritmos tenham a mesma base. A Ultima parte desta folha de atividades, explica
como fazer quando é necessario trabalhar com logaritmos de outras bases, ou seja, como
transformar bases de logaritmos, quando necessario. Para isso temos outro quadro que

explica como e porque é possivel transformar bases de logaritmos.



Inicialmente temos trés logaritmos resolvidos: o logaritmo de 64 na base
quatro, cujo resultado € 3, o logaritmo de 64 na base dois, cujo resultado é seis e 0
logaritmo de 4 na base dois, cujo resultado é dois. Temos uma igualdade mostrando que
3 € igual a 6 dividido por 2. Usando essa igualdade esses resultados sdo substituidos
pelos logaritmos correspondentes. Assim o logaritmo de 64 na base 4 é igual ao
quociente do logaritmo de 64 na base 2 pelo logaritmo de 4 na base 2. Com isso

podemos escrever um logaritmo de base 4 usando logaritmos de base 2.

ATIVIDADE4: -
AS PROPRIEDADES QUE VIMOS ACIMA SAO VALIDAS PARA LOGARTIMOS DE
MESMA BASE. E QUANDO TEMOS BASES DIFERENTES?

Observe:
109464 = 3 K \\
log, 64
log, 64 = 6 — =3 log, 64 =——2
092

QUANDO FOR NECESSARIO E POSSIVEL ESCREVER UM LOGARITMO EM UMA OUTRA
BASE QUALQUER.
log, 64 log,, 125
92 log, 125 = —210 =2
|Og2 4 loglo 5

log, 64 =

llustracéo 69: Esquema explicativo da Folha de Atividades 3

Para finalizar sdo propostas algumas atividades de mudanca de base em que 0s

estudantes devem mudar logaritmos de diversas bases para uma base determinada.

Escreva os logaritmos a seguir na base 10:

log,, 81

a) log.81=
102 oy 3

b) log; 243 = ¢) logs 3125 =

Escreva os logaritmos a seguir na base 2:

d) logyg 32 = e)logs 128 = f)logy 2 =

Apds o estudo dessas propriedades, nas proximas atividades, estudaremos o logaritmo como
fungdo.

llustracéo 70: Décima atividade proposta na Folha de Atividades 3
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Os resultados dessa atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 16
Cometeram algum erro 1 4

Dois estudantes entenderam que era para escrever um logaritmo qualquer
de base dois, usando o mesmo logaritmando e ndo mudar a base. Um estudante ndo fez

um dos 5 itens. E dois estudantes escreveram que log 32=Ilog,5, que

logs128 =log, 7 e que log,,2=1log,1, o que esta errado.
Abaixo temos a atividade resolvida por um estudante.

Escreva os logaritmos a seguir na base 10:

log,, 81
a) log, 81 = —8w° b) logy 243 = c) logs 3125 =

log,,3
Escreva os logaritmos a seguir na base 2:

d) log 32 e) logs 128 = f) logio 2 =

llustracéo 71: Digitalizacdo de atividade realizada por estudante

9.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 5

Na Folha de Atividades 3, trabalhamos com a propriedade fundamental dos logaritmos e
propriedades relacionadas. Para justificar essas propriedades utilizamos as propriedades
correspondentes das fungdes exponenciais. O estudante também pode perceber essas
propriedades através de regularidades que aparecem nos exercicios propostos. Falamos
também sobre mudanca de base de logaritmos.

Na aplicacdo da Folha de Atividades 3, os estudantes trabalharam sem
maiores problemas, ndo tiveram duvidas e praticamente ndo solicitaram ajuda da
professora. Os erros cometidos ocorreram em itens especificos das questdes, e as
maiores dificuldades aconteceram nos casos em que o logaritmo era negativo com
fragdes na base ou no logaritmando, ou quando apareciam expoentes fracionarios.

Concluimos que essa atividade alcangcou 0s objetivos que haviamos

previsto.
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CAPITULO 10

Descricdo e analise do momento 6 da

sequéncia didatica

10.1 INTRODUCAO

No momento 6 da sequéncia didatica pretendemos introduzir o conceito de funcdo
logaritmica, estendendo a definicdo de logaritmo para nimeros reais positivos
quaisquer. Os principais pré-requisitos exigidos sdo o conceito de funcdo inversa e o de
funcdo exponencial que os estudantes ja viram.

Na Folha de Atividades 3 todas as propriedades operatorias tiveram
como introducdo a propriedade correspondente da exponencial, que era abordada para
que o estudante percebesse que no logaritmo temos propriedade semelhante s6 que
inversa a da exponencial. Nessa aula explicativa fazemos 0 mesmo, ou seja, definimos a
funcdo logaritmica como inversa da funcdo exponencial e mostramos que, a partir dai,
temos todas as propriedades e caracteristicas da primeira.

Neste momento da sequéncia didatica usamos como base o livro didatico
adotado na escola em que foi aplicado o projeto, MATEMATICA- construcdo e
significado (volume unico), José Luiz Pastore (et al) da Editora Moderna. Achamos
importante usar atividades do livro texto para que os estudantes ndo percam contato
com ele e se familiarizem com o estilo do autor, pois o livro texto é utilizado durante
todo o ano. Na aula, além do livro, de papel quadriculado e da lousa planejamos usar o
computador com projetor multimidia para plotar alguns graficos de funcdes

logaritmicas, com o auxilio do software Graphmatica (software de dominio publico,



desenvolvido por Keith Hertzer, com traducdo de Carlos Malaca, para a lingua

portuguesa. Este software pode ser obtido no site http://www.graphmatica.com) para

melhor explorar as caracteristicas da funcdo logaritmica.

10.2 RESUMO DO MOMENTO 6

Nessa aula expositiva pretendemos desenhar alguns graficos na lousa
para explorar as caracteristicas da funcao logaritmica, sempre tendo como base que ela é
a inversa da funcdo exponencial. Usaremos ainda um programa para plotar diversos
graficos de logaritmos para que os estudantes percebam os diversos tipos dessas
funcBes. Apos a aula, os estudantes fardo os exercicios propostos no livro didatico

adotado pela escola e em seguida faremos a correcdo dessas solugdes.

10.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Como os estudantes ja trabalharam com funcgéo inversa e fungdo exponencial, pensamos
que ndo terdo grandes dificuldades. Talvez cometam pequenos erros na construgéo da
tabela para a confeccdo dos graficos da funcéo logaritmica, ja que estdo acostumados a

trabalhar com dominio real nas funcgdes.

10.4 DESCRICAO DO MOMENTO 6

Aplicamos o momento 6 da sequéncia didatica nos dias 01, 05 e 07/10/2009 para as
duas classes, a maioria dos alunos esteve presente. A duracdo das atividades foi de 3
aulas de 50 minutos cada.

Para dar inicio a aula explicativa, questionamos os estudantes sobre a
funcdo exponencial f(x)=2". Fizemos na lousa o grafico dessa funcdo, que ja era
conhecida dos estudantes. Para construir o grafico, montamos uma tabela auxiliar.
Desenhado o gréafico da fungdo, perguntamos aos estudantes qual o dominio e a imagem
da funcdo, se e crescente ou decrescente, se existia assintota e demais caracteristicas

vistas anteriormente.
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http://www.graphmatica.com/

Foto 4: Lousa da aula expositiva sobre Fungdo Logaritmica

Os estudantes ja viram o conceito de funcdo inversa e, na Folha de
Atividades 3, trabalhamos com o logaritmo como inversa da exponencial. Usando isso
observamos aos estudantes que através da inversdao da tabela construida para a funcéao
f(x) =2", obteriamos o gréafico da fungdo logaritmica y =log, x. Com o grafico da
funcdo logaritmica construido, questionamos os estudantes quanto ao dominio, imagem,
crescimento e assintota do grafico. Anotamos ao lado do grafico as respostas dadas
pelos estudantes. Enquanto o grafico era construido pelo professor na lousa, 0s
estudantes o construiam no papel quadriculado. Observando que tanto a funcéo
exponencial quanto a sua inversa sdo crescentes, questionamos qual delas cresce mais

rapidamente.

Foto 5: Gréficos confeccionados pelos estudantes

Além da construcdo feita pelos estudantes, usamos o projetor multimidia

com o software Graphmatica para plotar alguns graficos de funcbes logaritmicas
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diversas para que os estudantes verifiguem modifica¢cbes no dominio, na assintota, etc.
Os gréficos feitos nessa parte da aula foram os das fungdes y = log(x+1), y =1+logx,

y=2-logx.

y=(log x)/ (log 2)

y=log (x+2)

b
—

llustracgéo 72: Grafico trabalhado na aula expositiva com projetor multimidia e software Graphmatica

Abaixo temos uma foto com uma das atividades apresentadas no

software Graphmatica.

Foto 6: Projecéo de gréficos da aula expositiva sobre Fungdo Logaritmica

Ap0s essa observacdo, trabalhamos com a leitura do livro didatico para
fazer as devidas correspondéncias com a construcdo anterior, ver a definicdo da funcéo
logaritmica dada pelo autor, exemplos de fun¢Bes em outras bases e seus gréaficos.
Dessa forma os estudantes puderam explorar mais a funcdo logaritmica. Vemos abaixo
um trecho do livro didatico utilizado.



! A funcao logaritmica

4.1 Definicao de funcao logaritmica

Ja vimos funcodes exponenciais. Agora, vamos estudar fungdes logaritmicas.

Uma funcdo f: R* — R é chamada de fungdo logaritmica quando existe um
numero real a, coma > 0 e a = 1, tal que f(x) = log, x, para todo x € R%.

Se a > 1, dizemos que f é crescente. Se 0 < a < 1. dizemos que f € decrescente.

Exemplos

* g(x) = log, x * h(x) = logg x oy = log# €

4.2 Grafico da funcao logaritmica

Vamos construir os graficos de algumas funcoes logaritmicas.

Exemplos

e flx) = log, x * h(x) = log, x

S|y x [ 1

©fw|=|w|~|o|~|%
-

O |=|w|~|o~
Y

* Nesse caso, a base a € 3 (a > 1), entao a funcao * Nesse caso, abaseaé ik (0 <a < 1), entao a funcao
logaritmica é crescente.

e D(f)=Rtel . (f)=R

logaritmica € decrescente.
e D) =RYel (W) =R

Observe que os graficos das fungoes logaritmicas passam pelo ponto (1, 0), so
ocupam o 1¢ e 0 42 quadrantes e nao encostam no eixo das ordenadas.

O grafico da func¢éo logaritmica f(x) = log, x & simétrico em relacao ao da funcao
exponencial g(x) = a*. com eixo de simetria sendo a reta y = x.

lustracdo 73: Trecho do livro didatico utilizado

Mostramos também outra maneira de construir o grafico da funcéo

logaritmica, sem o uso da sua inversa. Para isso consideramos a fungéo y =log, x e
2

fizemos um a tabela. O gréfico foi feito a partir dessa tabela. Essa atividade foi muito
legal, pois os estudantes perceberam que ndo era tdo facil fazer essa tabela. Quando

colocaram x =3, como calcular y=1Ilog, 3? Viram entdo que é mais facil atribuir
2

primeiro valores para y .

Em seguida os estudantes fizeram exercicios do livro didatico para
trabalhar com o logaritmo como fungéo. Os exercicios foram corrigidos posteriormente,
na lousa. Os problemas do livro exploravam dominio, imagem, crescimento e alguns
gréficos. Havia tambem problemas para que o estudante encontrasse a lei da fungéo
logaritmica correspondente através da identificacdo de pontos de um grafico dado. Na
figura seguinte, temos os exercicios trabalhados com os estudantes, extraidos do livro

didatico utilizado.
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30. Dada a funcdo f(x) = log, (x + 1), determine:

a) f(7)
b) £0)

¢ f{—

0,5)

d f (\’? = ])

31. Dada a funcéo g(x) = log, (x — 4), determine o valor de

X se:

al glx) =3
ghe it
b) glx = 5

¢ glx =0
d) gy = -4

33. Em cada item, defermine a funcao logaritmica repre-
sentada pelo gréfico:

a) y4

VA

<

o

d)

ol 1\

i 4

R 4

o
e
Lh

35. Classifique as fungdes representadas pelos gréficos abai-
xo em crescente ou decrescente.

0) 34 A

/

b) YA

0

[

llustracgéo 74: Digitalizacéo de atividades propostas pelo livro didatico

\

>
g
X

>
\ .\.

10.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 6

No momento 6 da sequéncia didatica, exploramos o logaritmo como fun¢édo através de
sua inversa, a exponencial. Os estudantes viram todas suas caracteristicas através da

construcdo de graficos e dos exercicios do livro didatico.
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As aulas transcorreram sem maiores problemas. Os estudantes pediram
ajuda no problema que tinham que determinar a expressdo das funcgdes logaritmicas
através da observacéo de seus gréaficos.

Julgamos que os objetivos da aula foram alcancgados, pois 0s estudantes
fizeram as atividades propostas sem dificuldades e durante a correcdo dos exercicios

poucas foram as davidas levantadas por eles.

Foto 7: Imagens da aula expositiva sobre Funcdo Logaritmica
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CAPITULO 11

Descricdo e analise do momento 7 da

sequéncia didatica

11.1 INTRODUCAO

O uso de recursos tecnoldgicos na sala de aula como videos, audios, computadores,
calculadoras e outros ndo é mais novidade na educacdo. Contribui para a criacdo de
novas estratégias de ensino. Ainda assim é necessario ter cuidado ao usa-los, pois tais
recursos ndo podem ser meros enfeites em uma aula. Devem ser usados para que 0
estudante adquira as habilidades e competéncias necessarias para a sua formacéo.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
uma das competéncias e habilidades desenvolvidas pela Matematica é a de que o
estudante utilize adequadamente calculadoras e computadores, reconhecendo suas
limitacOes e potencialidades. (Brasil, p. 259)

Neste momento da sequéncia didatica, uma atividade simples, feita com
0 uso de uma planilha eletrénica, introduz o conceito do nimero e. O numero e
(constante de Euler) aparece naturalmente quando se estuda certos fendmenos cuja
descricdo demanda fungbes exponenciais e logaritmicas. Por isso & imprescindivel
falarmos do nimero e para os estudantes.

Além da atividade com o nimero e sdo propostos aos estudantes alguns
exercicios do livro didatico em que eles terdo que usar uma calculadora cientifica.

O uso da calculadora ainda é questionado por alguns professores, pais e

até pelos proprios estudantes, pois acham que seu uso fara com que ndo se raciocine



mais. Mas usada de maneira correta e orientada a calculadora poupara tempo e energia
em calculos mecanicos e assim o estudante se dedica mais a situacdo problema que esta
resolvendo. Além disso, permite trabalhar com problemas reais, situacfes que na

maioria das vezes envolvem ndmeros ndo exatos.
11.2 RESUMO DO MOMENTO 7

Este momento da sequéncia didatica é dividido em duas aulas. A primeira aula tem uma
atividade feita no laboratério de informéatica, com o uso de planilha eletrdnica e um

problema criado para que os estudantes desenvolvam uma situacdo em que tenham que
1 n

estudar a sequéncia (1+—j atribuindo valores cada vez maiores a n e assim 0
n

professor possa falar sobre o nimero e. Na segunda aula os estudantes trabalhardo com

atividades do livro didatico com o auxilio da calculadora cientifica.
11.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Talvez o estudante tenha alguma dificuldade ao usar a calculadora cientifica no calculo
de logaritmos com base diferente da base decimal ou da base natural, j& que na
calculadora s6 sdo encontradas essas bases. Na Folha de Atividades 3 eles ja viram
como mudar a base de um logaritmo. O professor pode ajuda-los caso eles ndo se

lembrem.
11.4 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DO MOMENTO 7
Aula sobre o nimero e

Antes de dar inicio a aula, que aconteceu no dia 08/10/2009, mostramos aos estudantes
como devemos proceder para trabalhar com férmulas na planilha eletronica utilizada na
atividade. Os estudantes ja tinham algum conhecimento sobre essa planilha, mas nédo
sabiam trabalhar com formulas. Ap6s orienta-los com os simbolos utilizados e o0 uso dos
sinais na insercdo de formulas a atividade se iniciou.

A atividade elaborada para introduzir o conceito de nimero e é bastante

simples. Trazemos inicialmente um problema supondo que o estudante emprestou um
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real para um amigo e combinou com ele que no final do ano cobraria seu empréstimo
com 100% de juros. No final do ano, seu amigo veio Ihe pagar. O estudante faz o
seguinte questionamento: Se eu cobrasse 50% no meio do ano e depois mais 50% no
final do ano o que aconteceria? Essa pergunta é feita para que o estudante, ao realizar a

atividade, perceba que ele ganhard mais se dividir os 100% dessa forma.

Suponha que vocé emprestou R$ 1,00 para um amigo no inicio do ano e

disse que cobraria 100% de juros ao ano por esse empréstimo. No final do mesmo
ano, seu amigo veio lhe pagar. Mas como vocé é esperto, comecou a pensar:

e R SN

Se eu cobrar 100% de uma Unica

{ vez sobre o empréstimo receberei R$ |

/ 200. Mas se eu dividir os juros da A
seguinte maneira: 50% até junho e ao

& outros 50% até dezembro ganharei um \ /‘

pouco mais. Calcule o ganho total com

\ essa cobranca

llustragéo 75: Primeira parte da atividade proposta na aula sobre o nimero e

Para realizar essa atividade os estudantes, com o auxilio da planilha
1 2
eletronica, calcularam o valor de (1+§J =2,25. Alguns estudantes fizeram o célculo

mentalmente. Eles perceberam que ganhariam mais se dividissem os juros dessa forma.
Continuando a atividade propomos outro célculo ao estudante: e se eu
dividir os 100% em quatro partes uma para cada trimestre, ou seja, cobrar juro de 25% a

cada trimestre? O estudante deve efetuar os calculos e verificar que ganhara mais ainda.

— i AN )_“»\
/ Pensando bem, vou fazer diferente,

._\
vou cobrar 25% de juros a cada /%
.-/

/,-4\
\/,__ trimestre, quanto ganharei assim? R
Sz

vi\\_-;‘ _"_\\\_‘\‘_ B _(/‘*—/-,:_’: - ,,DA

llustracdo 76: Segunda parte da atividade proposta na aula sobre o nimero e.
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4
Os estudantes nessa atividade fizeram o seguinte calculo (1+%) =2,44.

E perceberam que dessa forma, dividindo os 100% em 4 partes ganhariam mais.

Em seguida sdo propostos outros dois célculos, dividir os 100% em 10

partes e depois em 100 partes para ver o que acontece.

——— T N
‘,,{ Estou gostando disso. Vou dividir o >
C ano em 10 partes e cobrar 10% a cada __ )
P periodo. Quanto vou ganhar? - —

N
7

T T

~ 4 Vou dividir o ano em 100 partes e
< " cobrar 1% a cada periodo. Quanto
—___ganharei? -

llustragéo 77: Terceira parte da atividade proposta na aula sobre o nimero e

Para fazer esse calculo os estudantes usaram a seguinte férmula:
10
[1+ij = 2,50
10

A intencdo é despertar no estudante o interesse por essa quantia final e
1 n
mostrar que ela vem da sequéncia (1+—j e que quanto maior o valor de n, mais
n

préxima a sequéncia estara do numero e.

Um dos estudantes me perguntou 0 que aconteceria se dividissemos em
100 partes cobrando de um em um por cento, dissemos entdo para que eles fizessem o
calculo. Um dos estudantes perguntou se o valor iria sempre aumentar. Para responder a
essa pergunta mostrei a eles uma planilha que haviamos feito atribuindo valores de 1 a

1000 para essa sequéncia e em seguida falamos sobre o nimero e.
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Foto 8: Aula no laboratério de informatica

A atividade termina com um pequeno texto explicativo sobre o nimero e.

Observe que conforme vamos aumentando o numero de periodos, mais o valor
recebido se aproxima de um certo numero. Esse numero € chamado numero de Euler e
representado pela letra e. Seu valor é e = 2,7181813...

Em muitas situacdes praticas, em diferentes contextos, deparamo-nos com o numero e.
Apesar de ser um numero de aparéncia estranha — ele ¢ irracional, como o T — sua presenca
& muito freqilente no estudo de fenémenos naturais que envolvem crescimento ou
decrescimento exponencial.

O numero e, além de ser base de importante fungdes exponenciais, ele também serve
para a correspondente func#o logaritmica: se y = e”, entdo x =/og. y.

Afungio f(x) =loge x costuma ser representada por f(x) =/n x, uma abreviatura para

“logaritmo natural de x”.

Nos sistemas de logaritmos mais usados estdo os logaritmos decimais (log x) e os

logaritmos naturais (/n x).

llustracgéo 78: Texto explicativo da atividade proposta na aula sobre o nimero e

Apds os estudantes realizarem a leitura do texto, falamos um pouco sobre

os logaritmos naturais.

Aula com a calculadora cientifica

A atividade proposta com a calculadora cientifica, realizada no dia
13/10/20009, ¢ do livro didatico utilizado pelos estudantes e traz calculos de logaritmos
decimais, logaritmos naturais e logaritmos em outras bases. Essa atividade incentiva o

estudante usar o que aprendeu na Folha de Atividades 3 sobre mudanca de base.
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23. Utilizando uma calculadora cientifica, determine o va-
lor aproximado de:

a) log 32 d) logv130
b) log 0,012 e) log, 40
¢) log 243 f) log 0,8
26. Com uma calculadora cientifica, determine o valor das
expressoes a seguir. 3 =
&l I 2 b) log 900 o) |n5||—7—
In 2 3 \ 8

llustracgéo 79: Trecho extraido do livro didéatico utilizado na aula com a calculadora

O estudante tem contato com a calculadora cientifica e percebe a facilidade que

hoje em dia temos com esses recursos.

Foto 10: Estudantes trabalhando com a calculadora cientifica



Os estudantes gostaram muito da atividade. Muitos deles tiveram ali o

primeiro contato com uma calculadora cientifica.

11.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 7

O uso das tecnologias digitais é importante para que o estudante do Ensino Médio
adquira habilidades de manusear os aparelhos e perceber que eles podem simplificar
muitos problemas trabalhados na sala de aula.

Neste momento da sequéncia didatica os estudantes, além de terem
contato com a calculadora cientifica também aprenderam como surge 0 numero e
(constante de Euler). As atividades foram realizadas de maneira tranquila, mas os
estudantes tiveram algumas ddvidas na aula sobre o uso da planilha eletronica, ndo na
atividade em si, mas na utilizacdo de formulas na planilha eletrdnica, pois eles nunca
haviam feito isso até entéo.

Os estudantes ficaram bastante animados com o uso da calculadora
cientifica, j& que muitos ndo a haviam utilizado ainda e acharam um recurso excelente.

Concluimos que nossos objetivos foram alcancados neste momento da
sequéncia didatica, ja que os estudantes solicitaram poucas vezes o auxilio da

professora.
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CAPITULO 12

Descricdo e analise do momento 8 da

sequéncia didatica

12.1 INTRODUCAO

Trabalhando com a génese histérica dos logaritmos, vimos que eles foram criados
qguando ndo existiam calculadoras. Mas hoje com os computadores e calculadoras
existentes, qual a utilidade dos logaritmos? O objetivo desta Folha de Atividades: “Para
que servem os logaritmos?” é mostrar algumas aplica¢fes dos logaritmos na matematica
e em outras areas do conhecimento através do uso em escalas e na modelagem de
fendmenos.

Aplicamos as atividades para as duas classes no dia 15/10/2009, para 42

estudantes totalizando 21 grupos. A atividade durou 2 aulas de 50 minutos cada.

12.2 RESUMO DO MOMENTO 8

Nesta Folha de Atividades iniciamos com um problema de representacdo grafica de
dados para mostrar ao estudante a utilidade da escala logaritmica. Depois um pequeno
texto explica a criagdo e o funcionamento da escala Richter, usada em terremotos. S&o
propostas atividades para que o estudante perceba a necessidade de se usar 0s

logaritmos, ja que a energia liberada por um terremoto tem um valor muito grande.



Temos ainda, nesta Folha de Atividades, a escala pH, usada em quimica e um fenbmeno

de crescimento modelado pela fungéo logaritmica.

12.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Na Folha de Atividades 4, utilizada neste momento 8 da sequéncia didatica, esperamos
que os estudantes encontrem dificuldades na primeira atividade proposta, que é a
representacdo grafica de numeros em poténcias de dez. Além disso alguns estudantes
podem encontrar dificuldades no item f da atividade que trabalha com a escala Richter,
ja que eles terdo que fazer comparagdes de energia em unidades diferentes. Mesmo

sabendo que terdo que transformar as unidades podem ter alguma dificuldade.

12.4 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DO MOMENTO 8

Inicialmente apresentamos uma tabela com ndmeros que representam a quantidade de
amigos em um grupo, a quantidade de formandos em uma escola, a quantidade de
alunos de uma escola e assim por diante. Pedimos ao estudante que faga a representacédo

grafica dessa tabela.

PARA QUE SERVEM OS LOGARITMOS?

Vimos que o surgimento dos logaritmos estava diretamente relacionado com a simplificacdo de calculos, nos
séc. XVI e XVIl, mas hoje com o avanco tecnolégico de calculadoras e computadores, para que servem os logaritmos?

LOGARITMOS E ESCALAS: Fssa & uma das aplicagdes do logaritmao.

Represente graficamente a situacdo descrita pela tabela abaixo:

Conjunto Ne Faca aqui o seu grafico.
Um grupo de amigos 10
Formandos de uma escola 100
Estudantes de uma escola 1000

Pessoas de uma pequena cidade 10 000
Habitantes de uma cidade 100 000
Habitantes de uma regido urbana 1 000 000
Habitantes de um pequeno pais 10 000 000
Habitantes de um pais 100 000 000

llustracéo 80: Primeira atividade proposta na Folha de Atividades 4

O objetivo desta atividade é que o estudante sinta dificuldade em fazer a
representacdo grafica, ja que aparecem ndmeros pequenos e nuameros muito grandes,

que sdo muito distantes entre si
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Os resultados dessa atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Grafico de barras 13 11
Grafico cartesiano 6 6
Grafico de setores 3 3

Nesta atividade os estudante usaram representacdes diferentes para a
mesma situacdo. Conforme o esperado ndo conseguiram desenhar a representacdo na
escala real. Nos graficos construidos eles dispuseram esses numeros no eixo, mantendo
0 mesmo espaco entre eles. Nao se preocuparam com esse detalhe, ou seja, ja usaram a
ideia da escala logaritmica, mesmo antes de conhecé-la.

LOGARITMOS E ESCALAS: Essa é uma das aplicagdes do logaritmo
Represente graficamente a situagfo descrita pela tabela abaixo:

Conjunto [ N Faca aqul o seu gréfico.
Um grupo de amigos 10
Formandos de uma escola 100
Estudantes de uma escola 1000 . Q
Pessoas de uma pequena cidade 10 000 | N 5 d
Habitantes de uma cidade 100 000 VI | S R )
Habitantes de uma regifo urbana | 1 000 000 | >
Habitantes de um pequeno pals 10 000 000 | ™
Habitantes de um pals 100 000 000 L L\_ S b | SEMiE Y

LOGARITMOS E ESCALAS: Essa é uma das aplicagdes do logaritmo

Represente graficamente a situagéo descrita pela tabela abaixo:

Conjunto l N® " Faga aqul 0 seu grafico.

Um grupo de amigos 10
Formandos de uma escola 100
Estudantes de uma escola 1000 X (
Pessoas de uma pequena cidade | 10 000 2 .
Habitantes de uma cidade 100 000
Habitantes de uma regi&o urbana 1 000 000
Habitantes de um pequeno pais 10 000 000 A
Habitantes de um pals 100 000 000

LOGARITMOS E ESCALAS: Essa é uma das aplicagbes do logaritmo

Represente graficamente a situagéio descrita pele tabela abaixo:

Conjunto l Ne _— Faca aqul o seu grafico— -
Um grupo de amigos 1 10
Formandos de uma escola .7 100 i
Estudantes de uma escola = 1000 T
Pessoas de uma pequena cidade 4 10 000 =
Habitantes de uma cidade <, | 100 000
Habitantes de uma regi&o urbana(. | 1 000 000 :‘t
Habfwntes de um pequeno pais ) | 10 000 000 - - — i |
Habitantes de um pals ‘; 100 000 000 | 2 2 P G 5

llustracdo 81: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudantes




Ap0s a construcdo da representacdo grafica, o estudante deve dizer qual
foi a representacdo que ele usou, se ele tentou outras e se o seu gréafico usa uma escala
proporcional. Apos essas perguntas uma frase cita como € dificil representar certos
fendmenos em escala real e que para isso existe a escala logaritmica, pois o logaritmo

diminui bastante o valor de um ndmero.

Que tipo de representag&o vocé usou?

Tentou outras?

Na sua representac¢éo, os nameros da 2° coluna estdo numa escala proporcional?

Viu como é dificil representar graficamente certos fendmenos? Por isso, as vezes, é utilizada a escala
logaritmica. O logaritmo diminui bastante o numero. Por exemplo, log (1 000 000) = 6.

llustracdo 82: Segunda atividade proposta na Folha de Atividades 4

Os resultados seguem abaixo:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 16 17
Cometeram algum erro 6 3

Dois estudantes ndo responderam a ultima questdo e sete estudantes
disseram que seus graficos estavam numa escala real, mas ndo estavam.

Nessa atividade a Unica davida que surgiu entre alguns estudantes era se
podiam usar qualquer tipo de representacdo grafica. Respondemos que sim, eles é que

deveriam decidir qual gréafico usar.

Que tipo de representagéo vocé usou?

Tentou outras?

Na sua representacéo, os nimeros da 2® coluna estdo numa escala real?

llustracéo 83: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

A Folha de Atividades continua com a reapresentacéo da tabela inicial,
mas agora colocamos uma terceira coluna em que constam os logaritmos dos valores
trabalhados. Ao lado apresentamos um grafico de barras usando os logaritmos no eixo
vertical.
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Elementos Ne Logaritmos Nimero de pessoas
9
Amigos 10 log 10= 1 %, &
0 [ |
Formandos 100 log 100= 2 ! 1 C
Escola 1000 log 1000 = 3 : -
Pequena cidade 10 000 log 10 000= 4 g H RN e
Cidad 100 000 log10000= 5 1 111 1M
dade 09 icm ==
Regido urbana 1000000 log1000000= & @ R
g ? FF L FFE S
Pequeno pais 10 000 000 log 10 000 000= 7 ?‘(\Qé&“"‘ « o o7 z&p“
Pais 100000 000 | log 100000000= 8 & & <

llustracdo 84: Tabela e grafico de escala logaritmica da Folha de Atividades 4

Este grafico foi construido com o objetivo de mostrar para o estudante
que o uso da escala logaritmica facilita a representacéo desses dados.

Na sequéncia fazemos uma pergunta com o objetivo de verificar se o
aluno entendeu que ao aumentar uma unidade na escala logaritmica, o aumento real é

dez vezes maior.

Yocé Ja conhece a tabela que gerou esse grafico Analisando o grafico responda:

a) Quando aumentarmos uma unidade na escala logaritmica, esse aumento € equivalente a que aumento real?

llustragdo 85: Pergunta sobre escala logaritmica na Folha de Atividades 4

Seguem os resultados:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 19 15
Cometeram algum erro 3 5

Trés estudantes responderam que o aumento era real, mas ndo falaram de
quantas vezes era esse aumento. Trés estudantes ndo responderam a pergunta e dois ndo
entenderam a pergunta e responderam néo.

a) Quando aumentarmos uma unidade na escala logaritmica, esse aumento é equivalente a que aumento real?

;‘\‘;1]\‘.:‘ D v

llustracéo 86: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

Outra pergunta é feita com a intencdo de verificar se o estudante

percebeu que ha vantagens e desvantagens no uso da escala logaritmica.
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b) O grafico na escala logaritmica tem vantagens e desvantagens. Quais séo elas?

llustracdo 87: Pergunta sobre escala logaritmica na Folha de Atividades 4

Seguem os resultados dessa atividade:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 19
Nao fizeram 1 1

Dois estudantes ndo responderam a pergunta.
b) O gréfico na escala logaritmica tem vantagens e desvantagens. Quais séo elas?

1
\

llustracdo 88: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante

A seguir apresentamos um grafico cartesiano em escala logaritmica para
que o estudante perceba que a escala logaritmica pode ser usada em varios tipos de

representacdo e ndo sé em graficos de barra. Segue um texto explicativo desse grafico.

VEJAMOS UM EXEMPLO DE GRAFICO CARTESIANO NA ESCALA LOGARITMICA:

iNDICE DE MORTALIDADE POR
DOENGCAS DO CORACAO NOS E.U.A.
EM 1960.

Eixo em escala
logaritmica

N®PESSOAS

R R

IDADE (&m anos)

Fonte: Strehler, B.L.: Time, cells, and aging. (1963) (Simplificado)

llustracgéo 89: Grafico cartesiano em escala logaritmica da Folha de Atividades 4



Veja como a escala logaritmica ajudou na construgdo do grafico. No eixo horizontal, que representa a idade em
anos dos pacientes, a escala & real com espacamento igual de 10 em 10 anos. No eixo vertical as linhas estio
igualmente espacadas, mas representam valores exponenciais. Portanto, no grafico, a altura de uma linha € o logaritmo

do nimero que ela representa. Assim o valor 1000 esta na terceira linha, pois log 1000 = 3.

llustragéo 90: Texto explicativo da Folha de Atividades 4

Apds esta atividade trabalhar com a escala logaritmica, exemplos de
escalas sdo mostrados ao estudante.

O primeiro exemplo é o uso da escala em medigdo de terremotos. Um
pequeno texto fala sobre os terremotos, a escala Richter e a aplicacdo dos logaritmos. A

intencdo desse texto é que o estudante adquira conhecimento sobre a escala Richter.

LOGARITMOS E TERREMOTOS:

Belos e dramaticos. Assim costumam ser
considerados quase todos os fendémenos da
natureza de grande magnitude. Maremotos,
furacGes, tempestades, erupcées vulcanicas e
terremotos, dentre  outros, sempre nos
impressionam, tanto pelo espetaculo visual
quanto pelo poder de destruicédo.

Vocé pode estar se perguntando o que os
logaritmos tém a ver com terremotos. Sempre
que acontece um terremoto, uma das primeiras
informacdes contidas no noticiario € “quantos

graus” teve aquele tremor.

O terremoto que aconteceu na Indonésia, em Novembro de 2008 teve 7,3 graus na escala Richter. O terremoto
ocorrido no Japao, em Dezembro de 2008, teve 6,3 graus na escala Richter. Mas o que significa e como funciona esta
escala? Ela serve para registrar a intensidade dos tremores de terra.

Um terremoto de pequena proporcéo, que ndo € nem mesmo percebido, pode liberar por volta de 1 trilhdo de
ergs. (Um erg é a unidade de medida de energia no sistema CGS e equivale a 10’7Joules)‘

Devido aos altos valores envolvidos na medicdo de terremotos, usa-se uma
escala logaritmica para representa-la, chamada Escala Richter.

A escala Ritchter foi criada por dois sismologos americanos, Charles
Francis Richter e Beno Gutenberg, em 1935. Com o passar do tempo,
entretanto, apenas o sobrenome de Charles ficou conhecido na definicdo da

escala.

‘ Salkl
Charles Richter Beno Gutenberg

llustragéo 91: Texto introdutério da atividade sobre escala Richter na Folha de Atividades 4

Em seguida apresentamos uma tabela com magnitudes de varios
terremotos conhecidos, além de uma formula para calcular a quantidade de energia
liberada (em ergs) em terremotos de acordo com sua magnitude.
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Magnitude do terremoto na
escala Richter (R)

9,0 (estimado)
8,0 (estimado)
9,5
7.7
8,0
7.3
7.9
9.3
6,2
8,0
7.4

Existem férmulas diferentes para se calcular a magnitude na escala Richter. Cada uma das férmulas nos da a
energia liberada em unidades diferentes: ergs, joule, kWh, etc. Uma delas é: log E = 11,8 + 1,.5R ,onde Eé a

Abaixo temos uma tabela que indica alguns dos terremotos conhecidos:

Local do Terremoto Data
Lisboa, Portugal 1755
Séao Francisco, EUA 1906
Valdivia, Chile 1960
Peru 1970
Cidade do México 1985
Ira 1990
india 2001
Oceano Indico 2004
Indonésia 2006
China 2008
México 2009

energia liberada (em ergs) e R a magnitude da escala Richter.

llustracéo 92: Tabela com magnitude de alguns terremotos

A primeira atividade € um exemplo de como encontrar a energia liberada
(em ergs) de um terremoto de magnitude 1,0 na escala Richter. Depois propomos ao

estudante que ele faca o mesmo calculo sé que agora para um terremoto de magnitude

2,0 na escala Richter.

a) Observe como calculames a energia liberada por
um terremoto de magnitude 1,0 na escala Richter.

loge=11,8+15.1
logE=11,8+1,5
logE =133

10" =g

Logo a energia liberada por um terremoto de 1 ponto
na escala Richter & de 10" ergs.

b) Calcule agora, a energia liberada per um terremoto de
magnitude 2, 0 na escala Richter.

llustracéo 93: Itens a) e b) da atividade com escala Richter

Os resultados obtidos nesta atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 18
Cometeram algum erro 1 2

Um dos estudantes fez a soma errada e dois estudantes ndo fizeram este

item.
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a) Observe como calculamos a energla liberada por | b) Calcule agora, a energia liberada por um terremoto de
um terremoto de magnitude 1,0 na escala Richter. | magnitude 2, 0 na escala Richter.

logE=11,8+15.1
logEm=11,8+15
log E=13,3
10" =g

Logo a energia liberada por um terremoto de 1 ponto

na escala Richter é de 10" ergs.

llustragdo 94: Digitalizag8o de atividade realizada por estudante

Em seguida o estudante deve calcular a energia liberada por um
terremoto de magnitude 3,0 na escala Richter. Pedimos que ele faca uma comparacédo da
energia liberada por terremotos que tenham a diferenca de um ponto na escala Richter.
Aumentando uma unidade na magnitude do terremoto, por quanto fica multiplicada a
energia liberada? Essa atividade tem a intengdo de mostrar que uma unidade de aumento
na escala Richter ndo corresponde ao mesmo aumento na liberagdo de energia, mas

aproximadamente 31 vezes mais.

¢) Calcule agora, a energia liberada por um terremoto de | d) Aumentando em uma unidade a magnitude do
maghnitude 3, 0 na escala Richter. terremoto, por quanto fica multiplicada a energia liberada?
(Para isso calcule a razdo entre o item b e o item a.)

llustracéo 95: Itens c¢) e d) da atividade com escala Richter

Os resultados foram os seguintes:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 19 14
Cometeram algum erro 3 6

Na classe 1, trés estudantes ndo fizeram esta atividade. Na classe 2, trés

estudantes colocaram que o aumento era de 1,5, ou seja fizeram a comparacdo, viram



que dava 10*° e responderam errado. Os outros trés estudantes responderam que o

aumento seria de duas vezes.

¢) Calcule agora, a energia liberada por um terremoto de | d) Aumentando em uma unidade a magnitude do
terremoto, por quanto fica multiplicada a energla liberada?
(Para isso calcule a razdo entreoitemb e o item a.)

magnitude 3, 0 na escala Richter.

llustracéo 96: Digitalizacéo de atividade realizada por estudante

Nos préximos itens da atividade propomos ao estudante que ele verifique
qual foi a energia liberada no terremoto do Chile em 1960, da mesma maneira que ele
calculou os itens anteriores. Em seguida ¢é fornecida a energia total produzida no ano de
2008 pela Usina de Itaipu e pedimos ao estudante que, com os dados do item anterior,
calcule quantos anos a usina precisa produzir energia para que se equipare a energia

liberada no terremoto do Chile. Propomos esta atividade para que o estudante tenha a

real dimensdo da quantidade de energia liberada em um terremoto.

e) Calcule a energia liberada no terremoto ocorride no
Chile em 1960.

f) A usina de Itaipu produziu em 2008, aproximada-
mente 9,5 x 10" MWh de energia. Supondo que essa
producdo seja constante a partir dessa data, calcule
quantos anos essa usina precisa gerar energia para que
se equipare a energia liberada no terremoto do Chile de
1960. Dado: 1 erg = 2,778 x 10 ™" MWh.

llustracdo 97: Itens e) e f) da atividade com escala Richter

Seguem os resultados:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 21 16
Cometeram algum erro 1 3
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Quiatro estudantes deixaram a atividade em branco.

e) Calcule a energia liberada no terremoto ocorrido no | f) A usina de Itaipu produziu em 2008, aproximada-
Chile em 1960 mente 9,5 x 10 MWh de energia. Supondo que essa
producdo seja constante a partir dessa data, calcule
\ 4 quantos anos essa usina precisa gerar energia para que
- se equipare a energia liberada no terremoto do Chile de

1960. Dado: 1 erg =2,778 x 10 " MWh

llustracéo 98: Digitalizacdo de atividade realizada por estudante

Mais uma atividade € proposta para que 0 estudante veja mais um
exemplo da utilidade da escala logaritmica. E o uso dos logaritmos na quimica, na
medicdo do nivel de pH em substancias. Inicialmente apresentamos um pequeno texto
explicando o que caracteriza a acidez das substancias. Como os numeros usados sdo

muito pequenos, usamos o logaritmo para representa-los.

LOGARITMOS E ACIDEZ:

Para caracterizar a acidez de um liquido, usa-se um indicador chamado de pH (potencial
hidrogeniénico), determinado pela presenca de hidrénios HaO". A agua tem ions H' livres, sdo

. P 7 s - = . 7 B
poucos, mas existem, cerca de 1 jon-grama para cada 10° litros, ou seja a razao € 1/10°. Assim

dizemos que o pH da agua é 7. No suco de limdo existem mais ions que na agua, 1 jon-grama
para cada 10 litros, a razdo € 1/10%. Assim o pH do suco de limao & 2. Observe que guanto
maior € a concentragdo de hidrénios, mais acida é a substancia.

O pH d& uma idéia da quantidade de ions H* que se encontram livres na substancia, indicando a quantidade por
unidade de volume.

Para medir a acidez de substéncias & mais pratico considerar uma escala logaritmica.

O pH é definido por pH = - log [H;0%] , sendo [H;0'] a quantidade de fon-grama por litro. Por defini¢do, o pH
igual a 7 é considerado neutro, de 0 a 7, acido e de 7 a 14, basico.

lustracgdo 99: Texto introdutdrio da atividade com escala de pH

Em seguida temos uma tabela que mostra o pH de algumas substancias e
pedimos ao estudante que, com base nas informac6es dadas anteriormente, calcule o pH

de algumas substancias.
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Abaixo temos o pH de algumas substancias:

Acido (maior concentragéo de hidronios)

Substancia pH
Suco de limao 2
Suco de tomate 4

Leite 6,9

Agua 7
Leite de magnésia 10

Basico (menor concentragéo de hidrénios)

a) Com base nas informacdes do texto acima responda: se | b) O que significa dizer que uma substancia tem pH igual
um liquido tem 1 ion-grama H* para cada 1000 litros, qual | a 97
o seu pH?

llustracéo 100: Itens a) e b) da atividade com escala pH

Os resultados desta atividade foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 22 17
Cometeram algum erro 0 3

Na classe 2, trés estudantes ndo fizeram esta atividade.

a) Com base nas informagdes do texto acima responda: se | b) O que significa dizer que uma substancia tem pH igual
um liquido tem 1 lon-grama H* para cada 1000 litros, qual | a 9?
0 seu pH?

/
[

llustracéo 101: Digitalizac8o da atividade realizada por estudante

Os outros dois itens desta atividade também pedem para que o estudante
calcule alguns valores de pH.



¢) O suco de laranja tem concentragdo de hidrénios [H30'] | d) O café preto tem concentragdo de hidrénios [H;O*] 100
10 vezes menor que o suco de limdo. Qual é o pH da | vezes maior do que a agua pura. Qual é seu pH?
laranja?

llustracéo 102: Itens c) e d) da atividade com escala pH

Seguem os resultados:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 22 17
Cometeram algum erro 0 3

Na classe dois, 0s mesmos trés estudantes ndo fizeram essa atividade.

¢) O suco de laranja tem concentrago de hidrénios [H30°] | d) O café preto tem concentrag&o de hidrénios [H;0'] 100
10 vezes menor que o suco de lim&o. Qual é o pH da | vezes maior do que a agua pura. Qual é seu pH?
laranja?

llustracéo 103: Digitalizacéo de atividade realizada por estudante

Nesse ponto introduzimos um exemplo em que o logaritmo aparece como
modelo para ndo ficarmos apenas nas aplicacdes relativas a escalas. A atividade propde
a modelagem de um fenébmeno usando a funcdo logaritmica. A altura média do tronco
de certa espécie de arvore é dada por uma funcdo logaritmica. Perguntamos inicialmente
qual sera a altura da planta no momento em que a muda é plantada. O estudante deve
perceber que nesse momento o tempo € zero e fazer a substituicdo para conseguir a

resposta.
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LOGARITMOS E FUNCOES:

Ao se estudar fenémenos fisicos, quimicos ou biolégicos, temos muitas vezes a presenca dos logaritmos como

modelo de certas situacdes. Vejamos uma delas:
A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina a producéo de
madeira evolui, desde que a muda é plantada (t = 0), segundo o seguinte modelo

matematico: h(t) =1,5 +log; (t + 1), com h(t) em metros e t em anos.

a) No momento em que a muda é plantada, qual é a sua altura?

llustragéo 104: Texto introdutdrio e item a) da atividade com modelagem de crescimento

Os resultados foram:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 18 19
Cometeram algum erro 4 1

Todos os estudantes que cometeram erro calcularam o log,1 de maneira
errada, disseram que valia 1, enquanto o resultado correto é zero.

a) No momento em que a muda é plantada, qual é a sua altura?

\

h(x) = ) * \c

llustracéo 105: Digitalizag&o de atividade resolvida por estudante

A seguir mais duas atividades questionam os estudantes quanto a altura
da arvore passados 26 anos e se a arvore foi cortada com 3,5 metros de altura, qual o

tempo transcorrido do momento da plantacdo até o corte?
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b) Transcorridos 26 anos, qual sera a altura de uma dessas arvores?

c) Se uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura, calcule o tempo transcorrido (em anos)
do momento da plantacéo até o corte.

llustracao 106: Itens b) e ¢) da atividade com modelagem

Seguem os resultados:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 19 17
Cometeram algum erro 3 3

Dois estudantes erraram na ultima passagem do item c e colocaram dez
anos ao invés de oito. Trés estudantes ndo fizeram essa atividade e um ndo terminou
sendo que a parte inicial do item c esta correta, mas ele ndo deu a resposta final.

Propomos esta atividade para que o estudante saiba que existe

modelagem de algumas situacdes que utilizam funcéo logaritmica.

b) Transcorridos 28 anos, qual sera a altura de uma dessas arvores?

c) Se uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura, calcule o tempo transcorrido (em anos)
do momento da plantagéo até o corte.

llustracdo 107: Digitalizacdo de atividade resolvida por estudante



12.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 8

A utilizagdo da escala logaritmica ficou clara e os estudantes perceberam que em certas
situacOes, se os logaritmos ndo forem utilizados, havera indmeras dificuldades na
representacdo das mesmas devido ao crescimento exponencial dos nimeros.

As situacgdes apresentadas nesta Folha de Atividades fizeram com que 0s
estudantes percebessem que os logaritmos modelam fendmenos e tém utilidade em
outras areas do conhecimento como, por exemplo, na Quimica e na Geologia. Assim,
neste momento da sequéncia didatica nosso objetivo de mostrar aos estudantes a

utilidade e aplicacéo os logaritmos foi alcancada.
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CAPITULO 13

Descricdo e analise do momento 9 da

sequéncia didatica

13.1 INTRODUCAO

Neste momento da sequéncia didatica, trabalhamos com resolucdo de problemas e
equacOes logaritmicas, usando o livro didatico adotado na escola que, como ja citado
anteriormente, incluimos nesta sequéncia para que 0s estudantes ndo perdessem a
referéncia e se acostumassem com a linguagem utilizada pelo autor.

Trabalhamos com diversas equacgdes logaritmicas e problemas aplicados
que envolveram o uso de logaritmos, para mostrar aos estudantes que mesmo com 0 uso
das calculadoras e computadores o logaritmo continua tendo grande importancia.

Esse momento da sequéncia didatica foi realizado nas duas classes nos
dias 19 e 20/10/2009, para os 42 estudantes. A atividade durou 4 aulas de 50 minutos

cada.

13.2 RESUMO DO MOMENTO 9

Neste momento da sequéncia didatica utilizamos aulas expositivas e de resolucdo de

exercicios, em que os estudantes trabalharam ora individualmente, ora em duplas.



13.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Esperamos que os estudantes tenham dificuldades em algumas equacfes que mesclam
as propriedades operatdrias dos logaritmos. Por isso o professor ficara circulando na

sala para sanar, individualmente, as dividas que surgirem durante a aula de exercicios.

13.4 DESCRICAO DO MOMENTO 9

A primeira aula foi expositiva. Mostramos os diversos tipos de equacGes com exemplos
extraidos do livro didatico. Inicialmente, resolvemos na lousa equacdes logaritmicas

bem simples, como: log,(x+5)=2 e log,x+log,(x+2)=0. Para a resolugéo da

primeira equacdo retomamos a definicdo de logaritmo e na segunda equacao
trabalhamos com a propriedade do produto. Na mesma aula, propusemos atividades do
livro didatico com resolucdo de algumas equacgdes semelhantes a estas duas.

Na segunda aula fizemos a corre¢cdo dessas atividades e mostramos

outros tipos de equagBes, como: log®x-5log x+4=0 e log,x+log,x=0. Os

estudantes fizeram mais algumas atividades do livro didatico e em seguida foi feita a
correcao.

Nas terceira e quarta aulas destinadas a esse momento, foram feitas mais
algumas atividades do livro didatico. Além de equacbes os estudantes também
resolveram problemas aplicados envolvendo logaritmos. Nesses problemas foram
abordados escala Richter, medida de intensidade sonora, tempo de crescimento
populacional e matematica financeira. Abaixo temos uma imagem do livro didatico
contendo parte das atividades realizada pelos estudantes. Encerramos fazendo
comentarios sobre as questdes. Nessas atividades ndo recolhemos material produzido
pelos estudantes, mas foram incluidas como matéria da avaliacdo final. Essa avaliagdo

é descrita no capitulo seguinte.
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82.

83.

84

35

86.

Bioquimica. A meia-vida de uma substancia radioati-
va é o tempo necessdrio para que sua massa se reduza
a metade. Se 16 gramas de uma substancia, cuja meia-
vida é de 5 anos, se reduzir daqui a n meias-vidas a
2% gramas, qual o valor de n?

Crescimento populacional. Estimase que a popula-
¢@o de determinado pais aumenta de acordo com a lei
P(t) = 1.000 - (1,02), sendo t o tempo em anos e P(t) o
total de habitantes apés tanos. Adotando (1,02)° = 2,7,
calcule a populagdo desse pais em 200 anos.

AcuUstica. A intensidade sonora é medida em uma uni-
dade chamada decibel. Para medi-la, primeiro associa-
se uma intensidade I, a um som muito fraco, que seria o
menor valor audivel pelo ser humano. Se um som tem
intensidade /, o valor, em decibéis, desse som é dado

pela formula d = 10 - log [/L]
0
Quantos decibeéis terd um som cuja intensidade equiva-

le a 1001,2

Geologia. (Fuvest-SP) A intensidade | de um terremo-
to, medida na escala Richter, € um nimero que varia de
=0 até | = 8,9 para o maior terremoto conhecido. | é
dado pela férmula:
b= = logio =R
3 E,
onde E é a energia liberada no terremoto em quilowatt-
horae E, =7 +-10° kWh.
a) Qual a energia liberada num terremoto de intensi-
dade 8 na escala Richter?
b) Aumentando de uma unidade a intensidade do terre-
moto, por quanto fica multiplicada a energia liberada?

IndUstria. (PUC-SP) Em 1996, uma indistria iniciou a
fabricacdo de 6.000 unidades de certo produto e, des-
de entdo, sua produgdo tem crescido & taxa de
20% ao ano. Nessas condigdes, em que ano a produ-
cdo foi igual ao triplo da de 19962

a) 1998 ¢) 2000 e) 2002
b) 1999 d) 2001
Calculadora. Em uma calculadora de 12 digitos quan-

do se “aperta” a tecla log, aparece no visor o logaritmo
decimal do nimero que estava antes no visor. Se a ope-
rag@o ndo for possivel, aparece no visor a palavra ERRO.
Se digitarmos o nomero 10 bilhdes, qual o nimero de
vezes que devemos “apertar” a tecla log para aparecer
a mensagem ERRO?

llustracéo 108: Exercicios aplicativos do livro didatico
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13.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 9

Estas atividades finalizaram a nossa sequéncia didatica. Com essas equacgdes 0S

estudantes se prepararam para a resolucdo de problemas que envolvam logaritmos.
Concluimos que nossos objetivos foram alcancados nesta etapa da

sequéncia didatica. Os estudantes viram como os logaritmos séo Uteis para a resolucéo

de equacOes exponenciais e como essas equacdes aparecem em problemas aplicados.
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CAPITULO 14

Descricao e analise do momento 10

14.1 INTRODUCAO

Estamos agora na parte final de nossa sequéncia didatica para o ensino dos logaritmos.
Este momento consistiu de aplicagdo de uma prova dissertativa seguindo os parametros
estabelecidos no projeto pedagogico da escola. Conforme ja comentamos, a escola adota
um livro didatico para os cursos de Matematica e procuramos ndo modificar totalmente
esse esquema, de modo que em varios momentos de nossa sequéncia procuramos
manter contato com esse livro. Além disso, a escola adota uma metodologia prépria de
avaliacdo. As avaliacbes sdo programadas pela coordenacdo pedagdgica em datas pré-
determinadas. Cada professor elabora a prova de sua disciplina, mas as provas sdo
examinadas e aplicadas pela coordenacdo. As provas devem obedecer a um certo
formato que inclui o objetivo de preparar os estudantes para o vestibular. Assim o
momento 10 de nossa sequéncia didatica inclui essa avaliacao.

N&o ficamos preocupados com o fato dessa avaliacdo n&o incluir
questdes ou atividades com o formato que caracterizou nossa proposta. Primeiro porque
boa parte do contetdo de nossa sequéncia didatica ja havia sido avaliada nas proprias
folhas de atividades, e a parte que ndo o foi constitui justamente o contetdo que foi
abordado na forma tradicional, sendo assim passivel de ser incluido na prova.

Por outro lado essa avaliagdo formal estabelecida pela escola constituiu
uma oportunidade de fazer uma comparacao entre as duas turmas em que foi aplicada a
sequéncia didatica e turmas anteriores que estudaram a mesma matéria da forma

tradicional. Embora ndo tenhamos feito um controle quantitativo, pudemos constatar
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que os estudantes dessas duas turmas participaram com mais confianga e tranqiilidade
da prova e, em média, tiveram melhor rendimento que os estudantes das turmas
anteriores.

A prova continha questdes dissertativas explorando a definicdo de
logaritmo, suas propriedades, construcdo e reconhecimento de graficos, e aplicacdes.

Foi realizada individualmente numa aula de 50 minutos e valeu 10 pontos.

14.2 RESUMO DO MOMENTO 10

A prova é composta de 09 questbes, das quais uma € extra, ou seja, 0s estudantes fazem
se quiserem e ela substitui qualquer uma das questdes anteriores que o estudante tenha
errado.

Nessas questdes utilizamos todos os conceitos aprendidos na sequéncia
didatica. Foram utilizados algumas atividades do momento 3 da sequéncia didatica e

também problemas que envolvem logaritmos.

14.3 ERROS E DIFICULDADES ESPERADAS

Em todas as atividades aplicadas nesta sequéncia didatica os estudantes tiveram a
presenca da professora e fizeram as atividades em duplas. Com isso eles podiam a
qualquer momento solicitar ajuda. Nesta avaliacdo isto ndo foi possivel, pois tivemos
que seguir os procedimentos da escola.

Como a avaliacdo foi realizada individualmente e depende ndo somente
da maneira com que é elaborada e conduzida, mas também do estudo individual dos
estudantes, pode ser que tenhamos um namero de erros um pouco maior que o das
Folhas de Atividades.
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14.4 ANALISE A PRIORI E A POSTERIORI DO MOMENTO 10

A avaliacdo ocorreu no dia 27/10/2009. Dois estudantes da classe 2 faltaram e fizeram a
avaliacdo posteriormente, em data estipulada pela coordenacgéo da escola. As avaliacdes
desses estudantes foram analisadas junto com as dos outros estudantes.

Os estudantes levaram para casa, alguns dias antes, todas as Folhas de
Atividades que haviam feito para estudar e devolveram posteriormente. Além das
folhas, anotaram em seus cadernos quais as atividades do livro didatico e suas
respectivas paginas deveriam estudar para a prova. Isso foi feito para que os estudantes
tivessem a oportunidade de se preparar para a avaliacao.

Juntamente com a folha da prova o estudante recebeu uma folha de papel
almaco para resolvé-la e uma folha de papel quadriculado para a construcdo do gréafico.

No primeiro exercicio pedimos para que o estudante construa o gréafico
de uma funcdo logaritmica. Os estudantes trabalharam com construcdo de graficos na

aula expositiva, momento 6 da sequéncia didatica.

01) Construa o grafico da funcédo f(x) = log, X. (desenhe o grafico no papel quadriculado)

llustracao 109: Primeira atividade proposta na avalia¢éo

Os resultados desse exercicio seguem abaixo:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 16 13
Cometeram algum erro 6 7

Quatro estudantes ndo fizeram o grafico e nove erraram, dos quais trés
fizeram o grafico da funcdo f(x) = 2%, e o restante errou no calculo de alguns logaritmos
durante a confeccdo da tabela, obtendo assim curvas erradas.

Abaixo temos a digitalizacdo de alguns graficos dos estudantes.
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lustracdo 110: Digitalizacéo da atividade resolvida por estudantes

O segundo exercicio explora a atividade feita com a calculadora

cientifica em sala de aula e também a mudanca de base, vista na Folha de Atividades 3.

02) Se vocé precisar calcular logs 2 com uma calculadora cientifica, 0 que vocé tera que

fazer?

lustracéo 111: Segunda atividade proposta na avaliacéo

Seguem os resultados desta atividade:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 9 13
7

Cometeram algum erro 13
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Quatro estudantes ndo fizeram esse exercicio e dezesseis erraram. Eles
esqueceram de explicar como faziamos para mudar a base do logaritmo. Néo disseram
em nenhum momento que tinham que dividir log 2 por log 3.

Abaixo temos algumas imagens das provas dos estudantes.

lustracdo 112: Digitalizacéo da atividade resolvida por estudantes

Os exercicios 3 e 4 sdo atividades que exploram a definicdo de
logaritmos, como montar o logaritmo e como encontrar a base de alguns logaritmos.

Esperamos que os estudantes trabalhem com poténcias para resolver estas atividades.

03) Escreva uma igualdade, usando logaritmos e os nimeros dados:

1
a) 6,36e?2 b)8,8e1l c)5,-1eg d)5,2e32

llustracéo 113: Terceira atividade proposta na avaliacdo

Seguem os resultados da analise desse exercicio:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 16 11

Cometeram algum erro 6 9
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Trés estudantes ndo fizeram o exercicio, cinco erraram todos os itens,
quatro erraram apenas um dos itens, um errou dois itens e um errou trés itens. Um dos
estudantes montou poténcias em cada um dos itens e ndo usou logaritmos como o

enunciado pedia.
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llustracdo 114: Digitalizaco da atividade realizada por estudantes

04) Determine o valor da base a:
a)log, 8=3 b)logs5=1 c)log,36 =2

d)log, 4 =-2 e)log,1=0 f)loga5=2

lustracéo 115: Quarta atividade proposta na avalia¢éo

Os resultados do exercicio de nimero 4 estdo abaixo:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 6 9

Cometeram algum erro 16 11




Quatro estudantes ndo fizeram esse exercicio. Doze estudantes erraram
em apenas um dos itens, a maioria no ultimo item; alguns erraram no item d. Quatro
estudantes erraram em apenas dois itens, cinco estudantes erraram trés itens e dois
acertaram apenas um dos itens.

Neste exercicio muitos estudantes colocaram como resposta no item e
que a base do logaritmo podia ser qualquer nimero real. Mesmo ndo fazendo restri¢do
entre quais reais poderiam ser usados, consideramos a resposta correta, levando em

consideracdo o raciocinio dos estudantes.
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llustracéo 116: Digitalizac8o de atividade realizada por estudantes
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A maioria dos estudantes que erraram o ultimo item o fizeram também
nas atividades da sequéncia didatica, no momento 3. Podemos perceber que novamente

0s estudantes cometem erro quando o logaritmo envolve raizes.

No exercicio 5 esperamos que o0s estudante utilizem os conceitos
aprendidos na Folha de Atividades 2, que também usa a definicdo dos logaritmos e em

alguns itens as regularidades apontadas por eles no final da Folha de Atividades.

05) Calcule os logaritmos abaixo:
a) log, 64 b) logs 729 c) loge e’ d) log 1

e) logs 8 f)log, 4 g) log 10000  h)log 7 81
2

llustracéo 117: Quinta atividade proposta na avaliacao

Seguem os resultados:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 5 7
Cometeram algum erro 17 13

Dos estudantes que erraram, onze erraram apenas um dos itens. Trés
erraram apenas dois itens. Quatro estudantes erraram trés itens. Quatro estudantes
erraram quatro itens. Trés estudantes acertaram apenas dois itens e dois estudantes
erraram o exercicio inteiro. Um estudante nao fez esse exercicio.

Podemos ver que apesar de muitos estudantes terem cometido erros (30),

a maioria deles (18) cometeu erro em um, dois ou trés itens apenas.
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llustracdo 118: Digitalizac@o de atividade realizada por estudante

No exercicio 6 esperamos que 0s estudantes utilizem os conceitos

aprendidos na Folha de Atividades 3, ou seja, as propriedades dos logaritmos.

06) Escreva cada expressao usando apenas um logaritmo:

a)log, 5 +log, 5 +log, 3 = b) logs20 —logs 5 = c)5xlogy 2=

log 36 1
d) ( Ioogg y J = e) (5] x logs 7 — logs 2=

llustracdol119: Sexta atividade proposta na avaliacdo

Os resultados foram:

Classe 1 Classe 2

Acertaram 10 10

Cometeram algum erro 12 10




Cinco estudantes erraram apenas um dos itens. Quatro estudantes erraram
apenas dois itens. Oito estudantes erraram trés itens. Dois estudantes acertaram apenas
um dos itens e trés estudantes erraram todo o exercicio.

Abaixo temos as imagens das provas de dois estudantes.
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llustracdo 120: Digitalizacéo de atividade realizada por estudantes

No exercicio de nimero 7 o estudante deve reconhecer a base de uma
funcdo logaritmica através de seu gréfico. Nesta atividade sdo explorados os
conhecimentos da aula expositiva sobre fungdo logaritmica, momento 6 da sequéncia

didatica.

07) A figura a seguir mostra o grafico da funcgédo logaritmica na base b. Qual é o valor de b?

0,25 1

llustracdo 121: Sétima atividade proposta na avaliacdo

Seguem os resultados dessa atividade:
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Classe 1 Classe 2
Acertaram 6 9
16 11

Cometeram algum erro

Dezesseis estudantes ndo fizeram o exercicio. Trés estudantes erraram o
exercicio parcialmente, dois colocaram que a base do logaritmo era 2 ao invés de 4,

um ndo fez a divisdo de 1 por 0,25. Oito estudantes erraram o exercicio todo.

+)
+/ 3

O )" eg K

llustracdo 122: Digitalizaco de atividade realizada por estudantes

No exercicio 8, temos um problema que envolve a escala Richter.

Pedimos a quantidade de energia liberara em um terremoto.

08) A intensidade | de um terremoto, medida na escala Richter, é dada pela equacéo

I:E-IoglO _E , em que E € a energia liberada no terremoto em kWh.
3 0,007
Determine a energia liberada em um terremoto de intensidade 7 medida na

escala Richter.

llustracdo 123: QOitava atividade proposta na avaliago
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Seguem os resultados:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 12 13
Cometeram algum erro 10 7

Seis estudantes ndo fizeram o problema. Cinco erraram o problema todo

e 0s outros seis erraram apenas no final do exercicio.

llustracdo 124: Digitalizacéo de atividade resolvida por estudantes

Na maioria das provas que elaboramos na escola, colocamos um
exercicio extra. Se o estudante o fizer corretamente, podemos substituir qualquer um
dos anteriores, que ele tenha errado pelo exercicio extra. Assim nesta avaliacdo

colocamos como exercicio extra um problema que envolve logaritmo.

EXTRA: Ao se estudar o crescimento das palmeiras na cidade de Palmeirdpolis

constatou-se que a funcdo que descreve esse crescimento em metros, apos t anos, é
f (t) =3°%*  Quantos anos sao necessarios para que uma determinada palmeira

atinja 27 metros de altura?

llustracéo 125: Nona atividade proposta na avaliacdo



Seguem os resultados:

Classe 1 Classe 2
Acertaram 4 3
Cometeram algum erro 18 17

Vinte e oito estudantes ndo fizeram o exercicio, ja que se tratava de um
exercicio extra. A maioria deles disse que ndo houve tempo para a resolucdo desse
exercicio. Sete estudantes erraram o exercicio, dos quais quatro colocaram 0 27 no
tempo (t), ao invés de colocar na altura (f(t)) e trés ndo finalizaram o exercicio,

provavelmente por falta de tempo.

Abaixo temos trechos de algumas provas dos estudantes:

llustracdo 126: Digitalizacéo de atividade resolvida por estudantes

157



14.5 CONCLUSAO DA ANALISE DO MOMENTO 10

Encerrando 0 nosso projeto esta avaliacdo foi aplicada individualmente aos estudantes
que dele participaram. Analisando os resultados obtidos nas atividades da avaliacdo
concluimos que nossos objetivos com a aplicagdo da sequéncia didatica foram
alcancados, pois apesar dos erros cometidos a maioria dos estudantes se saiu bem.

Nos exercicios que tivemos um grande nimero de estudantes cometendo

erros, a maioria deles ndo errou o exercicio todo, errou apenas algum item.
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CAPITULO 15

Conclusao e Consideracoes Finais

15.1 INTRODUCAO

Depois da aplicacdo e analise de nossa sequéncia trazemos as conclusdes e avaliagdes
finais de nosso trabalho. Neste capitulo falamos da aplicacdo da sequéncia e também
fazemos uma avaliagdo da metodologia utilizada. Colocamos ainda algumas
observacdes pessoais a respeito da elaboracgéo, aplicacdo e analise da sequéncia didatica
e por fim disponibilizamos nosso trabalho para os colegas professores e deixamos a

cargo de cada um a modificacdo ou ndo do material de acordo com sua realidade.

15.2 AVALIACAO DA APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

O objetivo deste trabalho foi possibilitar aos estudantes um aprendizado significativo de
logaritmo através da aplicacdo de uma sequéncia didatica elaborada com recursos
variados da Educacdo Matematica. Dentre esses recursos utilizamos a metodologia das
tarefas exploratdrias e as orientagdes da Engenharia Didatica como forma de organizar o
trabalho e garantir sua validacéo.

Essa sequéncia didatica foi subdividida em dez momentos, cada um
formando uma unidade pedagdgica. Quatro desses momentos foram constituidos por
folhas de atividades, trés momentos de aulas expositivas com resolucdo de problemas,
um momento em que foram utilizados computadores e calculadoras cientificas e dois

momentos dedicados a avaliacdo. Apesar de termos apenas dois momentos exclusivos



dedicados a avaliagdo, esta foi feita também durante toda a aplicagdo da sequéncia
didatica.

A sequéncia foi aplicada para estudantes do primeiro ano do Ensino
Médio de uma escola cooperativa na cidade de Araraquara. A aplicacdo de nossa
sequéncia didatica foi feita em acordo com a coordenacdo pedagdgica da escola, de
modo que nossa interferéncia se constituisse em um acréscimo positivo para o
aprendizado. Para a aplicacdo das atividades os estudantes foram divididos em duplas.
Acreditamos que dessa forma os estudantes se sentiram mais confiantes e puderam
dialogar e trocar ideias para a resolucdo das tarefas. Dessa forma as atividades foram
aproveitadas da melhor maneira possivel.

No inicio da aplicacdo da sequéncia didatica os estudantes ficaram um
pouco inseguros, pois ndo estavam muito acostumados a trabalhar de maneira
autdbnoma, principalmente nas aulas de Matematica. Durante o inicio da aplicacdo da
primeira Folha de Atividades, eles faziam muitas perguntas e tinham muitas duvidas.
Mas logo perceberam qual era a ideia de nossa proposta. Ao final da primeira Folha de
Atividades os estudantes estavam muito entusiasmados. Vimos que a ideia da reducéo
das operagdes chamou muito sua atencdo. A partir desse primeiro momento, se
adaptaram a metodologia e no restante das atividades da sequéncia didatica trabalharam
de forma independente, solicitando ajuda apenas quando era necessario. Ficavam
esperando qual seria a préxima Folha de Atividades e qual seria 0 novo conceito a ser
aprendido. O trabalho em grupo foi muito produtivo, pois percebemos que quando um
estudante tinha alguma ddvida imediatamente discutia com o colega do grupo sobre ela.

Percebemos que os estudantes tiveram uma participacdo mais ativa na
construcdo dos conceitos e no aprendizado das técnicas. Podemos afirmar isso devido a
uma observagdo que fizemos. Varios estudantes de nossas classes ndo gostam muito das
aulas de Matematica, pois ndo as acham interessantes. Quando sao solicitados a resolver
0s problemas no formato mais tradicional sempre se mostram reticentes. Mas na ocasido
da aplicagdo da nossa sequéncia didatica modificaram seu comportamento, e se
mostraram o tempo todo interessados. Observamos o0 caso de um estudante que nunca
emite sua opinido e raramente faz as atividades propostas em sala. Durante a aplicacéo
da sequéncia houve momentos em que ele chegou a discutir com outro estudante
dizendo que a forma com que ele resolveu a atividade em questdo era mais apropriada

do que a resolucgéo do colega.
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Consideramos que a aplicacao de nossa sequéncia didatica ocorreu dentro
do previsto, que tudo aconteceu da melhor forma possivel e que nossos objetivos foram

alcancados.

15.3 AVALIACAO DO METODO

Neste trabalho nos propusemos a construir uma sequéncia didatica completa para o
ensino dos logaritmos. Nosso principal desejo era aplicar um material que fosse mais
interessante para os estudantes do que o tradicional e a0 mesmo tempo favorecesse 0
desenvolvimento de sua autonomia.

Como ja haviamos lido sobre a Engenharia Didatica procuramos seguir
suas orientacdes. J& estivamos de posse de uma analise prévia do problema. Aliés, essa
analise é que nos levou a escolher esse tema para nosso trabalho de mestrado
profissional. Sabiamos das dificuldades que os professores encontram para ensinarem
logaritmos e que muitos livros didaticos trazem uma abordagem excessivamente
algébrica. 1sso ndo atrai os estudantes e dificulta o trabalho do professor.

Ao iniciar a elaboracdo da sequéncia didatica percebemos que ndo
poderiamos descartar totalmente o livro didatico adotado na escola assim como a
metodologia tradicional de aulas expositivas. Veio-nos entdo a idéia de aglutinar a esses
elementos folhas de atividades em que tivemos a liberdade de introduzir métodos e
contetidos inspirados pela historia da Matematica e pela metodologia que utiliza tarefas
exploratdrias. Essas folhas de atividades foram cuidadosamente escritas incluindo textos
breves, mas explicativos, mesclados com atividades na forma de problemas
subdivididos em itens com nivel de dificuldades crescente. Cada parte da folha de
atividade tinha um objetivo pedagogico determinado, sendo cada um, um pequeno
pedaco de todo o conjunto.

Conforme ja descrevemos na secdo anterior podemos considerar que
nossos objetivos foram alcangados com a aplicacdo da sequéncia didatica. A analise
dessa aplicacdo a partir dos resultados apresentados pelos estudantes nos fizeram ver o

acerto de nossas escolhas quanto a metodologia adotada.



15.4 AUTO AVALIACAO

Durante a preparacdo, a aplicacdo e a analise desta sequéncia didatica ficou claro que o
trabalho de pesquisa que realizamos contribuiu significativamente para nosso
aprimoramento profissional.

Na preparacdo das atividades foi necessario realizar uma pesquisa a
respeito do tema tratado. Essa pesquisa fez com que observassemos detalhes que antes,
talvez devido a falta de experiéncia ou ainda a falta de tempo, nao tivéssemos notado o
quanto sdo importantes no trabalho de um professor em sala de aula. A preparagédo
levou algum tempo e demandou muito trabalho e vérias revisdes, mas acreditamos que
as atividades alcancaram nossas metas em relacao a elaboracdo de nossa sequéncia.

Durante a aplicacdo das atividades da sequéncia didatica tivemos outro
momento de enriquecimento profissional. Pudemos verificar mais detalhadamente o
comportamento dos estudantes, prestando mais atengdo a reacdo de cada um deles para
verificarmos se a aprendizagem estava realmente se dando da forma com que
planejamos. Nesta etapa de nosso trabalho julgamos que a maior contribuicdo para
nosso aprimoramento foi 0 acompanhamento dos estudantes. A avaliacdo continua feita
durante o processo de aplicacdo contribuiu para que percebéssemos em quais pontos 0s
estudantes precisavam de mais ajuda ou em quais pontos eles conseguiam trabalhar de
forma mais independente.

Na analise dos resultados podemos dizer que nosso aprimoramento
profissional se deu pela maior atencdo que demos a cada atividade de cada momento da
sequéncia didatica. Ao observarmos com muita atencdo as atividades dos estudantes
pudemos perceber com detalhes pontos em que os estudantes tém mais ou menos
facilidade e como conseguiram superar as dificuldades, coisa que antes da realizagédo
deste trabalho ndo percebiamos com tanta facilidade. A analise nos fez perceber ainda o

quanto é importante essa observacao no processo de aprendizagem.
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15.5 CONCLUSAO FINAL

Disponibilizamos assim uma sequéncia didatica para o ensino de logaritmos como
produto final de nosso trabalho de mestrado profissional. Esperamos ter contribuido
para a solucdo desse dificil problema que é o ensino dos logaritmos.

A sequéncia didatica ndo sofreu grandes modificacdes apds sua
aplicacdo. Fizemos apenas uma pequena alteracdo na Folha de Atividades 2 e
disponibilizamos essa folha com a alteracdo no Apéndice B.

As outras Folhas de Atividades ndo foram modificadas e permanecem na
forma com que foram apresentadas no Apéndice A.

O professor que desejar utilizar essas folhas deve se sentir a vontade para
adapta-las de acordo com o planejamento pedagdgico da escola e a realidade de seus
estudantes.

Podemos dizer que ao final da realizacdo deste trabalho teremos, como
profissional da educacdo, uma visdo e uma experiéncia bem diferente da que tinhamos
no inicio. O aperfeicoamento € visivel, muitas ideias surgiram durante a realizacdo deste
trabalho e julgamos ser possivel que nossas aulas sejam mais interessantes e mais

produtivas.
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Folha de Atividades 1: Simplificando Calculos
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ESCOLA:

NOME: N°: 1°

ENSINO MEDIO -  DATA: / /2009 PROF:

SIMPLIFICANDO CALCULOS

) No tempo em que nao havia calculadora, ndo era facil fazer contas. Vamos tentar!

a)8192 | 256 b) 4096
x 128

Nos séculos XVI e XVII o uso da Trigonometria para o estudo da Astronomia
exigia uma necessidade de precisdo em calculos com numeros grandes, com 8 ou
mais casas decimais. Era preciso multiplicar, dividir, extrair raizes desses numeros
grandes. Como ndo existiam calculadoras e computadores, isso dava muito trabalho.
Em meados do século XVI, o monge e matematico Michael Stifel, partindo de uma
antiga idéia de Arquimedes, comegou a usar algumas tabelas numéricas para facilitar
célculos. Vejamos uma dessas tabelas:

Michael Stifel

1124 |8|16 |32 ]| 64| 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072 | 262144

0|1|2|3]| 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Vocé reconhece essas sequéncias numericas?

A sequéncia da 12 linha € uma de razéo .

A sequéncia da 22 linha é uma de razéao .
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1) Vamos usar essa relacdo para fazer umas contas. Observe:

Para calcular 8192 + 256 olhamos esses numeros na 12 linha da tabela e
procuramos o0s seus correspondentes na 22 linha, que séo 13 e 8.

Com os numeros encontrados na 22 linha fazemos uma subtracdo, 13 —

8 que éiguala5 e vemos que o correspondente do namero 5na 12 linha é 32,

com isso temos que 8192 + 256 = 32.

| |

32 256 8192

13-8

8192 — 256 descanatabelaefaca: 13-8=5 subae vejaoresultado: 32

Confere? Para fazer uma divisdo, fizemos uma subtracédo, ndo é melhor?
Vimos que 8192 + 256 é 32 sera isso coincidéncia?

Usando a tabela, vocé pode economizar calculos. Faca as operacdes propostas usando
esse método e depois confira com uma calculadora:

a)512 + 64 >9-6=3—> 8 b) 1024 + 16 > c) 4096 + 128 —
512 ~ 64=8 1024 + 16 =
d) 65536 + 128 —> e) 131072 + 4096 — f) 1048576 + 512—

Pense no que vocé fez com a divisdo e faca agora multiplicacdes:

) 8 x64 — h) 32 x 4096 —> i) 32768 x 32—

j) 2048 x 512 —> k) 8192 x 16 —> 1) 128 x 4096 —>

SUBSTITUIMOS A DIVISAO POR UMA
SUBSTITUIMOS A MULTIPLICAGAO POR UMA
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IV) Calcule sem usar a calculadora 43 = 8=

Para calcular 4°, basta descer na tabela e multiplicar o nimero encontrado por trés, suba e
encontraremos o0 64, com isso teremos 4°= 64.

Sl 1%

Para calcular 8°, basta descer e multiplicar o nimero encontrado por quatro, suba e encontraremos o
4096, com isso observamos que 8* = 4096.

c 8 4096 )
3 12
M%

Vamos verificar se o método funciona? Faca as contas usando—o e depois confira com a calculadora:

a)16% > 4x3=12 — 4096 |b)8°> > c)4° >
16° = 4096
d) 32% » e) 512% —» f) 10242 —

Se na potenciacdo vocé multiplicou, na radiciacdo vocé devera

g) V256 — h) V1024 — i) V4096
j) 3512 > k) 3/4096 l) 332768 —

SUBSTITUIMOS A POTENCIACAO POR UMA

SUBSTITUIMOS A RADICIACAO POR UMA

Perceba que fizemos uma reducéo de operacdes e 0s calculos se tornaram muito mais rapidos e
faceis, foi isso que os matematicos fizeram com suas tabelas nos séculos XVI e XVII.



Agora, vamos explicar. Vamos escrever a tabela de outra maneira. Fatore os numeros da

primeira linha e reescreva-os usando poténcias de dois.

Complete a tabela:
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1 2|14| 8|16 | 32|64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

4096

8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072 | 262144 | 524288

1048576

o123 ]| 4 5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18 19

Observe a relacdo da primeira linha com a sequnda. Na primeira linha temos sempre 2

elevado ao nimero da linha de baixo

1) Agora podemos explicar a conta:

4096  2“

4096 +16 == = ="
12

—22 _ =212 = 2% _ 256

Isso explica porque a divisdo vira
subtracao.

2) Agora voceé vai explicar a multiplicacéao:

512 x64 =

256 x 128 =

Isso explica porque a multiplicacado

vira

3) Veja a explicacdo da radiciacao:

J1024 = 2% = () =22 = 2° =32
J16384=,/ =

Isso explica porque a radiciacédo
vira

4)  Explique a potenciacao:

4 _ (23)4 —

32% =

Isso explica porque a potenciagéo

vira
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Folha de Atividades 2: Uma invencéo interessante
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ESCOLA:

NOME: Ne: 1°

ENSINO MEDIO - DATA: / / PROF:

UMA INVENCAO INTERESSANTE

Os mateméticos e os astrobnomos perceberam que se trabalhassem com os expoentes dos ndimeros, quando

escritos em forma de poténcia, seus célculos seriam simplificados. Com isso criaram tabelas de duas colunas (ou duas
linhas) em que se colocava os termos de uma progressao geomeétrica de primeiro termo igual a 1 (poténcias de um certo
namero) em correspondéncia com os termos de uma progressao aritmética (na verdade os expoentes dos nimeros) e
chamou-as tabuas de logaritmos.

12|48 |16|32|64 128|256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072
20 | ol | 92 | 93| o8 | 95 | o6 | of 28 29 210 ol 12 13 014 215 216 17
0|1]2|3|4|5]|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Na tabela, o nimero de baixo chama-se logaritmo do nimero de cima. Assim:
8192

128 512
’O logaritmo de 128 é 7 } logaritmo de 512 é 9 b logaritmo de 8192 é 13
13

7 9
Pois 2'=128 Pois 2°=512 Pois 2%=8192

OBSERVE QUE O LOGARITMO E O EXPOENTE DE UMA POTENCIA.

Complete a tabela:

Abreviando: Abreviando:
O logaritmo de 2048 é 11 log (2048) = 11 || O logaritmo de 4096 ¢ .| log (4096) =
Ologaritmode 256 € . [log (256)=___ [O logaritmo de 8 é
O logaritmo de 32 é . O logaritmo de 16384 é .

Vamos trabalhar com uma PG de razao 3:

113]9|27|81|243|729 | 2187 | 6561 | 19683 | 59049 | 177147 | 531441

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 310 311 312

0(1/2|3|]4] 5] 6|7 8 9 10 11 12
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81 2187

’ O logaritmo de 81 é 4 ) logaritmo de 2187 é 7
4 7
Pois 3'=81 Pois 3'=2187
Complete a tabela:
Abreviando: Abreviando:
O logaritmo de 81 é 4 log (81) =4 O logaritmo de 2187 é . log
O logaritmo de 6561 é . |log (6561) = O logaritmo de 177147 é

Vemos que quando a base das poténcias é 2 ou 3 muitos numeros ficam de fora. Por exemplo
nenhuma das tabelas anteriores permite fazer 9571 x 111275. Por isso, em meados do século XVII John
Napier, um rico e inteligente lorde escocés que tinha tomado conhecimento das tabelas de Michael Stifel,
prop6s tabelas de raz6es menores para abranger uma quantidade maior de niimeros.

Se tivermos uma tabela em que a PG tem razéo (1,1), os termos estdo mais préximos

1 |11 |121|1,331|1,4641 | 1,61051 | 1,771561 | 1,9487171 | 2,14358881 | 2,357947691

@’ @yt @y | @y | @ @1° (L1° @y’ @y’ (1,1)°
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,331 1,771561
: O logaritmo de (1,331) é 3 )Iogaritmo de (1,771561) é 6
3 6
Pois (1,1)°=1,331 Pois (1,1)°=1,771561

Assim podemos montar qualquer tabela e fazer reducao de calculos com quaisquer nUmeros.
COMO DIFERENCIAR AS TABELAS? Usaremos a seguinte notacéao:

128

)27:(128) & log, (128) =7

.
Se 0 log vem de uma tabela de base 2, dizemos LOGARITMO DE 128 NA BASE DOIS E SETE.

81

) v-@y <& logs(81)=4
4
Portanto o LOGARITMO DE 81 NA BASE TRES E QUATRO.
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LOGARITMOS

Ja vimos nas atividades anteriores que o logaritmo é um expoente que foi criado para facilitar calculos. Para nos
familiarizar com os logaritmos vamos fazer algumas atividades:

PARTE I) PREENCHA A CAIXA AZUL COM O NUMERO CORRETO:

O

a) 2 =(16) <> log, (16) =[] b)3 =(243) <> logs(243) =[]
O O

o)logs(36)=L1 <« 6 =(36) dlog; (1) = L < 7 =@

e) log, (8) = L] f) logio (1000) = [] g) logs (125) = []

O que acontece se eu fizer uma tabela logaritmica com PG de razéo 1?
Calcule: log; 32 = D log; 5= D

Qual é a sua concluséo?

Dados 0s nUmeros reais positivos a e b, com a # 1, se b = a°, entdo o expoente C

chama-se LOGARITMO de b na base a.

logab=c <« a°=b, comae b positivos e a # 1.

PARTE Il) AGORA CALCULE OS LOGARITMOS E PREENCHA A TABELA:

h) log, (16)= Logaritmo de 16 na base dois é

i) logs (9)= Logaritmo de 9 na base trés é

j) logs (16)= Logaritmo de

k) logs (27)=

1) logs (125)=

m) log, (64)=

n) loge (9)=

0) logso (100)=

p) 0910 (10000)=
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PARTE Ill) CALCULE OS LOGARITMOS ABAIXO:
1
a) log; (2)= b) logs (5)= c) |091(7] = d) logs (9)=

7

Nos itens a a d, vocé percebeu alguma particularidade? Qual?

e) logs (1)= f) logs (1)= g9) logio (1)= h) log. (1)=

O que vocé observou nos logaritmos dos itens e a h? Justifique.

i) log, (2°) = j) logs (3%) = k) logs (5°) = 1) logso (10%) =

Vocé encontrou alguma regularidade nos logaritmos dos itens i a I? Qual?

m) log 26) = n)log, (5)= 0) Iog{%} = p) log, (2)=

5 2

Ha alguma regularidade nos itens de m a p?

q) 2'092(15) I') 3'093(27) S) 5'095(625) t) 7'097(49)

O que vocé observou nos itens q a t?

Faca um pequeno resumo das regularidades encontradas:
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Folha de Atividades 3: Uma propriedade importante
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ESCOLA:

NOME: Ne: 1°

ENSINO MEDIO - DATA: / / PROF:

UMA PROPRIEDADE IMPORTANTE

Na atividade anterior, vimos que enquanto na exponencial calculamos as poténcias, no logaritmo calculamos o
expoente. Assim, podemos dizer que a acdo do logaritmo é oposta a acdo da exponencial.

2'=(128) — log, (128)=7 3'=(81) — log;(81)=4
ATIVIDADE 1:

QUANDO TRABALHAMOS COM AS PROPRIEDADES DA EXPONENCIAL, VIMOS QUE a™=a".a’,

ENTAO TEMOS A SEGUINTE REGRA:
A exponencial de uma soma é o produto das exponenciais.

Seguindo a légica, o logaritmo deve ter uma propriedade semelhante, mas ao contrario, do tipo:
O logaritmo do produto é a soma dos logaritmos.

Vamos verificar?

logs (2048 x 256 ) Fatorando 0 2048 e 0 256 temos D logs ( oll 28)

. tenci
1095 ( o1l 28) Usando propriedades de poténcia D logs (211 +8)

logs ( o1l +8) Calculando esse log, temos D 11 +8
Sabemos que > 11=logz2"* e 8= log,2®
11 + 8 = log, 2'* + log, 28 = log, 2048 + log, 256

log, (2048 x 256) = log, 2048 + log, 256

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DO PRODUTO DE DOIS NUMEROS POSITIVOS

E IGUAL A SOMA DOS LOGARITMOS DESSES NUMEROS.
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Faca o mesmo para:

log, (512 x 32) =log, (2°x 2°) = log, (2°*°) = 9 + 5 = log, (2°%) + log, (2°) = log, (512) + log- (32)

log, (128 x 4096 ) =

logs (81 x27) =

Fatore o numero em destaque e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:

logs (6) =logs (2 x3) =logs 2 + logs 3 logs (21) =

log2 (35) = log, (18) =

Agora, faga a volta da propriedade, ou seja, transforme a soma em multiplicacdo, escrevendo em um anico
logaritmo:

log> 5 +l0g.2=1log, (5 x 2) = log, (10) logs 5 +1logs 3 =
logs 7 +logs 2 = log, 3 + log, 3 + l0g,5 =
ATIVIDADE 2 .

QUANDO TRABALHAMOS COM AS PROPRIEDADES DA EXPONENCIAL, VIMOS QUE a7 =d*'/d’,
ENTAO TEMOS A SEGUINTE REGRA:
A exponencial de uma subtracdo € o quociente das exponenciais.

Seguindo a légica novamente, o logaritmo deve ter uma propriedade semelhante, mas ao contrario, do tipo:

O logaritmo do quociente é a subtracdo dos logaritmos.

Vamos verificar?

512 _ 2° _ 9.5 9 s
log: 32 log > |~ log, (2°°°) = 9-5 = log; (2°) — log,(2°) = log,(512) - log,(32)

log: (53%] = logz (512) —10g2(32)

o ( 27 j_
92 | G561

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DO QUOCIENTE DE DOIS NUMEROS
POSITIVOS E I6UAL A DOS LOGARITMOS DESSES NUMEROS.
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Usando a propriedade anterior, escreva os logaritmos em forma de subtracao:

log (1024)— log (ﬂj—
> 128 | 243

log (@j— log (1000)_
5 5 10 3

Agora, faca a volta da propriedade, ou seja, transforme a subtracdo em divisdo, escrevendo
em um Unico logaritmo:

log25-1log; 3 = logs 10 —logs 2 =

logs;20 —logs 5 = log, 26 — log, 3 =

ATIVIDADE 3: VAMOS TRABALHAR AGORA COM POTENCIAS:

log> 8> = log, (8 x8x8x8x8) = log.8 +log,8 + log, 8 + log. 8 + 10928 = 5 x log, 8

-
log> 8> = 5xlog, 8

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DE UMA POTENCIA DE BASE POSITIVA
E IGUAL AO PRODUTO DO EXPOENTE PELO LOGARTIMO DA BASE DA POTENCIA.

Faca 0 mesmo para:

log, 32% =

logs 1252 =

1
log, 316 = log, 16° = %.Iog2 16

log, ¥/256 =

log7 +/343=
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Fatore 0 numero em destaque e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:

logs (27) = logs (125) =

logs (32) = log1o (10000) =

Agora, faca a volta da propriedade:

3x|0952:|Og523:|Ogs8 4xlogz 3=

2xlogs 4 = 5xlogi 2 =

ATIVIDADE4: AS PROPRIEDADES QUE VIMOS ACIMA SAO VALIDAS PARA LOGARTIMOS DE
MESMA BASE. E QUANDO TEMOS BASES DIFERENTES?

Observe:
logs64 = 3 m
6 log, 64
= 3=— log, 64 = —2—
log, 64 =6 — 2 - Y% log, 4
log,4=2

QUANDO FOR NECESSARIO E POSSIVEL ESCREVER UM LOGARITMO EM UMA OUTRA
BASE QUALQUER.

log, 64 log,,125
log, 64 = 2% °% log, 125 = 910722

log, 4 log,, 5

Escreva os logaritmos a seguir na base 10:

a) log,81= Ilogl_081 b) log; 243 = c) logs 3125 =

10
Escreva os logaritmos a seguir na base 2:
d) logip 32 = e) logs 128 = f)logio 2 =

Apbs o estudo dessas propriedades, nas proximas atividades, estudaremos o logaritmo como
funcéo.
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Folha de Atividades 4: Para que servem os logaritmos?
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ESCOLA:

NOME: Ne: 1°

ENSINO MEDIOVV -  DATA: / / PROF:

PARA QUE SERVEM OS LOGARITMOS?

Vimos que o surgimento dos logaritmos estava diretamente relacionado com a simplificagdo de célculos, nos
séc. XVI e XVII, mas hoje com o avanco tecnoldgico de calculadoras e computadores, para que servem os logaritmos?

LOGARITMOS E ESCALAS: Essa € uma das aplicages do logaritmo.

Represente graficamente a situacédo descrita pela tabela abaixo:

Conjunto Ne Faca aqui o seu grafico.
Um grupo de amigos 10
Formandos de uma escola 100
Estudantes de uma escola 1000

Pessoas de uma pequena cidade 10 000
Habitantes de uma cidade 100 000
Habitantes de uma regido urbana 1 000 000
Habitantes de um pequeno pais 10 000 000
Habitantes de um pais 100 000 000

Que tipo de representacdo vocé usou?

Tentou outras?

Na sua representacéo, os numeros da 22 coluna estdo numa escala proporcional?

Viu como é dificil representar graficamente certos fendbmenos? Por isso, as vezes, € utlizada a escala
logaritmica. O logaritmo diminui bastante o numero. Por exemplo, log (1 000 000) = 6.

Vejamos outra vez a tabela acima, mas com uma coluna a mais. Usando agora a terceira coluna
podemos fazer um grafico de barras:

Conjunto N° Logaritmos
Amigos 10 logl10= 1
Formandos 100 log100= 2
Escola 1000 log 1000= 3
Pequena cidade 10 000 log10000= 4
Cidade 100 000 log 10000= 5
Regido urbana 1 000 000 log1000000= 6
Pequeno pais 10 000 000 log 10000 000= 7
Pais 100 000 000 log 100 000000 = 8
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Com isso temos um exemplo de um grafico de barras na escala logaritmica.

Vocé ja conhece a tabela que gerou esse gréfico. Analisando o grafico responda:

a) Quando aumentarmos uma unidade na escala logaritmica, esse aumento é
equivalente a que aumento real?

b) O grafico na escala logaritmica tem vantagens e desvantagens. Quais séo elas?

VEJAMOS UM EXEMPLO DE GRAFICO CARTESIANO NA ESCALA LOGARITMICA:

iNDICE DE MORTALIDADE POR
DOENGAS DO CORACAO NOS E.U.A.
EM 1960.

100000

10000

N°PESSOAS

Eixo em escala
logaritmica

1000

100

10

1 4

IDADE (em anos)

Fonte: Strehler, B.L.: Time, cells, and aging. (1963) (Simplificado)

Veja como a escala logaritmica ajudou na construgdo do gréafico. No eixo horizontal,
gue representa a idade em anos dos pacientes, a escala é real com espagamento igual de 10
em 10 anos. No eixo vertical as linhas estdo igualmente espacadas, mas representam valores
exponenciais. Portanto, no gréfico, a altura de uma linha é o logaritmo do nimero que ela

representa. Assim o valor 1000 esta na terceira linha, pois log 1000 = 3.
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LOGARITMOS E TERREMOTOS:

Belos e dramaticos. Assim costumam ser considerados
quase todos os fenbmenos da natureza de grande
magnitude. Maremotos, furacdes, tempestades, erupcdes
vulcanicas e terremotos, dentre outros, sempre nos
impressionam, tanto pelo espetaculo visual quanto pelo
poder de destruicao.

Vocé pode estar se perguntando o que os logaritmos tém
a ver com terremotos. Sempre que acontece um terremoto,
uma das primeiras informagdes contidas no noticiario €

“quantos graus” teve aquele tremor.

O terremoto que aconteceu na Indonésia, em Novembro de 2008 teve 7,3 graus na escala Richter. O terremoto ocorrido no
Japéo, em Dezembro de 2008, teve 6,3 graus na escala Richter. Mas o que significa e como funciona esta escala? Ela serve para
registrar a intensidade dos tremores de terra.

Um terremoto de pequena proporcéo, que ndo € nem mesmo percebido, pode liberar por volta de 1 trilhdo de ergs. (Um erg é
a unidade de medida de energia no sistema CGS e equivale a 10" Joules).
Devido aos altos valores envolvidos na medicdo de terremotos, usa-se uma escala
logaritmica para representa-la, chamada Escala Richter.

A escala Ritchter foi criada por dois sismélogos americanos, Charles Francis
Richter e Beno Gutenberg, em 1935. Com o passar do tempo, entretanto, apenas o
sobrenome de Charles ficou conhecido na definicdo da escala.

Charles Richter Beno Gutenberg

Abaixo temos uma tabela que indica alguns dos terremotos conhecidos:

Magnitude do terremoto na
Local do Terremoto Data escala Richter (R)
Lisboa, Portugal 1755 9,0 (estimado)
Séao Francisco, EUA 1906 8,0 (estimado)
Valdivia, Chile 1960 9,5
Peru 1970 7,7
Cidade do México 1985 8,0
Ira 1990 7,3
india 2001 7,9
Oceano indico 2004 9,3
Indonésia 2006 6,2
China 2008 8,0
México 2009 7.4

Existem formulas diferentes para se calcular a magnitude na escala Richter. Cada uma das férmulas nos d& a
energia liberada em unidades diferentes: ergs, joule, kWh, etc. Uma delas é: log E = 11,8 + 1,6R, onde E é a
energia liberada (em ergs) e R a magnitude da escala Richter.



a) Observe como calculamos a energia liberada por
um terremoto de magnitude 1,0 na escala Richter.

logE=11,8+15.1
logE=11,8+15
log E=13,3

10%°=E

Logo a energia liberada por um terremoto de 1 ponto

na escala Richter é de 10™*? ergs.
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b) Calcule agora, a energia liberada por um terremoto de
magnitude 2, 0 na escala Richter.

c) Calcule agora, a energia liberada por um terremoto de
magnitude 3, 0 na escala Richter.

d) Aumentando em uma unidade a magnitude do
terremoto, por quanto fica multiplicada a energia liberada?
(Para isso calcule a razéo entre o item b e o item a.)

e) Calcule a energia liberada no terremoto ocorrido no
Chile em 1960.

f) A usina de Itaipu produziu em 2008, aproximada-
mente 9,5 x 10° MWh de energia. Supondo que essa
producdo seja constante a partir dessa data, calcule
guantos anos essa usina precisa gerar energia para que
se equipare a energia liberada no terremoto do Chile de
1960. Dado: 1 erg = 2,778 x 10 " Mwh.
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LOGARITMOS E ACIDEZ:

Para caracterizar a acidez de um liquido, usa-se um indicador chamado de pH (potencial >

hidrogenidnico), determinado pela presenca de hidronios H;O". A &gua tem ions H” livres, sdo
poucos, mas existem, cerca de 1 fon-grama para cada 10’ litros, ou seja a razéo é 1/10". Assim ) w‘g
dizemos que o pH da agua é 7. No suco de liméo existem mais ions que na 4gua, 1 ion-grama u(3>
para cada 107 litros, a razdo é 1/10°. Assim o pH do suco de limdo é 2. Observe que quanto
maior é a concentragdo de hidronios, mais acida é a substancia.

O pH da uma idéia da quantidade de ions H" que se encontram livres na substancia, indicando a quantidade por
unidade de volume.

Para medir a acidez de substancias é mais pratico considerar uma escala logaritmica.

O pH é definido por pH = - log [H30"], sendo [Hs0"] a quantidade de ion-grama por litro. Por definicdo, o pH
igual a 7 é considerado neutro, de 0 a 7, acido e de 7 a 14, basico.

Abaixo temos o pH de algumas substancias:

Acido (maior concentracéo de hidrénios)

Substéancia pH AN
Suco de lim&o
Suco de tomate 4
Leite 6,9
Agua 7
Leite de magnésia 10 N

Basico (menor concentragao de hidronios)

a) Com base nas informacdes do texto acima responda: se | b) O que significa dizer que uma substancia tem pH igual
um liquido tem 1 fon-grama H" para cada 1000 litros, qual | a 9?
0 seu pH?

¢) O suco de laranja tem concentragéo de hidrénios [HsO"] | d) O café preto tem concentrac&o de hidrénios [H;O'] 100
10 vezes menor que o suco de limdo. Qual é o pH da | vezes maior do que a agua pura. Qual é seu pH?
laranja?
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LOGARITMOS E FUNCOES:

Ao se estudar fendbmenos fisicos, quimicos ou bioldgicos, temos muitas vezes a presenca dos logaritmos como

modelo de certas situacfes. Vejamos uma delas:
A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina a producdo de
madeira evolui, desde que a muda é plantada (t = 0), segundo o seguinte modelo

matematico: h(t) = 1,5+ logs (t + 1), com h(t) em metros e t em anos.

a) No momento em que a muda € plantada, qual € a sua altura?

b) Transcorridos 26 anos, qual sera a altura de uma dessas arvores?

c) Se uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura, calcule o tempo transcorrido (em anos)
do momento da plantacdo até o corte.
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Apéndice B
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Folha de Atividades 2 (modificada): Uma invencao interessante.
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ESCOLA:

NOME: NeO: 1°

ENSINO MEDIO - DATA: / / PROF:

UMA INVENCAO INTERESSANTE

Os matematicos e os astrbnomos perceberam que se trabalhassem com os expoentes dos nimeros, quando

escritos em forma de poténcia, seus calculos seriam simplificados. Com isso criaram tabelas de duas colunas (ou duas
linhas) em que se colocava os termos de uma progressao geométrica de primeiro termo igual a 1 (poténcias de um certo
ndamero) em correspondéncia com os termos de uma progressao aritmética (na verdade os expoentes dos ndmeros) e
chamou-as tabuas de logaritmos.

1|24 |8 16|32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072
20 | 9l | 92 | 93 | o4 | 95 | 96 | of 28 29 210 ol 12 213 214 215 216 17
0/1,2,3,4|5]|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Na tabela, o nimero de baixo chama-se logaritmo do nimero de cima. Assim:

128 512 8192
’O logaritmo de 128 é 7 }) logaritmo de 512 é 9 b logaritmo de 8192 é 13

7 9 13
Pois 2'=128 Pois 2°=512 Pois 2" =18192

OBSERVE QUE O LOGARITMO E O EXPOENTE DE UMA POTENCIA.

Complete a tabela:

Abreviando: Abreviando:
O logaritmo de 2048 é 11 log (2048) = 11 | O logaritmode 4096 &€ . | log (4096) =
Ologaritmode 256 ¢é . |log (256)=___ |lO logaritmo de 8 é
O logaritmo de 32 é : O logaritmo de 16384 é__ .

Vamos trabalhar com uma PG de razao 3:

13|19 |27|81|243|729 | 2187 | 6561 | 19683 | 59049 | 177147 | 531441

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 310 311 312

0j1]2/3]4| 5 ]6 |7 8 9 10 11 12
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81 2187

’ O logaritmo de 81 é 4 ) logaritmo de 2187 é 7
4 7
Pois 3'=81 Pois 3'=2187
Complete a tabela:
Abreviando: Abreviando:
O logaritmo de 81 é 4 log (81) =4 O logaritmo de 2187 é . log
O logaritmo de 6561 é . |log (6561) = O logaritmo de 177147 é

Vemos que quando a base das poténcias é 2 ou 3 muitos numeros ficam de fora. Por exemplo
nenhuma das tabelas anteriores permite fazer 9571 x 111275. Por isso, em meados do século XVII John
Napier, um rico e inteligente lorde escocés que tinha tomado conhecimento das tabelas de Michael Stifel,
propds tabelas de razdes menores para abranger uma quantidade maior de nimeros.

Se tivermos uma tabela em que a PG tem razédo (1,1), os termos estdo mais proximos

1 |11 | 1,21|1,331| 1,4641 | 1,61051 | 1,771561 | 1,9487171 | 2,14358881 | 2,357947691
@y’ @y | @y | @y’ @y’ @y’ @y’ @y’ @y’ @1’
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,331 1,771561
: O logaritmo de (1,331) é 3 )Iogaritmo de (1,771561) € 6
3 6
Pois (1,1)°=1,331 Pois (1,1)°=1,771561

Assim podemos montar qualquer tabela e fazer reducao de calculos com quaisquer nimeros.
COMO DIFERENCIAR AS TABELAS? Usaremos a seguinte notacao:

128

> 2’=(1289 <) 100,(128)=7

.
Se 0 log vem de uma tabela de base 2, dizemos LOGARITMO DE 128 NA BASE DOIS E SETE.

81

> =8y < logs;(81)=4
4
Portanto o LOGARITMO DE 81 NA BASE TRES E QUATRO.
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LOGARITMOS

Ja vimos nas atividades anteriores que o logaritmo é um expoente que foi criado para facilitar calculos. Para nos
familiarizar com os logaritmos vamos fazer algumas atividades:

PARTE I) PREENCHA A CAIXA AZUL COM O NUMERO CORRETO:

-

O O

a) 2 =(16) <> log, (16) =[] b)3 =(243) <> logs (243) =[]
O O

o)logs36)=L1 < 6 =(36) dlog; (1) = L1 < 7 =

e) log, (8) = L] ) logio (1000) = [] g) logs (125) = []

O que acontece se eu fizer uma tabela logaritmica com PG de razéo 1?

1
0]1|2]3]4]|5]6]|7|8]0

Sendo assim existe log, 32 ?

Qual é a sua conclusao?

Dados os nUmeros reais positivos a e b, com a # 1, se b = a°, entdo o expoente C
chama-se LOGARITMO de b na base a.

logsb=c < a“=b, comaeb positivos e a # 1.

Agora, a base da poténcia é a base do logaritmo, o resultado da poténcia
chama-se logaritmando e o expoente chama-se logaritmo.

PARTE Il) AGORA CALCULE OS LOGARITMOS E PREENCHA A TABELA:

h) log, (16)= Logaritmo de 16 na base dois é

i) logs (9)= Logaritmo de 9 na base trés é

j) log, (16)= Logaritmo de

k) log, (64)=

1) loge (9)=

m) logy, (100)=

n) logi (10000)=
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PARTE Ill) CALCULE OS LOGARITMOS ABAIXO:
1
a) log; (2)= b) logs (5)= C) Iogl(7j = d) logy (9)=

7

Nos itens a a d, vocé percebeu alguma particularidade? Qual?

e) logs (1)= f) logs (1)= 9) logao (1)= h) log. (1)=

O que vocé observou nos logaritmos dos itens e a h? Justifique.

i) log, (2°) = j) logs (3%) = k) logs (5°) = 1) logso (10%) =

Vocé encontrou alguma regularidade nos logaritmos dos itens i a I? Qual?

m)log, (%j = n) IOQE (5) = 0) Iogs(%j = p) IOg; (2) =

5 2

H& alguma regularidade nos itens de m a p?

q) 2Iogz(16) r) 3Iog3(27) S) 5Iogs(625) t) 7Iog7(49)

O que vocé observou nos itens q a t?

Faca um pequeno resumo das regularidades encontradas:
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Apéndice C
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Folha de Atividades 1 resolvida: Simplificando calculos
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ESCOLA:

NOME: N°: 1°

ENSINO MEDIO -  DATA: / /2009 PROF:

SIMPLIFICANDO CALCULOS

1) No tempo em que ndo havia calculadora, ndo era facil fazer contas. Vamos tentar!

a)8192 | 256 b) 4096
512 32 x 128

0 32768
§192+

4096+ +

524288

Nos séculos XVI e XVII o0 uso da Trigonometria para o estudo da Astronomia
exigia uma necessidade de precisdo em calculos com numeros grandes, com 8 ou
mais casas decimais. Era preciso multiplicar, dividir, extrair raizes desses numeros
grandes. Como ndo existiam calculadoras e computadores, isso dava muito trabalho.
Em meados do século XVI, 0 monge e matematico Michael Stifel, partindo de uma
antiga idéia de Arquimedes, comecou a usar algumas tabelas numéricas para facilitar
célculos. Vejamos uma dessas tabelas:

Michael Stifel

1124|816 |32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072 | 262144

0l1|2[3] 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Vocé reconhece essas sequéncias humericas?

A sequéncia da 12 linha € uma progressio geométrica de razao 2.

A sequéncia da 22 linha € uma progressdo aritmética de razdo 1.
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I1) Vamos usar essa relacdo para fazer umas contas. Observe:

Para calcular 8192 =+ 256 olhamos esses nimeros na 12 linha da tabela e procuramos os
seus correspondentes na 22 linha, que sao 13 e 8.

Com os numeros encontrados na 22 linha fazemos uma subtracdo, 13 -8 que éiguala 5 e
vemos que o correspondente do nimero 5 na 12 linha é 32, com isso temos que 8192 + 256 =

| |

32 256 8192

| 13-8

8192 + 256 descanatabelaefaca: 13 -8 =5 subae vejaoresultado: 32

Confere? Para fazer uma divisdo, fizemos uma subtracédo, ndo é melhor?
Vimos que 8192 + 256 € 32 sera isso coincidéncia?

Usando a tabela, vocé pode economizar calculos. Faca as operacdes propostas usando
esse método e depois confira com uma calculadora:

a)512 + 64 -9-6=3—>8 |b)1024 + 16— 10-4=6 c) 4096 + 128— 12—-7=5

512 + 64=8 1024 + 16 = 64 4096 + 128 = 32

d) 65536 + 128> 16 —7=9 |€) 131072 + 4096 — 17— 12 =75 | f) 1048576+ 512 — 20 — 9= 11

65536 ~ 128 =512 131072 + 4096 = 32 1048576 + 512=2048

Pense no que vocé fez com a divisdo e faca agora multiplicacoes:

9)8x64 > 3+6=9 h)32x4096 > 5S+12=17 |i)32768x32— 15+5=20

8 x64=512 32 x 4096 = 131072 32768 x 32 = 1048576

j)2048x512-5171+9=20 | k)8192x16-—>13+4 =17 l) 128 x 4096 — 7 + 12 = 19

2048 x 512 = 1048576 8192x 16 = 131072 128 x 4096 = 524288

SUBSTITUIMOS A DIVISAO POR UMA subtragdo.

SUBSTITUIMOS A MULTIPLICACAO POR UMA adicdo.
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IV) Calcule sem usar a calculadora 43 = 64 8%= 4096

Para calcular 4° basta descer na tabela e multiplicar o nimero encontrado por trés, suba e
encontraremos o 64, com isso teremos 4° = 64.

Clalf 1%
x 3 >

Para calcular 8*, basta descer e multiplicar o nimero encontrado por quatro, suba e encontraremos o
4096, com isso observamos que 8* = 4096.

c 8 4096 )
3 12
Mﬁ

Vamos verificar se 0 método funciona? Faca as contas usando—o e depois confira com a calculadora:

a) 16> > 4x3=12 —> 4096 |b)8%° > 3x5=15 c)4® > 2x6=12
16° = 4096 8 =32768 46 = 4096

d)32° > 5x3=15 e) 512> > 9x2=18 f) 10242— 10x2 =20
323 =32768 5122 = 262144 10247 = 1048576

Se na potenciacdo vocé multiplicou, na radiciacdo vocé devera dividir.

) V256 > §+2=4 h) 41024 — 10+2=>5 i) 4096 — 12+2=6

V256 = 16 V1024 = 32 V4096 = 64
j3b1259+3=3 k) 34096 — 12 +3 =4 l) /32768 — 15+3=>5
3512 =8 3/4096 = 16 3/32768 =32

SUBSTITUIMOS A POTENCIAGAO POR UMA multiplicagdo.
SUBSTITUIMOS A RADICIACAO POR UMA divisdo.

Perceba que fizemos uma reducéo de operacdes e os calculos se tornaram muito mais rapidos e
faceis, foi isso que os matematicos fizeram com suas tabelas nos séculos XVI e XVII.
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Agora, vamos explicar. Vamos escrever a tabela de outra maneira. Fatore 0os numeros da
primeira linha e reescreva-os usando poténcias de dois.
Complete a tabela:

1 (2|4 |8|16|32|64|128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217

0111234 ]5]6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Observe a relacido da primeira linha com a segunda. Na primeira linha temos sempre 2
elevado ao numero da linha de baixo

1) Agora podemos explicar a conta: 2) Agora voceé vai explicar a multiplicagao:
12
4096 +16 _40% _2- 512 X 64 = 29x 26 = 2976 = 215 = 32768
16 2°
12 256 X 128 = 26x 27 =215 = 32768
? = 212_4 = 28 = 256
Isso explica porque a divisdo vira Isso  explica porque a multiplicagdo
subtragéo. _ o
vira adicdo.
3) Veja a explicacéo da radiciagao: 4)  Explique a potenciacéo:
10 8% = (2%*= 297 =2=409
J1024 =2 = (2°F =22 =27 =32 (2)
3 = (293 = 95x3 — 915 —
716384 =+/2"* = 2142 = 27 = 128 827 =(2y =2 2 =32768
Isso explica porque a radiciacdo Isso explica porque a potenciacido
vira divisdo. vira multiplicagdo.
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Folha de Atividades 2 resolvida: Uma invencgao interessante
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ESCOLA:

NOME: Ne: 1°

ENSINO MEDIO - DATA: / / PROF:

UMA INVENCAO INTERESSANTE

Os mateméticos e os astrénomos perceberam que se trabalhassem com os expoentes dos numeros, quando
escritos em forma de poténcia, seus céalculos seriam simplificados. Com isso criaram tabelas de duas colunas (ou duas
linhas) em que se colocava os termos de uma progressao geométrica de primeiro termo igual a 1 (poténcias de um certo
namero) em correspondéncia com os termos de uma progressao aritmética (na verdade os expoentes dos nlmeros) e
chamou-as tabuas de logaritmos.

1|24 |8 |16 |32 |64 |128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217

0/1]2]3]4]|5]6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Na tabela, o nimero de baixo chama-se logaritmo do ndmero de cima. Assim:
128 512 8192

’O logaritmo de 128 é 7 ’O logaritmo de 512 é 9 >) logaritmo de 8192 é 13
13

Pois 2'=128 Pois 2°=512 Pois 2°=8192

7

OBSERVE QUE O LOGARITMO E O EXPOENTE DE UMA POTENCIA.

Complete a tabela:

Abreviando: Abreviando:

O logaritmo de 2048 € 11 | log (2048) = 11 | o jogaritmo de 4096 ¢ 12. | log (4096) =12

O logaritmo de 256 é §. log (256) =& O logaritmo de 8 é 3. [Og (8) =3

O logaritmo de 32 é 5. [Og (32) =5 O logaritmo de 16384 é 14. [Og (16384) =14

Vamos trabalhar com uma PG de razao 3:

113192781243 | 729 | 2187 | 6561 | 19683 | 59049 | 177147 | 531441

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 310 311 312

0(1(]2, 34| 5 ] 6 | 7 8 9 10 11 12




81 2187
’ O logaritmo de 81 é 4 D logaritmo de 2187 é 7
4 7
Pois 3'=81 Pois 3'=2187
Complete a tabela:
Abreviando: Abreviando:
Ologaritmo de 81 € 4 | [og (81)=4 | O logaritmo de 2187 ¢ 7 | log (2187) = 7
O logaritmo de 6561 ¢ & |log (6561) = & | O logaritmo de 177147 é 11 |log (177147) =11
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Vemos que quando a base das poténcias € 2 ou 3 muitos nimeros ficam de fora. Por exemplo
nenhuma das tabelas anteriores permite fazer 9571 x 111275. Por isso, em meados do século XVII John
Napier, um rico e inteligente lorde escocés que tinha tomado conhecimento das tabelas de Michael Stifel,
propds tabelas de razdes menores para abranger uma quantidade maior de nimeros.

Se tivermos uma tabela em que a PG tem razéo (1,1), os termos estdo mais préximos

1 1,1 | 1,211,331 | 1,4641 | 1,61051 | 1,771561 | 1,9487171 | 2,14358881 | 2,357947691 | 2,5937424601
LD’ @) ] @1)? | @1)? 11" (1,1)° (1,1)° (1,1)" (1,1)° (1,1)° (1,1)*°
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1,331
D O logaritmo de (1,331) é 3

3

Pois (1,1)°=1,331

1,771561
)) logaritmo de (1,771561) é 6

6

Pois (1,1)°=1,771561

Assim podemos montar qualquer tabela e fazer redugéo de calculos com quaisquer nimeros.

COMO DIFERENCIAR AS TABELAS? Usaremos a seguinte notagao:

128

)27:(128) > log, (128) = 7

7

Se o log vem de uma tabela de base 2, dizemos LOGARITMO DE 128 NA BASE DOIS E SETE.

81

)3“:(81) &> logs(8l)=4

4

Portanto o LOGARITMO DE 81 NA BASE TRES E QUATRO




206

LOGARITMOS

Ja vimos nas atividades anteriores que o logaritmo é um expoente que foi criado para facilitar calculos. Para nos
familiarizar com os logaritmos vamos fazer algumas atividades:

PARTE I) PREENCHA A CAIXA AZUL COM O NUMERO CORRETO:

7 o

a) 27=(16) < log, (16)= 4 b)37 = (243) <> logs (243)= 5
0)logs (36)= 2 <> 6°=(36) dlogr ) = 0 « 79=(
e) log, (8) = 3 f) logao (1000) = 3 g) logs (125) = 3

O que acontece se eu fizer uma tabela logaritmica com PG de razéo 1?

1(1|1|1|1|1|1]|1|1]|1
0]1]2[3]4|5]6]7]8]|0

Sendo assim existe log, 32? ndo

Qual é a sua conclusdo? Ndo existe logaritmo de base 1

Dados 0s nUmeros reais positivos a e b, com a # 1, se b = a°, entdo o expoente C
chama-se LOGARITMO de b na base a.

logab=c < a“=bh, comae b positivos e a # 1.

Agora, a base da poténcia € a base do logaritmo, o resultado da poténcia

chama-se logaritmando e o expoente chama-se logaritmo.

PARTE Il) AGORA CALCULE OS LOGARITMOS E PREENCHA A TABELA:

h) log, (16) =4 Logaritmo de 16 na base dois & quatro
i) logs (9) =2 Logaritmo de 9 na base trés é dois

i) log, (16) = 2 Logaritmo de 16 na base quatro ¢ dois

k) log, (64) = 3 Logaritmo de 64 na base quatro é trés

) loge (9) =1 Logaritmo de 9 na base nove é um

m) logyo (100) = 2 Logaritmo de 100 na base dez é dois

n) log10 (10000)= 4 Logaritmo de 10000 na base dez é quatro
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PARTE Ill) CALCULE OS LOGARITMOS ABAIXO:
a) log, (2)=1 b) logs (5)= 1 c) log 1(%) =1 d) loge (9)= 1

7

Nos itens a a d, vocé percebeu alguma particularidade? Qual?
Quando a base do logaritmo é igual ao logaritmando, o resultado é sempre um.

e) log (1)=0 f) logs (1)= 0 9) logw (1)= 0 h) log. (1)= 0

O que vocé observou nos logaritmos dos itens e a h? Justifique.
Quando o logaritmando é um, o logaritmo é sempre zero.

i) logz (2°) = 5 ) logs (3%) = 2 k) logs (5°) = 3 1) logyo (10°) =4

Vocé encontrou alguma regularidade nos logaritmos dos itens i a 1? Qual?
Quando no logaritmando hd uma poténcia cuja base é igual a base do logaritmo,
o resultado deste logaritmo é o expoente desta poténcia.

1 1
m) Iogz[ajz -1 n)log, (5)= -1 0) |093(§j: -1 p) log, (2)=-1

5 2

Ha alguma regularidade nos itens de m a p?
Quando a base do logaritmo e o logaritmando sdo niimeros inversos,
o resultado é sempre 1 negativo.

q) 2°%49 =16 r) 3°%0 =27 s) 5% =625 ) 799 =49

O que vocé observou nos itens q a t?
O logaritmo é o expoente de uma poténcia. A base deste logaritmo é igual a base da
poténcia e o resultado da expressdo ¢ o logaritmando.

Faca um pequeno resumo das regularidades encontradas:
¢ Quando a base do logaritmo é igual ao logaritmando, o resultado é sempre 1.
¢ Quando o logaritmando ¢ 1, o resultado é sempre 0.

¢ Quando o logaritmando for uma poténcia de base igual a base do logaritmando, o resultado serd sempre o
expoente dessa poténcia.

¢ Quando a base do logaritmo e o logaritmando forem niimeros inversos, o logaritmo serd sempre -1.

“*  Quando o logaritmo for expoente de uma poténcia e a base desse logaritmo for igual a base dessa poténcia, o
resultado serd sempre o logaritmando.

Lembramos que todas essas regularidades séo vélidas para logaritmos de base
positiva e diferente de 1, com logaritmandos positivos.
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Folha de Atividades 3 resolvida: Uma propriedade importante



209

ESCOLA:

NOME: Ne: 1°

ENSINO MEDIO -  DATA: / / PROF:

UMA PROPRIEDADE IMPORTANTE

Na atividade anterior, vimos que enquanto na exponencial calculamos as poténcias, no logaritmo calculamos o
expoente. Assim, podemos dizer que a acdo do logaritmo é oposta a acao da exponencial.

2"=(128) — log, (128)=7 3'=(81) — logs(81) =4
ATIVIDADE 1:

QUANDO TRABALHAMOS COM AS PROPRIEDADES DA EXPONENCIAL, VIMOS QUE a” =ad*.d’,

ENTAO TEMOS A SEGUINTE REGRA:
A exponencial de uma soma é o produto das exponenciais.

Seguindo a logica, o logaritmo deve ter uma propriedade semelhante, mas ao contrario, do tipo:
O logaritmo do produto € a soma dos logaritmos.

Vamos verificar?

logs ( 2048 x 256 ) Fatorando o0 2048 e 0 256 temos D logs ( oll 28)

logs (2 x 2°) logz (2M7*8)

Usando propriedades de poténcia D

log, ( 211 +8) Calculando esse log, temos D 11 +8
Sabemos queD 11 =log, 211 e 8 = logz 28
11+ 8 = log, 2™ +log, 2° = logz 2048 + log, 256

log, (2048 x 256) = log, 2048 + log, 256

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DO PRODUTO DE DOIS NUMEROS POSITIVOS E
IGUAL A SOMA DOS LOGARITMOS DESSES NUMEROS
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Faca 0 mesmo para:

log, (512 x 32) = log, (2° x 2°) = log, (2°*°) = 9 + 5 = log (2°) + log, (2°) = log, (512) + log, (32)

logz (128 x 4096) = og, (27 x 212) = log, (27+12) = 7 + 12 = log, (27) + log, (212) = log, (128) + log, (4096)

logs (81 x 27 ) = log; (3*x 3°) = logs (3*) =4 + 3 = log; (3?) + logs(3°) = logs (81) + logs (27)

Fatore o nimero em destague e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:

logs (6) = logs (2 x 3) =logz 2 + logs 3 logs (21) = logs (7x 3)=logs 7 + logs 3

log, (35) = log; (7x 5) = log;7 + log; 5 log (18) = log, (3x 3x 2) = log, 3 + log, 3+ log, 2

Agora, faga a volta da propriedade, ou seja, transforme a soma em multiplicagdo, escrevendo em um Unico
logaritmo:

log, 5 + log, 2 = log, (5 x 2) = log, (10) logs 5 + logs 3 = logs (5x 3) = log, (15)
logs 7 + logs 2 = logs(7 x 2) = log; (14) log, 3 + log, 3 + 10925 = [0g-(3 x 3 x 5) = log, (45)
ATIVIDADE 2 :

QUANDO TRABALHAMOS COM AS PROPRIEDADES DA EXPONENCIAL, VIMOS QUE oY =ad*/d’,
ENTAO TEMOS A SEGUINTE REGRA:
A exponencial de uma subtracdo é o quociente das exponenciais.

Seguindo a légica novamente, o logaritmo deve ter uma propriedade semelhante, mas ao contrario, do tipo:

O logaritmo do quociente é a subtracdo dos logaritmos.
Vamos verificar?

512 29 9-5 9 5
log2 32 = logz 25 = l0gz2(2°7) = 9-5 = log; (2) — logz(2°) = log,(512) —10g,(32)

log, (53122j = log, (512) — log, (32)

logs (2205468j = og, 21/ 25) = logs (2'1%) = 11~8 = log, (V) — log:(2*) = logs (2048)— log: (256)

109s [ef-,glj = log; (3%/3) = logs (%) = 3-8 = logs (3) — logs(3*) = logs (27)~ logs (6561)
NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DO QUOCIENTE DE DOIS NUMEROS
POSITIVOS E IGUAL A su6tmgdo DOS LOGARITMOS DESSES NUMEROS.
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Usando a propriedade anterior, escreva os logaritmos em forma de subtracéo:

log: (11()22;) = log: (1024)— log, (128) logs (28713} _ log; (81)— logs (243)

logs (%} _ logs (625)— logs (5) 10910 (109?") _ (0g10(1000) — logro (3)

Agora, faca a volta da propriedade, ou seja, transforme a subtracdo em divisdo, escrevendo
em um unico logaritmo:

log> 5109, 3= log> (5/3) logs 10 — logs 2 = logs (10/2) =log> 5

logs20 —logs 5 = logs (20/5) =log, 4 logz 26 — log, 3 = log2 (26/ 3)

ATIVIDADE 3: VAMOS TRABALHAR AGORA COM POTENCIAS:

log,> 8> = 10g2 (8 x8x8x8x8) = log,8 +log,8 + log, 8 + log, 8 + 109, 8 = 5 x log, 8

X
log, 8> = 5xlog, 8

NUMA MESMA BASE, O LOGARITMO DE UMA POTENCIA DE BASE POSITIVA
E IGUAL AO PRODUTO DO EXPOENTE PELO LOGARTIMO DA BASE DA POTENCIA.

Faca 0 mesmo para:

log, 32° = log, (32x 32x 32) = log, 32 + log, 32 + log, 32 = 3 x log, 32

logs 125% = logs (125x 125 ) = logs 125+ logs 125 = 2x logs 125

1
log, 316 = log, 16° = %.Iog2 16

log, /256 = log, 256 1 = 1/3x log> 256

log; V343 = log; 343 /> = 1/2x log; 343
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Fatore o numero em destaque e reescreva o logaritmo, usando a propriedade anterior:

log, (27) = log- (3%) = 3x log> 3 log; (125) = log; (5%) = 3x log; 5

logs (32) = logs (2°) = 5x logs 2 logio (10000) = log1o (10¢) = 4x log10 10
Agora, faca a volta da propriedade:

3 xlogs 2 = logs 2° = logs 8 4 xlog, 3 = log, (3%) = log. (81)

2 xlogs 4 = logs (4%) = logs (16) 5 x logao 2 = log10(2°) = log10 (32)

ATIVIDADE4: AS PROPRIEDADES QUE VIMOS ACIMA SAO VALIDAS PARA LOGARTIMOS DE
MESMA BASE. E QUANDO TEMOS BASES DIFERENTES?

Observe:
10464 = 3 m
6 log, 64
= —> 3=— log, 64 = —=—
log, 64 =6 2—> g, |ng4

log,4=2 U

QUANDO FOR NECESSARIO E POSSIVEL ESCREVER UM LOGARITMO EM UMA OUTRA
BASE QUALQUER.

log, 64 log,,125
log, 64294 |og5]_25:gL
log, 4 log,, 5
Escreva os logaritmos a seguir na base 10:
a) log,81= log,,81 b) log; 243 = log,, 243 ¢) logs 3125 = log,, 3152
0g;,3 log,, 7 log,, 5
Escreva os logaritmos a seguir na base 2:
) logso 32 = (9222 e) logs 128 = 1292129 f) logzo 2 = 2922
log, 10 log, 6 log, 10

Apoés o estudo dessas propriedades, nas proximas atividades, estudaremos o logaritmo como
funcéo.




213

Folha de Atividades 4 resolvida: Para que servem os logaritmos?
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ESCOLA:

NOME: Ne: 1°

ENSINO MEDIO -  DATA: / / PROF:

PARA QUE SERVEM OS LOGARITMOS?

Vimos que o surgimento dos logaritmos estava diretamente relacionado com a simplificagdo de célculos, nos
séc. XVI e XVII, mas hoje com o avango tecnoldgico de calculadoras e computadores, para que servem os logaritmos?

LOGARITMOS E ESCALAS: Essa € uma das aplicagdes do logaritmo.

Represente graficamente a situacéo descrita pela tabela abaixo:

Conjunto N° Faca aqui o seu grafico.
Um grupo de amigos 10
Formandos de uma escola 100
Estudantes de uma escola 1000
Pessoas de uma pequena cidade | 10 000 aqui o estudante deve fazer a representacdo
Habitantes de uma cidade 100 000 que achar mais conveniente
Habitantes de uma regido urbana 1 000 000
Habitantes de um pequeno pais 10 000 000
Habitantes de um pais 100 000 000

Que tipo de representagéo vocé usou? Gridfico de linha ou grdfico de barras ou grifico de setores, etc.
Tentou outras? Resposta pessoal.

Na sua representacdo, os nimeros da 22 coluna estdo numa escala proporcional? 7do

Viu como é dificil representar graficamente certos fendbmenos? Por isso, as vezes, é utilizada a escala
logaritmica. O logaritmo diminui bastante o nimero. Por exemplo, log (1 000 000) = 6.

Vejamos outra vez a tabela acima, mas com uma coluna a mais. Usando agora a terceira coluna
podemaos fazer um grafico de barras:

Conjunto N° Logaritmos
Amigos 10 log1l0= 1
Formandos 100 log100= 2
Escola 1 000 log 1000 = 3
Pequena cidade 10 000 log10000= 4
Cidade 100 000 log 10000= 5
Regido urbana 1 000 000 log1000000= 6
Pequeno pais 10 000 000 log 10000000 = 7
Pais 100 000 000 | log 100 000 000 = 8
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Com isso temos um exemplo de um gréafico de barras na escala logaritmica.

Vocé ja conhece a tabela que gerou esse grafico. Analisando o grafico responda:

a) Quando aumentarmos uma unidade na escala logaritmica, esse aumento é equivalente a que aumento real?

Dez vezes mais.

b) O grafico na escala logaritmica tem vantagens e desvantagens. Quais séo elas?

Essa resposta é pessoal.

Uma das respostas pode ser: a vantagem é a facilidade de representar graficamente a situagdo e

a desvantagem ¢ que a escala utilizada ndo é real.

VEJAMOS UM EXEMPLO DE GRAFICO CARTESIANO NA ESCALA LOGARITMICA:

Eixo em escala
logaritmica

Veja como a escala logaritmica ajudou na construcao do grafico. No eixo horizontal, que representa a idade em

N°PESSOAS

iNDICE DE MORTALIDADE POR
DOENCAS DO CORACAO NOS E.U.A.

100000

10000

1000

100

10

1 4

EM 1960.

IDADE (em anos)

Fonte: Strehler, B.L.: Time, cells, and aging. (1963) (Simplificado) (apud BATSCHELET)
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anos dos pacientes, a escala é real com espagamento igual de 10 em 10 anos. No eixo vertical as linhas estao

igualmente espacadas, mas representam valores exponenciais. Portanto, no gréafico, a altura de uma linha é o logaritmo

do nimero que ela representa. Assim o valor 1000 esta na terceira linha, pois log 1000 = 3.



LOGARITMOS E TERREMOTOS:
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Belos e draméticos. Assim costumam ser
considerados quase todos os fendmenos da
natureza de grande magnitude. Maremotos,
furacbes, tempestades, erupgfes vulcanicas e
terremotos, dentre  outros, sempre  nos
impressionam, tanto pelo espetaculo visual
guanto pelo poder de destruigéo.

Vocé pode estar se perguntando o que o0s
logaritmos tém a ver com terremotos. Sempre
gue acontece um terremoto, uma das primeiras
informagdes contidas no noticiario € “quantos

graus” teve aquele tremor.

O terremoto que aconteceu na Indonésia, em Novembro de 2008 teve 7,3 graus na escala Richter. O terremoto

ocorrido no Japéo, em Dezembro de 2008, teve 6,3 graus na escala Richter. Mas o que significa e como funciona esta

escala? Ela serve para registrar a intensidade dos tremores de terra.

Um terremoto de pequena proporgdo, que ndo é nem mesmo percebido, pode liberar por volta de 1 trilhdo de

ergs. (Um erg é a unidade de medida de energia no sistema CGS e equivale a 107 Joules).

Devido aos altos valores envolvidos na medi¢do de terremotos, usa-se uma
escala logaritmica para representa-la, chamada Escala Richter.

A escala Ritchter foi criada por dois sismélogos americanos, Charles
Francis Richter e Beno Gutenberg, em 1935. Com o passar do tempo,
entretanto, apenas o sobrenome de Charles ficou conhecido na definicdo da

escala.

Charles Richter

Abaixo temos uma tabela que indica alguns dos terremotos conhecidos:

Magnitude do terremoto na
Local do Terremoto Data escala Richter (R)
Lisboa, Portugal 1755 9,0 (estimado)
Sao Francisco, EUA 1906 8,0 (estimado)
Valdivia, Chile 1960 9,5
Peru 1970 7,7
Cidade do México 1985 8,0
Ird 1990 7,3
india 2001 7,9
Oceano indico 2004 9,3
Indonésia 2006 6,2
China 2008 8,0
México 2009 7,4

Beno Gutenberg

Existem férmulas diferentes para se calcular a magnitude na escala Richter. Cada uma das férmulas nos dé a
energia liberada em unidades diferentes: ergs, joule, kWh, etc. Uma delas é: log E = 11,8 + 1,5R, onde E é a

energia liberada (em ergs) e R a magnitude da escala Richter.



a) Observe como calculamos a energia liberada por
um terremoto de magnitude 1,0 na escala Richter.

logE=11,8+15.1
logE=11,8+15
log E =13,3

10%°=E

Logo a energia liberada por um terremoto de 1 ponto
na escala Richter é de 10™** ergs.
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b) Calcule agora, a energia liberada por um terremoto de
magnitude 2, 0 na escala Richter.

log E=11,8 +1,5.2
logE=11,8+3
log E = 14,8

1048 =E

Logo a energia liberada por um terremoto de 1
ponto na escala Richter é de 10'4¢ ergs.

c) Calcule agora, a energia liberada por um terremoto de
magnitude 3, 0 na escala Richter.

logE=11,8+15.3
logE=11,8+45
log E =16,3

10163 =E

Logo a energia liberada por um terremoto de 1
ponto na escala Richter é de 10'%° ergs.

d) Aumentando em uma unidade a magnitude do
terremoto, por quanto fica multiplicada a energia liberada?
(Para isso calcule a razéo entre o item b e o item a.)

.8
_1(0)1:3 = 1014,8—13,3
=101 = 31,6

Aumentando em uma unidade a magnitude do
terremoto, a quantia de energia [liberada fica
multiplicada por 31,6 aproximadamente.

e) Calcule a energia liberada no terremoto ocorrido no
Chile em 1960.

log E=11,8+15.95
logE =11, 8+ 14,25
log E = 26,05
102605 = E

A energia liberada no terremoto do
Chile, ocorrido em 1960, foi de 10 26% erys.

f) A wusina de Itaipu produziu em 2008, aproximada-
mente 9,5 x 10° MWh de energia. Supondo que essa
producdo seja constante a partir dessa data, calcule
guantos anos essa usina precisa gerar energia para que
se equipare a energia liberada no terremoto do Chile de
1960. Dado: 1 erg = 2,778 x 10 " MWh.

O E— 2,778x 1017 MWh

x=102605 x 2,778 x 10-17
x=311 x 10° MWh.

Como a usina produz 9,5 x 107 MWh de energia
ao ano, fazendo a comparagdo, temos:

3,11 X 10° MWh = 3,2x 10 = 32 anos
9,5 x10" MWh aproximadamente




LOGARITMOS E ACIDEZ:

Para caracterizar a acidez de um liquido, usa-se um

hidrogenidnico), determinado pela presenca de hidrénios H;O". A agua tem fons H" livres, s&o

poucos, mas existem, cerca de 1 fon-grama para cada 10 |

dizemos que o pH da agua € 7. No suco de limdo existem mais ions que na agua, 1 ion-grama

para cada 10° litros, a razdo é 1/10°. Assim o pH do suco de lim&o é 2. Observe que quanto
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indicador chamado de pH (potencial

itros, ou seja a razéo é 1/107. Assim

maior é a concentragdo de hidrénios, mais acida € a substancia.

O pH d& uma idéia da quantidade de fons H* que se

unidade de volume.

encontram livres na substancia, indicando a quantidade por

Para medir a acidez de substancias € mais pratico considerar uma escala logaritmica.

O pH é definido por pH = - log [H;0"] , sendo [H;0'] a quantidade de ion-grama por litro. Por definicdo, o pH
igual a 7 é considerado neutro, de 0 a 7, &cido e de 7 a 14, basico.

Abaixo temos o pH de algumas substancias:

Acido (maior concentracéo de hidrénios)

Substéancia pH -\
Suco de liméo
Suco de tomate
Leite 6,9
Agua 7
Leite de magnésia 10 A4

a) Com base nas informacdes do texto acima responda: se
um liquido tem 1 fon-grama H" para cada 1000 litros, qual
0 seu pH?

Se um liquido tem 1 fon-grama H* para cada
1000 litros, seu pH é 3.

BAasico (menor concentracéo de hidrdnios)

b) O que significa dizer que uma substancia tem pH igual
a9?

Significa dizer que sua concentragdo é de 1 ion
grama de H* para cada 1 000 000 000 [itros da
substancia. E seu pH ¢ bdsico.

c) O suco de laranja tem concentragéo de hidronios [H;0"]
10 vezes menor que o suco de limdo. Qual é o pH da
laranja?

Como o pH do limdo ¢é 2, isso significa que sua
concentragdo ¢ de 1 ion grama de H* para cada 100
litros de suco. Se a laranja tem a concentragdo 10
vezes menor, ela tem 1 ion grama de H* para cada
1000 fitros de suco, assim seu pH é 3.

d) O café preto tem concentragéo de hidronios [Hs0] 100
vezes maior do que a agua pura. Qual é seu pH?

O ph da dgua, de acordo com a tabela acima é 7.
Se o ph do café é 100 vezes maior que o da dgua pura,
sua concentragdo é de 1 ion grama de H* para cada
100 000 litros de café e seu pH é 5.
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LOGARITMOS E FUNCOES:

Ao se estudar fenémenos fisicos, quimicos ou bioldgicos, temos muitas vezes a presenc¢a dos logaritmos como

modelo de certas situa¢des. Vejamos uma delas:

A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina a producao de
madeira evolui, desde que a muda é plantada (t = 0), segundo o0 seguinte modelo

matematico: h(t) =1,5+logs (t + 1), com h(t) em metros e t em anos.

a) No momento em que a muda é plantada, qual é a sua altura?

No momento em que a muda é plantada, o tempo é zero, dai:
h(t)=1,5+log; (0 + 1)
h(t)= 1,5+ logs (1)
f(t)=1,5+0
ht)=1,5

Logo, a altura da drvore no momento em que a muda é plantada é de 1,5 m.

b) Transcorridos 26 anos, qual sera a altura de uma dessas arvores?

Transcorridos 26 anos, temos:
fit)= 1,5+ logs (26 + 1)

ft) = 1,5 + logs (27)
ft)=1,5+3
ft)=4,5

Logo, a altura da drvore apds 6 anos serd de 4,5 m.

c) Se uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura, calcule o tempo transcorrido
(em anos) do momento da plantacéo até o corte.

Se a drvore for cortada quando seu tronco tiver 3,5 m de altura, teremos:
3,5=1,5+ogs (t+1)
35-1,5=logs (t+1)

2,0= logs (t+1)

F¥=t+1—>8=t

Logo, terdo se passado 8 anos desde o plantio da muda.





