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Resumo

O processo de captura-recaptura, amplamente utilizado na estimacao do nimero de
elementos de uma populacao de animais, é também aplicado a outras areas do conhe-
cimento como Epidemiologia, Linguistica, Confiabilidade de Software, Ecologia, entre
outras. Uma das primeiras aplicagoes deste método foi feita por Laplace em 1783, com
0 objetivo de estimar o nimero de habitantes da Franca. Posteriormente, Carl G. J.
Petersen em 1889 e Lincoln em 1930 utilizaram o mesmo estimador no contexto de po-
pulacoes de animais. Este estimador ficou conhecido na literatura como o estimador de
“Lincoln-Petersen”. Em meados do século XX muitos pesquisadores se dedicaram a for-
mulacao de modelos estatisticos adequados a estimagao do tamanho populacional, o que
causou um aumento substancial da quantidade de trabalhos teéricos e aplicados sobre o
tema. Os modelos de captura-recaptura sao construidos sob certas hipoteses relativas a
populagao, ao processo de amostragem e as condi¢oes experimentais. A principal hipotese
que diferencia os modelos diz respeito & mudanca do niumero de individuos da popula-
¢ao durante o periodo do experimento. Os modelos que permitem que haja nascimentos,
mortes ou migracao sao chamados de modelos para popula¢ao aberta, enquanto que os
modelos em que tais eventos nao sao permitidos sao chamados de modelos para popula-
¢cao fechada. Neste trabalho, o objetivo é caracterizar o comportamento de fungoes de
verossimilhanca obtidas por meio da utilizacao de métodos de eliminacao de parametros
perturbadores, no caso de modelos para populacao fechada. Baseado nestas funcoes de
verossimilhanca, discutimos métodos de estimacao pontual e intervalar para o tamanho
populacional. Os métodos de estimacao sao ilustrados através de um conjunto de dados
reais e suas propriedades frequentistas sao analisadas via simulacao de Monte Carlo.

Palavras-chave: Captura-recaptura. Eliminacao de parametros perturbadores. Esti-
macao de méxima verossimilhanca. Intervalos de confianca. Funcao de verossimilhanca
condicional. Funcao de verossimilhanca integrada. Fungao de verossimilhanca perfilada.
Populacao fechada. Tamanho populacional.



Abstract

The capture-recapture process, largely used in the estimation of the number of ele-
ments of animal population, is also applied to other branches of knowledge like Epidemio-
logy, Linguistics, Software reliability, Ecology, among others. One of the first applications
of this method was done by Laplace in 1783, with aim at estimate the number of inha-
bitants of France. Later, Carl G. J. Petersen in 1889 and Lincoln in 1930 applied the
same estimator in the context of animal populations. This estimator has being known in
literature as “Lincoln-Petersen” estimator. In the mid-twentieth century several resear-
chers dedicated themselves to the formulation of statistical models appropriated for the
estimation of population size, which caused a substantial increase in the amount of theo-
retical and applied works on the subject. The capture-recapture models are constructed
under certain assumptions relating to the population, the sampling procedure and the
experimental conditions. The main assumption that distinguishes models concerns the
change in the number of individuals in the population during the period of the experi-
ment. Models that allow for births, deaths or migration are called open population models,
while models that does not allow for these events to occur are called closed population
models. In this work, the goal is to characterize likelihood functions obtained by applying
methods of elimination of nuissance parameters in the case of closed population models.
Based on these likelihood functions, we discuss methods for point and interval estimation
of the population size. The estimation methods are illustrated on a real data-set and their
frequentist properties are analised via Monte Carlo simulation.

Keywords: Capture-recapture. Closed population. Conditional likelihood function.
Confidence intervals. Elimination of nuisance parameters. Integrated likelihood func-
tion. Maximum likelihood estimation. Profile likelihood function. Population size.
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1 Introducao

O processo de amostragem conhecido como captura-recaptura é frequentemente usado
na estimacao do nimero de individuos em uma dada regiao. Este processo consiste na
selecao de um nimero fixo ou aleatério de individuos em diferentes épocas ou ocasioes
de amostragem. Na primeira época de amostragem, os individuos selecionados sao todos
marcados, contados e devolvidos a populacdo. Apds um periodo de tempo que permita
aos individuos marcados se misturarem aos nao marcados na populacao, uma segunda
amostra é selecionada na qual conta-se o niimero de individuos com e sem marcas, marca-
se 0s (ue ainda nao possuem marca e todos os individuos sao devolvidos a populacao. O

procedimento é repetido até se atingir um nimero fixado de épocas de amostragem.

Uma das primeiras aplicagoes do método de captura-recaptura foi feita por Laplace
(1783) para estimar o tamanho da populagao da Franca. Mais tarde, [Petersen| (1896)
aplicou o método para estudar o fluxo migratorio de peixes no mar Béltico e, indepen-
dentemente, [Lincoln| (1930) aplicou o mesmo método na estimagao do ntimero de patos
selvagens na América do Norte. O método utilzado por estes pesquisadores baseia-se em
um experimento com duas épocas de amostragem e o estimador pontual utilizado para
estimar o tamanho populacional ficou conhecido como estimador de “Lincoln-Petersen”.
Este estimador é obtido ao se igualar a propor¢ao de individuos marcados na segunda
amostra com a proporcao de individuos marcados na populacao imediatamente antes da

segunda selecao.

A partir da década de 1950 foram publicados varios artigos cientificos relevantes sobre
o tema entre eles Chapman| (1954), Darroch (1958), Darroch| (1959), [Seber; (1965), |Jolly
(1965) e Cormack| (1968). Atualmente, os métodos de captura-recaptura tem aplicagoes
nas mais diferentes areas do conhecimento tais como Confiabilidade de Software (NAYAK,
1988, [BASU; EBRAHIMI, 2001), Epidemiologia (SEBER; HUAKAU; SIMMONS, 2000; [LEE
et al., 2001; |CHAO et al., 2001; [LEE, 2002)), Linguistica (BOENDER; RINOOY KAN| |1987;
THISTED; EFRON, [1987) entre outras. Na literatura é possivel encontrar varias revisoes dos

diferentes modelos e aplicagbes do processo de captura-recaptura (SEBER) [1982; SEBER,



1986; [SEBER), [1992; [SCHWARZ; SEBER| [1999; WHITE; GARROT, [1990; POLLOCK], [1991;
POLLOCK], [2000}; [CHAO| 2001; [AMSTRUP; MCDONALD; MANLY, 2003).

Os modelos estatisticos para estimacao do tamanho populacional a partir do processo
de captura-recaptura distinguem-se entre si, principalmente, pelas suposi¢oes adotadas.
A suposicao basica que diferencia os modelos é a de que a populacao é fechada, isto €,
o numero de individuos nao se altera durante o processo de amostragem, nao havendo
portanto migracao, mortes ou nascimentos. Quando esta suposicao nao é satisfeita, di-
zemos que a populacao é aberta. Outras suposi¢oes usualmente adotadas pelos modelos
mais restritivos sdo: (i) os individuos ndo perdem suas marcas durante o experimento;
(ii) todas as marcas sao observadas e registradas corretamente; (iii) os individuos tem a
mesma probabilidade de serem capturados em qualquer época de amostragem, isto é, o
processo de captura e marcagao nao altera as probabilidades de captura. Otis et al.| (1978))
discute 8 modelos para populacao fechada em que a suposicgao (iii) é flexibilizada, combi-
nando trés tipos de variacao para as probabilidades de captura: (1) as probabilidades de
captura variam de acordo com a época de amostragem; (2) a probabilidade de captura de
um individuo se altera quando este individuo ja foi capturado; (3) as probabilidades de

capturam variam de individuo para individuo.

Para muitos modelos de captura-recaptura, o interesse principal reside na estimacao
do tamanho populacional. Assim, as probabilidades de captura tornam-se parametros
perturbadores ou nuisance, mas que sao imprescindiveis na construcao dos modelos pro-
babilisticos. Neste contexto, o estudo de funcoes de verossimilhanca que dependam apenas
do parametro de interesse torna-se importante. O uso de métodos para eliminacao de pa-
rametros perturbadores sao amplamente discutidos na literatura estatistica (COX, 1975;

BERGER; LISEO; WOLPERT, [1999; BASU, 1977).

Neste trabalho, realizamos um estudo das fun¢oes de verossimilhanca perfilada, condi-
cional, integrada uniforme e integrada de Jeffreys no contexto de um modelo de captura-
recaptura para estimacao do tamanho populacional. Apresentamos resultados que carac-
terizam o comportamento destas funcoes de verossimilhanca, permitindo assim a deriva-
cao de expressoes para os estimadores de maxima verossimilhanca e de métodos para a
construcao de intervalos de confianca baseados somente nas funcoes de verossimilhanca.
Os métodos sao ilustrados para um conjunto de dados reais amplamente discutido na
literatura. As propriedades frequentistas dos estimadores pontuais e intervalares serao

comparadas a partir de um estudo de simulacao.



2 Modelo Bimom:al

Neste capitulo discutimos como os diferentes métodos de eliminacao de parametros
perturbadores (nuisance) considerados no Capitulo 1 podem ser usados na obtengao de
estimativas pontuais e intervalares para o tamanho populacional, considerando um modelo

de captura-recaptura com marcacao para uma populacao fechada.

2.1 Modelo Estatistico

Consideremos um processo de captura-recaptura em que os individuos sao seleciona-
dos da populagao em k ocasioes de amostragem, £ > 2. Em cada ocasiao conta-se o
namero de individuos recapturados (ja possuem marca) e o numero total de individuos,
efetua-se a marcagao dos individuos sem marca e todos os individuos sao devolvidos a
populacao. Uma proxima captura é realizada apds permitir que os individuos marcados

e nao marcados se distribuam na populacgao.

Denotemos por N o nimero de individuos na populagao. Suponhamos que, em cada
ocasiao, um individuo seja capturado independentemente e com a mesma probabilidade
dos demais e que as ocasioes de captura sejam independentes entre si, isto é, o fato de
um individuo ser capturado ou nao em uma ocasiao nao influencia na probabilidade de

captura em outra ocasiao.

Neste contexto, denotemos por

p; a probabilidade de um individuo ser capturado na i-ésima ocasiao;
e n,; o nimero total de individuos capturados na i-ésima ocasiao;

e m; o nimero de individuos recapturados na i-ésima ocasiao (m; = 0);

i—1
M; = > (nj—m;) o namero de individuos distintos marcados presentes na populagao
J=1

imediatamente antes da i-ésima captura (M; = 0);



k
o r = M1 = > (n; —m;) o nimero de individuos distintos capturados durante o
J=1
Processo;

parai=1,..., k.

Portanto, dado o vetor de parametros § = (N, p), onde N é o parametro de interesse

ep = (pi1,-..,pr) 0 vetor de parametros nuisance, a distribuicdo de probabilidades dos
dados amostrais n = (ny,...,n,) e m = (mq,...,my) é dada por
Pe{m m} = Pa{n17m1}P9{n2,m2\n1,m1} T Pe{nk, my|ny, my;ng, ma; ... ;nkfhmkfl}

N — M, n;—m; —M;—n;+m; M; m; i — 1M
— H ( o )pl 1(1 _pz)N M; i+ z( >pl 1(1 _pl)Mz i
i=1 n; m; my;

= li (Z) X 11 (g N Z)pl (1—p)7m (2.1)

)

Como M;, 1 = M; +n; —m; parat=1,..., k, entao
ﬁ(N—MZ)_ﬁ (N — M)l
o1 \Th = T i1 (ng — m))(N — M; — n; +m;)!
R SN 1)
- 11 (i — ma)! 23 (N = Myyy)!
= [ﬁ ! ] X ak : (2.2)
-1 (g —my)! (N —r)!

Substituindo a relacao (2.2) em (2.1), segue que a fungao de verossimilhanca de 6 =
(N, p) é dada por

L(Nv p) = PG{n7 m}

M;! N n N
- {Emi!(%—mi)!(m—mi)& <y L=y 23)

N>r,0<p<li=1,....Fk

Portanto, o niicleo da fungao de verossimilhanca é dado por

K(N.P) = i Hp (1 —p)N 7, (2.4)
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e seu logaritmo dado por

k k
log (K(N, p)) = log (N!) —log ((N — 7‘)!) + an log(p;) + Z(N —n;)log(1 — pi),

=1

(2.5)
N>r,0<p<li=1,....k

Salientamos que o nicleo da fungao de verossimilhanga (2.4)) depende dos dados amos-

trais somente através de n e r, isto é, (n,r) € uma estatistica suficiente para (N, p).

2.2 Funcoes de Verossimilhanca

Nesta secao vamos aplicar os métodos de eliminagao de parametros perturbadores dis-
cutidos no Capitulo 1 a funcao de verossimilhanca (2.3) e obter fungdes de verossimilhanca

que dependem exclusivamente do parametro de interesse V.

2.2.1 Funcao de Verossimilhanca Perfilada

A funcao de verossimilhanca perfilada de NV é obtida a partir da expressao da funcao de
verossilhanca substituindo-se o vetor de parametros p por sua estimativa de maxima
verossimilhanca para cada NV fixado. Entao, a funcao de verossimilhanca perfilada é obtida
como

LP(N)= sup L(N,p)
p<(0,1]*
= L(N,B(N))
x K (N ,P(N )),

onde p(N) é o ponto de maximo de L(N,p) para cada N > r, N fixado.

A partir de (2.5)) segue que

dlog (K (N, i N —n,
og (K ( p)):”___”:(], i=1,... k
Di Di I —p;

o que implica
B(N) = (@ %) N> (2.6)

Substituindo (2.6)) em (2.4)), segue que o nicleo da fungao de verossimilhanga perfilada
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é dado por

KP(N) = — H(N_]?]Z‘V)N_m, N> (2.7)

2.2.2 Funcao de Verossimilhanga Condicional

A funcao de verossimilhanca condicional é obtida a partir da fatoracao da funcao de
verossimilhanga (2.3) como

L(N,p) = L°(N) x L'(N, p),

onde L°(N) é a fun¢do de verossimilhanca correspondente a distribui¢ao de probabilidades

condicional de m = (mq,mo, ..., my), dado n = (ny,ng,...,ng), e L'(N,p) a funcao de
verossimilhanga correspondente a distribuicao de probabilidades de (nq,no, ..., ny) dados
N e p.

Entao, segue que L'(N,p) é dada por

L'(N,p) = Po{nq,...,ny}
k
N
= (1 — p; )V
g(nl)pz( pi) M,

N > max{ny,ng,...,ngt, 0 <p; <1,i=1,... k e segue de (2.3) que L'(N) & dada por

L/(N) = Pg{ml, R ,mk]nl, ce ,nk}
_ P@{mlanl;"';mk‘ank}
Pg{nl,...,nk}
M, N! k
) 1— ;

(2.8)

N >r.

Portanto, segue de (2.8]) que o nucleo da funcdo de verossimilhanga condicional é dado

por

KON) = 2V I1 W=m)t s, (2.9)
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2.2.3 Funcao de Verossimilhanca Integrada Uniforme

Com o objetivo de eliminar o parametro nuisance p, suponhamos que, dado N,
p1,--.,Dr Sejam variaveis aleatorias independentes com mesma distribuicao Uniforme
(0,1). Assim, a funcao de verossimilhanca integrada uniforme é obtida a partir da in-

tegracao da fungao de verossimilhanca (2.3)), isto é,

1
/ pri(1 — pi)Ndp;

N! ﬁ T'(n; + HI(N — n; + 1)

(N =r)l 3 ['(N +2)
NI 5 (N = n)!
x (N—r)‘H ~Nrno VT

Portanto, o niicleo da funcao de verossimilhanca integrada uniforme é dado por

k
KY(N) 5 H - "1 N> (2.10)

2.2.4 Funcao de Verossimilhanca Integrada de Jeffreys

Novamente, vamos considerar a eliminacao do parametro nuisance p via integragao.
Suponhamos que, dado N, p seja um vetor aleatorio com distribuicao de Jeffreys 77 (p|N).
A funcao densidade de probabilidade de Jeffreys é definida como sendo proporcional a raiz

quadrada do determinante da matriz de informagao esperada de Fisher Iy(p) (supondo

B dlog L(N, p)
In(p) = ( E {_ W})kxk

x E[_w} ,
apiapj kxk

N conhecido), isto é,



A partir de (2.5)), temos que

dlogK(N,p) | © se i 7 J,
Op;Op;

, sel=],
pi(1 —pj)?

o que implica

0 sei#j
log L(N ’ ;
E[_—aog ( ’p)}: N 1<ij<k.
OpiOp;

—, sei—],
pi(1 —p;)

Portanto, a funcao densidade de probabilidade de Jeffreys é dada por

2

7/ (p|N) {det [N(p)l
x H (] o2

zlpz

Portanto, a funcao de verossimilhanca integrada de Jeffreys é dada por

L7 (N) = / L(N, p)r? (p|N)dp
(0,1)k

NI
“w—_;yﬂ / iR = )N 2,

=17

T (i + 1/2 T(N —n; +1/2)
N —T‘H (N +1) ’

N >r.

Logo, o nicleo da fungao de verossimilhanca integrada de Jeffreys é dado por

o = I s

—nj+2njpj—ij2» 1<4,5 <k,

13

(2.11)

(2.12)



14

3 Estimacao de Mdxima
Verossimilhanca e Intervalar

Neste capitulo apresentamos métodos para obtencao das estimativas de maxima ve-
rossimilhanca e para a construcao de intervalos de confianca para o tamanho popula-
cional, baseados nas funcoes de verossimilhanga apresentadas no Capitulo 2] No que
segue vamos Supor que o processo consista em pelo menos duas ocasioes de captura
(k > 2) e que, em cada ocasido, haja pelo menos um individuo capturado. Denotemos
por m = max{ni,...,ng} 0 nimero maximo de individuos capturados em uma mesma
ocasiao € n = ny + --- + ng o numero total de capturas realizadas. Observemos que o

nimero de individuos distintos capturados r é tal que m <r <n.

3.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Nesta secao, apresentamos resultados que caracterizam o comportamento das fun-
¢oes de verossimilhanca do Capitulo 2| além de resultados a respeito da obtengao das

estimativas de maxima verossimilhanca.

3.1.1 Funcao de Verossimilhanca Perfilada

Devido ao carater discreto do parametro de interesse NV, se existir um ponto de ma-
Ximo, (N ,P), do nucleo da funcao de verossimilhanga 1) entdo N maximiza o nicleo
da funcao de verossimilhanca perfilada (2.7)).

~

De fato, suponhamos que (N, p) maximize o nicleo e que, para cada N fixado,
N > r, exista um tnico ponto, p(N), que maximize a fun¢ao hy(p) = K(N,p), p €
[0,1]*. Entao, os possiveis candidatos a ponto de maximo de K (N, p) sdo os pontos do
conjunto {(N,p(N)) : N > r}, o que implica que N éum ponto de maximo do nicleo da

verossimilhanca perfilada (2.7)).
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Portanto, a estimacao de méaxima verossimilhanca do parametro de interesse N a
partir do ntcleo (2.4) é equivalente & obtida a partir do nicleo (2.7)).

Proposigao 3.1. O niicleo da funcao de verossimilhanca perfilada, K¥(N), converge para

0 se m <r <n e converge para exp{—n} ser =n, quando N — oc.

Prova:

A partir de (2.7)) segue que

Como

_ T
J&l_r)noo (1 - N) =1, para todo z real (3.1)

N—oo

N
lim (1 - %) = exp{—=z}, para todo = > 0, (3.2)

entao

0 <

N—oo exp{—n}, ser=n.

Para provar os proximos resultados, vamos utilizar o Lema a seguir.

Lema 3.1. Para qualquer y >0 et € {1,2, ce }, temos

(A)

t—1

log(y +t) —log(y) > ) _

=0

1 .
y+t—i
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1 1
1 £)—1 >

Prova:
Consideremos y > 0, fixado.
(A)

Para provar esta afirmacao basta notar que

Y+t

bg@/+t)—1%ﬂy)=l/médx

Yy

y+11 y+t 1
:/—dx—i—...—i— / —dx
xXr s
Y y+t—1
1 1
y+1 Y+

(B)
Primeiramente, vamos mostrar a afirmacgao para t = 1, isto ¢,
1 1 1
log(y +1) —lo < | —+-).
gy +1) —log(y) 2(y+1 y)

Neste sentido, consideremos a fun¢ao f(z) = 1/z definida para x > 0. Como f ¢é
convexa, o segmento de reta que une os pontos (y, 1/y) e (y +1,1/(y+ 1)) fica acima do
grafico de f no intervalo (y,y + 1), isto &,

! <1+< ! 1)5 0<¢xl
y+& Ty \y+1 y)” '
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Entao,

1
log(y + 1) — log(y) = / %d&
0

Al

e para o caso em que t > 2, observemos que

t

log(y +t) — log(y) = Z [log(y +t+1—1)—log(y+t— 2)}

i=1

Logo, segue de (3.3) que

t
1 1 1
1 ) —1 =
og(y +1t) Og(y)<zl{2(y+t—i+1+y+t—i)}

71 |
t)+izly+t—i+2
t

1
Y
1 1 1
= Sy — =
2(y +t) ;y—l—t—z 2y

Para provar os resultados que seguem, consideramos o logaritmo do nticleo da funcao

de verossimilhanga perfilada (£2.7)), que é dado por
log(K”(N Zlog —1 +Z [ —n; log(N—nl-)—Nlog(N)l, N >r.
A extensao desta funcao para valores reais é dada por
r—1 k
= Z log(z — i) + Z |:($ —n;)log(x —n;) — xlog(x)] : x>, (3.4)
i=0 i=1
onde supomos 0log(0) = 0.

Observemos que a fun¢ao definida em ([3.4)) é continua e derivavel no intervalo (r, c0),
sendo liin f(z) = f(r), isto é, f é continua a direita em r. Portanto, o estudo do compor-
TdTr

tamento de K7 com relacdo ao crescimento ou decrescimento pode ser realizado através
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do estudo do sinal da derivada primeira de f, cuja expressao é dada por

r—1 k
1
/
P =3 D oale ) —loste)], @ (35)
Proposicao 3.2. Se r = m, entdo a funcio K¥ ¢é estritamente decrescente, isto é,

KP(N +1) < KP(N), para todo N > r. Portanto, a estimativa de mdzima verossimi-

[hanc¢a perfilada é NP = m.
Prova:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que m = n;. Para mostrar que K” é
estritamente decrescente ¢ suficiente mostrar, usando a expressao (3.5) com r = ny, que

f'(x) < 0 para todo & > ny, ou seja,

ni1—1 k
1
f(x) = E — - E {log(m —n;) — log(x)| <0, para T > nj. (3.6)
i=0 i=1

Do Lema (A), segue que

ni—1 1
<1 — —
Y < log(a) — log(z — m)
=0
0 que prova o resultado. [ |
Proposicao 3.3. Se r = n, entio a funcio K% ¢é estritamente crescente, isto é,

KP(N +1) > K”(N) para todo N > r. Portanto, a estimativa de mdzima verossi-
malhanca perfilada é NP = +o0.

Prova:

Para mostrar que K7 é estritamente crescente basta mostrar que, usando a expressao

(3.5) com r =n, f'(x) > 0 para todo x > n, ou seja,

n—1 k
f'(z) = Z " 1_2 + Z [1og(x —n;) — log(x)] > 0, x> n,
=0 i=1

ou equivalentemente, basta mostrar que, para k > 2, vale

ni+ng+-+ng—1

Z [log(x) — log(z — ni)] < Y - 1_ - (3.7)

=1 1=0
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para quaisquer ni,ng,...,n, € N* ={1,2,...} e qualquer real x > ny +ng+---+ng. A
relacao (3.7) sera provada por indugao finita sobre k.

Primeiramente, observemos pelo Lema (B) que

1« 1 1
log(z) — log(x — n;) < % + Z =7 2z —n) (3.8)
j=1 t
n;—1
1 \ 1 1
= — 3.9
2x+2x—j+2(x—ni)’ (3:9)

parax >n;, 1= 1,2,..., k.

Supondo k = 2 e, sem perda de generalidade, que ny > ng, segue de (3.8) e (3.9) que

Z [log(m) — log(x —ni)} < % +Z:; . ! - — Q(xinl)

=1

j=1 j=1
1 &1 e
<=+ +)
e A A Sl Rl
= 7

x > ny + ng, o que resulta (3.7) com k = 2.

Agora, suponhamos por indugao que a afirmagao (3.7) valha para k = k', k¥’ > 2. Sob

esta hipotese, provamos que a afirmacao (3.7) vale para k = k' + 1.

Sejam ny,...,ng, g1 pertencentes a N*={1,2,....} ex >ny + -+ ng + npry1.
Como x > nq + - - - + ny, segue da hipotese de inducao, que

K nit+ng+-+ng —1

> [log(x) — log(z — ni)] <

i=1

1
x—7

<.
Il
o
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e pelo Lema (B) segue que

k'+1 K
Z {log(x) —log(x — nz)] = Z {log(x) — log(x — n,)] +log (z) — log (z — ny41)
=1 =1

n1+n2+'-~+nk/—1

T N A 1
< —_ -
Z x—j+zx—j+2(x :L’—nk/+1>

j=0 J=1
ni+ngt-+ng—1 1 "R+l 1
< -+
jz_; I,_j jz_;(x_nl_"'_nkl+1)_j

n1+n2+~~~+nk/+1—1

- Y =

j=0

o que implica (3.7) para k = k' + 1. [ |

Proposicao 3.4. Para m <r < n, definamos

r—1

xozsup{xe (0,1/r]:;1/xj_j <n—r}.

(a) Se zo = 1/r, entdo N? = r;

(b) Se 0 < my < 1/r, entdo N & o ponto de maximo de KP(N) restrito ao conjunto

{r,r+1,...,[1/xo] + 1}.
Prova:

Observemos que K7 (N), dada em (2.7, pode ser escrita como

r—1 . k N—n.;
1 l n; ’
P o 7
i=1

i=1

Consideremos a funcao f definida por

f(z) = g-(z)h(x), 0<z<1/r,
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onde as funcoes g, e h sao definidas por

r—1
gr(x):x"_TH(l—ix), 0<z<1/r
i=1
k
h(x) = H(l — )T 0<ax<l1/r
i=1

0 que implica
] = (g, h = (pV) N >
N =g N N =K 7 , r.

A funcdo g, é continua, estritamente positiva no intervalo (0,1/7), lim,o g,(x) =0 e

existe um ponto xg, 0 < zo < 1/r, tal que ¢g/.(x) > 0se 0 < x < . Com efeito,

r—1 r—1
gi(@) = (n— )" LA —iz) + 23 (=) [~ ia)

i=1 j=1 i#j

r—1 r—1
_ gl [(n —7) H(l —iz) + xZ(_j) H(l — m)} , 0<x<l1/rm
i=1 j=1 i#j
o que implica
r—1 r—1

g;(x)>0<:>x2_:jH(1—ix)<(n—r)

=1 i#j i=1 j=1

r—1 ;

Observemos que a funcao g(x) = J - é estritamente crescente em (0,1/r| e
1/

j=14/T—17J

lim, 0 g(z) = 0. Entao, ¢.(z) > 0, se e somente, 0 < z < zy, onde

xozsup{ase (0,1/r]:§1/xj_j <n—r}.

j=1
Notemos que zg = 1/r se e somente se ¢(1/r) < n —r.

Por outro lado, a fungdo h é continua, positiva e estritamente crescente no intervalo
(0,1/r] e lim, o h(x) = e~ ™. Para mostrar que h(x) é estritamente crescente basta mostrar

que log(h(z)) é crescente em (0,1/r]. Neste sentido, para 0 < z < 1/r

k

log(h(z)) =) (1 Jx — n) log(1 — n;z),

i=1
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o que implica

onde a ultima desigualdade segue de e™¥ > 1 — y para y real.

Pelas consideragoes feitas acima, concluimos que f(x) é estritamente crescente no

intervalo (0, zg), pois f'(z) = g.(z)h(z) + g,(x)h'(x) > 0, para 0 < x < x¢, 0 que implica

1 1
Logo, se o = 1/r, entao NP = r, 0 que prova o item (a). Se 0 < zy < 1/r, entao
NP & o ponto de maximo de KP(N) restrito ao conjunto {r,r +1,...,[1/zo] + 1}, o que
prova o item (b). |

3.1.2 Funcao de Verossimilhanca Condicional

Proposi¢ao 3.5. O niicleo da fungio de verossimilhanga condicional, K¢(N), converge

para O se r < n e converge para 1 se r =n, quando N — oo.

Prova:

A partir de (2.9) segue que

KC(N):N(N—l)u-(N—r—i—l)ﬁ

para N > r.

Logo, do fato

segue o resultado. [ |
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No que segue, vamos considerar a razao
KC(N+1)  (N+1) ﬁNH—m
K¢(N)  (N+1-7) 21 N+1

-1 k
r n;
=11- 1-— N >r. 3.10
{ N+J 11( N+1)’ =" (3.10)

1=

Proposicao 3.6. Se r = m, entio a funcio K€ € estritamente decrescente, isto é,
KC¢(N + 1) < KC(N), para todo N > r. Portanto, a estimativa de mdzima verossi-

milhanca condicional é N¢ = m.
Prova:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que m = n;. Entao, substituindo r por n,

em ([3.10), segue que

KCN+1 ﬁ(

o que implica resultado. [ |

) <1, para todo N > r,

Para provar o proximo resultado utilizamos o seguinte lema.
Lema 3.2. Para todo inteiro k > 2 e quaisquer reais Ty, ...,xy tais que 0 < x; < 1,
k k
1<i<k, temos [[(1—a;) >1— > x;

i=1 i=1

Prova:

Para provar este resultado utilizamos inducao finita sobre & > 2.

Para k = 2, temos que

(1 —.1'1)(1 —{,EQ) =1 — X1 — T2 + T1X9

>1—x1 — 29,

e portanto vale o resultado para k = 2.



Suponhamos agora que a tese valha para k > 2, isto é,
k k
i=1 i=1

Entao,

k k

=1—E mi_xk+1‘|’$k+1§ T
i=1 =1
k1

>1— ZZEZ‘,
=1

o que prova o resultado.
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Proposicao 3.7. Se r = n, entdo a funcio K¢ € estritamente crescente, isto é,

KC¢(N + 1) > K¢(N) para todo N > r. Portanto, a estimativa de mdzima verossimi-

lhanca condicional é N¢ = co.
Prova:

A partir do Lema [3.2] temos que

k
n; n
1-— >1-— , N>r,
11( N+1) N+1 ="

0 que permite concluir

KC¢(N +1)
Ke(N) ~

Para demonstrar o proximo resultado, vamos definir a fungao

k
fol@) =0 =ra) " [[A = niz),  0<z<1/r
1=1

(3.11)
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Observemos que, de acordo com (3.10)), f, satisfaz a seguinte relagao

1 KC(N +1)
f<N—+1) = “ReN) N >r. (3.12)

Para estudar o crescimento (decrescimento) de K¢ necessitamos determinar os valores
de N para os quais ocorre K°(N + 1) > K¢(N), K¢(N +1) = K¢(N) ou K¢(N +1) <
KC(N). A partir de , segue que para realizar este estudo é suficiente determinar
para quais valores de x no intervalo (0,1/r) ocorre f.(z) < 1, f.(x) = 1 ou f.(x) > 1.
No entanto, antes de analisar f,, serd 1til considerar o seguinte resultado a respeito de

funcoes concavas.

Lema 3.3. Seja f : R — R (R € o conjunto dos nimeros reais) uma funcdo continua.
Se f for concava no intervalo [a,b], f(a) >0 e f(b) <0, entao existe um unico ponto xo,
a < x9<btal que f(zg) =0, f(z) >0sea<x<z9e flxr) <0 sexy<ax<b Sob

estas condicoes, xo € Unico.
Prova:

Pela continuidade da funcao f, segue que existe zg, a < g < b, tal que

Pela concavidade de f no intervalo [a,b], temos que o grafico da fun¢do f entre

quaisquer y; € ¥z, @ < y; < y2 < b, nao tem nenhum ponto localizado abaixo do segmento

de reta que une os pontos (yl, f(yl)) e (yg, f(yg)), ou seja,

f(yl + a(yz — y1)) > fy) + Oé[f(yz) - f(y1)], (3.13)
para todo 0 < av < 1.
Logo, tomando y; = a € y» = ¢ em (3.13), temos que
fla+a(zg—a)) > f(a) — af(a)
= (1—a)f(a)

> (0, paratodo0<a<l,

o que implica

f(z) >0, para todo a < x < .
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Para xy < x < b devemos ter f(z) < 0. De fato, suponhamos que f(z) > 0 para
algum 2o < z < b. Entao, segue de (3.13) com y; = a e yo = = que

fla+a(z—a)) > fla) + a[f(z) — f(a)]
= (1—a)f(a) + af(z)

> 0,

para todo 0 < a < 1 e para a = (xo — a)/(m — a) temos f(xo) > 0, o que é absurdo. W

Lema 3.4. Para m < r < n, eziste o, 0 < xg < 1/r, tal que f.(x9) = 1, fr(z) <1 se

O<z<zgefle)>1sexg<z<l/r
Prova:

Observemos que, definindo

@) =TI(1—ma), ze€R e
he(x) = 11:1— re, z € R,
temos
fi(z) = 5}8), 0<z<1/r

k k
g'(x) = (=) [ (1 = nya),
i=1 j=1
i
k k k
g"(@) = (=n) Y (=ny) [T —n.)
i=1 j=1 s=1.
i s7#i,]
ko k k
DI ) (R
i=1 j=1 s=1.
i s#i,]
ecomo 1l —mn;z>0para 0 <z <1/r,i=1,...,n, temos
g(x) <0, para todo 0 <z < 1/r,

g"(x) >0, para todo 0 < z < 1/r.
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Portanto, as funcoes g, ¢’ e ¢” sdo funcdes continuas e ¢g também é estritamente
decrescente e convexa no intervalo [0,1/r], com ¢g(0) = 1 e g(1/r) > 0. Por outro lado,
a funcdo h, ¢ linear e estritamente decrescente no intervalo [0,1/r] com h,.(0) = 1 e
h.(1/r) = 0. A Figura|l]ilustra o comportamento das funcoes g e h, no intervalo [0, 1/7]
e, a partir da observacao deste grafico, podemos concluir que deve existir um tinico ponto
xg, 0 < xg < 1/r tal que g(zo) = h.(z9), g(x) < h.(z) se 0 < x < xg e g(x) > h.(z) se
o < x < 1/r, o que implica a tese. Uma justificativa formal para estas conclusoes é dada

a seguir.

Figura 1. Gréaficos das fung¢des g e h, no intervalo [0,1/r].

Definamos a diferenca d,.(z) = h,.(x) — g(z), v € R. Entao, as fungoes d,, d.. e d!
sdo continuas na reta R. Além disso, d,. ¢ uma fun¢ao céncava no intervalo [0, 1/r], pois

dl(x) =hl!(z) — g!/(x) = —g/(x) < 0 para todo 0 <z < 1/r.

Notemos também que
k
d,(0) = h(0) = g'(0) = —r+ > n; >0,
i=1

o que implica, pela continuidade de d,, que existe 0 < § < 1/r tal que d(z) > 0 para
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todo 0 <z < 4. Como d,(0) = 0, segue pelo Teorema do Valor Médio que

d,(x) >0, para todo 0 < z < 4. (3.14)

Observemos também que d,.(§) > 0 e d.(1/r) = h.(1/r) — g(1/r) = —g(1/r) < 0.
Logo, pelo Lema aplicado & fungao d, no intervalo [0,1/r] e por (3.14), segue que
existe 0 < zy < 1/r tal que

d.(z) >0, sel<z <,
d.(xr) =0, sex=umx,

d.(z) <0, sexo<x<1/r,

o que implica

g(x) < hy(x), sel <z < xg,
g(x) = h.(x), sex =z,
g(x) > h.(x), sexqg<z<l1/r,
e o resultado segue. |

Portanto, segue do Lema [3.4] que, para m < r < n, podemos definir 9,, como sendo o

menor nimero inteiro positivo t tal que

1
fr(rﬂ) <1, (3.15)

ou seja,

k
5, = min {t e N*: H(r—l—t—ni) < t(r—l—t)kl}.

i=1

A proposicio a seguir caracteriza o comportamento da funcdo K¢ quanto ao cresci-
mento (decrescimento) e fornece uma expressao para a estimativa de maxima verossimi-

lhanca, no caso em que m < r < n.

Proposicao 3.8. Para m <r <n, temos que

k

(a) se [T(r + 6, — n;) < 8,(r +6,)* !, entao K(N +1) < K¢(N) para N > 7+ 6, — 1
=1

e K(N +1) > K¢(N) parar < N <r+ 6, — 1. Portanto, a estimativa de maxima

verossimilhang¢a condicional é tinica e dada por NC=r+ 0 — 1;
k
(b) se [](r + 6, — n;) = 6,(r + 5,)%7 1, entdo K(N + 1) < K¢(N) para N > r + §,,
i=1
K¢(N+1)> K¢(N)parar <N <r+d,—1e K°(r+4,—1) = K°(r +6,). Neste
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caso, ha duas estimativas de méaxima verossimilhanca condicional N¢ =r +6, — 1 e

N§ = N+ 1.
Prova:
(a)

Se [T(r + 6, — ni) < 6.(r + 4,)* temos, pela definigao de f,, dada em

k
i=1

3.11

que

f-(1/(r +6,)) < 1. Portanto, segue do Lema 3.4/ e da defini¢ao de 0, dada em (3.15)) que

1
fr( ><1,set25r,
r+1t

1
fr( >>1,se1§t<(5r,
r+1

o que implica, pela relagao (3.12)) que
KC¢(N +1)
KC(N)

KC¢(N +1)
K¢(N)

<l,se N>r+9,—1,
>1,ser < N<r+9,—1,

o que prova o resultado.

(b)

k
Se [I(r + 6, — ni) = 6.(r + 4,)*! temos, pela definicao de f, dada em
i=1
fr(1/(r +9,)) = 1. Logo, pela relacao (3.12)) segue

KC(r+6.—1)=Kr+94,).

e pelo Lema (3.4)) e da defini¢ao de ¢,, dada em (3.15)), segue

1
fr<—> <1,set>6,+1,
r+t

fr( )>1,se1§t<6r,
r+t

o que implica, pela relagao (3.12)), que

KC¢(N +1)
K¢(N)
KC(N +1)
KC¢(N)

<1, se N>r+é,,

>1, ser<N<r+9¢,—1,

3.11

, que
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ou seja, r + 0, — 1 e r + 8, maximizam K¢. [ |

3.1.3 Funcao de Verossimilhanca Integrada Uniforme

Proposigao 3.9. O niicleo da funcdo de verossimilhanca integrada uniforme, KY(N),

converge para 0 quando N — oo.

Prova:

A partir de (2.10) temos

“ar(w) () ﬁzvmu—i)-l--@—”i‘l)

i=1 N N
N L] -l ﬁ 1
IRECET A ) o
Logo, de (3.1]) e do fato
N’I"
im —
Nosoo NO(N + 1)F
segue o resultado. [

No que segue consideremos a razao

KY(N +1) (N+1) i
KU(N)  (N+1—r)(N+2)F HNH_"’)

N+1 N+1 ’“ﬁ N+l-n
N+1-r)\N+2) 11 CN+1
r -1 1 —h F n;
l—— 1+ —— 1— N>r (316
( N+1) <+N+1> Hl< N+1)’ =7 (316)

Proposigao 3.10. Se r = m, entio K" ¢ estritamente decrescente, isto é, KY(N +1) <
KY(N) para todo N > r. Portanto, a estimativa de mdzima verossimilhanca integrada

uniforme é N4 = m.
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Prova:

Sem perda de generalidade, suponhamos que m = ny. Logo, para r = n;, segue de

(3-16) que

KY(N +1) 1\ F L n;
S G kR DI - I, N>
KU(N) tayr) HU-57) < =

o que prova o resultado. [ |

Para provar o proximo resultado, definamos a funcao

frl@)=(1—ra) A+ a)* [JQ-nz),  0<z<1/r (3.17)

i=1
Notamos, de acordo com (3.16)), que f, satisfaz a seguinte relagao

1 _ KY(N+1)
Ir (N—H) = W, N >r. (3.18)

Desse modo, o crescimento (decrescimento) de KY fica determinado quando conhe-
cemos quais valores de z tornam f,.(z) maior, menor ou igual a 1. O préximo lema

caracteriza f, neste sentido.

Lema 3.5. Para r > m, existe 9, 0 < xoy < 1/r, tal que f.(xo) = 1, fr(x) < 1 se
0<x<moefrlx) >1sexy <z <1/r. Por outro lado, xo ndo é da forma 1/(r +t)

para nenhum niumero inteiro positivo t.

Prova:
Definamos
k
g(x) = H(l — n;x), z € R, (3.19)
i=1
he(z) = (1 —rz)(1 + x), r eR. (3.20)
Entao,
o) =L o<a<n
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e as derivadas de primeira e segunda ordem de g sao dadas por

k k
g9'(x) Z H L —mn;x
i=1 =
T
k k k
g"(@) =Y (=n) Y (=ny) [T —n.)
i=1 j=1 s=1
J#i Sy
ko k k
:Zanj H(l—n x), para x € R
=1 j=1 s=1.
J#i Sy
o que implica
g (x) <0, para todo 0 <z < 1/r, (3.21)
g"(x) >0, para todo 0 < z < 1/r. (3.22)

Portanto, g, ¢’ e ¢” sao fungoes continuas e g é estritamente decrescente e convexa no

intervalo [0,1/r] com ¢g(0) =1 e g(1/r) > 0.
Por outro lado, a primeira derivada de h, é dada por
h(z) = —r(1+2)" + k(1 —rz)(1 +2)*!

(1+ o) H=r(1+2)+ k(1 —rz)]
(1+2)" 'k —7r— (k+ 1)ra], r €R, (3.23)

enquanto que a segunda derivada ¢ dada por

R!(x) = (k— 1)1+ 2) 2k —r — (k+ Dra] —r(k + 1)1+ z)F!
=1+2)" 2 {k—1k—r—(k+1ra] —r(k+1)(1+2)}
=1+ {k-1)k—-r)—(k—1(k+Drz—r(k+1) —r(k+ 1)z}
=14z Hk-1)k-r)—r(k+1) — k(k+1)ra}
=1 +a)"{k(k—1)—2kr —k(k+ rz}, z€eR (3.24)

Portanto, as funcoes h,, h. e h! sdo fung¢oes continuas com h,.(0) =1 e h,(1/r) = 0.
Notamos que, provar o lema é equivalente a provar que existe xg, 0 < zo < 1/r, tal que
g(xo) = he(x0), g(x) < he(z) se 0 < z < xg e g(x) > h(x) se zg < x < 1/r. Neste

sentido, definamos a diferenca d,(z) = h,(x) — g(x), € R. Vamos mostrar que existe z,
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0 <z < 1/r, tal que
d.(z) >0, sel<z <,
d.(z) =0, sex=ux,

d.(x) <0, sexog<zxz<1/r

Pelas consideracoes anteriores, segue que d, é uma funcao continua, assim como suas
derivadas de primeira e segunda ordem. No que segue, iremos dividir a prova em dois

casos distintos: (a) r >k, (b) r < k.
Caso (a)r >k

Para r > k, segue das expressoes (3.23)) e (3.24) que Al (z) < 0 e h/(z) < 0, para todo

0 <z < 1/r. Portanto, h, ¢ uma funcdo estritamente decrescente e concava no intervalo
[0,1/r]. A Figura [2|ilustra o comportamento das funcées g e h, no intervalo [0,1/r]. A
partir da observagio deste grafico, podemos concluir que existe zg, 0 < xy < 1/r, tal que
g(xo) = he(x0), g(z) < hy(z) se 0 < x < xg e g(x) > h.() se xg < x < 1/r, o que implica

a tese. Uma justificativa formal para estas conclusoes é dada a seguir.

Figura 2. Gréaficos das fungdes g e h, no intervalo [0,1/r].
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A partir de (3.21) e (3.23)), temos
k k
d.(0)=h.(0)—g¢'(0)=(k—r)+ an = (an — 7"> +k >0,
i=1 i=1

o que implica pela continuidade de d!. que existe 0 < § < 1/r tal que d/.(x) > 0 para todo
0 <z <9. Como d,(0) =0, segue do Teorema do Valor Médio que

d.(x) >0, para todo 0 < x < 0, (3.25)

e de (3.19) e (3.20) temos d,.(1/r) = h.(1/r) — g(1/r) <O.

A partir de (3.22) e (3.24)), concluimos que d, ¢ uma fun¢ao concava no intervalo
[0,1/7], pois d!(x) = h!(z) — ¢"(x) < 0 para todo 0 < x < 1/r. Logo, como d,(§) > 0 e
d,(1/r) <0, segue do Lema[3.3 e de (3.25)) que existe zo, 0 < zg < 1/r, tal que

d.(x) >0, sel<uz<umx,
d.(z) =0, sex=ux,

d.(x) <0, sexog<zxz<1/r

Caso (b) r <k

Neste caso, de (3.23) temos
k—r

h;($)>0, SGO<I’<m,

isto é, h, é estritamente crescente no intervalo [0, T(’Z—:l)] Como ¢ é estritamente decres-

cente e g(0) = h,(0) = 1, entao

k—
g(z) <1< h.(x), se0<x§T(k+1,
o que implica
k—
d(z) = h(z) — g(z) >0, se0<z< r(k—+rl) (3.26)
De (3.24)), temos
hl'(x) <0 se hor <x<1
" ’ r(k+1) =" — 1’
o que implica
k—r 1
d// 0 < < -

ou seja, d, é concava no intervalo [%, H

Portanto, como d?‘(r(’z;fl)) > 0 por (3.26), d.(1/r) = h,.(1/r) —g(1/r) = —g(1/r) <0
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e d, é concava em [%, ﬂ, segue do Lema e de (3.26)) que existe xg, 0 < g < 1/7

tal que
d.(x) >0, sel<uz<ux,

d.(x) =0, sex=u,

d.(z) <0, sexg<z<1/r

A Figura [3]ilustra o comportamento das fungoes g e h, no intervalo [0, 1/r].

Xg  1hr

Figura 3. Graficos das fungoes g e h, no intervalo [0,1/7].

Finalmente, xy nao é da forma 1/(r +¢) para nenhum ntimero inteiro positivo ¢. Com
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efeito, se f.(1/(r +t)) = 1 para algum ntamero inteiro positivo ¢, entao

r ! 1 —k k 7,
1-— 1 11— — =1
( 7‘+t) ( +7‘—i—t> E( r—l—t)

k
HT’"‘ n (T+ + )

i
k
(r+t—r) k
= t—mn) = ——t(r+t+1
[[(+t=n)="—F—=0+t+1)

=1

k
:>H(r+t—ni)—(7“+t+1)k—

=1

k k
:>H(r—|—t—ni)—(r+t+1)k T ;()rﬂ =0
k

= [[(r+t—n)—(r+t+1) —rZ()r+t Tit,

i=1

d t(r+t+1)k:O

o que é absurdo, pois o lado esquerdo da tltima igualdade ¢ um ntimero inteiro, enquanto

o lado direito nao pode ser inteiro uma vez que 0 < 5 < 1. [ |

Portanto, segue do Lema que, para r > m, podemos definir d, como o menor

f(i) <1, (3.27)

r+t

inteiro positivo t tal que

ou seja,
k

tr+t+ 1)
0 =min<t € N*: r+t—n;) < ——— ;.
i {een Il re-n) <
A proposicao a seguir caracteriza o comportamento de KY quanto ao crescimento
(decrescimento) e fornece a estimativa de maxima verossimilhanga uniforme de N no caso

em que r > m.

Proposigao 3.11. Parar >m, KY(N+1) < KY(N) se N >r+6,—1 e K4(N +1) >
KY(N) ser < N < r+ 6, — 1. Portanto, a estimativa de mdzima verossimilhanca

integrada uniforme é NY =p 46, —1.

Prova:
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Do Lema e da definicao de f, dada em (3.27)), segue

1
fr( )<17 set > 0,,
r+t

1
f,«( )>1, se 1 <t<é,,
T+t

o que, pela relagao (3.18)), implica

KY(N +1)
W<1, SGNZT+5T—1,
KY(N +1)
W>1, SGTSN<T+5T—1,
isto ¢, 7 + 6, — 1 maximiza KY. [ |

3.1.4 Funcao de Verossimilhanca Integrada de Jeffreys

Proposigao 3.12. O niicleo da funcdo de verossimilhanca integrada de Jeffreys, K7 (N),

converge para 0 quando N — o0.

Prova:

De ([2.12) segue

(N—n; —1/2)(N —n; —1/2-1)---(1/2)T'(1/2)
N(N—=1)---(N=n; + 1)(N—nj)(N —n; —1)---1

"N =y 1 - 1/2 1)
H (N—?’L]—f—l—l) :|

o L

{N(N—l)---(N—nj—i—l) 1

B N—nj

10 (N—nj+1—1/2—l)]

(N—nj+1—l)

1
ooy 1l

I N—nj

ﬁ (1_L).“1(1_n]~_1) I1 <1_2(N—n]1-—|—1—l))].

=1
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Como 1 — z < exp(—=x) para todo z real, entao para cada j =1,..., k, temos
N—n; 1
0< (1 _ )
i 2(N —n; +1-1)
N—n; 1
< exp ( )
E O(N —n; +1-1)
N—n; 1
— exp ( )
; 2(N — nj + 1— l)
17
_ IR 3.28
v (33 ;) (3.28)
e como Y, 1/s = oo segue de (3.28),
N—n; 1
li 1-— =0. 3.29
N - ( 2(N—nj+1—l)> ( )
Portanto, de (3.1]), (3.2) e (3.29)) segue o resultado. [

No que segue, vamos considerar a razao

K7 (N +1) N+1 ﬁ T(N+1—-n;+1/2)
T

KI(N) ~ N+1-r Lp(v—nr12)(v+1)
ro 1T n; +1/2
:[1_N+J 11(1—N—+{) N>r. (3.30)

Proposigao 3.13. Para r = m, temos que K7 (N) é estritamente decrescente, isto é,

K7(N+1) < K7(N) para todo N > r. Portanto, a estimativa de mdzima verossimilhanca

wintegrada de Jeffreys é N7 =m.
Prova:

Vamos supor, sem perda de generalidade, que m = n;. Entao, para r = ny, segue de
(13.30)

KI(N+1) N—nj+1/2 ﬁN—nle/Z

KIJ(N) ~ N-n+1 N+1

< 1, para todo N > r,

pois N—n;+1/2<N-n;+1eN—-n;+1/2< N+ 1parai=2,... k. [ |
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Definamos a funcao

k

frl@) =1 —rz)? H (1—(ni+1/2)x), 0<z<1/r (3.31)
Entdo, de
1 K7(N +1
r (N——i-l) = W, N >r. (3.32)

O comportamento da funcao f,. é descrito no lema a seguir.

Lema 3.6. Para r > m, eziste xo, 0 < x¢ < 1/r, tal que f.(xo) = 1, f.(z) < 1 para
0<z<uwme fr(x)>1paraxy <z <1/r. Além disso, xo nao € da forma 1/(r +1t) para
nenhum numero inteiro positivo t.

Prova:

Com respeito as funcoes

:ﬁ (1= (ni +1/2)z), para r € R,
=1
he(z) =1—rx, para r € R,
temos
ha) = 25 o<e<

..
S

g(2) = —(ni+1/2) > —(n; +1/2) H (1 - (ns+1/2)z)
= T oy
:ZZ( +1/2)(n; +1/2) H (1 — (ns+1/2)2),

1 =
i 7&

parax € Recomo1l— (n;+1/2)x >0para0 <z <1/r,i=1,...,n, temos

J(z) <0, para todo 0 <z < 1/r,

g"(x) >0, para todo 0 <z < 1/r.
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Portanto, g é fun¢ao continua, estritamente decrescente e convexa no intervalo [0, 1/r],
com ¢g(0) = 1e g(1/r) > 0. Por outro lado, a funcao h, ¢é linear e estritamente decrescente
no intervalo [0,1/r], com h,(0) =1 e h,(1/r) = 0. A Figura {4 ilustra o comportamento
das funcgoes f,. e g no intervalo [0,1/r] e, a partir da observacao deste grafico, podemos
deduzir que existe um ponto zo, 0 < xy < 1/r tal que g(zg) = h.(x0), g(x) < h,(x) se
0<z<mxgeg(x)>h(x)sexy <z <1/r. Una justificativa formal para isto é dada a

seguir.

Figura 4. Gréficos das fungoes g e h, no intervalo [0,1/7].

Definamos a diferenca d,(z) = h,.(z) — g(z), + € R. Notemos que a funcao d, e suas

derivadas de primeira e segunda ordem sao continuas em toda a reta R e
- k
d (0) =h.(0) —g(0) = — i+ = >0,
1(0) = 1,(0) = g(0) r+;n+2

o que implica, pela continuidade de d], que existe 0 < § < 1/r tal que d.(z) > 0 para

todo 0 < z < §. Portanto, pelo Teorema do Valor Médio, segue

d,(z) >0, para todo 0 < z < 4. (3.33)
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Como d!'(z) = hl(z) — g/(x) = —g/(xz) < 0 para todo 0 < x < 1/r, concluimos
que a funcdo d, é concava no intervalo [0,1/r]. Logo, segue de d.(6) > 0, d.(1/r) =

h(1/r) — g(1/r) = —g(1/r) < 0, do Lema 3.3 e de(3.33) que

)>0

, sel<ux <z,
d.(x) =0, sex=u,
)

\3
8

0
<0, sexg<z<l/r

ou seja,
he(x), se0<x <z,
g(x) = h.(x), sex =z,
h

(), sexyg <z <1/r

Por outro lado, zo ndo é da forma 1/(r + t) para nenhum ntimero inteiro positivo ¢.

De fato, se f.(1/(r +t)) = 1 para algum ntimero inteiro positivo ¢, entao

-1 k
i+ 1/2
(1_ T) H(l_u)zl
r+t Pl r+t
1
:>H(r+t—ni—§>:t(r+t)k_l

k
i=1
k
= H (2(r +t—n;) — 1) = 2%t(r +t)F
i=1

o que é absurdo, pois o lado esquerdo da igualdade acima é ntimero impar, enquanto o

lado direito é nimero par. |

Portanto, a partir do Lema podemos definir para r > m, ¢, como o menor nimero

f,,( ! )<1, (3.34)

r+t

inteiro positivo t tal que

ou seja,

z
5r:min{t€N*:H(r+t—ni—%) <t(7’+t)k_1}.

=1

A proposicao a seguir caracteriza o comportamento da funcdo KY quanto ao cres-
cimento (decrescimento) e fornece a estimativa de maxima verossimilhanga integrada de

Jeffreys de N no caso em que r > m.

Proposicdo 3.14. Parar >m, KY(N+1) < KY(N) se N >r+6,—1 e K/(N+1) >

K7(N) ser < N < r+ 04, — 1. Portanto, a estimativa de mdzima verossimilhanca
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integrada de Jeffreys € unica e dada por NT =r+ o, — 1

Prova:

k
Se [] (r +0,—n; — %) < 0, (1 +6,)k1 conclui-se, pela defini¢io de f, dada em (3.31)),
i=1

que fT(l_/(r +9,)) < 1. Portanto, segue do Lema |3.6| e da definicdo de 4, dada em ([3.34))

1

fr(r n t) <1, set>od,, (3.35)
1

fr (T——}—t) > 1, se 1 <t<yd,, (336)

o que implica pela relagao (3.32)) que
K7(N+1) < K7(N), se N>r+6,—1,

KI(N+1)>K7(N), ser<N<r+6, —1,

ou seja, r + 9, — 1 maximiza K. [ |

3.1.5 Exemplo Ilustrativo

Para ilustrar os resultados a respeito das funcoes de verossimilhanca estudadas, vamos
considerar um exemplo com 5 épocas de amostragem em que o nimero de individuos
capturados em cada época de amostragem é dado na Tabela (1] abaixo. Observemos que
para esta amostra m = 3 e n = 10, portanto o nimero de individuos distintos capturados

r pode assumir valores entre 3 e 10.

Tabela 1. Namero de individuos capturados em cada época de amostragem.

ny N9 N3 MNg MNj

2 2 1 3 2

A Figurap|ilustra os graficos do logaritmo do kernel de cada uma das verossimilhancas
para os valores fixados de (a) r = 3, (b) » = 8 e (¢) r = 10. Observemos que para as
verossimilhancas perfilada e condicional, existem trés formas possiveis para o kernel da
verossimilhanga: (a) estritamente decrescente; (b) crescente e depois decrescente; (c)
estritamente crescente. Nos casos das verossimilhancas integradas uniforme e de Jeffreys,
existem apenas duas formas possiveis: (a) estritamente decrescente; (b) e (¢) crescente e

depois decrescente. Observemos que nos casos das verossimilhancas integradas, mesmo
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quando o nimero de individuos distintos capturados r é igual a soma do nimero de
individuos capturados n (que ocorre quando nenhum individuo marcado é recapturado),
o kernel da funcao de verossimilhanca nao é estritamente crescente, como ocorre nos casos

das verossimilhancas perfiladas e condicional.

Perfilada Condicional
o -
— @ ® - (©)
o o 4
S i
|
o a Te}
¢ T
o |
™ -
| [Te}
N
T T T T T
10 20 30 40 50
N
Jeffreys
o 4
o
<
o
a4
o |
N
o
o 8
olr) — |
o S
T i
T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
N N

Figura 5. Graficos do logaritmo do niicleo das funcoes de verossimilhanca perfilada,
condicional, integrada uniforme e integrada de Jeffreys para a amostra n, = 2, ny = 2,
ns =1, ny = 3, ny = 2, nos casos em que (a) r = 3, (b) r =8, (¢) r = 10.

A Tabela [2| mostra as estimativas de maxima verossimilhanca para cada uma das
verossimilhancas estudadas para todos os possiveis valores de r, 3 < r < 10. Observamos
por esta tabela que o aumento no valor de r causa grande impacto sobre as estimativas de
méaxima verossimilhanca perfilada e condicional. No entanto, este impacto é menor nos

casos das verossimilhancas integradas uniforme e de Jeffreys.
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Tabela 2. Estimativas de maxima verossimilhanga perfilada, condicional, integrada uni-
forme e integrada de Jeffreys.

r N” N¢ N/ N7
3 3 3 3 3
4 A4 4 4 4
d d 5 5 5
6 7 7 6 6
7 10 10 8 8
§ 15 17 10 10
9 32 37 12 14
10 oo oo 16 22

3.2 Estimacao Intervalar

No que segue designamos por M o método de eliminagao de parametros perturbado-
res considerado, isto ¢, M pode ser igual a P (Perfilada), C (Condicional), Y (Integrada
Uniforme) ou J (Integrada de Jeffreys). Baseado em uma fun¢ao de verossimilhanga,
LM(N), livre de parametros perturbadores construimos um conjunto de confianga apro-
ximado 100(1 — o)% para N como

CM(1 —a) = {N : log (KM(N)) > log (KM(JVM)) - %Xf(l - a)}, (3.37)

com x?(1 — «) representando o quantil (1 — «) da distribui¢io qui-quadrado com 1 grau
de liberdade, K™ o niicleo da funcio de verossimilhanca LM, NM um valor de N que
maximiza K(N). Este conjunto de confianca é construido invertendo-se o teste assin-
totico da razao de verossimilhancas generalizado para uma hipotese nula simples. O uso
das funcoes de verossimilhanca livres de parametros perturbadores para construcao de
conjuntos de confianga deste tipo é sugerido por Berger, Liseo e Wolpert| (1999) e tem um
apelo intuitivo, pois contém os valores de N mais plausiveis de acordo com a respectiva

funcao de verossimilhanga.

Para as funcoes de verossimilhancas perfilada e condicional a estimativa de maxima
verossimilhanca é igual a +o0o, para amostras com r = n. Neste caso, adotamos no
lugar de KM(NM) em o valor do limite de K™ (N) quando N — +o00, dado
pela Proposicao no caso da funcao de verossimilhanca perfilada e pela Proposicao

B.5]no caso da fungao de verossimilhanca condicional. Para as fungées de verossimilhanga
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integradas uniforme e de Jeffreys a estimativa de méxima verossimilhanca é sempre finita.

Segue dos resultados da secao |3.1] com respeito ao comportamento das funcoes de
verossimilhanca, que o conjunto de confianca definido em ¢ um intervalo da forma
[NMNM] com r < NM < N3 < oo. Vale observar que o extremo superior N3 ¢
igual a oo se e somente se r = n e as funcdes de verossimilhanca consideradas forem a
perfilada e a condicional. Com efeito, as funcao de verossimilhanca perfilada e condicional
sdo estritamente crescentes se r = n (Proposicoes e e, portanto, o intervalo de
confianga definido em ¢ da forma [NM, 0o] em ambos os casos. Por outro lado, se
r < n, segue das Proposicoes , , que o limite de K*(N) é 0, ou seja, o
limite de log (KM(N)) é igual a —oo quando N — oo. Consequentemente, se 7 < n a
condi¢ao sobre N dada em ({3.37)) sera satisfeita apenas para um namero finito de valores
de N e, portanto, o intervalo de confianca definido em ¢ da forma [N, N3] com

N < oc.

A Figura [f] ilustra, a partir de um conjunto de dados artificiais, como é obtido o
intervalo de confianca 95% para N definido em baseado na funcao de verossimilhanca
condicional sob trés situagoes distintas: (a) r = m; (b) m <r <n e (¢) r =n. No caso
(a), a fungao de verossimilhanca é estritamente decrescente e o intervalo de confianca é da
forma [Ny, No] com Ny = m. No caso (b), a fun¢ao de verossimilhanca é crescente para
N < N e decrescente para N > N, logo o intervalo de confianca é da forma [Ny, No]. No
caso (c), a funcao de verossimilhanga é estritamente crescente e o intervalo de confianga

¢ da forma [Ny, oo].
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@

(b)

(©)

Figura 6. Estimativas intervalares de N baseadas na funcao de verossimilhanca condici-
onal nos casos em que (a) r = m, (b) m <r <mne (c) r=n. A linha continua preta
representa o valor de log(K¢(N)), enquanto a linha tracejada cinza representa o valor da
constante log (K¢ (]/\\fc)) —x%(0,95)/2.

Os valores de Ny e Ny sao determinados considerando a forma que assume a funcao
de verossimilhanca e determinando, quando for necessario, o valor real x que soluciona,

dentro de um intervalo apropriado, a equagao

log (KM(x)) — log (KM (JVM)) - %Xf(l —a) =0,

considerando K™ (x) uma extensao a valores reais da fungao a valores inteiros K*(IV).

Para efeito comparativo, consideraremos também o intervalo de confianca de Wald
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para NN, largamente usado em aplicacoes, cujos limites inferior e superior sao dados por

]/\\/'ZV = ]/\\7 — Z(l—a/2) \/ @‘(N),
]/\\75\) = N+Z(1,a/g)\/\//a\r(]v),

onde Var(IV) é uma estimativa da variancia N e z, é o y-ésimo quantil da distribuigdo

normal padrao. Consideraremos a estimativa assintotica (DARROCH, |1958))

k k -1
Var(N) = N{H(l —p) k-1 (1 ﬁj)l} ,
j=1 j=1
onde p = (p1,P2,...,Pk) ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca p dado por (2.6

substituindo N por N.

3.3 Exemplo Numeérico

Nesta secao, ilustramos os métodos de estimagao apresentados através de um conjunto
de dados reais provenientes de um experimento de captura-recaptura de peixes “Redear
Sunfish” realizado no Lago Gordy, Indiana (USA) (GERKING, [1953). A Tabela |3| apre-
senta o nimero de individuos capturados e recapturados em cada uma das 14 épocas de
amostragem. Para este experimento foram observados 138 peixes distintos (r = 138).
O conjunto de dados apresentado é tipico de muitas aplicacoes ecoldgicas nas quais ha
véarias épocas de amostragem e o nimero de recapturas em cada época é pequeno. Estes
dados foram usados por Ricker| (1975) para ilustrar métodos frequentistas e por |Castle-
dine (1981)), [Smith| (1988), |Smith| (1991)), George e Robert| (1992)) para ilustrar métodos

bayesianos, segundo o modelo estatistico descrito na secao [2.1]

Tabela 3. Contagens de peixes no Lago Gordy, Indiana (USA).

l 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
n;, 10 27 17 7 1 5 6 15 9 18 16 5 7 19
m; 0 0 0 00 0 2 1 5 5 4 2 2 3

Para estes dados, a Figura [7|ilustra o grafico do logaritmo do quociente entre o valor
da funcao de verossimilhanca e seu valor maximo, para os casos da perfilada, condicional,
integrada uniforme e integrada de Jeffreys. A partir destes graficos, podemos ohservar
um mesmo comportamento para todas as funcoes de verossimilhanca: crescente de r até

a estimativa de maxima verossimilhanca e decrescente a partir deste valor. Podemos
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concluir também que a taxa de decrescimento das funcoes de verossimilhanca perfilada e
condicional é menor do que aquelas observadas nas fungoes de verossimilhanca integrada
uniforme e de Jeffreys. Esta caracteristica fara com que os intervalos de confianga obtidos
a partir das funcoes de verossimilhanca perfilada e condicional tenham amplitude maior
do que aqueles obtidos a partir das funcoes de verossimilhanca integrada uniforme e de

Jeffreys.

-1.0

A — @ O ©—- (@

-1.2

-1.3

I T T T T T T T T T
100 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

N

Figura 7. Graficos do logaritmo do nicleo das fungoes de verossimilhanca (a) perfilada,
(b) condicional, (c) integrada uniforme e (d) integrada de jeffreys, para os dados de
captura-recaptura de peixes no Lago Gordy.

Para este conjunto de dados, as estimativas de méxima VelfossimilhangaL,]/\7 , € 0s inter-
valos de confianca (IC) 95% para cada uma das fungoes de verossimilhanga consideradas
encontram-se na Tabela [ Usando uma abordagem bayesiana [Smith| (1991) considera
uma distribuicdo a priori de Jeffreys para N (W(N) x 1/N) e distribuicoes a priori inde-
pendentes Beta(a, b) para as probabilidades de captura p e obtém estimativas a posteriori
de N. Nos casos das prioris Uniforme (a = 1, b = 1) e de Jeffreys (a = 0,5, b = 0, 5) para
p, 0 autor obtém os intervalos [255, 434] e [281, 520] com credibilidade de 95% para N, res-
pectivamente, semelhantes aos intervalos de confianca 95% das func¢ées de verossimilhanca

integradas uniforme e de Jeffreys mostrados na Tabela [4 respectivamente.



Tabela 4. Estimativas pontuais e intervalares para os dados do Lago Gordy.

Funcgoes de Verossimilhanca N 1IC9% %
Perfilada 445 [325,654]
Condicional 448 [326, 658]
Integrada Uniforme 322 [254,428]
Integrada Jeffreys 369 [282,510]

49
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4 FEstudo de Stmulacao

Com o objetivo de comparar o desempenho dos estimadores pontuais e intervalares,
realizamos um estudo de simulagao com a geragao de 1.000 réplicas independentes dos
dados n = (ny,ng,...,nk) e m = (Mmy, My, ..., my) a partir do modelo dado em ([2.1)
com os valores dos parametros fixados em N = 50, 100, 200, 400, 800, k = 3,4,...,10 e as
probabilidades de captura geradas de cada uma das populagoes da Tabela [5| abaixo.

Tabela 5. Populacoes para as probabilidades de captura.

Populagao Distribuicao
P P1s- -, Pk ~ Uniforme(0, 05; 0, 10)
P, P1,- -, Pk ~ Uniforme(0, 10; 0, 15)
Py P1,- -, Pk ~ Uniforme(0, 15; 0, 20)
Py p1,-- -, Dk ~ Uniforme(0, 20; 0, 25)

4.1 Estimacao Pontual

Inicialmente, para se ter ideia do comportamento dos estimadores pontuais conside-
rados, ilustramos graficamente o efeito do aumento das probabilidades de captura sobre
o comportamento das estimativas de méaxima verossimilhanca de cada um dos métodos
considerados, construindo um diagrama de caixa (box-plot) das estimativas obtidas para
diferentes combinacoes do tamanho populacional N e do ntimero de épocas de captura k.
E importante observar que os diagramas construidos levam em conta apenas as estimati-
vas finitas, fato importante no caso das funcoes de verossimilhanca perfilada e condicional,
pois as proporc¢oes de estimativas iguais a infinito nao sao desprezivéis em muitos casos.
A Tabela [6] a seguir apresenta as porcentagens de estimativas infinitas para diferentes

combinagoes de valores de N, k e p.
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Tabela 6. Porcentagens de estimativas de maxima verossimilhanca perfilada e condicional
iguais a +00.

k

3 4 5 6 7 8 9

P 484 30,1 11,7 44 1,1 05 0,1

P 131 22 0 0 0 0 0
P11 0 0 0

P 01 0 0 0

P 256 83 1,2 02
100 P, 18 0 0
P 01 0 0
200 P, 63 10 01
400 P 03 0 0

N p

20

0
0
0
0

A partir da analise grafica dos box-plots das estimativas obtivas para todas as combi-
nacoes do tamanho populacional N e do niimero de épocas de captura k considerados neste
estudo de simulagdo, observa-se de maneira geral que: (i) o aumento das probabilidades
e do ntimero de épocas de captura causam uma diminuicao da dispersao das estimativas
obtidas; (ii) as estimativas perfilada e condicional tem comportamentos semelhantes entre
si, assim como as estimativas integradas uniforme e de Jeffreys; (iii) para probabilidades
de captura entre P; e P5, muitas das estimativas perfilada e condicional foram muito dis-
crepantes, distanciando-se muito do valor verdadeiro de N; (iv) as estimativas integradas
uniforme e de Jeffreys, em geral, subestimam o valor verdadeiro do parametro N, sendo
esta caracteristica amenizada com o aumento das probabilidades e do nimero de épocas

de captura.

A Figura[8|ilustra o grafico das estimativas no caso em que N =50 e k = 3,6 ¢ 10. A
partir desta figura nota-se que, para probabilidades de captura em P; todos os estimadores
subestimam o valor verdadeiro de N. Para as probabilidades de captura em P; e P, as
estimativas perfilada e condicional tiveram mediana muito préxima ao valor verdadeiro
de N, mas apresentaram pontos muito discrepantes acima do terceiro quartil para k£ = 3,
enquanto as estimativas das verossimilhangas integradas tiveram mediana abaixo do valor
verdadeiro de N para probabilidade de captura em P; e P,, apresentando poucos pontos
discrepantes. Vale ressaltar que para probabilidades de captura em P; obteve-se 48, 4%,
4, 4% de estimativas perfiladas e condicionainais iguais a +o00, respectivamente, para k = 3

e 6, as quais nao foram consideradas na construgao dos box-plots. Para probabilidades de
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captura p em P; a mediana das estimativas perfilada e condicional ficaram muito proximas
do valor verdadeiro de N, enquanto a mediana das estimativas integradas se mantiveram
pouco inferior ao valor verdadeiro de N. O comportamento de todos os estimadores sao

bastante similares entre si para as probabilidades de captura entre P, e valores de k > 6.

A Figura[J apresenta os graficos das estimativas para o caso N =800 e k = 3,6 e 10.
Nota-se que as mesmas conclusoes anteriores sao validas, exceto que para probabilidades
de captura em P; as estimativas de méaxima verossimilhanca perfilada e condicional tem
mediana muito proxima ao valor verdadeiro de N, enquanto o terceiro quartil das estima-
tivas das verossimilhancas integradas estao abaixo do valor verdadeiro de V. Ao comparar
os graficos das Figuras [§ e [9], observamos que a dispersao de todos os estimadores diminui
com o aumento de k, em especial quando as probabilidades de captura estao entre em Pj

ou Pj.

Para os demais valores de tamanhos populacionais N e niimeros de épocas de captura

k, observamos um comportamento analogo aos comentados acima.
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Figura 8. Estimativas de méxima verossimilhanc¢a perfilada (P), condicional (C), inte-
grada uniforme (U) e integrada de Jeffreys (J) para amostras simuladas com N = 50

(linha tracejada cinza), k = 3 (acima), k = 6 (meio) e k = 10 (abaixo).
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Figura 9. Estimativas de méxima verossimilhanc¢a perfilada (P), condicional (C), inte-
grada uniforme (U) e integrada de Jeffreys (J) para amostras simuladas com N = 800

(linha tracejada cinza), k = 3 (acima), k = 6 (meio) e k = 10 (abaixo).

Para s-ésima amostra simulada e cada combinacao dos valores fixados dos parame-
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tros N, p e k, as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada N P(s), condicional
N€(s), integrada uniforme NY(s) e integrada de Jeffreys N (s) foram determinadas,
s=1,2,...,1000. Para avaliar as propriedades frequentistas dos estimadores, definimos

as seguintes medidas descritivas

1000 ’
1000 33
~ 1 NM(s) — N
M
VRV = 1059 LN

onde REQM ¢ a raiz quadrada do erro quadratico médio, VR é o vicio relativo das estima-
tivas e M assume P (perfilada), C (condicional), U (integrada uniforme), J (integrada de
Jeffreys). Para algumas amostras simuladas, as estimativas de méaxima verossimilhanga
perfilada e condicional sao infinitas, o que ocorre em geral quando as probabilidades e o
numero de épocas de captura é pequeno. Nestes casos, definimos REQM e VR como sendo
oo. As Figuras [I0] [13], [[4] mostram como estas medidas descritivas se comportam
em funcao de k para os valores de N = 50, 100, 200, 400, 800, respectivamente.

A partir da analise destes graficos de REQM e VR em funcao de k para diferentes
combinagoes de valores fixados de N e das probabilidades de captura p, concluimos que:
(i) um aumento tanto das probabilidades quanto do nimero de épocas de captura faz
com que haja uma redugdo de REQM e VR (em valor absoluto); (ii) os estimadores
das verossimilhancas integradas tem vicio relativo negativo, enquanto os estimadores da
perfilada e condicional apresentam pequeno vicio positivo; (iii) o vicio relativo (em valor
absoluto) da integrada de Jeffreys é menor que o da integrada uniforme em todos os
cenarios considerados; (iv) o desempenho dos estimadores da perfilada e condicional sdo
muito similares entre si, enquanto que o estimador da Integrada Jeffreys tem desempenho
igual ou superior ao da Integrada Uniforme; (v) para baixa probabilidade de captura
(P, ou P,), quando o nimero de épocas de captura é pequeno ou moderado (k < 7) os
estimadores da perfilada e condicional assumem maiores valores de REQM (possivelmente
o0) do que os estimadores das integradas, enquanto que se o ntimero de épocas de captura
for grande k > 8, todos os estimadores tem desempenho similar; (vi) para probabilidade
de captura alta (P; ou FPj), os valores de REQM sao muito similares entre todos os
estimadores quando N > 200, enquanto assumem valores menores para os estimadores
das integradas do que os da perfilada e condicional quando N = 50, 100, notadamente

quando k < 5.
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Figura 10. Raiz do erro quadratico médio REQM (esquerda) e vicio relativo VR (direita)
para as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada (P), condicional (C), integrada
uniforme (U) e integrada de Jeffreys (J), N = 50.
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Figura 11. Raiz do erro quadratico médio REQM (esquerda) e vicio relativo VR (direita)
para as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada (P), condicional (C), integrada
uniforme (U) e integrada de Jeffreys (J), N = 100.
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Figura 12. Raiz do erro quadratico médio REQM (esquerda) e vicio relativo VR (direita)
para as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada (P), condicional (C), integrada

uniforme (U) e integrada de Jeffreys (J), N = 200.
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Figura 13. Raiz do erro quadratico médio REQM (esquerda) e vicio relativo VR (direita)
para as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada (P), condicional (C), integrada
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Figura 14. Raiz do erro quadratico médio REQM (esquerda) e vicio relativo VR (direita)
para as estimativas de maxima verossimilhanca perfilada (P), condicional (C), integrada
uniforme (U) e integrada de Jeffreys (J), N = 800.

4.2 Estimacao Intervalar

Para s-ésima amostra simulada e cada configuracao dos parametros, os intervalos de
confianga de 95% [N7 (s), N[ (s)] (perfilada), [N¢(s), N5(s)] (condicional), [N¥(s), N¥(s)]
(integrada uniforme) e [Ny (s), Ni/(s)] (integrada de Jeffreys) e [N)Y(s), N} (s)] (Wald)
foram determinados, s = 1,2,...,5 = 1.000. Para cada método intervalar, definimos as

seguintes medidas descritivas

com 1 4(-) denotando a fungao indicadora do conjunto A, PC a proporg¢ao de cobertura e
AR a amplitude média relativa das estimativas intervalares, M assumindo P (perfilada),
C (condicional), U (integrada uniforme), J (integrada de Jeffreys) e W (Wald). Como
para algumas das amostras simuladas a estimativa de méxima verossimilhanca perfilada
e condicional é igual a +oo (vide Tabela @, o intervalo de confianca associado é da forma
[N1,00), ou seja, tem amplitude infinita. Para as configuragbes de parametros em que

se obteve pelo menos um intervalo desta forma, definimos a Amplitude Média relativa
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(AR) como +oo. As Figuras[15] [16] mostram como estas medidas descritivas se

comportam em funcao de k para os valores de N = 50, 100, 200, 400, 800, respectivamente.

A partir da anélise dos gréaficos de PC e AR em funcao de k para todos os tamanhos
populacionais N considerados, concluimos que: (i) o aumento do nimero de elementos
N implica em valores de PC mais proximos de 0,95 e em menores valores de AR; (ii)
o aumento das probabilidades de captura p implica em proporcoes de cobertura mais
proximas do coeficiente de confianca nominal (0,95) e em menores valores de AR; (iii) o
aumento de k£ mantendo N e p fixos nao causa mudanga significativa em PC; (iv) os inter-
valos da perfilada e da condicinal tem desempenho bastante similar em todos os cenarios
considerados; (v) os intervalos podem ser colocados em ordem crescente de acordo com
AR como: integrada uniforme, integrada de Jeffreys, Wald, perfilada e condicional; (vi) o
intervalo da integrada uniforme tem desempenho muito abaixo dos demais com respeito
a PC, particularmente para probabilidades de captura em Py e Py; (vii) para N > 400,
todos os intervalos tem desempenho similar quando as probabilidades de captura estao
em P3 e Py, o intervalo de Jeffreys tem desempenho superior quando as probabilidades
de captura estdo em P e Py; (viii) para N = 50,100, 200, o intervalo da perfilada, con-
dicional e Wald tem PC levemente mais préoxima de 0,95 do que o intervalo de Jeffreys,
embora assumam maiores valores de AR, possivelmente assumindo o valor oo (ou nao

sendo definido no caso do intervalo Wald) quando p estd em P; e P;.
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Figura 15. Propor¢ao de cobertura PC (esquerda) e amplitude relativa (direita) dos
intervalos da perfilada (P), condicional (C), integrada uniforme (U), integrada de Jeffreys
(J) e Wald (W) para N = 50.
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Figura 16. Propor¢ao de cobertura PC (esquerda) e amplitude relativa (direita) dos
intervalos da perfilada (P), condicional (C), integrada uniforme (U), integrada de Jeffreys
(J) e Wald (W) para N = 100.
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Figura 17. Propor¢ao de cobertura PC (esquerda) e amplitude relativa (direita) dos
intervalos da perfilada (P), condicional (C), integrada uniforme (U), integrada de Jeffreys
(J) e Wald (W) para N = 200.



61

|
|
.« P

)
X\\T'\ |
»
g
L7
=y

D
4

5 A
N
iz
=

8
o
3
3
&
3
8 /+\ + s \\ 3
o /\ - 7 +
© P + % \e
21 /+ 84 A +\+/ \ &\ < | \\
14 /+/V ¥ + Eh \§§§ S
3 \j«/+ 8 4 &é S K&*
o o
Q - P3 - P4 x P3 P4
o & 0| & <
=] o o S 7
0 Q
£ ©
37 \éiﬁ\ 27 =
2] 4 5/ '\efé\ 2 2
g’/ 4 — S
+ ° |
3 | 20/\4/ x84 © ~ |
ST % \ g s
+ v
g,+\/ V—t |5 P A "
s o ° o = Nae
o
8 5 2+ s s
T T T T T T T T ° T T T T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10 3 4 5 6 7 8 9 10

=~

k

Figura 18. Propor¢ao de cobertura PC (esquerda) e amplitude relativa (direita) dos
intervalos da perfilada (P), condicional (C), integrada uniforme (U), integrada de Jeffreys
(J) e Wald (W) para N = 400.
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Figura 19. Propor¢ao de cobertura PC (esquerda) e amplitude relativa (direita) dos
intervalos da perfilada (P), condicional (C), integrada uniforme (U), integrada de Jeffreys
(J) e Wald (W) para N = 800.

Ao considerar uma combinacao dos critérios de maior proximidade das proporcoes
de cobertura do coeficiente de confianca nominal e de menor amplitude média, podemos

dizer que: (i) o intervalo da Integrada Uniforme tem o pior desempenho dentre todos os
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métodos considerados por ter proporcao de cobertura muito abaixo dos demais métodos;
(ii) o intervalo da integrada de Jeffreys teve o melhor desempenho quando N < 200,
particularmente para probabilidades de captura em P, e Py; (iii) Para N > 400, os

intervalos da perfilada, conditional, Jeffreys e Wald tiveram desempenho similar.
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho consideramos métodos de eliminacao de parametros pertubadores para
um modelo de captura-recaptura, amplamente discutido na literatura, para uma popula-
cao fechada. Diferentes funcoes de verossimilhanca exclusivamente dependentes do para-
metro de interesse N, tamanho populacional, foram obtidas. Para cada uma das funcoes
de verossimilhanca, o comportamento da funcao foi caracterizado e assim uma expressao
para a estimativa de méxima verossimilhanca foi determinada. Mostrou-se que as estima-
tivas de maxima verossimilhanca perfilada e condicional podem assumir o valor infinito e
que para as estimativas integradas uniforme e de Jeffreys isto nunca ocorre. As funcgoes
de verossimilhanca perfilada e condicional podem assumir dois pontos de maximo, o que
implica em duas possiveis estimativas de maxima verossimilhanca. No caso das funcoes de
verossimilhanca integrada uniforme e de Jeffreys, mostrou-se que existe um tnico ponto

de méaximo.

A partir das funcoes de verossimilhanca estudadas, podemos definir intervalos de con-
fianca que somente se baseiam na funcao de verossimilhanca. Este método de construgao
de intervalos tem apelo intuitivo, pois inclui os pontos mais plausiveis de acordo com
a funcao de verossimilhanca. Além disso, o intervalo de confianca do tipo Wald, que é
comumente usado na prética, pode ter limite inferior menor do que o ntimero de indivi-
duos distintos capturados e até pode assumir um valor negativo. Esta abordagem para
construcao de intervalos de confianca baseia-se na suposicao de normalidade assintética
do estimador de maxima verossimilhanca, no entanto na maioria dos casos a funcao de

verossimilhanca é assimétrica.

Os métodos propostos foram ilustrados para um conjunto de dados reais e as proprie-
dades frequentistas dos estimadores foram avaliadas a partir de um estudo de simulacao.
Os estimadores pontual e intervalar da funcao de verossimilhanca integrada de Jeffreys
mostraram-se adequados em comparacao com os demais na situacao em que hé pouca in-
formagao nos dados, isto é, quando tem-se poucos elementos na populacao, poucas épocas

de captura e baixa probabilidade de captura.
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Acreditamos que este trabalho é um primeiro passo no estudo do comportamento das
funcoes de verossimilhanca livres de parametros perturbadores para modelos de captura-
recaptura. Um passo adiante, seria estudar o comportamento de funcoes de verossimilhan-
cas integradas em que a funcao de densidade de probabilidade do parametro perturbador
seja mais geral e que, possivelmente, dependa do niimero de ocasioes de captura. Uma
outra contribuicao seria dada pelo estudo do valor exato do vicio dos estimadores e de
métodos para correcao deste vicio. Por outro lado, o estudo da distribuicao assintética
dos estimadores e da estatistica da razao de verossimilhanca seria importante para esta

classe de distribuicoes.

Além do modelo de captura-recaptura estudado neste trabalho, os métodos de elimi-
nacao de parametros perturbadores podem ser aplicados a outros modelos discutidos na
literatura (OTIS et al., [1978). Uma possibilidade interessante seria aplicar estes métodos
para experimentos em que o niimero de ocasioes de captura nao é fixado de antemao, mas
dependa dos dados, uma vez que o aumento do niimero de ocasioes determina um melhor

desempenho dos estimadores estudados.
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