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À minha noiva e meu grande amor Meire pelo carinho, apoio, compreensão e seu

imprescind́ıvel amor.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma análise bayesiana para dados de sobrevivência

bivariados na presença de covariáveis e observações censuradas. Propomos uma

distribuição bivariada para os tempos de sobrevivência baseada na cópula de Farlie-

Gumbel-Morgenstern (FGM) para modelar dados com fraca dependência. Alguns

modelos de sobrevivência com e sem fração de cura foram assumidos para as distri-

buições marginais. Para fins inferenciais foi considerada uma abordagem bayesiana

usando métodos Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Além disso, algumas

discussões sobre os critérios de seleção de modelos são apresentadas e comparações

com outras cópulas foram realizadas. A fim de detectar observações influentes nos

dados analisados foi utilizado o método bayesiano de análise de influência caso a

caso baseado na divergência ψ. Os sistemas OpenBUGS e R foram utilizados para

simular amostras da distribuição a posteriori de interesse. Ilustrações numéricas são

apresentadas considerando conjunto de dados artificiais e reais.

Palavras chaves: Análise de Sobrevivência, Inferência Bayesiana, Cópula de

Farlie-Gumbel-Morgenstern, Divergência ψ.
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Abstract

In this work we present a Bayesian analysis for bivariate survival data in the presence

of a covariate and censored observations. We propose a bivariate distribution for the

bivariate survival times based on the Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) copula to

model data with weak dependence. Some survival models with and without cure rate

have been assumed for the marginal distributions. For inferential purpose a Baye-

sian approach via Markov Chain Monte Carlo (MCMC) was considered. Further,

some discussions on model selection criteria are given and comparisons with other

copula models were performed. To detect influential observations in the data we

consider a Bayesian case deletion influence diagnostics based on the ψ-divergence.

The OpenBUGS and R systems were used to simulate samples of the posterior dis-

tribution. Numerical illustrations are presented considering artificial and real data

sets.

Key words: Survival Analysis, Bayesian Inference, Farlie-Gumbel-Morgenstern

Copula, ψ-Divergence.
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seado na cópula FGM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.2 Inferência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.2.1 Implementação Computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.3 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3.1 Dados artificiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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TTT para os dados de retinopatia diabética. . . . . . . . . . . . . . . 14
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3.5 Gráficos de ı́ndices das medidas de divergência. . . . . . . . . . . . . 57
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intervalo HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência

bivariado mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM. . . . . . . 42
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intervalo HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência

bivariado mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM. . . . . . . 52
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intervalo HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência

bivariado tempo de promoção Weibull baseado na cópula FGM. . . . 65
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Caṕıtulo 1

Introdução

Na análise de sobrevivência e de confiabilidade ocorrem situações em que observamos

dois tempos de vida para um mesmo paciente ou equipamento, ou seja, dados de

sobrevivência bivariados. Exemplos de situações na área médica ocorrem quando o

interesse é estudar os tempos de vida de órgãos humanos emparelhados como rins

e olhos, o tempo de reincidência do câncer de dois diferentes órgãos, o tempo até

a primeira e a segunda infecção ou internação, etc. Aplicações industriais ocorrem

por exemplo em sistemas cujo tempo de duração depende da durabilidade de dois

componentes, como o tempo de vida de motores em um avião bimotor.

Um conjunto de dados de sobrevivência multivariados geralmente apresenta as-

sociação entre os tempos de sobrevivência. Para o estudo desta dependência, a

abordagem mais popular são os modelos de fragilidade, propostos por Vaupel et al.

(1979). Nos modelos de fragilidade um ou mais efeitos aleatórios são inclúıdos para

modelar a dependência entre as observações. Neste caso, os tempos marginais são

condicionalmente independentes dada a variável de fragilidade.

Os primeiros modelos de fragilidade para dados multivariados foram conside-

rados por Clayton (1978) e Oakes (1982) e a primeira abordagem bayesiana foi

considerado por Clayton (1991). Hougaard (1995) apresenta uma revisão dos mo-

delos de fragilidades multiplicativos numa perspectiva frequentista. Sinha & Dey

(1997) apresentam uma revisão sob uma abordagem bayesiana. Sahu & Dey (2000)

consideram um estudo comparativo entre modelos de fragilidade e modelos bivaria-
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dos baseados nas distribuições Exponencial e Weibull para dados de sobrevivência

bivariados sob uma perspectiva bayesiana. A literatura sobre estes modelos é ex-

tensa, dentre as quais citamos os trabalhos de Hougaard (1986a, b), Self & Prentice

(1986), Longini & Halloran (1996), Aalen & Hjort (2002), Wienke et al. (2003), To-

mazella et al. (2006), Balakrishnan & Peng (2006) e Duchateau & Janssen (2008).

Também, podemos citar os livros de Therneau & Grambsch (2000), Hanagal (2011)

e Wienke (2011).

Recentemente, modelos de cópulas tem-se tornado uma ferramenta popular para

modelar a dependência entre dados multivariados, especialmente em áreas biológicas,

ciências atuariais e finanças (ver por exemplo Shih & Louis, 1995; Embrechts et al.,

2003; Cherubini et al., 2004; Trivedi & Zimmer, 2005; Nelsen, 2006; Kolev et al.,

2006; Salvadori et al., 2007; Jaworski, 2010). Oakes (2001) e Goethals et al. (2008)

exibem algumas relações entre modelos com fragilidade e modelos de cópulas.

Uma cópula é uma função que conecta as distribuições marginais univariadas

com sua distribuição multivariada conjunta. Diferentes funções cópulas representam

diferentes estruturas de dependência entre as variáveis (Nelsen, 2006). Um modelo

de cópula é uma ferramenta conveniente para estudar a estrutura de dependência e

é flex́ıvel em aplicações, uma vez que quando a dispersão dos dados não se ajusta

a nenhuma famı́lia conhecida de distribuições conjuntas, pode ser dif́ıcil especificar

a distribuição conjunta. Usando cópulas, no entanto, podemos estimar primeiro

distribuições marginais e, em seguida, estimar os parâmetros da função cópula. Uma

outra vantagem da modelagem cópula é a sua relativa simplicidade matemática.

Além disso, é posśıvel construir uma variedade de estruturas de dependência com

base em modelos paramétricos ou não paramétricos para as distribuições marginais.

Em análise de sobrevivência, modelos baseados em cópulas são considerados,

por exemplo em Hougaard (1989), Oakes (1989), Shih & Louis (1995), Gustafson

et al. (2003) e Zhang et al. (2010). Particularmente, sob uma perspectiva baye-

siana, Romeo et al. (2006) consideraram uma aplicação de cópulas arquimedianas

para modelar a dependência de dados de sobrevivência bivariados com distribuições

marginais Exponencial e Weibull.
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Neste trabalho, consideramos o modelo cópula baseada na distribuição de Farlie-

Gumbel-Morgenstern (FGM) (Conway, 1983; Hutchinson & Lai, 1990) para modelar

a dependência de dados de sobrevivência bivariados.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar o modelo de sobrevivência FGM

bivariado. Assumindo uma abordagem bayesiana utilizando métodos Monte Carlo

em Cadeias de Markov (MCMC), apresentamos o procedimento inferencial para

dados de sobrevivência bivariados na presença de covariáveis e observações censu-

radas. Para as distribuições marginais assumimos modelos de sobrevivência sem e

com fração de cura. Além disso, realizamos comparações com outras cópulas e com

o caso assumindo independência entre os tempos marginais.

Depois de ajustar o modelo é importante verificar as suposições do modelo e

realizar estudos de sensibilidade para detectar posśıveis observações influentes que

podem causar distorções nos resultados da análise. Métodos de diagnóstico têm sido

uma importante ferramenta na análise de regressão. Seguindo o trabalho pioneiro

de Cook (1986), diagnósticos de influência local e eliminação de casos têm sido

amplamente aplicados a muitos modelos de regressão. Neste trabalho discutimos

diagnóstico de influência sob uma abordagem bayesiana. O objetivo é desenvolver

medidas de diagnósticos baseadas na divergência ψ (Peng & Dey, 1995; Weiss, 1996)

entre as distribuições a posteriori dos parâmetros do modelo proposto. Mostramos

a aplicabilidade dos modelos propostos a conjuntos de dados simulados e reais.

A seguir, na Subseção 1.1 apresentamos uma breve introdução sobre as funções

cópulas. Nas Subseções 1.2 e 1.3 apresentamos, respectivamente, os critérios de com-

paração de modelos bayesianos e o procedimento de análise de influência utilizado.

Na Subseção 1.4 apresentamos os dois conjuntos de dados utilizados neste trabalho.

Por fim, na Subseção 1.5 apresentamos a organização dos caṕıtulos subsequentes.

1.1 Funções cópulas

Nesta seção apresentamos uma breve introdução de alguns conceitos básicos das

funções cópulas. Informações complementares podem ser encontradas, por exemplo,
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em Anjos et al. (2004), Trivedi & Zimmer (2005), Nelsen (2006) e Jaworski (2010).

Definição 1. Uma cópula é uma distribuição multivariada cujas marginais são

U(0, 1). Considere o vetor aleatório U = (U1, . . . , Un) ∈ In com cópula n-dimensional

C, temos

C(u1, ..., un;φ) = Pr(U1 ≤ u1, ..., Un ≤ un;φ), (u1, . . . , un) ∈ In, (1.1)

em que φ é o parâmetro associado à função cópula.

Teorema 1. (Teorema de Sklar.) Seja H uma função de distribuição conjunta com

marginais F1(t1), ..., Fn(tn). Então, existe uma cópula n-dimensional C tal que

H(t1, ..., tn;φ) = C(F1(t1), ..., Fn(tn);φ). (1.2)

Se F1(t1), ..., Fn(tn) são todas cont́ınuas, então C é única.

Demonstração: Ver Nelsen (2006).

O teorema de Sklar é um dos resultados mais importantes na teoria e aplicações

de cópulas. A partir deste temos que a cópula conecta as distribuições marginais

univariadas formando uma distribuição multivariada, ou então que uma função de

distribuição multivariada pode ser decomposta nas marginais univaridas e na estru-

tura de dependência dada pela cópula.

Para todas as cópulas temos os limites de Fréchet-Hoeffding, que são os limites

de variação, e são dados por

max(0,
n∑
i=1

Fi(ti)− n+ 1) ≤ C(F1(t1), ..., Fn(tn)) ≤ min(F1(t1), ..., Fn(tn)). (1.3)

A classe das cópulas arquimedianas (Genest & Mackay, 1986), amplamente utili-

zada na prática, permite uma grande variedade de estruturas de dependência. Todas

as cópulas Arquimedianas usualmente encontradas possuem expressões com forma

fechada. Tem sido utilizada com sucesso em conexão com a noção de fragilidade

(Oakes, 1989). A representação da cópula arquimediana permite reduzir o estudo

de cópula multivariada ao estudo de uma função univariada ϕ, comumente chamada

de gerador de uma cópula arquimediana.
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Definição 2. Considere ϕ : [0, 1] 7−→ [0,∞] tal que ϕ é uma função cont́ınua e

escritamente decrescente, com ϕ(1) = 0. Também considere a pseudo-inversa de ϕ

sendo a função ϕ[−1] : [0,∞] 7−→ [0, 1] dado por

ϕ[−1](t) =

 ϕ−1(t), 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

0, ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
(1.4)

Note que ϕ[−1] é cont́ınua e não crescente em [0,∞], e estritamente decrescente em

[0, ϕ(0)]. Também ϕ[−1](ϕ(t)) = t em [0, 1], e ϕ(ϕ[−1](t)) = min(t, ϕ(0)). Claramente

se ϕ(0) =∞, então ϕ[−1] = ϕ−1.

Teorema 2. Considere C : [0, 1]× [0, 1] 7−→ [0, 1] dada por

C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v)), (1.5)

em que ϕ e ϕ[−1] são como na Definição 2. Então, C é uma cópula se, e somente se,

ϕ é uma função convexa.

Demonstração: Ver Nelsen (2006).

Note que ϕ é convexa, se e somente se, ϕ[−1] é convexa.

Definição 3. Cópulas arquimedianas. Cópulas da forma apresentada no Teo-

rema 2 são denominadas cópulas arquimedianas com gerador ϕ. Se ϕ(0) = ∞,

dizemos que ϕ é um gerador estrito. Se ϕ(0) < ∞, ϕ é denominado gerador não

estrito.

É denominada cópula arquimediana estrita se ϕ[−1] = ϕ−1 e C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u)+

ϕ(v)).

Considere C(u, v) uma cópula arquimediana bivariada. Temos as seguintes pro-

priedades:

i) C(u, v) = C(v, u), ou seja, C é simétrica (permutável);

ii) C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)) para todo u, v, w em [0, 1], ou seja, C é associa-

tiva;

iii) Seja ϕ a geradora de C. Então para qualquer constante a > 0 tem-se que aϕ

também é uma geradora de C.
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A seguir apresentamos as cópulas arquimedianas bivariadas de Clayton, Frank e

Estável Positiva (PS) e, a cópula de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM), que utili-

zamos neste trabalho.

Cópula de Clayton

A cópula de Clayton (Clayton, 1978), originalmente estuda por Kimeldorf & Samp-

son (1975), tem a forma

C(u, v;φ) = (u−φ + v−φ − 1)−
1
φ , φ ∈ R+, (1.6)

e função geradora dada por ϕ(t) = 1
φ
(t−φ − 1).

O valor φ = 0 representa independência, ou seja, Cφ(u, v) = uv. Quando φ →

+∞ a cópula atinge o limite superior de Fréchet, mas para nenhum valor atinge o

limite inferior. A cópula de Clayton não contempla dependência negativa.

A relação entre a medida τ de Kendall e o parâmetro de dependência φ da cópula

de Clayton é dada por τ = φ
φ+2

.

Cópula de Frank

A cópula de Frank, considerada por Frank (1979) e estudadas por Nelsen (1986) e

Genest (1987), é amplamente utilizada em aplicações emṕıricas (Meester & MacKay,

1994). Permite dependência negativa e é simétrica em ambas as caldas. Tem a forma

C(u, v;φ) = logφ

(
1 +

(φu − 1)(φv − 1)

φ− 1

)
, φ ∈ (0, 1) (1.7)

e função geradora dada por ϕ(t) = − ln
(

1−φt
1−φ

)
.

O valor φ = 1 representa independência, ou seja, Cφ(u, v) = uv. Os coeficientes

de dependência da cauda inferior e superior para os membros desta famı́lia são iguais

a 0 (Salvadori et al., 2007).

A relação entre a medida τ de Kendall e o parâmetro de dependência φ da cópula

de Frank não tem forma fechada e é dada por

τ = 1 +
4

ln(φ)

 1

ln(φ)

− ln(φ)∫
0

t

et − 1
dt+ 1

 .
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Cópula Estável Positiva

A cópula Estável Positiva (PS), também conhecida como famı́lia de Gumbel-Hougaard,

foi considerada por Hougaard (1986a, b) e Hutchinson & Lai (1990). Tem a forma

C(u, v;φ) = exp{−[(− ln(u))1/φ + (− ln(v))1/φ]φ}, φ ∈ (0, 1), (1.8)

e função geradora dada por ϕ(t) = (− ln(t))1/φ.

Os valores 0 e 1 correspondem ao limite superior de Fréchet e independência,

respectivamente, mas esta cópula não atinge o limite inferior de Fréchet para nenhum

valor de φ. Como a cópula de Clayton, a cópula PS não permite dependência

negativa, mas em contraste à de Clayton, apresenta forte dependência na cauda

direita e relativamente fraca dependência na cauda esquerda.

A relação entre a medida τ de Kendall e o parâmetro de dependência φ da cópula

PS é dada por τ = 1− φ.

Cópula de Farlie-Gumbel-Morgenstern

A cópula de de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) (Gumbel, 1958; Farlie, 1960) é

dada por

C(u, v;φ) = uv[1 + φ(1− u)(1− v)], −1 ≤ φ ≤ 1. (1.9)

O valor φ = 0 representa independência, ou seja, Cφ(u, v) = uv. A cópula

FGM é atraente devido à sua forma anaĺıtica simples e tem sido muito utilizada em

modelagem para testes de associação e no estudo da eficiência de procedimentos não

paramétricos (Nelsen, 2006). Para uma lista de exemplo de aplicações e referências,

vide Conway (1983) e Hutchinson & Lai (1990).

A relação entre a medida τ de Kendall e o parâmetro de dependência φ da cópula

FGM é dada por τ = 2φ
9

. Note que −2
9
≤ τα ≤ 2

9
.
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1.2 Critérios de comparação de modelos

Na literatura encontramos diversas metodologias que se propõem a analisar a ade-

quabilidade de um modelo a um certo conjunto de dados, além de, dentre uma

coleção de modelos, selecionar o melhor.

Neste trabalho utilizamos quatro critérios de seleção de modelos, os quais especi-

ficamente são usados na metodologia bayesiana em que as amostras das distribuições

a posteriori para os parâmetros do modelo são obtidas usando métodos MCMC. A

seguir descrevemos cada um deles.

O critério DIC (Deviance Information Criterion) proposto por Spiegelhalter et

al. (2002), o EAIC (Expected Akaike Information Criterion) por Brooks (2002) e o

EBIC (Expected Bayesian (ou Schwarz ) Information Criterion) por Carlin & Louis

(2001) são critérios baseados na média a posteriori da deviância, E{D(θ)}, que é

uma medida de ajuste e que pode ser aproximada por

D =
1

V

V∑
v=1

D(θv),

sendo v o ı́ndice que indica a v -ésima realização de um total de V realizações (após

o burn-in) e

D(θ) = −2
n∑
i=1

ln(g(t1i, t2i|θ)),

em que g(·) é a função densidade de probabilidade correspondente ao nosso mo-

delo. Os critério EAIC, EBIC e DIC podem ser calculados, respectivamente, por

ÊAIC = D + 2q, ÊBIC = D + q ln(n) e D̂IC = D + ρ̂D = 2D − D̂, em que q é

o número de parâmetros no modelo, ρD é o número efetivo de parâmetros definido

como E{D(θ)} −D{E(θ)}. D{E(θ)} pode ser estimada por

D̂ = D

(
1

V

V∑
v=1

θq

)
.

Comparando modelos alternativos, o modelo preferido é aquele com os menores

valores destes critérios.
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Um outro critério, um dos mais utilizados em trabalhos aplicados, é derivado

das ordenadas da densidade preditiva condicional (CPO), que é uma ferramenta de

avaliação do modelo muito útil e intensamente usada na literatura estat́ıstica sob

vários contextos (Ibrahim et al., 2001). Seja D os dados completos e D(−i) os dados

com a i -ésima observação exclúıda. Denotamos a densidade a posteriori de θ dado

D(−i) por π(θ|D(−i)), para i = 1, ..., n, e θ é um vetor de parâmetros.

Para a i -ésima observação, a CPOi pode ser escrita como

CPOi =

∫
Θ

g(t1i, t2i|θ)π(θ|D(−i))dθ =

{∫
Θ

π(θ|D)

g(t1i, t2i|θ)
dθ

}−1

, i = 1, ..., n. (1.10)

e g(t1i, t2i|θ) é a função densidade de probabilidade. Na comparação de vários mo-

delos, para valores altos de CPOi temos um melhor ajuste do modelo.

Para o nosso modelo proposto uma forma fechada de CPOi não é posśıvel. En-

tretanto, uma estimativa Monte Carlo de CPOi pode ser obtida através de uma

simples amostra MCMC a partir da distribuição a posteriori π(θ|D). Considere

θ(1), θ(2), ..., θ(V ) uma amostra de tamanho V de π(θ|D) após o burn-in. Uma apro-

ximação Monte Carlo de CPOi (Chen et al., 2000) é dada por

ĈPOi =

{
1

q

V∑
q=1

1

g(t1i, t2i|θ(q))

}−1

. (1.11)

Como em Ibrahim et al. (2001), utilizamos a estat́ıstica LPML =
∑n

i=1 log(ĈPO)

na seleção de modelos, em que maiores valores de LPML indicam o melhor modelo.

1.3 Diagnóstico

Uma maneira de detectar a existência de pontos influentes pode ser feita por meio

da análise de diagnóstico que teve ińıcio com a análise de reśıduos (Cox & Snell,

1968).

Na literatura, uma forma utilizada de avaliação da influência de uma observação

no ajuste de um modelo é por meio da exclusão de casos (Cook & Weisberg, 1982).

Sob pequenas perturbações no modelo e/ou nos dados, Cook (1986) propôs a

avaliação da influência conjunta das observações, ao invés da retirada individual ou
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conjunta de pontos. Caso essas perturbações causem efeitos desproporcionais, pode

haver evidências de que há mau ajuste do modelo ou sérios afastamentos de suas

suposições.

Peng & Dey (1995) apresentam duas abordagens bayesianas distintas para detec-

tar observações influentes no ajuste de modelos de regressão. A primeira é baseada

na distribuição a posteriori e a segunda na distribuição preditiva, em que a influência

de uma observação é estudada observando as mudanças no fator de Bayes, pseudo-

Bayes e Bayes a posteriori. Quatro medidas espećıficas, dentre elas a divergência de

Kullback-Leibler (K-L), são propostas, as quais transmitem os efeitos de uma única

observação ou covariável na distribuição a posteriori.

Atualmente, técnicas de influência local têm sido amplamente utilizados (Ortega

et al., 2003; Labra et al., 2005; Ortega et al., 2006; Vidal & Castro, 2010).

Cho et al. (2009) propõem um método bayesiano de análise de influência caso

a caso para modelos de sobrevivência. Desenvolveram medidas de diagnóstico para

avaliar a influência de um caso nas distribuições a posteriori conjuntas e marginais

baseadas na divergência de Kullback-Leibler (K-L). Neste trabalho, Cho et al. (2009)

apresentam uma expressão simplificada para o cálculo da divergência de Kullback-

Leibler entre a distribuição a posteriori com os dados completos e a distribuição a

posteriori sob a exclusão de um simples caso, como também investigar estas relações

para as ordenadas da densidade preditiva condicional. Aplicações desta metodologia

podem ser encontradas em Cancho et al. (2010) e Cancho et al. (2011b).

1.3.1 Análise de influência caso a caso

Neste trabalho vamos considerar a análise de influência caso a caso baseado na

divergência ψ.

Seja Dψ(P, P(−i)) a divergência ψ entre P e P(−i), em que P indica a distribuição

a posteriori de θ para os dados completos e, P(−i) a distribuição a posteriori sem o

i -ésimo caso. Especificamente,

Dψ(P, P(−i)) =

∫
ψ

(
π(θ|D(−i))

π(θ|D)

)
π(θ|D) dθ, (1.12)
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em que ψ é uma função convexa com ψ(1) = 0. Várias escolhas de ψ são dadas

em Dey & Birmiwal (1994). Por exemplo, ψ(z) = − log(z) define a divergência de

Kullback-Leibler (K-L), ψ(z) = (z − 1) log(z) a distância J (ou a versão simétrica

da divergência de K-L), ψ(z) = 0, 5|z − 1| a distância variacional ou norma L1 e

ψ(z) = (z − 1)2 define a divergência χ2. A relação entre a CPO (1.10) e a medida

de divergência ψ é dada na seguinte proposição.

Proposição 1. A medida divergência ψ pode ser escrita como

Dψ(P, P(−i)) = Eθ|D

[
ψ

(
CPOi

g(t1i, t2i|θ)

)]
, (1.13)

em que o valor esperado é com relação à distribuição a posteriori conjunta π(θ|D).

Prova: Do teorema de Bayes, a distribuição a posteriori de θ é dada por

π(θ|D) =
π(θ)

∏
j∈D g(t1j, t2j|θ)∫

θ∈Θ
π(θ)

∏
j∈D g(t1j, t2j|θ)dθ

,

em que π(θ) e
∏n

i=1 g(t1i, t2i|θ) representam, respectivamente, a distribuição a priori

e a função verossimilhança de θ. A razão das distribuições a posteriori é dada por

π(θ|D(−i))

π(θ|D)
=

π(θ)
∏

j∈D(i) g(t1i, t2i|θ)∫
θ∈Θ

π(θ)
∏

j∈D(i) g(t1j, t2j|θ)dθ
×
∫
θ∈Θ

π(θ)
∏

j∈D g(t1j, t2j|θ)dθ
π(θ)

∏
j∈D g(t1j, t2j|θ)

=
1

g(t1i, t2i|θ)
×

∫
θ∈Θ

π(θ)
∏

j∈D g(t1j, t2j|θ)dθ∫
θ∈Θ

1
g(t1i,t2i|θ)π(θ)

∏
j∈D g(t1j, t2j|θ)dθ

=

(∫
θ∈Θ

1
g(t1i,t2i|θ)π(θ|D)dθ

)−1

g(t1i, t2i|θ)
=

CPOi

g(t1i, t2i|θ)
. �

Da proposição 1, a divergência K-L pode ser expressa como uma esperança a

posteriori,

DK-L(P, P(−i)) = logEθ|D
{

[g(t1i, t2i|θ)]−1
}

+ Eθ|D {log [g(t1i, t2i|θ)]}

= − log(CPOi) + Eθ|D {log [g(t1i, t2i|θ)]} .
(1.14)

De (1.13) podemos calcular Dψ(P, P(−i)) considerando uma amostra da distri-

buição a posteriori de θ via métodos MCMC. Considere θ(1), . . . , θ(V ) uma amostra

de tamanho V de π(θ|D). Então, uma estimativa Monte Carlo é dada por

D̂ψ(P, P(−i)) =
1

V

V∑
q=1

ψ

(
π(θ(q)|D(−i))

π(θ(q)|D)

)
. (1.15)
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De (1.14) uma estimativa Monte Carlo da divergência DK−L(P, P(−i)) é dada por

D̂K-L(P, P(−i)) = − log(ĈPOi) +
1

V

V∑
q=1

log
[
g(t1i, t2i|θ(q))

]
. (1.16)

A medida Dψ(P, P(−i)) pode ser interpretada como a divergência ψ do efeito da

exclusão do i-ésimo caso dos dados completos na distribuição a posteriori de θ.

Como apontado por Peng & Dey (1995) e Weiss (1996) (vide também Cancho et

al., 2010), pode ser dif́ıcil para um profissional (por exemplo, um médico) avaliar o

ponto de corte da medida de divergência, de modo a determinar se uma observação

ou um pequeno subconjunto de observações é influente ou não. Neste contexto,

usaremos a proposta dada por Peng & Dey (1995) e Weiss (1996). Considere uma

moeda viesada com probabilidade de sucesso p. Então, a divergência ψ entre a

moeda viesada e a não viesada é

Dψ(f0, f1) =

∫
ψ

(
f0(x)

f1(x)

)
f1(x)dx, (1.17)

em que f0(x) = px(1 − p)1−x e f1(x) = 0, 5, x = 0, 1. Se Dψ(f0, f1) = dψ(p), então

pode ser facilmente verificado que dψ satisfaz a seguinte equação

dψ(p) =
ψ(2p) + ψ(2(1− p))

2
. (1.18)

Não é dif́ıcil notar que, para as medidas de divergência consideradas, dψ aumenta à

medida que p afasta-se de 0, 5. Além disso, dψ(p) é simétrica em torno de p = 0, 5

e dψ atinge seu mı́nimo em p = 0, 5. Neste ponto, dψ(0, 5) = 0 e f0 = f1. Portanto,

se considerarmos p > 0, 80 (ou p ≤ 0, 20) como uma moeda muito viciada, então

dL1(0, 80) = 0, 30. Esta relação implica que o i-ésimo caso é considerado influente

quando dL1(0, 80) > 0, 30.

Assim, se usarmos a divergência de Kullback-Leibler, podemos considerar que

uma observação é influente quando dK−L > 0, 223. Da mesma forma, usando a

distância J ou a divergência χ2, uma observação na qual dJ > 0, 416 ou dχ2(0, 80) >

0, 36 pode ser considerada influente.
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1.4 Dados reais utilizados

1.4.1 Dados de retinopatia diabética

No conjunto de dados de retinopatia diabética (The Diabetic Retinopathy Study Re-

search Group, 1976), o principal objetivo do estudo é avaliar a eficácia do tratamento

com fotocoagulação para retinopatia proliferativa. O tratamento foi aleatoriamente

atribúıdo para um olho de cada paciente e, o outro foi considerado como controle. O

primeiro componente é um vetor de tempos de vidas que representa os tempos até a

perda visual para o olho de tratamento (T1), enquanto o segundo componente (T2) é

o vetor de tempos até a perda visual para o olho controle. Este conjunto de dados é

composto por 197 pacientes e, contém observações censuradas, o que aconteceu em

73% dos olhos tratados e 49% dos olhos não tratados.

A idade no ińıcio da diabete foi considerada como covariável. Para criar dois

grupos foi considerado um ponto de corte de 20 anos (58% dos pacientes tinham

menos de 20 anos de idade).

Na literatura, muitas abordagens com a finalidade de identificar a forma da

função de risco podem ser encontradas (vide, por exemplo, Glaser, 1980). Com a

finalidade de identificar o modelo adequado para os tempos de vida, utilizamos neste

trabalho um método gráfico baseado no tempo total em teste (TTT) transformado

(Barlow & Campo, 1975). A versão emṕırica do gráfico TTT transformado (Aarset,

1985) é dada por

G(r/n) =

∑r
i=1 t(i) − (n− r)t(r)∑r

i=1 t(i)
, (1.19)

r = 1, .., n, e t(i) representa as estat́ısticas de ordem dos tempos, i = 1, .., n. A curva

TTT pode exibir várias formas. Aarset (1985) mostrou que se a curva é côncava, a

função de risco é crescente. Na Figura 1.1 apresentamos as estimativas de Kaplan-

Meier da função de sobrevivência e o gráfico TTT para os dados de retinopatia

diabética. Nesta figura, podemos observar pelo gráfico de Kaplan-Meier a existência

de uma fração de indiv́ıduos que poderiam ser ditos curados. Pelo gráfico TTT

notamos algumas das observações estão localizadas ao redor da reta identidade, mas
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em sua maioria acima, concluindo que a função de risco é crescente, sugerindo que

o modelo Weibull é uma alternativa adequada para a modelagem destes dados.
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Figura 1.1: Estimativas de Kaplan-Meier da função de sobrevivência e gráficos TTT

para os dados de retinopatia diabética.

1.4.2 Dados de HIV

O conjunto de dados de pacientes portadores de HIV é composto por 135 pacientes

com idade superior a 18 anos de idade, atendidos no Serviço de Doenças Infecci-

osas e Parasitárias (DIP) da Universidade Federal do Triângulo Mineiro (UFTM),

diagnosticados com HIV entre janeiro de 1996 e dezembro de 1998, os quais foram
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gentilmente fornecidos por Gilberto A. Pereira e Fatima L. Prince (UFTM).

Infecções oportunistas são importantes causas de morbidade e mortalidade em

pessoas com o v́ırus da imunodeficiência humana (HIV) e mortes e hospitalizações

são os principais eventos resultantes dessas infecções.

Além disso, as infecções oportunistas são importantes indicadores do impacto

das intervenções na população infectada pelo HIV (Candiani et al., 2007). Pessoas

infectadas pelo HIV estão sujeitas a inúmeras infecções e complicações neoplásicas

relacionadas à sua doença. Em geral, além de infecções adquiridas ao viver fora

do hospital, quando hospitalizado o indiv́ıduo infectado pelo HIV também é mais

suscet́ıvel a infecções hospitalares por sua posśıvel condição de saúde debilitada.

No Brasil, segundo Candiani et al. (2007), o tempo médio de permanência no

hospital, que foi igual a 15 dias antes de 1996, reduziu de 40% após este ano.

Neste conjunto de dados, os tempos da primeira (T1) e da segunda (T2) internação

(em dias) foram modelados de acordo com o sexo do paciente. Para os tempos de vida

1 menores que 25 dias, 20% foram censurados. Para o tempo de vida 2 menores que

20 dias, 40% foram censurados. Tempos maiores que estes valores foram censurados.

Na Figura 1.2 apresentamos as estimativas de Kaplan-Meier da função de sobre-

vivência e os gráficos TTT para os dados de HIV. Nesta figura, podemos observar

pelo gráfico de Kaplan-Meier a existência de uma fração de indiv́ıduos que poderiam

ser ditos curados, pelo menos no que concerne ao intervalo de tempo abrangido pelo

estudo. Também constatamos pelo gráfico TTT que a função de risco é crescente,

sugerindo que o modelo Weibull é uma alternativa adequada para a modelagem

destes dados.
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Figura 1.2: Estimativas de Kaplan-Meier da função de sobrevivência e gráficos TTT

para os dados de HIV.

1.5 Organização dos caṕıtulos

No Caṕıtulo 2 apresentamos o modelo de sobrevivência FGM bivariado assumindo

distribuições marginais Weibull.

No Caṕıtulo 3 apresentamos o modelo de sobrevivência FGM bivariado conside-

rando distribuições marginais mistura padrão Weibull em duas situações: a primeira

com a inclusão de covaŕıaveis no parâmetro do modelo Weibull e na segunda na pro-

porção de curados.
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No Caṕıtulo 4 apresentamos o modelo de sobrevivência FGM bivariado assu-

mindo modelos de tempo de promoção Weibull para as distribuições marginais.

Em todos estes caṕıtulos, exibimos os procedimentos inferenciais sob um enfoque

bayesiano, comparamos com outros modelos de cópulas e com o caso assumindo

independência entre os tempos marginais. Também realizamos o procedimento de

análise de influência caso a caso baseado na divergência ψ. Ilustrações numéricas

são apresentadas considerando conjunto de dados artificiais e reais.

Por fim, no Caṕıtulo 5 apresentamos algumas considerações finais e extensões.
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Caṕıtulo 2

Modelo de sobrevivência bivariado

baseado na cópula FGM

Neste caṕıtulo propomos um modelo de sobrevivência bivariado baseado na cópula

FGM com marginais Weibull. A construção do modelo é apresentada na Seção

2.1. Na Seção 2.2 apresentamos o procedimento inferencial. Aplicações com dados

simulados e reais são realizadas na Seção 2.3.

2.1 Modelo de sobrevivência FGM bivariado

Com o objetivo de definir a função de sobrevivência bivariado, primeiramente supo-

mos que Cφ é uma função distribuição com função densidade cφ em [0, 1]2 para φ ∈ R.

Então, considere (T1, T2) os tempos de falhas pareados e, Sj e fj, respectivamente,

a função de sobrevivência e a função densidade de Tj, j = 1, 2.

Se (T1, T2) provém da cópula Cφ para algum φ, então as funções de sobrevivência

e densidade conjunta de (T1, T2) são dadas por (Shih & Louis, 1995)

S(t1, S2) = Cφ(S1(t1), S2(t2)), t1, t2 > 0 (2.1)

e

f(t1, t2) = cφ(S1(t1), S2(t2))f1(t1)f2(t2), t1, t2 > 0, (2.2)

respectivamente. Note que as distribuições marginais e a estrutura de dependência
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podem ser visualizadas separadamente e esta estrutura de dependência é represen-

tada por uma cópula.

A função de sobrevivência bivariada induzida pela cópula FGM (1.9) é dada por

S(t1, t2) = S1(t1)S2(t2)[1 + φ{1− S1(t1)}{1− S2(t2)}], (2.3)

em que φ, φ ∈ (−1, 1), é o parâmetro que mede a intensidade da dependência entre

os tempos de vida. Observe que quando φ = 0, S(t1, t2) = S1(t1)S2(t2), levando à

conclusão de que as variáveis aleatórias T1 e T2 são independentes.

Para a cópula FGM, o tau de Kendall (Nelsen, 2006) é dado por τφ = 2φ
9

. Para

φ = 0, τφ é igual a 0. Outras medidas de dependência entre as variáveis T1 e T2

podem ser encontradas em Nelsen (2006). Por exemplo, se as variáveis aleatórias T1

e T2 têm uma distribuição Weibull com função densidade

f(tj) = αjλjt
αj−1
j exp

{
−λjt

αj
j

}
, j = 1, 2, (2.4)

e função de sobrevivência

S(tj) = exp
{
−λjt

αj
j

}
, j = 1, 2, (2.5)

pode ser provado que o coeficiente de correlação de Pearson entre T1 e T2 é dado por

ρ =
φ
(

1− 2
− 1
α1

)(
1− 2

− 1
α2

)
√(

Γ( 2
α1

+1)

Γ( 1
α1

+1)2
− 1

)(
Γ( 2
α2

+1)

Γ( 1
α2

+1)2
− 1

) . (2.6)

Observe que quando φ = 0, o coeficiente de correlação ρ é igual a 0. Quando Tj

tem uma distribuição Exponencial com parâmetro αj = 1, j = 1, 2, o coeficiente de

correlação é dado por ρ = φ/4.

2.2 Inferência

Para inferência, adotamos uma abordagem bayesiana. A função verossimilhança,

as distribuições a priori para os parâmetros do modelo e os detalhes do algoritmo

Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) são descritos a seguir.
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Considere (Ti1, Ti2) e (Ci1, Ci2) os i -ésimos tempos de vida e de censura bi-

variados, para i = 1, . . . , n. Suponha que (Ti1, Ti2) e (Ci1, Ci2) são independentes.

Para cada indiv́ıduo i, as quantidades individuais são representadas pelas variáveis

aleatórias tij = min(Tij, Cij) e δij = I(tij = Tij), que denota o indicador de falha,

j = 1, 2. Sejam S(t1|γ1) e S(t2|γ2) as funções de sobrevivência de Ti1 e Ti2, respecti-

vamente, em que γ1 e γ2 são vetores de parâmetros de q1 e q2 elementos associados

a cada uma das distribuições marginais.

Considerando a função de sobrevivência bivariada S(t1, t2|φ,γ1,γ2) dada em

(2.3), a contribuição do i -ésimo indiv́ıduo para a log-verossimilhança de θ = (φ,γ1,γ2)

é dada por (Lawless, 2003)

`i(θ) = δi1δi2 log

(
∂2S(t1, t2|θ)

∂ti1∂ti2

)
+ δi1(1− δi2) log

(
−∂S(t1, t2|θ)

∂ti1

)
+δi2(1− δi1) log

(
−∂S(t1, t2|θ)

∂ti2

)
+ (1− δi1)(1− δi2) logS(t1, t2|θ). (2.7)

2.2.1 Distribuições a priori e a posteriori

O uso do método bayesiano permite a incorporação de conhecimentos prévios dos

parâmetros através de uma distribuição a priori informativa. Quando não há co-

nhecimentos prévios pode-se considerar uma estrutura não informativa.

Por exemplo, a fim de realizar um procedimento de inferência bayesiana para o

modelo de sobrevivência bivariado dado em (2.3), considere que a famı́lia de distri-

buições paramétricas dos tempos de vida marginal T1 e T2 é conhecida e indexada

pelos vetores de parâmetros γ1 e γ2, respectivamente.

Consideramos uma distribuição a priori conjunta própria para os parâmetros

do modelo com o intuito de garantir que a distribuição a posteriori conjunta seja

própria (Ibrahim et al., 2001). A densidade a priori conjunta de θ = (φ,γ1,γ2) é

dada por

π(θ) ∝ (1− φ)r1−1(1 + φ)r2−1

2∏
j=1

π(γj). (2.8)

A expressão (2.8) implica que (1−φ)/2 segue uma distribuição Beta(r1; r2), π(γj)

é a distribuição a priori de γj e que γ1, γ2 e φ são mutuamente independentes a

priori.
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Combinando (2.8) com a função de verossimilhança, L(θ) = exp(
∑n

i=1 `i(θ)), em

que `i(θ) é dada em (2.7), obtemos diretamente a distribuição conjunta a posteriori

de θ, π(θ|D), em que D é o conjunto de dados observados. As estimativas dos

parâmetros são dadas pelas médias da distribuição a posteriori.

Para especificação paramétrica das marginais é posśıvel ligar covariáveis em cada

um dos componentes, isto é, γj=ϕ(xj). Por simplicidade e para evitar restrições no

espaço paramétrico, consideramos ϕ(xj)=exp(x>
j βj), em que βj corresponde ao

vetor de coeficientes desconhecidos de ordem qj × 1, associado às covariáveis xj,

j = 1, 2.

2.2.2 Implementação Computacional

Na abordagem bayesiana, a distribuição alvo para a inferência é a distribuição a

posteriori dos parâmetros de interesse. Para isto, precisamos obter a densidade a

posteriori marginal de cada parâmetro, que são obtidas através da integração da

densidade conjunta a posteriori com relação aos demais parâmetros.

O amostrador de Gibbs é um processo iterativo de uma ampla classe de métodos

genericamente nomeados Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Muitos

aspectos práticos da metodologia MCMC são descritos em Gelfand & Smith (1990)

e Gamerman & Lopes (2006). Este método é aplicável em situações em que não

somos capazes de gerar amostras diretamente da distribuição a posteriori conjunta.

Contudo, requer as densidades condicionais completas para gerar amostras.

Ressaltamos que para qualquer distribuição marginal de T1 e T2, a distribuição

a posteriori conjunta não é tratável analiticamente, mas métodos MCMC tal como

o amostrador de Gibbs podem ser usados para obter amostras, a partir da quais ca-

racteŕısticas das distribuições a posteriori marginais de interesse podem ser inferidas

(Gilks et al., 1996). Para o procedimento de estimação, consideramos a estimação

conjunta em que todos os parâmetros do modelo são estimados simultaneamente no

algoritmo MCMC.

Assumindo que Tij segue uma distribuição Weibull dada em (2.4) com parâmetros

αj e λij = exp(β0j + β1jxi), j = 1, 2. Escolhemos as seguintes distribuições a priori
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independentes: βkj ∼ N(µkj;σ
2
kj) e αj ∼ Gama(aj; bj), em que k = 0, 1 e j = 1, 2.

A distribuição condicional para cada parâmetro é dada por

π(φ|D, θ(−φ)) ∝ (1− φ)r1−1(1 + φ)r2−1

(
n∏
i=1

∆i

)
,

π(β0j|D, θ(−β0j)) ∝

(
n∏
i=1

∆i

)
exp

(
{
∑n

i=1 δji +
µ0j
σ2
0j
}β0j −

β2
0j

2σ2
0j
−
∑n

i=1 e
(β0j+β1jxi)t

αj
ji

)
,

π(β1j|D, θ(−β1j)) ∝

(
n∏
i=1

∆i

)
exp

(
{
∑n

i=1 δjixi +
µ1j
σ2
1j
}β1j −

β2
1j

2σ2
1j
−
∑n

i=1 e
(β0j+β1jxi)t

αj
ji

)
e

π(αj|D, θ(−αj)) ∝
(

n∏
i=1

∆it
(αj−1)δji
ji

)
α

(aj−1)(
∑n
i=1 δji)

j exp
(
−
∑n

i=1(β0j + β1jxi)t
αj
ji − bjαj

)
,

para j = 1, 2 com D = (t1, t2, δ1, δ2,x),

∆i = ν(1−δ1i)(1−δ2i)
1i

νδ1iδ2i2i νδ1i(1−δ2i)
3i

νδ2i(1−δ1i)
4i

,

ν1i = 1 + φ
2∏
j=1

(1− Sj(tji)),

ν2i = 1 + φ

(
1 +

2∏
j=1

(1− 2Sj(tji))

)
,

ν3i = 1 + φ

(
1− 2S1(tji)− S2(tji) + 2

2∏
j=1

Sj(tji)

)
e

ν4i = 1 + φ

(
1− S1(tji)− 2S2(tji) + 2

2∏
j=1

Sj(tji)

)
.

As densidades condicionais acima não pertencem a nenhuma famı́lia de densida-

des paramétricas conhecidas. A fim de gerar as amostras temos então que imple-

mentar um passo de Metropolis nas iterações Gibbs (Chib & Greenberg, 1995). Para

o parâmetro φ, a distribuição condicional π(φ|D, θ(−φ)) é uma função log-côncava.

Assim, o método de rejeição adaptativa pode ser usada.
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2.3 Aplicações

Nesta seção resultados de estudos de simulação e um exemplo de dados reais são

apresentados com o objetivo de ilustrar a performance da metodologia proposta.

2.3.1 Propriedades frequentistas

Inicialmente empregamos dados simulados para estudar as propriedades frequentis-

tas dos estimadores bayesianos quando os parâmetros do modelo são conhecidos. O

objetivo deste estudo de simulação é mostrar o bom comportamento das estimati-

vas bayesianas, com base no erro quadrático médio frequentista (EQM), na média

frequentista (Média) e nas medidas utilizadas para comparação de modelos (EAIC,

EBIC, DIC, LPML).

Os tempos de censura Cij foram gerados a partir de uma distribuição Uniforme

U(0; τj), com τj, j = 1, 2, controlando o percentual de observações censuradas. Neste

estudo consideramos o modelo de sobrevivência dado pela expressão (2.3), assumindo

que Tj tem distribuição Weibull com paramêtros αj e λij = exp(β0j + β1jxi), j =

1, 2, em que as covariáveis xi foram geradas de uma distribuição Bernoulli com

parâmetro 0, 5. Para os dados bivariados (Ti1, Ti2), i = 1, . . . , n, foram gerados

n = 100 observações de acordo com os seguintes passos. Primeiro geramos Ti1 =

(−log(1− ui1)/λi1)1/α1 em que ui1 ∼ U(0; 1). Então, Ti1 foi comparado com o valor

de censura Ci1 a fim de determinar o indicador de censura δi1 e o valor observado dado

por ti1 = min(Ti1, Ci1).Depois Ti2 foi gerado usando a variável aleatória ui2 ∼ U(0; 1)

e a solução da equação não linear, wi +φ(2u1i− 1)(w2
i −wi)−ui2 = 0, considerando

Ti2 = (−log(1− wi)/λi2)1/α2 . Então, Ti2 foi comparado com o valor de censura

Ci2 a fim de determinar o indicador de censura δi2 e o valor observado dado por

ti2 = min(Ti2, Ci2).

Em nosso estudo consideramos os seguintes valores para os parâmetros do modelo

β01 = 1, β11 = 1, α1 = 2, β02 = 1, 5, β12 = 0, 5, α2 = 1, 5 e φ = 0, 5. Simulamos os

conjuntos de dados assumindo (0%; 0%) e (15%; 15%) de censuras.

Portanto, duas configurações diferentes de simulação foram realizadas de acordo
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com o percentual de censura, cada um com 100 conjuntos Monte Carlo de dados

gerados.

As seguintes distribuições a priori independentes foram consideradas para o

amostrador de Gibbs: βij ∼ N(0; 1000) e αj ∼ Gama(1; 0, 001), i = 0, 1 e j = 1, 2.

Assumimos para o parâmetro da cópula PS que φ ∼ Beta(1; 1) e para a cópula FGM

que (1− φ)/2 ∼ Beta(1; 1), tal escolha garante que φ ∈ (−1; 1).

Para cada conjunto de dados gerados simulamos duas cadeias de tamanho 50.000

para cada parâmetro, desconsiderando as primeiras 10.000 iterações para eliminar o

efeito dos valores iniciais e, para evitar problemas de autocorrelação, consideramos

um espaçamento de tamanho 20, obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000

sobre a qual a inferência a posteriori é baseada. Para cada amostra, a média a

posteriori dos parâmetros e os valores de EAIC, EBIC, DIC e LPML são gravados.

As simulações foram realizadas utilizando os sistemas OpenBUGS (Spiegelhalter et

al., 2007) e R (R Development Core Team, 2007) por meio do pacote BRugs (BUGS

team, 2007).

A convergência das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomenda-

dos por Cowless & Carlin (1996) (pacote CODA (Plummer et al., 2006)). Em todos

os casos, a convergência foi verificada por meio do diagnóstico de Gelman-Rubin

(Gelman & Rubin, 1992) sendo muito próximo a 1 (≤ 1.02).

A Tabela 2.1 mostra as estat́ısticas resumo da simulação para os parâmetros

ajustando o modelo baseado na cópula FGM para as duas configurações de censuras.

Os verdadeiros valores são dados entre parênteses, a Média MC denota a média

aritmética das 100 estimativas dada por
100∑
j=1

θ̂kj/100, e o EQM MC denota o erro

quadrático médio frequentista dado por
100∑
j=1

(θ̂kj − θk)
2/100, em que θ̂k é o valor

estimado do parâmetro fixo θk. Podemos observar que em ambos os casos (com

e sem a presença de dados censurados) as estimativas obtidas estão próximas, em

média, do verdadeiro valor e têm um baixo valor de EQM.

A Tabela 2.2 apresenta a média Monte Carlo (MC) dos quatro critérios de com-

paração de modelos discutidos na Seção 1.2 para comparar os modelos de sobre-

vivência bivariado baseado na cópula FGM e PS com marginais Weibull. Podemos
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Tabela 2.1: Dados simulados. Média MC e EQM MC para os parâmetros do modelo

de sobrevivência FGM bivariado baseados sobre as 100 amostras geradas para as

duas configurações de censuras.

Parâmetro % de censurados

(verdadeiro valor) (0; 0) (15; 15)

Média MC EQM MC Média MC EQM MC

β01(1) 1,004 0,012 0,884 0,020

β11(1) 1,051 0,033 1,033 0,034

α1(2) 2,040 0,015 2,096 0,022

β02(1, 5) 1,536 0,019 1,398 0,021

β12(0, 5) 0,522 0,026 0,491 0,024

α2(1, 5) 1,546 0,008 1,567 0,011

φ(0, 5) 0,475 0,021 0,374 0,036

observar que para as duas configurações de censura, o modelo baseado na cópula

FGM supera o modelo PS em todas as médias dos critérios considerados.

Tabela 2.2: Dados simulados. Média Monte Carlo dos critérios bayesianos baseados

sobre as 100 amostras geradas para as duas configurações de censuras.

% de censurados Cópula Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

(0; 0) FGM -99,203 -80,967 -106,486 53,079

PS -98,115 -79,879 -105,463 52,564

(15; 15) FGM -27,325 -9,089 -34,578 17,028

PS -26,728 -8,492 -34,182 16,822

2.3.2 Diagnóstico de observações influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagnóstico proposta neste trabalho,

geramos uma amostra de tamanho 100 com parâmetros fixos β01 = 1, β11 = 1,

α1 = 2, β02 = 1, 5, β12 = 0, 5, α2 = 1, 5 e φ = 0, 5. Nesta amostra, consideramos
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também que 15% de cada tempo foi censurado.

Selecionamos os casos 12, 28, 50 (ambos os tempos observados) e 77 (ambos

os tempos censurados) para perturbação. Para criar observações artificialmente

influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou três desses casos selecio-

nados. Para cada caso, perturbamos um ou ambos os tempos da seguinte forma:

t̃i = ti + 4Dt, i = 1, 2, em que Dt é o desvio padrão dos ti’s. Para o caso 12 foi

perturbado apenas o tempo de vida t1, para o caso 50 o tempo de vida t2 e, para

ambos os casos 28 e 77, ambos os tempos de vidas foram perturbados.

Para a implementação do algoritmo MCMC, assim como a verificação da con-

vergência das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos na Subseção

2.2.2.

A Tabela 2.3 mostra que as inferências a posteriori são senśıveis à perturbação

do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 2.3 o conjunto de dados (a) denota os dados

originais simulados sem perturbação e os conjuntos de dados (b) a (i) denotam os

conjuntos de dados com casos perturbados.
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Tabela 2.3: Dados simulados. Média e desvio padrão (DP) para os parâmetros do

modelo de sobrevivência FGM bivariado para cada conjunto de dados simulados.

Nome Identificação β01 β11 α1 β02 β12 α2 φ

dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média

perturbados [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]

a Amostra original 0,939 0,856 2,111 1,115 0,594 1,400 0,386

[0,156] [0,230] [0,184] [0,174] [0,225] [0,120] [0,28]

b 12 0,768 0,939 1,982 1,112 0,607 1,403 0,419

[0,154] [0,234] [0,167] [0,173] [0,224] [0,122] [0,273]

c 50 0,941 0,853 2,106 0,974 0,681 1,340 0,328

[0,160] [0,230] [0,185] [0,166] [0,228] [0,112] [0,277]

d 77 0,847 0,472 1,825 1,063 0,382 1,313 0,508

[0,154] [0,219] [0,147] [0,166] [0,223] [0,112] [0,272]

e {12, 50} 0,770 0,932 1,984 0,977 0,673 1,336 0,360

[0,151] [0,228] [0,164] [0,166] [0,226] [0,115] [0,287]

f {12, 77} 0,717 0,564 1,757 1,060 0,385 1,311 0,536

[0,152] [0,222] [0,139] [0,167] [0,222] [0,111] [0,272]

g {12, 50, 77} 0,718 0,573 1,753 0,946 0,460 1,262 0,481

[0,149] [0,225] [0,139] [0,165] [0,223] [0,106] [0,279]

h 28 0,797 0,403 1,700 1,054 0,374 1,293 0,491

[0,156] [0,220] [0,134] [0,171] [0,223] [0,110] [0,283]

i {28, 77} 0,776 0,234 1,639 1,025 0,219 1,249 0,602

[0,151] [0,218] [0,132] [0,169] [0,228] [0,105] [0,263]

A Tabela 2.4 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de

conjuntos de dados perturbados. Podemos observar que o conjunto de dados (a)

(conjunto dos dados originais simulados) teve o melhor ajuste.

Vamos considerar as amostras da distribuição a posteriori dos parâmetros do

modelo de sobrevivência FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro me-

didas de divergência. Os resultados na Tabela 2.5 mostram, antes da perturbação

(conjunto de dados (a)), que todos os casos selecionados não são influentes, com pe-

quenas medidas de divergência. Entretanto, após perturbações (conjunto de dados

(b) a (i)) as quatro medidas aumentam, indicando que os casos são influentes. Os
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Tabela 2.4: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobre-

vivência FGM bivariado para cada conjunto de dados simulados.

Nome dos dados Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

a -1,685 16,551 -8,779 4,387

b 7,424 25,660 0,280 -0,396

c 6,581 24,817 -0,506 0,210

d 27,382 45,618 20,110 -11,871

e 15,742 33,979 8,599 -4,631

f 34,590 52,826 27,250 -15,411

g 42,460 60,696 35,180 -19,144

h 35,063 53,299 27,790 -17,542

i 52,696 70,932 45,320 -24,926

valores que ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subseção 1.3.1 estão

destacados com ∗.
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Tabela 2.5: Dados simulados. Medidas de divergência.

Nome dos dados Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

a 12 0,012 0,022 0,059 0,023

28 0,126 0,244 0,193 0,319

50 0,018 0,037 0,076 0,038

77 0,008 0,015 0,050 0,016

b 12 0,485∗ 1,038∗ 0,393∗ 2,170∗

c 50 0,344∗ 0,728∗ 0,328∗ 1,462∗

d 77 2,589∗ 5,725∗ 0,799∗ 79,903∗

e 12 0,498∗ 1,386∗ 0,418∗ 13,387∗

50 0,319∗ 0,695∗ 0,323∗ 1,221∗

f 12 0,303∗ 0,732∗ 0,321∗ 2,055∗

77 2,373∗ 7,958∗ 0,900∗ 855,628∗

g 12 0,270∗ 0,570∗ 0,293∗ 0,920∗

50 0,278∗ 0,555∗ 0,289∗ 0,948∗

77 2,077∗ 4,101∗ 0,708∗ 24,424∗

h 28 4,603∗ 10,855∗ 1,029∗ 518,161∗

i 28 2,415∗ 5,410∗ 0,798∗ 55,341∗

77 0,866∗ 1,910∗ 0,512∗ 7,589∗

A Figura 2.1 mostra os gráficos de ı́ndices das quatro medidas de divergência

para o conjunto de dados (i). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de

divergência detectam os pontos influentes.
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Figura 2.1: Dados simulados. Gráficos de ı́ndices das medidas de divergência para

o caso (i).

2.3.3 Dados reais

Nesta seção, ilustramos a metodologia proposta em uma amostra composta por 162

pacientes, extráıda dos dados de retinopatia diabética (Subseção 1.4.1).

Ao analisarmos este conjunto de dados, não detectamos nenhum ponto influente.

Dessa forma, para criar uma observação influente, escolhemos o caso 100 e pertur-

bamos ambos os tempos de vida da seguinte forma t̃u = tu + 10St, u = 1, 2, em que

St é o desvio-padrão de tu’s.

Simulamos duas cadeias de tamanho 50.000 para cada parâmetro, desconside-

rando as primeiras 10.000 iterações para eliminar o efeito dos valores iniciais e, para

evitar problemas de autocorrelação, foi considerado um espaçamento de tamanho 20,
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obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferência a posteriori

é baseada.

As seguintes distribuições a priori independentes foram consideradas para rea-

lizar o amostrador de Gibbs: βji ∼ N(0; 1000), αj ∼ Gama(1; 0, 001), i = 0, 1,

j = 1, 2 e (1 − φ)/2 ∼ Beta(1; 1), tal escolha garante que φ ∈ (−1; 1). A con-

vergência das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados por

Cowless & Carlin (1996).

Na Tabela 2.6 apresentamos os resumos a posteriori para os parâmetros do mo-

delo baseado na Cópula FGM com marginais Weibull e Exponencial. Além de avaliar

a robustez do modelo relacionado às escolhas dos hiperparâmetros das distribuições

a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no qual constatamos que as es-

timativas dos parâmetros a posteriori não apresentaram diferenças significativas e

não alteraram os resultados da Tabela 2.6.

Tabela 2.6: Dados de retinopatia diabética. Média a posteriori, desvio padrão (DP)

e intervalo HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência FGM biva-

riado.
Parâmetro Weibull Exponencial

Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)

α1 0,817 0,102 (0,629; 1,032) - - -

Tempo 1 β01 -3,917 0,416 (-4,767; -3,148) -4,606 0,169 (-4,948; -4,294)

β11 -0,676 0,309 (-1,297; -0,097) -0,682 0,317 (-1,323; -0,078)

α2 0,821 0,070 (0,687; 0,964) - - -

Tempo 2 β02 -3,489 0,292 (-4,076; -2,933) -4,154 0,143 (-4,446; -3,887)

β12 0,332 0,203 (-0,065; 0,729) 0,325 0,203 (-0,071; 0,722)

Cópula φ 0,655 0,221 (0,173; 0,979) 0,641 0,212 (0,178; 0,971)

A Figura 2.2 mostra o gráfico de dispersão entre T1 e T2 (painel acima). Também,

as curvas de Kaplan-Meier para as variáveis T1 (painel abaixo à esquerda) e T2 (painel

abaixo à direita) dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com o ajuste do

modelo de sobrevivência bivariado baseado na cópula FGM com marginais Weibull.

Na Tabela 2.7 apresentamos o valor das quatro medidas de divergência para o

caso 100. Em comparação com pontos de cortes apresentados na Subseção 1.3.1,
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Figura 2.2: Dados de retinopatia diabética. Gráfico de dispersão de T1 e T2 (painel

acima). Curvas de Kaplan-Meier para as variável T1 (painel abaixo à esquerda) e

T2 (painel abaixo à direita), juntamente com o ajuste do modelo de sobrevivência

bivariado baseado na cópula FGM com marginais Weibull.

podemos observar que todas as medidas detectam o ponto influente, que também

pode ser observado no gráfico de ı́ndices (Figura 2.3).

A Tabela 2.8 apresenta os critérios de comparação de modelos discutidos na Seção

1.2 para comparar modelo de sobrevivência bivariado baseado na cópula FGM com

marginais Weibull e Exponencial com os modelos baseados nas cópulas de Clayton,

Frank e Positive Stable, como também com o caso assumindo independência entre os

32



Tabela 2.7: Dados de retinopatia diabética. Medidas de divergência.

Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

100 0,292 0,651 0,307 1,339
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Figura 2.3: Dados de retinopatia diabética. Gráficos de ı́ndices das medidas de

divergência.

tempos. Com base em todos os critérios bayesianos, há evidências positivas em favor

da modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivência bivariado baseado

na cópula FGM pode ser visto como um concorrente para os conhecidos modelos

de sobrevivência bivariados induzido pelas cópulas PS, Frank e Clayton comumente

utilizados na literatura para ajuste dos dados de tempo de vida bivariado.

A Figura 2.4 mostra os gráficos de contorno da função de sobrevivência para o

modelo de sobrevivência bivariado baseado na cópula FGM com marginais Weibull.

33



Tabela 2.8: Dados de retinopatia diabética. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

FGM 1532,521 1554,134 1525 -762,365

PS 1533,459 1555,072 1526 -763,078

Weibull Frank 1532,527 1554,14 1525 -762,514

Clayton 1532,57 1554,183 1525 -762,592

Independência 1536,889 1555,414 1531 -765,294

FGM 1534,743 1550,181 1530 -765,3462

PS 1537,341 1552,779 1532 -766,6769

Exponencial Frank 1535,463 1550,901 1530 -765,7647

Clayton 1535,46 1550,898 1530 -765,5114

Independência 1540,179 1552,529 1536 -768,5528
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Figura 2.4: Dados de retinopatia diabética. Gráficos de contorno para x = 0 (painel

esquerdo) e x = 1 (painel direito) com o ajuste do modelo de sobrevivência FGM

com marginais Weibull.
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Caṕıtulo 3

Modelo de sobrevivência bivariado

mistura padrão baseado na cópula

FGM

Os modelos de longa duração (Maller & Zhou, 1996; Rodrigues et al., 2009), também

conhecidos como modelos com fração de cura, têm sido amplamente desenvolvidos

nos últimos tempos, sendo utilizados em várias aplicações a dados de estudos cĺınicos

(Yakovlev & Tsodikov, 1996), como por exemplo dados de câncer em que uma

proporção dos pacientes são “curados”.

Na análise de sobrevivência tradicional (Colosimo & Giolo, 2006; Kalbfleisch &

Prentice, 2002; Lawless, 2003; Louzada-Neto et al., 2002), os modelos paramétricos

assumem que a fração de cura é zero. Os indiv́ıduos que não apresentam o evento de

interesse até certo momento são considerados censurados. Tais modelos não levam

em consideração se os indiv́ıduos deixaram de ser suscet́ıveis a tal evento. Neste caso,

a censura pode significar tanto os indiv́ıduos que por algum motivo abandonaram o

estudo quanto os que deixaram de ser suscet́ıveis.

A presença de uma grande quantidade de observações com tempos mais à direita

(os maiores) censurados, um conjunto de dados pode ser uma evidência de que exista

uma fração de curados na população em estudo (Goldman, 1984). Caso o gráfico

do estimador de Kaplan-Meier da função de sobrevivência apresente cauda longa
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em um ńıvel visivelmente acima de zero, as observações censuradas determinam a

presença de uma fração de curados.

Os primeiros modelos com fração de cura foram desenvolvidos por Boag (1949)

e Berkson & Gage (1952). Propuseram um modelo de mistura em que há uma pro-

porção de indiv́ıduos curados na população em estudo. Este modelo, também co-

nhecido como modelo de mistura padrão, supõe a existência de apenas uma posśıvel

causa interferindo para a ocorrência do evento e, que esta causa possa ser manifes-

tada ou não segundo uma probabilidade a ser estimada. Posteriormente, trabalhos

como Yakovlev & Tsodikov (1996), Chen et al. (1999), Ibrahim et al. (2001) e Yin

& Ibrahim (2005a, b) propõem modelos que permitem que não apenas uma, mas

várias causas estejam relacionadas à ocorrência do evento de interesse.

Neste caṕıtulo apresentamos a função de sobrevivência de longa duração apresen-

tado por Rodrigues et al. (2009) (Seção 3.1). Propomos um modelo de sobrevivência

bivariado baseado na cópula FGM com marginais mistura padrão (Berkson & Gage,

1952) em duas situações: a primeira em que consideramos a inclusão de covariáveis

no parâmetro de escala do modelo Weibull (Subseção 3.2.2) e a segunda situação na

proporção de curados (Subseção 3.2.3).

3.1 Função de sobrevivência de longa duração

Definição 4. (Feller, 1968) Seja {am}, m = 0, 1, 2, . . ., uma sequência de números

reais. Se

Aa(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + . . .

converge, para s ∈ [0, 1], então Aa(s) é definida como função geradora da sequência

{am}.

Considere M uma variável aleatória representando o número de causas ou riscos

da ocorrência de um particular evento de interesse com distribuição de probabilidade

pm = P [M = m], m = 0, 1, 2, . . . (3.1)

Dado M = m, sejam Zj, j = 1, . . . ,m, variáveis aleatórias cont́ınuas (não-negativas)

independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.) representando o tempo de ocorrência

36



do evento de interesse devido à j -ésima causa ou risco. A função de sobrevivência

de um indiv́ıduo da população em risco associado à j -ésima causa é dada por

S(t) = P (Zj > t), j = 1, . . . ,m, t ≥ 0, (3.2)

em que S(t) é uma função de sobrevivência própria, ou seja, S(t)→ 0 para t→∞.

O tempo de ocorrência do evento de interesse é definido como

T = min{Z0, Z1, . . . , ZM}, (3.3)

em que P [Z0 = ∞] = 1. Esta suposição admite a possibilidade de uma proporção

p0 da população não apresentar a ocorrência do evento de interesse.

As variáveis aleatórias Zj e M são variáveis latentes e T é uma variável aleatória

observável ou censurada com função de sobrevivência dada por

Spop(t) = P [T > t]. (3.4)

Teorema 3. Dada uma função de sobrevivência própria S(t) para os indiv́ıduos

em risco da população, temos que a função de sobrevivência de longa duração da

variável aleatória T é dada por

Spop(t) = Ap(S(t)) =
∞∑
m=0

pm{S(t)}m, (3.5)

sendo Ap(.) a função geradora da sequência {pm}.

Podemos notar que Spop(t) é uma função de sobrevivência imprópria, ou seja,

lim
t→∞

Spop(t) > 0. A fração de cura da população pode ser obtida por meio do seguinte

teorema.

Teorema 4. Dada uma função de sobrevivência própria S(t), para os elementos da

população em risco, temos que

lim
t→∞

Spop(t) = P [M = 0] = p0, (3.6)

em que p0 denota a proporção de curados (ou imunes) da população.

O modelo com fração de cura unificado é dado pelo seguinte teorema.
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Teorema 5. A função de sobrevivência da v.a. T correspondente a um modelo de

longa duração unificado é dada por

Spop(t) = p0 + (1− p0)S∗(t), (3.7)

em que S∗(t) =
∞∑
m=1

p∗m{S(t)}m e p∗m = pm
1−p0 .

Podemos notar que S∗(t) é uma função de sobrevivência própria associada aos

indiv́ıduos da população que estão em risco.

A função densidade imprória associada à função de sobrevivência de longa duração

(3.7) é dada por

fpop(t) = f(t)
dAp(s)

ds
|s=S(t), (3.8)

em que Ap(.) é a função geradora da sequência de probabilidades {pm}.

Mais detalhes sobre o modelo de longa duração unificado podem ser obtidos em

Tsodikov et al. (2003) e Rodrigues et al. (2009).

3.2 Modelo de sobrevivência bivariado mistura

padrão Weibull baseado na cópula FGM

Um caso particular do modelo de longa duração unificado é o modelo de mistura

padrão (Berkson & Gage, 1952). Assume que o número de causas M segue uma

distribuição de Bernoulli com parâmetro 1− p0 e é dado por

Spop(t) = p0 + (1− p0)S(t), (3.9)

em que S(t) = P (T > t|M = 1) é uma função de sobrevivência própria. Para S(t)

sendo uma função de sobrevivência de uma distribuição Weibull, temos o modelo

denominado de mistura padrão Weibull.

Então, considere (T1, T2) os tempos de falha pareados e Spopj e fpopj , respectiva-

mente, a função de sobrevivência de longa duração e a função densidade de longa

duração de Tj, j = 1, 2.
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Considere que (T1, T2) provém da cópula Cφ para algum φ. Então, as funções de

sobrevivência e densidade conjuntas de (T1, T2) são dadas por

Spop(t1, t2) = Cφ(Spop1(t1), Spop2(t2)), t1, t2 > 0 (3.10)

e

fpop(t1, t2) = cφ(Spop1(t1), Spop2(t2))fpop1(t1)fpop2(t2), t1, t2 > 0, (3.11)

respectivamente.

Vamos assumir o modelo de mistura padrão para Tj, j = 1, 2. Dessa forma, a

função de sobrevivência bivariada de (T1, T2) induzida pela cópula FGM (expressão

1.9) é dada por

Spop(t1, t2) = Spop1(t1)Spop2(t2)[1 + φ{1− Spop1(t1)}{1− Spop2(t2)}], (3.12)

em que φ é o parâmetro que mede a intensidade da dependência entre os tempos de

vida.

3.2.1 Inferência

Com as mesmas considerações da Seção 2.2, sejam Spop(t1|γ1) e Spop(t2|γ1) as funções

de sobrevivência de longa duração de Ti1 e Ti2, respectivamente, em que γ1 e γ2 são

vetores de parâmetros de q1 e q2 elementos associados a cada uma das distribuições

marginais.

Considerando a função de sobrevivência de longa duração Spop(t1, t2|φ,γ1,γ2)

dada em (3.12), a contribuição do i -ésimo indiv́ıduo para a log-verossimilhança de

θ = (φ,γ1,γ2) é dada por

`i(θ) = δi1δi2 log

(
∂2Spop(t1, t2|θ)

∂ti1∂ti2

)
+ δi1(1− δi2) log

(
−∂Spop(t1, t2|θ)

∂ti1

)
+δi2(1− δi1) log

(
−∂Spop(t1, t2|θ)

∂ti2

)
+ (1− δi1)(1− δi2) logSpop(t1, t2|θ). (3.13)

Consideramos as distribuições a priori de forma análoga à Subseção 2.2.1.

As covariáveis foram utilizadas no modelo de duas formas que serão apresentadas

nas Subseções 3.2.2 e 3.2.3.
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3.2.2 Implementação Computacional - Covariáveis utiliza-

das no parâmetro de escala da distribuição Weibull

Nesta primeira implementação, assumimos que Tj tem uma distribuição mistura

padrão Weibull com parâmetros pj, αj and λij = exp(β0j + β1jxi), i = 1, ..., n e

j = 1, 2.

Escolhemos as seguintes distribuições a priori independentes: βkj ∼ N(µkj;σ
2
kj),

αj ∼ Gama(aj; bj), p0j ∼ Beta(ej; fj) e (1 − φ)/2 ∼ Beta(1; 1), em que k = 0, 1 e

j = 1, 2.

A distribuição condicional para cada parâmetro é dada por

π(φ|D, θ(−φ)) ∝ (1− φ)r1−1(1 + φ)r2−1

(
n∏
i=1

∆i

)
,

π(pj|D, θ(−pj)) ∝
(

n∏
i=1

∆iS
(1−δji)
popj

)
p

(ej−1)
j (1− pj)(

∑n
i=1 δji+fj−1),

π(β0j|D, θ(−β0j)) ∝
(

n∏
i=1

∆iS
(1−δji)
popj

)
exp

(
{
∑n

i=1 δji +
µ0j
σ2
0j
}β0j −

β2
0j

2σ2
0j
−
∑n

i=1 e
(β0j+β1jxi)t

αj
ji δji

)
,

π(β1j|D, θ(−β1j)) ∝
(

n∏
i=1

∆iS
(1−δji)
popj

)
exp

(
{
∑n

i=1 δjixi +
µ1j
σ2
1j
}β1j −

β2
1j

2σ2
1j
−
∑n

i=1 e
(β0j+β1jxi)t

αj
ji δji

)
e

π(αj|D, θ(−αj)) ∝
(

n∏
i=1

∆it
(αj−1)δji
ji S

(1−δji)
popj

)
α

(aj−1)(
∑n
i=1 δji)

j exp
(
−
∑n

i=1(β0j + β1jxi)t
αj
ji δji − bjαj

)
,

para j = 1, 2 com D = (t1, t2, δ1, δ2,x),

∆i = ν(1−δ1)(1−δ2)
1i

νδ1δ22i νδ1(1−δ2)
3i

νδ2(1−δ1)
4i

,

ν1i = 1 + φ
2∏
j=1

(1− Spopj(tji)),

ν2i = 1 + φ

(
1 +

2∏
j=1

(1− 2Spopj(tji))

)
,

ν3i = 1 + φ

(
1− 2Spop1(tji)− Spop2(tji) + 2

2∏
j=1

Spopj(tji)

)
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e

ν4i = 1 + φ

(
1− spop1(tji)− 2spop2(tji) + 2

2∏
j=1

Spopj(tji)

)
.

As densidades condicionais acima não pertencem a nenhuma famı́lia de densida-

des paramétricas conhecidas. A fim de gerar as amostras temos então que imple-

mentar um passo de Metropolis nas iterações Gibbs (Chib & Greenberg, 1995). Para

o parâmetro φ, a distribuição condicional π(φ|D, θ(−φ)) é uma função log-côncava.

Assim, o método de rejeição adaptativa pode ser usada.

3.2.2.1 Aplicação a dados artificiais

Nesta seção vamos considerar uma amostra artificial assumindo que a função sobre-

vivência própria do modelo (3.9) para Tj, j = 1, 2, tem uma distribuição Weibull

com parâmetros αj e λij = exp(β0j + β1jxi), j = 1, 2, em que as covariáveis xi

foram geradas de uma distribuição Bernoulli com parâmetro 0, 5. Os dados bivari-

ados artificiais (Ti1,Ti2), i = 1, . . . , n, foram gerados assumindo n = 150 de acordo

com os seguintes passos: Primeiro geramos Ti1 = (−log(1− ui1)/λi1)1/α1 em que

ui1 ∼ U(0; 1). Depois Ti2 foi gerado usando a variável aleatória ui2 ∼ U(0; 1) e a

solução da equação não linear, wi + φ(2u1i − 1)(w2
i − wi) − ui2 = 0, considerando

Ti2 = (−log(1− wi)/λi2)1/α2 .

No passo seguinte fixamos os valores de pj, representando a fração de cura, para

j = 1, 2. Um ponto de corte t∗j , foi escolhido de forma que os tempos mais elevados

representam a quantidade pj% de curados e, foram assumidos censurados.

Em nosso estudo consideramos os seguintes valores para os parâmetros do mo-

delo: p1 = 0, 2, β01 = −1, β11 = 1, α1 = 2, p2 = 0, 1, β02 = 1, β12 = 0, 5, α2 = 1, 5 e

φ = 0, 6.

As seguintes distribuições a priori independentes foram consideradas para o

amostrador de Gibbs: pj ∼ Beta(1; 1), βij ∼ N(0; 1000) e αj ∼ Gama(1; 0, 001),

i = 0, 1 e j = 1, 2. Assumimos para o parâmetro da cópula PS que φ ∼ Beta(1; 1) e

para a cópula FGM que 1− 2π(φ) ∼ Beta(1; 1), tal escolha garante que φ ∈ (−1, 1)

e a não informatividade.
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Simulamos duas cadeias de tamanho 50.000 para cada parâmetro, desconside-

rando as primeiras 10.000 iterações para eliminar o efeito dos valores iniciais e, para

evitar problemas de autocorrelação, consideramos um espaçamento de tamanho 20,

obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferência a posteriori

é baseada.

A Tabela 3.1 apresenta o resumo para os parâmetros do modelo de sobrevivência

de longa duração bivariado baseado na cópula FGM. Os verdadeiros valores são

dados entre parênteses.

Tabela 3.1: Dados simulados. Média a posteriori (Média), desvio padrão (DP)

e intervalo HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado

mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM.

Parâmetro Média DP HPD (95%)

α1 (2) 1,880 0,194 (1,532; 2,277)

Tempo 1 β01 (-1) -0,550 0,265 (-1,241; -0,230)

β11 (1) 0,955 0,283 (0,400; 1,483)

p1 (0,2) 0,116 0,054 (0,014; 0,215)

α2 (1,5) 1,587 0,130 (1,332; 1,843)

Tempo 2 β02 (1) 1,270 0,223 (0,797; 1,675)

β12 (0,5) 0,279 0,209 (-0,122; 0,686)

p2 (0,1) 0,077 0,029 (0,017; 0,133)

Cópula φ (0,6) 0,490 0,231 (0,056; 0,927)

A Tabela 3.2 apresenta os critérios de comparação de modelos discutidos na

Seção 1.2 para comparar os modelos de sobrevivência bivariados baseados na cópula

FGM e PS com marginais mistura padrão Weibull. Podemos observar que o modelo

baseado na cópula FGM supera o PS em todos os critérios considerados.

3.2.2.2 Diagnóstico de observações influentes

Para examinar o desempenho das medidas de diagnósticos propostas neste trabalho,

utilizamos as mesmas amostras previamente simuladas. Selecionamos os casos 6, 98
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Tabela 3.2: Dados simulados. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

FGM 317,502 344,597 308,000 -154,761

PS 320,811 347,907 310,700 -156,098

e 127 para perturbação. Para criar observações artificialmente influentes no conjunto

de dados, escolhemos um, dois ou três desses casos selecionados. Para cada caso,

perturbamos um ou ambos os tempos de vida da seguinte forma t̃i = ti+4St, i = 1, 2,

em que St é o desvio padrão dos ti’s. Para o caso 6 foi perturbado apenas o tempo

de vida t1, para o caso 98 o tempo de vida t2 e, para o caso 127 ambos os tempos

de vidas foram perturbados.

A Tabela 3.3 mostra que as inferências a posteriori são senśıveis à perturbação

do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 3.3, o conjunto de dados (a) denota os dados

originais simulados sem perturbação, e os conjuntos de dados (b) a (g) denotam os

conjuntos de dados com casos perturbados.

A Tabela 3.4 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de

conjunto de dados perturbados. Podemos observar que os dados originais simulados

(conjunto de dados (a)) tiveram o melhor ajuste.

Vamos considerar a amostra da distribuição a posteriori dos parâmetros do mo-

delo de sobrevivência FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro medidas

de divergência. Os resultados na Tabela 3.5 mostram, antes da perturbação (con-

junto de dados (a)), que todos os casos selecionados não são influentes, com pequenas

medidas de divergência. Entretanto, após perturbações (conjunto de dados (b) a (g))

as quatro medidas aumentam, indicando que os casos são influentes. Os valores que

ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subseção 1.3.1 estão destacados

com ∗.

A Figura 3.1 mostra os gráficos de ı́ndices das quatro medidas de divergência

para o conjunto de dados (e). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de

divergência detectam o ponto influente.
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Tabela 3.3: Dados simulados. Média a posteriori e desvio padrão (DP) para os

parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull baseado

na cópula FGM para cada conjunto de dados simulados.
Nome Identificação β01 β11 r1 p1 β02 β12 r2 p2 φ

dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média Média Média

perturbados [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]

a Amostra original -0,755 0,955 1,880 0,116 1,270 0,279 1,587 0,077 0,490

[0,26]5 [0,283] [0,194] [0,054] [0,223] [0,209] [0,130] [0,029] [0,231]

b 6 -1,011 1,185 1,704 0,066 1,239 0,315 1,583 0,077 0,468

[0,192] [0,223] [0,142] [0,038] [0,221] [0,206] [0,132] [0,029] [0,233]

c 98 -0,749 0,943 1,881 0,117 1,048 0,216 1,407 0,056 0,514

[0,267] [0,286] [0,187] [0,052] [0,218] [0,217] [0,111] [0,031] [0,240]

d 127 -0,898 0,888 1,524 0,050 1,027 0,237 1,413 0,057 0,569

[0,190] [0,220] [0,115] [0,038] [0,215] [0,211] [0,109] [0,031] [0,235]

e {6,98} -1,043 1,197 1,663 0,057 1,005 0,269 1,403 0,055 0,498

[0,184] [0,219] [0,136] [0,036] [0,219] [0,212] [0,111] [0,031] [0,244]

f {6,127} -0,994 0,976 1,477 0,035 1,018 0,252 1,407 0,056 0,562

[0,170] [0,205] [0,108] [0,029] [0,220] [0,218] [0,110] [0,031] [0,234]

g {6,98,127} -0,993 0,978 1,477 0,034 0,904 0,202 1,318 0,043 0,584

[0,168] [0,194] [0,107] [0,028] [0,209] [0,216] [0,100] [0,029] [0,242]

Tabela 3.4: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobre-

vivência bivariado mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM para cada con-

junto de dados simulados.

Conjunto de dados Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

a 317,502 344,598 308,000 -154,761

b 323,052 350,148 313,500 -157,342

c 333,519 360,615 323,400 -163,714

d 351,246 378,342 340,700 -172,834

e 341,084 368,180 331,100 -169,199

f 356,127 383,223 345,800 -175,109

g 367,601 394,697 356,900 -180,600
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Tabela 3.5: Dados simulados. Medidas de Divergência.

Nome dos dados Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

a 6 0,009 0,017 0,053 0,018

98 0,007 0,014 0,047 0,014

127 0,007 0,013 0,046 0,013

b 6 0,675∗ 1,928∗ 0,477∗ 24,970∗

c 98 1,340∗ 3,204∗ 0,625∗ 42,944∗

d 127 2,793∗ 5,821∗ 0,786∗ 110,601∗

e 6 2,602∗ 9,357∗ 0,879∗ 2850,702∗

98 1,302∗ 2,992∗ 0,616∗ 21,363∗

f 6 0,225∗ 0,573∗ 0,265∗ 3,988∗

127 2,518∗ 5,270∗ 0,768∗ 73,330∗

g 6 0,182∗ 0,403∗ 0,241∗ 0,721∗

98 0,613∗ 1,457∗ 0,441∗ 7,645∗

27 0,010∗ 0,021∗ 0,057∗ 0,021∗

3.2.2.3 Dados reais

Nesta seção ilustramos a metodologia proposta com a mesma amostra de dados de

retinopatia diabética utilizada na Subseção 2.3.3.

Na Tabela 3.6 apresentamos os resumos a posteriori para os parâmetros do mo-

delo de sobrevivência bivariado mistura padrão baseado na Cópula FGM. Além de

avaliar a robustez do modelo relacionado às escolhas dos hiperparâmetros das distri-

buições a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no qual constatamos que as

estimativas dos parâmetros a posteriori não apresentaram diferenças significativas

e não alteraram os resultados da Tabela 3.6. Consideramos distribuições marginais

com mistura padrão Weibull e Exponencial.

Na Tabela 3.7 apresentamos o valor das quatro medidas de divergência para o

caso 100 ajustando o modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Exponencial

baseado na cópula FGM. Claramente observamos que todas as medidas detectam
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Figura 3.1: Gráficos de ı́ndices das medidas de divergência para o caso (e).

o ponto influente, o que também pode ser observado no gráfico de ı́ndices (Figura

3.2).

A Figura 3.3 mostra o gráfico de dispersão entre T1 e T2 (painel acima) e as

curvas de Kaplan-Meier para as variáveis T1 (painel abaixo à esquerda) e T2 (painel

abaixo à direita), dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com o ajuste do

modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Exponencial baseado na cópula

FGM.

A Tabela 3.8 apresenta os critérios de comparação de modelos discutidos na Seção

1.2 para comparar os modelos de sobrevivências bivariados mistura padrão Weibull

e Exponencial baseados na cópula FGM com os modelos baseados nas cópulas de

Clayton, Frank e Positive Stable (PS), como também com o caso assumindo inde-

pendência entre os tempos.
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Tabela 3.6: Dados de retinopatia diabética. Média a posteriori e desvio padrão (DP)

para os parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão baseado

na cópula FGM.

Parâmetro Mistura padrão Weibull Mistura padrão Exponencial

Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)

α1 1,107 0,170 (0,784; 1,454) - - -

Tempo 1 β01 -3,630 0,486 (-4,605; -2,742) -3,371 0,353 (-4,212; -2,812)

β11 -0,937 0,428 (-1,765; -0,103) -0,922 0,412 (-1,712; -0,123)

p01 0,537 0,110 (0,196; 0,681) 0,517 0,101 (0,250; 0,659)

α2 0,846 0,076 (0,704; 0,998) - - -

Tempo 2 β02 -3,414 0,311 (-4,023; -2,794) -3,879 0,246 (-4,304; -3,340)

β12 0,297 0,227 (-0,160; 0,726) 0,254 0,245 (-0,233; 0,743)

p02 0,093 0,071 (0,004; 0,265) 0,133 0,081 (0,007; 0,302)

Cópula φ 0,644 0,227 (0,135; 0,976) 0,639 0,227 (0,133; 0,975)

Tabela 3.7: Dados de retinopatia diabética. Medidas de diagnósticos para o caso

número 100.

Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

100 0,919 2,088 0,535 9,539

Com base em todos os critérios bayesianos, há evidências positivas em favor da

modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivência mistura padrão biva-

riado baseado na cópula FGM pode ser visto como um concorrente para os conheci-

dos modelos de sobrevivência bivariados induzido pelas cópulas PS, Frank e Clayton

comumente utilizados na literatura para ajuste dos dados de tempo de vida bivari-

ados. Para os dados de retinopatia, obtivemos melhor ajuste assumindo marginais

mistura padrão Exponencial.

A Figura 3.4 mostra os gráficos de contorno da função sobrevivência para o

modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Exponencial baseado na cópula

FGM.
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Figura 3.2: Gráficos de ı́ndices das medidas de divergência.

3.2.3 Implementação Computacional - Covariáveis utiliza-

das no parâmetro de fração de cura

Nesta segunda implementação, assumimos que Tj tem uma distribuição mistura

padrão Weibull com parâmetros αj e λj, e pj = exp(β0j+β1jx)/(1+exp(β0j+β1jx)),

j = 1, 2.

A distribuição condicional para cada parâmetro é dada por

π(φ|D, θ(−φ)) ∝ (1− φ)r1−1(1 + φ)r2−1

(
n∏
i=1

∆i

)
,

π(β0j|D, θ(−β0j)) ∝
(

n∏
i=1

f δipopj
(
1 + eβ0j+β1jxi

)−(1−δji) ∆i

)
e
−1

2σ2
0j

(β2
0j−2µ0jβ0j)

,
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Figura 3.3: Dados de retinopatia diabética. Gráfico de dispersão de T1 vs T2 (painel

acima). Curvas de Kaplan-Meier para as variável T1 (painel abaixo à esquerda) e

T2 (painel abaixo à direita), juntamente com o ajuste do modelo de sobrevivência

bivariado mistura padrão Exponencial baseado na cópula FGM.

π(β1j|D, θ(−β1j)) ∝
(

n∏
i=1

f δipopj
(
1 + eβ0j+β1jxi

)−(1−δji) ∆i

)
e
−1

2σ2
1j

(β2
1j−2µ1jβ1j)

,

π(λj|D, θ(−λj)) ∝
(

n∏
i=1

f δipopj (1− pji)(1−δji)4i

)
λ
n+aj−(1+

n∑
i=1

δji)

j e
−λj

[
bj+

n∑
i=1

t
αj
ji (1−δji)

]

e

π(αj|D, θ(−αj)) ∝
(

n∏
i=1

f δipopj (1− pji)(1−δji)4i t
(αj−1)(1−δji)
ji

)
α
cj−1
j e

−
[
djαj+

n∑
i=1

λjt
αj
ji (1−δji)

]
,
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Tabela 3.8: Dados de retinopatia diabética. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

FGM 1532,876 1560,664 1522,000 -761,810

PS 1534,943 1556,556 1527,000 -764,888

Weibull Frank 1532,999 1560,787 1522,000 -762,043

Clayton 1533,405 1561,194 1523,000 -762,467

Independência 1536,773 1561,474 1528,000 -764,554

FGM 1532,589 1554,202 1525,000 -763,460

PS 1534,813 1562,602 1524,000 -762,866

Exponencial Frank 1532,730 1554,343 1525,000 -763,689

Clayton 1532,996 1554,609 1525,000 -763,930

Independência 1536,260 1554,780 1530,000 -765,930
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Figura 3.4: Gráfico de contornos para x = 0 (painel esquerdo) e x = 1 (painel direito)

com o ajuste do modelo de sobrevivência mistura padrão Exponencial baseado na

cópula FGM.

para j = 1, 2 com D = (t1, t2, δ1, δ2,x), fpopj = −S ′popj(tji),
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∆i = ν(1−δ1)(1−δ2)
1i

νδ1δ22i νδ1(1−δ2)
3i

νδ2(1−δ1)
4i

,

ν1i = 1 + φ
2∏
j=1

(1− Spopj(tji)),

ν2i = 1 + φ

(
1 +

2∏
j=1

(1− 2Spopj(tji))

)
,

ν3i = 1 + φ

(
1− 2Spop1(tji)− Spop2(tji) + 2

2∏
j=1

Spopj(tji)

)

e

ν4i = 1 + φ

(
1− spop1(tji)− 2spop2(tji) + 2

2∏
j=1

Spopj(tji)

)
.

3.2.3.1 Aplicação para dados artificiais

Nesta seção vamos considerar uma amostra artificial assumindo que a sobrevivência

própria do modelo (3.9) para Tj, j = 1, 2, tem uma distribuição Weibull com

parâmetros αj e λj, j = 1, 2. Os dados bivariados artificiais (Ti1,Ti2), i = 1, . . . , n,

foram gerados assumindo n = 150. No primeiro passo, geramos os tempos Tj,

j = 1, 2, de forma análoga à Subseção 3.2.2.1.

No passo seguinte, para cada tempo de vida tj e para cada ńıvel de covariável x

(0 ou 1), temos uma proporção de curados. Fixamos os valores pkj, representando

a taxa de cura epara o ńıvel k do tempo de vida j, em que k = 0, 1 e j = 1, 2. Para

cada ńıvel de covariável de cada tempo vida gerada tj foi escolhido um ponto de

corte t∗kj, de forma que os tempos mais elevados representam a quantidade pkj% de

curados e foram assumidos censurados.

Em nosso estudo consideramos os seguintes valores para os parâmetros do mo-

delo: p01 = 0, 5, p11 = 0, 1, p02 = 0, 3, p12 = 0, 2, α1 = 2, α2 = 1, 5, λ1 = 0, 5,

λ2 = 0, 1 e φ = 0, 6.

A Tabela 3.9 apresenta o resumo para os parâmetros do modelo de sobrevivência

bivariado mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM. Os verdadeiros valores
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são dados entre parênteses.

Tabela 3.9: Dados simulados. Média a posteriori (Média), desvio padrão (DP)

e intervalo HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado

mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM.

Parâmetro Média DP HPD (95%)

α1 (2) 2.087 0.178 (1.745; 2.457)

Tempo 1 λ1 (0,5) 0.674 0.078 (0.528; 0.837)

p10 (0,5) 0.397 0.070 (0.263; 0.531)

p11 (0,1) 0.084 0.033 (0.0254; 0.151)

α2 (1,5) 1.716 0.163 (1.406; 2.044)

Tempo 2 λ2 (0,1) 0.108 0.024 (0.067; 0.159)

p20 (0,3) 0.249 0.061 (0.134; 0.368)

p21 (0,2) 0.162 0.047 (0.068; 0.261)

Cópula φ (0,6) 0.668 0.204 (0.230; 0.977)

A Tabela 3.10 apresenta os critérios de comparação de modelos discutidos na

Seção 1.2 para comparar os modelos de sobrevivência bivariado baseado na cópula

FGM, PS, Frank e Clayton, sendo que em todos os modelos assumimos marginais

mistura padrão Weibull. O modelo baseado na cópula FGM supera os modelos

baseados nas cópulas de Clayton, Frank e PS em todos os critérios considerados.

Tabela 3.10: Dados simulados. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

FGM 939,650 967,326 930,400 -465,243

PS 947,184 974,860 937,300 -469,120

Frank 941,447 969,124 932,400 -466,336

Clayton 940,140 967,816 931,100 -465,642
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3.2.3.2 Diagnóstico de observações influentes

Para examinar o desempenho das medidas de diagnósticos propostas neste trabalho,

utilizamos a mesma amostra previamente simulados. Selecionamos os casos 5, 35,

95 (ambos os tempos de vida observados) e 142 (tempo 1 é observado e tempo 2

é censurado) para perturbação. Para criar observações artificialmente influentes no

conjunto de dados, escolhemos um, dois ou três desses casos selecionados. Para

cada caso, perturbamos um ou ambos os tempos de vida da seguinte forma t̃i =

ti + 5St, i = 1, 2, em que St é o desvio padrão dos ti’s. Para o caso 5 foi perturbado

apenas o tempo de vida t1, para o caso 35 o tempo de vida t2 e, para os casos 95 e

142, ambos os tempos de vidas foram perturbados.

A Tabela 3.11 mostra que as inferências a posteriori são senśıveis à perturbação

do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 3.11, o conjunto de dados (a) denota os da-

dos originais simulados sem perturbação, e os conjuntos de dados (b) to (i) denotam

os conjuntos de dados com casos perturbados.

A Tabela 3.12 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de

conjunto de dados perturbado. Podemos observar que os dados originais simulados

(conjunto de dados (a)) teve o melhor ajuste.

Vamos considerar a amostra da distribuição a posteriori dos parâmetros do mo-

delo de sobrevivência FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro medidas

de divergência. Os resultados na Tabela 3.13 mostra, antes da perturbação (conjunto

de dados (a)), que todos os casos selecionados não são influenciais, com pequenas

medidas de divergência. Entretanto, após perturbações (conjunto de dados (b) a (i))

as quatro medidas aumentam, indicando que os casos são influentes. Os valores que

ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subseção 1.3.1 estão destacados

com ∗.

A Figura 3.5 mostra os gráficos de ı́ndices das quatro medidas de divergência

para o conjunto de dados (e). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de

divergência detectam o ponto influente.
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Tabela 3.11: Dados simulados. Média a posteriori e desvio padrão (DP) para os

parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull baseado

na cópula FGM para cada conjunto de dados simulados.
Nome Identificação α1 λ1 β01 β11 α2 λ2 β02 β21 φ

dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média Média Média

perturbados [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]

a Amostra original 2,087 0,674 -0,427 -2,056 1,716 0,108 -1,133 -0,563 0,668

[0,178] [0,078] [0,301] [0,550] [0,163] [0,024] [0,347] [0,484] [0,204]

b 5 1,815 0,606 -0,684 -2,475 1,713 0,108 -1,139 -0,546 0,648

[0,156] [0,081] [0,397] [1,202] [0,165] [0,024] [0,383] [0,487] [0,216]

c 35 2,084 0,666 -0,451 -2,049 1,402 0,131 -1,567 -1,000 0,664

[0,186] [0,082] [0,298] [0,637] [0,124] [0,025] [0,579] [1,084] [0,199]

d 95 1,761 0,589 -0,755 -2,602 1,361 0,131 -1,876 -1,108 0,714

[0,143] [0,078] [0,413] [1,177] [0,121] [0,024] [0,899] [1,395] [0,194]

e {5,35} 1,827 0,604 -0,662 -2,287 1,384 0,130 -1,753 -1,030 0,624

[0,154] [0,077] [0,355] [0,819] [0,128] [0,025] [0,719] [1,303] [0,219]

f {35,95} 1,753 0,586 -0,744 -2,728 1,257 0,134 -2,409 -1,611 0,667

[0,143] [0,080] [0,399] [1,238] [0,098] [0,025] [1,204] [1,666] [0,202]

g {5,35,95} 1,657 0,545 -0,916 -3,237 1,258 0,132 -2,615 -1,549 0,628

[0,127] [0,075] [0,496] [1,514] [0,102] [0,024] [1,302] [1,777] [0,219]

h 142 1,710 0,600 -0,719 -2,622 1,738 0,105 -1,112 -0,503 0,690

[0,135] [0,078] [0,378] [1,250] [0,155] [0,023] [0,316] [0,441] [0,206]

i {95,142} 1,599 0,540 -1,012 -3,453 1,408 0,132 -1,538 -0,566 0,722

[0,117] [0,072] [0,521] [1,495] [0,115] [0,025] [0,530] [0,688] [0,192]

3.2.3.3 Dados reais

Nesta Seção ilustramos a metodologia proposta para o conjunto de dados de pacien-

tes portadores de HIV (Subseção 1.4.2). Ao analisarmos este conjunto de dados,

não detectamos nenhum ponto influente. Dessa forma, para criar uma observação

influente para este conjunto de dados, perturbamos o caso 61 da seguinte forma:

t̃1 = t1 + 28 e t̃2 = t2 + 100.

A Figura 3.6 mostra o gráfico de dispersão entre T1 e T2 (painel acima) e as

curvas de Kaplan-Meier para as variáveis T1 (painel abaixo à esquerda) e T2 (painel

abaixo à direita) dicotomizados pela idade do paciente juntamente com o ajuste do

modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM.
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Tabela 3.12: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de so-

brevivência bivariado mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM para cada

conjunto de dados simulados.

Conjunto de dados Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

a 939,650 967,326 930,400 -465,243

b 955,960 983,637 946,500 -474,896

c 958,307 985,983 947,800 -476,402

d 974,706 1002,382 962,600 -485,541

e 974,323 1002,000 963,000 -485,467

f 984,981 1012,658 973,000 -489,721

g 994,623 1022,299 982,600 -494,208

h 958,374 986,051 948,200 -475,905

i 986,177 1013,854 975,700 -491,553

Na Tabela 3.14 apresentamos os resumos a posteriori para os parâmetros do mo-

delo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull e Exponencial baseado na

cópula FGM. Além de avaliar a robustez do modelo relacionado às escolhas dos hi-

perparâmetros das distribuições a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no

qual constatamos que as estimativas dos parâmetros a posteriori não apresentaram

diferenças significativas e não alteraram os resultados da Tabela 3.14.

Na Tabela 3.15 apresentamos o valor das quatro medidas de divergência para o

caso 61. Podemos observar que todas as medidas detectam o ponto influente, que

também pode ser observado no gráfico de ı́ndices (Figura 3.7).

A Tabela 3.2.3 apresenta os critérios de comparação de modelos discutidos na

Seção 1.2 para comparar modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull

e Exponencial baseado na cópula FGM com os modelos baseados nas cópulas de

Clayton, Frank e Positive Stable, como também com o caso assumindo independência

entre os tempos.

Com base em todos os critérios bayesianos, há evidências positivas em favor
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Tabela 3.13: Dados Simulados. Medidas de diagnósticos.

Nome dos dados Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

a 5 0,013 0,027 0,065 0,027

35 0,031 0,062 0,099 0,065

95 0,021 0,042 0,082 0,044

142 0,030 0,061 0,098 0,066

b 5 1,629∗ 3,839∗ 0,680∗ 61,106∗

c 35 2,324∗ 5,703∗ 0,772∗ 299,144∗

d 95 3,759∗ 7,598∗ 0,846∗ 267,393∗

e 5 1,514∗ 3,692∗ 0,656∗ 69,668∗

35 2,162∗ 4,794∗ 0,752∗ 66,745∗

f 35 0,526∗ 1,260∗ 0,411∗ 5,510∗

95 2,551∗ 5,338∗ 0,785∗ 62,277∗

g 5 0,439∗ 1,005∗ 0,378∗ 2,784∗

35 0,593∗ 1,542∗ 0,435∗ 17,835∗

95 1,799∗ 4,494∗ 0,712∗ 124,172∗

h 142 2,006∗ 4,149∗ 0,723∗ 26,839∗

i 95 3,465∗ 7,854∗ 0,866∗ 360,396∗

142 0,845∗ 1,883∗ 0,510∗ 9,551∗

da modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivência bivariado mistura

padrão Weibull baseado na cópula FGM (obteve um melhor ajuste) pode ser visto

como um concorrente para os conhecidos modelos de sobrevivência bivariados in-

duzido pelas cópulas PS, Frank e Clayton, comumente utilizados na literatura para

ajuste dos dados de tempo de vida bivariado.

A Figura 3.8 mostra os gráficos de contorno da sobrevivência para o modelo de

sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull baseado na cópula FGM de acordo

com o sexo do paciente.
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Figura 3.5: Gráficos de ı́ndices das medidas de divergência.

Tabela 3.14: Dados de HIV. Média a posteriori e desvio padrão (DP) para os

parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull e Ex-

ponencial baseado na cópula FGM.

Parâmetro Mistura padrão Weibull Mistura padrão Exponencial

Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)

α1 1,332 0,127 (1,088; 1,569) - - -

Tempo 1 λ1 0,04 0,012 (0,020; 0,069) 0,071 0,011 (0,052; 0,095)

β01 -2,084 0,972 (-4,615; -0,697) -3,995 1,01 (-5,660; -1,798)

β11 0,658 0,97 (-1,138; 2,999) 0,528 1,048 (-1,236; 4,229)

α2 1,457 0,14 (1,194; 1,747) - - -

Tempo 2 λ2 0,04 0,013 (0,019; 0,070) 0,094 0,015 (0,067; 0,125)

β02 -0,695 0,448 (-1,692; 0,081) -1,189 0,647 (-2,694; -0,165)

β12 -0,759 0,514 (-1,717; 0,301) -0,723 0,758 (-2,167; 0,828)

Cópula φ 0,559 0,259 (0,021; 0,966) 0,599 0,264 (0,011; 0,980)
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Figura 3.6: Gráfico de dispersão de T1 vs T2 (painel acima). Curvas de Kaplan-Meier

para as variável T1 (painel abaixo à esquerda) e T2 (painel abaixo à direita), junta-

mente com o ajuste do modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull

baseado na cópula FGM.

Tabela 3.15: Dados de HIV. Medidas de divergência.

Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

61 0,379 0,805 0,345 1,528
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Figura 3.7: Gráficos de ı́ndices das medidas de divergência.
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Tabela 3.16: Dados de HIV. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

FGM 1319,258 1345,406 1311 -655,054

PS 1319,812 1345,959 1311 -655,541

Weibull Frank 1322,804 1348,951 1316 -657,745

Clayton 1325,07 1351,217 1317 -659,217

Independência 1328,21 1351,45 1324 -662,22

FGM 1335,302 1355,639 1324 -663,661

PS 1335,658 1355,995 1326 -664,236

Exponencial Frank 1335,854 1356,191 1324 -664,103

Clayton 1338,163 1355,595 1329 -666,124

Independência 1340,386 1360,723 1330 -666,679
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Figura 3.8: Gráfico de contornos para x = 0 (painel esquerdo) e x = 1 (painel

direito) com o ajuste do modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão Weibull

baseado na cópula FGM.
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Caṕıtulo 4

Modelo de sobrevivência bivariado

tempo de promoção baseado na

cópula FGM

Conhecido na literatura como modelo de tempo de promoção (Yakovlev & Tsodikov,

1996; Chen et al., 1999) assume que a variável latente M (Seção 3.1) segue uma

distribuição de Poisson com parâmetro θ > 0. A partir da função geradora de

probabilidade (Feller, 1968) da distribuição de Poisson e do Teorema 3 temos que a

função de sobrevivência de longa duração é dada por

Spop(t) = Ap(S(t)) = exp(−θ[1− S(t)]) = exp[−θF (t)]. (4.1)

O modelo (4.1) pode ser reescrito como

Spop (t) = exp{−θ}+ (1− exp{−θ})S∗(t), (4.2)

em que S∗(t) = exp{−θF (t)}−exp{−θ}
1−exp{−θ} , obtendo uma relação matemática com o modelo

de mistura padrão (3.9).

A partir da equação (4.1) temos que a função densidade de longa duração é dada

por

fpop(t) = −dSpop(t)
dt

= θf(t) exp{−θF (t)} (4.3)

Do Teorema 4 obtemos que a fração de cura correspondende é dada por p0 =

exp(−θ) > 0.
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Nesta Seção relacionamos o número médio de causas do evento de interesse a

covariáveis por meio de E[Mi] = θi = exp(x>i β), para i = 1, ..., n.

4.1 Modelo de sobrevivência bivariado tempo de

promoção Weibull baseado na cópula FGM

Considere (T1, T2) os tempos de falhas pareados e, Spopj e fpopj , respectivamente, a

função de sobrevivência de longa duração e a função densidade de longa duração de

Tj, j = 1, 2.

Vamos assumir modelo de tempo de promoção para Tj, j = 1, 2. Dessa forma, a

função de sobrevivência bivariado de (T1, T2) induzida pela cópula FGM (expressão

1.9) é dada por

Spop(t1, t2) = Spop1(t1)Spop2(t2)(1 + φ(1− Spop1(t1))(1− Spop2(t2))). (4.4)

4.2 Inferência

Com as mesmas considerações da Seção 3.2.1, considerando a função de sobre-

vivência de longa duração Spop(t1, t2|φ,γ1,γ2) dado em (4.1), a contribuição do

i -ésimo indiv́ıduo para a log-verossimilhança de θ = (φ,γ1,γ2) é dado por

`i(θ) = δi1δi2 log

(
∂2Spop(t1, t2|θ)

∂ti1∂ti2

)
+ δi1(1− δi2) log

(
−∂Spop(t1, t2|θ)

∂ti1

)
+δi2(1− δi1) log

(
−∂Spop(t1, t2|θ)

∂ti2

)
+ (1− δi1)(1− δi2) logSpop(t1, t2|θ). (4.5)

Consideramos as distribuições a priori de forma análoga à Subseção 2.2.1.

Como em Chen et al. (1999) incorporamos covariáveis para o modelo de longa

duração (4.1) por meio do parâmetro taxa de cura θ como segue: Para cada indiv́ıduo

i, i = 1, ..., n, e para cada tempo j, j = 1, 2, consideramos θji ≡ θ(x′iβj) = exp(x′iβj),

em que xi
′ = (xi1, ..., xiq) denota o vetor q×1 de covariáveis para o i -ésimo indiv́ıduo

e βj = (βj1, ..., βjq)
′ denota o correspondente vetor de coeficientes de regressão. Es-

colhemos as seguintes distribuições a priori independentes: β0j ∼ Normal(µoj;σ
2
0j),

β1j ∼ Normal(µ1j;σ
2
1j), para j = 1, 2.
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4.2.1 Implementação Computacional

Para cada tempo Tj assumimos que a função de sobrevivência própria S(tj) dado em

(4.1) tem uma distribuição Weibull dada em (2.4) com parâmetros αj e λj, j = 1, 2.

Escolhemos as seguintes distribuições a priori independentes, αj ∼ Gama(aj; bj) e

λj ∼ Gama(cj; dj), para j = 1, 2.

A distribuição condicional para cada parâmetro é dada por

π(φ|D, θ(−φ)) ∝ (1− φ)r1−1(1 + φ)r2−1

(
n∏
i=1

∆i

)
,

π(β0j|D, θ(−β0j)) ∝
(

n∏
i=1

∆iSpopj(tji)

)
exp

(
{
∑n

i=1 δji +
µ0j
nσ2

0j
}β0j −

β2
0j

2σ2
0j

)
,

π(β1j|D, θ(−β1j)) ∝
(

n∏
i=1

∆iSpopj(tji)

)
exp

(
{
∑n

i=1 δjixi +
µ1j
nσ2

1j
}β1j −

β2
1j

2σ2
1j

)
,

π(λj|D, θ(−λj)) ∝
(

n∏
i=1

∆iSj(tji)

)
λ
n+cj−1
j exp ([

∑n
i=1 θjiSj(tji)]− djλj)

e

π(rj|D, θ(−rj)) ∝
(

n∏
i=1

∆it
rj−1
ji Sj(tji)

)
r
n+aj−1
j exp ([

∑n
i=1 θjiSj(tji)]− bjrj) ,

em que θji = exp (β0j + β1jxi), Sj(tji) = exp
(
−λjt

rj
ji

)
e

Spopj(tji) = exp (−θji(1− Sj(tji))) para j = 1, 2 com D = (t1, t2,d1,d2,x),

∆i = ν(1−δ1i)(1−δ2i)
1i

νδ1iδ2i2i νδ1i(1−δ2i)
3i

νδ2i(1−δ1i)
4i

,

ν1i = 1 + φ
2∏
j=1

(1− Spopj(tji)),

ν2i = 1 + φ

(
1 +

2∏
j=1

(1− 2Spopj(tji))

)
,

ν3i = 1 + φ

(
1− 2Spop1(tji)− Spop2(tji) + 2

2∏
j=1

Spopj(tji)

)
e
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ν4i = 1 + φ

(
1− Spop1(tji)− 2Spop2(tji) + 2

2∏
j=1

Spopj(tji)

)
.

4.3 Aplicações

Nesta Seção, resultados de estudos de simulação e um exemplo de dados reais são

apresentados com o objetivo de ilustrar a performance da metodologia proposta.

4.3.1 Dados artificiais

Nesta Seção vamos considerar uma amostra artificial assumindo que a sobrevivência

própria do modelo S(tj) dado em (4.1) tem distribuição Weibull (2.4) com parâmetros

αj e λj, j = 1, 2. As covariáveis xi foram geradas de uma distribuição Bernoulli com

parâmetro 0, 5. Os dados bivariados artificiais (Ti1,Ti2), i = 1, . . . , n, foram gerados

assumindo n = 160. No primeiro passo, geramos os tempos Tj, j = 1, 2, de forma

análoga à Subseção 3.2.2.1.

No passo seguinte, para cada ńıvel de covariável k, k = 0, 1, fixamos valores para

a taxa de cura πkj = exp{θkj} , j = 1, 2. Um ponto de corte t∗kj foi escolhido de

forma que os tempos mais elevados representam a quantidade πkj% de curados e,

foram assumidos censurados. Os seguintes valores de taxa de cura foram fixados:

π01 = 0, 4, π11 = 0, 3, π02 = 0, 3 e π12 = 0, 2. Foram considerados os seguintes

valores para os outros parâmetros do modelo α1 = 2, λ1 = 0, 5, α2 = 1, 5, λ2 = 0, 2

e φ = 0, 6.

A Tabela 4.1 apresenta o resumo para os parâmetros do modelo de sobrevivência

de longa duração bivariado baseado na cópula FGM. Os verdadeiros valores são

dados entre parênteses.

A Tabela 4.2 apresenta os critérios de comparação de modelos discutidos na

Seção 1.2 para comparar os modelos de sobrevivência bivariado baseado na cópula

FGM e PS com marginais de tempo de promoção Weibull. O modelo baseado na

cópula FGM supera o PS em todos os critérios considerados.
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Tabela 4.1: Dados simulados. Média a posteriori (Média), desvio padrão (DP)

e intervalo HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado

tempo de promoção Weibull baseado na cópula FGM.

Parâmetro Média DP HPD (95%)

α1 (2) 2,362 0,210 (1,972; 2,793)

λ1 (0,5) 0,365 0,162 (0,060; 0,696)

Tempo 1 θ01 (0,4) 0,364 0,054 (0,262; 0,470)

θ11 (0,3) 0,315 0,051 (0,219; 0,413)

α2 (1,5) 1,678 0,149 (1,382; 1,974)

λ2 (0,2) 0,163 0,029 (0,112; 0,226)

Tempo 2 θ02 (0,3) 0,238 0,054 (0,128; 0,343)

θ12 (0,2) 0,204 0,049 (0,110; 0,301)

Cópula φ (0,6) 0,587 0,212 (0,151; 0,942)

Tabela 4.2: Dados simulados. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

FGM 839,750 867,426 830,300 -415,100

PS 843,506 871,183 834,300 -417,128

4.3.2 Diagnóstico de observações influentes

Para examinar o desempenho das medidas de diagnósticos propostas neste trabalho,

geramos uma amostra de tamanho 160 com parâmetros fixos α1 = 2, λ1 = 0, 5,

α2 = 1, 5,λ2 = 0, 2 e φ = 0, 6. A porcentagem de censuras foi controlado da seguinte

forma: Para cada ńıvel de covariável k, k = 0, 1, fixamos valores para a taxa de

cura πkj = exp{θkj} , j = 1, 2. Um ponto de corte t∗kj foi escolhido de forma que os

tempos mais elevados representam a quantidade πkj% de curados e, foram assumidos

censurados.

Selecionamos os casos 90, 107 e 120 (ambos os tempos observados) e 42 (tempo

de vida 1 censurado e tempo de vida 2 observado) para perturbação. Para criar
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observações artificialmente influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou

três desses casos selecionados. Para cada caso, perturbamos um ou ambos os tempos

de vida da seguinte forma t̃i = ti+7St, i = 1, 2, em que St é o desvio padrão dos ti’s.

Para o caso 107 foi perturbado apenas o tempo de vida t1, para o caso 90 o tempo

de vida t2 e, para os casos 42 e 120, ambos os tempos de vidas foram perturbados.

A Tabela 4.3 mostra que as inferências a posteriori são senśıveis à perturbação

do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 4.3, o conjunto de dados (a) denota os dados

originais simulados sem perturbação, e os conjuntos de dados (b) to (i) denotam os

conjuntos de dados com casos perturbados.

Tabela 4.3: Dados simulados. Média a posteriori e desvio padrão (DP) para os

parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado tempo de promoção Weibull ba-

seado na cópula FGM para cada conjunto de dados simulados.
Nome Identificação β01 β11 α1 λ1 β02 β12 α2 λ2 φ

dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média Média Média

perturbados [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]

a Amostra original 0,010 0,135 2,362 0,365 0,369 0,103 1,678 0,163 0,587

[0,149] [0,191] [0,210] [0,162] [0,162] [0,178] [0,149] [0,029] [0,212]

b 107 0,362 0,137 1,641 0,426 0,366 0,098 1,672 0,163 0,579

[0,231] [0,197] [0,136] [0,108] [0,162] [0,186] [0,152] [0,030] [0,218]

c 90 0,011 0,124 2,385 0,810 0,703 0,082 1,342 0,129 0,611

[0,150] [0,195] [0,207] [0,113] [0,245] [0,173] [0,112] [0,032] [0,212]

d 120 0,374 0,143 1,627 0,419 0,698 0,081 1,341 0,130 0,630

[0,250] [0,195] [0,129] [0,110] [0,247] [0,179] [0,109] [0,033] [0,207]

e {90, 107} 0,359 0,137 1,641 0,427 0,681 0,086 1,343 0,133 0,599

[0,230] [0,198] [0,132] [0,108] [0,239] [0,183] [0,109] [0,032] [0,221]

f {107, 120} 0,666 0,097 1,486 0,294 0,705 0,077 1,333 0,130 0,621

[0,334] [0,197] [0,123] [0,095] [0,266] [0,186] [0,111] [0,033] [0,213]

g {90, 107, 120} 0,652 0,099 1,487 0,295 0,886 0,048 1,245 0,112 0,619

[0,305] [0,198] [0,119] [0,093] [0,279] [0,184] [0,099] [0,032] [0,217]

h 42 0,002 0,138 2,398 0,809 0,666 0,132 1,355 0,130 0,626

[0,149] [0,194] [0,212] [0,112] [0,243] [0,181] [0,109] [0,033] [0,209]

i {42, 120} 0,349 0,145 1,639 0,429 0,858 0,108 1,250 0,110 0,659

[0,215] [0,200] [0,129] [0,103] [0,296] [0,187] [0,102] [0,031] [0,204]

A Tabela 4.4 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de

conjunto de dados perturbado. Podemos observar que para os dados da amostra

original simulada (conjunto de dados (a)) obteve o melhor ajuste.
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Tabela 4.4: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobre-

vivência bivariado tempo de promoção Weibull baseado na cópula FGM para cada

conjunto de dados simulados.

Conjunto de dados Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

a 839,750 867,426 830,300 -415,100

b 870,308 897,985 861,100 -434,932

c 857,951 885,628 848,400 -426,561

d 888,006 915,682 878,500 -445,262

e 888,387 916,063 878,900 -446,388

f 898,624 926,301 889,100 -449,301

g 908,782 936,458 899,200 -451,618

h 856,841 884,518 847,400 -425,651

i 897,509 925,185 888,100 -448,408

Vamos considerar a amostra da distribuição a posteriori dos parâmetros do mo-

delo de sobrevivência FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro medidas

de divergência. Os resultados na Tabela 4.5 mostram, antes da perturbação (con-

junto de dados (a)), que todos os casos selecionados não são influenciais, com pe-

quenas medidas de divergência. Entretanto, após perturbações (conjunto de dados

(b) a (i)) as quatro medidas aumentam, indicando que os casos são influentes. Os

valores que ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subseção 1.3.1 estão

destacados com ∗.

A Figura 4.1 mostra o gráfico de ı́ndice das quatro medidas de divergência para

o conjunto de dados (i). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de di-

vergência detectam o ponto influente.
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Tabela 4.5: Dados simulados. Medidas de divergência.

Nome dos dados Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

a 42 0,019 0,038 0,078 0,040

90 0,010 0,020 0,056 0,020

107 0,010 0,020 0,056 0,020

120 0,010 0,020 0,056 0,020

b 107 4,896∗ 10,367∗ 0,924∗ 841,361∗

c 90 2,660∗ 7,257∗ 0,825∗ 840,664∗

d 120 6,715∗ 12,354∗ 0,956∗ 691,114∗

e 90 2,047∗ 4,628∗ 0,744∗ 56,265∗

107 5,602∗ 12,207∗ 0,952∗ 2014,120∗

f 107 0,789∗ 1,893∗ 0,511∗ 11,394∗

120 4,680∗ 11,731∗ 0,939∗ 2826,113∗

g 90 0,544∗ 1,330∗ 0,426∗ 7,499∗

107 0,737∗ 1,702∗ 0,496∗ 6,910∗

120 1,572∗ 3,744∗ 0,669∗ 57,784∗

h 42 2,184∗ 5,660∗ 0,768∗ 342,578∗

i 42 0,602∗ 1,481∗ 0,441∗ 8,301∗

120 4,593∗ 8,921∗ 0,901∗ 254,399∗

4.3.3 Dados reais

Nesta Seção, como ilustração da metodologia proposta em conjunto de dados reais,

reanalisamos (Huster et al., 1989; Sahu & Dey, 2000; Romeo et al., 2006) o conjunto

de dados de retinopatica diabética (Subseção 1.4.1). Ao analisarmos este conjunto

de dados, não detectamos nenhum ponto influente. Dessa forma, para criar uma

observação influente para este conjunto de dados, escolhemos o caso 100 e pertur-

bamos ambos os tempos de vida da seguinte forma t̃u = tu + 7St, u = 1, 2, em que

St é o desvio-padrão de tu’s.

Na Tabela 4.6 apresentamos os resumos a posteriori para os parâmetros do mo-

68



0 50 100 150

0.
0

1.
0

2.
0

Índice

D
iv

er
gê

nc
ia

 K
−

L

90
107

120

0 50 100 150

0
1

2
3

4
5

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 J

90
107

120

0 50 100 150

0.
0

0.
4

0.
8

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 L

1

90
107

120

0 50 100 150

0
20

60

Índice

D
iv

er
gê

nc
ia

 χ
2

90107

120

Figura 4.1: Gráficos de ı́ndices das medidas de divergência para o caso (i).

delo de sobrevivência bivariado tempo de promoção baseado na cópula FGM com

marginais Weibull e Exponencial, considerando os dados originais como também o

conjunto de dados com uma observação perturbada. Além de avaliar a robustez do

modelo relacionado às escolhas dos hiperparâmetros das distribuições a priori, foi

realizado um estudo de sensibilidade no qual constatamos que as estimativas dos

parâmetros a posteriori não apresentaram diferenças significativas e não alteraram

os resultados da Tabela 4.6.

Além disso, para ambas as amostras, os intervalos de credibilidade HPD para o

parâmetro de locação das distribuições marginais Weibull contém o valor 1, levando

a evidência em favor de uma distribuição Exponencial para as marginais.

Considerando modelo de sobrevivência bivariado tempo de promoção Exponen-

cial baseado na cópula FGM, computamos as medidas de divergência, mas não
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Tabela 4.6: Dados de retinopatia diabética. Média a posteriori, desvio padrão (DP)

e HPD (95%) para os parâmetros do modelo de sobrevivência bivariado tempo de

promoção baseado na cópula FGM.
Parâmetro Tempo de promoção Weibull Tempo de promoção Exponencial

Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)

α1 1,057 0,138 (0,800; 1,330) - - -

Tempo 1 λ1 0,024 0,010 (0,010; 0,048) 0,026 0,009 (0,020; 0,044)

β01 -0,570 0,274 (-0,961; 0,187) -0,523 0,300 ( -1,020; 0,212)

Dados β11 -0,469 0,200 (-0,999; -0,130) -0,433 0,301 ( -1,044 ; 0,114)

originais α2 0,977 0,090 (0,804; 1,150) - - -

Tempo 2 λ2 0,019 0,006 (0,008; 0,033) 0,017 0,006 (0,006; 0,030)

β02 0,155 0,328 (-0,332; 1,035) 0,199 0,341 (-0,335; 1,023)

β12 0,363 0,176 (0,003; 0,669) 0,350 0,198 (0,031; 0,735)

Cópula φ 0,830 0,132 (0,499; 0,994) 0,813 0,156 (0,408; 0,993)

α1 0,843 0,106 (0,638; 1,073) - - -

Tempo 1 λ1 0,015 0,014 (0,002; 0,053) 0,015 0,007 (0,003; 0,031)

β01 0,427 0,670 (-0,784; 1,774) -0,103 0,046 (-0,791; 1,034)

Dados β11 0,239 0,270 (-0,212; 0,842) -0,522 0,270 (-1,065; -0,011)

perturbados α2 0,943 0,097 (0,772; 1,143) - - -

Tempo 2 λ2 0,019 0,006 (0,009; 0,034) 0,014 0,005 (0,005; 0,025)

β02 -0,228 0,333 (-0,948; 0,174) 0,303 0,342 (-0,236; 1,072)

β12 0,308 0,255 (-0,206; 0,696) 0,348 0,181 (0,005; 0,740)

Cópula φ 0,780 0,166 (0,385; 0,992) 0,809 0,148 (0,465; 0,993)

encontramos casos muito influentes. Nas Figuras 4.2 e 4.3 apresentamos os gráficos

de ı́ndices das quatro medidas de divergência considerando os dados originais e per-

turbados, respectivamente. Podemos observar que para os dados originais (Figura

4.2), nenhum posśıvel ponto influente foi detectado. No entanto, para a os dados

perturbados (na Figura 4.3), as quatro medidas de divergência detectam o caso 100,

cujos valores são apresentados na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Dados de retinopatia diabética. Medidas de divergência.

Identificação dos casos Medidas de divergência

dK-L dJ dL1 dχ2

100 1,019 2,289 0,547 15,082

A Figura 4.4 mostra o gráfico de dispersão entre T1 e T2 (painel acima) e as

70



0 50 100 200

0.
00

0.
10

0.
20

Índice

D
iv

er
gê

nc
ia

 K
−

L

0 50 100 200

0.
0

0.
2

0.
4

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 J

0 50 100 200

0.
00

0.
15

0.
30

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 L

1

0 50 100 200

0.
0

0.
2

0.
4

Índice

D
iv

er
gê

nc
ia

 χ
2

Figura 4.2: Dados de retinopatia diabética. Gráficos de ı́ndices das medidas de

divergência.

curvas de Kaplan-Meier para as variáveis T1 (painel abaixo à esquerda) e T2 (painel

abaixo à direita), dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com o ajuste

do modelo de sobrevivência bivariado tempo de promoção Exponencial baseado na

cópula FGM.

A Tabela 4.8 apresenta os critérios de comparação de modelos discutidos na Seção

1.2 para comparar modelo de sobrevivência bivariado baseado na cópula FGM com

marginais Weibull e Exponencial, com o modelo baseado na cópula de PS como

também com os casos assumindo independência entre os tempos.

Com base em todos os critérios bayesianos, há evidências positivas em favor

da modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivência bivariado tempo

de promoção baseado na cópula FGM pode ser visto como um concorrente para o

modelo PS.
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Figura 4.3: Dados de retinopatia diabética perturbado. Gráficos de ı́ndices das

medidas de divergência.

Como esperado, todos os critérios apresentados evidência em favor da amostra

original (sem o ponto influente) e, o melhor ajuste foi o caso assumindo tempo de

promoção Exponencial para as marginais.

A Figura 4.5 mostra os gráficos de contorno da sobrevivência para o modelo de

sobrevivência bivariado tempo de promoção Weibull baseado na cópula FGM de

acordo com a idade do paciente.
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Figura 4.4: Dados de retinopatia diabética. Gráfico de dispersão de T1 vs T2 (painel

acima). Curvas de Kaplan-Meier para as variável T1 (painel abaixo à esquerda) e

T2 (painel abaixo à direita), juntamente com o ajuste do modelo de sobrevivência

bivariado tempo de promoção Exponencial baseado na cópula FGM.
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Tabela 4.8: Dados de retinopatia diabética. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML

FGM Weibull 1668,667 1698,216 1657,000 -828,157

FGM Exponencial 1665,295 1688,278 1657,000 -828,812

Dados PS Weibull 1672,354 1701,903 1662,000 -831,180

Originais PS Exponencial 1671,071 1700,619 1659,000 -830,188

Independência Weibull 1682,922 1709,187 1673,000 -837,187

Independência Exponencial 1677,419 1697,120 1671,000 -835,820

FGM Weibull 1685,183 1714,732 1670,000 -838,286

FGM Exponencial 1677,427 1700,409 1668,000 -835,423

Dados PS Weibull 1682,526 1712,074 1668,000 -836,560

Perturbados PS Exponencial 1679,256 1702,239 1671,000 -836,787

Independência Weibull 1694,613 1720,879 1684,000 -843,252

Independência Exponencial 1689,951 1709,650 1682,000 -842,850
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Figura 4.5: Gráfico de contornos para x = 0 (painel esquerdo) e x = 1 (painel

direito) com o ajuste do modelo de sobrevivência bivariado tempo de promoção

Exponencial baseado na cópula FGM.

74



Caṕıtulo 5

Considerações finais e extensões

Neste trabalho observamos que a cópula FGM pode ser um modelo competitivo

aos usuais quando os dados apresentam fraca dependência. Também verificamos

por meio dos estudos de simulação e dos dados reais que as quatros medidas de

divergência detectam os pontos influentes do modelo com um certo padrão de per-

turbação que foi adotado no trabalho.

Como estudos futuros estamos interessados em utilizar outras distribuições mar-

ginais, tais como o modelo de Cox e o modelo Exponencial por partes, como também

os modelos propostos por Cancho et al. (2011a) e Rodrigues et al. (2010) que as-

sumem, respectivamente, as distribuições Binomial Negativa e Poisson ponderada

para o número de causas ou risco de ocorrência de um particular evento de interesse.

Tais modelos são conhecidos como modelo de longa duração com dispersão e modelo

de longa duração destrutivo, respectivamente. Também, utilizar novas funções de

ligação para as frações de cura.

Além disso, realizar uma comparação dos resultados obtidos com o modelo ba-

seado nos mecanismos de ativação com base em fatores latentes (Cooner et al.,

2007).

Uma das cŕıticas sobre os modelos de cópulas é o fato de que estes desconsideram

o comportamento marginal. Fernandez & Kolev (2007) mostram que o comporta-

mento das densidades marginais (crescente, decrescente, unimodal etc.) influencia

na estrutura de dependência descrita pela distribuição conjunta. Gonçalves (2008)
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apresenta a função de dependência de Sibuya (Sibuya, 1960) como uma alternativa

ao uso de cópulas, propondo um procedimento de como utilizá-la juntamente com

as cópulas. Motivados por este procedimento, pretendemos implamentá-lo em nossa

análise.

Schultz (2011), sob um enfoque bayesiano, apresenta uma metodologia para in-

ferência em modelos com cópulas FGM e suas generalizações. Generalizações da

cópula FGM podem ser encontradas em Rodŕıguez-Lallena & Úbeda-Flores (2004),

Huang & Kotz (1999) e Amblard & Girard (2009). Extensões deste trabalho para

essas formas generalizadas da cópula FGM podem ser exploradas.
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Alguns Programas

Neste apêndice apresentamos dois programas implementados no sistema OpenBUGS

referentes ao Caṕıtulo 3.

Modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão

Weibull baseado na cópula FGM com covariáveis

utilizadas no parâmetro de fração de cura.

model

{

for (i in 1:N){

p1[i]←exp(beta01+beta11*x[i])/(1+exp(beta01+beta11*x[i]))

p2[i]←exp(beta02+beta12*x[i])/(1+exp(beta02+beta12*x[i]))

sp1[i]←p1[i]+(1-p1[i])*exp(-theta1*pow(t1[i],r1))

sp2[i]←p2[i]+(1-p2[i])*exp(-theta2*pow(t2[i],r2))

Fp1[i]←1-sp1[i]

Fp2[i]←1-sp2[i]

fp1[i]←(1-p1[i])*exp(-theta1*pow(t1[i],r1))*theta1*r1*pow(t1[i],r1-1)

fp2[i]←(1-p2[i])*exp(-theta2*pow(t2[i],r2))*theta2*r2*pow(t2[i],r2-1)

s[i]←1+phi*Fp1[i]*Fp2[i]

q1[i]←1+phi*(2*Fp1[i]-1)*(2*Fp2[i]-1)

q2[i]←1+phi*Fp2[i]*(2*Fp1[i]-1)

q3[i]←1+phi*Fp1[i]*(2*Fp2[i]-1)
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Função de verossimilhança

L[i]←pow(fp1[i],d1[i])*pow(fp2[i],d2[i])*pow(sp1[i],1-d1[i])*pow(sp2[i],1-d2[i])*

pow(s[i],(1-d1[i])*(1-d2[i]))*pow(q1[i],d1[i]*d2[i])*pow(q2[i],d1[i]*(1-d2[i]))*

pow(q3[i],d2[i]*(1-d1[i]))

CPO

CPO[i]←1/L[i]

Logaritmo da função de verossimilhança

loglik[i]←log(L[i])

dummy[i]←0

dummy[i]∼dgeneric(loglik[i])

}

phi←2*alpha-1

Distribuições a priori

beta01∼dnorm(0,0.001)

beta02∼dnorm(0,0.001)

beta11∼dnorm(0,0.001)

beta12∼dnorm(0,0.001)

r1∼dgamma(1,0.001)

r2∼dgamma(1,0.001)

alpha∼dunif(0,1)

theta1∼dgamma(1,0.001)

theta2∼dgamma(1,0.001)

}
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Modelo de sobrevivência bivariado mistura padrão

Weibull baseado na cópula PS com covariáveis uti-

lizadas no parâmetro de fração de cura.

model

{

for (i in 1:N){

p1[i]←exp(beta01+beta11*x[i])/(1+exp(beta01+beta11*x[i]))

p2[i]←exp(beta02+beta12*x[i])/(1+exp(beta02+beta12*x[i]))

sp1[i]←p1[i]+(1-p1[i])*exp(-theta1*pow(t1[i],r1))

sp2[i]←p2[i]+(1-p2[i])*exp(-theta2*pow(t2[i],r2))

sp1l[i]←(1-p1[i])*exp(-theta1*pow(t1[i],r1))*theta1*r1*pow(t1[i],r1-1)

sp2l[i]←(1-p2[i])*exp(-theta2*pow(t2[i],r2))*theta2*r2*pow(t2[i],r2-1)

v1[i]←pow(-log(sp1[i]),1/alpha)

v2[i]←pow(-log(sp2[i]),1/alpha)

s[i]←pow(v1[i]+v2[i],alpha)

Função de verossimilhança

L[i]←exp(-s[i])*pow(s[i],d1[i]+d2[i]-d1[i]*d2[i])*pow(v1[i]*sp1l[i],d1[i])*pow(v2[i]*sp2l[i],

d2[i])*pow(v1[i]+v2[i],-(d1[i]+d2[i]))*pow(sp1[i]*log(sp1[i]),-d1[i])*pow(sp2[i]*log(sp2[i]),

-d2[i])*pow(alpha,-d1[i]*d2[i])*pow(1-alpha+alpha*s[i],d1[i]*d2[i])*pow(-1,d1[i]+d2[i]-

2*d1[i]*d2[i])

CPO

CPO[i]←1/L[i]

Logaritmo da função de verossimilhança

zeros[i]←0

phi[i]←log(L[i])
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zeros[i]∼dgeneric(phi[i])

}

Distribuições a priori

alpha∼dbeta(1,1)

r1∼dgamma(1,0.001)

r2∼dgamma(1,0.001)

beta01∼dnorm(0,0.001)

beta11∼dnorm(0,0.001)

beta02∼dnorm(0,0.001)

beta12∼dnorm(0,0.001)

theta1∼dgamma(1,0.001)

theta2∼dgamma(1,0.001)

}

80



Referências Bibliográficas
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Dependências via Cópulas. São Paulo: Associação Brasileira de Estat́ıstica.

Balakrishnan, N. & Peng, Y. (2006). Generalized gamma frailty model. Statistics in

Medicine, 25, 2797-2816.

Barlow, R. E. & Campo, R. (1975). Total time on test processes and applications

to failure data analysis. In Reliability and Fault Tree Analysis: Theoretical and

Applied Aspects of System Reliability and Safety Assessment, pages 451-481, eds.

J. B. Fussell, R. E. Barlow, N. D. Singpurwalla, & Z. W. Birnbaum. CA: University

of Berkeley.

Berkson, J. & Gage, R. P. (1952). Survival curve for cance patients following treat-

ment. Journal of the American Statistical Association, 47, 501-515.

Boag, J. W. (1949). Maximum likelihood estimates of the proportion of patients

cured by cancer therapy. Journal of the Royal Statistical Society B, 11, 15-53.

81



Brooks, S. P. (2002). Discussion on the paper by Spiegelhalter, Best, Carlin, and

van der Linde. 64, 616-618.

BUGS team (2007). An R / S-PLUS package containing OpenBUGS and its R /

S-PLUS interface BRugs. http://mathstat.helsinki.fi/openbugs/.

Cancho, V., Ortega, E. & Paula, G. (2010). On estimation and influence diagnostics

for log-Birnbaum-Saunders Student-t regression models: Full Bayesian analysis.

Journal of Statistical Planning and Inference, 140, 2486-2496.

Cancho, V. G., Rodrigues, J. & de Castro, M. (2011). A flexive model for survival

with a cure rate: A Bayesian approach. Journal of Applied Statistics, 38, 57-70.

Cancho, V. G., Dey, D. K., Lachos, V. H. & Andrade, M. G. (2011). Bayesian non-

linear regression models with scale mixtures of skew-normal distributions: Esti-

mation and case influence diagnostics. Computational Statistics & Data Analysis,

55, 588-602.

Candiani, T. M. S., Pinto, J., Cardoso, C. A. A., Carvalho, I. R., Dias, A. C.

M., Carneiro, M. & Goulart, E. A. (2007). Impact of highly active antiretroviral

therapy (HAART) on the incidence of opportunistic infections, hospitalizations

and mortality among children and adolescents living with HIV/AIDS in Belo
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