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Resumo

Nesta tese é proposta uma classe de modelos de regressao binomial correlacionada
baseados na distribuigdo binomial generalizada, proposta por Lucenio (1995) e Luceno &
Ceballos (1995). A estrutura de regressao é modelada usando diferentes fungoes de ligagao
e a relacao de dependéncia entre os ensaios de Bernoulli é modelada usando diferentes
estruturas de correlacao. Uma estratégia de dados aumentados é utilizada para contornar
a complexidade da funcao de verossimilhanca. As abordagens classica e Bayesiana sao
utilizadas no processo de ajuste dos modelos propostos. Analise de diagnostico é desen-
volvida com o objetivo de verificar as suposic¢oes iniciais do modelo e identificar a presenca
de outliers e/ou observagoes influentes. Estudos de simulagao e aplicagdo em dados reais
ilustram as metodologias. Propomos também uma nova classe de modelos de regressao
binomial correlacionada, denominados modelos de regressao binomial correlacionada adi-
tivo estrutural normal, que envolvem a presenca de uma covariavel com erro de medida.
No processo de estimacao para esta nova classe, dados aumentados e aproximacao de

integral sao utilizadas para contornar a complexidade da funcao de verossimilhanca.
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Abstract

In this thesis, a class of correlated binomial regression models is proposed. The model
is based on the generalized binomial distribution proposed by Lucenio (1995) and Lucenio
& Ceballos (1995). The regression structure is modeled by using four different link func-
tions and the dependence between the Bernoulli trials is modeled by using three different
correlation structures. A data augmentation scheme is used in order to overcome the
complexity of the mixture likelihood. Frequentist and Bayesian approaches are used in
the model fitting process. A diagnostics analysis is provided in order to check the un-
derlying model assumptions and to identify the presence of outliers and/or influential
observations. Simulation studies are presented to illustrate the performance of the de-
veloped methodology. A real data set is analyzed by using the proposed models. Also
the correlated binomial regression models is extended to include measurement error in a
predictor. This new class of models is called additive normal structure correlated binomial
regression models. The inference process also includes a data augmentation scheme to
overcome the complexity of the mixture likelihood.
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Capitulo 1

Introducao

E comum, em situacoes praticas, a presenca de conjuntos de dados envolvendo frequén-
cias de eventos, Y1, Ys, ..., Y,,, que ocorrem respectivamente em m clusters independentes,
com a frequéncia Y; baseada na soma de variéveis aleatérias dependentes de Bernoulli W,
r=1,2,....m, 3 =12,...,n;, Y, = Z;“:l Wij;, em que W;; € um indicador do status
do evento de interesse do j-ésimo individuo no i-ésimo cluster e n; ¢ o nimero de indi-
viduos no i-ésimo cluster. Em algumas situacoes, para cada cluster, estao disponiveis os
valores de um conjunto de k covariaveis, x;i,x;, ..., x;. €, para cada individuo dentro
do cluster, o valor de g covaridveis 111, ..., Tiin,, 721, - - - » Ti2nys Tigls - - - » Tign,- O interesse
é modelar o comportamento da variavel resposta, Y;, como uma funcao de k covaridveis,
Xi1, Tio, - - -, T;. Para este fim, propomos uma classe de modelos de regressao binomial
correlacionada.

Kupper & Haseman (1978) desenvolveram o modelo binomial correlacionada. Essa
distribuicao foi obtida por meio de uma correcao do modelo binomial convencional por
um método proposto por Bahadur (1961) para inserir a dependéncia entre as variaveis de
Bernoulli. Paul (1985, 1987) prop6s uma distribui¢do binomial com trés parametros que
generaliza as distribuigoes binomial, beta-binomial e binomial correlacionada de Kupper
& Haseman (1978). Ng (1989) propos a distribui¢do binomial modificada, na qual a dis-
tribuicao binomial convencional é modificada sequencialmente e a distribui¢ao resultante
torna-se mais dispersa (indicando correlagdo positiva entre as variaveis de Bernoulli),
ou menos dispersa (indicando correlagdo negativa entre as variaveis de Bernoulli), que
a distribuigdo binomial convencional. Fu & Sproule (1995) derivaram uma distribuigao
binomial com quatro parametros, permitindo que os ensaios de Bernoulli assumam valo-
res a ou (3, com «,3 € R e a < 3, em vez dos valores usuais 0 ou 1. Yu & Zelterman
(2002) desenvolveram uma nova distribui¢ao discreta que descreve o comportamento da
soma de variaveis aleatorias de Bernoulli dependentes. Tsai et al. (2003) apresentam
um modelo que estuda a taxa global de erro ao testar hipéteses multiplas. Este modelo
envolve a distribuicao da soma de ensaios de Bernoulli dependentes e esta distribuicao
¢ aproximada utilizando uma estrutura beta-binomial. Ao invés de utilizar o modelo
beta-binomial, Gupta & Tao (2010) derivaram a distribui¢do exata da soma de variaveis

aleatorias de Bernoulli dependentes e nao identicamente distribuida e forneceram uma



aplicagao. Luceno (1995) e Lucenio & Ceballos (1995) propuseram uma distribui¢ao bino-
mial generalizada, que é discutida em detalhes em Diniz et al. (2010) e Salinas & Kolev
(2003).

Existem alguns modelos de regressao na literatura que podem ser utilizados para en-
contrar a probabilidade de sucesso. Por exemplo, se assumimos que as variaveis aleatorias
de Bernoulli dentro do cluster tém correlacao comum e que o parametro de correlagao
¢ comum em todos os clusters, um modelo de regressao linear logistico (Williams, 1982)
pode ser aplicado. Um modelo de regressao probito para modelar observagoes binarias
equicorrelacionadas é descrito em Ochi & Prentice (1984). Regressao para dados binomial
superdispersos é apresentado em Prentice (1986), que estende a distribuigao beta-binomial
permitindo correlagao negativa entre variaveis binarias dentro do cluster, e propoe mode-
los de regressao para a taxa da varidvel resposta binéria e para a correlagao entre duas
variaveis binarias. Prentice (1988) propos métodos de regressao para andlise de dados
binarios correlacionados quando cada observacao binaria pode ter sua prépria covariavel.
Lindsey & Altham (1998) discutem e comparam trés diferentes generalizagoes da distri-
bui¢ao binomial, beta-binomial (Skellam, 1948), binomial dupla (Efron, 1986; Lindsey,
1995) e binomial multiplicativa (Altham, 1978), que tratam de subdispersao ou superdis-
persao. Para cada distribuicao, a probabilidade e o parametro de dispersao podem variar
simultaneamente no que diz respeito a um conjunto de covariaveis de acordo com duas
equacgoes de regressao separadas.

Nesta tese, a distribuigdo binomial generalizada (Luceno, 1995; Lucenio & Ceballos,
1995) é utilizada para construir o modelo de regressao binomial correlacionada, no qual a
estrutura de regressao é modelada utilizando uma das quatro fungoes de ligagao (logito,
complementar log-log, log-log e probito) capazes de conectar a probabilidade de sucesso,
p;, a uma funcao de interesse das covariaveis associadas aos clusters. A dependéncia entre
individuos de um mesmo cluster ¢ modelada usando estruturas de correlagao (Jennrich &
Schluchter, 1986; Cressie, 1993; Zimmerman & Harville, 1991; Russell, 1996), levando em
conta as covariaveis dos individuos dentro do cluster. O modelo de regressao binomial cor-
relacionada permite apenas a presenca de correlagao positiva entre os individuos. Luceno
& Ceballos (1995) e Kolev & Paiva (2008) apresentam uma motivagao bioldgica e uma
justificativa teodrica, respectivamente, para esta restricao. A complexidade da funcao de
verossimilhanca, devido a presenca de produtos de somas, é superada com uma estratégia
de dados aumentados (Diebolt & Robert, 1994; Tanner & Wong, 1987).

Dois métodos de estimacao, classico e Bayesiano, sao considerados para o modelo de
regressao binomial correlacionada. Os dois proximos paragrafos descrevem em detalhes
os pontos principais discutidos em cada método.

Na abordagem classica, os estimadores de maxima verossimilhanca e intervalos de
confianga assintoticos sao calculados para os (k + 2) parametros presentes no modelo de
regressao binomial correlacionada, levando em consideracao a funcao de verossimilhanca
com dados observados e com dados aumentados. Além destes, também sao construidos
intervalos de confianca baseados em reamostragem e na log-verossimilhanca perfilada.
Testes de hipoteses, via teste da razao de verossimilhanca e teste de Wald, sao desen-



volvidos para subvetores dos parametros de regressao do modelo. Um teste de razao de
verossimilhanca ¢é derivado para avaliar a plausibilidade da presenca do parametro da es-
trutura de correlagao. A analise de diagnostico envolvendo anéalise de residuos e medidas
de influéncia global é construida. Os residuos baseados nos valores preditos e os residuos
deviance sao sugeridos para checar suposi¢coes do modelo. A distancia de Cook generali-
zada e a distancia da verossimilhanca sao consideradas como medidas de influéncia global.
Dois critérios de selegao, AIC (Akaike, 1974) e BIC (Schwarz, 1978), sdo utilizados para
selecionar variagoes do modelo proposto. Um estudo de simulacao é realizado para ilus-
trar o processo de estimacao e o desempenho das medidas de diagnostico propostas. Além
disso, um segundo estudo de simulagao é apresentado para analisar as propriedades fre-
quentistas dos estimadores de maxima verossimilhanca e intervalos de confianga propostos
neste trabalho.

Na bordagem Bayesiana, determinamos a distribui¢éo a posteriori marginal dos (k+2)
parametros por meio de amostras das distribui¢oes condicionais completas. A metodolo-
gia utilizada considera a funcao de verossimilhanga aumentada, por meio da introdugao
de variaveis latentes, e distribuicoes a priori vagas para os parametros do modelo. Dando
continuidade a construcao da metodologia, definimos a distribuicao preditiva a posteriort,
a densidade preditiva condicional ordinéaria (CPO) e sugerimos um algoritmo para obter
numericamente o valor predito para uma observacao futura e para uma observacao pre-
sente no conjunto de dados, respectivamente. Desenvolvemos uma analise de diagnostico
Bayesiano envolvendo analise de residuos e medidas de influéncia local. Trés tipos de
residuos sao sugeridos, os residuos baseado nos valores preditos pela densidade preditiva
condicional ordinéria (Cho et al., 2009), os residuos que dependem da distribuigao a pos-
teriori dos parametros do modelo (Albert & Chib, 1995) e os residuos deviance Bayesianos
(Spiegelhalter et al., 2002). A calibracao da divergéncia de Kullback-Leibler (Cho et al.,
2009; Cook & Weisberg, 1982) ¢ utilizada como medida de influéncia local. O critério
de selecao de modelo adotado é o critério de informacao deviance, DIC, (Spiegelhalter
et al., 2002). Um estudo de simulagao é realizado para ilustrar o processo inferencial,
a sensibilidade na inferéncia dos parametros com diferentes distribuicoes a priori vagas
e o desempenho das medidas de diagnoéstico Bayesiano proposto. Um outro estudo de
simulagao é apresentado com as propriedades frequentistas dos estimadores Bayesianos
utilizando a metodologia desenvolvida.

O objetivo principal desta tese é propor um modelo alternativo que permita ajustar
dados binomiais com dependéncia entre os eventos de Bernoulli, quando estao disponiveis
covariaveis dos clusters e dos individuos dentro dos clusters. No entanto, é usual a com-
paracao de uma nova proposta com alguma outra frequentemente adotada na literatura.
Desta forma, a escolha natural é o modelo beta-binomial, para o qual apresentamos uma
analise de diagnodstico mais minuciosa, envolvendo analise de residuos e medidas de influén-
cia para detecgao de outliers e/ou observagoes influentes considerando uma abordagem
Bayesiana. Dois conjuntos de dados reais sao analisados utilizando a metodologia pro-
posta para o modelo de regressao binomial correlacionada e os resultados sao comparados
com os fornecidos pelo modelo de regressao beta-binomial.



Na construcao do modelo de regressao binomial correlacionada é suposto que as cova-
riaveis disponiveis sao observadas sem erro, ou que o erro existente é desprezivel. Porém,
pode ser de interesse do analista considerar uma covariavel medida com erro no ajuste do
modelo proposto. Neste cenario, nao seria aconselhével conduzir a anélise considerando o
modelo inicialmente proposto, cujo ajuste poderia apresentar um vicio na estimativa do
parametro correspondente & covariavel medida com erro, induzindo a inferéncias incorre-
tas.

Motivados por esta necessidade, uma extensao do modelo de regressao binomial cor-
relacionada é proposto considerando um cenario especifico. Ou seja, é construido um
modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal, em que a cova-
riavel nao observada segue uma distribuicdo normal com média p e variancia o2, e a
covariavel de fato observada pode ser expressa de forma aditiva com o erro de medida,
que por sua vez segue uma distribuicio normal com média zero e variancia o2

A construgao do modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural nor-
mal também esta baseada na distribuigdo binomial generalizada (Lucenio, 1995; Lucetio &
Ceballos, 1995). Nesta modelagem ¢é considerada apenas a fungao de ligagao logito para
conectar o parametro da probabilidade de sucesso a uma funcao de interesse das cova-
ridveis dos clusters. A dependéncia entre individuos de um mesmo cluster é modelada
usando estruturas de correlagao (Jennrich & Schluchter, 1986; Cressie, 1993; Zimmerman
& Harville, 1991; Russell, 1996), levando em conta as covariaveis dos individuos dentro do
cluster. A complexidade da funcao de verossimilhanca, devido a presenca de produtos de
somas e a integracao da variavel nao observada, é superada com uma estratégia de dados
aumentados (Diebolt & Robert, 1994; Tanner & Wong, 1987) e com uma aproximagao
de Laplace (Bernardo & Smith, 2000; Tanner, 1996), respectivamente. Uma metodolo-
gia classica é desenvolvida para o modelo de regressao binomial correlacionada aditivo
estrutural normal de forma similar a apresentada para o modelo de regressao binomial

correlacionada.

Organizacao dos capitulos

Além deste primeiro capitulo, envolvendo a introducao do trabalho e a descricao suma-
rizada das metodologias desenvolvidas para os modelos propostos, este trabalho esta or-
ganizado em mais seis capitulos descritos a seguir.

No Capitulo 2 apresentamos o desenvolvimento do modelo de regressao binomial cor-
relacionada, no qual € inserida uma estrutura de regressao com as covariaveis dos clusters
e uma estrutura de correlagdo com as covariaveis dos individuos. A func¢ao de verossimi-
lhanca é construida por meio da inser¢ao de uma variavel latente, tornando-a identificavel.

A abordagem cléssica é construida no Capitulo 3, iniciando com o processo de es-
timagao via algoritmo EM. Apresentamos, também, os intervalos de confianga assinto-
ticos, os intervalos de confianca perfilados e os intervalos de confianca bootstrap, testes
de hipoteses para subvetores dos parametros de regressao do modelo e para o parametro
da estrutura de correlagao, uma anéalise de diagnoéstico envolvendo analise de residuos e

medidas de influéncia global e critérios de selecao de modelos. Por fim apresentamos um



estudo de simulacao ilustrando a metodologia classica proposta.

No Capitulo 4 desenvolvemos a abordagem Bayesiana para o modelo, incluindo uma
analise de diagnostico com anélise de residuos e medidas de diagnoéstico de influéncia local
e um critério de selegcao de modelos. Um estudo de simulacao ilustrando a abordagem
Bayesiana também é apresentado.

Consideramos, no Capitulo 5, uma analise de diagnostico para o modelo de regressao
beta-binomial, envolvendo anélise de residuos e medidas de influéncia para deteccao de
outliers e/ou observagoes influentes via abordagem Bayesiana. Os resultados obtidos no
ajuste do modelo beta-binomial em dois conjuntos de dados reais sao comparados aos
resultados obtidos pelo modelo proposto nesta tese.

No Capitulo 6 uma extensao do modelo de regressao binomial correlacionada, modelo
de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal, é desenvolvida. Neste
caso, ¢ inserida uma estrutura de regressao com as covariaveis dos clusters, sendo uma
delas nao observada diretamente, e uma estrutura de correlacao com as covariaveis dos
individuos. A abordagem classica para o modelo de regressao binomial correlacionada
aditivo estrutural normal é construida neste capitulo, iniciando com o processo de esti-
magao via algoritmo EM. Apresentamos também, neste capitulo, os intervalos de confianga
assintoticos, baseados na func¢ao de verossimilhanca aumentada e via reamostragem, uma
analise de diagnoéstico, envolvendo uma anélise de residuos e medidas de influéncia global,
e critérios de selecao de modelos. Por fim, um estudo de simulagao, ilustrando a metodolo-
gia classica proposta e uma analise de dados reais, é apresentada.

No Capitulo 7 apresentamos as consideragoes finais e as propostas futuras.



Capitulo 2

Modelos de regressao binomial
correlacionada (MRBC)

A distribuigao binomial generalizada derivada por Lucefio (1995), BC(n,p, p), ¢ obtida
supondo que a variavel Y, o ntimero de sucessos em n ensaios de Bernoulli, é a soma
de respostas binarias equicorrelacionadas com probabilidade de sucesso constante p e
coeficiente de correlagdo comum p. Formalmente, seja Y = Z;;l W;, em que E(W;) = p,
Var(W;) =p(1 —p), j=1,...,n, e Corr(W,, W;) = p, para todo s e t, s # t. O caso em
que p > 0 implica em P(W, = 1|W, =1) > P(W, = 1), para todo s e t, s # t. Uma forma
de expressar a distribuicao de probabilidade de Y é por meio da mistura de duas variaveis:
uma seguindo uma distribui¢ao binomial, B(n, p), com probabilidade da mistura (1 — p),
e outra seguindo uma distribui¢cdo Bernoulli modificada, BernM (p), assumindo valores
zero ou n (Fu & Sproule, 1995), ao invés dos convencionais zero ou um, com probabilidade

da mistura p. A distribuicao de probabilidade de Y, dados n,p e p, é dada por

P(Y =yly,n,p,p) = (Z)py(l —p)" V(L = p)La, (y) +pr(L—p) = play(y),  (2.1)

em que A; ={0,1,...,n}, Ao ={0,n},y=0,1,....n,neN-{0},0<p<led<p<
1. A média e variancia deste modelo sdo E(Y) =npe Var(Y) = p(1—p){n+pn(n—1)},
que acomoda a variagdo extra-binomial quando p # 0. Note que o modelo CB(n,p, p) é
equivalente ao modelo binomial se p = 0.

Os modelos de regressao binomial correlacionada sao construidos assumindo uma es-
trutura de regressao na distribui¢ao binomial correlacionada (2.1), por meio de uma das
quatro diferentes fungoes de ligacao (logito, complementar log-log, log-log e probito).

2.1 Uma classe de modelos de regressao binomial cor-

relacionada

Suponha que Y7, Y, ..., Y,, sdo variaveis aleatorias independentes tal que Y; segue uma
distribui¢do binomial correlacionada C'B(n;, p;, p;). A variavel resposta Y; assume valores

0,1,...,n;, correspondendo ao niimero de individuos com o evento de interesse dentro do
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i-ésimo cluster, isto &, Y; = > 71| Wi;, i = 1...,m, com E(W;;) = p;, Var(Wy;) = pi(1—p;)
e Corr(Wis, Wi) = pi, para todo s e t, s # t. A média e a variancia das variaveis resposta
Y; sao dadas por n;p; e p;(1 — p;){n; + p; n;(n; — 1)}, respectivamente.

E conveniente, como a construcdo da funcdo de verossimilhanca para dados binérios
presente em McCullagh & Nelder (1989), considerarmos, inicialmente, a func¢ao de ve-
rossimilhanga como uma funcao de vetores m-dimensionais p = (p1,pa,...,pm) € p =
(p1, P2, -, pm) " . Posteriormente, a fungio de verossimilhanca é reescrita em funcao dos
coeficientes [y, ..., Bk, associados as covaridveis dos clusters, e o coeficiente v, associado
a estrutura de correlagao. Assumindo que ¥y, ys, - . ., Ym sao realizagoes de Y1, Ys, ... Y,
respectivamente, e usando (2.1), a fungao de verossimilhanga pode ser escrita como

ik n; i ni—Ys 372 (ni—y;)

L(p,p;m,n.y) =[] L (L=p)™ (L= pi) +p; (L =pi) ™ pilay,(yi) ¢, (2:2)
i=1 v

em que Ay, = {0,n;}, yi = 0,...,n5, n; € N={0}, y = (y1,92,- -+, Um) , = (n1,n9,...,

nm),0<p;<le0<p;<1,comi=1,..m.

Tabela 2.1: Funcoes de ligagao para modelar p;.

Funcao de ligagao g ()

Logito exp{ni} / [1+ exp {n;}]
Complementar log-log 1 —exp{—exp{ni}}
Log-log exp{—exp{-ni}}
Probito ® (n;)

Como nosso maior interesse ¢ definir o modelo de regressao binomial correlacionada,
é util modelar a probabilidade de sucesso, p;, e o parametro de correlagao, p;. Os p; sao
modelados utilizando covaridveis comuns dos clusters, estas covariaveis sao conectadas a
probabilidade de sucesso do cluster por meio de fungoes de ligacao que retornam valores
no intervalo (0,1). As fungoes de ligacao g~ '(n;) (logito, complementar log-log, log-log e
probito) consideradas neste trabalho estao especificadas na Tabela 2.1, em que ®(.) é a
func¢ao de distribuigao acumulada da distribuigao Normal padrao; n; = Zfzo Brx;y; 08 coe-
ficientes (g, 51, . . ., Ok sao parametros desconhecidos; z;o = 1, para todo i e x1;, To;, . . ., Tik
sao os valores das k covariaveis para o i-ésimo cluster.

A estrutura de correlagao é modelada considerando uma fun¢ao das covariaveis especi-
ficas dos individuos que sao capazes de relacionar a dependéncia entre eles em relagao ao
evento de interesse. De uma forma geral, a estrutura de correlagao pode ser escrita como

pi = h(v(ri),7), (2.3)

em que h(v(r;), ), a correlacdo entre quaisquer dois individuos dentro do i-ésimo cluster, é
uma fungao nao linear apropriada, monotonica e duas vezes diferenciavel; v(r;) representa
o valor de uma func¢ao das covariaveis dos individuos, assumindo valores positivos; r; =

(Titls - s Titngs Tialy - - s Ti2ngs Tigly - - - » Tign;) -, com 7;; representando os valores da [-ésima



covariavel para o j-ésimo individuo dentro do i-ésimo cluster, ¢ = 1,....m, [ =1,...,¢q
ej =1,...,n; v é o parametro que determina a taxa de decaimento da correlacao
como uma fung¢ao de v(7;) (Sherman, 2011). Usando a idéia de estrutura de correlagio
espacial, possiveis escolhas da fungao v(r;), podem ser, por exemplo, fungdes continuas
de soma de distancias entre posicoes de vetores ou entre outros vetores avaliados os quais
sao capazes de relacionar a dependéncia entre os individuos dentro do cluster. Assim,
candidatos para v(r;), usando apenas duas covariaveis, r;; € T2, podem ser a distancia
Euclidiana, definida como \/ ZZ:I,Q Y e Doset(Tits — mi)?, a distancia Manhattan, definida

como 21:1,2 Yoo Doser |Tits — Tax|, a distancia maxima, definida como max,; 115 — Titel,

ou a distancia minima dada por ming, |ri2s — 7|, com s,¢ = 1,...,n,;. A Tabela 2.2
apresenta, para o modelo de regressao binomial correlacionada, diferentes opcoes para
h(v(r;),v) (Cressie, 1993; Sherman, 2011).

Tabela 2.2: Algumas alternativas para h.

Estrutura de correlacao h(v(r;), )
Exponencial@ exp{—yv(r;)}
Gaussiana® exp{— [yv(ry)] 2}
AR Continua® v )

Nos casos (a): v > 0eem (b): v € (0,1).

Sejam n = (Tbl, No, ... ,nm)T, r = (3’51, o, ... ,a:m)T, r;, = (I’io, Lily- - ,.I‘ik)—r er =
(’l”l, cee ’l"m)T, T, = (T‘iu, ey Tiangy Ti21y - - -5 Tizngy Tigly - - riqni)T' Usando 971(770 € (23)7 a
funcao de verossimilhanca (2.2) do vetor de parametros 8 = (v, f, ..., 8x) ", condicionado

aos dados observados, D = (m,n,y,z,r)", se expressa como

c@0) = TT{(2)o - 1 = o )

=1 L\

g )™ (L= g7 ) e h(w(r), 1) L, <yi>} | (2.4)

Modelos envolvendo misturas de distribui¢oes apresentam problema de identificabili-
dade, decorrente da falta de informacao da origem da resposta observada que pode ser
proveniente de qualquer subpopulacao, tornando nao bem definido os métodos usuais de
estimacao (Titterington et al., 1985). Entretanto, uma estratégia de dados aumentados
(Tanner & Wong, 1987; Diebolt & Robert, 1994) é construida para este problema com o
objetivo de tornar a funcao de verossimilhancga identificavel. A funcao de verossimilhanca
com dados aumentados (Tanner & Wong, 1987; Diebolt & Robert, 1994) para este modelo
é apresentada na proxima secao.

2.2 Funcao de verosimilhanca com dados aumentados

Para a construcao do modelo de regressao binomial correlacionada, supomos que y; é

uma realizacao da distribuicao binomial ou da distribuicao Bernoulli modificada. Porém,



no processo de observagao dos dados nao somos capazes de identificar de qual distribuigao

y; ¢ proveniente, caracterizando uma observagao incompleta. Com a inten¢ao de suprir

esta informacao faltante, introduzimos uma variavel latente Z;, i = 1,...,m, que indica
de qual componente do modelo C'B(n;, p;, p;) a observacao y;, i = 1,...,m, é originaria,
ou seja,

7 1, se a observagao y; resulta de M Bern(p;)
"] 0, sea observacio y; resulta de B(n;, p;)

A probabilidade de sucesso da variavel aleatéria Z;, condicionada a observacao y;,
pode ser escrita como

P(Yz‘ = yz’)
Y N —Yi
pip (L —pi) ™ La, (yi)
- b ni—yi y n. _ ) (2.5)
pip; " (1 —pi) ™ La,, (i) + (1 — py) (y;)piﬁ(l A

em que Ay, ={0,n;}, v =0,..,n;, 0<p; <1,0< p; <1, i=1,...,m.

Assim, ( ;

(1 —m) %
P(Zz = Zz‘Y; - yunzapupl) = P(Y; — yz)
gi ni—Yi zi n; , 1—2;
(Pipini (1 —pi) ™ La,, (yz>) ((1 — i) <yl>p’;‘/(1 _ pi)ni_yi)

- ' . i=1,...,m.

% ni—Yi n; ” S
pipi (1 —pi) ™ Lag, (yi) + (1 —pi)( -)p/(l—Pz') e

7

A fungao de verossimilhanga completa com a presenga da variavel latente z = (z,
Zay ...y Zm) |, & entdo, definida como

=1 =1

m (1—z;) Yi .
i i (zitns—nizi) ni—yi) (L 4+1—2 2 —2 2
=1 g
A fungdo de verossimilhanga para @ = (7, o, ..., )", condicionado aos dados com-

pletos D* = (m,n,y,z,x,r)", é dada por

m (l—zi) yi 2
* n; — 2 (zini—n;z; — ni—y;)( =t +1—2;
LO:D") = H{( ) g () G4 g ) e ()

=1 | \Yi
X h(u(r).7)" (1= hu(r), 1) Ly, (w0} (27)

A funcao de verossimilhanga (2.7), baseada nos dados latentes, possibilita a utilizagao

de um processo inferencial bem definido.
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Usando a parametrizagdo ¢ = log(y), para a estrutura de correlagdo exponencial
ou Gaussiana, ou ¢ = log(v/(1 — 7)), para a estrutura de correlacio AR continua, o
parametro v pode ser estimado sem restricao. Assim, a funcao de log-verossimilhanca

para 0* = (¢, o, ..., )", condicionado aos dados completos D* = (m,n,y,z,x,7)", é
dada por
0(0*;D*) x

{& (2 +n; — nizi) log(g (m) + (ni — i) (% +1-— zz>

i=1 ' i

x log(1— g~ (m)) + zilog(h" (v(r:), 6)) + (1 — 2i) log (1 — h*(v(r:), ) } (2.8)

no qual h*(v(r;), ¢) é similar a fungao h(v(r;),7), apresentada na Tabela 2.2, considerando
a parametrizagao v = exp{¢}/(1 + exp{¢}) ou v = exp{¢}.

Um procedimento classico para inferéncia dos parametros presente no modelo de re-
gressao binomial correlacionada é apresentado no Capitulo 3 e uma abordagem Bayesiana
no Capitulo 4.



Capitulo 3

MRBC: Metodologia Classica

Neste capitulo apresentamos uma abordagem cléssica para o modelo de regressao bi-
nomial correlacionada. Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros sao
determinados via algoritmo EM. Intervalos de confianga sdo construidos para os (k + 2)
parametros do modelo. Testes de hipdteses sao desenvolvidos para testar a plausibili-
dade de possiveis valores para o vetor e para subvetores dos coeficientes de regressao do
modelo e para testar a plausibilidade do parametro presente na estrutura de correlacao.
Uma anélise de diagnodstico é desenvolvida envolvendo anélise de residuos e medidas de
influéncia global. E apresentado ainda dois critérios de selecdo de modelos. A metodolo-
gia desenvolvida é ilustrada através de conjuntos de dados simulados. No Capitulo 5.5 a

analise envolve um conjunto de dados reais.

3.1 Estimacao via algoritmo EM

Uma metodologia usual para a estimacao dos parametros com a presenca de dados
latentes é o algoritmo EM (Tanner, 1996). Este método consiste de duas etapas, a es-
peranca, passo E, e a maximizacao, passo M. O algoritmo determina no passo E o valor
esperado da fungao de log-verossimilhanga com dados completos, ¢(6*|D*), considerando
o conjunto de dados observado D e um valor inicial para o vetor de parametros 6*, ().

Como a varidvel latente Z; segue uma distribuicao de Bernoulli com parametro 7,

entdo E(Z;) =1;,,i=1...,m, expresso em (2.5). Assim, o passo E é dado por

E (¢(0%;D)|0Y), D)

Z {zi 7 +n; — n;7;) log ( (Z @wzr)) (1 —m)log (1 —h*(v(r:), 9))

=1

(s — ) (;— +1- Ti> log ( (Z ﬁ,,xw>> + 7 log(h* (v(r), ¢))}, (3.1)

com {(0*|D*) dada em (2.8), p; = g~* <Zf:0 @Eo)x”) e pi = h*(v(r;), o).
A funcao resultante do passo E depende do vetor de parametros, 8*, dos dados obser-

vados, D, e do vetor de variaveis latentes, T = (71(0), . ,n&?))T. No passo M ¢ feita a
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maximizacao direta desta funcao em relagao ao vetor de parametros 8*, fornecendo, as-
sim, uma atualizacdo de 8@ @0 e, consequentemente, uma atualizacdo do vetor 7,
7. Os estimadores dos parametros sdo obtidos iterativamente, repetindo o passo E e o
passo M, até a convergéncia dos parametros.

No Apéndice C.1 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Devel-
opment Core Team, 2011) para obter os estimadores de maxima verossimilhanga dos

parametros.

3.2 Intervalos de confianga

Nesta se¢ao, consideramos quatro formas de construcao dos intervalos de confianga,
duas baseadas nos intervalos de confianca assintoticos dos estimadores de maxima ve-
rossimilhanca, uma por meio da funcao de verossimilhanca com os dados observados e
outra por meio da fun¢ao de verossimilhanca com os dados aumentados, uma baseada em
reamostragem e uma baseada na funcao de log-verossimilhanca perfilada.

No Apéndice C.2 apresentamos a implementagao em R (R Development Core Team,
2011) dos intervalos de confianga considerados para os parametros do modelo de regressao

binomial correlaciona.

3.2.1 Intervalos de confianca assint6ticos

Nesta secao, os intervalos de confianca assintoticos dos estimadores de maxima ve-
rossimilhanca sao calculados para parametros presentes no modelo de regressao binomial
correlacionada, levando em consideragao a funcao de verossimilhanca dos dados observa-
dos, expressa em (2.4), e a metodologia proposta por Louis (1982), baseada na fungao de
verossimilhanga com dados aumentados, expressa em (2.7).

Sob as condigoes de regularidade (ver Apéndice A), a distribuigdo assintotica para
V/1(0—8) é uma distribuicio Normal multivariada Ny, 2(60, I(0)~1) (Cox & Hinkley, 1979),
em que /(0) é a matriz de informagao, que pode ser aproximada pela matriz de informagao
observada de Fisher, J(0). Para o modelo de regressao binomial correlacionada, a matriz

J, com dimensao (k 4 2) x (k + 2), pode ser escrita como

~ (6;D)

10) = | (3.2)

6=0

cujos elementos sao dados por

0*(6;D) i {a%(v(n),fy) [-A+B] (8h<v<m>,v> )2 [-A+ B)? }

0?2 — 0?2 [C + D] 0y |[C + D]?
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0%((0; D) _ Zm:{lagl(m) 99— (1) o[,

9B,00s 90r 9Ps

=2yi(ni — yi) (g™ () M1 = g7 )T+ (e = w)* (1 — g7 (mi))

=1

—(ni —y) (1 — g~ " (m)"*|+D

J

yilg ™ (m)) ™" = (i — i) (1 — g_l(m))_ll

+D

. N % 90-1(n:
U (i v) o . g—1<m->>—1” 8gaﬁ(sm)

w+m*}

r,s=0,...,k, em que A, B, C e D sao descritos na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Fungoes auxiliares no calculo da matriz de informagao de Fisher observada.

As derivadas especificas para cada funcao de ligacao e estrutura de correlagdo sao

apresentadas na Tabela 3.2 e na Tabela 3.3, respectivamente.
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Outra forma de obter a matriz de informacgao de Fisher observada, utilizando a fungao
de verossimilhanga com dados completos (Louis, 1982), ¢ considerando a matriz

. 92((0; D¥) d0(0; D*) 90(0; D) "
.(0)=—F |————*|D —F ’ ’ D ,
Ja(6) 0007 R 00 00 )
6=0 6=0
que pode ser aproximada via Monte Carlo por
9 9%(0; D) Q az ;D) 9l(6; D) 14
Z 0007 ) Z 00 N (3:3)
6=6 6=6
sendo D; = (D, 2, q=1,...,Q,com 2z, = (214, -+, 2mq) " €2ig ~ Ber(r;),i=1,...,m,

com 7; obtido em (2.5) cons1derando pi =g "(F Bexin) € pi = h(v(r:),7), e

o0(0; D* "y, ~ —1 09 Y (mir i
(aﬁrq) = ;{‘ZZ (qu +n; — nizz’q) [9 l(m'r)] ' 93,3(:7) — (n; — Zig ) [Zq +1- qu]
-10 -1 ir
x [1—g ()] gaﬂ(:])},
0*(6;D;) & . 1% (i) ¢ —2 89 (i) O™ " (1)
05,08 2{ R e R e
. 2,—1(.
X% (zig + 1y — nyzig) — [[1 - gfl(m‘r)]_l W + [1—g ' (ir)] -
—1/(0,. —1/(0,.
99 aﬁfﬂ Oy %(Smr)] (ni — vi) <z’q +1- zzq> }
comr,s=0,...,k,
066:Dg) i Oh(v(ri), ) [ zig 11—z }
6’7 i1 8")’ h(’l)(rz),'}/) 11— h(’U(’l"l),")’)
€

OU(0: D)) [ Pholr) ) [ ag 1z
ot ;{ 0v* [h(v(m),v) 1—h(v(n)77)]

Oh(w(r), N[ zig B 1 — 2y
+[ Iy } [ h(v(ri),v)? (11— h(”(’“i)ﬁ))z} }
20(0|D%)
080+

a zero. As derivadas especificas para cada funcao de ligacao e estrutura de correlagao sao

Devido a ortogonalidade entre os parametros, as derivadas sao todas iguais

apresentadas nas Tabelas 3.2 e 3.3, respectivamente.

O intervalo de confianga assintotico, com nivel de confianca 100 x (1 — )%, para o
r-ésimo componente do vetor de parametros @, 0,, r = 1,...,k + 2, pode ser calculado
utilizando

Or £ Zasar/ ) (0) | (3.4)
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em que 2,/ ¢ o valor do (a/2)-ésimo quantil superior da distribui¢do Normal padrao
e Ji, )1(0) ¢ o r-¢simo elemento da diagonal principal da inversa de J(@), ou J;(0), que
corresponde ao estimador da variancia do estimador de interesse.

Tabela 3.2: Derivadas, em relacao aos parametros 3, para cada funcao de ligacao em

estudo.
. g~ (n; O*g~(m;
Ligacao 99 ) 5 /8(17 ) 75)9& 8567’7 )
Logito ir exp{n;} [1 + exp{n;}] > —ipxis exp{mi} [exp{n;} — 1] [1 + exp{n;}]*
C.log-log i exp{n; —exp{ni}} Tirxis [exp{n; — exp{n;}} — exp{2n; — exp{n;}}]

Log-log Tipexp{—n; —exp{—ni}}  —Tiwis [exp{—n; —exp{—n;}} — exp{—2nm; — exp{—n;}}]

1
Probito Tird(1;) —(27) " 2@irwisn; exp{—(n;)?/2}

Em que ¢(.) é a densidade da distribuigdo Normal padréo no ponto.

Tabela 3.3: Derivadas da estrutura de correlagao, em relagao ao parametro .

Estrutura Exponencial Gaussiana AR continua
W —v(ri) exp{—yv(r;)} =2y [v(r:)]” exp{— [yo(r:)]*} v(ry) AN

0*h(v(ri),7)

N2 exp{ — v(r; 2
972 o) exp{—u(r)y 2Tl expl= o))

2(yo(ri))? =17

7T 2(r) [v(r;) — 1]

A aproximacao a distribuicao normal para os estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros do modelo ¢ valida assintoticamente, ou seja, quando a amostra é grande.
Portanto, a construcao destes intervalos de confianca podem nao apresentar resulta-
dos acurados para amostras pequenas e moderadas. Neste sentido, uma duas formas
de construgao dos intervalos de confianga nao-paramétricos sao consideradas nas secoes
seguintes. A principal vantagem destes métodos é a sua capacidade de derivar intervalos
que independem de estimativas da variancia.

3.2.2 Intervalos de confianca bootstrap

O método bootstrap (Efron, 1979) é uma técnica de reamostragem utilizada para apro-
ximar a distribuigao teérica de uma variavel aleatéria por sua distribuicao empirica. No
processo de reamostragem pode ser considerada uma especificacao paramétrica, em que
novos conjuntos de dados sao gerados, ou uma nao-paramétrica, em que conjuntos de
dados sao construidos com base nos dados observados. Nesta secao, descrevemos como
obter as estimativas intervalares empiricas via bootstrap nao-paramétrico.

Os intervalos de confianca bootstrap nao-paramétrico sao obtidos simulando B amostras
com reposicdo de tamanho m dos dados originais, D*V, D*? . D*B) Para cada
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reamostra, D*® b = 1,..., B, os estimadores de méaxima verossimilhanca dos parame-
tros do modelo sao obtidos conforme a Secao 3.1. Os intervalos com nivel de confianga
100 x (1 — a)%, para cada um dos parametros, sdo construidos calculando os quantis

(1 —/2) e (/2) dos respectivos B estimadores de maxima verossimilhanca.

3.2.3 Intervalos de confianca perfilados

Nesta secao, intervalos de plausibilidade para os parametros do modelo de regressao
binomial correlacionada sao construidos com base na distribuicao teérica da estatistica de
razao de log-verossimilhanga perfilada (Kalbfleisch, 1985; Pawitan, 2001).

A funcao de verossimilhanca perfilada para o r-ésimo componente do vetor de para-
metros 0, 0,, r =1,...,k+ 2, é definida como

0 (0,) = meﬁtx{ﬁ(é(—r); D)}, (3.5)

sendo E(é(_r);D) = log{ﬁ(é(_r);D)} a fungao de log-verossimilhanca, apresentada em
(2.4), considerando é(,r) o vetor de parametros @ assumindo 6 exceto na r-ésima posicao.
A estatistica de razao de log-verossimilhanga para 6, é dada por

Wy = 2{6.(6,) — £,(6,)},

em que 6, ¢ o estimador de maxima verossimilhanca de 6, e W segue uma distribuigao
X3. Ao utilizar a distribuigdo teérica, um intervalo de plausibilidade aproximado de
100(1 — )% para 6, pode ser obtido por

1

lr(er) > Er(ér) - §X%7(1_a)> (3.6)

em que x ,_, ¢o quantil (1 —«) da distribui¢do x7.

Para obtermos a solu¢ao em (3.6) consideramos um intervalo de possiveis valores para
0., uma idéia é utilizar valores em torno de ér. Calculamos para cada um destes valores
a funcao em (3.5) e, posteriormente, determinamos os valores de 6, que satisfazem a

inequacao (3.6).

3.3 Teste de hipoétese

Nesta secao, iremos definir o teste de hipotese para os parametros de regressao e o

teste de hipotese para o parametro de correlacao presente na estrutura de correlagao.

3.3.1 Teste de hip6tese para os parametros de regressao

Se o interesse reside em testar a plausibilidade de valores especificos para um subvetor
de parametros 3*, de 3, podemos considerar o teste de razao de verossimilhanca. Para o
modelo de regressao binomial correlacionada, este subvetor pode ser definido da seguinte

forma:
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1. Ajuste o modelo como descrito na Se¢ao 3.1 e na Segao 3.2.

2. Utilize o teste de Wald, como descrito na Subsecao 3.3.1, para cada parametro em
3 e selecione o subconjunto de parametros para os quais o teste foi nao significativo.

Para testar as hipoteses Hy : B* = 0 contra H; : B* # 0, utilize o teste de razao de
verossimilhanca, considerando a estatistica

LRs = —2 {e(é;p) . e(é;m} , (3.7)

com £(0; D) = log{L(8; D)}, e £(8;D) e £(0; D) as funcdes de verossimilhanca avaliadas
respectivamente no estimador de méxima verossimilhanca sob restrigao, 0, e no estimador
de maxima verossimilhanca usual, 6. A estatistica de razao de verossimilhanca LR segue,
assintoticamente, uma distribuicao x? com o ntimero de graus de liberdade igual ao nimero
de restrigoes em Hy. A hipotese Hy é rejeitada para grandes valores da estatistica de teste
LRg. Se a hipotese Hy nao é rejeitada, subvetores de 8* devem ser testados.

Teste de Wald

Seja ﬁr um estimador de maxima verossimilhanca de (3., correspondente a r-ésima
covariavel e J r )1 (é) o estimador da variancia de ﬁ;. O teste de Wald para testar Hy : 3, = 0
contra Hy : 8, #0,r=0,...,k, é dado por

A2
By
i)(0)

W, = r=20,...,k, (3.8)

em que J, )l(é) ¢ o r-ésimo elemento da diagonal principal da inversa da matriz J(6)
avaliada no estimador de méxima verossimilhanga do vetor de parametros 6, definido em
(3.2). A estatistica W, segue uma distribuigdo Normal padrao. A hipotese Hy é rejeitada
para pequenos e grandes valores da estatistica W,.

3.3.2 Teste de hipotese para o parametro da estrutura de corre-
lacao

Ao ajustar um modelo de regressao binomial correlacionada consideramos a suposicao
de correlagao comum, p;, entre os eventos de Bernoulli dentro do i-ésimo cluster. Porém,
tal suposicao pode nao ser satisfeita, ou seja, um ajuste do modelo de regressao binomial
poderia ter sido considerado. Uma forma de verificar esta suposicao de dependéncia é
testar a plausibilidade do valor do parametro de correlacao. Na construcao do modelo de
regressao binomial correlacionada, p; ¢ modelado por meio de uma estrutura de correlagao
que envolve o pardmetro . Assim, testar a suposicao de correlacao comum, p;, entre os
eventos de Bernoulli dentro do i-ésimo cluster é analogo a testar a plausibilidade do valor
do parametro .
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Para testar as hipoteses H : v = 0 contra H; : v > 0, para as estruturas de correlagao
exponencial e Gaussiana, ou Hy : v = 1 contra H; : 7 < 1, para a estrutura de correlagao

AR continua, iremos considerar o teste de razao de verossimilhanga, por meio da estatistica
LR, = —2{¢*(3;D) - 0§; D)}, (3.9)

sendo

(5(B;D) =

m k k
> {log <Z’> +y;log (g‘l (Z Br:vz-r)) + (ni — yi) log (1 —g! (Z Bﬁﬂw)) } :
=1 ¢ r=0 r=0

a fungao de log-verossimilhanca do modelo de regressao binomial avaliado nos respec-
tivos estimadores de méxima verossimilhanca fornecidos por este modelo; E(é;D) =
log{ﬁ(é; D)}, a funcao de log-verossimilhanga avaliada no vetor de estimadores de ma-
xima verossimilhanca, 0. A estatistica de razdo de verossimilhanca LR, segue, assin-
toticamente, uma distribuigao x3. A hipotese Hy é rejeitada para grandes valores da
estatistica de teste LR,.

3.4 Diagnosticos

Entre as suposicoes impostas na construcao do modelo de regressao binomial correla-
cionada, podemos ressaltar: (i) independéncia entre as variaveis resposta, (ii) as variaveis
resposta seguem uma distribuigao binomial correlacionada, BC'(n;, p;, p;), (iii) correlagao
positiva entre as variaveis de Bernoulli dentro do cluster, p; > 0, (iv) fungao de ligagao
e (v) estrutura de correlagdo. Nesta secdo, uma andlise de diagnostico é proposta para
a verificagao dos pressupostos (i)-(v), e para a identificagdo de outliers e/ou observagoes
influentes.

O pressuposto de independéncia pode ser verificado por meio dos graficos dos residuos
versus a ordem das observagoes, quando a mesma esté disponivel. Dois diferentes tipos
de residuos sao construidos para verificar o ajuste do modelo, bem como a presenca de
outliers. Na analise de residuos pode ser verificada a adequacao das variaveis resposta
a distribuigao binomial correlacionada, BC(n;, p;, p;), a funcao de ligagdo e a estrutura
de correlagao adotadas. Para verificar se p; > 0, podemos observar a plausibilidade do
valor do parametro da estrutura de correlagao, v, por meio dos intervalos de confianga
obtidos na etapa de estimacao e por meio do teste de hipotese definido na Secao 3.3.2.
Para os casos em que esta suposi¢ao nao for satisfeita, isto é, v = 1 ou v = 0, o modelo
de regressao binomial usual pode ser considerado.

A detecgao de observagoes influentes ¢ feita utilizando a distancia de Cook generalizada
e a distancia da verossimilhanga (Zhu et al., 2001) envolvendo observagoes deletadas (Cook
& Weisberg, 1982).
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3.4.1 Residuos

Apo6s o ajuste do modelo, é de interesse verificar a proximidade dos valores obtidos
pelo ajuste em relacao aos valores observados no conjunto de dados. Nesta se¢ao, dois
tipos de residuos sao construidos para o modelo de regressao binomial correlacionada. Um
residuo que depende do valor esperado de Y; e um outro residuo baseado na deviance.

Nos casos simulados, ambos os residuos se mostraram eficientes na deteccao de ob-
servagoes influentes (casos perturbados). No caso de dados nao perturbados, os residuos
baseados nos valores preditos sao mais sensiveis as caracteristicas das observacoes, en-
quanto que os residuos deviance sao mais robustos. Ou melhor, residuos deviance s6
identificam um caso como outlier quando o mesmo se destaca muito das demais obser-
vacoes.

Trés graficos, baseados nos residuos padronizados, podem ser utilizados para verificar
as suposigoes iniciais e identificar ma especificagdo do modelo. Os graficos (i) residuo
contra a ordem das observagoes, quando a mesma esta disponivel, para identificacao de
dependéncia temporal das observagoes; (ii) residuo contra fungao das covariaveis, para
verificar a necessidade de inserir outras fun¢oes de covaridveis, além da linear, na parte
sisteméatica do modelo; (ii) residuo contra valores preditos, onde espera-se que o conjunto
de residuos esteja proximo de zero. Se isso nao ocorrer, ou seja, se ha um conjunto de
pontos longe de zero, tem-se uma indicagao de que o modelo estéd mal ajustado aos dados.

No Apéndice C.3 apresentamos a implementacao usando o programa R (R Develop-

ment Core Team, 2011) dos residuos padronizados propostos neste trabalho.

Residuos baseados nos valores preditos

O residuo padronizado baseado no valor predito, para o modelo de regressao binomial
correlacionada, é definido como

spp Yi — P;

P _ Ci=1,....m, 3.10
' V0i(1 = pi){n; + pini(n; — 1)} (3.10)

em que o par (y;,n;) é a informacao da i-ésima observagao, p; = g_l(Z’:ZO @xw) e p; =
h(v(r;),d), com ¥ e B.,r = 0,...,k, a estimativa de maxima verossimilhanca de 7 e

B.,r=0,...,k, respectivamente.

Residuos deviance

O residuo deviance padronizado para o modelo de regressao binomial correlacionada é
definido por

sinal (y; — mﬁi)\/%(yi; Dy, %) — 20(8; Dy, %)
VDi(1 = pi){ni + pini(n; — 1)}

spd __
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sendo

fyi D, d) mg{(Z)(g)%<r—%)mﬂY1—hwwm&»

' h(U(’l"@),’Aﬂ[Am(yl)},

a funcao de log-verossimilhanga saturada, considerando para a estimagao do parametro
p; a proporgao y;/n; do i-ésimo cluster e o valor do parametro da estrutura de correlagao,
v, € substituido pelo valor da estimativa de maxima verossimilhanca, #; K(B;D(i),‘y) a
funcao de log-verossimilhanca avaliada nos estimadores de méaxima verossimilhanca com
Di = g_l(zlfzo Boxi) € pir = h(u(r;),%) com 5 e B, 7 =0,....k, a estimativa de méxima
verossimilhanca de v e 8,7 = 0,...,k, respectivamente; e D = (i, yi, i, ) € a

informacgao disponivel da i-ésima observacgao.

3.4.2 Diagnostico de influencia global

Nesta secao, apresentamos duas métricas para avaliar a influéncia global das obser-
vagoes nas estimativas dos parametros do modelo de regressao binomial correlacionada:
a distancia de Cook generalizada e a distancia da verossimilhanca (Zhu et al., 2001).
Essas metodologias sao eficazes quando existe apenas um outlier (She & Owen, 2011).
She & Owen (2011) sugerem um método alternativo na presenca de multiplos outliers.
Entretanto, esta ferramenta nao foi adaptada para o modelo proposto.

No Apéndice C.4 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Develop-
ment Core Team, 2011) destes duas métricas de avaliagao de influéncia global.

Distancia de Cook Generalizada

A distancia de Cook generalizada (Zhu et al., 2001) pode ser utilizada para quantificar
o impacto da i-ésima observacao no estimador de maxima verossimilhanca de 6, é, sendo
obtida por meio de

~ AN\ T N ~ ~
Ci= (6~ 8) J(O) (0 -0),
em que é(_i) é o estimador de méxima verossimilhanca de 6 baseado na funcao de ve-
rossimilhanga com dados aumentados, L£(6;D*), apresentada em (2.7), com a i-ésima
observacao (n;,y:, z;,7;) " deletada e J(6) é a matriz de informacio de Fisher observada,

dada em (3.2). Quando o ntmero de clusters, m, é grande, Cook & Weisberg (1982)
sugerem a seguinte aproximacao para é(_i):

Oy =0+7(0)U6 ), (3.12)
em que
3 86(0, D(—z))
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O vetor de escores, U(6(_;)), com a i-ésima observagao deletada, tem dimensao (k +2) e
os termos sao dados por:

0U(6; D) __Sf{amwn%vﬂ—A+fﬂ}

oy — oy [C + D]
e
0U(0;D_y) — dg~" () 1 1 -1 -1
= C i i - i Yi 1—- 4
5, 2.\ " o5, yilg™ ()" — (ni =) (L — g~ (m:))
Yi, _ _ g — Yi _ - _
H?;@lwnl—i7;lu—g%m>l[c+m1}
comr,s=0,...,k, e A, B, C e D descritos na Tabela 3.1. As derivadas presentes nestas

fungoes sao mostradas em detalhes nas Tabelas 3.2 e 3.3.
Usando a aproximagao apresentada em (3.12), a distancia de Cook generalizada, C;_,,,
é reescrita como

Clupy = U(00) " J(O)U(Os)).

app

Distancia da Verossimilhanca

A distancia da verossimilhanca também pode ser utilizada para quantificar a diferenca

entre 6 e é(,i). Essa métrica é dada por
LD; =2 {(6;D) — 6+ D) } (3.13)

na qual ((6;D) ¢ E(é(_i); D) sao a fungao de log-verossimilhanga avaliada no estimador
de maxima verossimilhanca, é, e no estimador de maxima verossimilhanca com a i-ésima
observacao (n;,y;, x;, ;) deletada, respectivamente.

A i-ésima observagao é considerada como influente se o valor da distancia de Cook
generalizada ou o valor da distancia da verossimilhanca é grande. Estes valores podem
ser comparados com os valores criticos da distribuigao x3 4o E importante ressaltar que
a utilizacao deste critério pode impedir a deteccao de observagoes influentes quando de
fato existem. O quantil da distribui¢ao x2, para k de moderado a grande podem produzir
valores que sejam grandes o suficiente para inviabilizar a detecgao.

Nos casos em que uma maior variabilidade nos valores obtidos por estas métricas
ocorre, sugerimos que um caso com valor moderado nao deve ser considerado como indica-
tivo de influéncia. Porém, em situagoes em que a maior parte das observacoes apresenta
valores das métricas muito préoximas de zero, uma alteragao moderada pode ser estudada

como uma possivel observacao influente.

3.5 Critérios de selecao de modelo

E possivel ajustarmos um conjunto potencial de modelos de regressao binomial cor-

relacionada utilizando o mesmo conjunto de dados. Isto ocorre quando, por exemplo,
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consideramos diferentes subconjuntos de covariaveis ou diferentes estruturas de correlagao
e/ou diferentes fungoes de ligagdo no processo de andlise. Nestes casos, é conveniente o
uso de um critério de selecao de modelos.

O critério de informacao Bayesiano (BIC') e o critério de informagao de Akaike (AIC)
podem ser utilizados para selecionar o melhor modelo de regressao binomial correla-
cionada. O BIC (Schwarz, 1978) é calculado pela expressao

BIC = —2((0; D) + (k + 2) log(m), (3.14)

em que / (é, D) é o valor da fungao de log-verossimilhanga avaliada no estimador usual de
méxima verossimilhanga, (k + 2) ¢ o nimero de pardmetros no modelo e m é o ntimero
de clusters. O AIC (Akaike, 1974) ¢ calculado pela expressao

AIC = —20(6; D) + (k +2). (3.15)

Os menores valores do BIC e do AIC' indicam o melhor modelo.
No Apéndice C.5 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Develop-
ment Core Team, 2011) destes dois critérios de selegao de modelos.

3.6 Estudos de simulacao

Nesta secao consideramos um estudo de simulacao com apenas uma amostra para ilus-
trar o processo de estimacao e o desempenho das medidas de diagnostico propostas para
o modelo de regressao binomial correlacionada. Um outro estudo com 1000 amostras é
realizado para analisar as propriedades frequentistas dos estimadores de maxima verossi-
milhanga e seus intervalos de confianga propostos.

Dados simulados

A geracao da amostra envolve m = 100 clusters com as varidveis resposta, Y;, i =
1,...,100, seguindo uma distribuigdo BC'(n;, p;, p;), com os n; gerados de uma distribui¢ao
B(45, 0.5). O parametro da estrutura de correlagao utilizado na simulagéo é v = 0,2 e os
v(r;) assumem valores de uma distribuigao U(0,1). Duas covariaveis sao consideradas, x;
e . Os valores das covariaveis x;; provém de uma distribui¢ao U(0,2) e os valores da
covariavel z;» provém de uma distribuicdo N(0,4). Os valores dos coeficientes de regressao
sao By = 2, f1 = —2 e [ = —2. Sao considerados neste estudo a funcao de ligagao logito

e a estrutura de correlacao exponencial.

Estimacao

As quatro funcgoes de ligagao, logito, complementar log-log, log-log e probito, foram
consideradas na analise. Como esperavamos, os valores obtidos pelos critérios de selecao
de modelos, AIC e BIC, confirma a fungao de ligagao logito como o melhor ajuste,

conforme pode ser visto na Tabela 3.4.
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Tabela 3.4: Valores obtidos pelos critérios de selecao de modelo ajustando o conjunto de
dados simulado.

Critérios Logito Complementar log-log Log-log Probito
AIC 125,913 127,016 138,554 127,177
BIC 154,754 155,857 167,395 156,018

As estimativas de méxima verossimilhanca e os intervalos de confianca assintoticos
para os parametros do modelo com ligacao logito sao mostradas na Tabela 3.5, para
o intervalo de confianca baseado na funcao de verossimilhanca com dados aumentados
foram consideradas 3000 iteragoes para a aproximacao de Monte Carlo, para o intervalo
de confianca bootstrap foram considerados 100 reamostras e para obter os intervalos de
confianca perfilados foram considerados 5000 valores em torno do estimador de méxima
verossimilhanga. Note que os intervalos de confianga assintéticos contém o verdadeiro
valor dos parametros. E importante ressaltar que o intervalo de confianca do parametro
da estrutura de correlagao, v, nao contém o valor zero, corroborando com a necessidade

de ajuste de um modelo binomial correlacionada.

Tabela 3.5: Estimativas de maxima verossimilhanca e intervalo de confianca de 95% para
v, Bo, B1 € P2 para a ligacao logito.

Valor EMV IC 95% via IC 95% via IC 95% via IC 95% via
real L(0;D) L(0;D*) 95% bootstrap perfilada

v 1020 0237 (0,055;0419) (0,050 ; 0,424) (0,096 ; 0,452) (0,101 ; 0,463)
Bo | 2,00 2205 (1,414;2,995) (1,410 ;2,999) (1,624 ;3,669) (1,832 ; 2,581)
B | 2,00 -2,158 (-3,074;-1,243) (-3,073 ;-1,244) (-3,647 ; -1,392) (-2,624 ; -1,690)
By | 2,00 -2,114 (-2,588 ;-1,640) (-2,597 ; -1,630) (-2,728 ; 1,695) (-2,493 ; -1,776)

Analise de residuos

Os gréficos de residuos contra valores preditos sao apresentados para os dois tipos de
residuos desenvolvidos neste trabalho (ver Segao 3.4.1). Os gréficos dos residuos contra
valores preditos, apresentados na Figura 3.1a e 3.1b, verificam a coeréncia do modelo pro-
posto. Observe que ambos os graficos nao indicam observagoes aberrantes, principalmente
os residuos deviance padronizados (Figura 3.1b), que apresentam todos os valores proxi-
mos de zero. Nao identificamos a necessidade de inserir outras fungoes das covariaveis
no modelo, assim, os graficos envolvendo as fungoes das covaridveis contra os residuos,

sugeridos na Secao 3.4.1, foram omitidos.

Diagnésticos de influéncia

Nessa secao examinamos o desempenho das medidas de diagnosticos de influéncia, a
distancia de Cook generalizada e a distancia da verossimilhanca. Para isto, as observacoes



24

(@) (b)
™ o o™ o
N N
°
o o
— @ — -
°

o o °§ & ° 00 o

o 4 ~ o . ® o° L3 0% O | oo oan o2 wp o0 306 :wa.ooo
% b e® o

- ] ° - ]
1 30 1
o~ ° [N
1 I
™ o
1 I

T T T T T T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

valores preditos valores preditos

Figura 3.1: (a) residuos padronizados versus valores preditos, (b) residuos deviance

padronizados versus valores preditos.

25 e 48 foram perturbadas, criando assim observacoes influentes no conjunto de dados.
As perturbagoes foram feitas na covariavel x;5, na forma x;5 = ;5 + 8sd(xs), i = 25 e 48,
em que sd(xs) corresponde ao desvio padrao da covariavel xo. Combinagoes de presenga
e auséncia destas observacoes perturbadas foram usadas para formar novos conjuntos de
dados. Estes novos conjuntos de dados foram utilizados na obtencao de estimativas dos
parametros do modelo. A Tabela 3.6 apresenta os estimadores de maxima verossimilhanca

e a mudanca relativa da estimativas dos parametros em relagao aos dados originais.

Tabela 3.6: Estimador de méxima verossimilhanca e mudanca relativa em relacao aos

dados originais simulados.

Parametros
Casos ¥ Bo B B2
perturbados EMV % EMV % EMV % EMV %
{Nenhum} 024 - 221 - 216 211 -
Caso {25) 0,19 -20,80 148 -3303 -135 -3750 -152 -27,96
Caso {48} 0,19 -20,80 1,64 -25,79 -1,b5 -2824 -1,50 -28091

Casos {25} e {48} 0,17 -29,17 1,04 -5294 -0,82 -62,04 -1,02 -51,66

Como mencionado na Secao 3.4.2, valores altos da distancia de Cook generalizada e da
distancia da verossimilhanca evidenciam a presenca de pontos influentes no conjunto de
dados. Uma ilustracao de um dos casos analisados na Tabela 3.6, perturbacao dos casos
25 e 48, é apresentado na Figura 3.2. A Figura 3.2a mostra as distancias de Cook gene-
ralizada, a Figura 3.2b mostra as distancias de Cook generalizada envolvendo apenas os
parametros da funcao de ligacao, a Figura 3.2c mostra as distancias de Cook generalizada
envolvendo apenas o parametro da estrutura de correlagao e finalmente é apresentado
na Figura 3.2d as distancias da verossimilhanca. Conforme esperavamos, a distancia de
Cook generalizada, que envolve apenas o parametro da estrutura de correlagao, Figura
3.2¢, nao evidenciou impacto com as perturbac¢oes, uma vez que as mesmas ocorreram
na covariavel x;; que esta relacionada a fungao de ligagao. Observamos também que a
distancia de Cook generalizada e distancia da verossimilhanga, Figura 3.2a e Figura 3.2d,



25

apresentam valores sensivelmente mais elevados para as observagoes 25 e 48.
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Figura 3.2: (a) distancias de Cook generalizada, (b) distancias de Cook generalizada para
os parametros da funcdo de ligacdo, (c) distancias de Cook generalizada para o parametro
da estrutura de correlagao e (d) distancias da verossimilhanga.

Modelo usual

Nesta secao ajustamos o modelo de regressao usual para os dados simulado na Segao
3.6 utilizando a fun¢ao de ligagao logito. Ou seja, ajustamos um modelo supondo a nao
existéncia de correlagao entre os eventos de Bernoulli. Na Tabela 3.7 apresentamos as
estimativas de méxima verossimilhanca dos parametros do ajuste via modelo de regressao
binomial correlacionada, obtidos na Secao 3.6, e do ajuste via modelo de regressao bino-
mial usual. Observe que os valores estimados no ajuste do modelo de regressao binomial
usual forneceram valores muito diferentes dos fixados para a simulagao. Ou seja, fica
evidente que desconsiderar a dependéncia entre os eventos de Bernoulli podem levar a
conclusoes erradas.

Na Figura 3.3a e na Figura 3.3b apresentam os valores das probabilidades de sucesso
geradas contra as probabilidades de sucesso estimadas pelo modelo de regressao binomial
usual e pelo modelo de regressao binomial correlacionada, respectivamente. Os valores
destas probabilidades estimadas no modelo usual sao quase sempre subestimadas, en-
quanto que no modelo de regressao binomial correlacionada sao muito proximas das ver-
dadeiras. Além das evidéncias graficas que o modelo de regressao binomial correlacionada
apresenta melhor ajuste, realizamos o teste qui-quadrado comparando os valores preditos
pelos modelos ajustados contra os valores das variaveis resposta observados e obtivemos

para o modelo regressao binomial correlacionada o valor-p de 0,862 e para o modelo de
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Tabela 3.7: Estimativas de maxima verossimilhanca para v, (y, f1 e (B2 via modelo de

regressao binomial correlacionada e via modelo de regressao binomial usual.

Parametros | Valor verdadeiro Binomial Correlacionada Binomial usual
y 0,20 0,237 -
0o 2,00 2,205 -0,269
51 -2,00 -2,158 -0,823
By -2,00 2,114 -0,662

- indica que o modelo nao envolve o pardmetro em questao.

regressao binomial o valor-p de 0,051, confirmando que os valores ajustados pelo modelo

de regressao binomial correlacionada sao mais coerentes com os valores observados nas

variaveis resposta.

(@

1.0

06 08

0.4
1

02
%
)

0.0
1

02 04 06 08 10

0.0

(b)

o
«®

Figura 3.3: (a) probabilidade de sucesso real versus probabilidade de sucesso estimada pelo
modelo usual, (b) probabilidade de sucesso real versus probabilidade de sucesso estimada
pelo MRBC.

3.6.1 Propriedade frequentista dos estimadores de maxima veros-
similhanca

As estimativas das probabilidades de cobertura dos intervalos assintoticos, dos interva-
los bootstrap e dos intervalos perfilados foram construidas para o nivel de confianga fixado
em 95%. A determinacdo das estimativas das probabilidades de cobertura foram obtidas
calculando a proporcao de intervalos que continham o verdadeiro valor dos parametros
fixados na geracao dos dados, baseada em um processo de simulacao similar ao descrito na
Secao 3.6, exceto pelas estrutura de correlacao e fungao de ligacao utilizadas. O célculo
da proporcao esta baseado na simulagao de 1.000 amostras com m = 500 clusters, sendo
que para obtencao dos intervalos assintoticos foram consideradas 500 iteragoes para apro-
ximacao de Monte Carlo, para os intervalos perfilados foram considerados 500 valores em
torno dos estimadores de méaxima verossimilhanca. Para os intervalos de confianga boot-

strap foram consideradas apenas 300 amostras simuladas e para cada amostra simulada
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100 reamostragens. Nesta parte da analise utilizamos quatro fungoes de ligacao, logito,
complementar log-log, log-log e probito, e as trés estruturas de correlagao, exponencial,
Gaussiana e AR continua.

As estimativas das probabilidades de cobertura para os intervalos de confianga com
varidncia estimada via funcao de verossimilhanca com dados observados sao denotados
por PC, e para os intervalos de confianga com variancia estimada via func¢ao de veros-
similhanca com dados aumentados sao denotados por PC,. Os resultados apresentados
na Tabela 3.8 indicam que as estas estimativas (PC, e PC,) estao entre 92% e 98%,
considerando uma cobertura nominal de 95%, para os quatro parametros em todos os
cenarios. Ambos as formas de obtencao das estimativas da varidncia do estimador de
méxima verossimilhanca fornecem resultados muito similares mostrando que os processos
sao equivalentes.

Para os intervalos de confianca perfilados observamos que as estimativas das probabi-
lidades de cobertura (PC,) para o parametro v estao entre 92% e 97%, considerando uma
cobertura nominal de 95%, exceto para a funcao de ligagdo complementar log-log e pro-
bito com a estrutura de correlacao Gaussiana que forneceram 83% e 86%, respectivamente.
Porém, as estimativas das probabilidades de cobertura para os parametros de regressao,
0o, B1 € (o, ficaram sensivelmente abaixo da cobertura nominal, pois apresentaram valores
entre 33% e 92%.

No caso dos intervalos de confianca bootstrap as estimativas das probabilidades de
cobertura (PC,) estao entre 87% e 98%, considerando a cobertura nominal de 95%. Porém,
apenas 100 reamostras sao utilizadas no processo.

Na Tabela 3.9 apresentamos a média dos erros quadraticos médios, considerando a
variancia estimada via fungao de verossimilhanca com dados observados (EQM,,) e com a
variancia estimada via fungao de verossimilhanga com dados aumentados (EQM, ), e média
dos vicios dos estimadores de maxima verossimilhanga considerando as quatro fungoes de
ligacao e as trés estruturas de correlagao. Para determinar estes valores foram geradas
1.000 amostras para cada cenario. Em cada amostra foi calculado o estimador de méaxima
verossimilhanca, o EQM,,, o EQM, e o vicio. Posteriormente, obtivemos a média destes
1.000 EQMs e vicios, para cada parametro. Os resultados mostram valores proximos de

Zero.
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Tabela 3.8: Estimativas das probabilidades de cobertura dos intervalos assintoticos (PC, e

PC,), dos intervalos via bootstrap (PCy) e dos intervalos via log-verossimilhanca perfilada

PC,) com confianca de 95% para diferentes funcoes de ligagao e estruturas de correlacao.
p

Estrutura de correlagao

Exponencial Gaussiana AR Continua
Ligacao rc, PC, PC, PC, PC, PC, PC, PC, PC, PC, PC, PC,
Logito 0,94 094 094 058 09 09 095 062 095 095 090 0,58
C. log-log 094 094 091 048 094 094 093 052 094 095 0,98 0,51
Log-log 0,95 095 090 0,39 094 094 095 0,33 095 095 094 0,34
Bo Probito 0,94 094 094 0,52 093 093 094 047 096 096 094 0,56
Logito 0,94 094 095 062 09 095 094 066 094 095 090 0,63
C. log-log 0,95 095 091 058 094 094 092 0,62 094 094 0,96 0,60
Log-log 0,95 095 092 052 094 094 095 0,50 096 096 094 047
(1 Probito 0,95 095 094 061 094 094 093 0,56 096 096 093 0,61
Logito 0,95 09 093 089 097 097 093 092 094 095 094 0,87
C. log-log 0,93 094 091 0,78 092 092 091 0,77 095 096 0,95 0,78
Log-log 0,94 094 092 057 094 094 092 055 094 094 091 0,58
B2 Probito 0,94 094 093 082 092 092 092 0,79 094 095 0,93 0,79
Logito 0,94 094 090 094 097 097 087 092 094 095 094 0,95
C. log-log 0,93 094 094 095 097 098 093 0,83 093 094 0,90 0,94
Log-log 0,96 096 096 096 098 098 091 097 094 094 095 0,94
~v  Probito 0,94 095 093 095 092 092 093 08 095 095 092 0,96

Probabilidade de cobertura nominal de 95%.
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Tabela 3.9: Média dos erros quadraticos médios (EQM,, e EQM,) e média dos vicios dos
estimadores de maxima verossimilhanga para diferentes fungoes de ligacao e estruturas de

correlagao.
Estrutura de correlacao
Exponencial Gaussiana AR Continua
Ligacao Vicio EQM, EQM, Vicio EQM, EQM, Vicio EQM, EQM,
Logito 0,001 0,226 0,227 0,004 0,348 0,349 0,007 0,104 0,105
C. log-log 0,014 0,168 0,170 -0,040 0,248 0,249 0,006 0,077 0,078
Log-log 0,003 0,183 0,183 -0,008 0,296 0,296 0,001 0,086 0,087
Go Probito 0,007 0,158 0,164 -0,055 0,263 0,271 -0,000 0,069 0,070
Logito -0,000 0,391 0,392 0,041 0,614 0,614 -0,008 0,170 0,170
C. log-log -0,017 0,249 0,250 0,068 0,380 0,380 -0,006 0,111 0,112
Log-log 0,001 0,220 0,220 0,014 0,354 0,354 -0,002 0,102 0,102
01 Probito -0,005 0,230 0,236 0,074 0,402 0,412 0,003 0,100 0,101
Logito -0,004 0,120 0,122 -0,005 0,176 0,177 -0,006 0,058 0,059
C. log-log -0,011 0,111 0,113 -0,023 0,177 0,177 -0,003 0,052 0,053
Log-log -0,011 0,158 0,158 0,001 0,248 0,248 -0,001 0,074 0,074
(B2 Probito -0,009 0,118 0,126 0,033 0,188 0,197 -0,002 0,051 0,052
Logito 0,000 0,035 0,036 0,006 0,047 0,047 -0,001 0,027 0,028
C. log-log 0,000 0,036 0,037 -0,015 0,048 0,048 0,001 0,028 0,028
Log-log 0,001 0,131 0,031 0,011 0,041 0,041 -0,000 0,022 0,022
~v  Probito 0,001 0,035 0,037 0,015 0,047 0,048 0,001 0,027 0,028




Capitulo 4

MRBC: Metodologia Bayesiana

Neste capitulo desenvolvemos uma abordagem Bayesiana para o modelo de regressao
binomial correlacionada. O método envolve uma estratégia de dados aumentado e algorit-
mos MCMC sao considerados para obter as estimativas a posteriori para os parametros.

Utilizando a parametrizacdo v = exp{¢}, para estrutura de correlagdo exponencial
ou Gaussiana, ou 7 = exp{¢}/(1 + exp{¢}), para estrutura de correlacaio AR con-

tinua, a abordagem Bayesiana assume n;,7 = 1,...,m, conhecido e independéncia a
priori entre os parametros Gy, 51,...,0: € ¢. Uma distribuicao a priori para o vetor
de parametros 8* = (¢, 3o, ...,3.)" pode ser dada por uma distribuicio Normal multi-

variada (k + 2)-dimensional, com vetor de médias zero e matriz de varidncia-covariancia
3 = diag{\, ..., \pio}, com hiperparametros A, r = 1,..., k 4+ 2 conhecidos.

A distribuicao a posterior: conjunta dos parametros é obtida combinando a fungao de
verossimilhanga (2.8) e a distribuigao a priori de 8*. Assim, a distribui¢ao a posteriori
conjunta ¢ dada por

T(0°D") o« L(6%D) n(6"). (4.1)

Esta distribuicao nao é tratével analiticamente. Assim, a inferéncia Bayesiana pode
ser conduzida considerando métodos MCMC tal como o algoritmo Gibbs com passos
de Metropolis (Robert & Casella, 2004). As densidades condicionais completas para os
parametros ¢ e (3., necessarias para implementar o algoritmo de Metropolis, sao dadas
por

w0, D7) o T {0 (0(r), )7 (1 = W (u(r), )~} exp {—%}

(&4
ﬂ-(ﬁr|/8(fr)7 )\r—i-lv D*) X

m 2

L itni—nizi — ni—yi) (=412 r
H{g—%m)m” (1 = g () (e >}exp{— p }

i=1 2)‘7”+1

Pelo fato das densidades condicionais completas nao terem forma fechada o algoritmo
de Metropolis-Hastings pode ser utilizado para gerar amostras da distribuicao a posterior:

conjunta dos parametros por meio das densidades condicionais.

30
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Para gerar amostras de 8* na primeira iteragao da cadeia, considere o algoritmo:

1. Gere valores iniciais para 8%, () = (¢, (()O), o ,io))T.

2. Gere 2z = (z§0), . ,zSP)T, em que zi(o) ~ BGTH(TZ»(O)), 7; dada por (2.5);
3. Obtenha os dados completos D* = (D, 2T,

4. Gere uma amostra candidata 8 de Nj,2(0©),£1;15), em que € é um valor que
deve ser escolhido tal que a taxa de aceitagao seja razoavel e [, o é uma matriz
identidade de ordem (k + 2).

5. Gere nimero aleatorios u,.,r = 1,...,k + 2, de uma distribui¢ao uniforme no inter-
valo (0,1).
6. Para cada candidato ¢(©, e cada candidato (C) r=1,...,k+ 2, ambos em
calcule as razoes
n 09N D) 7(B1B), Ari1, D)
MH1 ( ’)\ D*(O)) MH2 (ﬁr |ﬁ(0) r+1,D*(O))
7. Seu; < R,,,,,, entdo aceita o ponto candidato ¢!V = ¢(¢), caso contrario ¢t = ¢(©)
ese ur41 < R,,,.,, entao aceita o ponto candidato B = 89 caso contrario gV =
8.

8. Com 0 substituindo @V, repita o processo para atualizar 6*.

No Apéndice D.1 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Develop-
ment Core Team, 2011) para obter as cadeias de Gibbs com passos de Metropolis e dados
aumentados fazendo uso do passeio aleatorio.

No algoritmo descrito acima os candidatos sao gerados via passeio aleatorio, porém,
para algumas covaridveis dos clusters, a utilizacao do algoritmo Gibbs com passos de
Metropolis via passeio aleatorio pode demandar maior tempo computacional na obtencao
da convergéncia. Nestes casos, podemos considerar candidatos de uma cadeia indepen-
dente da forma 0© ~ Ny 5(0, £1,.5), em que 8 ¢ o estimador de maxima verossimilhanca
de 6*, os quais podem ser obtidos conforme descrito na Secao 3.1, e £ é um valor que

garante o envelopamento da condicional completa.

4.1 Distribuicao preditiva a posterior:

A distribuicao de uma observagao futura, g, condicionada a D é dada pela distribuigao
preditiva a posteriori (Gelman et al., 2003). A distribuigao preditiva a posteriori para o ve-

tor de parametros 8* = (¢, By, ..., 3", condicionado a (n,x,r)", informacdes associadas
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a observacio futura, com & = (21, ...,25)" € T = (P11, .-, "1 T2 - s 720, Tals - - Tan) |
¢ definida como segue
7(y|D) = / 7(y|D, 0*)m (0%|D*) d6, (4.2)
e
. i n\ - . 7 (n=) _
com  #(31D.6) = ()1 = V1 )+ 91 = ) T o)

em que p = h*(v(r),$) e p = g7 (X1 Brty)-

Considerando os estimadores de Bayes para os parametros dos coeficientes de regressao,
G, r = 1,...,k, e para o parametro da estrutura de correlacao, ¢, podemos predizer o
valor de g usando (4.2). Para isto, usamos uma estimativa de Monte Carlo da densidade
7(y|D, 0*) com amostras MCMC da distribuigao a posteriori m (68*|D*) (Chen et al., 2000).
Entretanto, para realizar este método, é necessario primeiro fixar um valor para g em

{0,...,n}. O seguinte algoritmo fornece o valor predito para g.

(a) Gereuma amostra 6, ..., 0o de tamanho () de 7 (8*|D*). Para cada 8, = (¢, bog, - - -
ﬁkq)T, g=1,...,Q, calcule os valores de p, e p,, sendo

k
Pe=9" (Z 5) e py=h(v(r), d,).
r=0

(b) Para cada g em {0,...,n}, obtenha a estimativa de Monte Carlo para 7(g|D), dado
por

(n=9)

" ﬁq[AQ (?j)

1 & ) ) g
) = 53 (’;)ﬁzu o)L p) (1~ py)

(¢) O valor de g em {0,...,n} que maximiza 7(y|D) ¢ o valor predito para a observagao
futura, condicionado a observagao de (n,z,r)".

4.2 Densidade preditiva condicional ordinaria

Uma outra forma de avaliar a qualidade do ajuste de um modelo, ¢é verificando a
capacidade que o mesmo tem de capturar as respostas observadas. Para isto, comparamos
os valores das respostas preditas pelo modelo ajustado via densidade preditiva condicional
ordinaria (CPO) (Cho et al., 2009) com os valores de fato observados. A densidade
preditiva condicional ordinéria para a i-ésima observagao, condicionada a D(_;, ¢ definida
como

CPO; = [ #(uiD.6")r (0[] ) db. (4.3)
(C]
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que pode ser reescrita como
i} L0 D;_,;))m(67) .
© / L(6%;D_;))m(67)do"

(€]
/ y|D0fD)(0) de*
’ *D* ) % %
/977 (y;|D, %) L(0%;D(_;)m(0")do
- / L(e D) (67) "
/eﬁ (v:|D, 6%) L(07;D")m(67)d0
1 o -
) 1 /5(0 . D) (67)d6
Aﬂ@mﬁﬂ( )m(67)
_ 1 ]
/ : L(6";D*)m(0%)d0" 1
(D 0% 3 T
S)
1

/ 1 L(6*;D*)m(6%)
(C]

- ! , (4.4)

1 * *
| s

1=1,...,m, com

Yi (ni—v;)

* M i ni—Yi ”1’ e
m(yi| D, 6") = (y-)pi’ (L=p)" (1= pi) +p" (L —pi) ™ play, (yi), (4.5)

em que p; = h*(v(ry), ¢) € pi = g (X 0y Brar,)-

Considerando os estimadores de Bayes para os parametros dos coeficientes de regressao,
Bryr = 1,...,k, e para o parametro da estrutura de correlacao, ¢, podemos predizer o
valor de y; usando (4.3). Para isto, usamos uma estimativa de Monte Carlo da densidade
7(y:|D, 0*) com amostras MCMC da distribui¢ao a posteriori m(6*|D*) (Chen et al.,
2000). Entretanto, para realizar este método, é necessario primeiro fixar um valor para
y; em {0,...,n;}. O seguinte algoritmo fornece o valor predito para y;.

(a) Gere uma amostra 0, ..., 60 de tamanho @ de 7 (6*|D*). Para cada 8, = (¢, Bog,

o Brg) T g =1,...,Q, calcule os valores de p, e p,, sendo

k
Pa=o (Z ﬁw”) e fig=h"(v(r:), b).
r=0
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(b) Para cada y; em {0,...,n;}, obtenha a estimativa de Monte Carlo para C'PO;, dado

por
CPO; =
Q , !
1 n;\ ... n N — . A% iy
{@ ) (( ,)pizl(l = Dig)" (1 = big) + Pia" (1 = Dig) ™ Piglas, (yz-)) } :
=1 Y
(c¢) O valor de y; em {0,...,n;} que maximiza C@ ¢ o valor predito para a variavel

resposta ;.

No Apéndice D.2 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Develop-
ment Core Team, 2011) para calcular o valor da CPO para cada cluster e também obter

numericamente o valor predito para varidvel resposta de cada cluster.

4.3 Diagnoésticos

Entre as suposi¢oes impostas na construcao do modelo de regressao binomial correla-
cionada, podemos ressaltar: (i) independéncia entre as variaveis resposta, (ii) as variaveis
resposta seguem uma distribuigdo binomial correlacionada, BC'(n;, p;, p;), (iii) correlagao
positiva entre as variaveis de Bernoulli dentro do cluster, p; > 0, (iv) fungao de ligagao
e (v) estrutura de correlagdo. Nesta secdo, trés tipos de residuos Bayesianos e uma me-
dida de influéncia local via perspectiva Bayesiana sao propostos para a verificagao dos
pressupostos (i)-(v) e para identificar outliers e/ou observagdes influentes. Para verifi-
car as suposicoes que as variaveis resposta seguem a distribui¢ao binomial correlacionada
BC(n, pi, pi) € que p; > 0 podemos observar a significancia do parametro da estrutura de
correlagao, 7, por meio dos intervalos de credibilidade inter-quantil e HPD (Chen & Shao,
1999) obtidos no processo inferencial. Para os casos em que esta suposi¢ao nao for satis-
feita, isto ¢, v = 0 ou v = 1, o modelo de regressao binomial usual pode ser considerado.
A detecgao de observagoes influentes é feita utilizando a divergéncia de Kullback-Leibler
(Cho et al., 2009) envolvendo observagoes deletadas (Cho et al., 2009).

4.3.1 Residuos Bayesianos

Apos o ajuste do modelo, é de interesse verificar a proximidade dos valores obtidos pelo
ajuste em relacao aos valores observados no conjunto de dados. Nesta secao, trés tipos de
residuos sao construidos para o modelo de regressao binomial correlacionada. Um resi-
duo que depende dos valores preditos via densidade preditiva condicional ordinaria (Cho
et al., 2009), um outro residuo que depende da distribuigdo a posteriori dos parametros
envolvidos no modelo, baseado no residuo proposto por Albert & Chib (1995) e um resi-
duo baseado na deviance Bayesiana (Spiegelhalter et al., 2002). Nos casos simulados, os
residuos se mostraram igualmente eficientes na detecgao de observagoes influentes (casos
perturbados).
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Treés graficos, baseados nos residuos padronizados, podem ser utilizados para verificar
as suposicoes iniciais e identificar mé especificagdo do modelo. Os graficos (i) residuo
contra a ordem das observacoes, quando a mesma esta disponivel, para identificacao de
dependéncia temporal das observagoes; (ii) residuo contra fungdo das covariaveis, para
verificar a necessidade de inserir outras fun¢oes de covaridveis, além da linear, na parte
sisteméatica do modelo; (ii) residuo contra valores preditos para verificar o ajuste global
do modelo.

No Apéndice D.3 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Develop-
ment Core Team, 2011) dos residuos Bayesianos padronizados.

Residuos baseado na densidade preditiva condicional ordinaria

O residuo baseado na densidade preditiva condicional ordinéria para a i-ésima obser-
pp

vagao, rt?, é calculado como r? = y; — ¢;, em que y; é a i-ésima resposta observada e
y; ¢ a moda da distribui¢ao preditiva condicional ordinaria condicionada aos valores das
COVATIAVELS, (L0, - - -y Tiky Tilly - - - s Tilngs Ti2ls - - - s Ti2ngs Tigly - - s Tign;) | » €M que Ty & o valor
da r-ésima covariavel dentro do i-ésimo cluster, ¢ =1,...,mer =0,...,k, e ry; € o valor
da [-ésima covaridvel para o j-ésimo individuo dentro do i-ésimo cluster, i = 1,...,m,
l=1,...,qej=1,...,n; O residuo padronizado, r;"”, baseado na densidade preditiva

condicional ordinaria para o modelo de regressao binomial correlacionada é definido como

rt?

Tfpp: _ . 3 . , 2’:1)___’7717 (4.6)
\/pi(1 — pi)in: + pini(n; — 1)}

com p; e p; estimadores de Bayes de p; e p;, respectivamente.

E esperado que o conjunto de residuos esteja proximo de zero. Se isso nao ocorrer,

isto ¢, se existir um conjunto de pontos afastado de zero temos um indicativo de que o
modelo esta mal ajustado aos dados.
Residuos baseados na distribuicao a posteriori dos parametros do modelo

O residuo padronizado baseado na distribuicao a posteriori dos parametros para o
modelo de regressao binomial correlacionada é definido pela transformagao

spd Yi — E(Y;"D, HQ) _ Yi — NiPiq (47)
T WNVar(YiD,8,) /i1 = pig) (i + pigni(ni — 1))
comi=1,....meq=1,...,Q; em que p;; e pi; sao nao observados e n; e y; sao

informagoes da amostra para a i-ésima observagao. O novo indice ¢ presente em ngd se
faz necessario para justificar, para cada ¢, uma amostra de tamanho () destes residuos.
Como a relagdo (4.7) é uma fungao do vetor de parametros, 8, = (¢, Bog, - - - > Brqg) ', €la
carrega toda a incerteza refletida nos parametros a posteriori, refletindo na distribuigao
a posteriori dos residuos, R, (Albert & Chib, 1995). A distribuicdo a posteriori dos

residuos pode ser resumida usando amostras de um amostrador MCMC. Isto é, ao gerar

uma amostra 6y, ...,60o de tamanho @ de 7(6*|D*), obtemos para o par (y;,n;), i =
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1,...,m, uma amostra de tamanho ) dos residuos em (4.7). E esperado que a média
dos residuos esteja centrada em zero. Se isso nao ocorrer, ou se a amostra dos residuos

apresentar uma alta variabilidade, a observacao pode ser considerada um outlier.

Residuos baseado na deviance Bayesiana

O residuo deviance Bayesiano para a i-ésima observagao, é uma composicao da difi-
culdade de estimar @ na presenca de y;, pp,, e da contribuigao de cada observagao para o
total global da deviance, D;(0 ) O residuo deviance Bayesiano é definido para o modelo

de regressao binomial correlacionada por

rd = sinal(y; — ngpi)\/pp, + Di(0), i=1,....m, (4.8)

sendo o valor de pp, para a i-ésima observagao, aproximado via método de Monte Carlo

por
2 IDZ‘ ) m(0|D;)

D, = ——= log ————— » +2log ————, 4.9

3 { 0) ) o

em que 0, = (74, Bog, - - -+ Brq) | Tepresenta uma amostra de tamanho @) gerada da distri-

buicdo a posteriori w (0*|D*) e ¢ o estimador de Bayes de 6; m(0,Df;) e W(é|DZ“i)) sao
a distribuic@o a posteriori aplicada em 6, e em 6, respectivamente, e 7(6,) e 7(0) sdo a
distribuicao a priori aplicada em 8, e é, respectivamente. O valor de D; para a i-ésima
observacao é dado por

R ) o R A i)
DZ-<0>:—mog{(y)p%u—pi)m (L= p) + B (L —p)"F pz-ngi(yi)}. (4.10)

Assim, o residuo deviance Bayesiano padronizado para a i-ésima observacao pode ser
obtido através da expressao

rdb
it — . i=1,...,m, (4.11)
Vi1 = p){ni + pini(ni — 1)}

sendo p; = g_l(zl: oﬁrxir) e p; = h( ( ) &))

Ao plotar os valores dos residuos deviance, re

db

[

contra os valores de pp, para um
determinado modelo ajustado, considerando marcacoes de curvas da forma 2% + y =
¢, temos os pontos situados ao longo de tal pardbola como indicativo da quantia de
contribui¢do DIC; = ¢ da observagao no valor global do DIC (Spiegelhalter et al., 2002).
A Segao 4.5 e 5.5.2 apresentam uma ilustracao deste grafico para diferentes fungoes de
ligagao do modelo de regressao binomial correlacionada.

Espera-se que o conjunto de residuos deviance padronizados esteja proximo de zero.
Se i8so nao ocorrer, ou seja, se hd um conjunto de pontos longe de zero, é uma indicacao
de que o modelo estd mal ajustado aos dados.
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4.3.2 Diagnéstico de influencia Bayesiano

Para avaliar a sensibilidade na estimacao dos parametros, é considerado um diagnos-
tico Bayesiano de influéncia via delegao de caso (Cook & Weisberg, 1982) baseado na
divergéncia de Kullback-Leibler (K-L) (Cho et al., 2009), o qual é calculado utilizando a
densidade preditiva condicional ordinaria definida para o modelo de regressao binomial
correlacionada em (4.3). A divergéncia de K-L entre a distribuicao a posteriori com os
dados completos, D*, e a distribuigao a posteriori com a i-ésima observacao deletada,
Di_,. € definida por

K (r(@[07) .7 (000 )) = [ #(ulD.0")10g (%) a6 (112)

Primeiramente considere,

7T(0*|D*) ['(0 ;D )/@‘C(G ?D(—z’))ﬂ-(e )d@

™ (0*|Dzli>) L(6%D;_,) /@ L(0*;D")n(6%)d6*

/ L(0%;Di_;)m(0")d6”
o

/ 7(5s|D.0")L(6%: D7, ) (6)d6"
(S]

/ L(6%;Di_;))m(0")do"
[S]

/ m(vi|D, 6%) (w(e*m;‘_i)) / c(e*;pg_i))w(e*)de*) do*
S] o

/ (6% D _)n(6)dO"
€]

/ L(6"D_y))m(67)d6" / m(y:| D, 0")m (07| D7_;))do"
o o

1
/@ m(y:D, 6")m(6"|D_,))d"

(4.13)

Aplicando a fun¢ao log em ambos os lados de (4.13), obtemos

log

% = log(7(y:| D, 0")) — log (/@ W(yi‘p’o*)f(9*|D?i))d0*> C(414)
T (—i)

Substituindo (4.14) e (4.3) em (4.12), a divergéncia de K-L pode ser escrita como

K (m (9*]D*),7r(0*|77{_i))) = /Qlog(w(yim, 0*)) 7 (6*|D*)de*

- / log(C'PO,)(67|D)d0"
S

— Eo[ log{n(yD.0")}D | — log (CPO,), (4.15)
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em que 7(y;|D, 0*) é dada em (4.5).

A estimacao da divergéncia de K-L pode ser conduzida utilizando o método de Monte
Carlo com amostras MCMC da distribuicao a posteriori m (8*|D*). Entao, se 64, ...,0q
¢ uma amostra de tamanho @ de 7 (0*|D*), a estimac¢ao de Monte Carlo para (4.15) é
dada por

K(W(O*’D*) ™ (6°[D;_)) Zlog (v:|D, 6,) —Hog{QZ (0.D.6.) }.(4‘16)

Grandes valores da divergéncia de K-L evidenciam a presenga de pontos influentes no
conjunto de dados. Para verificar se a i-ésima observacao é um ponto influente ou nao, é
determinada uma calibra¢ao da divergéncia de K-L, como mostrado em Cho et al. (2009)
e Peng & Dey (1995), dada por

oo ok (r00). (0

Se o valor de p; é muito maior que 0,5, o i-ésimo caso é considerado influente.

pi =0,5

No Apéndice D.4 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Develop-
ment Core Team, 2011) dos valores da divergéncia de K-L para cada cluster.

4.4 Critérios de selecao de modelo

E possivel ajustarmos um conjunto potencial de modelos de regressdo binomial cor-
relacionada utilizando o mesmo conjunto de dados. Isto ocorre quando, por exemplo,
consideramos diferentes subconjuntos de covariaveis ou diferentes estruturas de correlagao
e/ou diferentes fungoes de ligagdo no processo de anélise. Nestes casos é conveniente o
uso de um critério de selecao de modelos.

O critério de selegdo Bayesiano (DIC) (Spiegelhalter et al., 2002) para o modelo de

regressao binomial correlacionada é determinado por
DIC =2D — D,

em que

- 1 Q . 1 Q 1 Q 1 Q
D==%"D®6) ¢ D=D( =Y b . 2> B = > % -
Q2 Q2 Q2" Q2
com D(0,) = —2>"  log (7(y:| D, 8,)), e 0, = (&g, Bog, - - - » Brq) | uma amostra gerada da
distribuigao a posteriori w (0*|D*). A fungao w(y;|D,,) é como definida em (4 5). Para
calcular D, gere Q amostras MCMC 6, .. ,0, e determine 2 ) Zq Yo g Z "1 Bogs - - -
% 222:1 Brq- Esses valores sao usados diretamente em —2 %" log (7(y;|D, 6)). O modelo
com melhor ajuste é aquele que apresenta o menor valor de DIC.

A funcao apresentada no Apéndice D.3 fornece o valor do DIC, a implementacao é

feita usando o programa R (R Development Core Team, 2011).
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4.5 Estudos de simulacao

Nesta secao, consideramos um estudo de simulagao com apenas uma amostra para
ilustrar o processo inferencial, a sensibilidade na inferéncia dos parametros com diferentes
distribuicoes a priori e o desempenho das medidas de diagnostico propostas neste trabalho.
Além disto, um outro estudo de simulacao com 1000 amostras foi realizado para analisar

as propriedades frequentistas dos estimadores Bayesianos.

Dados simulados

A geracao da amostra envolve m = 100 clusters com as varidveis resposta, Y;, 1 =
1,...,100, seguindo uma distribuigado BC(n;, p;, p;), com os n; gerados de uma distribui¢ao
B(45; 0,5). O parametro da estrutura de correlagao utilizado na simulagao é v = 0,2 e
os v(r;) assumem valores de uma distribuigao U(0,1). Duas covariaveis sdo consideradas,
Tj1 e xi. Os valores das covariaveis z;; sao provenientes de uma distribuigao U(0,2)
e os valores da covariavel ;2 sdo provenientes de uma distribuigao N(0,4). Os valores
dos coeficientes de regressao sao 3y = 2, #; = —2 e 3 = —2. Sao considerados neste
estudo a funcao de ligacao logito e a estrutura de correlagao exponencial. A distribuicao
a priori para o parametro (3. € N(0,\,), r = 0,1,2 e para o parametro ¢ é N(0,)3), com
A = 10.000, r = 0,1, 2, 3.

Estimacao

As quatro funcgoes de ligagao, logito, complementar log-log, log-log e probito, foram
consideradas na anéalise. Como esperavamos, os valores obtidos pelo critério DIC de
selecao de modelos confirma a funcao de ligacao logito como o melhor ajuste, conforme

pode ser visto na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Valores obtidos pelo critério DIC ajustando o modelo de regressao binomial
correlacionada com diferentes fungoes de ligagao.

Critério Logito Complementar log-log Log-log Probito
DIC 112,597 119,840 129,030 115,141

Os resumos da distribuicao a posteriori para o modelo com ligagao logito sao mostrados
na Tabela 4.2. Note que ambos os intervalos de credibilidade inter-quantil e HPD contém o
verdadeiro valor dos parametros. E importante ressaltar que os intervalos de credibilidade
do parametro da estrutura de correlagao, v, nao contém o valor zero, corroborando com a
necessidade de ajuste de um modelo binomial correlacionada. Ressaltamos também que,
ao ajustar estes dados considerando o modelo de regressao binomial usual, obtivemos
o valor do DIC igual a 881,275. Ambos os modelos usual e binomial correlacionada,
foram ajustados com a fungao de ligagao logito, evidenciando que o modelo de regressao
binomial correlacionada é mais adequado a estes dados. O diagndstico de convergéncia
dos parametros foi verificado via CODA, por meio do teste de Geweke que apresentou

valores entre (-1,5; 1,5).
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Tabela 4.2: Resumos das densidades marginais a posteriori de vy, 3y, 31 e B2 para a funcao
de ligacao logito.

Valor Média Mediana Intervalo inter-quantil Intervalo HPD
verdadeiro a posteriori a posteriori credibilidade 95% credibilidade 95%

vy 0,20 0,158 0,151 (0,065 ; 0,294) (0,047 ; 0,269)

Bo 2,00 2,995 2,930 (1,953 ; 4,260) (1,991 ; 4,269)
061 -2,00 -2,496 -2,462 (-3,669 ; -1,531) (-3,519 ; -1,455)
o -2,00 -2,305 -2,266 (-2,955 ; -1,777) (-2,911 ; -1,761)

Analise de residuos

Como mencionado na Segao 4.3.1, Spiegelhalter et al. (2002) sugerem analisar o grafico
dos residuos deviance Bayesianos contra a alavancagem das observagoes, pp,, considerando
marcagoes que permitem avaliar a contribuicao de cada observagao no valor global do DIC.
Na Figura 4.1 sao apresentados estes graficos para os ajustes do modelo de regressao
binomial correlacionada com as quatro fungoes de ligagao: Figura 4.1a logito, Figura 4.1b
complementar log-log, Figura 4.1c log-log e Figura 4.1d probito. As contribuigoes das
observagoes sao muito semelhantes para todas as fungoes de ligagao, principalmente para
o modelo ajustado com as ligagoes logito e probito. A Figura 4.1e mostra este grafico para
o ajuste do modelo de regressao binomial usual (MRB) com a funcao de ligacao logito,
justificando o alto valor do DIC para este ajuste em relagao ao modelo proposto.

Dois graficos de residuos padronizados contra valores preditos, apresentados na Figura
4.3a e 4.3c, e um grafico do residuo padronizado contra o valor esperado, apresentado na
Figura 4.3b, verificam o ajuste global do modelo, mostrando coeréncia e auséncia de out-
liers. Nao identificamos a necessidade de inserir outras fungoes das covariaveis no modelo,
assim, os graficos envolvendo as fungoes das covariaveis contra os residuos, sugeridos na
Secao 4.3.1, foram omitidos. A média das amostras geradas das distribuigoes a posterior:
dos residuos padronizados sao mostradas na Figura 4.2, e seus respectivos intervalos HPD
versus valores esperados de F(Y;|D, ) sao mostrados na Figura 4.3b. As amplitudes dos
boxplots, apresentados nessa figura, sao pequenas devido a baixa variabilidade da distri-
buicao. Os pontos que apresentam maiores dispersoes para as distribui¢oes dos residuos

sao 0s pontos que requerem uma maior investigagao.

Diagnésticos de influéncia

Nessa secao examinamos o desempenho das medidas de diagnosticos de influéncia, a
divergéncia de K-L e a calibracao. Para isto, as observagoes 6 e 42 foram perturbadas,
criando assim observacgoes influentes no conjunto de dados. As perturbagoes foram feitas
na covariavel x;s, na forma x;5 = x;5 + 8sd(x3), i = 6 e 42, em que sd(xs) corresponde ao
desvio padrao da covariavel z,. Combinagoes de presenca e auséncia destas observagoes
perturbadas foram usadas para formar novos conjuntos de dados. Estes novos conjuntos
de dados foram utilizados na obtengao de estimativas dos parametros do modelo. A Tabela
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Figura 4.1: Residuos deviance versus alavancagem Bayesiana, considerando ¢ = 1,4 e 10,
(a) MRBC: ligacao logito, (b) MRBC: ligacao complementar log-log, (¢) MRBC: ligacao
log-log, (d) MRBC: ligagao probito, (¢) MRB: ligagao logito.
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Figura 4.2: Boxplots das amostras da distribuicao a posteriori dos residuos para cada
observagao versus o valor esperado de E(Y;|D, ).
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Figura 4.3: (a) residuos padronizados via densidade preditiva condicional ordinéria versus
valores preditos, (b) médias e intervalos HPD (95%) das amostras dos residuos padroniza-
dos via distribui¢ao a posteriori versus valores esperados, (c) residuos deviance padroniza-
dos versus valores preditos.

4.3 apresenta a média da distribuicao a posteriori e a mudanca relativa da estimativas dos
parametros em relacao aos dados originais.

Como mencionado na Secao 4.3.2, valores altos da divergéncia de K-L evidenciam a
presenca de pontos influentes no conjunto de dados e valores altos da calibragao, proximas
de um, confirmam esta presenca. A Tabela 4.4 apresenta o valor da divergéncia de K-L
e da calibracao para os casos analisados na Tabela 4.3. Por exemplo, ao analisarmos o
conjunto de dados sem perturbacoes, obtemos DKL = 0,007 e DKL = 0,009 para os casos 6
e 42, respectivamente. Porém, ao analisarmos o conjunto com os casos 6 e 42 perturbados,
obtemos DKL = 1,654 e DKL = 2,778 para os casos 6 e 42, respectivamente. Além disso,
o valor da calibracao na auséncia de perturbacao é mais proxima de 0,5, mas na presenca
de caso perturbados no conjunto de dados esta métrica se aproxima de um, confirmando

a influéncia da observagao da estimativa dos parametros.

4.5.1 Sensibilidade em relacao a distribuicao a priori

Para avaliar a sensibilidade do modelo na escolha da distribuicao a priori, conduzi-
mos um estudo usando dois diferentes tipos de distribui¢ao a priori, N(0,10%) e Cons-
tante, para cada um dos parametros 3.,7 = 0, 1,2, e duas diferentes prioris, LN (0,10%)
e G(1071,1071), para v e Constante para log(y). O conjunto de dados simulado corre-
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Tabela 4.3: Média a posteriori e mudanca relativa em relagao aos dados originais para os
dados simulados.

Casos Y Bo B B2
perturbados Média %  Média % Média % Média %
{Nenhum} 016 - 300 - 250 - 231 -
Caso {6} 0,20 25,00 1,84 -38,67 -1,62 -35,20 -1,69 -26,84
Caso {42} 016 - 173 4233 -150 -40,00 -1,61 -30,30

Casos {6} e {42} 021 31,25 147 -51,00 -149 -40,40 -124 -4632

Tabela 4.4: Valores obtidos para divergéncia de K-L e calibracao para situacoes de per-
turbacao dos dados.

Casos analisados
Casos {6} {42}
perturbados DKL Calibragago DKL Calibragao
{Nenhum} 0,007 0,558 0,010 0,570
Caso {6} 2,939 0,999 0,009 0,565
Caso {42} 0,008 0,562 2,891 0,999
Casos {6} e {42} 1,654 0,991 2,778 0,999

sponde ao mesmo analisado na Secao 4.5. Os resumos a posteriori, estimativas pontuais
(médias e medianas) e os intervalos inter-quantil e HPD com 95% de credibilidade, para
os parametros 3y, 01, (02, para ambas as distribuicoes a priori, sao extremamente similares.
Os resumos a posteriori sao quase os mesmos, usando as prioris LN(0,10%) e Constante,
para o parametro v e log(7), respectivamente. Entao, apenas os resultados usando a prior
N(0,10%) para os parametros 3,,r = 0,1,2, e os resultados usando as priors LN (0, 10")
e G(107%,107%) para o parametro v sao mostrados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Resumos das distribui¢oes marginais a posteriori para os parametros 3y, (1,
P2 e 7.

Distribuicao Média Mediana Intervalo inter-quantil Intervalo HPD
a priort a posteriori a posteriori credibilidade 95% credibilidade 95%
Bo N(0,10%) 2,995 2,930 (1,953 ; 4,260) (1,991 ; 4,269)
061 N(0,10%) -2,496 -2,462 (-3,669 ; -1,531) (-3,519 ; -1,455)
B N(0,10%) -2,305 -2,266 (-2,955 ; -1,777) (-2,911 ; -1,761)
5 LN(0,10%) 0,158 0,151 (0,065 ; 0,294) (0,047 ; 0,269)
v G(107%,107%) 0,178 0,173 (0,077 ; 0,310) (0,070 ; 0,299)

4.5.2 Propriedade frequentista dos estimadores Bayesianos

As estimativas das probabilidades de cobertura sao baseadas em 1.000 simulagoes com
m = 500 clusters e os cenarios sao simulados como descrito na Secao 4.5, exceto pelas es-

trutura de correlagao e funcao de ligacao utilizadas. As quatro funcoes de ligacao, logito,
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complementar log-log, log-log e probito, e as trés estruturas de correlagao, exponencial,
Gaussiana e AR continua, sdo usadas nesta anélise. A distribuicao a priori N(0,10%) é
considerada para cada um dos parametros 3y, 31, B2 e ¢. Os resultados apresentados na
Tabela 4.6 indicam que as estimativas das probabilidades de cobertura estao entre 92% e
96%, considerando uma probabilidade de cobertura nominal de 95%, para os quatro para-
metros em todos os cenérios. Para a estrutura de correlagao exponencial, as estimativas
das probabilidades de cobertura dos intervalos de credibilidade inter-quantil e HPD para
Bo, B1 e (a2, usando a funcao de ligacao logito, sao 94% ou 95%, entretanto para -y, essas
estimativas sao 94% e 93% respectivamente. Resultados similares para 3y, 31 e (B2 sao
encontrados para a estrutura de correlagao Gaussiana. Entretanto, para v, as estimativas
das probabilidades de cobertura estao entre 91% e 93%. Para a estrutura de correlagao

AR continua as estimativas das probabilidades de cobertura para 7 estao entre 94% e

95%.

Tabela 4.6: Probabilidades de cobertura estimadas para os intervalos de credibilidade
inter-quantil e HPD para diferentes funcoes de ligagao e estruturas de correlacao.

Estrutura de Correlagao
Exponencial Gaussiana AR Continua
Funcao de Ligacao Inter-quantil HPD Inter-quantil HPD Inter-quantil HPD

Logito 0,95 0,94 0,95 0,95 0,92 0,93
C. log-log 0,94 0,95 0,94 0,94 0,94 0,93
Log-log 0,94 0,94 0,93 0,93 0,93 0,93

By Probito 0,93 0,93 0,95 0,95 0,94 0,94
Logito 0,04 0,95 0,95 0,95 0,94 0,93
C. log-log 0,94 0,94 0,94 0,94 0,93 0,93
Log-log 0,95 0,94 0,93 0,93 0,94 0,94

B, Probito 0,94 0,94 0,96 0,95 0,94 0,93
Logito 0,95 0,95 0,94 0,94 0,94 0,93
C. log-log 0,94 0,93 0,94 0,94 0,95 0,94
Log-log 0,93 0,93 0,93 0,93 0,92 0,92

B5 Probito 0,93 0,94 0,95 0,95 0,94 0,93
Logito 0,94 0,93 0,93 0,93 0,94 0,94
C. log-log 0,94 0,94 0,93 0,91 0,95 0,95
Log-log 0,96 0,96 0,93 0,92 0,94 0,94

~  Probito 0,95 0,94 0,92 0,92 0,94 0,95

Probabilidade de cobertura nominal de 95%.

A Tabela 4.7 apresenta a média dos erros quadraticos médios e vicios das medianas
a posteriori considerando as quatro funcoes de ligacao e as trés estruturas de correlacao.
Para determinar estes valores, geramos 1.000 amostras MCMC das distribuigoes a posteri-
ori para cada parametro. Em cada amostra MCMC, sao calculados a mediana a posteriort,

o erro quadratico médio e o vicio. Por fim, as médias dos 1,000 EQMs e vicios, para cada
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parametro sao determinadas. Os resultados mostram que os valores estao proximos de
zero. Resultados similares sao obtidos para a média a posteriori. A estrutura de corre-
lagado AR continua apresenta os melhores resultados globais para erro quadratico médio
e vicio, e a estrutura de correlacao Gaussiana apresenta os piores resultados globais para

erro quadratico médio e vicio.

Tabela 4.7: Médias dos erro quadraticos médio (EQM) e vicios da mediana a posteriori
para diferentes func¢oes de ligacao e estruturas de correlagao.

Estrutura de Correlagao

Exponencial Gaussiana AR Continua
Funcgao de ligacao  EQM Vicio EQM Vicio EQM Vicio
Logito 0,058 0,006 0,133 -0,006 0,015 -0,002
C. log-log 0,034 0,013 0,077 0,011 0,008 0,003
Log-log 0,080 0,020 0,189 0,029 0,020 0,000
Bo Probito 0,023 0,004 0,059 0,022 0,006 0,001
Logito 0,056 -0,006 0,122 0,008 0,014 0,003
C. log-log 0,035 -0,011 0,079 -0,009 0,008 -0,003
Log-log 0,067 -0,020 0,160 -0,031 0,016 -0,002
01 Probito 0,023 -0,006 0,067 -0,012 0,007 -0,002
Logito 0,021 -0,014 0,066 -0,012 0,005 -0,001
C. log-log 0,018 -0,012 0,041 -0,018 0,004 -0,003
Log-log 0,050 -0,021 0,112 -0,035 0,012 -0,003
B2 Probito 0,012 -0,007 0,049 -0,018 0,004 -0,002
Logito 0,002 -0,001 0,003 -0,008 0,001 -0,001
C. log-log 0,002 -0,001 0,003 -0,008 0,001 0,000
Log-log 0,002 0,000 0,003 -0,009 0,001 0,001

v  Probito 0,002 -0,000 0,003 -0,007 0,001 0,001




Capitulo 5

Modelo de regressao beta-binomial
(MRBB): Diagnéstico Bayesiano

Para dados do tipo binomial com eventos de Bernoulli dependentes nao é aconselhavel
modelar a probabilidade de sucesso ajustando um modelo de regressao binomial usual,
pois a suposicao de independéncia entre as varidveis de Bernoulli nao é satisfeita. Como
uma alternativa, é proposta nesta tese uma classe de modelos de regressao binomial cor-
relacionada. Um idéia natural é comparar o modelo proposto com uma classe de modelos
que também permitam ajustar dados do tipo binomial com eventos de Bernoulli depen-
dentes. Observamos na literatura que conjuntos de dados desta natureza sao frequente-
mente modelados usando regressao beta-binomial. Este modelo é baseado na distribuicao
beta-binomial (Skellam, 1948), obtida pela mistura da distribuigdo binomial e da distri-
buigao beta, ou melhor, se Y;|p; ~ B(n;,p;) com p; ~ Beta(ay, ay), entdo a distribuigao
marginal de Y; resulta na distribuicao beta-binomial com parametros a; e . Outras es-
colhas para a distribuicao de p; estao presentes na literatura, por exemplo, a distribuicao
retangular continua (Horsnell, 1957), a distribuigao triangular (Horsnell, 1957), a distri-
buigao binomial multiplicativa (Altham, 1978), a distribuigao logistica-normal (Williams,
1982), a distribuigdo probito-normal (Ochi & Prentice, 1984) e a distribuigdo binomial
dupla (Efron, 1986; Lindsey, 1995).

Prentice (1986), Lindsey & Altham (1998) e Kahn & Raftery (1996) apresentaram uma
metodologia classica para o modelo de regressao beta-binomial e Kahn & Raftery (1996)
apresentaram uma abordagem Bayesiana. Nestes artigos, a modelagem da probabilidade
de sucesso ¢é feita por meio da fungao de ligacdo logito. Prentice (1986) estendeu a
distribuicao beta-binomial permitindo também a correlagao negativa entre os eventos de
Bernoulli.

Na construcao dos modelos de regressao beta-binomial, em geral, é considerada a
funcao de ligacao logito ao modelar a probabilidade de sucesso (Prentice, 1986; Kahn &
Raftery, 1996; Lindsey & Altham, 1998), e ao modelar a correlagdo entre os eventos de
Bernoulli (Prentice, 1986; Lindsey & Altham, 1998). Neste capitulo, a probabilidade de
sucesso correspondente ao evento de interesse para um determinado cluster é modelada

usando uma entre quatro diferentes fungoes de ligacao (logito, complementar log-log, log-
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log e probito) envolvendo covériaveis dos clusters. E a dependéncia entre os individuos
presentes no mesmo cluster ¢ modelada usando trés diferentes estruturas de correlagao
(exponencial, AR continua e Gaussiana) (Jennrich & Schluchter, 1986; Zimmerman &
Harville, 1991; Cressie, 1993; Russell, 1996; Sherman, 2011) as quais envolvem covarié-
veis dos individuos dentro do cluster. As analises, considerando o modelo de regressao
beta-binomial, geralmente limitam-se a apresentacao dos estimadores dos parametros e
critérios para selecao do modelo com melhor ajuste. O objetivo deste capitulo é explorar
uma analise de diagnostico mais minuciosa, envolvendo analise de residuos e medidas de
influéncia para detecgao de outliers e/ou observagoes influentes para o modelo de regressao
beta-binomial via abordagem Bayesiana. Para a construcao da analise de diagnostico, é
considerada uma parametrizagao especifica do modelo de regressao beta-binomial (Pren-
tice, 1986) apresentada na Segao 5.1. Neste capitulo também é apresentado a anélise de
dois conjuntos de dados reais via modelo de regressao binomial correlacionada e modelo
de regressao beta-binomial.

5.1 Modelos de regressao beta-binomial

Suponha que a soma de variaveis aleatérias de Bernoulli dependentes, Y, segue uma
distribuigao condicional Y |p ~ B(n,p). Assumindo que p segue uma distribui¢ao conju-
gada Beta, Beta(ay,as), a3 > 0 e ay > 0. Entao, a distribui¢do marginal de Y segue

uma distribui¢ao beta-binomial com parametros a; e asq, € pode ser expressa como
n\ By +a,n—y+«
P(Y = yln, on, 05) = ( ) yrapn=-y+ay) (5.1)
) By, ag)

where B(a,b) = fol 77711 — 2)*tdx = T(a)T'(b)/T(a + b).
Prentice (1986) propds uma parametrizagao em (5.1) considerando a probabilidade

de sucesso e a correlagdo positiva no i-ésimo cluster como sendo p; = a;/(ag + a2) e
pi = 1/(cq + as + 1), respectivamente. Usando esta parametrizagao a distribuigao beta-

binomial pode ser escrita como

-1

y—1 n—y—1 n—1
P(Yzym,p,c):(Z)H b [ (-p+|[[a+] . 62
=0 =0 =0

no qual [[7_,c; = 0, para qualquer x < 0,y =0,1,...,n,n € N= {0}, 0 <p<le0<
p < 1. A média e variancia deste modelo sdo E(Y) = npe Var(Y) = np(1—p)(14+(n—1)p),

respectivamente.

Seja Y1, Y2, ..., Ym um conjunto de valores observados de Y7,Ys,...,Y,,, respectiva-
mente, com Y; ~ BB(p;(1 — pi)p;*, (pi — 1)(pi — 1)p;'). A funcio de verossimilhanga é
dada por

m yi—1 ni—y;—1 n;—1 -1
L(p,¢m,n,y) = H < > H pi +Gij) H (1= pi) +GiJ) H (1+Gij) (5.3)
i=1 Jj=0 J=0 §=0
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Prentice (1986), Kahn & Raftery (1996) e Lindsey & Altham (1998) sugerem modelar
a probabilidade de sucesso utilizando covaridveis dos clusters via funcao de ligacao logito.
Neste trabalho, outras trés funcoes de ligacao também sao consideradas para modelar
pi. As fungoes de ligagao logito, complementar log-log, log-log e probito sao denotadas
por g1(n;) e estao especificadas na Tabela 2.1. Considerando disponiveis, para o i-ésimo

cluster, os valores do conjunto de k covariaveis, xj, %o, ..., T, i = Yo BrZir; 08
coeficientes [y, 01, . . ., Br sao parametros de regressao desconhecidos a serem estimados e

Z;0 = 1, para todo 1.

Uma alternativa as abordagens apresentadas em Prentice (1986) e em Lindsey & Al-
tham (1998), as quais fazem uso da funcao de ligagao logito, ¢ modelar o parametro de
correlagao do i-ésimo cluster p; por meio de uma estrutura de correlagdo na forma (2.3),
discutida na constru¢do do modelo de regressdo binomial correlacionada (ver Capitulo
2). Usando a parametrizacdo ¢ = log(7y), para estrutura de correlacdo exponencial ou
Gaussiana, ou ¢ = log(y/(1—+)), para estrutura de correlagdo AR continua, o parametro
da estrutura de correlagao v pode ser estimado sem restrigao.

Prentice (1986) apresentou uma extensao do modelo de regressao beta-binomial que
permite modelar, além da correlagao positiva, também a correlagao negativa entre os
eventos de Bernoulli adaptando a funcao de ligacao logito. Para utilizar esta extensao na
modelagem aqui apresentada é necessario considerar em (2.3) p; = 2h(v(r;),v) — 1, assim
—1 < p; < 1, porém esta abordagem nao sera discutida neste trabalho.

Seja D os dados observados, usando g~*(n;) e (2.3), a fungao de verossimilhanga (5.3)
pode ser expressa como uma fungao dos parametros 6* = (¢, By, 31, ..., 3) . Entao,

L(6*;D) =

ﬁ{<z:>if§<g—w+ [ty

e n .0\ [ (i) 0 ]~
H (0o i) [H (+ it s >>] }(5'4)

no qual H;C:o ¢; =0, para qualquer z < 0,y; = 0,1,...,n;;n, € N={0}; h*(v(r;), ¢) é uma

fungao similar a h(v(r;), ), apresentada na Tabela 2.2, considerando a parametrizagao

necessaria.

5.2 Abordagem Bayesiana

Considere uma distribui¢ao a priori, m(0*), para 6* = (¢, ﬁo,ﬁl,...,ﬂk)T 0* ~

Nii2(0, %), ¥ = diag{\, ..., Agro} com hiperparametros conhecidos A, r = Jk+2,
en,t=1,...,m, conhecido, a distribuicao a posterior: conjunta para 8* é dada por
7(0*|D) o~ L(0*;D) 7(0"). (5.5)

A distribuigao a posteriori, w(0*|D), é tratavel via perspectiva Bayesiana. A inferéncia

Bayesiana pode ser conduzida considerando métodos MCMC tal como o algoritmo de



49

Gibbs com passos de Metropolis. As densidades condicionais completas para os parame-
tros ¢ e (3, sao dadas por

~($18,\,D) o exp {—%} 11 {

1 ), )i\ |11 W (o(r),0)i \]
<1l (oo Teess) [H (1+1+h*(v(n)7¢)>] }

ﬂ(@“m(ﬂ“)’gbv)‘rﬂap) X exp{— r }

T T (i D@05 N1 (i o D@0
H{H(g W i) 1 (0= o s ¢>)}'

j=0 =0 i)

Densidade preditiva condicional ordinaria

A densidade preditiva condicional ordinaria para a i-ésima observagao, condicionada

a D(_;), considerando o modelo de regressao beta-binomial, ¢ definida como

1 .
PO, — /@ (4| D, 0°)m (0*\D(_i))d6:{ /@ WW(B*IDM@} (56)
i=1,...,m, com
gi—1 ni—gi—1 ni—1 -1
W(yilD,G*)—(g)H)(pﬂer) [[ -+ |[lave| . 60

em que G = h*(v(ry), )/ (1 +B*(u(ry), 6)) e pi = g7 (7 Brer)-

Considerando os estimadores de Bayes para os parametros dos coeficientes de regressao,
G, = 1,...,k, e para o parametro da estrutura de correlagao, ¢, podemos predizer
o valor de y; usando (5.6). Para isso, uma estimagdo de Monte Carlo da densidade
7(y:|D, 0*) pode ser obtida por meio de amostras MCMC da distribuigdo a posteriori
7 (0*|D). A aplicagao do algoritmo apresentado na Sec¢ao 4.2 considerando (5.7) fornece

numericamente a moda da densidade preditiva condicional ordinaria como uma predi¢ao

para ;.

5.3 Diagnosticos

Entre as suposigoes feitas na construcao do modelo de regressao beta-binomial pode-
mos destacar: (i) independéncia entre as variaveis resposta, (ii) as variaveis resposta
seguem uma distribuicio beta-binomial BB(p;(1— pi)p; ', (pi—1)(pi—1)p; "), (iii) funcio
de ligacao e (iv) estrutura de correla¢ao. Nesta segao, trés diferentes tipos de residuos
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Bayesianos e uma medida de influéncia local considerando uma perspectiva Bayesiana
sao propostas para checar as suposicoes do modelo e para identificar a presenca de
outliers e/ou observagoes influentes. O pressuposto de independéncia é verificado por
meio dos graficos dos residuos versus a ordem das observacoes, quando a mesma esté
disponivel. Para checar a suposicao que as variaveis resposta seguem distribuicao beta-
binomial BB(pi(1 — p;)p;t, (pi — 1)(pi — 1)p; ') é necessério verificar a adequacio do
modelo aos dados por meio da anéalise de residuos. Além disso, nesta se¢ao apresentamos

um conveniente critério para selecao de modelo.

Residuos baseado na densidade preditiva condicional ordinaria

O residuo baseado na densidade preditiva condicional ordinaria (Cho et al., 2009) para
a i-ésima observagao, ri* é calculado como ¥ = y; — g;, em que y; é a i-ésima resposta
observada e y; ¢ a moda da distribuicao preditiva condicional ordinéria condicionado aos
valores das COV&I‘iéVGiS, (.I‘i(), ey Tk Ti11y -+ -5 Tilngs Ti215 - - -5 Ti2ngs Tigly - - - 7Tiqni)—r7 em que
Zi € 0 valor da r-ésima covaridvel dentro do ¢-ésimo cluster, : =1,...,mer =0,...,k,
e r;; ¢ o valor da [-ésima covaridvel para o j-ésimo individuo dentro do i-ésimo cluster,
i=1,....m, 1l =1,....,gej =1,...,n; O residuo padronizado, r;*” | baseado na
densidade preditiva condicional ordinaria para o modelo de regressao beta-binomial é
definido como
PP

s L i=1

r? = - - —,
Vnipi(1 = pi) {1+ (ni — 1)pi}
com p; e p; estimadores de Bayes de p; e p;, respectivamente.

"m7

E esperado que o conjunto de residuos esteja proximo de zero. Se isso nao ocorrer é
um indicativo de que o modelo estd mal ajustado aos dados.
Residuos baseado na distribuicao a posteriori dos parametros do modelo

O residuo padronizado baseado na distribuicao a posteriori dos parametros para o
modelo de regressao beta-binomial é definido pela transformacao

T VVar(YiD,0,)  /nipig(1 — pig {1+ (i — Dpig}
comi=1,....meq = 1,...,Q; em que p;; € pi; sao nao observados e n; e y; sao

informagoes da amostra para a i-ésima observagao. O novo indice ¢ presente em Rfffd se
faz necessario para justificar, para cada ¢, uma amostra de tamanho () destes residuos.
Como a relagao (5.8) ¢ uma funcdo do vetor de parametros, 8,, esta relagdo carrega toda
a incerteza refletida nos parametros a posteriori, refletindo na distribuicao a posterior:
dos residuos, R:” 1A distribuicao a posteriori dos residuos pode ser resumida usando
amostras de um amostrador MCMC. Isto ¢, ao gerar uma amostra 6, ..., 8g de tamanho
() de m(0*|D), obtemos para o par (y;,n;), ¢ = 1,...,m, uma amostra de tamanho @ dos
residuos em (5.8). E esperado que a média dos residuos esteja centrada em zero. Se isso
nao ocorrer, ou se a amostra dos residuos apresentar uma alta variabilidade, a observacao

pode ser considerada um outlier.
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Residuos deviance Bayesiano

O residuo deviance Bayesiano para a i-ésima observagao ¢ uma composicao da dificul-
dade de estimar 6 na presenca de y;, pp,, e da contribuigao de cada observagao para o

total global da deviance, D;(8). O residuo deviance Bayesiano é definido para o modelo
de regressao beta-binomial por

Tzdb = Sinal<yi - nszz) \/ pDi + Dz(é)> 1= 17 cee, M, (59)

sendo o valor de pp, para a i-ésima observagao aproximado via método de Monte Carlo

por
Q A~
2 (6, Dy)) } ™(6|D))
Pp;, = —— E log ———= ¢ + 2log ————=, 5.10
TR { 7(6,) 7(0) 10
em que 0, = (74, Bog, - - - Brq) " TEpresenta uma amostra de tamanho @ gerada da distri-

buicao a posteriori w (6*|D), 6 o estimador de Bayes de 6, (04| D) e W(é[D(i)) sdo a
distribuigao a posteriori aplicada em 6, e em 6, respectivamente, e 7(0,) e W(é) sao a
distribui¢ao a priori aplicada em 6, e é, respectivamente. O valor de D; para a i-ésima

observagao é dado por

o0 =] (1) 1T r0) T (1) [T (149

J=0 J=0 J=0

-1

?

(5.11)
. . . A - PR
com CZ - h(’l)(’l"l),’)/>/<]. + h(U(TJ,’Y)) € bi = g 1(ZT:O 67“1’11'7“)’
Assim, o residuo deviance Bayesiano padronizado para a i-ésima observacao pode ser
obtido através da expressao

7o
i — ~ ! —,  i=1,...,m, (5.12)
Vrnipi(1—p) {1+ (n; — 1)p;}

sendo p; = g_l(zfzo Brxir) e pi = h(v(r:),5).
db

Ao plotar os valores dos residuos deviance, r{’, contra os valores de pp, para um

[

determinado modelo ajustado, considerando marcacoes de curvas da forma 2% + y =
¢, temos os pontos situados ao longo de tal parabola como indicativo da quantia de
contribui¢ao DIC; = ¢ da observagao no valor global do DIC (Spiegelhalter et al., 2002).

Espera-se que o conjunto de residuos deviance padronizados esteja proximo de zero.
Se isso nao ocorrer ¢ uma indicagao de que o modelo esta mal ajustado aos dados.

Diagnéstico de influéncia
O diagnostico Bayesiano de influéncia do modelo de regressao beta-binomial é similar
ao apresentado para o MRBC na Secao 4.3.2.

Critério de selecao de modelo

O critério de selegao Bayesiano (DIC) para o modelo de regressao beta-binomial é
similar ao apresentado para o MRBC na Secao 4.4.



52

5.4 Estudos de simulacao

Nesta se¢ao é considerado um estudo de simulacao para ilustrar o processo inferencial
e o desempenho das medidas de diagnostico propostas neste trabalho. O estudo de simu-
lacao envolve duas etapas. Na primeira, os dados simulados na Secao 4.5 sao analisados
via modelo de regressao beta-binomial. Na segunda etapa, analisamos um conjunto de
dados simulado do modelo de regressao beta-binomial, consideramos na analise também

o modelo de regressao binomial correlacionada.

Dados simulados via MRBC
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Figura 5.1: MRBB: Residuos deviance versus alavancagem Bayesiana, considerando ¢ =
1,4 e 10, (a) ligagao logito, (b) ligacdo complementar log-log, (c) ligacao log-log, (d)
ligacao probito.

Os dados simulados na Segao 4.5, provenientes do modelo de regressao binomial cor-
relacionada, sao ajustados via modelo de regressao beta-binomial considerando as quatro
funcoes de ligacao, logito, complementar log-log, log-log e probito com a estrutura de
correlacao exponencial. As mesmas distribuicoes a priori sao utilizadas. Observe que
os valores obtidos pelo critério DIC de selecao de modelos, mostrados na Tabela 5.1,
confirmam a fungao de ligagao logito e o modelo MRBC como o melhor ajuste.

As contribuigoes de cada observagao no valor global do DIC para o modelo de regressao
binomial correlacionada sao mostrados na Figura 4.1, e para o modelo de regressao beta-
binomial na Figura 5.1. As mesmas marcagoes exibidas na Figura 4.1 sao fixadas, a maior
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Tabela 5.1: Valores obtidos pelo critério DIC ajustando o modelo de regressao binomial
correlacionada (MRBC) e o modelo de regressao beta-binomial (MRBB) com diferentes

funcoes de ligacao.

Critério DIC Logito Complementar log-log Log-log Probito
MRBC 112,597 119,840 129,030 115,141
MRBB 589,949 790,120 461,225 711,129

amplitude dos residuos deviance Bayesianos para os ajustes do MRBB justificam maiores

valores do critério DIC de sele¢ao de modelos.

Dados simulados via MRBB

A geracao da amostra envolve m = 100 clusters com as varidveis resposta, Y; ~
BB(pi(1—pi)p;t, (pi—1)(pi—1)p; 1), i = 1,...,100, com os n; gerados de uma distribui¢ao
B(45; 0,5). O parametro da estrutura de correlacao utilizado na simulagao é v = 0,2 e
os v(r;) assumem valores de uma distribuigao U(0,1). Duas covariaveis sdo consideradas,
x;1 € xip. Os valores das covariaveis x;; sdo provenientes de uma distribuigao U(0,2) e
os valores da covariavel x;5 sdo provenientes de uma distribui¢ao N(0,4). Os valores dos
coeficientes de regressao sao By = 2, 1 = —2 e 3 = —2. Sao considerados neste estudo a
funcao de ligacao log-log e a estrutura de correlagao exponencial. A distribuicao a priori

para o parametro 3, é N(0,10%), r = 0,1,2 e para o parametro ¢ ¢ N(0,10%).

Estimacao

O modelo de regressao binomial correlacionada e o modelo de regressao beta-binomial
sao ajustados com as quatro funcoes de ligacao, logito, complementar log-log, log-log e
probito. Como esperavamos, os valores obtidos pelo critério DIC de selecao de modelos
confirma o MRBB com a func¢ao de ligacao log-log como o melhor ajuste, conforme pode

ser visto na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Valores obtidos pelo critério DIC ajustando o modelo de regressao binomial
correlacionada (MRBC) e o modelo de regressao beta-binomial (MRBB) com diferentes
funcoes de ligacao.

Critério DIC Logito Complementar log-log Log-log Probito
MRBC 317,800 332,284 322,149 319,505
MRBB 189,927 191,853 186,190 189,507

Os resumos da distribuigao a posteriori para o modelo com liga¢ao log-log sao mostra-
dos na Tabela 5.3. Note que ambos, intervalo de credibilidade inter-quantil e HPD, contém
o verdadeiro valor dos parametros. O diagnoéstico de convergéncia dos parametros foi ve-
rificado via CODA, por meio do teste de Geweke o qual apresentou valores entre (-0,5;
0,5).
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Tabela 5.3: Resumos das densidades marginais a posteriori de vy, 3y, 31 e B2 para a funcao
de ligagao log-log.

Valor Média Mediana Intervalo inter-quantil Intervalo HPD
verdadeiro a posteriori a posteriori credibilidade 95% credibilidade 95%

vy 0,20 0,325 0,317 (0,164 ; 0,545) (0,165 ; 0,548)

Bo 2,00 2,317 2,321 (2,080 ; 2,598) (2,070 ; 2,553)
061 -2,00 -2,223 -2,221 (-2,479 ; -1,996) (-2,428 ; -1,945)
B -2,00 -2,145 -2,146 (-2,371 ; -1,928) (-2,323 ; -1,889)

Analise de residuos

Na Figura 5.2 e na Figura 5.3 sao apresentadas marcagoes que permitem avaliar a
contribuicao de cada observagao no valor global do DIC para o modelo de regressao beta-
binomial e para o modelo de regressao binomial correlacionada, respectivamente, para
diferentes fungoes de ligacao. Observe que a contribui¢ao das observagoes nos ajustes do
modelo de regressao beta-binomial apresentam-se mais concentradas em torno de zero,

justificando os menores valores do critério DIC.
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Figura 5.2: MRBB: residuos deviance versus alavancagem Bayesiana, considerando ¢ =
1,4 e 10, (a) ligacdo logito, (b) ligacdo complementar log-log, (c) ligagao log-log, (d)
ligacao probito.
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Figura 5.3: MRBC: residuos deviance versus alavancagem Bayesiana, considerando ¢ =

1,4 e 10, (a) ligagao logito, (b) ligacdo complementar log-log, (¢) ligacao log-log, (d)

ligacao probito.
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Figura 5.4: Boxplots das amostras da distribuicao a posteriori dos residuos para cada

observagao versus o valor esperado de E(Y;|D,0).

Graficos dos residuos padronizados contra valores preditos, apresentados na Figura
5.5a e 5.5¢, e um grafico do residuo padronizado contra o valor esperado, apresentado
A média

das amostras geradas das distribuicoes a posteriori dos residuos padronizados, mostradas

na Figura 5.5b, sao utilizados para verificarmos o ajuste global do modelo.

na Figura 5.4, e seus respectivos intervalos HPD versus valores esperados de FE(Y;|D, )
sao mostrados na Figura 5.5b. Os residuos baseados na distribuigao a posteriori dos
parametros e os residuos baseados no deviance Bayesiano mostram que o ajuste dos dados

estd adequado e nao evidenciam outliers.
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Figura 5.5: (a) residuos padronizados via densidade preditiva condicional ordinéria versus
valores preditos, (b) médias e intervalos HPD (95%) das amostras dos residuos padroniza-
dos via distribui¢ao a posteriori versus valores esperados, (c) residuos deviance padroniza-

dos versus valores preditos.

A partir dos resultados mostrados nos graficos observamos que os residuos baseados
na densidade preditiva condicional ordinéria indicam um grupo de pontos, para valo-
res preditos entre 20 e 30, mais afastados de zero. Uma possivel justificativa para este
afastamento é a forma bimodal que a densidade preditiva condicional ordinaria da varia-
vel aleatoria Y; pode assumir. Esta forma bimodal da distribuicdo prejudica a predicéo
desta variavel aleatoria em alguns casos. Isto nos permite dizer que estes residuos nao
podem ser utilizados, de forma tnica, para avaliar a qualidade do ajuste de um modelo
de regressdo beta-binomial. E importante ressaltar que a densidade preditiva condicional
ordinéria para os modelos de regressao propostos nesta tese, em todos os casos analisados,

apresentaram forma unimodal.

Diagnésticos de influéncia

Nessa se¢gao examinamos o desempenho das medidas de diagnoésticos de influéncia, a
divergéncia de K-L e a calibragao. Para isto, a observagao 91 foi perturbada, criando assim
um caso influente no conjunto de dados. A perturbagcao foi feita na covariavel z;, na forma
Tig = Tyo + 4sd(xs), i = 91, em que sd(zs) corresponde ao desvio padrao da covariavel
Zo. Duas combinagoes de presenca e auséncia desta observacao perturbada foram usadas
para formar novos conjuntos de dados. Estes novos conjuntos de dados foram utilizados
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na obtencao de estimativas dos parametros do modelo. A Tabela 5.4 apresenta a média
da distribuicao posteriori e a mudancga relativa da estimativas dos parametros em relagao

aos dados originais.

Tabela 5.4: Média a posteriori e mudanga relativa em relagao aos dados originais para os
dados simulados.

Casos ol Bo B B2
perturbados Média % Média % Média % Média %
{Nenhum} 033 - 232 - =222 - 215 -

Caso {91} 0,22 -33,33 037 -84,06 -0,69 -68,92 -0,83 -61,39

A Figura 5.6 mostra os valores da divergéncia de K-L com dos dados simulados e
com a presenca da perturbacao na observacao 91, para os quais foram obtidos valores da
calibracao de 0,821 e 0,998, respectivamente.
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Figura 5.6: (a) DKL: dados sem perturbagao, (b) DKL: dados com o caso 91 perturbado.

5.5 MRBC e MRBB: Analise de dados reais

Dois conjuntos de dados reais sao analisados usando o modelo de regressao binomial
correlacionada e o modelo de regressao beta-binomial: o primeiro, analisado sob a pers-
pectiva classica, trata de uma aplicacao na area de renovacao de contratos de planos de
satude coletivos empresariais, onde o interesse é determinar a probabilidade do grupo de
funcionarios da empresa utilizar servigos de alto custo oferecidos pela operadora de satde
e a dependéncia entre os funcionarios da empresa com relagao ao evento de interesse; o
segundo, analisado sob enfoque Bayesiano, trata de aplicacao em financgas, cujo interesse
¢ determinar a probabilidade de default de uma corporagao (empresa que possui outras
empresas) e a relacdo de dependéncia entre as empresas de um mesmo grupo.

5.5.1 Metodologia classica: aplicacao em planos de satde

Considere um conjunto de dados reais de uma operadora de plano de satide no Brasil

contendo uma carteira de empresas (clusters) (o conjunto de dados esta disponivel em
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http://www.ufscar.br/~des/docente/carlos/Dados/Dados2.txt). Para cada funcionario
(individuo) dentro da empresa, é observada a ocorréncia ou nao de servigos de alto custos,
tais como cirurgia oncologica, protese, quimioterapia e hemodialise. Os dados disponiveis
da i-ésima empresa, ¢ = 1,2, ...,160, com n; funcionarios, consiste de Wy, Wi, ..., Wy,.,
cada um assumindo valor zero ou um, dependendo do status do funcionério (0 = nao
ocorréncia; 1 = ocorréncia). A variavel resposta para a i-ésima empresa, Y; = Z;’:l Wij,
assume valores em {0, 1,...,n;} de acordo com o nimero de funcionarios que utilizaram
servigos de saude de alto custo.

A estrutura de dependéncia entre as variaveis de Bernoulli dentro da empresa pode
ser explicada pelo fato dos funcionarios estarem expostos ao mesmo ambiente. Algumas
covariaveis estao disponiveis no conjunto de dados, tais como niimero médio de consultas
por funcionario, custo médio dos exames, ocorréncia de procedimentos cirtirgicos, niimero
de terapias, nimero de procedimentos de urgéncia e emergéncia, numero de dias entre o
inicio de vigéncia dos servigos do plano de satide e a primeira utilizagao do servico de alto
custo para cada funcionério e informagoes especificas das empresas (tamanho, nimero de
funcionarios, atividade de atuagdo). O principal interesse da analise é ajustar um modelo
de regressao que possa ser utilizado para determinar a probabilidade de ocorréncia de
servigos de alto custo na empresa. Uma decisao sobre a renovagao ou nao do plano de
satide pode ser tomada com base na magnitude dessa probabilidade.

Duas covariaveis dos clusters sao consideradas na analise: nidmero médio de consultas
por funciondrio, x;1, € custo médio padronizado dos exames, T;3. A covariavel nimero
de dias entre o inicio de vigéncia dos servicos do plano de saide e a primeira utiliza-
¢ao de algum servigo de saude entre o s-ésimo e o t-ésimo funciondrio, r;1, é utilizada
para explicar a dependéncia entre as variaveis de Bernoulli dentro da empresa. De fato,
consideramos a variavel ming; ;15 — 751¢/, 0 minimo de dias entre a utilizagdo entre o
s-ésimo e t-ésimo funcionario, que assume valores entre zero, se ambos os funcionarios
usam servigos no mesmo dia, e 365, se nao houve uso do plano pelos funcionarios durante
a vigéncia do contrato. Esta variavel é padronizada no intervalo [0,1] pela transformagao
ming; 7515 — 7i1¢] /365. E intuitivo supor que quanto maior a diferenca entre os tempos de
utilizagao do plano menor a relagao entre o uso do servigo. Por esta razao, consideramos
na analise a estrutura de correlacao AR continua, dada por

mins ¢ |71 —7i1¢]

h(v(ri)fy) =7 365 )

comit=1,.... mes,t=1,...,n;

O modelo de regressao binomial correlacionada e o modelo de regressao binomial sao
ajustados aos dados considerando as quatro funcoes de ligagao discutidas neste trabalho.
Os resultados obtidos pelos critérios de selecao de modelo, AIC e BIC, sao apresentados
na Tabela 5.5 e identificam o modelo de regressao binomial correlacionada com a ligagao
complementar log-log e logito, com valores dos critérios muito proximos, como os melhores

ajustes.


http://www.ufscar.br/~des/docente/carlos/Dados/Dados2.txt
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Tabela 5.5: Valores obtidos pelos critérios de sele¢ao ajustando o modelo de regressao
binomial correlacionada (MRBC) e o modelo de regressao binomial (MRB) com diferentes

funcoes de ligacao.

Modelo  Critérios Logito Complementar log-log Log-log Probito
AIC 397,861 397,811 398,390 398,143

MRBC BIC 430,462 430,412 430,992 430,744
AIC 538,471 538,495 551,946 538,242

MRB BIC 547,696 547,720 564,172 547,468

As estimativas de maxima verossimilhanca e intervalos de confianca assintéticos, boot-
strap e perfilado para os parametros do modelo de regressao binomial correlacionada,
considerando a funcéo de ligacdo complementar log-log, sdo mostradas na Tabela 5.6. E
importante observar que os intervalos de confianga para o parametro da estrutura de cor-
relagao, 7, nao contém o valor zero, confirmando a necessidade do ajuste de um modelo

que incorpore correlacao positiva entre os eventos de Bernoulli.

Tabela 5.6: Estimativas de maxima verossimilhanca para v, 3y, 51 e (32, para os dados de
planos de satde.

Parametros ¥ Bo 01 B
EMV 0,223 -3,833 0,206 0,322
IC, 95% | (0,121 ; 0,325) (-4,411 ;-3,254) (0,032 ; 0,381) (0,161 ; 0,484)
IC, 95% (0,122 ; 0,325) (-4,410 ; -3,255) (0,033 ; 0,380) (0,161 ; 0,484)
ICy, 95% (0,132 ; 0,323)  (-4,508 ; -3,133) (-0,008 ; 0,401) (0,153 ; 0,496)
IC, 95% (0,134 ; 0,332) (-3,978 ; -3,690) (0,163 ; 0,250) (0,164 ; 0,477)

IC,: intervalo de confianga assintotico usando (3.2), IC,: intervalo de confianga
assintotico usando (3.3), IC,: intervalo de confianga bootstrap e IC,: intervalo de
confianga perfilado.

A suposicao de independéncia e a presenca de outliers podem ser verificadas exami-
nando o grafico dos residuos contra a ordem, se a ordem estiver disponivel. Os residuos
padronizados via valores preditos e o residuo deviance padronizado sao apresentados nas
Figuras 5.7a e 5.7b. A especificacao do modelo e a presenga de outliers sao observados
ao examinar os residuos contra os valores preditos. Ambos os graficos indicam uma boa
especificacao do modelo.

Para identificar observagoes influentes no conjunto as distancias de Cook generalizada
e distancias da verossimilhanga foram obtidas e sao apresentadas na Figura 5.8. Os
maiores valores obtidos para a distancia de Cook generalizada e para a distancia da

verossimilhanca ocorrem para o caso 85, com valores 1,147 e 0,557 respectivamente.



60

(@) (b)
™ o o™ o
N N
- 4 - H
° °
% & g, 20° 9 o ° P
o S0 e & ° o - gwm ® oo g
Mﬁs&}?@ow o Rt M il
s T
o o ]
1 I
™ o
1 I
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
valores preditos valores preditos

Figura 5.7: (a) residuos padronizados via valores preditos versus valores preditos, (b)

residuos deviance padronizados versus valores preditos.
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Figura 5.8: (a) distancias de Cook generalizada e (b) distancias da verossimilhanga.

A avaliacao do impacto causado pelo casos 36 e 85 na estimacao dos parametros é
mostrada na Tabela 5.7, que apresenta os estimadores de maxima verossimilhanca e a

mudanga relativa deste estimador com respeito ao valor obtido omitindo cada caso.

Tabela 5.7: Estimadores de maxima verossimilhanga e mudanca relativa em relagao aos

dados originais para os dados de satde ajustados via MRBC.

Parametros
Casos v Bo &1 B2
omitidos EMV % EMV % EMV % EMV %
{Nenhum} 0,22 - -3,83 - 0,21 - 0,32 -
Caso {36} 0,22 - -403 530 0,26 19,23 0,32 -

Caso {85} 0,23 435 -357 -690 0,12 -7500 024 -33,33

Para reforcar a necessidade de usar o modelo proposto neste conjunto de dados, ajus-
tamos o modelo de regressao binomial usual obteve AIC' igual a 538,495 e BIC igual
a 547,720, o modelo de regressao beta-binomial, com AIC igual a 438,546 e BIC igual
a 462,997, enquanto o modelo de regressao binomial correlacionada, com AIC igual a
397,811 e BIC igual a 430,412. Os modelos de regressao binomial correlacionada e beta-
binomial foram ajustados usando a fungao de ligagao complementar log-log e estrutura de
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correlacdo AR continua. A analise descrita nesta secao indica que o modelo alternativo
oferece um bom ajuste para esse conjunto de dados.

A tomada de decisao em relagdo a renovagao dos contratos, baseada na anéalise con-
duzida nesta secao, estabelece que a probabilidade de utilizacao de um servigo de alto
custo por uma empresa é dada por

pi =1 —exp{—exp{—3,833 4 0,206x;; + 0,322z} },

sendo x;1: numero médio de consultas por funciondrio, e x9;: custo médio padronizado

dos exames. E a correlagao entre quaisquer duas empresas dentro da corporagao por

ming, ¢ |71 —7Ti1¢]

pi = 0,223 365 ;

sendo 1;7 0 minimo de dias entre a utilizacao entre o s-ésimo e t-ésimo funciondrio.

5.5.2 Metodologia Bayesiana: aplicagcao em financas

Nesta secao, um conjunto de dados reais de um escritorio de crédito no Brasil contendo
uma carteira de m = 148 corporagoes (clusters) que possuem controle acionario total
ou parcial com, pelo menos, duas empresas, é analisada usando o modelo proposto (o
conjunto de dados esta disponivel em em http://www.ufscar.br/~des/docente/carlos/
Dados/Dadosl.txt). Para cada empresa dentro da corporagao, ¢ observada a condigao de
default, isto é, se a empresa tem ou nao cumprido as suas obrigagoes legais, no periodo de
janeiro a dezembro de 2009, de acordo com o contrato da divida. Os dados disponiveis na
i-ésima corporagao, ¢ = 1,2,...,148, com n,; empresas, consistem de W;y, Wia, ..., Wy,.,
cada uma assumindo valor zero ou um, dependendo do status de default da empresa
(0 = Nao Default; 1 = Default). A variavel resposta, Y; = Z;L:l W,;, assume valores
em {0,1,...,n;} de acordo com o namero de empresas em default dentro da i-ésima
corporacao. Um total de dez covariaveis foram inicialmente disponibilizadas no conjunto
de dados, mas apenas trés covariaveis sao consideradas na anélise. Covariaveis com um
excesso de dados faltantes, valores suspeitos e com o mesmo valor em todos os casos
foram retiradas do conjunto de dados. As trés covariaveis das corporagoes sao o numero de
socios pessoa fisica na corporagdo, x;1; o porte da corporagao xo; € 0 numero de protestos da
corporagao com qualquer atraso no ultimo ano x;3. A covariavel especifica, r;;, considerada
na analise, é a receita das empresas.

A presenca de correlagao entre duas empresas dentro da corporagao é possivel devido
a diferentes fatos, tais como, empresas compartilhando o mesmo conselho administra-
tivo, compartilhando as mesmas prioridades econémicas da corporacao e as empresas
enfrentando as fraquezas inerentes da corporagao, o que limitaria sua capacidade de su-
perar uma crise financeira. Além disso, é intuitivo supor que, quanto maior a diferenca
de receita entre duas empresas dentro da corporacgao, menor a dependéncia entre elas,
isto é, empresas com maiores receitas nao dependem de empresas com receitas menores,
enquanto que empresas com receitas similares teriam uma maior dependéncia entre si, a

fim de manter as suas posi¢oes de mercado, servigos comerciais, vendas e informacoes.


http://www.ufscar.br/~des/docente/carlos/Dados/Dados1.txt
http://www.ufscar.br/~des/docente/carlos/Dados/Dados1.txt
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Por estas razoes, a estrutura de correlacao exponencial parece ser uma boa opc¢ao. Essa
estrutura de correlagao é dada por

h@(ﬂ')ﬁ) = eXP(—’Y H;%X ’Tils - Ti1t|/mlfchH§8£X !7”1‘13 - ri1t|>7

coms,t=1,...,n;ei=1,... m. Observe que, se todas as empresas em uma corporagao
tém as mesmas receitas, elas estarao em default em bloco, ou nenhuma delas em default
(correlagao perfeita), o que poderia ser um caso limite.

O interesse principal na analise é ajustar um modelo de regressao que possa ser uti-
lizado para determinar a probabilidade de inadimpléncia de uma nova corporacao. As-
sumindo que uma corporac¢ao estd em default se pelo menos uma das empresas esta em
default. Como é do nosso conhecimento, a abordagem mais comum para modelagem deste
tipo de dados é através do modelo de regressao logistica. O modelo de regressao bino-
mial correlacionada é usado como uma nova abordagem na analise com o objetivo de
proporcionar inferéncias mais realistas.

As mesmas prioris vagas usadas no estudo de simulacao sao utilizadas aqui. E conside-
rada a priori N(0,10%) para cada um dos parametros 3y, 31, 32, 35 e log(7). O modelo de
regressao binomial correlacionada e o modelo de regressao binomial foram ajustados aos
dados usando as quatro funcoes de ligacao. Os resultados obtidos pelo critério de selecao
DIC sao mostrados na Tabela 5.8. Como pode ser observado pelos resultados presentes na
Tabela 5.8, o modelo de regressao binomial correlacionada com funcao de ligagao logito é

identificado como a melhor escolha.

Tabela 5.8: Valores obtidos pelo critério DIC ajustando o modelo de regressao binomial

correlacionada (MRBC) e o modelo de regressao binomial (MRB) com diferentes fungdes

de ligagao.
Modelo Logito Complementar log-log Log-log Probito
MRBC 100,442 101,981 103,406 102,006
MRB 214,956 214,746 220,857 220,025

Tabela 5.9: Resumos das densidades marginais a posteriori de v, (o, 51, B2 € (3, para os

dados de inadimpléncia.

Parametros Meédia Mediana Intervalo de Intervalo HPD
a posteriori a posteriori Credibilidade 95% 95%

vy 1,811 1,789 (1,370 ; 2,435) (1,359 ; 2,425)

Bo -3,158 -3,157 (-4,331 ;-2,079)  (-4,133 ; -1,952)

061 -2,533 -2,533 (-3,439 ; -1,639)  (-3,465 ; -1,723)

B 0,361 0,359 (0,182 ; 0,588) (0,181 ; 0,583)

03 0,422 0,407 (0,044 ; 0,866) (0,044 ; 0,866)

Os resumos da distribuicao a posteriori para o modelo com ligagao logito sao mostrados

na Tabela 5.9. E importante ressaltar que tanto o intervalo de credibilidade inter-quantil
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como o intervalo de credibilidade HPD do parametro da estrutura de correlagao, v, nao
contém o valor zero, corroborando com a necessidade do ajuste de um modelo que incor-
pore correlagao positiva entre os eventos de Bernoulli. O diagnostico de convergéncia dos
parametros foi verificado via CODA, por meio do teste de Geweke, que apresentou valores
entre (-1,2; 1,2).

Na Figura 5.9 sao apresentados os graficos dos residuos deviance Bayesianos para os
ajustes do modelo de regressao binomial correlacionada com as quatro fungoes de ligacao:
Figura 5.9a logito, Figura 5.9b complementar log-log, Figura 5.9¢ log-log e Figura 5.9d
probito. As contribuicoes das observacoes sao muito semelhantes para todas as funcoes

de ligacao.
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Figura 5.9: MRBC: Residuos deviance versus alavancagem Bayesiana, considerando ¢ =
1,4,10, (a) ligacao logito, (b) ligacdo complementar log-log, (c)ligagao log-log, (d) ligacao
probito.

A suposicao de independéncia e a presenca de outliers podem ser verificadas exami-
nando o grafico dos residuos padronizados contra a ordem, se a ordem estiver disponivel.
A especificacao do modelo e a presenca de outliers sao observadas ao examinar os resi-
duos padronizados contra os valores preditos obtidos pela densidade preditiva condicional
ordinaria. Esses graficos sao apresentados na Figura 5.10a, na Figura 5.10b e na Figura
5.10c, para os trés tipos de residuos Bayesianos. Na Figura 5.10a, os residuos sao baseados
nos valores preditos via densidade preditiva condicional ordinéria, como descrito em (4.6).
Na Figura 5.10b, os residuos sao baseados na distribuicao a posteriori dos parametros do
modelo. As médias e intervalos de credibilidade HPD, com 95% de credibilidade, para
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as amostras das distribuicoes dos residuos a posterior: contra os valores esperados sao
apresentados na Figura 5.10b. Os boxplots das amostras MCMC das distribuigoes a pos-
teriori dos residuos padronizados, para cada valor esperado, E(Y;|D, 0), sao apresentados
na Figura 5.11. As amplitudes destes boxplots sao pequenas devido a baixa variacao dos
pontos em cada amostra. Casos com dispersoes elevadas requerem mais investigagoes.
Na Figura 5.10c os residuos deviance Bayesianos evidenciam a observacao 113 como um

possivel outlier.
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Figura 5.10: MRBC: (a) residuos padronizados via densidade preditiva condicional or-
dinaria versus valores preditos, (b) residuos padronizados via distribuigao a posteriori dos
parametros do modelo versus valores esperados, (¢) residuos deviance padronizados versus

valores preditos.
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Figura 5.11: MRBC: boxplots das amostras da distribuicao a posterior: dos residuos para

cada observagao versus os valores esperados de E(Y;|D, ).
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A avaliacao do impacto causado pelo caso 113 na estimacao dos parametros é mostrada
na Tabela 5.10. Os dados nao apresentaram nenhum valor de calibragao maior que 0,61,
indicando que, apesar do caso 113 ter sido indicado como um outlier, a divergéncia de
K-L nao classifica este ponto como uma observacao influente no processo de estimacao.
A Tabela 5.10 apresenta a média a posteriori e a mudanca relativa deste valor médio com

respeito a média obtida omitindo o caso 113. A calibra¢ao desta observagao ¢é igual a
0,56.

Tabela 5.10: Média a posteriori e mudanga relativa em relacao aos dados originais para
os dados de inadimpléncia ajustados via MRBC.

Parametros
Casos v Bo B B2 B3
omitidos  Média %  Média % Média %  Meédia % Meédia %
{Nenhum} 1,81 - -3,16 - -2.53 - 0,36 - 0,42 -
Caso {113} 1,80 -0,55 -3,19 094 -267 -553 036 - 046 9,52
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Figura 5.12: MRBB: (a) residuos padronizados via densidade preditiva condicional or-
dinaria versus valores preditos, (b) residuos padronizados via distribuigao a posteriori dos
parametros do modelo versus valores esperados, (c) residuos deviance padronizados versus

valores preditos, (d) residuos deviance versus alavancagem Bayesiana.

Para reforcar a necessidade de usar o modelo proposto neste conjunto de dados, ajus-
tamos o modelo de regressao binomial usual que apresenta valor do DIC de 214,956, e o
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modelo de regressao beta-binomial com valor do DIC de 195,179. Os modelos de regressao
binomial correlacionada e beta-binomial foram ajustados usando a funcao de ligagao logito
e a estrutura de correlagao exponencial.

Além do valor do DIC em seu favor, a anélise mostrada nesta secao indica que o
modelo alternativo proporciona um ajuste muito bom para este conjunto de dados. As
Figuras 5.12a, 5.12b, 5.12¢ e 5.12d sao similares as Figuras 5.10a, 5.10b, 5.10c, 5.9d e
5.11 para o modelo de regressao beta-binomial. Todos estes graficos mostram valores de
residuos grandes, indicando que o modelo de regressao beta-binomial nao se ajusta bem
aos dados.

Ao considerar o conjunto de dados completo, a tomada de decisao baseada na anélise
conduzida pelo modelo de regressao binomial correlacionada nesta secao estabelece a

probabilidade de default na i-ésima corporacao como sendo

L exXp {—3, 158 — 2, 533[[’11 + 0, 3611‘12 + 0, 4221‘23}
pi= 1+ €Xp {—3, 158 — 2, 533!@1 + O, 361[1)12 + 0, 4221‘13}7

sendo x;1: 0 numero de socios pessoa fisica na corpora¢ao, Toe;: 0 porte da corpora¢do e x;3:
o numero de protestos da corporagao com qualquer atraso no ultimo ano. E a correlagao

entre quaisquer duas empresas dentro da corporacao por
pi = exp{—1,811 max |7i1s — Ti1¢| /(max max |Ti1s — rie]) }s
b Z 9

sendo r;1 a receita das empresas.



Capitulo 6

Modelos de regressao binomial

correlacionada aditivo estrutural
normal (MRBCAEN)

Ao analisar o modelo de regressao binomial correlacionada, proposto no Capitulo 2,
algumas extensoes podem ser feitas, como, por exemplo, inserir uma covariavel com erro
de medida. Uma motivagao utilizando o conjunto de dados de planos de satude, analisado
na Secao 5.5.1, é considerar uma covariavel, tal como o indice de predisposi¢cao a uma
determinada doenca, construido para os funcionarios da empresa. Este indice seria uma
observacao medida com erro da verdadeira predisposicao a doenca de cada funcionério,
possivel apenas por meio de uma analise genética, que seria economicamente inviavel e
portanto quase sempre nao disponivel. Na presenca de uma ou mais variaveis medidas
com erro o modelo de regressao binomial correlacionada nao é aconselhavel, uma vez
que é imposta, na modelagem, a suposicao que as covariaveis nao apresentem erro ou
apresentem erro desprezivel. Se uma analise é conduzida via MRBC na presenca de uma
variavel com erro de medida, um vicio na estimativa do parametro correspondente pode
ocorrer, induzindo a inferéncias incorretas.

A proposta deste capitulo é estender o MRBC, permitindo inserir na modelagem uma
variavel medida com erro, considerando um processo aditivo.

O modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal esta baseado
na distribui¢ao binomial generalizada.

6.1 Uma classe de modelos de regressao binomial cor-

relacionada aditivo estrutural normal

Considerando que um grupo de covariaveis comuns aos clusters esteja disponivel, a
probabilidade de sucesso, p;, pode ser modelada por meio de covariaveis do i-ésimo cluster.
Dentre estas covariaveis esté presente u;, que nao é observada diretamente, ou seja, apenas

(2] ) Y

uma func¢ao de u; medida com erro é, de fato, conhecida. Suponha, agora, que este valor

67
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observado possa ser expresso como sendo w; = u;+€;, uma realiza¢ao da fungao de variaveis
aleatorias W; = U; + ¢; com U; ~ N(u,0?) e ¢, ~ N(0,b0?), com b > 0 uma constante
conhecida que indica a proporc¢ao de erro na variancia observada em relacao a variancia da
covariavel sem contaminagao, U; e Y; independentes de €;. Assim, W; ~ N(u, (14 b)o?).

Como em modelos lineares generalizados, fun¢oes de ligagao podem ser utilizadas para

conectar p; com uma funcao linear das covariaveis n;, da forma

k
i = § Brwir + 5Ui7 (61)
r=0
em que os coeficientes 9, (g, (1, . . . , Ok sao parametros desconhecidos; x;0 = 1, para todo i e
Z1i, T2, - - . , Lig SA0 08 valores das k covariaveis para o i-ésimo cluster e u; é uma covariavel

nao observada. Consideramos neste capitulo, apenas a funcao de ligacao logito, porém as
demais fungoes de ligagao apresentadas na Tabela 2.1 podem ser utilizadas.

Para modelar a correlacao, p;, dos individuos no i-ésimo cluster, considere uma fungao
de covariaveis destes individuos capazes de informar sobre a dependéncia dentro do cluster
em relacao ao evento de interesse. Uma estrutura de correlacao pode ser escrita como
em (2.3), discutida na constru¢ao do modelo de regressao binomial correlacionada (ver
Capitulo 2).

Para determinar a funcao de verossimilhanca do modelo de regressao binomial cor-
relacionada aditivo estrutural normal, é necessario obter a distribuigao conjunta, (Y;, W;),
que pode ser obtida por

+oo
FY,L-,WZ-(thi) = / FY¢,W¢|U¢(yiawilui)FUi(ui)dui

oo
2/ Eyu, (ilwi) Fw, v, o, (wilyi, wi) Fo, (i) du;
ol
= [ Pl oy Plas = ol ) P ). (62
—0
Sejam Y1|Uy, . .., Y;,|U,, uma sequéncia independente de variaveis aleatorias C'B(n;, p;,
pi),i=1,....m;mn=ny,n....nn)", &= (T, T2,...,Tm) ", Ti = (Tio, Ti1, - -, Tar) ,
w; = (Wi, W) e = (P, ) T = (Titls o Titngs Tialy -+« s Tigng, Tigls - -« Tigns) | -

Usando (6.1), (2.3) e (6.2), a fungao de verossimilhanca do vetor de parametros 6 =
(7,6, 11,02, Bo, .., B) T, condicionado aos dados observados, D = (m,n,y, z,w,r)", para
o modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal é dada por

=1

e e b+ wi )\
X exp{ —=to (u — [ ——rt
e 202 1+0

Y { (”i)g*(m)wl g7 ) (1= hv(rs), 7))

Yi

g ) (L= g7 ) h(u(rs), wAzxyi)} d} (6.3)
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em que y; = 0,1,...,n4 wi, us, u € R; b,0% > 0;ny € N—{0}; Ay, = {0, n,}; sendo g~ (n;)
a funcao de ligagao logito, apresentada na Tabela 2.1, com 7; na forma (6.1), e h(v(r;),7)
uma das estruturas de correlacao sugeridas da Tabela 2.2.

Note a complexidade da funcdo de verossimilhanga (6.3). A fungdo envolve uma inte-
gral, que nao possui solugao analitica, com produto de somas. Uma aproximacao para a
integral em (6.3) ¢ apresentada na proxima secao.

6.1.1 Aproximagao da funcao de verosimilhanga

Devido as dificuldades observadas no célculo analitico da integral em (6.3), o método
de Laplace (Bernardo & Smith, 2000; Tanner, 1996) é utilizado para aproximar a integral

Ip = /:O exp {—;Ez (u - (b/i i Z))Z} { (Z) g )" (1 — g™ (m))"

% (1= h(u(ri), 7)) + g~ (n)m (1 — g-1<m>>mn;fih<v<n>,v)IA%(yi)}d“’”

Considerando a formulacao apresentada no Apéndice B, seja

14b 2
bu + w;
)= b - i N =
h(u;) SN o7 <ul ( T8 >) , com 00,

—1
b ; Phu)\ Ltb
cujo ponto de maximo é u; = pot . E < (u )) = ( b . Assim, a integral

140 du? No?
Ip é aproximada por

Yi

B = (2r0%)? (%b) {(”i)g*(n:)wl — g7 ) (1= Ae(r), )

Yi
ng

g ) (1 - g*(n;*))mn;iyih(vm),wIAQi(yi)},

com 1} = 327 Byt + 8(bp + wi) /(1 +).
A fungao de verossimilhanga £(6; D), utilizando Ip, & aproximada por

o e ()

< { (ni>gl<n:>%<1 =g )" (1= h(u(ri). 7))

Yi

N —=

m

L,(0;D) = H{(27r02(1+b))‘

i=1

g ) (L= g ) e h(u(r), wIAQxyz-)}}, (6.4)

com 1} = 327 Byt + 8(bp+ wi) /(1 +).
Modelos envolvendo misturas de distribui¢oes apresentam problema de identificabili-

dade, decorrente da falta de informacgao da origem da resposta observada que pode ser
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proveniente de qualquer subpopulagao, tornando nao bem definido os métodos usuais de
estimagao (Titterington et al., 1985). Entretanto, na proxima se¢ao, uma estratégia de
dados aumentados (Tanner & Wong, 1987; Diebolt & Robert, 1994) é construida para
este problema com o objetivo de tornar a func¢ao de verossimilhanga (6.3) identificavel.

6.2 Funcao de verosimilhanca com dados aumentados

Ao observar as realizagoes da variavel aleatoria Y;|U;, ndo é possivel identificar de qual
termo da distribuicao binomial correlacionada y; é originaria, uma vez que y; pode ser
uma realiza¢ao de uma distribui¢ao binomial ou de uma distribui¢ao Bernoulli modificada.
Para caracterizamos os dados completos introduzimos uma variavel latente Z;|U;, i =
1,...,m, que indica o componente do modelo C'B(n;,p;, p;) da qual a observagao y;,

1 =1,...,m, é originaria, ou seja,

Z|Us = 1, se a observagao y; resulta de M Bern(p;)
TP ) 0, se a observacio y; resulta de B(ng, p;)

Para construirmos a funcao de verossimilhanca com dados aumentados é necessario
determinar a distribui¢ao conjunta (Y;, W, Z;). A probabilidade de sucesso da variavel
aleatoria, Z;, condicionada a observacao do vetor (y;, w;), (Z;|Y;, U;), é dada por
P(Y; =y, Z; = 1|U; = uy)

P(Y; = yi|Us = w)

o= P(Zi=1Yi=y, Ui =u;) =

P(Y; = yi|Ui = Uz)

Yi ni—Yy;

pip; (L —pi) ™ Lay, (yi)

pipit (L=pi) ™ Lay (y:) + (1= pi) (y-)pi‘h(l —pi)" Y

A distribuigao condicional de (Z;|Y;, U;) € escrita como
7 (1 — )=

) = P(Y; = yi|U; = ;)

Y ni—yi Zi -y v 1-2

y—i_ ni—Yi n; ) L ’
pip" (L=pi) ™ Lay (y:) + (1= pi) <y»)p?l(1 —p)" Y

)

P(Zi = zlYi =y, U =

parat=1,...,m.
A distribuicao conjunta (Y;, W;, Z;) pode ser expressa na forma

“+o0o
FYZ-,Wi,Zi(yia Ziy wi) = / F}Q,Wi7Zi|Ui (yz‘, Ziy wz|uz>FUl(uz)duz

—00

+oo
= [ Papanlalon ) P (i) P (w)dus. (67

—00
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Utilizando (6.6) em (6.7), a funcao de verossimilhanca para @ = (v, 8, i, 02, Bo, ..., Bk) ",
condicionado aos dados completos D* = (m,n,y, z,w,x,r)", é escrita como

- 1 n\ 1—2)
L£(6:D7) = H{(Qm%i)‘l( ) h(o(r:),7)7 (1 = (v (r;), 7))~

i=1 Yi

1 [w? ; (bu + w;)? .
Y (e _ (LR Lo, ()%
XeXp{ 207 ( p ( b(1+b) 2, (1)
+o0 14 b A\ 2
T [y — (PR
[k (e (55)) )

Yi

_ = (zi4n;—n;z; _ n;—Yi Zi 1—2z;
x gt (n;)m T 1= g ') w) (G )dui,}, (6.8)

em quey; = 0,1,...,n4 w;, ui, p € R; b,0% > 0;n; € N—{0}; Ay, = {0,n;}; sendo g~ (n;)
a fungao de ligagao logito apresentada na Tabela 2.1, com 7; na forma (6.1), e h(v(r;),7)
uma das estruturas de correlacao sugeridas da Tabela 2.2.

Observe que a fungao de verossimilhanga com dados completos (6.8) também envolve
uma integral, que nao possui resolucao analitica. Na proxima segao, é sugerida uma
aproximacao para esta integral.

6.2.1 Aproximacao da funcao de verosimilhanca com dados au-
mentados

Devido as dificuldades observadas no céalculo analitico da integral em (6.8), o método
de Laplace (Bernardo & Smith, 2000; Tanner, 1996) ¢ utilizado para aproximar a integral

o /+°° Ltb b+ w; \ \
D = . eXp 202 U; 1 _|_ b

Yi

- n; BT TNz - ni—ys) (- +1-2;
) g~ () e M) () g1 gy memw) (Grz) g

7.

Considerando uma aproximacao anédloga a apresentada na Secao 6.1.1, a integral Ip-
¢ aproximada por

1
T 1 2 o\ L (zitni—niz; 1 sy (Ri—y) (Z 41—z
o = (an)® (7)) T B ) ), (o)

com 77 = 30 Bty + 8(b+ w;) /(1 +D).
Assim, a funcao de verossimilhanga £(0;D*), utilizando (6.9), é aproximada por

m

£.0:D") n{@mmb»%exp{—r; (5 - (550)))

=1

n (1—2;)
g <y> Lag, (y)* h(v(rs), )7 (1= h(v(r:), 7)) )

— o\ L (zitni—niz; — vy (i) (2 +1-2
g™ () e ) (1 g ey )}, (6.10)
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com nf = S0 Braiy + 6(bp + w;) /(1 +b).

A fungao de verossimilhanga aproximada (6.10), baseada nos dados latentes, possibilita
a condugao de um processo inferencial bem definido.

Usando a parametrizagdo ¢ = log(7), para a estrutura de correlagdo exponencial ou
Gaussiana, ou ¢ = log(y/(1—7)), para a estrutura de correlagao AR continua, o parametro
v pode ser estimado sem restricao. Considerando, ainda, a parametrizacao 1 = log(c?),
o parametro o2 pode ser estimado sem restricao.

Assim, funcao de log-verossimilhanca para 8* = (¢, 6, i1, %, Bo, . .., Bk) ', condicionado
aos dados completos, D* = (m,n,y, z,z,w, )", é dada por

i=1

+(1 — z;)log(1 = h*(v(ri), ) + (ni — i) <% +1-— Zi> log(1 — 971(77”)

7

arlog(h (o7, 6) + 2 s+ i = ) los(a™ 1)} (6.11)

n;

na qual h*(v(r;), ¢) é similar a fungao h(v(r;), ), apresentada na Tabela 2.2, considerando
a parametrizagdo v = exp{¢}/(1 + exp{¢}) ou v = exp{od} e n = Zﬁ:o Brxir + 0(bp +
w;)/(1+b).

Um método inferencial é desenvolvido para obter os estimadores de méxima verossimi-
lhanca, seus respectivos intervalos de confianca assintéticos, intervalos de confianga basea-
dos em reamostragem e intervalos de confianga baseado na fun¢ao de log-verossimilhanca
perfilada para os (k+5) parametros do modelo de regressao binomial correlacionada adi-
tivo estrutural normal. O método esta baseado em uma estratégia de dados aumentados
e no algoritmo EM. Uma analise de diagnostico é desenvolvida envolvendo anélise de
residuos e medidas de influéncia global. E apresentado ainda dois critérios de seleciao de
modelos.

6.3 Estimacao via algoritmo EM

Uma metodologia usual para estimagao de parametros na presenca de variaveis latente
¢ o algoritmo EM (Tanner, 1996). Este método consiste em dois passos, a esperanga,
passo E, e maximizacao, passo M. No passo E é determinado o valor esperado da log-
verossimilhanga aproximada com os dados completos, £,(0*; D*), condicionado aos dados
observados, D, e um valor inicial para 6*, 8.

Como a variavel latente, Z;|U;, segue uma distribui¢ao de Bernoulli com parametro 7,
entdo E(Z;) =1;,i=1...,m, expresso em (6.5). Assim, o passo E é dado por
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E (£.(0;D")|6©, D)

{5 s (- (555)

+(1 — 1) log(1 — h*(v(r:), ¢)) + (n: — yi) (;—Z +1- Ti) log(1 — g~ (n}))

+7ilog(h" (v(r:), 6)) + 2 (73 + i — mim) log<g-1<n;>>} , (6.12)

1y

na qual h*(v(r;), ¢) é similar a fungao h(v(r;),7), apresentada na Tabela 2.2, considerando

a parametrizacdo v = exp{¢}/(1 + exp{¢}) ou v = exp{¢p}.

A funcao resultante do passo E depende do vetor de parametros, 8*, dos dados obser-

vados, D, e do vetor latente, 7 = (7'1(0), o ,7',(,3))

T, No passo M, a maximizacao direta
desta funcao resultante é feita com respeito ao vetor de parametros 6%, fornecendo uma
atualizacdo de 8, 8 e, portanto, uma atualizacio do vetor 70, (). As estimativas
dos parametros sao obtidas iterativamente repetindo estes dois passos até que os critérios
de convergéncia sejam atingidos.

No Apéndice E.1 apresentamos a implementagdo usando o programa R (R Devel-
opment Core Team, 2011) para obter os estimadores de maxima verossimilhanca dos

parametros.

6.4 Intervalos de confianca

Nesta se¢ao, os intervalos de confianga assintoticos dos estimadores de méaxima veros-
similhanga sao calculados para os (k + 5) parametros presentes no modelo de regressao
binomial correlacionada aditivo estrutural normal por meio da metodologia proposta por
Louis (1982), baseada na fungao de verossimilhanga aproximada com dados aumentados,
expressa em (6.10). Também sao considerados os intervalos de confianga bootstrap e via
log-verossimilhanca perfilada.

No Apéndice E.2 apresentamos a implementagao usando o programa R (R Develop-
ment Core Team, 2011) para obter os intervalos de confianga discutidos nesta segao.

6.4.1 Intervalos de confianca assintéticos

Sob as condigoes de regularidade (ver Apéndice A), a distribuigdo assintética para
V(0 — 6) ¢ uma distribuicio Normal multivariada Ny,5(6,1(8)7), em que 1(8) ¢é a
matriz de informacao (Cox & Hinkley, 1979), que pode ser aproximada pela matriz de in-
formagao observada de Fisher, J,(6). Para o modelo de regressao binomial correlacionada
aditivo estrutural normal a matriz J,, com dimensao (k+5) x (k+5), utilizando a fungao

de verossimilhanca aproximada com dados completos, é dada pela matriz

.. g

920,(0; D*)
2007

90,(0:D*) 00, (0; D)

Jo(0) = —E 00 00

)

0=0
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que pode ser aproximada via Monte Carlo por

Q 2 * Q * *
0%(,(0; D) (% (0:D;) 0, (6;D:) "
J2(6) = 6.13
-5 Z 06| "o Z B Lo (613
0=6 6=0
sendo D; = (D,yz)",q=1,...,Q,com 2, = (214, - - -, Zmg) | € 2ig ~ Ber(r;),i=1,...,m,
com 7; obtido em (6.5) Con51derand0 pi =g~ (Zf:o T+ 0(+w;)/2), pi = h(v(r;),),

e

0L, (0; D* 7 o ’ -
(agl ) _ ;{fl(él) gac(1 )[i(“m nizig) [97"(n7)]

—(ni — 2ig) (Zqul ) 1—g 107;“)}1}

82660(0;1)*) — Z{fQ(Cl’CQ) + |:|:g—1(n’zk)j|_l 829_1(7ﬁ) _ [9_1(77@ )] -2 898 (771*) ag_l('fﬁk)

0C10C, 0C10C, G ¢y

i=

190%™ ()

X P (i + i — izig) — [[1 —g ()] +—g )]

i 0¢10Cs
dg~'(n}) 09" (n;) (zzq )
% 7 7 . — + 1 — ’
o o |,
com (; e (o assumindo os parametros d, 1, 02, 3, e B, comr,s = 0,.... ke fi((1) e fo((1, &)

sao apresentadas na Tabela 6.1,

oUe; DY) ) 9h(u(ri), ) Gg Lz
N E Z{ Oy {h(v(ri),y) 1—h(v(ri),y)]}

i=1

02((6; D*) i”: { 02h(v(r;), )

* [W} e e }

02, (0|D*)
9GOy

Devido a ortogonalidade entre os parametros, as derivadas sao todas iguais a
ZEro.
As derivadas de primeira ordem, em relagao aos parametros presentes na funcao de

ligacao, d, 1 e (., para a fungao de ligagao logito sao dadas por

g~ (n})
5,

_ Og~'(n7) _ bu+w Og~'(n;) _ bo
— xerlog 95 - 1+ b Alog a,u - 1+ bAlog
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Tabela 6.1: Fungoes auxiliares no calculo das derivadas da funcao de log-verossimilhanca

aumentada.
Wy — [ _—02(1+b)+w?—2wiu+u2
filp) = m f1(02) = 2(62)2(1 + b)
B 1 o2 (1+b) — 2w? — 2p® + dpw;  p—w;
fa(p, p) = —m f2(027‘72> = 2(02)3(1 + b) f2(M7U2) = (c2)2(1 +b)

Para as combinagoes envolvendo ., 85 e § temos f1(.) e fo(.) iguais a zero.

As derivadas de segunda ordem, em rela¢ao aos parametros 0, i, G5, e Bs s,7 =0,...  k,

para a funcao de ligacao logito sao dadas por

Pg () g7 (7)) bp+w;
—aﬂraﬁs l’z‘rl'isBlog 8@86 = 1rb xiTBlog
Pgtm) _ b0 Py~ () (bp+wi)
- xWBlog = Blog
I, 01 1+b 9606 (1+0b)2
09~ (n;) 0% (i) _ _b%*
— s (b )—(1+b B i) B
o0 (g oy O0r 00 = (14 5)Chog) Biog ouop (14D e

As fungoes Aoy, Biog € Ciog presentes na derivadas de primeira e segunda ordem da
funcao de ligacao logito sao apresentados na Tabela 6.2.

Tabela 6.2: Funcoes auxiliares no célculo das derivadas, para a ligagao logito.

Alog = eXP{Uf} [1 =+ eXP{Uf}}_Q
Biog = —exp{n}} [exp{n;} — 1] [1 + exp{n;}]°
Clog = (exp{n;} + 1)(exp{n;} - 1)~*

As derivadas de primeira e segunda ordem em relacao as estruturas de correlacao sao
apresentadas na Tabela 3.3.

O intervalo de confianca assintotico, com nivel de confianga de 100 x (1 — «)%, para
o r-ésimo componente do vetor de parametros 8, 0,, r = 1,...,k + 5, pode ser calculado

Or £ Zajor/ Ty (), (6.14)

em que Z,/2 ¢ o valor do (a/2)-ésimo quantil superior da distribuicdo Normal padrao e

utilizando

~ ~

Ja’(i)(B) é o r-ésimo elemento da diagonal principal da inversa de J;(0), que corresponde

ao estimador da variancia do estimador de interesse.

6.4.2 Intervalos de confianca bootstrap

Os intervalos de confianga bootstrap nao-paramétrico para os parametros do modelo de
regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal sao obtidos de forma analoga

a descricao apresentada na Sec¢ao 3.2.2.
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6.4.3 Intervalos de confianca perfilados

Os intervalos de plausibilidade para os parametros do modelo de regressao binomial
correlacionada aditivo estrutural normal sao construidos de forma anéloga & descrita na

Secao 3.2.3, considerando a fung¢ao de verossimilhanga apresentada em (6.4).

6.5 Teste de hipotese

Ao ajustar um modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal
consideramos a suposicao de significincia do coeficiente da covaridvel medida com erro, 9.
Porém, tal suposicao pode nao ser satisfeita, ou seja, um ajuste do modelo de regressao
binomial correlacionada poderia ter sido considerado. Uma forma de verificar esta su-
posicao é testar as hipoteses Hy : 6 = 0 contra H; : § # 0 utilizando o teste de razao de

verossimilhanga, por meio da estatistica
LR; = —2 {e(é; D) — £,(6; D)} , (6.15)

sendo E(é;D) = log{ﬁ(é;D)} a funcao de log-verossimilhanca do modelo de regressao
binomial correlacionada (expressao (2.4)) avaliado nos respectivos estimadores de mé-
xima verossimilhanca fornecidos por este modelo; £,(8; D) = log{L,(8; D)}, a funcao de
log-verossimilhanga avaliada no vetor de estimadores de maxima verossimilhanca, 6. A
estatistica de razao de verossimilhanga L R; segue, assintoticamente, uma distribuigao x3.
A hipotese H, é rejeitada para grandes valores da estatistica de teste LRj.

6.6 Diagnosticos

Entre as suposi¢oes impostas na construcao do modelo de regressao binomial correla-
cionada podemos ressaltar: (i) a suposi¢ao de independéncia entre as variaveis resposta,
(ii) a suposi¢ao que as variaveis resposta seguem uma distribui¢do binomial correlacionada,
BC(n;, pi, pi), (iil) a suposigao de correlagao positiva entre as variaveis de Bernoulli dentro
do cluster, p; > 0, (iv) fungao de ligacao, (v) estrutura de correlagao, e (vi) a significAncia
do parametro corresponde a covariavel medida com erro, d # 0. Nesta se¢do uma analise
de diagnostico é proposta para a verificagao dos pressupostos (i)-(vi), além de identificagao
de outliers e/ou observagoes influentes.

A suposigao que p; > 0 é verificada ao observar a significancia do parametro da
estrutura de correlagao, v, por meio dos intervalos de confianca obtidos na etapa de
estimacao. Para os casos em que esta suposicao nao for satisfeita, isto é, v =1 ou v = 0,
o modelo de regressao binomial usual pode ser considerado. Também pode ser verificado
por meio dos intervalos de confianca a significancia do parametro d, se esta suposi¢ao nao
for satisfeita, isto é, 6 = 0, o modelo de regressao binomial correlacionada, proposto no

Capitulo 2, deve ser considerado.
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A detecgao de observagoes influentes ¢ feita utilizando a distancia de Cook generalizada
e a distancia da verossimilhanga (Zhu et al., 2001) envolvendo observagoes deletadas (Cook
& Weisberg, 1982).

6.6.1 Residuos

Nesta secao, dois tipos de residuos sao construidos para o modelo de regressao binomial
correlacionada aditivo estrutural normal. Um residuo que depende do valor esperado de
Y; e um outro residuo baseado na deviance.

Nos casos simulados, ambos os residuos se mostraram eficientes na deteccao de ob-
servagoes influentes (casos perturbados). No caso de dados nao perturbados, os residuos
baseados nos valores preditos sao mais sensiveis as caracteristicas das observagoes, en-
quanto que os residuos deviance sao mais robustos. Ou melhor, residuos deviance s6
identificam um caso como outlier quando o mesmo se destaca muito das demais obser-
vacoes.

Treés graficos, baseados nos residuos padronizados, podem ser utilizados para verificar
as suposicoes iniciais e identificar mé especificagao do modelo. Os graficos (i) residuo
contra a ordem das observagoes, quando a mesma esta disponivel, para identificacao de
dependéncia temporal das observagoes; (ii) residuo contra fungdo das covariaveis, para
verificar a necessidade de inserir outras fun¢oes de covaridveis, além da linear, na parte
sisteméatica do modelo; (ii) residuo contra valores preditos, onde espera-se que o conjunto
de residuos esteja proximo de zero. Se isso nao ocorrer é uma indicagao de que o modelo

estd mal ajustado aos dados.

Residuos baseados nos valores preditos

O residuo padronizado baseado no valor predito para o modelo de regressao binomial
correlacionada aditivo estrutural normal é definido como
rSPP — Yi — iP;

: L oi=1,...,m, (6.16)
Voi(L = pi){ni + pini(n; — 1)}

em que o par (y;, n;) sdo informagoes da i- esnna observacao, p; = ¢ I(Zf:o Boxir+0 (bir+
w;)/(14 b)) e p; = h(v(r;),5), sendo 8, fi, 02, By, v = 0,...,k, e % os estimadores de
maxima verossimilhanca de d, i, 02, 3., 7 =0,...,k, e v, respectivamente.

Residuos deviance

O residuo deviance padronizado para o modelo de regressao binomial correlacionada
aditivo estrutural normal é definido por

sinal (yz - nzﬁz)\/an(yla D(Z)? ”A% /:L7 Oj2) - 26&(/67 67 D(Z)a ’AV’ ﬂ? 02) .
Tfpd: — - = , 1=1,...,m,
VDi(1 = pi){ni + pini(n; — 1)}

sendo
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ga(yi; D(z)7 777 /la 0-2) =

1 ~2 1 (wf (bt + w;)* ni\ (vi\”
§log(27ra (140)) 252 (7 + u (m + log " TL_,

. (1 - 2) (1 = h(o(re), 7)) + (y—) g (1 - %) o h(v(rmum(ya},

ny;

a funcao de log-verossimilhanga aproximada saturada, considerando para a estimacao do
pardmetro p; a proporcao y;/n; do i-ésimo cluster e os valores dos parametros v, u e o>
seus respectivos estimadores de méaxima verossimilhanca, 4, i e 6% éa(B, 5 Dy, Y, it JA?)
é a funcao de log-verossimilhanga aproximada avaliada nos estimadores de méxima ve-
rossimilhanca com p; = g’l(Zfzo Brtiy 4 0(bfi +w;) /(1 + b)) e pi = h(v(r;),%), sendo 9,
it UA?, B,,, r=0,...,k e #4 os estimadores de maxima verossimilhanca de 6, i, o2, f3,,
r=0,...,k, e, respectivamente; e Dy = (n;, y;, Ti, w;, r;)| é a informacao disponivel

da i-ésima observacgao.

6.6.2 Diagnostico de influencia global

Nesta se¢ao, apresentamos duas métricas para avaliar a influéncia global das obser-
vagoes na estimativa dos parametros no modelo de regressao binomial correlacionada, a

distancia de Cook generalizada e a distancia da verossimilhanga (Zhu et al., 2001).

Distancia de Cook Generalizada

A distancia de Cook generalizada, similar ao apresentado na Se¢ao 3.4.2, é dada por
~ A\ T N ~ ~
Ci = (05— 8) Ju(6) (6~ 6)

em que é(_i) ¢ o estimador de maxima verossimilhanca de 8 baseado em L(8;D*), apre-
sentada em (6.8), com a i-ésima observacao (n;, y;, &, w;, 7;) " deletada e J,(0) é a matriz
de informacao de Fisher observada dada em (6.13). Quando o nimero de clusters, m, é

grande, Cook & Weisberg (1982) sugerem a seguinte aproximagao para é(,i):

Oy =0+ J.0)7TUO ), (6.18)
em que
A 5&(0, D —q )
U(8-i) = T()
0=6_)

O vetor de escores, U(0(_;)), com a i-ésima observacao deletada, tem dimensao (k +5) e
os termos sao dados por:

0a(0;D ) _ [ 0Oh(v(ri),7) [-A + B
- & }

oy [C+D]

i=1
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e

RO Do) :{mm + 20 g ) = (=1 - g-1<n:>>-1]
0| Lt - BB - gy o+ Drl},

com (; assumindo os parametros 6, i, 0% e 3, com r,s = 0,..., k; fi1((1) conforme mostra

a Tabela 6.1; A, B, C' e D como descritos na Tabela 3.1. As derivadas presentes nestas
fungoes sao mostradas na Segao 6.4.

Usando a aproximagao apresentada em (6.18), a distancia de Cook generalizada, C;_,,,
¢ reescrita como

Crupy = U(Oi)  Ja(O)U(O_y).

app

Distancia da Verossimilhanga

A distancia da verossimilhanca é dada por
LD; = 2{(,(6:D) = £u(0: D) } (6.19)

na qual £,(0; D) e £,(8_y; D) sio a fungio de log-verossimilhanga aproximada avaliada
no estimador de maxima verossimilhanga, é, e no estimador de maxima verossimilhanca
com a i-ésima observacao (n;, y;, T;, w;, ;)" deletada, respectivamente.

A i-ésima observacao é considerada como influente se o valor da distancia de Cook
generalizada ou o valor da distancia da verossimilhanca é grande. Estes valores podem
ser comparados com os valores criticos da distribuicdo x7_ 5.

6.7 Critérios de selecao de modelo

O critério de informacgao Bayesiano (BIC') e o critério de informagao de Akaike (AIC')
podem ser utilizados para selecionar o melhor modelo de regressao binomial correla-
cionada. O BIC' é calculado pela expressao

BIC = —2£,(6; D) + (k + 5) log(m), (6.20)

em que £, (0; D) é o valor da fungao log-verossimilhanga aproximada avaliado no estimador
usual de méaxima verossimilhanga, (k + 5) é o nimero de parametros no modelo e m é o

numero de clusters. O AIC é calculado pela expressao

AIC = —20,(0; D) + (k +5). (6.21)
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6.8 Estudos de simulacao

Nesta secao, consideramos um estudo de simulacao com uma amostra para ilustrar
o processo de estimacao e o desempenho das medidas de diagnostico propostas para o
modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal. Um outro estudo
com 300 amostras é realizado para analisar as propriedades frequentistas dos estimadores

de maxima verossimilhanca e seus intervalos de confianca.

Dados simulados

A geragao da amostra envolve m = 100 clusters com as variaveis resposta, Y;|U;, i =
1,...,100, seguindo uma distribui¢do BC'(n;, p;, p;), com n; gerados de uma distribui¢ao
Uy(30, 50). O parametro da estrutura de correlac¢ao utilizado na simula¢ao é v = 0,5 e
v(r;) assumindo valores de uma distribuigao U(0,2). Duas covariaveis sdo consideradas, ;;
e w;, a covariavel x;; assumindo valores de uma distribuicao N(0,1) e a covariavel observada
com erro w; = u; + €, com u; assumindo valores de uma distribuigao N(1;0,5) e ¢;
assumindo valores de uma distribui¢ao N(0;0,5), ou seja, consideramos b = 1, a variancia
do erro é igual a variancia da covariavel nao observada. Os valores dos coeficientes de
regressao sao Fy = 1, /1 = —1 e 6 = 1. Sao considerados neste estudo a fungao de ligagao

logito e a estrutura de correlacao exponencial.

Estimacao

O modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal com fungao
de ligacao logito e estrutura de correlacao exponencial é considerado na anélise, com 3000
iteracoes para aproximagao de Monte Carlo para construcao dos intervalos de confianca
assintoticos, B = 100 reamostras para construcao dos intervalos de confianca bootstrap e
B = 5000 valores em torno dos estimadores de méaxima verossimilhanga para construcao
dos intervalos de confiancga perfilados.

Tabela 6.3: Estimativas de méaxima verossimilhanca e intervalos com confianca de 95%
para os parametros v, 6, i, 02, By e fi.

Parametros | Valor  EMV IC 95% via IC 95% via IC 95% via
real L,(0;D*) bootstrap perfilada
~ 050 0595  (0,392;0,797) (0,463 ; 0,803) (0,419 ; 0,821)
6 1,00 1,032 (0,686 ; 1,378) (0,455 ; 1,324) (0,903 ; 1,168)
1 1,00 1,047  (0,852;1,242)  (0,885;1,215) (0,885 ; 1,212)
o? 0,50 0,495 (0,398 ; 0,592) (0,366 ; 0,585) (0,381 ; 0,662)
5o 1,00 0,872 (0,471 ; 1,273) (0,502 ; 1,391) (0,723 ; 1,030)
51 -1,00  -1,017 (-1,197;-0,838) (-1,214;-0,702) (-1,176 ; -0,856)

As estimativas de maxima verossimilhanca e os intervalos de confianca para os pa-

rametros do modelo ajustado sao mostrados na Tabela 6.3. Note que, os intervalos de
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confianca contém o verdadeiro valor dos parametros. E importante ressaltar que os in-
tervalos de confianca dos parametros da estrutura de correlagao, ~, e do coeficiente de
regressao da variavel contaminada com erro, §, nao contém o valor zero, corroborando
com a necessidade de ajuste de um modelo binomial correlacionada aditivo estrutural

normal.

Analise de residuos

(a) (b)
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Figura 6.1: (a) residuos padronizados versus valores preditos, (b) residuos deviance

padronizados versus valores preditos.

Os graficos de residuos contra valores preditos sao apresentados, para cada tipo de
residuos, discutidos neste trabalho (ver Segao 6.6.1). Os graficos dos residuos contra
valores preditos, apresentados nas Figuras 6.1a e 6.1b, verificam a coeréncia do modelo
proposto e a auséncia de outliers. Observe que ambos os residuos padronizados nao
indicam observagoes aberrantes, principalmente os residuos deviance padronizados, pois

estao mais proximos de zero.

Diagnésticos de influéncia

Nessa sec¢ao, examinamos o desempenho das medidas de diagnodsticos de influéncia, a
distancia de Cook generalizada e a distancia da verossimilhanga. Para isto, a observagao
49 foi perturbada, criando, assim, uma observacao influente no conjunto de dados. A
perturbagao foi feita na covariavel w;, na forma wyy = wg9 + 5sd(w), em que sd(w)
corresponde ao desvio padrao da covariavel w;. As duas combinacoes com a presenca e
auséncia desta observacao perturbada foram usadas para formar dois novos conjuntos de
dados. Estes novos conjuntos de dados foram utilizados na obtencao de estimativas dos
parametros do modelo.

A Tabela 6.4 apresenta os estimadores de méaxima verossimilhancga e a mudanca rela-
tiva da estimativas dos pardmetros em relagao aos dados originais. Observe os impactos
ocorridos nos parametros § e o2, que estao diretamente relacionados & covariavel w.

Como mencionado na Segao 6.6.2, valores altos da distancia de Cook generalizada e

da distancia da verossimilhanca evidenciam a presenca de pontos influentes no conjunto
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Tabela 6.4: Estimador de maxima verossimilhanca e mudanca relativa em relacao aos
dados originais simulados.

Casos perturbados %
Parametros {Nenhum} Caso {49} mudanca
~ 0,595 0,577 23,025
5 1,032 0,573 A4 ATT
[ 1,047 1,097 4,776
o2 0,495 0,662 33,737
Bo 0,872 1,309 50,115
8 1,017 -0,937 7,866

de dados. Uma ilustracao do caso analisado na Tabela 6.4 é apresentado na Figura 6.2.
A Figura 6.2a mostram as distancias de Cook generalizada e a Figura 6.2b mostram as
distancias da verossimilhanca para o conjunto de dados original. A Figura 6.2c mostram as
distancias de Cook generalizada e a Figura 6.2d mostram as distancias da verossimilhanca
para o conjunto de dados considerando a perturbagao na obervacao 49. Observamos, nas
Figuras 6.2c e 6.2d, valores sensivelmente mais elevados para a observagao 49.
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Figura 6.2: Dados originais simulados: (a) distancias de Cook generalizada, (b) distan-
cias da verossimilhanga; Dados com a observacao 49 perturbada: (c) distancias de Cook
generalizada, (d) distancias da verossimilhanga.
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2

Flutuacao na variancia do erro, ¢°, com diferentes valores de b

O modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal deve ser
considerado ao inserir uma covariavel com erro de medida na forma aditiva, como formu-
lado no Capitulo 6, na modelagem da probabilidade de sucesso do cluster. Nesta se¢ao,
apresentamos para a particular amostra simulada, descrita na Secao 6.8, o impacto do
aumento do erro de medida no estimador do coeficiente de regressao, 9, da variavel con-
taminada. Para esta analise foram considerados quatro valores de o2, sendo estes 0,25,
0,50, 1,00 e 2,00, e quatro valores de b, sendo estes 0,10, 0,25, 0,50, 1,00. A anéalise é
conduzida considerando o modelo correto, MRBCAEN, e o MRBC, proposto no Capitulo
2. Os resultados sao apresentados na Tabela 6.5. Fica evidente nos casos analisados o
vicio na estimativa do parametro ao considerar o MRBC, apenas o modelo de regressao
binomial correlacionada aditivo estrutural normal é capaz de captar o aumento do erro
de medida.

Tabela 6.5: Estimador de méaxima verossimilhanca de § via MRBCAEN e MRBC con-

siderando diferentes valores para o? e b.

Var(e;) = bo?  Valor MRBCAEN MRBC
b o? real EMV IC, EMV IC,
0,25 1,00 0,902 ( ) 0,820 (0,507 ; 1,133)
0,50 1,00 0,931 ( ) 0,838 (0,640 ; 1,037)
1,00 1,00 0,937 ( ) 0,852 (0,691 ; 1,014)
0,10 2,00 1,00 0,931 ( ) 0,846 (0,724 ; 0,968)
0,25 1,00 0,935 ( ) 0,748 (0,450 ; 1,047)
0,50 1,00 0,954 ( ) 0,763 (0,553 ; 0,973)
1,00 1,00 0,954 ( ) 0,763 (0,614 ; 0,912)
025 2,00 1,00 0,923 ( ) 0,738 (0,630 ; 0,847)
0,25 1,00 0,977 (0,570 ;1,384) 0,652 (0,372 ;0,931)
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0,50 1,00 0,987 0,658 (0,464 ; 0,853
1,00 1,00 0,984 0,656 (0,520 ; 0,792
0,50 2,00 1,00 0,930 0,620 (0,524 ; 0,717
025 1,00 1,029 0,515 (0,264 ; 0,765
0,50 1,00 1,032 0,516 (0,342 ; 0,690
1,00 1,00 1,031 0,515 (0,395 ; 0,635
1,00 2,00 1,00 00955 0,477 (0,394 ; 0,560

Com o intuito de apresentar uma anélise mais detalhada em relagao a propriedade fre-
quentista dos intervalos assintéticos do estimador de méxima verossimilhanca do MRBC,
apresentados na Secao 3.2, na estimacao do parametro ¢, realizamos um estudo de simu-
lacao similar ao processo apresentado na Se¢ao 3.6.1, no qual sao utilizadas 300 amostras
geradas de forma anéloga a descricao apresentada na Segao 6.8, exceto por considerar
diferentes valores para a variancia do erro, diferentes proporcoes do erro de medida e di-

ferentes estruturas de correlagao. Os resultados da Tabela 6.6 mostram claramente que o
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aumento da proporcao do erro de medida (b) e do valor da variancia do erro (¢2) causam
vicio na estimativa do coeficiente de regressao correspondente a covariavel medida com
erro, 0, impactando nas estimativas das probabilidades de cobertura, evidenciando que
o modelo usual tem dificuldade em estimar corretamente o coeficiente de regressao da
variavel medida com erro para valores da variancia maior que 10% do valor da variancia

do processo sem erro.

Tabela 6.6: Estimativa da probabilidade de cobertura dos intervalos com confianga assin-
toticos de 95% (PC e PC,) do estimador de méxima verossimilhanga de ¢ via MRBC, com
3000 iteragoes para aproximacao de Monte Carlo para construgao dos intervalos de con-
fianga assintoticos, para diferentes valores da variancia do erro (0?), diferentes proporgoes

de erro (b) e diferentes estruturas de correlagao.

Var(e;) = bo?  Exponencial AR Continua Gaussiana
b o’ pC PC, PC PC, PC PC,
025 0,9000 0,000 08733 08733 08767 0,8767
050  0,8400 0,8400 0,8067 0,8067 0,8467 0,8467
1,00 0,7000 0,7000 0,6567 0,6567 0,7567 0,7567
0,00 2,00 04833 04833 05200 05200 0,6667 0,6667
0,25  0,6467 0,6467 0,6467 0,6500 0,7433 0,7433
0,50  0,4667 0,4667 0,4333 10,4333 0,6100 0,6100
1,00  0,2567 0,2567 0,1767 0,1767 0,3867 0,3867
0,25 2,00 0,0900 0,0867 0,0800 0,0800 0,2200 0,2200
025 0,3500 0,3467 0,2367 0,2367 0,5000 0,500
0,50  0,1433 0,1433 0,0633 0,0633 0,2300 0,230
1,00  0,0400 0,0400 0,0167 0,0167 0,1100 0,1100
0,50 2,00  0,0133 0,0133 0,0067 0,0067 0,0233 0,0233
025 0,0567 0,0567 0,0233 0,0233 0,1400 0,1367
0,50  0,0067 0,0067 0,0033 0,0033 0,0367 0,0367
1,00 0,033 0,0033 0,0000 0,0000 00100 0,0100
1,00 2,00 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0067 0,0067

6.8.1 Propriedade frequentista dos estimadores de maxima veros-
similhanca

As estimativas das probabilidades de cobertura dos intervalos assintoticos, dos interva-
los bootstrap e dos intervalos perfilados foram construidas para o nivel de confianga fixado
em 95%. A determinagao das estimativas das probabilidades de cobertura foram obtidas
calculando a proporg¢ao de intervalos que continham o verdadeiro valor de cada um dos
parametros fixados na geracao dos dados, baseada em um processo de simulacao similar
ao descrito na Secao 6.8, exceto pelas estrutura de correlagao utilizadas, variancia do erro
e proporcao de erro em relagao a variancia do processo nao contaminado. O calculo da
proporc¢ao esta baseado na simulagao de 300 amostras com m = 500 clusters, sendo que
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para obtencao dos intervalos assintoticos foram consideradas 500 iteragoes para aproxi-
macao de Monte Carlo, para os intervalos perfilados foram considerados 500 valores em
torno dos estimadores de maxima verossimilhanca e para os intervalos bootstrap foram
consideradas 100 reamostragens da amostra original simulada. Nesta parte da anélise uti-
lizamos trés estruturas de correlacao, exponencial, Gaussiana e AR continua, trés valores
diferentes para a variancia do processo 02 = 0,25, 02 = 0,5 e 02 = 1, e dois valores para
a proporcao da variancia do erro de medida em relagao a variancia do processo b = 0, 10
eb=0,25.

Tabela 6.7: Estimativa da probabilidade de cobertura dos intervalos com confianga de
95% (PC,, PCy, PC,) considerando b = 0,10, para diferentes valores de o e diferentes
estruturas de correlagao.

Estrutura de correlagao exponencial
0?=0,25 o? = 0,50 o? =1,00
PC, pPC, PC, PC, PCy pPC, PC, PCy PC,

~ 091 094 095 093 090 095 091 094 0095
5 088 092 058 08 089 063 064 082 0,60
@ 0,72 070 074 049 047 0,68 0,10 0,09 025
o2 094 094 09 081 073 087 038 037 048

Bo 0,86 0,91 0,51 0,79 0,88 0,55 0,76 0,85 0,59
61 0,90 0,93 0,80 0,83 0,90 0,70 0,70 0,80 0,56
Estrutura de correlagdo Gaussiana

02 =0,25 0% =0,50 0% =1,00
PC, PCy PC, PC, PCy PC, PC, PCy PC,
~v 0,95 0,91 0,94 0,92 0,93 0,91 0,91 0,93 0,87
6 0,82 0,88 0,50 0,80 0,89 0,60 0,65 0,89 0,59
pwo 0,67 0,63 0,71 0,41 0,46 0,65 0,08 0,10 0,21
o 0,94 0,92 0,93 0,79 0,84 0,89 0,46 0,35 0,54
Go 0,83 0,87 0,43 0,79 0,85 0,50 0,72 0,89 0,56
61 091 0,90 0,76 0,88 0,92 0,74 0,63 0,89 0,48

Estrutura de correlagdo AR continua

02 =0,25 o2 =0,50 o2 =1,00

PC, PCy PC, PC, PCy PC, PC, PCy PC,

[\

v 093 092 092 091 095 091 092 091 091
§ 088 093 058 084 08 069 079 078 0,74
@ 071 070 073 048 049 0,68 0,09 007 0,19
o2 095 095 091 084 08 090 039 038 050

B 088 090 058 088 08 062 08 082 0,68
B 093 094 084 089 093 081 08 084 0,68

Probabilidade de cobertura nominal de 95%.
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Os resultados apresentados nas Tabelas 6.7 e 6.8 indicam que as estimativas das pro-
babilidades de cobertura para os intervalos utilizados neste trabalho estao mais proximos
da cobertura nominal ao considerar a variancia menor, ou seja, o2 = 0,25, exceto para
o parametro pu, para todas as estruturas de correlacao. Esta proximidade da cobertura
nominal é sensivelmente diminuida para os pardmetros presentes na funcao de ligagao,
Bo, Bi, 0, u e o® com o aumento da varidncia do processo (02 = 0,50 e 02 = 1,00) e do

d did i iancia d ¢ dad bo? fi E
erro de medida consequentemente, pois a varidncia do erro é dada por bo?, conforme ja

discutido anteriormente.

Tabela 6.8: Estimativa da probabilidade de cobertura dos intervalos com confianga de
95% (PC,, PCy, PC,) considerando b = 0,25, para diferentes valores de o e diferentes
estruturas de correlacao.

Estrutura de correlagao exponencial
02 =0,25 o2 =0,50 o2 =1,00
PC, pC, PC, PC, PCy PC, PC, PCy PC,

v 09 091 09 08 08 095 089 087 0093
§ 08 08 056 079 089 057 056 078 0,50
© 072 069 089 050 055 062 012 0,15 0,22
o2 092 093 091 089 08 093 049 052 058

Go 0,84 0,89 0,45 0,86 0,91 0,59 0,83 0,91 0,58
61 0,88 0,91 0,76 0,82 0,89 0,65 0,61 0,79 0,43
Estrutura de correlagdo Gaussiana

0?=0,25 o? = 0,50 o =1,00
PC, pPC, PC, PC, PCy pPC, PC, PCy PC,
~v 0,95 0,93 0,94 0,93 0,90 0,92 0,90 0,93 0,89
6 0,88 0,88 0,51 0,77 0,90 0,53 0,51 0,85 0,46
w o 0,66 0,71 0,79 0,52 0,52 0,70 0,12 0,12 0,25
o 0,93 0,93 0,95 0,85 0,80 0,89 0,53 0,46 0,61
Bo 0,88 0,87 0,44 0,81 0,90 0,51 0,77 0,84 0,58
61 0,90 0,95 0,78 0,80 0,93 0,64 0,58 0,83 0,42

Estrutura de correlagdo AR continua

02 =0,25 o2 =0,50 o2 =1,00

PC, pC, PC, PC, PCy pPC, PG, PCy PC,

[\

v 0,95 0,92 0,95 09 089 0,93 0,91 0,88 0,92
o 091 0,91 0,54 0,87 0,87 0,69 0,71 0,75 0,65
w071 0,66 0,87 0,56 0,47 0,70 0,16 0,12 0,24
o2 097 093 0,96 0,85 0,84 0,90 0,54 047 0,63

Bo 0,89 091 0,56 0,90 0,88 0,61 0,82 0,86 0,69
G/ 088 093 0,78 0,84 0,88 0,72 0,75 0,70 0,59

Probabilidade de cobertura nominal de 95%.
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Tabela 6.9: Média dos erros quadraticos médios (EQM,) e média dos vicios dos esti-
madores de méxima verossimilhan¢a considerando b = 0,10, para diferentes valores da

variancia do erro e diferentes estruturas de correlacao.

Estrutura de correlagao exponencial
0?=0,25 o? = 0,50 o?=1,00
EQM, Vicio EQM, Vicio EQM, Vicio

v 0,0570 -0,0145 00562 -0,0153 0,0560 -0,0197
5 01577 -0,0787 0,1145 -0,0856 0,0885 -0,0941
g 0,0249 -0,0328 00375 -0,0652 0,0662 -0,1428
o2 0,158 -0,0038 0,036 -0,0279 0,0737  -0,1240

Bo 0,1576  0,0915 0,1129 0,0843  0,0862 0,0765
61 0,0775  0,0176  0,0771  0,0389  0,0839  0,0845
Estrutura de correlagdo Gaussiana
02 =0,25 o2 =0,50 0?2 =1,00
EQM, Vicio EQM, Vicio EQM, Vicio

v 00347  0,0116  0,0348 0,0117 0,0346  0,0185
o 0,408 -0,0802 0,0998 -0,0740 0,0780 -0,0922
@ 0,0251  -0,0351  0,0377 -0,0672 0,0674 -0,1467
o?  0,0159 -0,0028 0,0316 -0,0295 0,0725 -0,1157

Go 0,1393 0,0829  0,0967 0,0706  0,0764  0,0723
61 0,0678  0,0253  0,0676  0,0414 0,0753  0,0889
Estrutura de correlagdo AR continua
02 =0,25 o2 =0,50 02 =1,00

EQM, Vicio EQM, Vicio EQM, Vicio
v 0.0467 -0,0059 0.0469 -0,0124 0,0463 -0,0066
0 0.2353 -0,0687 0.1708 -0,0909 0,1230 -0,0896
pwo 0.0250  -0,0340 0.0375 -0,0649 0,0670 -0,1455
o 0.0160  -0,0020 0.0314 -0,0279 0,0739 -0,1225
Go 0.2317  0,0892 0.1662  0,0983  0,1219  0,0758
61 0.1142  0,0167 0.1164  0,0401  0,1158  0,0817

[\

Nas Tabelas 6.9 e 6.10 apresentamos a média dos erros quadraticos médios via va-
ridncia estimada assintoticamente (EQM,) e média dos vicios dos estimadores de méaxima
verossimilhanga, considerando a funcao de ligacao logito, trés estruturas de correlagao,
trés situagoes diferentes para a variancia do erro de medida e para os valores da proporgao
do erro b = 0,10 e b = 0,25. Para determinar estes valores foram geradas 300 amostras
para cada cenéario. Em cada amostra foi calculado o estimador de méaxima verossimi-
lhanca, o EQM, e o vicio. Posteriormente, obtivemos a média destes 300 EQM,s e vicios,
para cada parametro. Os resultados mostram que os vicios médios e os erros quadrati-
cos médios médios para os parametros envolvidos na funcao de ligacao, By, fi, 0, p e o2
apresentam-se maiores que o parametro 7y, presente na estrutura de correlacao. Isso se
deve a influéncia direta do erro de medida nos estimadores de maxima verossimilhanca

destes parametros.
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Tabela 6.10: Média dos erros quadraticos médios (EQM,) e média dos vicios dos esti-
madores de méxima verossimilhanga considerando b = 0,25, para diferentes valores da

variancia do erro e diferentes estruturas de correlacao.

Estrutura de correlagao exponencial
0?=0,25 o? = 0,50 o?=1,00
EQM, Vicio EQM, Vicio EQM, Vicio

v 0,0565 -0,0129 00561 -0,0245 0,0554 -0,0283
5§ 01701 -0,0916 0,1214 -0,0825 0,0949 -0,1156
@ 0,0266 -0,0334 00404 -0,0690 0,0707  -0,1460
o2 00159 -0,0024 0,0315 -0,0211 0,0716 -0,1101

Go 0,1689  0,0980 0,1130  0,0664  0,0836  0,0594
61 0,0766  0,0214  0,0801  0,0517  0,0864  0,1054
Estrutura de correlagdo Gaussiana
02 =0,25 o2 =0,50 0?2 =1,00
EQM, Vicio EQM, Vicio EQM, Vicio

v 00346  0,0080 0,0346  0,0124 0,0345  0,0212
o 01443 -0,0732 0,1087 -0,0861 0,0865 -0,1174
@ 0,0270  -0,0393 0,0398 -0,0654 0,0709  -0,1459
o?  0,0159 -0,0035 0,0317 -0,0244 0,0707 -0,1051

6o 0,1422  0,0757  0,1026  0,0673  0,0754  0,0563
61 0,0677  0,0189 00,0695 0,05624 0,0783  0,1015
Estrutura de correlagdo AR continua
02 =0,25 o2 =0,50 02 =1,00
EQM, Vicio EQM, Vicio EQM, Vicio
~ 0,0461 -0,0047 0,0462 -0,0090 0,0462 -0,0167
0 0,2409 -0,0984 0,1720 -0,0730 0,1389 -0,1137
o 0,0268 -0,0347 0,0398 -0,0637  0,0697 -0,1415
o 0,0160 -0,0005 0,0314 -0,0245 0,0707 -0,1054
6o 02362 0,0991 0,1702 0,0606  0,1279  0,0733
61 0,1163  0,0303 0,1162  0,0600 0,1229  0,1034

[\

6.9 Analise de dados reais

Nesta secao iremos ajustar o conjunto de dados de planos de saude, apresentado na
Secao 5.5.1, considerando o modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural
normal com fungao de ligagao logito e estrutura de correlagao AR continua, supondo que
a covariavel custo médio padronizado dos exames, x;5 foi medida com erro.

As estimativas de méxima verossimilhanca e intervalos de confiancga para os parametros
do modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural normal com funcao de
ligacao logito e estrutura de correlagao AR continua sao mostradas na Tabela 6.11, para
o intervalo de confianca baseado na funcao de verossimilhanga com dados aumentados

foram consideradas 3000 iteracoes para a aproximacao de Monte Carlo, para o intervalo
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Tabela 6.11: Estimativas de maxima verossimilhanca e intervalos de confianca de 95%
para 7, 57 2 0-27 ﬁO € 51'

Parametros | EMV IC 95% via IC 95% via IC 95% via
Lq(0;D*) bootstrap perfilada
0% 0,223 (0,119 ; 0,327) (0,117 ; 0,334) (0,136 ; 0,334)
5 0,659 (0,330 ;0,088)  (0,235;0,991) (0,354 ; 0,996)
“ 0,000  (-0,155; 0,154)  (-0,165 ; 0,180)  (-0,144 ; 0,176)
o2 0,497 (0,388 ; 0,606) (0,348 ; 0,649) (0,407 ; 0,638)
N 23,821 (4,408 ; -3,235) (-4,535 ; -2,983) (-3,966 ; -3,645)
b1 0,210 (0,033 ;0,387)  (-0,060 ; 0,410) (0,194 ; 0,258)

de confianca bootstrap foram considerados 100 reamostras, para obter os intervalos de
confianga perfilados foram considerados 5000 valores em torno do estimador de méxima
verossimilhanca e adotamos b = 1. E importante observar que os intervalos de confianca
para o parametro da estrutura de correlagao, v, e coeficiente de regressao, ¢ da covariavel
contaminada nao contém o valor zero, confirmando a necessidade do ajuste de um modelo
binomial correlacionada aditivo estrutural normal.

Os residuos padronizados baseado nos valores preditos e os residuos deviance padroniza-
dos sao apresentados na Figura 6.3a e na Figura 6.3b. A especificagdo do modelo e a
presencga de outliers sao observados ao examinar os residuos contra os valores preditos.
Ambos os graficos indicam uma boa especificagao do modelo.
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Figura 6.3: (a) residuos padronizados via valores preditos versus valores preditos, (b)
residuos deviance padronizados versus valores preditos.

Para identificar observacoes influentes no conjunto de dados, as distancias de Cook
generalizada e distancias da verossimilhanca foram obtidas e sao apresentadas na Figura
6.4. Os valores obtidos indicam que o maior valor da distancia de Cook e da distancia da
verossimilhanca sao 1,045 e 0,475, respectivamente, para o caso 85.
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Figura 6.4: (a) distancias de Cook generalizada; (b) distancias da verossimilhanca.



Capitulo 7

Consideracoes finais e propostas futuras

Consideragoes finais

Para modelar dados cujas respostas sao frequéncias de eventos que ocorreram em
clusters independentes com presenga de covariaveis, geralmente utilizamos o modelo de
regressao binomial usual. Porém, uma suposicao relevante no ajuste do modelo de re-
gressao binomial usual é a independéncia entre os ensaios de Bernoulli. Para situacoes
em que a independéncia nao é admissivel, como presentes nos conjuntos de dados reais
de inadimpléncia e de planos de satide, propomos o modelo de regressao binomial correla-
cionada. Esta estrutura de regressao, além de modelar a probabilidade de sucesso de um
evento de interesse para um determinado cluster por meio de covariaveis, permite inserir
uma estrutura de correlacao para modelar a relacao de dependéncia existente entre os
eventos de Bernoulli dentro dos clusters.

Neste trabalho, desenvolvemos o modelo de regressao binomial correlacionada e usamos
abordagens classica e Bayesiana no processo de ajuste do modelo. Propomos uma anélise
de diagnostico envolvendo residuos e medidas de influéncia. Estendemos o modelo de
regressao binomial correlacionada para o caso em que uma covariavel medida com erro é
inserida na modelagem. O modelo de regressao binomial correlacionada aditivo estrutural
normal é desenvolvido usando a funcao de ligacao logito e trés estruturas de correlagao.
O procedimento classico foi utilizado no processo de ajuste do modelo.

Propostas futuras

Para o modelo de regressao binomial correlacionada, pretendemos desenvolver uma
medida de deteccao de multicolinearidade e um método para selegao de varidveis. A pre-
senca de relacao entre as covariaveis dentro de um mesmo cluster é natural, a preocupacao
reside em detectar se estd dependéncia afeta os coeficientes de regressao. Para isso temos
interesse em apresentar uma medida de deteccao de multicolinearidade Bayesiana baseada
em Leamer (1973). O problema de multicolinearidade em modelos Bayesianos com in-
certeza a priort consiste em identificar se a colinearidade das covariaveis influenciam na
média da distribuicao a posteriori dos parametros. No desenvolvimento do modelo de

regressao binomial correlacionada consideramos um niimero pequeno de covariaveis para
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ajustar o modelo. Em uma situacao pratica, porém, podemos nos deparar com um nimero
de covaridveis extremamente grande fazendo necessario determinar uma metodologia es-
pecifica para selecao de variaveis para o modelo de regressao binomial correlacionada.
Um particular cenario foi desenvolvido para o modelo de regressao binomial correla-
cionada aditivo estrutural normal. Outras propostas relacionadas a esta modelagem en-
volvem considerar outras distribui¢oes, além da distribui¢ao normal, para a covaridvel nao
observada e para o erro, como, por exemplo, distribui¢coes assimétricas ou distribuicoes
que assumem apenas valores positivos. Uma abordagem para outras formas do erro, como
a multiplicativa pode ser considerada. Todo o desenvolvimento do modelo aborda apenas
uma funcao de ligacao entre as covariaveis dos clusters e a probabilidade de sucesso, a
ligagao logito, todavia outras fungoes, como a complementar log-log, log-log e probito,
podem ser utilizadas. E interessante apresentar uma abordagem Bayesiana para todas as

situagoes, mencionadas inclusive para a apresentada nesta tese.
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Apéndice A
Condicoes de regularidade

Condigoes de regularidade para utilizar a distribui¢ao assintética dos estimadores de

méaxima verossimilhancga:

a) A distribui¢ao de probabilidade do modelo binomial correlacionada e £(6; D) devem

ser duas vezes diferencidvel em relagao a 6.

b) D L(6;D) = 1.
c¢) Os limites das somas em b) nao devem depender dos parametros.

d) Diferenciagao sob o sinal de integracao é permitida.

97



Apéndice B

Método de Laplace

Bernardo & Smith (2000) discutem que o método de Laplace é um algoritmo de apro-
ximagao numeérica atraente. Aproximar uma integral utilizando o método de Laplace
consiste em utilizar uma expansao de Taylor de segunda ordem no integrando (Bernardo
& Smith, 2000). Para a aplicacdo do método de Laplace (Tanner, 1996) sao necessarias
algumas suposigoes. Sejam N um escalar (N — o0) e —h(u;) uma funcdo suave, duas
vezes diferencidvel, que possui apenas um ponto de méximo ; no intervalo de integracao
[a,b], com —oco < a < b < +00.

Pelo método de Laplace a integral

b
I(N) = / o(us)e N s,
com ¢(u;) uma fungao de u;, é aproximada pela funcao

A 2 1 .
V) 37 191F 60, com 5 =

th(ui))_l |

2
du;

Na integral I(N), se N ¢ grande, a contribui¢ao do integrando esté fundamentalmente
em torno de ;. Entdao, o aproxima por uma expansao de Taylor de segunda ordem
em torno de ;. Neste caso, Tanner (1996) também menciona que I(N) = I(N) +

{1+ O(1/N)}.
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Apéndice C

Programas para o MRBC: Abordagem

Classica

Neste capitulo, apresentamos os principais programas computacionais utilizados no
MRBC via abordagem classica. As fungoes foram implementadas em R (R Development
Core Team, 2011) para obter os estimadores em méxima verossimilhanga, os intervalos de
confianca, os residuos padronizados, as métricas para deteccao de observacoes influentes

e os critérios de selecao de modelo, discutidos no Capitulo 3.

C.1 Estimadores de maxima verossimilhanca

Funcao para obter os estimadores de maxima verossimilhanga, é, do vetor de parame-
tros @, usando o algoritmo EM, conforme descrito na Secao 3.1.

EMV.MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, chutes, erro = 1e-08){

BETAS = as.matrix(chutes)
y <- dados[,1]
n <- dados[,2]
v <- dados[,3]
X <- dados[,4:ncol(dados)]

vero <- function(beta){

preditor = X*%(as.matrix(betal[-1]))

if (fun.p==1){ p = exp(preditor)/(1i+exp(preditor)) }
if (fun.p==2){ p
if (fun.p==3){ p
if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(betall])*v) }

if (fun.rho==2) { rho = (exp(beta[1])/(1+exp(betall])))~v }

if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal[l])*v)~2) }

11 = sum ( log(p~((y/n)*(z+n-n*z))) + log((1-p)~((n-y)*((z/n)+1-2)))
return(1ll)

}

1 - exp(-exp(preditor)) }

exp(-exp(-preditor)) }
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dif <- 0.1
while(dif > erro) {

preditor = X%*/BETAS[-1]
if (fun.p==1){ p
if (fun.p==2){ p
if (fun.p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) }

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

1 - exp(-exp(preditor)) }

if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(BETAS[1])*v) }

if (fun.rho==2) { rho = (exp(BETAS[1])/(1+exp(BETAS[1])))"v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(BETAS[1])*v)~2) }

vl <- rho*p~(y/n)*(1-p)~ ((n-y)/n)

v2 <- (1-rho)*choose(n,y)*p~y*(1-p)~(n-y)
z <- vl /(v1+v2)

z[!' ((y==0) | (y==n))1=0

res <- optim(BETAS, vero, method="BFGS", hessian=T, control=list(fnscale=-1))

if (fun.rho==1) { dif.gama <- abs(exp(BETAS[1]) - exp(res$par[1])) }
if (fun.rho==2) { dif.gama <- abs(exp(BETAS[1])/
(1+exp(BETAS[1])) - exp(res$par([1])/(1+exp(res$par[1]))) }
if (fun.rho==3) { dif.gama <- abs(exp(BETAS[1]) - exp(res$par[1])) }
dif.betas <- abs(BETAS[-1] - res$par[-1])

dif <- max(dif.gama, dif.betas)
BETAS <- res$par

if (fun.rho==1) { EMV <- c(exp(BETAS[1]), BETAS[-1]) }
if (fun.rho==2) { EMV <- c(exp(BETAS[1])/(1+exp(BETAS[1])), BETAS[-1]) }
if (fun.rho==3) { EMV <- c(exp(BETAS[1]), BETAS[-1]) }

EMV <- matrix(EMV, ncol=(ncol(X)+1))

colnames (EMV) <- c("gama", replicate(ncol(X),"betas "))
}

return (EMV)

}

Exemplo:
Especifique conforme abaixo:
dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)

y: variaveis resposta

n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos
1

, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

fun.p = 1 - fungdo de ligagdo logito
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fun.rho

chutes:
erro: e
EMV.MRB

Saida:
- EMV:

C.2

2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fung8o de ligagdo log-log
4 - funcgdo de ligag8o probito

=1

2 - estrutura de correlagdo AR continua

estrutura de correlagdo exponencial
3 - estrutura de correlagdo Gaussiana
lista de valores iniciais dos parametros
rro admissivel no critério de parada do algoritmo

C(dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, chutes=c(0,0,0,0))

vetor de estimadores de maxima verossimilhanca

Intervalos de confianca

Funcao para obter os intervalos de confianca para o vetor de parametros @, usando as

quatro

formas de construcao dos intervalos de confianga descritos na Secao 3.2.

IC.MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, nsim.mc, nsim.boot, nsim.perf,
EMV, conf=0.95, digt=3) {

y <- dados[,1]

n <- dados[,2]

v <- dados[,3]

X <- dados[,4:ncol(dados)]

m <- nrow(dados)

# Verossimilhanga usual

J_bb <-
predito

if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

function(EMV,xs,xr) {

r = X)*JEMV[-1]

p==1){ p = exp(preditor)/(1l+exp(preditor)) }
p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }

p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) }

p==4){ p = pnorm(preditor) }

rho==1) { rho = exp(-EMV[1]*v) }
rho==2) { rho = EMV[1]-v }
rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]*v)~2) }

p==1){ dpls = xs*exp(preditor)*(l+exp(preditor))~(-2) }
p==2){ dpls = xs*exp(preditor-exp(preditor)) }
p==3){ dpls = xs*exp(-preditor-exp(-preditor)) }
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if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.

if (fun.

p==4){
p==1){
p==2){
p==3){
p==4){
p==1){
p==2)1{

p==3){

p==4){

dpls
dpir
dplir
dplir
dplir
dp2

dp2

dp2

dp2

xs*dnorm(preditor) }

xrxexp (preditor) * (1+exp(preditor))~(-2) }
xr*exp(preditor-exp(preditor)) }
xr*exp(-preditor-exp(-preditor)) }
xr*dnorm(preditor) }

-xrxxsxexp (preditor) * (exp(preditor)-1)x*
(1+exp(preditor))~(-3) }

xr*xs* (exp(preditor-exp(preditor))
-exp(2*preditor-exp(preditor))) }

-xr*xs* (exp(-preditor-exp(-preditor))
-exp(-2*preditor-exp(-preditor))) }
-xr*xsxpreditorx (2*pi) ~(1/2) *exp(-(preditor~2)/2) }

A = choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y)

B

p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n)

B[!((y==n) | (y==0))] = 0

res <- - sum((A*y~2*dpls/p~2*dplr*(1l-rho)+A*xy*dp2/p*(1-rho)-Axy*dplr/p~2%*

(1-rho) *dpls-2xAxyxdplr/p* (n-y) *dpls/(1-p)* (1-rho) +A* (n-y) ~2*dpls/

(1-p) ~2*dplr*(1-rho) -A*(n-y) *dp2/ (1-p) * (1-rho) -A* (n-y) *dplr/(1-p) ~2x*
(1-rho) *dpls+B*y~2/n~2*dpls/p~2*xdplr*rho+B*y/n*dp2/p*rho-B*y/n*dplr/
p~2*rho*dpls-2*B*y/n~2xdplr/p* (n-y)*dpls/(1-p)*rho+B*(n-y) ~2/n"~2*dpls/
(1-p) ~2xdplr*rho-B* (n-y) /n*dp2/(1-p) *rho-B*(n-y) /n*dpir/(1-p) ~2*rho*dpls)

/ (A% (1-rho) +B*rho) - (A*y*dplr/p* (1-rho) -A* (n-y) *dplr/(1-p) * (1-rho) +B*y/n*
dplr/p*rho-B*(n-y) /n*dplr/ (1-p)*rho) / (A*x(1-rho)+B*rho) ~2* (Axy*dpls/p* (1-
rho) -A*(n-y) *dpls/(1-p) * (1-rho) +Bxy/n*dpls/p*rho-B* (n-y) /n*dpls/(1-p) *rho))
return(res)

}

J_bcov <- function(EMV,xr) {
preditor = XJ*%EMV[-1]

if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

p==1){
p==2){
p==3){
p==4){

rho==1) { rho
rho==2) { rho
rho==3) { rho

p==1){ dpir
p==2){ dpir
p==3){ dpir
p==4){ dpir

rho==1) { drhol
rho==2) { drhol
rho==3) { drhol

p
p=
p =
p

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }
1 - exp(-exp(preditor)) }
exp(-exp(-preditor)) }
pnorm(preditor) %

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]-v }
exp(-(EMV[1]*v)~2) }

xr*exp (preditor) * (1+exp(preditor))~(-2) }

= xr*exp(preditor-exp(preditor)) }

xr*exp(-preditor-exp(-preditor)) }
xr*dnorm(preditor) }

-vxexp (-EMV[1]*v) }
vk (EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
-2¥EMV [1]*v~ (2) *exp (- (EMV[1]*v)~2) }
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A

choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y)

B = p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n)

B[! ((y=

=n) | (y==0))]1 = 0

res <- - sum((-Axy*dplr/p*drhol+A*(n-y)*dplr/(1-p)*drhol+B*y/n*dplr/p*

drhol-B*(n-y) /n*dpir/(1-p)*drhol) / (A*(1-rho) +B*rho) - (Axy*dplr/p*
(1-rho) -Ax(n-y) *dplr/(1-p)*(1-rho) +B*y/n*dplr/p*rho-B* (n-y) /n*
dplr/(1-p)*rho)/(A*(1-rho)+B*rho) ~2* (-A*drhol+B*drhol))

return(res)

3

J_cov <- function(EMV) {

preditor = XJ*%EMV[-1]

if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

A

p==1){ p = exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }
p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }

p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) }

p==4){ p = pnorm(preditor) }

tho==1) { rho = exp(-EMV[1]*v) }
rho==2) { rho = EMV[1]-v }
rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]x*v)~2) }

rho==1) { drhol = -vkexp(-EMV[1]*v) }
rho==2) { drhol = v*(EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
rho==3) { drhol = -2+EMV[1]¥v~(2)*exp(-(EMV[1]*v)"2) }

rho==1) { drho2 = v~2%exp(-EMV[1]*v) }
rho==2) { drho2 = (EMV[1]~(v-2))*v*(v-1) }
rtho==3) { drho2 = 2%v~2%exp (- (EMV[1]*v)~2)* (2% ((EMV[1]*v)~2)-1) }

choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y)

B = p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n)
B[!((y==n) | (y==0))1 = 0

res <- - sum((-A*drho2+B*drho2)/(A*(1-rho)+B*rho)-
(-A*drho1+B*drhol) "2/ (Ax(1-rho)+B*rho) ~2)

return(res)

}

J <- matrix(ncol=ncol(EMV) ,nrow=ncol (EMV),0)
colnames(J) <- c("gama", replicate((ncol(EMV)-1),"betas"))
rownames (J) <- c("gama", replicate((ncol(EMV)-1),"betas"))

J[1,1]

for (i

for (j

<- J_cov(EMV)

in 1:ncol(EMV)) {
in 1:ncol(EMV)) {

if(i>1 & (G>=1i) ) {
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J[i,j] <- J_bb(EMV,X[,i-11,X[,j-11) ; J[j,i] <- J[i,j1 %}
else { if(i==1 & j>1) {

J[i,j] <- J_bcov(EMV,X[,j-11)> ; J[j,i] <- J[i,j]1 } %}

1

varbeta <- diag(solve(J))
# Verossimilhanga aumentada

J_bba <- function(EMV,xs,xr) {
preditor = XJ*%EMV[-1]

if (fun.p==1){
if (fun.p==2){
if (fun.p==3){
if (fun.p==4){

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

1 - exp(-exp(preditor)) }
exp(-exp(-preditor)) }

e lio Bl e ol
]

= pnorm(preditor) }

if (fun.p==1){ dpls = xs*exp(preditor)*(l+exp(preditor))~(-2) }
if (fun.p==2){ dpls = xs*exp(preditor-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ dpls = xs*exp(-preditor-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ dpls = xs*dnorm(preditor) }

if (fun.p==1){ dplr = xr*exp(preditor)*(1+exp(preditor))~(-2) }
if (fun.p==2){ dplr = xr*exp(preditor-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ dplr = xr*exp(-preditor-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ dplr = xr*dnorm(preditor) }

if (fun.p==1){ dp2 = -xr*xs*exp(preditor)*(exp(preditor)-1)
*(1+exp(preditor))~(-3) }

xr*xs* (exp(preditor-exp(preditor))

if (fun.p==2){ dp2
-exp(2xpreditor-exp(preditor))) }
if (fun.p==3){ dp2

-xr*xs* (exp(-preditor-exp(-preditor))
-exp(-2*preditor-exp(-preditor))) }

if (fun.p==4){ dp2 = -xr*xs*preditor*(2*pi)~(1/2)*exp(-(preditor~2)/2) }

res <- -sum((y/n)*(z+n-n*z)*(p~(-1)*dp2-p~(-2)*dpls*dplr)-(n-y)*
((z/n)+1-z)*((1-p)~(-1)*dp2 + (1-p)~(-2)*dpls*dplr))
return(res)

}
J_cova <- function(EMV) {
if (fun.rho==1) { rho = exp(-EMV[1]xv) }

if (fun.rho==2) { rho = EMV[1]-v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]*v)~2) }

A

if (fun.rho==1) { drhol = -v*exp(-EMV[1]*v) }
if (fun.rho==2) { drhol = vx(EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
if (fun.rho==3) { drhol = -2*EMV[1]*v~(2)*exp(-(EMV[1]*v)~2) }

if (fun.rho==1) { drho2

v~2*exp (-EMV [1]*v) }
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if (fun.rho==2) { drho2
if (fun.rho==3) { drho2

(EMV[1]~(v-2))*v*(v-1) }
2xv~2%exp (- (EMV [1] *v) ~2) * (2% (EMV [1] *v) ~2-1) }

resl <- z*x((rho~(-1))*drho2 - (rho~(-2))*drhol1~2)
res2 <- -(1-z)*(((1-rho)~(-1))*drho2 + ((1-rho)~(-2))*drhol1~2)
res <- -sum(resl+res?2)

return(res)

}

U_bba <- function(EMV,xr) {
preditor = XJ*%EMV[-1]

if (fun.p==1){ p
if (fun.p==2){ p
if (fun.p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) }
if (fun.p==4){ p

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

1 - exp(-exp(preditor)) }
= pnorm(preditor) }

if (fun.p==1){ dplr = xr*exp(preditor)*(l+exp(preditor))~(-2) }
if (fun.p==2){ dplr = xr*exp(preditor-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ dplr = xr*exp(-preditor-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ dplr = xr*dnorm(preditor) }

resl <- (y/n)*(z+n-n*z)*(p~(-1)*dplr)

res2 <- -(n-y)*((z/n)+1-z)*((1-p) ~(-1)*dpir)
res <- sum(resl+res2)

return(res)

}
U_cova <- function(EMV) {
if (fun.rho==1) { rho = exp(-EMV[1]*v) }

{
if (fun.rho==2) { rho = EMV[1]"v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]*v)~2) }

if (fun.rho==1) { drhol
if (fun.rho==2) { drhol
if (fun.rho==3) { drhol

-vxexp (-EMV[1]*v) }
vk (EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
-2¥EMV [1]*v~ (2) *exp (- (EMV[1]*v)~2) }

resl <- z*((rho~(-1))*drhol)
res2 <- -(1-z)*((1-rho)~(-1)*drhol)
res <- sum(resl+res?2)

return(res)

}

J_betaa <- matrix(ncol=(ncol(EMV)-1) ,nrow=(ncol(EMV)-1),0)
colnames(J_betaa) <- c(replicate((ncol(EMV)-1),"betas"))
rownames (J_betaa) <- c(replicate((ncol(EMV)-1),"betas"))

preditor = X)*%EMV[-1]

if (fun.p==1){ p = exp(preditor)/(l+exp(preditor)) }
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if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
.rho==3) { rho

if (fun

p==2){ p
p==3){ p
p==8{ p

rho==1) { rho
rho==2) { rho

1 - exp(-exp(preditor)) }
exp(-exp(-preditor)) }
pnorm(preditor) }

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]-v }
exp(-(EMV[1]*v)~2) }

vl <- rho*p~(y/n)*(1-p)~ ((n-y)/n)
v2 <- (1-rho)*choose(n,y)*p~y*(1-p)~(n-y)

z <-

vl /(vi+v2)
z[! ((y==0) | (y==n))]1=0

for (i in 1:(ncol(EMV)-1)) {
for (j in 1:(ncol(EMV)-1)) {
J_betaali,j] <- J_bba(EMV,X[,i],X[,j1)

3

Jaux <- matrix(ncol=ncol(EMV), nrow=ncol(EMV), 0)

Jaux[2:ncol (EMV),2:ncol (EMV)] <- J_betaa
Jaux[1,1] <- J_cova(EMV)

U_a <- matrix(nrow=ncol (EMV), ncol=ncol(EMV), 0)

MC.Ua <- list()

for(i in 1:nsim.mc){ MC.Ua[[i]] <- U_a }

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }
1 - exp(-exp(preditor)) }
exp(-exp(-preditor)) }

p==4){ p = pnorm(preditor) }

preditor = XJ*%EMV[-1]
if (fun.p==1){ p =

if (fun.p==2){ p =

if (fun.p==3){ p =

if (fun. =

if (fun.rho==1) { rho
if (fun.rho==2) { rho
if (fun.rho==3) { rho

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]~v }
exp (- (EMV[1]*v)~2) 2

vl <- rho*p~(y/n)*(1-p)~ ((n-y)/n)
v2 <- (1-rho)*choose(n,y)*p~y*(1-p)~(n-y)
prob.z <- vl / (vi+v2)

for (q in 1:nsim.mc){

z <- sapply(prob.z, rbinom, n=1, size=1)
z[! ((y==0) | (y==n))]=0

U_a[1,1] <- U_cova(EMV)*U_cova(EMV)

for (k in 1:ncol(EMV)){
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for (i in 1:ncol(EMV)){

if(i>1 & (k>=1)) {

U_ali,k] <- U_bba(EMV,X[,k-1]1)*U_bba(EMV,X[,i-1]) ; U_alk,i] <- U_al[i,k]}
else { if(i==1 & k>1) {

U_ali,k] <- U_cova(EMV)*U_bba(EMV,X[,k-11) ; U_alk,i] <- U_ali,k]} }

}r

MC.Ua[[ql] <- U_a
}

MC.Ua.m <- matrix(ncol=ncol(EMV), nrow=ncol (EMV),O0)

aux <- numeric(msim.mc)

for (i in 1:ncol(EMV)){

for (j in 1:ncol(EMV)){
for (k in 1:nsim.mc){
aux[k] <- MC.Ua[[x]][i,j]
}

MC.Ua.m[i,j] <- mean(aux)

}r

Ja <- Jaux - MC.Ua.m

varbetaa <- diag(solve(Ja))

# Bootstrap ndo-paramétrico

BETAS = as.matrix(EMV)

EMVS <- matrix(ncol=ncol(EMV) ,nrow=nsim.boot,0)
for (j in 1:nsim.boot){

ordem <- sample(l:m, m, replace=T)

dados_novo = dados

for (i in 1:m){ dados_novo[i,] <- dados[ordem[i],] }

EMVS[j,] <- EMV.MRBC(dados=dados_novo, fun.p=fun.p, fun.rho=fun.rho, chutes=EMV)
}

# Perfilado

vero.usual <- function(beta){

preditor = XV*%(as.matrix(betal[-11))

if (fun.p==1){ p = exp(preditor)/(l+exp(preditor)) }
if (fun.p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ p
if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(betal1])*v) }

exp(-exp(-preditor)) %
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if (fun.rho==2) { rho = (exp(beta[1])/(1+exp(betall1])))~v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal[l])*v)~2) }

bin <- choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y) * (1-rho)

ber <- p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n) * rho

11 <- 1log(bin+ber)

11[!'(y==0 | y==n)] = log(bin) [!(y==0 | y==n)]
return(sum(11))

}

vero.emvs <- matrix(ncol=(ncol(X)+1) ,nrow=nsim.perf,0)
teste <- matrix(ncol=(ncol(X)+1) ,nrow=nsim.perf,0)

EMV.aux <- EMV

if (fun.rho==1) { EMV.aux[1] <- log(EMV[1]) }
if (fun.rho==2) { EMV.aux[1] <- log(EMV[1]/(1-EMV[11)) }
if (fun.rho==3) { EMV.aux[1] <- log(EMV[1]) }

EMV.a <- EMV.aux

for (j in 1:(ncol(X)+1)){

for (i in 1:nsim.perf){

teste[,j] <- seq(EMV[j]-8, EMV[j]+8, length.out=nsim.perf)
EMV.aux <- EMV.a

EMV.aux[j] <- testeli,j]

vero.emvs[i,j] <- vero.usual(EMV.aux)

1}

dif <- vero.emvs - (vero.usual(EMV.a) - (1/2)*qchisq(conf,1))

IC <- matrix(ncol=2, nrow=(ncol(X)+1), 0)
for (i in 1:(ncol(X)+1)) {

IC[i,] <- teste[c(which( c(sign(dif[,i]),0) * c(0,sign(dif[,i])) ==-1)),i]

}

if (fun.rho==1) { IC[1,] <- exp(IC[1,]) }
if (fun.rho==2) { IC[1,] <- exp(IC[1,]1)/(1+ exp(IC[1,1)) %}
if (fun.rho==3) { IC[1,] <- exp(IC[1,]) %}

# resumos
confianga <- c((l-conf)/2, 1-(1-conf)/2)
resumo <- matrix(ncol=9, nrow=ncol (EMV))

resumo[,1] <- EMV

resumo[,2] <- EMV + gnorm((1-conf)/2)*sqrt(varbeta)
resumo[,3] <- EMV + gnorm(1-(l-conf)/2)*sqrt(varbeta)
resumol[,4] <- EMV +

resumo[,5] <- EMV + gnorm(1-(1-conf)/2)*sqrt(varbetaa)
resumo[,6] <- apply(EMVS,2,quantile, probs=(l-conf)/2)

gnorm( (1-conf)/2)*sqrt(varbetaa)
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resumo[,7] <- apply(EMVS,2,quantile, probs=1-(1-conf)/2)
resumo[,8] <- IC[,1]
resumo[,9] <- IC[,2]

colnames(resumo) <- paste(c("EMV", "ICi", "ICs", "ICi_a", "ICs_a",
"ICi_b", "ICS_b", "ICi_p", "ICS_p"))

rownames (resumo) <- paste(c("gamma", replicate((ncol(EMV)-1),"betas")))

return(round(resumo,digt))

by
Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)
y: variaveis resposta
n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos

1, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

fun.p = 1 - fungdo de ligagdo logito
2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fungdo de ligagdo log-log
4 - funcgdo de ligagdo probito

fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial

2 - estrutura de correlagdo AR continua

w

- estrutura de correlagdo Gaussiana

EMV <- EMV.MRBC(dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, chutes=c(0,0,0,0))
nsim.mc: nimero de simulagdes Monte Carlo

nsim.boot: nimero de simulagdes bootstrap

nsim.perf: numero de valores do paré@metro para o intervalo perfilado

conf: nivel de confianga para construgdo dos intervalos

digt: numero de casas decimais na saida

IC.MRBC(dados = cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, nsim.mc=3000,
nsim.boot=100, nsim.perf=5000, EMV, conf=0.95, digt=3)

Saida:
- EMV: vetor de estimadores de maxima verossimilhanga
- (ICi,ICs): intervalo de confianca assintdtico construido
com a verossimilhanga usual
- (ICi_a,ICs_a): intervalo de confianga assintdético construido

com a verossimilhanga aumentada
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- (ICi_b,ICs_b): intervalo de confianga bootstrap
- (ICi_p, ICs_p): intervalo de confianga perfilado

C.3 Residuos

Funcao para obter os residuos padronizados, conforme descrito na Secao 3.4.1.

res.MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, EMV) {

<- dados[,1]
<- dados[,2]
<- dados/[,3]

B X < B <

<- nrow(dados)

<- dados[,4:ncol(dados)]

hatpreditor = X)*x%4EMV[-1]

if (fun.p==1){ hatp
if (fun.p==2){ hatp
if (fun.p==3){ hatp
if (fun.p==4){ hatp
if (fun.rho==1) { hatrho
if (fun.rho==2) { hatrho
if (fun.rho==3) { hatrho
residuo.pad = (y - nxhatp)/sqrt(hatp*(1-hatp)*(n+hatrho*n*(n-1)))

index = 1:m

exp (hatpreditor)/(1+exp(hatpreditor)) }
1 - exp(-exp(hatpreditor)) }

exp(-exp(-hatpreditor)) }

pnorm(hatpreditor) }

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]-v }
= exp(-(EMV[1]*v)~2) }

numerol = length(which(abs(residuo.pad)>2))

log.vero <- function(EMV, tipo) {

if (tipo=="saturada") { p = y/n }

if (tipo=="MRBC")

{

preditor = X%*%EMV[-1]

if (fun.p==1){
if (fun.p==2){
if (fun.p==3){
if (fun.p==4){
¥
if (fun.rho==1) {
if (fun.rho==2) {
if (fun.rho==3) {
IA2 <- rep(0,m)

IA2[(y==n) | (y==0)] <- 1
bin <- choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y) * (1-rho)

p:
p
p=
P
rho

rho

rho

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

1

- exp(-exp(preditor)) }

exp(-exp(-preditor)) }

pnorm(preditor) }

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]~v }
exp (- (EMV[1]*v)~2) }

ber <- p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n) * rho * IA2

11 = log(bin+ber)
return(1ll)
}

sat <- log.vero(EMV, tipo="saturada")
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pred <- log.vero(EMV, tipo="MRBC")

residuo.dev = (sign(y - n¥hatp)*sqrt( 2*sat - 2*pred ))/
sqrt (hatp* (1-hatp) * (n+hatrho*n*(n-1)))

numero = length(which(abs(residuo.dev)>2))
par (mfrow=c(1,2) ,mar=c(1.5,1.5,1.5,1.5))

lim <- c(min(residuo.dev, residuo.pad)-0.5, max(residuo.dev, residuo.pad)+0.5)
plot(n*hatp, residuo.pad, xlab="valores preditos", ylab="", main="(a)",
ylim=1lim, cex.lab=1.2, lwd=2, cex.axis=1.2)
showLabels (n*hatp, residuo.pad, labels=index, id.method=list("y"),
id.n = numerol, id.cex=1.2)
abline(h=c(1,-1), col="grey90")
abline(h=c(-2,2), col="grey70")

plot(n*hatp, residuo.dev, xlab="valores preditos", ylab="", main="(b)",
ylim=1im, cex.lab=1.2, lwd=2, cex.axis=1.2)

showLabels (n*hatp, residuo.dev, labels=index, id.method=list("y"),
id.n = numero, id.cex=1.2)

abline(h=c(1,-1), col="grey90")

abline(h=c(-2,2), col="grey70")

return(list(res.pad=residuo.pad,res.dev=residuo.dev))

X
Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)

y: variadveis resposta

n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos
1

, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

fun.p = 1 - funcgdo de ligagdo logito
2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fung8o de ligagdo log-log
4 - fungdo de ligagdo probito

fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial

2 - estrutura de correlagdo AR continua

3 - estrutura de correlagdo Gaussiana
EMV <- EMV.MRBC(dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, chutes=c(0,0,0,0))
res.MRBC(cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, EMV)

Saida:
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- graficos dos residuos padronizados baseados nos valores preditos
e residuos padronizados via deviance
- res.pad: valores dos residuos padronizados baseados nos valores preditos

- res.dev: valores dos residuos padronizados via deviance

C.4 Influéncia global

Fungao para obter os valores das métricas distancia de Cook generalizada e distancia da
verossimilhanga para os modelos de regressao binomial correlacionada, conforme descrito
na Secao 3.4.2.

inf .MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, EMV) {

<- dados[,1]

<- dados[,2]

dados[, 3]

<- dados[,4:ncol(dados)]
<- nrow(dados)

B M < B <
P

U.f <- function(EMV, xr, pos) {
preditor = XJ*%EMV[-1]

if (fun.p==1){ p
if (fun.p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }
if (fun.p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) }

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho
if (fun.rho==2) { rho
if (fun.rho==3) { rho

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]~v }
exp(-(EMV[1]*v)~2) }

if (fun.p==1){ dplr = xr*exp(preditor)*(l+exp(preditor))~(-2) }
if (fun.p==2){ dplr = xr*exp(preditor-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ dplr = xr*exp(-preditor-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ dplr = xr*dnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { drhol
if (fun.rho==2) { drhol
if (fun.rho==3) { drhol

-v¥exp (-EMV[1]*v) }
v (EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
-2+EMV [1]%v~ (2) *exp (- (EMV [1] *v)~2) }

IA2 <- rep(0,m)
IA2[(y==n) | (y==0)] <- 1

A = choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y)
B = p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n)
B[! ((y==n) | (y==0))1 = 0

if (pos=="gama") { res <- drhol*(-A+B)/(A*(1-rho)+Bx(rho)) }
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if (pos=="betas"){ res <- dplr*(A*(1-rho)*(y/p-(n-y)/(1-p))+B*(rho)*
((y/n) /p-((n-y)/n)/(1-p)))/(Ax(1-rho)+B*(rho) )}
return(res)

3

U <- matrix(ncol=length(EMV), nrow=m,0)

colnames(U) <- c("gama", replicate(ncol(X),"betas"))
X.aux <- cbind(1,X)

for(j in 1:length(EMV)) {

aux <- U.f(EMV, X.aux[,j], pos=colnames(U) [j])
for (i in 1:m) { U[4i,j] <- sum(aux[-i]) }

}

J_bb <- function(EMV,xs,xr) {
preditor = X)*%EMV[-1]

if (fun.p==1{ p
if (fun.p==2){ p
if (fun.p==3){ p
if (fun.p==4){ p

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

1 - exp(-exp(preditor)) }

exp(-exp(-preditor)) %

pnorm(preditor) 7

if (fun.rho==1) { rho = exp(-EMV[1]*v) }
if (fun.rho==2) { rho = EMV[1]-v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]*v)~2) }

if (fun.p==1){ dpls = xs*exp(preditor)*(1+exp(preditor))~(-2) }
if (fun.p==2){ dpls = xs*exp(preditor-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ dpls = xs*exp(-preditor-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ dpls = xs*dnorm(preditor) }

if (fun.p==1){ dplr = xr*exp(preditor)*(l+exp(preditor))~(-2) }
if (fun.p==2){ dplr = xr*exp(preditor-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ dplr = xr*exp(-preditor-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ dplr = xr*dnorm(preditor) }

if (fun.p==1){ dp2 = -xr*xs*exp(preditor)*(exp(preditor)-1)
*(1+exp(preditor))~(-3) }

if (fun.p==2){ dp2 = xr*xs*x(exp(preditor-exp(preditor))
-exp(2*preditor-exp(preditor))) }

if (fun.p==3){ dp2 = -xr*xs*(exp(-preditor-exp(-preditor))
-exp(-2*preditor-exp(-preditor))) }

if (fun.p==4){ dp2 = -xr*xs*preditor*(2*pi)~(1/2)*exp(-(preditor~2)/2) }

A = choose(n,y) * p°y * (1-p)~(n-y)
B = p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n)
B[!((y==n) | (y==0))]1 = 0O

res <- - sum((A*y~2+dpls/p~2*dplr*(1-rho)+A*y*dp2/p*(1-rho)-Axy*dplr/p~2%*
(1-rho)*dpls-2*Axy*dplr/px(n-y) *dpls/ (1-p)*(1-rho) +A* (n-y) ~2xdpls/
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(1-p) ~2*dplr*(1-rho) -A*(n-y) *dp2/ (1-p) * (1-rho) -A* (n-y) *dplr/(1-p) ~2x*
(1-rho)*dpls+B*y~2/n~2xdpls/p~2*dplr*rho+B*y/n*dp2/p*rho-B*y/n*dplr/
p~2*rho*dpls-2*B*y/n~2xdplr/p* (n-y)*dpls/(1-p)*rho+B* (n-y) ~2/n~2*dpls/
(1-p) ~2*dplr*rho-B*(n-y) /n*dp2/ (1-p) *rho-B*(n-y) /nxdplr/(1-p) ~2*
rho*dpls)/(A*(1-rho)+B*rho) - (Axy*dplr/p*(1-rho) -Ax(n-y)*dplr/ (1-p)*
(1-rho) +Bxy/n*dplr/p*rho-B* (n-y) /n*dplr/ (1-p)*rho) / (A*x (1-rho)+B*rho) ~2%
(Axy*dpls/p*(1-rho) -A*(n-y)*dpls/(1-p)*(1-rho)+Bxy/n*dpls/p*rho-B*(n-y) /n
*dpls/(1-p)*rho))

return(res)

3

J_bcov

<- function(EMV,xr) {

preditor = XJ*%EMV[-1]

if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

A
B

p==1){ p = exp(preditor)/(1l+exp(preditor)) }

p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }
p==3){ p
p=={ p

exp(-exp(-preditor)) %

pnorm(preditor) }

rho==1) { rho
rho==2) { rho
rho==3) { rho

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]-v }
exp(- (EMV[1]*v)~2) }

p==1){ dplr = xr*exp(preditor)*(1+exp(preditor))~(-2) }
p==2){ dplr = xr*exp(preditor-exp(preditor)) }

p==3){ dplr = xr*exp(-preditor-exp(-preditor)) }

p==4){ dplr = xr*dnorm(preditor) }

rho==1) { drhol
rho==2) { drhol
rho==3) { drhol

-v¥exp (-EMV[1]1*v) }
vk (EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
-24EMV [1]*v~ (2) *exp (- (EMV[1]*v)~2) }

choose(n,y) * p°y * (1-p)~(n-y)
p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n)
B[! ((y=

=n) | (y==0))]1 = 0

res <- - sum((-Axy*dplr/p*drhol+A*(n-y)*dplr/(1-p)*drhol+B*y/n*dplr/p*

drho1l-B*(n-y) /n*dplr/(1-p)*drhol) / (Ax(1-rho)+B*rho) - (A*xy*dplr/
p*(1-rho) -A*(n-y) *dplr/(1-p)* (1-rho) +B*y/n*dplr/p*rho-Bx(n-y)/
n*dplr/(1-p)*rho)/(A*(1-rho)+B*rho) ~2* (-A*drhol1+B*drhol))

return(res)

3

J_cov <- function(EMV) {

preditor = X/*%EMV[-1]

if (fun.
if (fun.
if (fun.
if (fun.

p==1){ p = exp(preditor)/(1l+exp(preditor)) }
==2{ p
p==3){ p
p=={p

1 - exp(-exp(preditor)) }

exp(-exp(-preditor)) }

pnorm(preditor) %
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if (fun.rho==1) { rho = exp(-EMV[1]*v) }
if (fun.rho==2) { rho = EMV[1]~v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]*v)~2) }

if (fun.rho==1) { drhol = -v*exp(-EMV[1]*v) }
if (fun.rho==2) { drhol = v*(EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
if (fun.rho==3) { drhol = -2*EMV[1]*v~(2)*exp(-(EMV[1]*v)~2) }

if (fun.rho==1) { drho2 = v~2xexp(-EMV[1]*v) }
if (fun.rho==2) { drho2 = (EMV[1]~(v-2))*v*(v-1) }
if (fun.rho==3) { drho2 = 2%v~2¥exp(-(EMV[1]*v)~2)* (2 ((EMV[1]*v)~2)-1) }

A = choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y)
B = p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n)
B! ((y==n) | (y==0))] = 0O

res <- - sum((-A*drho2+B*drho2)/(A*(1-rho)+B*rho) -
(-A*drho1+B*drhol) "2/ (A*(1-rho)+B*rho) ~2)
return(res)

3

J <- matrix(ncol=length(EMV) ,nrow=length(EMV),0)
colnames(J) <- c("gama", replicate((length(EMV)-1),"betas"))
rownames (J) <- c("gama", replicate((length(EMV)-1),"betas"))

J[1,1] <- J_cov(EMV)

for (i in 1:length(EMV)) {

for (j in 1:length(EMV)) {

if( i>1 & (3>=1) ) {

J[i,j] <- J_bb(EMV,X[,i-11,X[,j-11) ; J[j,il <- J[i,j]1 }
else { if(i==1 & j>1) {

J[i,j] <- J_bcov(EMV,X[,j-11) ; J[j,i] <- J[i,j]1 } }

1}

thetai <- matrix(ncol=length(EMV), nrow=m,0)
for (i in 1:m) { thetail[i,] <- EMV + solve(J) %x% U[i,] }

cd <- numeric()
for (i in 1:m){

cd[i] <- t(thetaili,] - EMV) %x% J %*) (thetaili,] - EMV) }
numero_cd = length(which(abs(cd)>1))

log.vero <- function(EMV) {

preditor = XJ*%EMV[-1]

if (fun.p==1){ p = exp(preditor)/(1l+exp(preditor)) }
if (fun.p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ p
if (fun.p==4){ p

exp(-exp(-preditor)) }

pnorm(preditor) 7
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if (fun.rho==1) { rho
if (fun.rho==2) { rho
if (fun.rho==3) { rho
IA2 <- rep(0,m)
IA2[(y==n) | (y==0)] <- 1

bin <- choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y) * (1-rho)
ber <- p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n) * rho * IA2

11 = log(bintber)

return(sum(11))

3

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]~v }
exp(-(EMV[1]*v)~2) }

vero.thetai <- numeric()
for (i in 1:m){ vero.thetai[i] <- log.vero(thetail[i,]) }
dv = log.vero(EMV) - vero.thetai

numero_dv = length(which(abs(dv)>1))

par (mfrow=c(1,2), c(1.5,1.5,1.5,1.5))
index = 1:m

lim <- c(0, max(cd,dv)+3)

plot(cd, ylab="", xlab="observagdo", main="(a)", pch=16,
ylim=1lim, cex.lab=1.2, cex.axis=1.2)

showLabels(index, cd, labels=index, id.method=1list("y"),
id.n = numero_cd, id.cex=1.2)

plot(dv, ylab="", xlab="observag&o", pch=16, ylim=lim,
main="(d)", cex.lab=1.2, cex.axis=1.2)
showLabels(index, dv, labels=index, id.method=list("y"),

id.n = numero_dv, id.cex=1.2)

return(list(cook=cd,dist.vero=dv))

}

Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)

y: variaveis resposta

n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos
1

, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

1 - func8o de ligagdo logito

2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fung8o de ligagdo log-log
4

- func8o de ligacg8o probito

fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial
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EMV <- EMV.MRBC(dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, chutes=c(0,0,0,0))

inf .MRBC(cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, EMV)

Saida:

- graficos dos valores das distédncias de cook generalizada e

2 - estrutura de correlagdo AR continua

3 - estrutura de correlagdo Gaussiana

das disténcias da verossimilhanga

- cook: valores das distancias de cook generalizada
- dist.vero: valores das dist8ncias da verossimilhanca

C.5 Selecao de modelos

Fungao para obter os valores dos critérios de selegao AIC' e BIC para os modelos de

regressao binomial correlacionada, conforme descrito na Secao 3.5.

crit .MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, EMV) {

y <- dados[,1]

n <- dados[,2]

v <- dados[,3]

X <- dados[,4:ncol(dados)]
m <- nrow(dados)

.p==1){ p = exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

.p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }
.p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) %}

.p==4){ p = pnorm(preditor) }

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]~v }
exp(-(EMV[1]*v)~2) }

log.vero <- function(EMV) {
preditor = XY*%EMV[-1]

if (fun

if (fun

if (fun

if (fun

if (fun.rho==1) { rho =

if (fun.rho==2) { rho =

if (fun.rho==3) { rho =

IA2 <- rep(0,m)

IA2[(y==n) | (y==0)] <- 1
bin <- choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y) * (1-rho)
ber <- p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n) * rho x IA2

11 = log(bin+ber)

return

3

aic =

bic

(sum(11))

-2xlog.vero(EMV) + 2*length(EMV)

-2xlog.vero(EMV) + 2*length(EMV)*1log(m)

return(list (AIC=aic,BIC=bic))

}
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Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)
y: variaveis resposta
n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos
1, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

fun.p = 1 - fungdo de ligagdo logito
2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fung8o de ligagdo log-log
4 - funcgdo de ligagdo probito

fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial

2 - estrutura de correlagdo AR continua

w

- estrutura de correlagdo Gaussiana

EMV <- EMV.MRBC(dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, chutes=c(0,0,0,0))

crit.MRBC(cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, EMV)

Saida:

- valores dos critérios AIC e BIC.



Apéndice D

Programas para o MRBC: Abordagem

Bayesiana

Neste capitulo, apresentamos os principais programas computacionais utilizados no
MRBC via abordagem Bayesiana. As fun¢oes foram implementadas em R (R Development
Core Team, 2011) para obter as amostras MCMC dos parametros a posteriori, o valor
da CPO e dos valores preditos para a variavel resposta via CPO, os valores dos residuos
Bayesianos, o valor da divergéncia de K-L e de sua calibracao e o valor do critério de

selecao de modelo DIC, discutidos no Capitulo 4.

D.1 Gibbs com passo de Metropolis

Fungao para gerar cadeias do vetor de parametros 0 via algoritmo de Gibbs com passo
de Metropolis e dados aumentados, fazendo uso do passeio aleatorio, conforme descrito
no inicio do Capitulo 4. Para rodar esta funcao é necessario instalar o pacote mvtnorm.

MCMC.MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, chutes, n.mcmc, hiper.var, sd.theta){

require (mvtnorm)

BETAS = as.matrix(chutes)
y <- dados[,1]

n <- dados[,2]

v <- dadosl[,3]

X <- dados[,4:ncol(dados)]
m <- nrow(dados)

cont.theta <- rep(0, length(BETAS))

vero <- function(beta){

preditor = X*%(as.matrix(beta[-1]))

if (fun.p==1){ p = exp(preditor)/(1l+exp(preditor)) }
if (fun.p==2){ p
if (fun.p==3){ p
if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

1 - exp(-exp(preditor)) }

exp(-exp(-preditor)) }
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if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(betal1l)*v) }

if (fun.rho==2) { rho (exp(betal[1])/(1+exp(betall])))~v }

if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal[l])*v)~2) }

11 = sum ( log(p~((y/n)*(z+n-n*z))) + log((1-p)~((n-y)*((z/n)+1-2)))
return(1l)

}

Sigma <- diag(hiper.var)

post <- function(beta) {

11 = vero(beta)

priori = -(1/2)*t(beta)%*}solve(Sigma)*%beta
post = priori + 11

return(post)

3

theta.sim <- matrix(ncol=length(BETAS), nrow=n.mcmc, 0)
theta.sim[1,] <- chutes

IA2 <- rep(0,m)
IA2[(y==n) | (y==0)] <- 1

for (i in 1:(n.mcmc-1)){
new.theta <- rmvnorm(l,theta.sim[i,],diag(sd.theta))

preditor = XY*)theta.sim[i,-1]

if (fun.p==1){ p
if (fun.p==2){ p
if (fun.p==3){ p
if (fun.p==){ p

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

1 - exp(-exp(preditor)) }

exp(-exp(-preditor)) }

pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho
if (fun.rho==2) { rho
if (fun.rho==3) { rho

exp(-exp(theta.sim[i,1])*v) }
(exp(theta.sim[i,1])/(1+exp(theta.sim[i,1]1)))"v }
exp(-(exp(theta.sim[i,1])*v)~2) }

bern <- p~(y/n)*(1-p)~((n-y)/n)*rho*IA2
bin <- choose(n,y)*p~y*(1-p)~(n-y)*(1-rho)
prob.z <- bern/(bern+bin)

z <- sapply(prob.z, rbinom, n=1, size=1)

teste <- theta.sim[i,]
for(j in 1:length(BETAS)){
teste.aux <- teste
teste.aux[j] <- new.thetalj]
t.theta <- exp( post(teste.aux) - post(teste) )
if (runif (1) <= min(1, t.theta)) { testel[j] <- new.thetalj] }
else { cont.thetal[j] <- cont.thetal[jl+1 }
}

theta.sim[i+1,] <- teste
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if (fun.rho==1) { theta.sim[,1] <- exp(theta.sim[,1]) }

if (fun.rho==2) { theta.sim[,1] <- exp(theta.sim[,1])/(1+ exp(theta.sim[,1])) }

if (fun.rho==3) { theta.sim[,1] <- exp(theta.sim[,1]) }

return(list(cadeia=theta.sim, taxa.aceitac8o=1-(cont.theta/n.mcmc)))

X
Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)

y: variadveis resposta

n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos
1,

x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

fun.p = 1 - fungdo de ligagdo logito
2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fung8o de ligagdo log-log
4 - fung8o de ligagdo probito

fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial

2 - estrutura de correlagdo AR continua

3 - estrutura de correlagdo Gaussiana
chutes: lista de valores iniciais dos parémetros
n.mcmc: numero de simulagdes MCMC na cadeia

hiper.var: valores dos hiperpara@metros da priori para cada

parametro

sd.theta: valores dos erros para cada paradmetro no gerador
de candidatos do passeio aleatdrio

MCMC .MRBC(dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, chutes=c(0,0,0,0),
n.mcmc=40000, hiper.var=rep(10000,4), sd.theta=c(0.5,0.5,0.5,0.5))

Saida:
- cadeia mcmc para gama, betaO, betal,
- taxa de aceitagdo dos candidatos
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D.2 CPO e valores preditos via CPO

Funcao para obter os valores da CPO e os valores preditos para a variavel resposta
para cada cluster, conforme descrito na Secao 4.2.

CPO.MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, theta.final){

y <- dados[,1]

n <- dados[,2]

v <- dados[,3]

X <- dados[,4:ncol(dados)]
m <- nrow(dados)

n.

cad <- nrow(theta.final)

IA2 <- rep(0,m)
IA2[y==n|y==0]<-1

g <- function(beta,y,n,v,X,IA2) {

preditor = X*%(as.matrix(betal[-1]))
if (fun.p==D{ p
if (fun.p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(betall])*v) }

if (fun.rho==2) { rho = (exp(betal1])/(1+exp(betal1]l)))~v }

if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal[l])*v)~2) }

11i = choose(n,y)*p~(y)*(1-p) ~(n-y)*(1-rho) + p~(y/n)*(1-p)~((n-y)/n)*rho*IA2
return(11i)

3

inv.g <- matrix(ncol=m, nrow=n.cad,0)
for (j in 1:n1) { inv.g[j,] <- 1/g(theta.finallj,],y,n,v,X,IA2) }
cpoi <- 1/(apply(inv.g,2,mean))

pred.y.cpo <- matrix(ncol=max(n)+1, nrow=n.cad,0)
dens.max.n.cpo <- matrix(ncol=max(n)+1, nrow=m,0)
pred.y.final.cpo <- numeric()

for (i in 1:m) {
teste.y = 0:n[i]
for (j in 1l:n.cad) {
pred.y.cpol[j,] <- c(1/g(theta.finallj,],teste.y,n[i],v[i],X[1i,],IA2[i]),
rep (1000, (max(n)+1-length(teste.y))))

dens.max.n.cpo[i,] <- 1/(apply(pred.y.cpo,2,mean))
pred.y.final.cpo[i] = which.max(dens.max.n.cpol[i,])-1

}

return(list (CPOi=cpoi, pred.resp=pred.y.final.cpo))
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Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)
y: varidveis resposta
n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos

1, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

1 - func8o de ligacgdo logito

2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fung8o de ligagdo log-log

4 - fung8o de ligagdo probito

fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial

N

- estrutura de correlagdo AR continua

3 - estrutura de correlagdo Gaussiana

theta.final: matriz de valores provientes do MCMC,

considerando o burn in e os saltos necessarios
CP0.MRBC(dados=cbind(y,n,d,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, theta.final)
Saida:

- CP0Oi: o valores da CPO para cada observagéo

- pred.res: o valores predito para cada observagdo via CPO

D.3 Residuos Bayesianos

Funcao para obter os valores dos residuos Bayesianos padronizados, conforme des-
crito na Secgao 4.3.1. Para rodar esta fungao é necessério carregar a fungao CPO.MRBC,

mostrada no Apéndice D.2.

resb.MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, theta.final, c1, hiper.var){

<- dados[,1]
<- dados[,2]
<- dados/[,3]

<- dados[,4:ncol(dados)]

<- nrow(dados)

B B W <4 B <

.cad <- nrow(theta.final)
index = 1:m

# Amostra da distribuig8o dos residuos a posteriori
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dist.residuo.pad <- matrix(nrow=n.cad, ncol=m, 0)

dist.residuo <- matrix(nrow=n.cad, ncol=m, 0)

for (i in 1:n.cad) {

preditori = X%*Ytheta.final[i,-1]

if (fun.p==1){ hatpi = exp(preditori)/(l+exp(preditori)) }
if (fun.p==2){ hatpi
if (fun.p==3){ hatpi = exp(-exp(-preditori)) }

1 - exp(-exp(preditori)) }

if (fun.p==4){ hatpi = pnorm(preditori) }

if (fun.rho==1) { hatrhoi = exp(-theta.final[i,1]*v) }

if (fun.rho==2) { hatrhoi theta.finall[i,1]"v }

if (fun.rho==3) { hatrhoi = exp(-(theta.finalli,1]*v)~2) }

dist.residuo.pad[i,] = (y - n*hatpi)/ sqrt(hatpi*(1-hatpi)*(n+hatrhoi*n*(n-1)))
dist.residuo[i,] = nxhatpi

}

media.pi = matrix(nrow=n.cad, ncol=m, rep(apply(dist.residuo, 2,mean),n.cad),byrow = T)

media.residuo = apply(dist.residuo.pad, 2, mean)
numerol = length(which(abs(media.residuo)>2))
# Residuos via CPO

resl <- CP0.MRBC(dados, fun.p, fun.rho, theta.final)
residuo = y - resl$pred.resp

theta.med <- apply(theta.final,2,median)

hatpreditor = X*)theta.med[-1]

if (fun.p==1){ hatp = exp(hatpreditor)/(l+exp(hatpreditor)) }
if (fun.p==2){ hatp = 1 - exp(-exp(hatpreditor)) }

if (fun.p==3){ hatp = exp(-exp(-hatpreditor)) }

if (fun.p==4){ hatp = pnorm(hatpreditor) }

if (fun.rho==1) { hatrho = exp(-theta.med[1]x*v) }

if (fun.rho==2) { hatrho = theta.med[1]"v }

if (fun.rho==3) { hatrho = exp(-(theta.med[1]*v)~2) }

residuo.pad = residuo/sqrt (hatp*(1-hatp)*(n+hatrho*n*(n-1)))
numero = length(which(abs(residuo.pad)>2))
# Residuos via deviance

IA2 <- rep(0,m)
IA2[y==n|y==0]<-1

g <- function(beta,y,n,v,X,IA2) {
preditor = XJx*Y%betal-1]

if (fun.p==1){ p
if (fun.p==2){ p
if (fun.p==3){ p

exp(preditor)/(1+exp(preditor)) }

1 - exp(-exp(preditor)) }

exp(-exp(-preditor)) }
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if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(betall])*v) }

if (fun.rho==2) { rho = (exp(betal1])/(1+exp(betal1])))"v }

if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal1])*v)~2) }

11i = choose(n,y)*p~(y)*(1-p) ~(n-y)*(1-rho) + p~(y/n)*(1-p)~((n-y)/n)*rho*IA2
return(11i)

3

priori <- function(beta) {

Sigma <- diag(hiper.var)

pri = (2%pi)~(-(length(beta)/2))*(det(Sigma))~(-(1/2))*
exp(-(1/2) *t (beta) %*%solve (Sigma) %*%beta)

return(as.numeric(pri))

3

esp <- matrix(ncol=m, nrow=n.cad,0)
g.priori <- numeric()

log.gm <- numeric()

for (j in 1:n.cad) {
esplj,] <- log(g(theta.finallj,],y,n,v,X,IA2)/priori(theta.finallj,]))
}

esp.me <- apply(esp, 2, mean)
theta.mean <- apply(theta.final,2,mean)

for (i in 1:m) {

g.priori[i] <- log(g(theta.mean,y[i],n[i],v[i],X[i,],TIA2[i])/priori(theta.mean))
log.gm[i] <- log(g(theta.mean, y[i],n[i],v[i],X[i,],IA2[i]))

}

pDi = -2x(esp.me-g.priori)

Di = -2xlog.gm

raiz <- Di+pDi

DIC = sum(raiz) + sum(pDi)

res.di = sign(y-nxhatp)*sqrt(raiz)

res.pad.di = res.di / sqrt(hatp*(l-hatp)*(n+hatrho*n*(n-1)))

numero2 = length(which(abs(res.pad.di)>2))

par (mfrow=c(2,2), mar=c(1.5,1.5,1.5,1.5))

liml=c(min(residuo.pad)-0.5, max(residuo.pad)+0.5)

plot(pred.y.final.cpo, residuo.pad, xlab="valor predito", ylab="", main="(a)",
ylim=1liml, cex.lab=1.2, lwd=2, cex.axis=1.2)

showLabels(pred.y.final.cpo, residuo.pad, labels=index, id.method=list("y"),
id.n = numero, id.cex=1.2)

abline(h=c(1,-1), col="grey90")

abline(h=c(-2,2), col="grey70")



126

ordem <- order(media.pil1,])

lim2=c(min(media.residuo)-0.5, max(media.residuo)+0.5)

plot(media.pi[l,ordem], media.residuo[ordem], ylim=1im2, ylab="", xlab="valor esperado",
main="(b)", cex.lab=1.2, lwd=2, cex.axis=1.2)

for (i in 1:m){

segments (media.pi[l,ordem[i]], HPDinterval(mcmc(dist.residuo.pad[,ordem[i]])) [1],

media.pil[l,ordem[i]] ,HPDinterval (mcmc(dist.residuo.pad[,ordem[i]])) [2], 1lty=2) }

showLabels (media.pi[l,ordem], media.residuo[ordem], labels=index, id.method=list("y"),

id.n = numerol, id.cex=1.2)
abline(h=c(1,-1), col="grey90")
abline(h=c(-2,2), col="grey70")

1lim3=c(min(res.pad.di)-0.5, max(res.pad.di)+0.5)

plot(pred.y.final.cpo, res.pad.di, xlab="valor predito", ylab="", main="(c)",
ylim=1im3, cex.lab=1.2, lwd=2, cex.axis=1.2)

showLabels(pred.y.final, res.pad.di, labels=index, id.method=list("y"),
id.n = numero2, id.cex=1.2)

abline(h=c(1,-1), col="grey90")

abline(h=c(-2,2), col="grey70")

numero3 = length(which(abs(pDi)>0.6))

lim4=c(min(res.di)-0.5, max(res.di)+0.5)

plot(res.di,pDi, xlim=1im4, xlab="", ylab="", ylim=c(0,1), main="(d)", cex.lab=1.2,
lwd=2, cex.axis=1.2)

showLabels(res.di, pDi, labels=index, id.method=1list("y"), id.n = numero3, id.cex=1.2)

x <- seq(-10,10,length.out=500)

lines(x,c1[1]-x"2, 1ty=2)

lines(x,c1[2]-x"2, 1lty=2)

lines(x,c1[3]-x"2, lty=2)

return(list(respad.post=media.residuo, respad.cpo=as.numeric(residuo.pad),
respad.dev=as.numeric(res.pad.di), res.dev=as.numeric(res.di),
leverage=pDi, DIC=DIC))

Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)

y: varidveis resposta

n: nimero de individuos em cada cluster

v: valor da fungdo dos individuos

1, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters
fun.p = 1 - fungdo de ligagdo logito
2 - fungdo de ligagdo complementar log-log
3 - fungdo de ligagdo log-log
4 - fung8o de ligagdo probito
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fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial
2 - estrutura de correlagdo AR continua

3 - estrutura de correlagdo Gaussiana

theta.final: matriz de valores provientes do MCMC,
considerando o burn in e os saltos necessarios

cl: valores de contribuig¢do no valor global do DIC

hiper.var: valores dos hiperparé@metros da priori para cada

parametro

resb.MRBC(dados=cbind(y,n,d,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, theta.final,
cl=c(1,2,4), hiper.var=rep(10000,4))

Saida:

- respad.post: amostra da distribuigdo a posteriori dos residuos padronizados
- respad.cpo: valores dos residuos padronizados baseado na CPO

- respad.dev: valores dos residuos padronizados baseado na deviance

- res.dev: valores dos residuos baseado na deviance

- leverage: alavancagem das obervagdes

- DIC: valor de critério DIC

D.4 Divergéncia de K-L

Funcao para obter os valores da divergéncia de K-L e a calibracao da divergéncia de
K-L, conforme descrito na Secao 4.3.2. Para rodar esta fungao é necessario carregar a
fungao CPO.MRBC, mostrada no Apéndice D.2.

DKL.MRBC <- function(dados, fun.p, fun.rho, theta.final){

dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2)

fun.p=1

fun.rho=1

y <- dados[,1]

n <- dados[,2]

v <- dados[,3]

X <- dados[,4:ncol(dados)]
m <- nrow(dados)

n.cad <- nrow(theta.final)

IA2 <- rep(0,m)
IA2[y==n|y==0]<-1

g <- function(beta,y,n,v,X,IA2) {
preditor = X)x*Y%betal-1]
if (fun.p==1){ p = exp(preditor)/(1l+exp(preditor)) }
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if (fun.p==2){ p = 1 - exp(-exp(preditor)) }

if (fun.p==3){ p = exp(-exp(-preditor)) }

if (fun.p==4){ p = pnorm(preditor) }

if (fun.rho==1) { rho

exp(-exp(betal1])*v) }

if (fun.rho==2) { rho = (exp(betal[1])/(1+exp(betal1])))~v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal[1])*v)~2) }

11i = choose(n,y)*p~ (y)*(1-p) ~(n-y)*(1-rho) + p~(y/n)*(1-p)~((n-y)/n)*rho*IA2

return(11li)

}

log.gt <- matrix(ncol=m, nrow=n.cad,0)

for (j in 1:n1) {
log.gtl[j,] <- -2xlog(g(theta.finallj,],y,n,v,X,IA2))

}

resl <- CP0.MRBC(dados, fun.p, fun.rho, theta.final)

DKL

cal

-log(res1$CP0i) + apply((log.gt/(-2)),2,mean)
0.5%(1+sqrt (1-exp(-2*DKL)))

par (mfrow=c(1,2), mar=c(1.5,1.5,1.5,1.5))
lim=c (0, max(DKL)+1)

plot (DKL, xlab="",
plot(cal, xlab="",

return(list (DKL=DKL, CAL=cal))

}

Exemplo:

Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,1,x1,x2)
y:

fun.rho =

theta.final:

n
v
1

1

N

variaveis resposta

: nimero de individuos em cada cluster

valor da fungdo dos individuos

x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

funcdo de ligacgdo logito

funcdo de ligacdo complementar log-log
funcdo de ligacdo log-log

funcdo de ligagdo probito

- estrutura de correlaglo exponencial
- estrutura de correlagdo AR continua

- estrutura de correlagdo Gaussiana

matriz de valores provientes do MCMC,

considerando o burn in e os saltos necessarios

ylab="divergéncia K-L", main="(a)", type="h",ylim=1im)
ylab="Calibrag&o", main="(b)", type="h",ylim=c(0.5,1))
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DKL.MRBC(dados=cbind(y,n,v,1,x1,x2), fun.p=1, fun.rho=1, theta.final)

Saida:
- graficos da divergéncia de K-L e da calibragdo da divergéncia de K-L
- DKL: valor da divergéncia de K-L para cada cluster

- CAL: calibragdo da divergéncia de K-L para cada cluster



Apéndice E

Programas para o MRBCAEN

Neste capitulo, apresentamos os principais programas computacionais utilizados no
MRBCAEN via abordagem cléassica. As fungoes foram implementadas em R (R Devel-
opment Core Team, 2011) para obter os estimadores em maxima verossimilhanca, os
intervalos de confianca discutidos no Capitulo 6. As demais rotinas, nao apresentados

aqui, sao muito similares ao desenvolvidos no Apéndice C.

E.1 Estimadores de maxima verossimilhanca

Funcao para obter os estimadores de maxima verossimilhanga, 6, do vetor de parame-
tros 6, usando o algoritmo EM, conforme descrito na Secao 6.3.

EMV.MRBCEAN <- function(dados, fun.rho, chutes, b, erro = 1e-08){

BETAS = as.matrix(chutes)
y <- dados[,1]
<- dados[,2]
<- dados[,3]
dados[,4]
<- dados[,5:ncol(dados)]

< = < B
N
|

vero <- function(beta){

hatx <- (bxbetal[3]+w)/(1+b)

preditor = XJ*%(as.matrix(beta[5:ncol(dados)])) + beta[2]*hatx

p = exp(preditor)/(1+exp(preditor))

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(betall])*v) }

if (fun.rho==2) { rho = (exp(betal[1])/(1+exp(betal1])))~v }

if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal[l])*v)~2) }

11 = sum ( -(1/2)*log(exp(betal4]))-(1/(2xexp(betal4])))*((w~2)/b+betal[3]~2-
((bxbeta[3]+w)~2)/(b*(1+b)))+z*log(rho)+(1-z)*Llog(l-rho)+
log(p~((y/n)*(z+n-n*z)))+log((1-p) ~((n-y)*(z/n+1-z))) )

return(1ll)
}

dif <- 0.1

130
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while(dif > erro) {

hatx <- (b*BETAS[3]+w)/(1+b)

preditor = X/*%(as.matrix(BETAS[5:ncol(dados)])) + BETAS[2]*hatx
p = exp(preditor)/(1+exp(preditor))

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(BETAS[1])*v) }

if (fun.rho==2) { rho (exp(BETAS[1])/(1+exp(BETAS[1]1)))"v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(BETAS[1])*v)~2) }

vl <- rho*p~(y/n)*(1-p)~ ((n-y)/n)

v2 <- (1-rho)*choose(n,y)*p~y*(1-p)~(n-y)

z <- vl /(vi+v2)

z[! ((y==0) | (y==n))]1=0

res <- optim(BETAS, vero, method="BFGS", hessian=T, control=list(fnscale=-1))

if (fun.rho==1) { dif.gama <- abs(exp(BETAS[1]) - exp(res$par[1])) }
if (fun.rho==2) { dif.gama <- abs(exp(BETAS[1])/
(1+exp(BETAS[1])) - exp(res$par[1])/(1+exp(res$par([1]))) }
if (fun.rho==3) { dif.gama <- abs(exp(BETAS[1]) - exp(res$par[1])) }
dif.delta <- abs(BETAS[2] - res$par([2])
dif.mu <- abs(BETAS[3] - res$par([3])
dif.sigma2 <- abs(exp(BETAS[4]) - exp(res$par[4]))
dif .betas <- abs(BETAS[5:ncol(dados)] - res$par[5:ncol(dados)])

dif <- max(dif.gama, dif.delta, dif.mu, dif.sigma2, dif.betas)
BETAS <- res$par

if (fun.rho==1) { EMV <- c(exp(BETAS[1]), BETAS[2:3], exp(BETAS[4]), BETAS[5:ncol(dados)]) }
if (fun.rho==2) { EMV <- c(exp(BETAS[1])/(1+exp(BETAS[1])), BETAS[2:3],

exp (BETAS[4]), BETAS[5:ncol(dados)]) }
if (fun.rho==3) { EMV <- c(exp(BETAS[1]), BETAS[2:3], exp(BETAS[4]), BETAS[5:ncol(dados)]) }

EMV <- matrix(EMV, ncol=(ncol(X)+4))
colnames (EMV) <- c("gama", "delta", "mu",
}

return (EMV)

}

"sigma2", replicate(ncol(X),"betas"))

Exemplo:
Especifique conforme abaixo:

dados <- cbind(y,n,v,w,1,x1,x2)
y: variadveis resposta
n: nimero de individuos em cada cluster
v: valor da fungdo dos individuos
w: covariavel medida com erro
1,

x1, x2: lista de covariaveis dos clusters

fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial
2 - estrutura de correlagdo AR continua
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3 - estrutura de correlagdo Gaussiana

chutes: lista de valores iniciais dos parametros

b: proporgdo de erro observado em relagdo a varidncia da covaridvel n&o observada
erro: erro admissivel no critério de parada do algoritmo

EMV.MRBCEAN (dados=cbind(y,n,v,w,1,x1), fun.rho=1, b=1, chutes=c(0,0,0,0,0,0))

Saida:

- EMV: vetor de estimadores de maxima verossimilhanga

E.2 Intervalos de confianca

Funcao para obter os intervalos de confianca para o vetor de parametros 8, usando as

trés formas de construgao dos intervalos de confianca descritos na Secgao 6.4.

IC.MRBCEAN <- function(dados, fun.rho, nsim.mc, nsim.boot,
nsim.perf, EMV, conf=0.95, digt=3, b) {

y <- dados[,1]

n <- dados[,2]

v <- dados[,3]

w <- dados[,4]

X <- dados[,5:ncol(dados)]
m <- nrow(dados)

# Verossimilhanga aumentada

J_bba <- function(EMV,xs,xr,posl,pos2) {

hatx <- (b*EMV[3]+w)/(1+b)
preditor = X%*%(as.matrix(EMV[5:ncol(dados)]))+EMV[2]*hatx

p = exp(preditor)/(1+exp(preditor))

Alog <- exp(preditor)*(1l+exp(preditor))~(-2)

Blog <- -exp(preditor)x*(exp(preditor)-1)*(1+exp(preditor))~(-3)

Clog <- (exp(preditor)+1)/(exp(preditor)-1)

dpls <- 0

if (posl==’betas’)
if (posl==’delta’)
if (posl==’mu’)

dplr <- 0

if (pos2==’betas’)
if (pos2==’delta’)
if (pos2=="mu’)

dpls
dpls
dpls

dpir
dpilr
dpir

xs*Alog }
((b*EMV [3]+w) / (1+b) ) *Alog }
(b*EMV [2] / (1+b) ) *Alog }

xr*Alog }
((b*EMV [3]+w) / (1+b))*Alog }
(b*xEMV [2]/ (1+b))*Alog }
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dp2 <-

if ((posl=="betas’)&(pos2=="betas’))
if ((posl=="betas’)&(pos2=="delta’))

if ((posl==’delta’)&(pos2=="delta’))

0

dp2 = xr*xs*Blog }
dp2 = ((b*EMV[3]+w)/(1+b))*xs*Blog }

dp2 = ((b*EMV[3]+w)~2/(1+b)"~2)*Blog }

{
{
if ((posl=="betas’)&(pos2=="mu’)) { dp2 = (b*EMV[2]/(1+b))*xs*Blog }
{
{

if ((posl==’delta’)&(pos2=="mu’))

dp2 = (b/(1+b)~2)* (EMV [2] * (b*EMV [3] +w)
- (1+b) *Clog) *Blog }

if ((posl=="mu’)&(pos2=="mu’)) { dp2 = ((b~2+EMV[2]~2)/(1+b)~2)*Blog }
f2 <- 0
if ((posl=="mu’)&(pos2=="mu’)) { £2 = -(1/(EMV[4]*(1+b))) }

if ((posl=="mu’)&(pos2==’sigma2’)) { £2
if ((posi==’sigma2’)&(pos2==’sigma2’)) { £2

(EMV [3]-w)/(EMV[4] ~2*%(1+b)) }
(EMV [4] * (1+b) -2%w~2-2+EMV [3] ~2+4*w+EMV [3] ) /
(2%EMV [4]~3%(1+b)) }

res <- -sum(£2+(p~(-1)*dp2-p~(-2)*dplr*dpls)*((y/n)*(z+n-n*z))-((1-p)~(-1)*dp2+
(1-p)~(-2)*dplr*dpls)*((n-y)*((z/n)+1-2z)))

return(

}

J_cova

if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

if (fun.
if (fun.
if (fun.

res <-

return(

3

res)

<- function(EMV) {

rho==1)
rho==2)
rho==3)

rho==1)
rho==2)
rho==3)

rho==1)
rho==2)
rho==3)

rho
rho =

rho =

drhol
drhol
drhol

drho2
drho2
drho2

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]~v }
exp(- (EMV[1]*v)~2) }

= -vxexp(-EMV[1]*v) }
= v (EMV[1]~v)*EMV[1]~(-1) }
= -2xEMV[1]*v~(2) *exp (- (EMV[1]*v)~2) }

= y~2*exp(-EMV[1]*v) }
= (EMV[1]~(v-2))*v*(v-1) }
= 2*v~2%exp (- (EMV[1]*v) ~2) * (2% (EMV [1]*v)~2-1) }

-sum(z*((rho~(-1))*drho2 - (rho~(-2))*drhol1~2)-(1-z)*
(((1-rho) ~(-1)) *drho2+((1-rho) "~ (-2))*drho1~2))

res)

U_bba <- function(EMV,xs,posl) {

hatx <- (b*EMV[3]+w)/(1+b)

preditor = XV*%(as.matrix(EMV[5:ncol(dados)])) + EMV[2]*hatx
p = exp(preditor)/(1+exp(preditor))

Alog <- exp(preditor)*(1+exp(preditor))~(-2)

dpls <-

0

if (posl==’betas’) { dpls = xs*Alog }

if (posl==’delta’) { dpls
{ dpis

if (posl

f1 <-0

==’mu’)

((b*EMV[3]+w) / (1+b)) *Alog }
(bxEMV [2] / (1+b) ) *Alog }
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if (posl=="mu’) { f1
if (posl==’sigma2’) { f1

(w-EMV[3])/(EMV[4]*(1+b)) }
(-EMV [4] * (1+b) +w~2-2*w+EMV [3] +EMV [3] ~2) /
(2+EMV [4] ~2x(1+b)) }

res <- sum(fi+dpls*((y/n)*(z+n-n*z)*p~(-1)-(n-y)*((z/n)+1-2)*(1-p)~(-1)))
return(res)

}
U_cova <- function(EMV) {

if (fun.rho==1) { rho = exp(-EMV[1]xv) }
if (fun.rho==2) { rho = EMV[1]-v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]%v)~2) }

if (fun.rho==1) { drhol = -v*exp(-EMV[1]*v) }
if (fun.rho==2) { drhol vx(EMV[1] ~v)*EMV[1]~(-1) }
if (fun.rho==3) { drhol = -2*EMV[1]*v~(2)*exp(-(EMV[1]*v)~2) }

res <- sum(z*((rho~(-1))*drhol)-(1-z)*((1-rho) "~ (-1)*drhol))
return(res)

3

J_betaa <- matrix(ncol=(ncol(EMV)-1) ,nrow=(ncol(EMV)-1),0)

colnames(J_betaa) <- c("delta", "mu", "sigma2",replicate(ncol(X),"betas"))

rownames (J_betaa) <- c("delta", "mu", "sigma2",replicate(ncol(X),"betas"))

hatx <- (b*EMV[3]+w)/(1+b)
preditor = XV*%(as.matrix(EMV[5:ncol(dados)])) + EMV[2]*hatx
p = exp(preditor)/(1+exp(preditor))

if (fun.rho==1) { rho
if (fun.rho==2) { rho
if (fun.rho==3) { rho

exp(-EMV[1]*v) }
EMV[1]-~v }
exp(- (EMV[1]*v)~2) }

vl <- rho*p~(y/n)*(1-p)~ ((n-y)/n)

v2 <- (1-rho)*choose(n,y)*p~y*(1-p)~(n-y)
z <- vi1 /(vi+v2)

z[!' ((y==0) | (y==n))1=0

X.aux <- cbind(1,1,1,X)

for (i in 1:(ncol(EMV)-1)) {

for (j in i:(ncol(EMV)-1)) {

J_betaali,j] <- J_bba(EMV,X.aux[,i],X.aux[,j],
posl=colnames(J_betaa) [1] ,pos2=colnames(J_betaa) [j]1)

J_betaalj,i] <- J_betaali,j]

1

Jaux <- matrix(ncol=ncol(EMV), nrow=ncol(EMV), 0)
Jaux[2:ncol(EMV),2:ncol(EMV)] <- J_betaa
Jaux[1,1] <- J_cova(EMV)
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U_a <- matrix(nrow=ncol (EMV), ncol=ncol(EMV), 0)
MC.Ua <- 1list()
for(i in 1:nsim.mc){ MC.Ua[[i]] <- U_a }

hatx <- (b*EMV[3]+w)/(1+b)

preditor = X*%(as.matrix(EMV[5:ncol(dados)])) + EMV[2]*hatx
p = exp(preditor)/(1+exp(preditor))

Alog <- exp(preditor)*(1+exp(preditor))~(-2)

if (fun.rho==1) { rho = exp(-EMV[1]*v) }
if (fun.rho==2) { rho = EMV[1]-v }
if (fun.rho==3) { rho = exp(-(EMV[1]*v)~2) }

vl <- rho*p~(y/n)*(1-p)~ ((n-y)/n)
v2 <- (1-rho)*choose(n,y)*p~y*(1-p)~(n-y)
prob.z <- vl / (v1+v2)

for (q in 1:nsim.mc){

z <- sapply(prob.z, rbinom, n=1, size=1)
z[! ((y==0) | (y==n))1=0

U_al[1,1] <- U_cova(EMV)*U_cova(EMV)

for (k in 1:ncol(EMV)){
for (i in 1:ncol(EMV)){

if(i>1 & (k>=i)) {

U_ali,k] <- U_bba(EMV,X.aux[,i-1],posi=colnames(J_betaa) [i-1])*
U_bba(EMV,X.aux[,k-1],posl=colnames(J_betaa) [k-1])

U_alk,i] <- U_ali,k] }

else { if(i==1 & k>1)

{ U_ali,k] <- U_cova(EMV)*U_bba(EMV,X.aux[,k-1],posl=colnames(J_betaa) [k-1]) ;
U_alk,i] <- U_ali,k] }}

1

MC.Ua[[ql] <- U_a
}

MC.Ua.m <- matrix(ncol=ncol(EMV), nrow=ncol (EMV),0)

aux <- numeric(msim.mc)

for (i in 1:ncol(EMV)){

for (j in 1:ncol(EMV)){
for (k in 1:nsim.mc){
aux[k] <- MC.Ual[[k]][i,j]
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}
MC.Ua.m[i,j] <- mean(aux)

1}

Ja <- Jaux - MC.Ua.m

varbetaa <- diag(solve(Ja))

# Bootstrap ndo-paramétrico

BETAS = as.matrix(EMV)

EMVS <- matrix(ncol=ncol(EMV) ,nrow=nsim.boot,0)
for (j in 1:nsim.boot){

ordem <- sample(l:m, m, replace=T)
dados_novo = dados
for (i in 1:m){ dados_novo[i,] <- dados[ordem[i],] }

EMVS[j,] <- EMV.MRBCEAN(dados=dados_novo, fun.rho=fun.rho, chutes=EMV, b)
}

# Perfilado

vero.a.usual <- function(beta){

IA2 <- rep(0,m)

IA2[(y==n) | (y==0)] <- 1

hatx <- (bxbetal[3]+w)/(1+b)

preditor = X¥*%(as.matrix(beta[5:ncol(dados)])) + betal[2]*hatx

p = exp(preditor)/(1+exp(preditor))

if (fun.rho==1) { rho = exp(-exp(betal[1])*v) }

if (fun.rho==2) { rho = (exp(beta[1])/(1+exp(betal1])))~v }

if (fun.rho==3) { rho = exp(-(exp(betal[l])*v)~2) }

bin <- choose(n,y) * p~y * (1-p)~(n-y) * (1-rho)

ber <- p~(y/n) * (1-p)~((n-y)/n) * rho * IA2

aux <- -(1/2)*log(2*pi*exp(betal4])*(1+b))-(1/(2*exp(betal4]))*((w~2)/b
+betal[3]~2- (((b*betal[3]+w)~2)/(b*x(1+b)))))

11 <- aux+log(bin+ber)

return(sum(11))

}

vero.emvs <- matrix(ncol=(ncol(X)+4) ,nrow=nsim.perf,0)
teste <- matrix(ncol=(ncol(X)+4) ,nrow=nsim.perf,0)

EMV.aux <- EMV

if (fun.rho==1) { EMV.aux[1] <- log(EMV[1]) ; EMV.aux[4] <- log(EMV[4]) }
if (fun.rho==2) { EMV.aux[1] <- log(EMV[1]/(1-EMV[1])) ;

EMV.aux[4] <- log(EMV[4]) }
if (fun.rho==3) { EMV.aux[1] <- log(EMV[1]) ; EMV.aux[4] <- log(EMV[4]) }
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EMV.a <- EMV.aux

for (j in 1:(ncol(X)+4)){

for (i in 1:nsim.perf){

teste[,j] <- seq(EMV[j]-8, EMV[j]+8, length.out=nsim.perf)
EMV.aux <- EMV.a

EMV.aux[j] <- testeli,j]

vero.emvs[i,j] <- vero.a.usual (EMV.aux)

1}
dif <- vero.emvs - (vero.a.usual(EMV.a) - (1/2)*qchisq(conf,1))

IC <- matrix(ncol=2, nrow=(ncol(X)+4), 0)

for (i in 1:(ncol(X)+4)) {

IC[i,] <- testelc(which( c(sign(dif[,i]),0) * c(0,sign(dif[,i])) ==-1)),il]
}

if (fun.rho==1) { IC[1,] <- exp(IC[1,]) ; IC[4,] <- exp(IC[4,]) }
if (fun.rho==2) { IC[1,] <- exp(IC[1,])/(1+ exp(IC[1,])) ; IC[4,] <- exp(IC[4,]) }
if (fun.rho==3) { IC[1,] <- exp(IC[1,]) ; IC[4,] <- exp(IC[4,]1) }

# resumos
confianga <- c((1-conf)/2, 1-(1-conf)/2)
resumo <- matrix(ncol=7, nrow=ncol (EMV))

resumo[,1] <- EMV

resumo[,2] <- EMV + gnorm((1l-conf)/2)*sqrt(varbetaa)
resumo[,3] <- EMV + gnorm(1-(1-conf)/2)*sqrt(varbetaa)
resumo[,4] <- apply(EMVS,2,quantile, probs=(1-conf)/2)
resumo[,5] <- apply(EMVS,2,quantile, probs=1-(1-conf)/2)
resumo[,6] <- IC[,1]

resumo[,7] <- IC[,2]

colnames (resumo) <- paste(c("EMV", "ICi_a", "ICs_a", "ICi_b", "ICs_b",
"ICi_p", "ICs_p"))
rownames (resumo) <- paste(c("gamma", "delta", "mu", "sigma2",
replicate((ncol (EMV)-4),"betas")))

return(round(resumo,digt))

}

Exemplo:

Especifique conforme abaixo:
dados <- cbind(y,n,v,w,1,x1,x2)

y: varidveis resposta
n: numero de individuos em cada cluster
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v: valor da fungdo dos individuos
covariavel medida com erro

1, x1, x2: lista de covariaveis dos clusters
fun.rho = 1 - estrutura de correlagdo exponencial
2 - estrutura de correlagdo AR continua
3 - estrutura de correlagdo Gaussiana
nsim.mc: ndmero de simulagdes Monte Carlo
nsim.boot: numero de simulagdes bootstrap
nsim.perf: nimero de valores do paré@metro para o intervalo perfilado
EMV <- EMV.MRBCEAN(dados=cbind(y,n,v,w,1,x1), fun.rho=1, chutes=c(0,0,0,0,0,0))
conf: nivel de confianga para construgdo dos intervalos
digt: nimero de casas decimdis na saida

b: proporgdo de erro observado em relagdo a varidncia da covariavel ndo observada

IC.MRBCEAN(dados = cbind(y,n,v,w,1,x1), fun.rho=1, nsim.mc=3000,
nsim.boot=100, nsim.perf=5000, EMV, conf=0.95, digt=3, b=1)

Saida:

- EMV: vetor de estimadores de médxima verossimilhanga

- (ICi_a,ICs_a): intervalo de confianga assintdético construido
com a verossimilhanga aumentada

- (ICi_b,ICs_b): intervalo de confianga bootstrap

- (ICi_p,ICs_p): intervalo de confianga perfilado
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