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Resumo

Na drea médica testes diagndsticos sao usados para classificar um paciente como po-
sitivo ou negativo com relacao a uma determinada condi¢ao ou moléstia. Existem testes
mais simples e outros mais elaborados, cada um fornecendo diferentes chances de erro de
classificacao dos pacientes. Para quantificar a precisao dos testes diagnésticos, podemos
compard-los com testes " Padrao Ouro”, termo utilizado para testes com satisfatéria exa-
tidao, como biopsias, inspegoes cirtirgicas e outros. Existem algumas condicoes que nao
possuem testes considerados Padrao Ouro, outras até possuem, mas nao é ético aplicé-los
em individuos sem a evidéncia da moléstia, ou ainda o seu uso pode ser invidvel devido a
seu alto custo ou por oferecer risco ao paciente.

Joseph et al. (1999) [16] propdem a abordagem Bayesiana que supera o problema de
pacientes nao verificados pelo teste Padrao Ouro introduzindo varidveis latentes. Apre-
sentamos também esta metodologia considerando a presenca de covaridveis, que fornece
subsidios para a tomada de decisao médica. Um estudo comparativo é feito para situacoes
com auséncia de Padrao Ouro para todos, alguns ou nenhum paciente, e assim, descreve-
mos sobre a importancia de se considerar uma porcentagem de pacientes verificados pelo
teste Padrao Ouro para melhores estimativas das medidas de desempenho dos testes di-
agnoésticos. Introduzimos um novo parametro que classsifica o grupo verificado ou nao
verificado pelo teste Padrao Ouro. As metodologias propostas sao demonstradas através
de exemplos numéricos. Como sugestao de continuidade, demonstramos a metodologia

para a verificagao de dependéncia condicional entre testes diagnésticos.



Abstract

In the medical area, diagnostic tests are used to classify a patient as positive or
negative with respect to a given disease. There are simple and more elaborate tests, each
one with a specified rate of misclassification.

To verify the accuracy of the medical tests, we could have comparisons with a "gold
stantard", here is a test with no error.

In many situations we could not have "gold standard", by ethical reasons or by chance
that the individual is disease free or by high costs of the test.

Joseph et al (1999) introduces a Bayesian approach that solves the lack of a gold
standard, by using latent variables. In this work, we introduce this Bayesian methodology
giving generalizations in the presence of covariates. A comparative study is made with
the presence or not of gold standard to check the accuracy of the medical tests. Some
different proportions of patients without gold standard are considered in a simulation
study. Numerical examples are considered using the proposed methodology.

We conclude the dissertation assuming dependence among two or more tests.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo Braulio, L.F. [8] , a prética médica é uma atividade que combina arte
e ciéncia, e envolve a avaliacao de testes diagndsticos por se tratarem de importante
instrumento & tomada de decisoes médicas.

A avaliacao de um teste diagndstico baseia-se na sua relacao com testes considerados
Padrao Ouro, que indicam se o paciente realmente é ou nao portador de uma condicao
(moléstia). Comparando os resultados obtidos no teste com o nimero de positivos e
negativos identificados pelo Padrao Ouro, obtemos as proporcoes de acerto e também as
taxas de erros do teste diagndstico.

Iniciamos esse estudo utilizando um modelo simples que consiste em analisar uma
amostra de n pacientes, onde a cada paciente observado tem-se como objetivo determinar
se ele é ou nao portador de uma determinada condicao, dado o conhecimento do resultado
de um teste diagndstico que o classifica como positivo ou negativo. O modelo Bayesiano
foi proposto, onde, além da informagao dos dados contida na Verossimilhanca, considera
também a informacao a priori de um especialista, por exemplo. Foi possivel observar
a facilidade no uso do método Bayesiano, que estima valores nao observados através da
metodologia de varidveis latentes.

Em seguida apresentamos um modelo mais elaborado, onde informagoes adicionais
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dos pacientes sao consideradas no estudo, para determinacao de sua condigao. Essas
informacoes podem se referir, por exemlo, ao sexo do paciente, sua idade, a frequéncia
de préaticas esportivas, e outros. A partir desse momento passamos a ter distribuicoes
complexas, de dificil solucao, e mais uma vez, a metodologia Bayesiana resolve a questao
ja que utiliza método iterativo de estimacao.

Com o objetivo de concluir a respeito da utilizagao de varidveis latetes quando nao ob-
servado o teste Padrao Ouro, utilizamos um exemplo numérico real da drea de cardiologia,
que apresenta resultado Padrao Ouro somente para parte dos pacientes em estudo. Esse
exemplo permitiu uma simulacao de diferentes porcentagens de Padrao Ouro observado,
e a comparagao das estimativas encontradas.

Apés concluir sobre a necessidade de parte dos pacientes serem verificados pelo teste
Padrao Ouro, introduzimos um novo modelo que considera uma varidvel adicional refe-
rente & chance de verificagao. Esse novo modelo também é apresentado considerando-se
as covaridveis. O mesmo exemplo numérico é apresentado, e estudos considerando parte
e também a totalidade dos pacientes sao realizados.

Como proposta de continuidade do trabalho, introduzimos a metodologia para verifi-

cacao de dependéncia entre testes diagnésticos.

1.1 Medidas de Desempenho de Testes Diagndsticos

Importantes medidas do desempenho de um teste diagnéstico sao a Sensibilidade e
Especificidade:
Sensibilidade: é a propor¢ao de individuos positivos corretamente identificados.
Especificidade: é a proporcao de individuos negativos corretamente identificados.
A partir de seus valores, podemos conhecer as taxas de erros do teste diagndstico,
sendo elas:
Complemento da Sensibilidade: é a proporcao de individuos erroneamente identifi-

cados como negativos dentre os portadores da doenca, também denominados resultados
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falso negativos.

Complemento da Especificidade: é a proporcao de individuos erroneamente identifi-
cados como positivos dentre os nao portadores da doenca, também denominados falso
positivos.

A Prevaléncia da doenga também é uma importante medida:

Prevaléncia: refere-se a todos os casos da doenca existentes em uma especifica popu-
lacio. E também denominada probabilidade prévia ou pré-teste.

Para conceituar estas medidas, considere um conjunto de dados que mostra a relacao
entre os resultados de dois testes diagnésticos sendo um deles considerado Padrao Ouro. A
Tabela 1.1. mostra a quantidade de pacientes classificados como positivos 7' ou negativos
T pelo Teste Diagnéstico, e também, dentre estes, quantos foram identificados pelo teste

Padrao Ouro como portadores da doenca D ou nao portadores da doenca D.

Tabela 1.1: Resultados de um Teste Diagndstico

Padrao Ouro

Teste | D D Total

T U v a=u-+wv
T w T b=w+=x
Total | u+w |v+z | n=a+b

A pergunta que se faz é: O quanto é eficiente este teste diagnéstico?

Sabendo que, u = verdadeiros positivos, v = falsos positivos, w = falsos negativos, e,
x = verdadeiros negativos, determinamos,

Prevaléncia:

¢ a proporc¢ao de individuos da populacao em estudo que sao portadores da doenga.

Seu resultado é dado por:

P = P(D) = utv

n

Sensibilidade: ¢é a probabilidade de um exame ser positivo na presenca da doenca.
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Seu resultado é dado por:

S = P(T|D) = -+

u+w

Especificidade: é a probabilidade de um exame ser negativo na auséncia da doenca.

Seu resultado é dado por:

E = P(T|D) = -~

v+

Complemento da Sensibilidade: é a probabilidade de um exame ser negativo na pre-

senca da doenca. Seu resultado é dado por:

(1-8)=P(T|D) = -~

u+w

Complemento da Especificidade: é a probabilidade de um exame ser positivo na ausén-

cia da doenca. Seu resultado é dado por:

(1-E)=P(T|D) = ¥

v+

Segundo Reis A.F.F. el al [24], a anédlise da Sensibilidade e Especificidade é o passo
inicial para a selecao de um teste. Conhecé-los auxilia na decisao sobre quais devem
ser solicitados. O que se obtem é a probabilidade do teste ser positivo ou negativo em
individuos, cuja presenga ou auséncia da doenga foi verificada pelo Padrao Ouro.

Reis A.F.F. el al [24] refor¢am que, o raciocinio clinico diante do resultado do teste é
diferente:

Dado o resultado do exame qual a probabilidade de doenca? A probabilidade de
doenga em individuo com resultado de exame positivo ¢ denominada Valor Preditivo
Positivo. Valor Preditivo Negativo é a probabilidade de nao haver a doenca dado um
resultado negativo. Determinamos,

Valor Preditivo Positivo:

VPP = P(D|T) = -

u+v




1. INTRODUCAO 5

Valor Preditivo Negativo:

VPN =P(D|T) = =~

w—+x

O Valor Preditivo de um teste é determinado pela Sensibilidade e Especificidade do
teste e, ainda, pela Prevaléncia da doenca na populacao testada. Isto gera limitagao a
aplicabilidade do Valor Preditivo na drea médica devido sua dependéncia em relagao a
Prevaléncia, nao podendo ser transferida sem considerar a Prevaléncia da doenca em outra

populagao.

1.2 Auséncia de Padrao Ouro

Na prética médica, situacoes onde os individuos nao podem ser verificados pelo teste
Padrao Ouro sao comuns. Muitos destes testes considerados Padrao Ouro apresentam di-
ficuldades para sua aplicacao, como alto custo, risco para o paciente, ou falta de evidéncia
que justifique sua aplicagao (ver por exemplo, Demissie et al, 1998).

Nestes casos de auséncia de Padrao Ouro, as medidas de desempenho dos testes di-
agnosticos nao podem ser calculadas como demonstrado acima. Estas medidas precisam
entao ser estimadas por métodos alternativos, e estimar parametros ¢ um dos objetivos
da Inferéncia Estatistica.

Segundo Gelman A. et al. [14], a Inferéncia Estatistica tem por objetivo tirar con-
clusoes de dados numéricos, utilizando quantidades que nao sao observadas. Existem
dois tipos de estimacao - quantidades nao observadas para o qual inferéncias estatisticas
sao feitas: primeiramente, potenciais quantidades observadas tais como observagoes fu-
turas de um processo, ou o resultado de um experimento clinico caso um tratamento fosse
aplicado. Outro tipo se refere a quantidades que nao sao diretamente observadas, ou seja,

parametros que governam o processo de acordo com os dados observados.
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1.3 Roteiro da Dissertacao

Para demonstrar as metodologias propostas para estimacao destas medidas de de-
sempenho de testes diagnésticos, organizamos a dissertacao apresentando no Capitulo
2 conceitos estatisticos que dao suporte a estas metodologias. Os conceitos sao apre-
sentados em quatro Segoes, sendo, 2.1.- Fungao de Verossimilhanga; 2.2.- Metodologia
Cléssica; 2.3.- Metodologia Bayesiana; e, 2.4.- divergéncias entre as Metodologias Cléssi-
ca e Bayesiana. Para facilitar a compreensao destes conceitos, utilizamos como exemplo o
problema proposto nessa dissertacao. Este capitulo teve como referéncia principal Paulino
et al. (2003) [23] .

O Capitulo 3 apresenta a metodologia proposta por Joseph et al. [16], para estimagao
de medidas de desempenho de Testes Diagnésticos na auséncia de Padrao Ouro. Na Se¢ao
3.1. esta metodologia é formulada para Um Teste Diagnéstico considerando inicialmente
a abordagem cldssica, o que possibilitou demonstrar as facilidades encontradas na utiliza-
¢ao da abordagem Bayesiana proposta por Joseph et al. Na Secao 3.2. apresentamos a
metodologia quando Dois Testes Diagnésticos sao considerados. Na Secao 3.3. um exem-
plo é apresentado, e as estimativas sao calculadas inicialmente considerando os resultados
de dois testes diagnosticos separadamente, e em seguida, consideramos a combinagao dos
mesmos e verificamos a possibilidade de obter melhores estimativas.

No Capitulo 4 apresentamos uma extensao da metodologia de Joseph et al. [16], que
se refere a estimacao de medidas de desempenho de Testes Diagndsticos na auséncia de
Padrao Ouro e presenca de Covaridveis. Apresentamos também dois casos: Na Secgao 4.1.
apresentamos Dois Testes Diagndsticos na Presenga de uma Covaridvel, e na Se¢ao 4.2.
apresentamos a metodologia para Um Teste Diagndstico na Presenga de trés Covaridveis.
Este capitulo, até aqui, teve como referéncia principal Martinez, E. Z. et al. (2003) [21].
Na Secao 4.3. apresentamos um exemplo, e um estudo comparativo é feito para situacoes
com auséncia de Padrao Ouro para todos os individuos, presenga de Padrao Ouro somente

para parte dos individuos, e também presenca de Padrao Ouro para todos os individuos.
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A motivacao desse estudo comparativo foi o questionamento sobre a adequacao do uso da
metodologia de Varidveis Latentes quando nenhum resultado de Padrao Ouro é conhecido.

O Capitulo 5 descreve a metodologia para formulacao de modelos estatisticos para
estimacgao de medidas de desempenho de Testes Diagnésticos na auséncia de Padrao Ouro
e presenca de Chance de Classificacao, onde é introduzida uma nova variavel que identifica
o grupo a que o individuo pertence, verificado ou nao verificado pelo teste Padrao Ouro.
Este capitulo teve como referéncia principal Achcar, J.A. et al. [1]. Implementamos essa
proposta adicionando as Covaridveis ao modelo. O exemplo anterior é utilizado, porém,
considerando o conjunto total dos dados.

Finalmente a verificagao da Dependéncia entre Testes Diagndsticos é apresentada no
Capitulo 6. A referéncia inicial é Martinez, E. Z. et al. (2005) [22]. Extendemos a

proposta de Martinez E. Z. et al. adicionando as covaridveis ao modelo.



Capitulo 2

Conceitos Estatisticos

Segundo Gelman et al. (1995) [14], em muitos estudos estatisticos, dados sdo obser-
vados em conjuntos de n objetos ou unidades, e podemos escrever os dados como vetores,
vy = (y1,Y2, ..., Yn). As varidveis y sdo chamadas resultados e sdo considerados aleatérios
no sentido que, quando fazemos inferéncias, desejamos considerar a possibilidade do valor
observado da varidvel ter obtido um resultado diferente, devido ao processo amostral e a
variagao natural da populagao.

A Estatistica é uma ciéncia que utiliza a teoria probabilistica para a explicacao de
eventos e resultados de experimentos aleatorios.

Segundo Paulino et al. [23], nos problemas de probabilidades costuma-se partir de um
espago de probabilidade (2, A, P) onde:

2 &€ um espaco fundamental ndo vazio (que nas aplicagoes coincide, em regra, com o
espago de resultados ou espago-amostra) com elementos w, w € 2, chamados aconteci-
mentos elementares e subconjuntos A, A C 2, designados acontecimentos.

A ¢ a familia (dlgebra ou o—élgebra) dos acontecimentos dotados de probabilidade.
Vale ressaltar que quando 2 tem a poténcia do continuo nem todos os seus subconjuntos
sao pro- babilisdveis, isto é, existem subconjuntos complexos aos quais nao podemos

atribuir uma probabilidade de forma compativel com os axiomas.



2. CONCEITOS ESTATISTICOS 9

P ¢é a medida de probabilidade definida para os acontecimetnos A C 2, A € A, em
que P(A) é a probabilidade do acontecimento A.

Por parametro, aqui representado por 6, denominamos a quantidade que queremos
descobrir sobre uma caracterfstica de interesse da populacao em estudo. Estimar um
parametro significa encontrar o valor mais plauzivel, verossimel ou razodvel para o valor
de 6.

O objetivo da Inferéncia Estatistica é encontrar o valor mais plauzivel para 6, deno-
minado 0.

O valor do parametro 6 é estimado associando & varidvel aleatéria um modelo proba-
bilistico, que através de uma funcgao, expressa como esta varidvel de interesse se comporta
aleatoriamente a partir de uma amostra de uma populacao.

Para o estudo de varidveis aleatérias discretas, as fungoes dos modelos probabilisticos
sao denominadas Funcao de Probabilidade, e para o caso de varidveis aleatérias continuas
sao denominadas Func¢ao Densidade de Probabilidade.

Os parametros de interesse nesse estudo sdo, a Prevaléncia (P) da doenga na popu-
lagao, as medidas de desempenho dos testes diagndsticos, Sensibilidade (S) e Especifici-
dade (E), e conseqiientemente suas taxas de erros dadas pelo Complemento da Sensibili-
dade (1-S) e Complemento da FEspecificidade (1-E).

Além destas medidas, podemos também calcular o Valor Preditivo Positivo (VPP) e
Valor Preditivo Negativo (VPN).

Para o cdlculo destas estimativas, Joseph et al. (1999) [16] propoem a utilizacao da
abordagem Bayesiana quando o Padrao Ouro é ausente. Esta abordagem possibilita a

utilizagao de varidveis latentes ou dados nao observados, portanto desconhecidos.

2.1 Funcao de Verossimilhanca

Funcao de Verossimilhanca se refere & expressao ou representacao do comportamento

dos dados de uma amostra.
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Apresentamos a definigdo para o caso discreto apresentada por Paulino et al. (2003)
(23] :
Caso Discreto: sejam as varidveis aleatérias Y;, ¢ = 1,2,...,n, independentes e

identicamente distribuidas (i.i.d.) com fungao de probabilidade:

f(y|@) : fungdo de probabilidade que expressa como a varidgvel Y

se comporta aleatoriamente.

Seja A = (Y; = y;, Yo = yo, ..., Y, = y,) um acontecimento com probabilidade dada

por,
[Tswe),

pois a distribuicao conjunta do vetor Y é o produto das distribuicoes de probabilidade
associadas a cada individuo 1.

Fixando A e fazendo variar 0, o pardmetro de interesse ou quantidade que queremos
estimar, em ©, o espago paramétrico ou conjunto em que f toma valores, obtem-se a

fungao de verossimilhanca:
L(9) = LO|A) o< [ | f(wil6), (2.1)

com o dominio em O, e que para cada 6 € O exprime a verossimilhanca ou plauzibilidade
que lhe é atribuida quando se sabe que o acontecimento A se realizou, isto é, quando se
observa (Y1 = y1, Y2 = ya, ..., Y, = y,) obtem-se um valor plauzivel para 6.

A Verossimilhanga nao é uma probabilidade, portanto nao faz sentido adicionar verossi-

milhancas. Somente a razao de verossimilhancas tem significado. O quociente,

L(0) ) Hf(yi‘e)
L) Tlrwlery

(2.2)
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mede o peso da evidéncia ou plausibilidade de 6 contra 6*.
Por este fato, a funcao de verossimilhanca é definida a menos de um fator constante

positivo, isto é, independente de 6,

L(9) = KHf(in), fco. (2.3)

2.2 Metodologia Classica

Em uma anélise clédssica, os pardmetros usualmente sao estimados pelo método de
Miéxima Verossimilhanca, que consiste em maximizar a Fungao de Verossimilhanga em

relacao a 6, com o objetivo de encontrar onde esta fungao atinge seu ponto de maximo.
Estimadores de Mdaxima Verossimilhanca

O método de Maxima Verossimilhanca considera que os estimadores sao obtidos
a partir da maximizagao da Funcao de Verossimilhanca.
Como exemplo, consideremos a Funcao de Verossimilhanga de uma distribui¢ao de

Bernoulli,

L) = ﬁewu — gt (2.4)

onde0<f<ley;=0o0ul,i=1,..,n.

Com o objetivo de eliminar as potencias e transformar o produto em soma, encon-
tramos o logaritmo natural da fungao de verossimilhanga L(6), [(6) = log L(6).

O valor de 6 que maximiza a fungao de verossimilhanca também maximiza [(6), e para

maximizé-la devemos encontrar sua derivada e igualé-la a zero,
dl(f) = —= =0. (2.5)

A solugao de 2.5 nos fornece 0.
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Para confirmar que a solugao da equacao 2.5 é um ponto de maximo, é necessario

verificar,
B d*1(0)
do

lo_s> 0. (2.6)

Se 2.5 e 2.6 estiverem satisfeitos, 6 6 um Estimador de Méxima Verossimilhanca de 6.
Em situagoes em que existe mais de um parametro de interesse, 6 = (61,05, ...,0,.), 0s
estimadores de méxima verossimilhanca de 61, 0s, ..., 6, podem ser obtidos como solugao

das equagoes,

i =1,...,r, e obtemos uma solucao para #; como fungao de (6s, ..., 6,) , e da mesma forma,

as solugoes para cada um dos outros parametros (s, ..., 0,) serd em fungao dos demais.

2.3 Metodologia Bayesiana

A andlise Bayesiana é uma &drea da Estatistica que visa a estimacao de quantidade
des- conhecida, utilizando outras informacoes além da amostra expressa através da Ve-
rossimilhanca. Essas informacoes adicionais sao consideradas subjetivas, pois expressam
nossa incerteza sobre o pardmetro antes de observarmos os dados, e sao representadas
através de uma distribuicao denominada distribuicao a priori.

Segundo Paulino et al. (2003) [23] , parece ter sido Bernoulli na sua obra "Ars Con-
jectandi" (1713) [5] , um dos primeiros autores a definir probabilidade como o grau de
confianca numa dada proposicao que nao se sabe se é verdadeira ou falsa.

Segue abaixo trecho desta obra:

(...) Assim sao conhecidos os nimeros de casos para que seja
sorteado de uma urna um cartao branco ou preto, e dizemos que
todos sao tgualmente possiveis, uma vez que é evidentemente deter-

minado e conhecido o nimero de cartoes de cada espécie, e que
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nao vemos nenhuma razao para que este ou aquele deva ser sorteado
mais vezes que nao importa qual outro. Mas quem entao, entre os
mortais definiria, por exemplo, o nimero de doengas, que sao tantos
casos; quem tem o poder de invadir as inumerdveis partes do corpo
humano na medida que se quiser, e quem tem o poder de nos prever
a morte? Quem definird o quanto é mais facil a este ou aquele, a
peste ou hidropisia, a hidropisia ou a febre, de aniquilar um homem
de modo que a partir disto possa ser formada uma conjectura sobre
o estado futuro de vida ou de morte?(...) Mas, na verdade, aqui se
oferece a mds um outro caminho para obtermos o que procuramos.
Os dados que nao nos sao oferecidos "a priori"o sao ao menos "a
posteriort”, isto é, serd possivel extrai-los observando os resultados
de numerosos exemplos semelhantes; porque devemos presumir que,
em sequida, cada fato pode acontecer ou mao acontecer no mesmo
numero de casos nos quais foi constatado anteriormente, em um

estado de coisas semelhantes (...)[5]

Em 1763 foi publicado um artigo de Thomas Bayes (1702-1761), "La Doctrine des
Chances"[4], que descreve a concepgao de Probabilidade que depende também da andlise
do observador.

Paulino et al. (2003) [23] acredita que o teorema de Bayes é uma proposi¢ao sobre
probabilidades condicionadas indiscutivel, desde que aceitem as leis tradicionais do calculo
de probabilidades. Apresentamos a defini¢do de Paulino et al. (2003) [23] :

Considere-se uma parti¢ao finita (ou infinita) de €2, o espago amostral associado a um
experimento aleatorio que contém todos os resultados possiveis do experimento:

A Ay LA P(A)>0,ANA; =@,0 # 5,UA; = Q.

Dado um outro acontecimento B qualquer, com P(B) > 0, tem-se a decomposi¢ao de

B na unido de conjuntos disjuntos B = U;(A; N B).



2. CONCEITOS ESTATISTICOS 14

Conseqiientemente, atendendo & definicao de probabilidade condicional, tem-se:
P(B)=> P(A;NB) =) P(B|A;)P(A;).

Finalmente, como, P(A; N B) = P(B|A;)P(A;) = P(A;|B)P(B), e resolvendo em

ordem a P(A;|B), chega-se ao "Teorema de Bayes”,

P(B|A)P(A,)  P(B|A)P(A))
P(B) " P(BJA)P(A,)

P(A[B) = (2.7)

que através das leis de probabilidade condicional, expressa a relagao entre um novo acon-
tecimento (4;), dado o conhecimento de outro jd ocorrido, (B).

Suponha que se observa Y, (Y; = y;,i = 1,...,n). Considere f(y;|0) a fungao densi-
dade de probabilidade do vetor Y, e, w(6) a distribuicao a priori. A distribuigdo a priori
expressa o conhecimento que se tem sobre # antes de observar os dados. Pode ser for-
mulada a partir do conhecimento prévio sobre o experimento, como por exemplo, dados
histéricos. Pode também ser considerada de maneira subjetiva, ou, a partir de opinioes
de especialistas. Ou ainda, de maneira objetiva, onde existe ignorancia completa sobre o
parametro, e nesse caso sao conhecidas como distribuicoes a priori nao informativas.

O Teorema de Bayes dado em 2.7 conduz a relagdo que expressa nossa incerteza sobre

0 apos observados os dados,
11 s wilo)=(9)

p— ,
/ I1 #(:10)x(6)do
o 7

7T(0|y17y2a"'7yn 0 € 67 (28)

onde 7(0|y1, ya, .., yn) € a distribuicdo a posteriori de 6 depois de conhecida a particular
amostra (Y, Y2, ..., Yn). O denominador é conhecido como constante de normalizagao, e

em geral, nao precisamos calculd-lo.
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Especificar probabilidades subjetivas para as distribuicoes a priori é uma tarefa dificil.
Essas dificuldades costumam ser contornadas através da adogao de uma forma distribu-
cional conveniente denominada familia das distribuicoes conjugadas. Uma familia de
distribuicao a priori é conjugada se a distribuicao a posteriori pertence a mesma familia
da distribuicao a priori. A distribuicao a posteriori é o elemento fundamental que serve
de base ao desenvolvimento de toda a inferéncia bayesiana. Ela incorpora, por via do
Teorema de Bayes, toda a informacao disponivel sobre o pardmetro, a informacao inicial

mais a informacao da experiéncia ou da amostra.

2.4 Divergéncias entre as Metodologias Classica e
Bayesiana

Segundo Paulino et al. (2003) [23], no modelo cldssico o parametro 6,0 € ©, é um
escalar ou vetor desconhecido, mas fixo. No modelo bayesiano o pardmetro 6,0 € © é
um escalar ou vetor aleatério (ndo observédvel). A filosofia bayesiana mostra que o que é
desconhecido - no caso em questao o pardmetro 6 - é incerto, e toda a incerteza deve ser
quantificada em termos de probabilidade. Os bayesianos defendem que a informagao ini-
cial ou a priori é consideravelmente importante para ser ignorada, e pode ser representada
por uma distribuicao de probabilidade para 6. Para entender o ponto de vista bayesiano,
observe que o estatistico cldssico, em todos os problemas que envolvem uma varidvel Y

com distribuicao Binomial, recorre sempre ao mesmo modelo, & funcao de probabilidade,

F(4160) = (Z) (1 — 0" o (0). (2.9

em que o parametro 0 ,0 € (0;1), representa a probabilidade de sucesso. Para os
bayesianos cada problema é tinico, e existem graus de conhecimento sobre 6 que va-
riam de problema para problema e de investigador para investigador, e a distribuicao de

probabilidade que capta essa variabilidade é baseada na informagao a priori.



Capitulo 3

Formulacao dos Modelos Estatisticos
para Estimacao de Medidas de
Desempenho de Testes Diagnésticos

na Auséncia de Padrao Ouro

Segundo Cox [11], de uma perpectiva Estatistica, uma distin¢ao usual entre modelos
pode ser deduzida de mecanismos conhecidos ou hipotéticos subjacentes a geracao dos
dados, e dos modelos que sao descricoes simplesmente empiricas.

Bolfarine,H.; Sandoval, M.C. [6], refor¢gam que o modelo estatistico é de suma importan-
cia para inferir resultados de uma amostra para a populacio toda. E importante que, na
selecao do modelo a ser utilizado, o estatistico tenha em mente que ele deve representar,

na medida do possivel, a complexidade que envolve o mundo real da populacao em estudo.



8. FORMULAGCAO DOS MODELOS ESTATISTICOS PARA ESTIMACAO DE MEDIDAS DE
DESEMPENHO DE TESTES DIAGNOSTICOS NA AUSENCIA DE PADRAO OURO 17

3.1 Um Teste Diagnéstico

Para definir o modelo estatistico na analise das medidas de desempenho de um teste
diagnéstico na auséncia de Padrao Ouro, consideramos um experimento da drea médica
que consiste em analisar uma amostra de n pacientes, onde a cada paciente observado
tem-se como objetivo determinar se ele é ou nao portador de uma determinada condicao,
dado o conhecimento do resultado de um teste diagnéstico que o classifica como positivo
ou negativo. Esse ¢ um tema de grande interesse médico (ver por exemplo, Enge et al,
2000).

Aqui consideraremos como condi¢ao uma doenca.
Temos entao duas varidveis aleatérias discretas, sendo elas:
A varidvel aleatéria T indicando o resultado positivo ou negativo do teste diagnéstico.

Serd representada por,

1, se o resultado do teste ¢ positivo

0, se o resultado do teste é negativo.

Cada paciente é representado por uma distribuicao de Bernoulli, pois sabemos que o
modelo de Bernoulli é utilizado em situagoes em que associamos a cada individuo dois
tipos de resposta, por exemplo, sucesso e fracasso, aos quais associamos os valores 0 e
1. Dizemos entao que a varidvel aleatéria 7', ou Y, tem distribuicao de Bernoulli com
parametro ¢, denotada por Y ~ Bernoulli(), onde o parametro 6 se refere a probabilidade

de sucesso do experimento. Sua fungao de probabilidade é dada por,
fr(y) =0"(1—0)"".

Em uma amostra aleatéria de n individuos, n > 1, selecionados um de cada vez
e sem reposicao, teremos n ensaios independentes de Bernoulli, onde em cada ensaio

temos a probabilidade de sucesso 6 e a probabilidade de fracasso 1 — 6. Observamos os n
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individuos e sao registrados a como portadores da doenca (sucesso), e b = (n — a) como
nao portadores da doenga (fracasso).

A probabilidade de sucesso correspondente a este evento serd proporcional a multipli-
cacao da probabilidade de sucesso 6 de cada ponto, pois os ensaios sao independentes e
as ocorréncias de sucesso e fracasso vao acontecendo independentes uma das outras.

Portanto, tendo observado A = (y1,¥2, ..., Yn), onde, a cada individuo i,7 = 1,...,n,
cor- responde uma varidvel de Bernoulli y; = {0, 1}, a probabilidade de sucesso do evento

A serd dada por,

Py y2-9n)b) = P{mh)Pa({ge})--Pa({yn})
— (1= 0) e (1 —h) 6 (1 — )

= inzl v (1 — e)aniZI yi,

n
onde E Y corresponde ao nimero de sucessos nos n ensaios, e sabemos que foram
=

n
registrados a individuos como doentes, entao E _ Yi=a
=
n

Seja Y definida por Y ((y1, Y2, .-y Un)) = Z‘—1 y; , entao esta v.a. Y tem distribuicao
de probabilidade Binomial, Y ~ Binomial(n,0), e a funcao de probabilidade é dada por,

n

ot = (1)era - oy, (3.1)

a

a = 1,2,..,n. Temos entdo a varidvel aleatéria T = Y " | T; representada pela dis-
tribuicao Binomial.
A varigvel aleatéria D indica a verdadeira condi¢ao do paciente, portador ou nao da

doenca. Serd representada por,

D 1, se o paciente é portador da doenca
0, se o paciente nao ¢ portador da doenca.

Cada paciente é representado por uma distribuicao de Bernoulli, e considerando que
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temos uma amostra de n pacientes, temos a varidvel aleatéria D = " | D; representada
pela distribui¢ao Binomzial.

Os parametros de interesse nesse estudo sao as medidas de desempenho do teste di-
agnostico, Sensibilidade S e Especificidade E, e a Prevaléncia da doenga P. Considere o

conjunto de dados apresentado na Tabela 3.1.1.,

Tabela 3.1.1.: Dados de um teste diagndstico

D | D total

teste | T | Y |a—Y1 | a
T|Y,[b=Yy | b

Onde a e b representam, respectivamente, o niimero observado de resultados positivos e
negativos do teste diagnéstico, em uma amostra de a+b = n pacientes; Y; e Y5 representam
as informacgoes nao disponiveis devido a auséncia do teste Padrao Ouro, isto é,

Y1 representa o mimero desconhecido de verdadeiros positivos (portadores da doenca),
entre os a individuos com resultados de teste diagndstico positivo,

Y, representa o nimero desconhecido de verdadeiros positivos (portadores da doenca),
entre os b individuos com resultados de teste diagndstico negativo.

Observar que temos quatro combinagoes de resultados possiveis para os resultados dos

testes em estudo, sendo elas:

Tabela 3.1.2: Combinagoes das varidveis D e T

D\ T
111
110
0|1
010

Os a individuos da Tabela 3.1.1 com resultado positivo no teste diagnéstico, se refe-



8. FORMULAGCAO DOS MODELOS ESTATISTICOS PARA ESTIMACAO DE MEDIDAS DE
DESEMPENHO DE TESTES DIAGNOSTICOS NA AUSENCIA DE PADRAO OURO 20

rem aos pacientes portadores da doenga e resultado positivo no teste, representados pela
probabilidade P(T' = 1,D = 1), e também aos pacientes nao portadores da doenca e
resultado positivo no teste, representados pela probabilidade P(T = 1, D = 0).

Entao, a probabilidade de um individuo pertencer a cela a, ou ter resultado de teste
diagndstico positivo serd dada por, P(I'=1)=P(T'=1,D=1)+P(T'=1,D = 0).

Analogamente, temos que, P(T' = 0) = P(T' = 0,D = 1)+ P(T = 0,D =0) ¢ a
probabilidade de um resultado negativo ao teste. As probabilidades P(T'=1) e P(T = 0)
sao também chamadas Distribuicoes Marginais da varidvel aleatéria 7'

Considerando as leis de probabilidade condicional temos,

PT=1,D=1)=P(T=1ND=1)=P(D=1)P(T=1|D=1)
P(T=0D=1)=P(T=0ND=1)=P(D=1)P(T=0/D=1)
P(T=1,D=0)=P(T=1ND=0)=P(D=0)P(T=1/D =0)
P(T=0,D=0)=P(T=0nD=0)=P(D=0)P(T =0/D =0)

Utilizando as definigoes dadas no Capitulo 1 para as medidas de desempenho de testes
diagnésticos, temos as probabilidades condicionais representadas por:
PT=1NnD=1)=PDO=1)PT=1D=1)=PS
PT=0NnD=1)=P(D=1)P(T=0D=1)=P(1-215)
PT=1NnD=0)=PDO=0)PT=1D=0)=(1-P)(1-F)
PT=0NnD=0)=PDO=0)PT=0D=0)=(1-P)FE

Entao, a probabilidade de um individuo pertencer a cela a serd dada por, PS + (1 —
P)(1-E).

A probabilidade de um individuo pertencer a cela b serd dada por, P(1—S)+(1—P)E.

Considerando que nesse estudo temos duas possibilidades de acontecimento, sendo
elas, o individuo é ou nao portador da doenca e pertence a cela a, ou, o individuo é ou
nao portador da doenca e pertence a cela b, e considerando b = n — a, temos a Funcao de

Verossimilhanga dada por,

L(P, S, Ela,b) x [PS + (1 — P)(1 — E)]*[P(1— S) + (1 — P)E]"™.  (3.2)
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3.1.1 Analise Classica

Para encontrar o Estimador de Méxima Verossimilhanga para os pardmetros de in-
teresse S, F e P, encontramos cada estimador individualmente supondo conhecidos os
outros dois. Substituindo a solu¢ao do primeiro pardmetro na Verossimilhanga conjunta,
temos uma funcao apenas dos outros dois parametros, conhecida como Verossimilhanca
Perfilada, que pode ser usada para que o estimador de um préximo parametro seja obtido
de maneira usual. Com o intuito apenas de demonstrar esta metodologia, apresentamos
somente a estimacao do pardmetro P, supondo conhecidos os pardmetros S e E.

Iniciamos aplicando o logaritmo na Fungao de Verossimilhanga dada em 3.2, como

segue:

In L(P, S, Ela,b) = In([PS+(1—P)(1—E)*[P(1-S)+ (1-P)E]"™?) (3.3)
= aln[PS+(1-P)(1—-E)]+ (n—a)ln[P(1-S5)+(1—- P)E].

Para encontrar o ponto méximo de P, devemos derivar a expressao 3.3 em relagao

a P eiguala-la a zero:
dln L(P, S, Ela,b)

oP =0
Isto é,
aS-(1-F)  (n-o1-5-F
SP+(1-FE)(1-P) (1-S)P+E(1-P)
al§ — (1 - E)] n[A-S)-E] _ a(1-5-E _,
SP+(1-FE)(1-P) (1-S)P+E(1-P) (1-SP+EQ1-P)
Portanto,
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Entao, o estimador de Maxima Verossimilhanca de P serd dado pelo intervalo,

1, se (-1 -E)]/(S+E~-1)>1
P={ (e (1-B)J(S+E-1), se0<[-(1-B)S+E-1)<1 (34
0, se (E-(1-E)]/(S+E-1)<0

Na andlise Bayesiana nao hd necessidade de conhecer os parametros S e E para esti-
macao de P, pois consideramos distribuicoes a priori para cada parametro e os mesmos
sao estimados de modo iterativo, de uma distribuicao a posteriori, que considera a com-
binacao das informacoes da distribuicao dos dados e das distribuicoes a priori, através do
Teorema de Bayes, o que permite a utilizacao da técnica de simulagao denominada Gibbs

Sampling.

3.1.2 Analise Bayesiana

Para uma anélise Bayesiana, consideramos a inclusao de Varidveis Latentes:

Considere os dados apresentados na Tabela 3.1.1., onde a e b sao conhecidos, e Y; e
Y5 representam as informagoes nao disponiveis devido a auséncia do teste Padrao Ouro.
Temos duas Varidveis Latentes Y; e Y5, ou, dados nao observados que precisam ser esti-
mados, onde,

>-¢Y1; : o nimero de pacientes portadores da doenga quando o resultado do teste é
positivo

Zf Y5; : o niimero de pacientes portadores da doenga quando o resultado do teste é
negativo

As probabilidades de sucesso 0, e 0, sao dadas por,

P(D=1,T=1)

b1=P(D=1UT=1) = —F7"75

Observar que,
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PD=1,T=1)=PT=1)PD=1T=1)=P(D=1)P(T=1D=1),e
PT=1)=P(D=1)P(T'=1D=1)+P(D=0)P(T =1|D =0).
Entao,

P(D=1)P(T =1|D = 1)
P(D=1)P(T=1/D=1)+ P(D=0)P(T = 1|D = 0)

P(D=1T=1)=

Isto é,
PS

T PS+(1-P)(1-E)

61 (3.5)

Da mesma forma encontramos,

0= P(D=1T =0) =

Observar que,
P(D=1,T=0=PT=0PD=1T=0=P(D=1)P(T=0|D=1),e
PT=0)=P(D=1)P(T'=0/D=1)+P(D=0)P(T =0|D=0).

Entao,

P(D=1)P(T =0|D =1)
P(D=1)P(T =0/D=1)+ P(D=0)P(T =0[D = 0)

P(D=1|T=0)=

Isto é,
P(1-25)

QQZP(D:HT:O):P(1—5)+(1—P)E'

(3.6)

Temos entao as seguintes probabilidades de fracasso,

(1-P)1-E)

L= =P =0T=1)= 50 pi- &)

(1-P)E
P(1-S)+(1-P)E

1—6,=P(D =0T =0)=
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Entao,
Y, =32 Yyla,P,E,S ~ Binomial (a,6) (3.9)
e?
Yy =30 Yaulb, PE,S ~ Binomial (b, 65) (3.10)

Portanto a Fungao de Verossimilhanga, consideradas as n = (a + b) observagoes da

Tabela 3.1.1., pode ser encontrada da seguinte forma,

L(P,S,E|a,b,Y;,Ys) « [PS+ (1—P)(1-E)*P1-S)+(1—P)E] (3.11)

(s ()

<P(1 _];()1+_(f)— P)E ) ; <P(1 —(}9)_+P()1E— P)E) h

Isto é,

L(P, S, E|a,b,Y1,Ys) « [PS+(1—P)(1—E)*[P(1-S)+(1—PEP. (3.12)

[PS]™ [(1- P)(1— E)js"
[PS+(1—-P)(1—-E)"[PS+(1—-P)(1—E)]*"’
[P(1—9)]* [(1 - P)E]PY2

[P(1—8)+ (1—P)E[ [P(1—8) + (1— P)E]"

Ou,

L(P,S,El|a,b,Y1,Ys) o« [PS+ (1—P)(1— E)]*[P(1-S)+(1- P)E]".
[PS][(A = P)(A — E)]*~™" [P(1 = S)[**[(1 — P)E]"*
[PS+(1—-P)(1—E)s [PA—-S)+(1—P)E]P

L(P.S, Ela,b, Y, Ya) o [PS]"1[(1 — P)(1 — B)* [P(1 - S)P?[(1 - P)E"

Assim,

L(P,S, Ela,b,Y1,Y;) = PY1Y2(1 — pyatb-MH2)g¥i(p _ gyVepb=Ye(] _ g)e™  (313)
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Distribuicoes a priori:

As fungoes de distribuicao Beta sao usadas para representar distribuicoes a priori
quando os parametros de interesse sao varidveis bindrias assumindo os valores 0 e 1. Seu
espaco paramétrico de 0 a 1 iguala-se a regiao de atuagao dos parametros.

Os parametros a e b da distribuicao a priori Beta devem ser escolhidos de modo que
7(0) expresse o conhecimento a priori que o especialista tem sobre 6.

Portanto, assumimos,

P ~ Beta(ap,3p), onde ap, Bp sdo hiperparametros conhecidos;
S ~ Beta(ag, Bg), onde ag, B¢ sao hiperparametros conhecidos; (3.14)

E ~ Beta(ag, Bg), onde ag, 35 sao hiperparametros conhecidos;

e para a > 0 e 3 > 0, Beta(a, #) denota uma distribuicdo Beta com densidade,

£(6) = st 10 se0<0<1

0 , C.C.

A funcao de distribuicao Beta também tem a vantagem de ser uma distribuicao con-
jugada da distribui¢ao a posteriori (ver por exemplo, Box e Tiao, 1973).

Vamos considerar independéncia entre P, S e E, pois a Sensibilidade é calculada uti-
lizando apenas os individuos portadores da doenca, e a Especificidade apenas os individuos
nao portadores da doenca, portanto diz-se que estas medidas sao independentes entre si.
A propor¢ao de portadores da doenca também nao interfere no cdlculo das medidas de
Sensibilidade e Especificidade, o que permite afirmar que S e E nao sofrem o efeito da
Prevaléncia P da doenca. Assim tem-se que os trés parametros sao independentes entre
si, e a densidade a priori para P, S e E, pode ser escrita como o produto das densidades
Beta:

n(P, S, E) = n(P)r(S)n(F) (3.15)
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Distribuicao a posteriori:

A relacao entre Sensibilidade e Especificidade de testes diagndésticos e a Prevaléncia
de uma doenga pode ser expressa formalmente pelo Teorema de Bayes, dado em 2.7.
Por este teorema, a distribuicao a posteriori conjunta é proporcional ao produto da

Funcao de Verossimilhanca e a distribuicao a priori, isto é,
(P, S, Ela,b,Y1,Ys) < w(P, S, E)L(P, S, E|a,b,Y1,Ys),
e das expressoes 3.13 e 3.15 , temos,

n(P,S, Ela,b,Y1,Ys) oc Por~Y(1— p)Prriges—l(1 — §YPs—1pae—i(] — F)fe-1,

PY1+Y2(1 o P)a+b—(Y1+Y2)SY1(1 _ S)YzEb—Y2(1 o E)a—Y1
Ou,

7(P,S,E|a,b,Y1,Y;) o pPhtYeter—l(]_ pyatb-(Mi¥e)+fp-lghitas—1 (3 16)

(1 o S)Y2+ﬂs—1Eb—Y2+aE—1(1 _ E)G—Yl""ﬂE—l

Como as varidveis Y; e Y5 nao sao observadas, nao podemos calcular as densidades
marginais a posterior: de P, S e E diretamente de 3.16 . Portanto, utilizando o algo-
ritmo Gibbs Sampling, a cada ciclo geramos Y; e Y, das distribuigoes Binomial(a, 61) e
Binomial(b, 02) dadas em 3.9 e 3.10, respectivamente. A partir dos valores gerados para
Y] e Ys, o algoritmo Gibbs Sampling calcula as estimativas de interesse S, E' e P, porém,
a implementacao requer a especificacao das distribuicoes condicionais de cada pardmetro

dado o valor de todos os outros pardmetros.
Distribuicoes a posteriori condicionais para o Gibbs Sampling:

Considerando que queremos fazer inferéncia sobre cada pardmetro, e que os mesmos
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sao independentes entre si, integramos a distribuicao a posteriori conjunta dada na ex-
pressao 3.16 em relacao aos parametros da distribuicao a posteriori que nao estd sendo
definida sua condicional. Como demonstragao, apresentamos os célculos para encontrar
a distribuicao a posteriori condicional para o pardmetro P:

Dada a distribuicao a posteriori conjunta apresentada em 3.16, integrando em relacao

a S e FE, temos:
1,1
7w(Pla,b,Y1,Y3) :/ / 7(P,S, E|a,b,Y1,Ys) dS dE
o Jo
Isto é,

1 1
m(Pla,b,Y1,Ys) o PY1+Y2+°“P—1(1—P)a+b—<Y1+Y2>+f’P—1/ / [S¥itesTl(3.17)
0 JO

(1 o S)Y2+ﬂsflEb7Y2+aEfl(1 o E)a7Y1+,BE71] dS dE

considerando Y] e Y5 conhecidos.
Como,

1
/ [s¥ites—1(1 — )2 07145 = Beta(Y; + asg, Ya + Bs)
0

1
/ [Eb-Yates=l(] _ ) Y1tPe"1dE = Beta(b—Ys 4+ ag,a — Y1 + ()
0

Entao, a solugao de 3.17 &,
7(Pla,b, Y, Ys) oc PYHY¥etar=1(] _ patb-(i+¥2)+Bp-1

e, a distribuicao a posterior: condicional para o pardmetro P ¢ uma distribuicao Beta
com parametros (Y1 + Yo +ap;a+b—Y; — Yo + Gp).

Da mesma forma encontramos as distribuicoes a posteriori condicionais para os para-
metros S e E. Observar que P, S e E sao independentes também a posteriori.

As distribugbes condicionais necessarias para o Gibbs Sampling, sdo dadas por:
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Pla,b,Y1,Ys, ap,Bp, S, E ~ Beta(Y1 + Yy +ap,a+b—Y, — Yo+ (p)
SIY1,Ys, a5, Bg, P, E ~ Beta(Y1 + as, Y2 + fB5)
Ela,b,Y1,Ys,ap, 85, P, S ~ Beta(b—Ys + ag,a — Y1 + Bg),

além de 3.9 e 3.10.

Algoritmo:

Iniciando com valores (P, S E©) ¢ algoritmo ¢ dado por:
(a) Na etapa m gerar,

Y1(im) ~ Binomial(a, ng)),i =1,..,a

Y

plm) glm)
o = 1
LT pmSm) (1 - Pm))(1 — Em) (3.18)

YQ(im) ~ Binomial(a, ng)),i =1,..,0b,

(m)(1 _ g(m)
(m) _ pmi - Sm)
Oy = Pm(1— Stm)) 1 (1 — Pm))Em) (3.19)

(b) Na etapa m + 1 gerar S, E e P das distribuigoes condicionais,
POV (Y™ ~ Beta(V™ + Y™ 4+ apra+ b= Y = VY + Bp)  (3.20)

SOV (VMY ~ Beta(V™ + as Yo + Bs) (3.21)
EC DY Y™} ~ Beta(b— Yy + apia— Y™ + Bp) (3.22)

Observar que valores iniciais arbitrarios sao escolhidos para cada parametro P©) S©)
e BO),

As varidveis latente Y; e Y3 s@o geradas das expressoes 3.18 e 3.19 , respectivamente.
Entao, P é gerado da equacao 3.20 usando os valores de Y] e Y, amostrados. Obtem-se S
e F das expressoes 3.21 e 3.22, respectivamente, usando os mesmos valores de Y] e Y5.

Desta maneira o primeiro ciclo estd completado, pois todas as distribuigoes condicionais
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foram amostradas pelo menos uma vez.

Uma amostra de tamanho m ¢é delineada de cada distribuicao condicional, e os va-
lores amostrados das iteracoes anteriores sao usados nas distribuicoes condicionais para
iteracoes posteriores.

Repetindo o ciclo um grande nimero de vezes, as amostras aleatérias geradas para
cada parametro podem ser consideradas uma amostra aleatéria da distribuicao marginal a

posteriori, e assim, sao usadas para determinar os resumos de interesse de cada parametro.

3.2 Dois Testes Diagnésticos

A utilizacdo de muiltiplos testes diagnésticos, para estimacao das suas medidas de
desempenho, pode fornecer melhor precisao para as estimativas de interesse e, conseqiien-
temente, diminuir o nimero de pacientes classificados como falsos positivo ou negativo.

A partir de uma abordagem Bayesiana, é possivel obter inferéncias simultaneas so-
bre todos estes parametros. Apresentamos uma extensao da metodologia da Segao 3.1.
considerando dois testes diagnésticos tais que nenhum deles é considerado Padrao Ouro.

Considere um experimento da drea médica, que consiste em analisar uma amostra
de n pacientes, onde a cada paciente observado, tem-se como objetivo determinar se ele
¢ ou nao portador de uma doenca, dado o conhecimento dos resultados de dois testes
diagnésticos que o classificam como positivo ou negativo.

Temos as varidveis aleatérias discretas:

T}, representa o resultado de cada teste diagndstico. Sera representada por,

T 1, se o resultado do teste k é positivo para o i — ésimo paciente
e 0, se o resultado do teste k£ é negativo para o ¢ — ésimo paciente,
k=1,2,i=1,2,....,n.

Portanto, cada paciente tem o resultado de cada teste representado por uma dis-

tribuicao de Bernoulli, e, considerando que temos uma amostra de n pacientes, temos
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a soma das varidveis aleatérias Ty, = > . Ty , k = 1,2, representadas pela distribuicao
Binomzal.
D representa a verdadeira condicao do paciente, portador ou nao da doencga. Serd

representada por,

1, se o i — ésimo paciente é portador da doenca

0, se o1 — ésimo paciente nao é portador da doenca,

1=1,..,n.

Portanto, cada paciente é representado por uma distribuicao de Bernoulli, e con-
siderando que temos uma amostra de n pacientes, o nimero total de portadores da doenca
D =3"" | D;, segue uma distribuicdo Binomial.

Considerando que temos os resultados dos dois testes diagnésticos, os parametros
de interesse sao as estimativas das medidas de desempenho de cada teste, sendo elas,
Sensibilidade S; e Especificidade F; do teste 1, Sensibilidade Sy e Especificidade Fy do
teste 2, e a Prevaléncia da doenca P.

Considere o conjunto de dados apresentado na Tabela 3.2.1.,

Tabela 3.2.1: Dados de dois testes diagndsticos

T, _
T2 T2 total
T,
T U v U+ v
Tl w x w+x
total |u+w |v+x|n

Onde,
u representa o nimero observado de individuos com resultado postivo nos dois testes,
v representa o mimero observado de individuos com resultado positivo no primeiro

teste e negativo no segundo teste,
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w representa o nimero observado de individuos com resultado negativo no primeiro
teste e positivo no segundo teste,

x representa o niimero observado de individuos com resultado negativo nos dois testes.

As informagoes nao disponiveis devido a auséncia do teste Padrao Ouro serao repre-
sentadas por:

Y1 representa o nimero desconhecido de verdadeiros positivos (portadores da doenga)
dentre os u com os resultados dos dois testes T} e Ty positivos;

Y, representa o nimero desconhecido de verdadeiros positivos (portadores da doenga)
dentre os v com o resultado do teste 77 positivo e T, negativo;

Y3 representa o nimero desconhecido de verdadeiros positivos (portadores da doenga)
dentre os w com o resultado do teste T} negativo e T5 positivo;

Y, representa o nimero desconhecido de verdadeiros positivos (portadores da doenga)
dentre os x com os resultados dos dois testes T} e T, negativos.

Para o célculo das probabilidades de sucesso, temos oito combinacoes de resultados

possiveis para os testes em estudo, sendo elas apresentadas na Tabela 3.2.2.:

Tabela 3.2:2.: Combinacoes das varidveis D, T e T

D |1y | Ty

o || oo |~ |||
(el e R o Bl =R B e B
Ol || =[O | = ||

Os u individuos da Tabela 3.2.1., com resultado positivo em ambos os testes, se referem
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aos pacientes portadores da doenca e resultado positivo nos dois testes, representados
pela probabilidade P(T} = 1,7, = 1,D = 1), e também aos pacientes nao portadores
da doenga e resultado positivo nos dois testes, representados pela probabilidade P(T; =
1,75 =1,D =0).

Entao, a probabilidade de um individuo pertencer & cela u, ou ter os resultados dos

dois testes diagndsticos positivos, serd dada por,

PTi=1T=1)=P(T1=1,Ty=1,D=1)+P(Ty =1,T, =1,D = 0).

Analogamente, temos as probabilidades,

P(T=1,T,=0)=P(Ty =1,T,=0,D=1)+ P(Ty = 1,T, = 0,D = 0)

P(Ty=0,T,=1)=P(T1 =0,T,=1,D=1)+ P(T1 =0,Ty = 1,D = 0)
P(leO,ngO):P(T1:O,ngO,D:1)—|—P(T1:O,T2:O,D:O)

Pelas defini¢oes dadas no Capitulo 1 para as medidas de desempenho de um teste
diagnéstico, e assumindo que os testes 17 e 15 sao independentes, temos os resultados,
PTy=1T,=1,D=1)=
=PD=1)P(T1=1D=1)P(T,=1T1=1,D=1) =
=PD=1)P(T1=1D=1)P(Ty=1|D=1) = P55,
P(Ty=1,T,=0,D=1)=
=PD=1)P(T1=1D=1)P(T, =0T =1,D=1) =
=P(D=1)P(Ty=1D=1)P(T, =0/D =1) = PS;(1 - 5,)
P(Ty=0,T,=1,D=1)=
=P(D=1)P(T1=0|D=1)P(T,=1T1 =0,D=1) =
=P(D=1)P(T1=0|D=1)P(T,=1|D=1) = P(1 - 51)S5;
P(Ty=0,T,=0,D =1)=
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= P(D=1)P(Ty =0|D =1)P(Ty =0Ty =0,D = 1) =

= P(D=1)P(Ty =0|D =1)P(Ty =0|D =1) = P(1 — $)(1 — S5)
P(Ty=1,T,=1,D = 0)=

= P(D=1)P(Ty=1|D=0)P(Ty = 1Ty =1,D = 0) =

=1
=1

— P(D=0)P(Ty =1|D = 0)P(T, =1|D = 0) = (1 — P)(1 — E1)(1 — E»)

P(Ty=1,T, =0,D = 0)=

=P(D=0)P(Ty =1|D =0)P(T, =0|Ty = 1,D = 0) =

— P(D =0)P(Ty = 1|D = 0)P(T, = 0|D = 0) = (1 — P)(1 — Ey)E;
P(Ty=0,Ty =1,D = 0)=

= P(D=0)P(Ty =0|D =0)P(Ty = 1|Ty = 0,D = 0) =

= P(D=0)P(Ty =0|D =0)P(Ty = 1|D = 0) = (1 — P)E(1 — E»)
P(Ty =0,T, =0,D = 0)=

= P(D = 0)P(Ty = 0|D = 0)P(Ty = 0Ty = 0,D = 0) =

= P(D =0)P(Ty = 0|D = 0)P(Ty = 0|D = 0) = (1 — P)E, E;.

Entao, a probabilidade de um individuo pertencer a cela u serd dada por P.S;S;+ (1 —

P)(1 — E1)(1 — E3); pertencer a cela v serd dada por PS;(1 — S3) + (1 — P)(1 — E)Eq;

pertencer a cela w serd dada por P(1—57)Ss+ (1 — P)E; (1 — E»); pertencer a cela z serd

dada por P(1 — S1)(1 — S2) + (1 — P)Ey Es.

Considerando que temos quatro possiveis combinagoes entre os resultados dos testes,

sendo elas, u, v, w e x, temos a Funcao de Verossimilhanca proporcional a distribuigao

Multinomial dada por:

L(P, Sl, El, SQ, E2|u,v,w,a:) X [(Pslsg) + (]_ - P)(l - El)(l - EQ)]U

[PS1(1—52)+ (1 —P)(1— Ey)Ey]".

[P(1—81)Ss + (1 — P)Ey(1 — Ep)]".

[P(1—51)(1—S2) + (1 — P)E,Es]",

onde u+v+w+x=n.

(3.23)
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Do ponto de vista classico, a partir de trés testes diagnésticos podemos estimar os
parametros de interesse, porém, os intervalos sao maiores e a abordagem Bayesiana ofe-
rece vantagens. Para dois testes diagnésticos nao podemos encontrar os Estimadores de
Méxima Verossimilhanga para P, S1,Ss, E; e Es, pois o nimero de parametros (cinco)
¢ maior que o nimero de quantidades conhecidas (u,v,w e x) (ver, por exemplo, Hui
e Walter, 1980). Por este motivo, a aproximacao Bayesiana proposta por Joseph et al

(1999) [16] considera as varidveis Y7, Y, Y3 e Yy, como varidveis latentes.

3.2.1 Analise Bayesiana

Varidveis Latentes:

Considere os dados apresentados na Tabela 3.2.1 onde u,v,w e x sao conhecidos e
Y1,Y5,Y; e Y, representam as informacoes nao disponiveis devido a auséncia do teste
Padrao Ouro. Sendo o Padrao Ouro desconhecido, temos quatro Varidveis Latentes Y7,
Y3, Y3 e Yy, ou, dados nao observados que precisam ser estimados. Como existem apenas
duas possibilidades de acontecimento para cada varidvel latente, as mesmas assumirao
uma distribuicao Binomial. Definimos como sucesso destas varidveis latentes,

>: Yy : o nimero de pacientes portadores da doenga dentre os u com os resultados
dos dois testes 17 e T5 positivos;

>0 Y : o niimero de pacientes portadores da doenga dentre os v com o resultado do
teste 17 positivo e T negativo;

> Y3 : o nimero de pacientes portadores da doenga dentre os w com o resultado do
teste 17 negativo e T positivo;

> 7Yy : o mimero de pacientes portadores da doenca dentre os x com os resultados

dos dois testes 17 e T5 negativos.
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As probabilidades de sucesso 01, 05,05 e 0, sao dadas por,

P(D - 1,T1 - 1,T2 - 1)
1= P(D = 1|T,=1,Ty,=1) = U PR (3.24)

P(D=1)P(Ty =1D=1)P(Ty =1|T, =1,D = 1)

P(D=1)P(Ty=1|D=1)P(T,=1|T\=1, D=1) + P(D=0)P(T,=1|D=0)P(Ty=1|T =1, D=0)
B PS,S,
PSSy + (1 - P)(1— E)(1 - Ey)

P(D=1,Ty =1,T, =0)
fo= P(D = 1|T,=1,T,=0) = LR (3.25)

P(D=1)P(Ty=1|D=1)P(Ty=0|Ty =1,D =1)

P(D=1)P(Ty=1|D=1)P(T,=0|T\=1, D=1) + P(D=0)P(T1=1|D=0) P(T»=0|Ty=1, D=0)
_ PS;(1— 9)
PSi(1—S8)+ (1—-P)(1— E))E,

P(D=1,T,=0,T, =1)
3= P(D =1|T,= 0,Ty=1) = BT, :10 T :21) - (3.26)

P(D=1)P(Ty =0|D =1)P(Ty =1|Ty =0,D = 1)

P(D=1)P(T1=0|D=1)P(T>=1|T1=0, D=1) + P(D=0) P(T1=0|D=0) P(T»=1|T1=0, D=0)
B P(1—-81)S,
~ P(1—-51)S2+ (1 - P)Ei(1 — Ey)

P(D=1,T, =0,T, =0)
04= P(D = 1|T,= 0, T,=0) = T =Gt~ (3.27)

P(D=1)P(Ty =0|D =1)P(Ty = 0|T, =0,D = 1)

P(D=1)P(T,=0|D=1) P(T»=0|T,=0, D=1) + P(D=0)P(T;=0|D=0) P(T>=0|T;=0, D=0)
B P(1—5)(1—5,)
CP(1-8))(1—S)+(1—P)EE,

Isto é,

Yy =30 Yyilu, P, S1, 8o, By, Es ~  Binomial (u, 6;) (3.28)

Yy = 37 Yailv, P, Sy, S5, Er, By ~  Binomial (v,0s) (3.29)
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= > Yilw, P, Sy, Sy, By, By ~  Binomial (w,03) (3.30)
Yy = Y27 Yalw, P, Sy, Sy, By, Ey ~  Binomial (x,04) (3.31)

onde 64,605,03 e 0, sao dados em 3.24 a 3.27, respectivamente. Portanto a Funcao de
Verossimilhanga consideradas as n = (u + v + w + z) observagoes da Tabela 3.2.1., pode

ser encontrada da seguinte forma, L(P, Sy, Sa, By, Eq|u,v,w,z,Y1,Ys, Y3, Y))

x  [PS1S:4+ (1= P)(1 = E)(1 — Ey)"[PSi(1 —S3) 4+ (1 —P)(1 — Ey)E,)".

P(1—51)8; + (1 — P)E;(1 — E5)]“[P(1 - S,) (1 _ 52) (1 — P)E,E,)*.
PSS, o )1 — Ey) (1 — Ey)
PSlSQ—I— 1— )(1—E1 ].-Eg P3152+ 1— )(1—E1 ]__E2

) (s

1351(1—52 ) < (1 P(l—E1E2
) (s
(

Y3

(PSll—Sg ( 1—E1 PSll—SQ ( ].-El ) ’
P(1—5)) 52 151(1—152 wYs
P1—5182+(1— Ell—EQ P1—8182+(1— Ell—EQ .
( P(1—5,)(1—5) ) P)E1E2 )
’ P(l —_ Sl)(l —_ Sg) + ( E1E2 P 1-— Sl 1 - SQ) E1E2

Isto é? L(Pa Sl,SQ,E17E2|U,U,U),$,Y1,}/2,}/3,Y;1) X

[P(1 =518 + (1 = PYEi(1 — Bs)[“[P(1 — S1)(1 — Ss) + (1 — P)ELEs)*.
(PS1S5)" (1 = P)(1 = Ey)(1 = Ey))“™ (PSi(1—5,))((1 = P)(1 = E1)Ey)* ™"
PS5+ (1= P)1—EN(I=E)*  [PSi(l=5) + (1= P)(I— BBy’
(P(1=51)85)"((1 = P)E\(1 — Ey))“™™ (P(1—51)(1 = 55))"((1 — P)EyEy)" ™
P=5)%+ (1= P)Ei(1—E)*  [PU=5)(1=25)+ (1= P)EEJ

OU., L(Pa 517827E17E2‘uavawax>Y1>Y'2>Y;3>Y;l) X

x pY1+Y2+Y3+Y4(1 _ p)n—(Y1+Y2+Y3+Y4)S¥1+Y2(1 _ Sl)Y3+Y4. (332)

‘SzYl-&-Y?)(l N 52)Y2+Y4E111+x—(Y3+Y21)(1 N El)u+v—(Y1+Y2)E;1+x—(Y2+Y4)(1 N Ez)u+w—(Y1+Y3)
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Distribuicoes a priori:

A informacao a priori para cada pardmetro em 6 serd representada por uma fungao

de distribui¢ao Beta(ag, 34), portanto assumimos,

P ~ Beta(ap,3p), onde ap e §p hiperparametros conhecidos,
Sk ~ Beta(as,, fg, ), onde ag, e B3 hiperparametros conhecidos, (3.33)

Ey, ~ Beta(ag,, B, ), onde ag, e B, hiperpardmetros conhecidos,

k = 1,2. Também vamos considerar independéncia entre P, S7, Sy, F; e Es; portanto a
densidade a priori para P, S, S, E1 e Fy pode ser escrita como o produto das densidades
Beta:

(P, Sy, Sa, Ev, Es) = w(P)mw(Sy)m(Se)m(Ey)m(Es) (3.34)

Distribuicao a posteriori:

Pelo Teorema de Bayes, a distribuicao a posterior: conjunta é proporcional ao produto
da Funcgao de Verossimilhanca e a distribuicao a priori, isto é,

W(Pa SlaEh SQa E2|U7U7w7$’Yi’Y§’}%7n) X
XX 7T(P, Sl, SQ, El, EQ)L(P, Sl, SQ, El, E2|u, v, W, T, Yi, }/2, YE),, Y;l)

e das expressoes 3.32 e 3.33 , temos,

W(Pa SlaEla 527 E2|u7v7w7x’}/i’§/é’}/é7n) X

s P PP s s (339
BT (1 - BT BT (1 - By,
.PY1+Y2+Y3+Y4(1 _ P)n—(Y1+Y2+Y3+Y4)S¥1+Y2(1 _ SI)Y3+Y4‘

‘S;1+Y3(1 . 52)Y2+Y4Ef)+w—(Y3+Y4)(1 _ EI)U+W*(Y1+Y2)_

.E§+x7(Y2+Y4)(1 i EQ)u+w7(Y1+Y3)
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OU., W(Pa SI7E1>827E2|uav>w7xayv17y'2>yr3>n) X

_ _ _ Yi+Yo ag, —1
o PY1+Y2+Y3+Y4+0¢P 1(1_P)n (Y1+Y2+Y3+Ys)+8p 151 +&5; ) (336)

_14Y1+Y3 —1 _
(1= 8y)Yotyats, gy AR TN g e id s,

.Ef)+x_(Y3+Y4)+aEl_1(1 . El)u+v—(Y1+Y2)+ﬁE1_1‘

— (Yot - - -
.E;;—l—:r (Yo+Ya)+ag, 1(1 . EQ)quw (Y1+Y3)+8p, -1

Como as varidveis Y7, Y5, Y3 e Y, nao sao observadas, nao podemos calcular as den-
sidades marginais a posteriori de P, S, Eq, Se,e Esy diretamente de 3.36. Portanto, uti-
lizando o algoritmo Gibbs Sampling, a cada ciclo geramos Y7, Ys, Y3 e Y, das distribuigoes
Binomial(u,0), Binomial(v,03), Binomial(w,6f3) e Binomial(z,0,), dadas em 3.28 a
3.31, respectivamente. A partir dos valores gerados para Y7, Ys, Y3 e Yy, o algoritmo Gibbs
Sampling calcula as estimativas de interesse P, Si, E1, Sy, € Fo, porém, a implementagao
requer a especificacao das distribuigoes condicionais de cada parametro dado o valor de

todos os outros pardmetros.
Distribuicoes a posteriori condicionais para o Gibbs Sampling:

As distribugoes condicionais necessdrias para o Gibbs Sampling, sao:
Plu,v,w,z,Y1,Ys, Y3, Yy, ap, Bp, S1,Ss, E1, By ~

~ Beta[Y1 + Yy + Y3+ Yi+apin — (Y + Yo + Y3+ Vi) + Gp)
SilV1,Y2,Ys, Yy, as,, Bs,. P, Sz, By, Bz ~ Beta [Y1 + Yz + as,; Ya + Yy + O,
Eilu,v,w,2,Y1,Y, Y3, Yy, ap,, B, S1, 52, B, P ~

~ Beta [w+z — (Y3 +Yy) + ap,,u+v— (Y1 +Y2) + B |
oY1, Y2, Y3, Yy, as,, B, P S1, En, Bz ~ Beta [Y1 + Ys + as,; Ya + Yy + O,
Eslu,v,w,2,Y1,Y5, Y3, Yy, ag,, Bg,, S1, 52, B, P ~

~ Beta [U—I—x— (Yo+Yy) +ap,,ut+w— (Y1+YEJ,)+ﬁE2:|

Algoritmo:
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Iniciando com valores (P, Sfo), E%O), Séo), Eéo)), o algoritmo é dado por:
(a) Na etapa m gerar,
Yl(im) ~ Binomial(u, 95’”)),@' =1,...,u, onde,
(m) P g™ gim
o= () gl ) @ (3:37)
PmMS™S™ + (1 — PmM)(1— E™)(1—Ey")
Yg(im) ~ Bz’nomial(v,@gm)),i =1,...,v, onde,
(m) _ PmS™(1 — ™)
b2 = ™1 _ g 0y 0 (3:38)
PmST™(1 = 83™) + (1 = Pm)(1 - Ey™) E;
%(im) ~ Binomial(w, Qém)),i =1,...,w, onde,
(m) _ P (1 — 5™ 55
03" = (m)(m) (m)\ q(m) (m) (m) (3.39)
PPYT(L = S) 8 + (1= P EY™ (1 — E3™)
Kfim) ~ Binomial(z, Gflm)),z' =1,...,z, onde,
m Pm(1— 8y (1 — 85

Pm(1—8™y(1 = 85™) + (1 — P E™ ES™

(b) Na etapa m + 1 gerar Sy, Ey, S, 3 e P das distribuigoes condicionais,

PU ), () (V) Vi) ~

~ Beta(Y,"” + V" + Yo + VI 4 apin = VI = Vi = v = v 4 Bp) (3.41)

m-+1 m m m m
STV YAV AV Y ~

~ Beta(Vy" + V5" + as;; Vi + Vi + Bg,)

(3.42)
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SEUHYY AV Y AT AV ) ~
~ Beta(Yy" + Y4 + ag,; Yo + Vi + B,) (3.43)

BV AV A AV ~
~ Beta(w + x — Yg(zm) - n(im) +ap;u+v— Yl(im) - Yg(im) + Bg,) (3.44)

BV AV A AV ~
~ Beta(v + x — YQ(Zm) - Kl(im) +apu+w— Yl(im) - }@)(im) + Bg,) (3.45)

Neste algoritmo, valores iniciais arbitrarios sao escolhidos para cada parametro Sfo),
Efo), Séo), Eéo) e PO As varidveis latentes Y, Ya, Y3 e Y, sdo geradas das expressoes
3.37 a 3.40, respectivamente. Entao, P é gerado da equacao 3.41 usando os valores de
Y1, Ys, Y3 e Y, amostrados. Obtem-se Sy, E1, Sy e Ey das expressoes 3.42 a 3.45, respec-
tivamente, usando os mesmos valores de Y7, Ys, Y3 e Y,. Dessa maneira o primeiro ciclo
estd completado pois todas as distribuigoes condicionais foram amostradas pelo menos
uma vez. Uma amostra de tamanho m ¢é delineada de cada distribui¢ao condicional, e os
valores amostrados das iteracoes anteriores sao usados nas distribuigoes condicionais para
iteracoes posteriores.

Repetindo o ciclo um grande nimero de vezes, as amostras aleatérias geradas para
cada parametro podem ser consideradas uma amostra aleatéria da distribuicao marginal a

posteriori, e assim, sao usadas para determinar os resumos de interesse de cada parametro.

3.3 Exemplo Numérico

Esta aplicagdo com dados reais foi apresentada por Joseph et al. (1999) [16], e diz

respeito a infeccao causada pelo parasita strongyloides em 162 refugiados Cambodianos
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que chegaram em Montreal, Canadéd, entre Julho de 1982 e Fevereiro de 1983.

Este tipo de parasita é encontrado nas fezes de homens ou animais como caes, gatos
e macacos infectados. A transmissao geralmente ocorre pelo contato da pele dos pés
com o solo contaminado pelas fezes, ou, contato com alimento contaminado por dgua de
irrigacao poluida com fezes. A infeccao causada pela presenca deste parasita no intestino
do individuo provoca inflamacao dos intestinos e ocasiona diarréia e vomito. Dois testes
usados com frequéncia para deteccao da infeccao parasitaria sao o Exame de Fezes e o
Teste Soroldgico, e sabe-se que os resultados dos Exames de Fezes geralmente subestimam
a Prevaléncia, enquanto o Teste Soroldgico geralmente resulta em superestimacao, por isto
nenhum deles é considerado Padrao Ouro.

Considerando entao a existéncia de dois testes diagnésticos, onde nenhum é Padrao
Ouro, temos como objetivo estimar a Prevaléncia da infeccao na populacao em estudo
e as medidas de desempenho dos testes diagndsticos, Sensibilidade e Especificidade. A
partir destas estimativas, temos interesse em determinar os Valores Preditivos Positivo
e Negativo. Inicialmente apresentamos a andlise individual para cada teste diagndstico,
e depois, a andlise considerando os resultados dos dois testes combinados. O objetivo é
verificar a possibilidade de obter melhores estimativas para os pardmetros de interesse
a partir da realizacao de testes muiltiplos. Apresentamos na Tabela 3.3.1. os dados
obtidos apés a aplicagao do Teste Sorolégico e do Exame de Fezes nos 162 refugiados

Cambodianos.
Tabela 3.3.1: Resultados dos testes diagndsticos

Fezes _
T T | total

Sorolégico
T38| 87| 125
T| 2| 35 37
total | 40 | 122 | 162
fonte : Joseph et al. (1999)

Para a escolha das distribuigoes a priori para os parametros Sensibilidade e Especifi-
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cidade foram consultados especialistas do Centro de Doengas Tropicais McGill [16], que
determinaram intervalos de probabilidade de 95% para estas medidas, como mostra a
Tabela 3.3.2.
Intervalos de Probabilidade definidos pelos especialistas
Tabela 3.3.2.:
do Centro de Doencgas Tropicais McGill

Sensibilidade | Especificidade
Fezes 5% a 45% 90% a 100%

Sorolégico | 65% a 95% | 35% a 100%

Considerando as densidades a priori Beta(ay, By) para cada pardmetro, foram encon-

trados os valores de seus hiperparametros através dos cdlculos (anélise Bayesiana empiri-

ca):

ag : combinacao do centro do intervalo do parametro 6 de interesse,

com a média da distribuicao Beta

By : combinagao de 1/4 do intervalo do parametro 6 de interesse,
como o desvio padrao da distribuicao Beta

(isso é sugerido por varios autores; ver por exemplo, Browne, 2001)

onde, a média e o desvio padrao da distribuicao Beta sao,

Qg

média : ag = ————
ag + By

9By
(g + Bg)* (g + By + 1)

desvio padrao : By = \/

Teste Sorolégico:
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Sensibilidade:
A partir do intervalo (65% a 95%) definido para a Sensibilidade do Teste Soroldgico
calculamos seu centro,

0,95+0,65
centro = (;2) =0,8

e 1/4 do intervalo,

1/4 = w =0,075 (3.46)

Os valores dos hiperparametros ag e 4 da distribuicao a priori para o Teste Soroldgico

sao obtidos das relagoes,

g
—— =10,80
as + Bg
e?
4
f s =0,075
(485 + B5)*(48s + Bs + 1)
Portanto, assumimos os hiperpardmetros para a Sensibilidade do Teste Sorolégico
dados por,
ag = 21, 96
(3.47)
ﬁs - 5, 49
Especificidade:

A partir do intervalo (35% a 100%) definido para a Especificidade do Teste Soroldgico
calculamos seu centro,

centro = (1,00;20,35) = 0,675

e 1/4 do intervalo,

1/4 = L008) — 1625 (3.48)

Os valores dos hiperparametros ag e 35 da distribui¢ao a priori para o Teste Sorolégi-

co sao obtidos das relacoes,
83

~%F 0,675
ap + Bg
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e?

2,077
RULUCTED =0,1625

Portanto, assumimos os hiperparametros para a Especificidade do Teste Sorolégico

dados por,
agp = 4,93
o (3.49)
Exame de Fezes:
Sensibilidade:

A partir do intervalo (5% a 45%) definido para a Sensibilidade do Exame de Fezes
calculamos seu centro,

centro = (0,45;2&05) =0,25

e 1/4 do intervalo,

1/4= 08508 _ g (3.50)

Os valores dos hiperpardmetros ag e 3¢ da distribuicao a priori para o Exame de

Fezes sao obtidos das relacoes,
Qs

e B )
as + fBg

0,33385 010
(0,3330¢ + £4)%(0,3330¢ + B+ 1) ’

Assim, assumimos os hiperparametros para a Sensibilidade do Exame de Fezes dados

por,
ag = 4,43

Bg= 13,30

(3.51)

Especificidade:
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A partir do intervalo (90% a 100%) definido para a Especificidade do Exame de Fezes
calculamos seu centro,

centro = (1,00;20,90) =0,95

e 1/4 do intervalo,

1/4 = 10090 — (25 (3.52)

Os valores dos hiperparametros ap e §5 da distribuicao a priori para o Exame de

Fezes sao obtidos das relgaoes,
Op

—— =10,95
ap+ 0g
e7
19
(1968g + BE)*(198g + B + 1)
Portanto, assumimos os hiperparametros para a Especificidade do Exame de Fezes
dados por,
agp = 71,25
o (3.53)
6E: 3a 75

Os resultados dos hiperparametros ay e 3, encontrados em 3.47, 3.49, 3.51 e 3.53 das

distribuicoes a priori estao apresentados na Tabela 3.3.3.

Tabela 3.3.3.: Escolhas dos hiperparametros age (34
Sensibilidade Especificidade

Fezes | ag =4,43 B4 =13,30 | ap =T71,25 B = 3,75
Sorolégico | asg = 21,96 Bg =5,49 | ag =4,93 By =2,38

Para a Prevaléncia da doenca sera considerada uma priori nao informativa, pois nao
h& informacoes sobre este pardmetro. No caso particular da distribuicao Beta em que
os parametros a = b = 1, temos uma densidade Uniforme no intervalo [0,1]. A priori

Uni forme indica que, inicialmente, o especialista tem pouca informacao sobre 6, pois com
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relacao a essa priori, qualquer intervalo de mesmo comprimento tem a mesma drea, ou,
a mesma probabilidade [6]. Utilizaremos entao, em um primeiro momento, a distribuigao
Beta com hiperparametros (ap = 1, fp = 1), apesar de alguns problemas que podem
ocorrer na posteriori (ver Box e Tiao, 1973).

A partir do algoritmo Gibbs Sampling implementado, utilizamos o Software WinBUGS
(Spiegelhalter et al., 1995)[26] e as andlises foram feitas utilizando primeiramente dados
individuais de cada teste diagndstico, e depois para a combinagao dos dois testes. Os

resultados obtidos sao discutidos a seguir.
Teste Soroldgico (Teste 1)

Para a andlise do Teste Sorolégico, utilizamos a metodologia para estimacao dos para-
metros de interesse quando temos apenas um teste diagnéstico disponivel, sendo este nao
considerado Padrao Ouro, conforme demonstrado na secao 3.1.2. do Capitulo 3. Foram
considerados a = 125 refugiados Cambodianos com resultado do Teste Sorolégico positivo,
e b = 37 refugiados Cambodianos com resultado do Teste Sorolégico negativo, conforme
demonstrado na Tabela 3.3.1.

Temos interesse em estimar a Prevaléncia P da infec¢ao nos 162 refugiados Cambodi-
anos, e também a Sensibilidade e Especificidade do Teste Sorolégico, para assim detectar
a propor¢ao de verdadeiros infectados entre os 125 com resultado do teste positivo, e a
proporcao de verdadeiros nao infectados entre os 37 com resultado do teste negativo. Ten-
do obtido estas estimativas, calculamos os Valores Preditivos Positivo e Negativo para que
os especialistas tenham as informagoes necessdrias quando aplicarem o Teste Sorolégico
em novos pacientes desta populacao em estudo.

Consideramos os hiperparametros a; = 21,96 e 3; = 5,49 para a Sensibilidade do
Teste Sorolégico, e, as = 4,93 e B, = 2,38 para a Especificidade do Teste Sorolégico,
conforme as expressoes 3.47 e 3.49. Consideramos como valores iniciais para estes para-
metros, os centros encontrados pelos intervalos definidos pelos especialistas do Centro de

Doencas Tropicais McGill, sendo, S© = 0,8 para a Sensibilidade e E© = 0,675 para a
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Especificidade do Teste Soroldgico, conforme as expressoes 3.46 e 3.48.

Considerando que nao havia informacoes sobre a Prevaléncia da infec¢ao nos 162 refu-
giados Cambodianos, utilizamos primeiramente « = 1 e § = 1 para os hiperparametros
da distribuicao a priori da Prevaléncia, e em seguida, a = 0.5 e = 0.5, obtendo assim
uma, distribuicdo a priori ndo informativa, e consideramos o valor médio P©) = 0,5 como
valor inicial da Prevaléncia da infeccao.

Os resultados obtidos a partir de duas cadeias geradas com um perfodo de aquecimento

de 1000 interacoes e 100000 posteriores armazenadas estao demonstrados na Tabela 3.3.4.:

Tabela 3.3.4.: Resultados a posteriori para o Teste Soroldgico

parametro | média | desvio padrao | 2.5% | mediana | 97.5%
P 0,7995 | 0,1705 0,3069 | 0,8423 0,9907
S 0,8302 | 0,0496 0,7359 | 0,8291 0,9262
E 0,5955 | 0,1852 0,2448 | 0,6040 0,9161
(1-.29) 0,172 | 0,049 0,077 | 0,173 0,266
(1-F) 0,412 | 0,187 0,086 | 0,402 0,760
VPP 0,862 | 0,182 0,294 | 0,932 0,997
VPN 0,408 | 0,236 0,025 | 0,396 0,868
Y; 108,5 | 21,29 42,0 116,0 125,0
Y, 21,64 | 8,961 4,0 22,0 37,0

Observamos que o Teste Sorolégico mostrou-se mais Sensivel (83,0%) para diagnos-
ticar a infecgdo, e menos Especifico (59,5%) para nao diagnosticar a infec¢do. Conse-
quentemente, produziu uma taxa de erro para um resultado falso positivo 17, 2%, menor
que a taxa de erro de 41, 2% para um resultado falso negativo. Pelos resultados de Y; e
Y5 temos que aproximadamente 108 refugiados dos 125 com resultados positivos para o

Teste Sorolégico tenham resultado verdadeiro positivo, e que aproximadamente 22 refu-
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giados dos 37 com resultado negativo para o Teste Soroldgico tenham resultado verdadeiro
positivo.

As médias dos Valores Preditivos Positivo e Negativo sao 86,2% e 40, 8%, respectiva-
mente, o que demonstra que para um novo paciente dentre os 162 refugiados Cambodianos
verificados pelo Teste Soroldgico, temos 86, 2% de chance de acerto para os resultados po-
sitivos e 40, 8% de chance de acerto para os resultados negativos. A partir dos resultados
da Tabela 3.3.4. percebemos que as densidades dos pardmetros sao assimétricas. Podemos
demonstrar esta afirmacao observando a mediana da distribuicao marginal a posteriori da
Prevaléncia, que obteve o valor 0,84, e o Intervalo de Credibilidade de 95% encontrado
igual a (0,30 — 0,99).

A convergéncia foi verificada para todos os parametros do Teste Soroldgico a partir
do comportamento das trajetdrias das cadeias ao longo das iteragoes. A Figura 3.3.1.
apresenta os graficos de convergéncia de Gelman & Rubin (1992)[15], e a Figura 3.3.2.
as densidades estimadas para os parametros P,S e E. A Figura 3.3.3. apresenta o

comportamento das trajetorias das cadeias ao longo das iteracoes para os pardmetros

P SekFE.

Figura 3.3.1.: Grificos de Gelman & Rubin - Teste Soroldgico
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Figura 3.3.2.: Grificos das densidades - Teste Soroldgico
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Figura 3.3.3.: Comportamento das trajetorias - Teste Soroldgico
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Ezxame de Fezes (Teste 2)

Para a andlise do Exame de Fezes utilizamos novamente a metodologia demonstrada

na se¢ao 3.1.2. do Capitulo 3. Foram considerados a = 40 refugiados Cambodianos

com resultado do Exame de Fezes positivo, e b = 122 refugiados com resultado negativo,

conforme demonstrado na Tabela 3.3.1.

Consideramos os hiperpardmetros a; = 4,43 e (3, = 13,30 para a Sensibilidade

do Exame de Fezes, e, ay = 71,25 e B, = 3,75 para a Especificidade do Exame de

Fezes, conforme as expressoes 3.51 e 3.53. Consideramos como valores iniciais para estes
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parametros os centros encontrados pelos intervalos definidos pelos especialistas do Centro
de Doencas Tropicais McGill, sendo, S©© = 0,25 para a Sensibilidade e E© = 0,95 para
a Especificidade do Exame de Fezes, conforme as expressoes 3.50 e 3.52. Consideramos
as mesmas distribuicoes a priori ndo informativas para a Prevaléncia da infeccao dada
para o Teste Sorolégico. Os resultados obtidos a partir de duas cadeias geradas com
um perfodo de aquecimento de 1000 interacoes e 100000 posteriores armazenadas estao

demonstrados na Tabela 3.3.5.:

Tabela 3.3.5.: Resultados a posteriori para o Exame de Fezes

parametro | média | desvio padrao | 2.5% | mediana | 97.5%
P 0,7391 | 0,166 0,3964 | 0,7558 0,9873
S 0,3138 | 0,0688 0,2101 | 0,3023 0,4769
E 0,947 | 0,0266 0,8839 | 0,9512 0,9863
(1-.29) 0,687 | 0,067 0,527 | 0,697 0,791
(1-F) 0,052 | 0,026 0,014 | 0,048 0,115
VPP 0,938 | 0,063 0,777 | 0,957 0,998
VPN 0,318 | 0,195 0,014 | 0,303 0,713
Y; 37,46 | 2,985 29,0 38,0 40,0
Y, 82,74 | 24,82 33,0 85,0 121,0

Pelos resultados da Tabela 3.3.5., temos que o Exame de Fezes mostrou-se mais Especi-
fico (94, 7%) para ndo diagnosticar a infecgao, e menos Sensivel (31,4%) para diagnosticar
a infecgao. Consequentemente produziu uma taxa de erro de 5,2% para um resultado fal-
so negativo, menor que a taxa de erro de 68, 7% para um resultado falso postivo. Pelos
resultados de Y; e Y, temos que aproximadamente 37 refugiados dos 40 com resultados
positivos para o Exame de Fezes tenham resultado verdadeiro positivo, e que aproxi-

madamente 83 refugiados dos 122 com resultado negativo para o Exame de Fezes tenham



8. FORMULAGCAO DOS MODELOS ESTATISTICOS PARA ESTIMACAO DE MEDIDAS DE
DESEMPENHO DE TESTES DIAGNOSTICOS NA AUSENCIA DE PADRAO OURO 51

resultado verdadeiro positivo.

As médias dos Valores Preditivos Positivo e Negativo sao 93,8% e 31, 8%, respectiva-
mente, o que demonstra que para um novo paciente dentre os 162 refugiados Cambodianos
verificados pelo Exame de Fezes, temos 93,8% de acerto para os resultados positivos e
31, 8% de chance de acerto para os resultados negativos. A partir dos resultados da Tabela
3.3.5. percebemos que as densidades dos pardmetros para o Exame de Fezes também sao
assimétricas, e também observando a mediana da distribuicao marginal a posteriori da
Prevaléncia, temos o resultado 0, 74, e o Intervalo de Credibilidade de 95% encontrado é
igual a (0,39 — 0,99). A convergéncia foi verificada para todos os parametros do Exame
de Fezes a partir do comportamento das trajetérias das cadeias ao longo das iteragoes.
A Figura 3.3.4. apresenta os grificos de convergéncia de Gelman & Rubin (1992)[15], e
a Figura 3.3.5. mostra as densidades estimadas para os pardmetros P, S e E. A Figura
3.3.6. apresenta o comportamento das trajetorias das cadeias ao longo das iteracoes para

os parametros P, S e E.

Figura 3.3.4.: Grdficos de Gelman & Rubin - Exame de Fezes
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Figura 3.3.5.: Grificos de densidades - Exame de Fezes
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Combinagao dos resultados Teste Soroldgico (Testel) e Exame de Fezes (Teste2)

Para a andlise da combinacao do Teste Sorolégico e Exame de Fezes, utilizamos a
metodologia para estimacao dos pardmetros de interesse quando temos dois testes e ne-
nhum deles é considerado Padrao Ouro (segao 3.2.1. do Capitulo 3). Foram considerados
u = 38 refugiados Cambodianos com resultado positivo nos dois testes diagndsticos,
v = 87 com resultado positivo no Teste Soroldgico e negativo no Exame de Fezes, w = 2
com resultado negativo no Teste Soroldgico e positivo no Exame de Fezes, e x = 35 com
resultado negativo nos dois testes diagnosticos (Tabela 3.3.1.). Estimaremos também os
Valores Preditivos Positivo e Negativo para ambos os testes.

Consideramos os hiperparametros, a; = 21,96 e 3, = 5,49 para a Sensibilidade S; do
Teste Soroldgico, as = 4,93 e B, = 2,38 para a Especificidade E; do Teste Sorolégico,
conforme as expressoes 3.47 e 3.49. Para o Exame de Fezes consideramos os hiperpara-
metros ag = 4,43 e §5 = 13,30 para a Sensibilidade Ss, e ay = 71,25 e 3, = 3,75 para a
Especificidade Es, conforme as expressoes 3.51 e 3.53 (ver Tabela 3.3.3.). Consideramos
como valores iniciais para os parametros, os centros encontrados pelos intervalos definidos
pelos especialistas do Centro de Doencas Tropicais McGill, sendo, Sio) = 0,80 para a
Sensibilidade e E%O) = 0,675 para a Especificidade do Teste Sorolégico; Séo) = 0,25 para
a Sensibilidade e Eéo) = 0,95 para a Especificidade do Exame de Fezes, conforme as
expressoes 3.46 , 3.48 | 3.50 e 3.52.

Consideramos a mesma distribuicao a priori nao informativa e valor médio para a
Prevaléncia da infecgao dada para os testes considerados individualmente. Os resulta-
dos obtidos a partir de duas cadeias geradas com um perfodo de aquecimento de 1000

interacoes e 100000 posteriores armazenadas estao demonstrados na Tabela 3.3.6.:
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Tabela 3.3.6.: Resultados a posteriori para a combinacdo dos dois testes diagndsticos

parametro | média | desvio padrao | 2.5% | mediana | 97.5%
P 0,7536 | 0,1007 0,5207 | 0,7658 0,9235
Sy 0,8833 | 0,042 0,7909 | 0,8872 0,9532
E, 0,6664 | 0,1487 0,375 | 0,6725 0,927
S 0,3117 | 0,0523 0,2231 | 0,3068 0,4302
E, 0,9571 | 0,0213 0,9066 | 0,9604 0,9887
(1-5y) 0,117 | 0,042 0,047 | 0,112 0,211
(1—Ey) 0,338 | 0,152 0,072 | 0,333 0,629
(1 —S5) 0,687 | 0,053 0,567 | 0,692 0,776
(1 — Es) 0,043 | 0,021 0,011 | 0,039 0,094
VPP 0,875 | 0,097 0,625 | 0,902 0,988
VPN, 0,632 | 0,160 0,245 | 0,657 0,874
VPP, 0,955 | 0,033 0,868 | 0,963 0,993
VPN, 0,315 | 0,125 0,103 | 0,299 0,600
Y; 37,25 | 1,189 34,0 38,0 38,0
Y, 73,05 | 11,34 44,0 76,0 86,0
Y3 1,58 0,6076 0,0 2,0 2,0

Y, 10,72 | 6,151 2,0 10,0 26,0

Pelos resultados da Tabela 3.3.6. temos que a Prevaléncia da infeccao causada pelo
parasita strongyloides foi em meédia 75,4%, e o intervalo de credibilidade (52, 1%, 92,3%)
com amplitude de 40,2%. O teste sorolégico mostrou-se mais sensivel (88,3%) para di-
agnosticar a infeccdo, e menos especifico (66,6%) para nao diagnosticar a infecgdo. O
exame de fezes mostrou-se mais Especifico (95,7%) para nao diagnosticar a infeccdo, e

menos Sensivel (31,2%) para diagnosticar a infec¢ao. Pelos resultados de Y;, Vs, Y3 e
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Y}, é estimado que aproximadamente 37 refugiados dos 38 com resultados positivos para
ambos os testes tenham resultado verdadeiro positivo; aproximadamente 73 refugiados
dos 87 com resultado positivo para o Exame de Fezes e negativo para o Teste Sorolégico
tenham resultado verdadeiro positivo; aproximadamente 1,5 refugiados dos 2 com resul-
tado positivo para o Teste Sorolégico e negativo para o Exame de Fezes tenham resultado
verdadeiro positivo; e finalmente, aproximadamente 11 refugiados dos 35 com resultados
negativos nos dois testes tenham resultado verdadeiro positivo.

As médias dos valores Preditivos Positivo e Negativo para o Teste Sorolégico sao 87, 5%
e 63,2%, respectivamente, o que demonstra que para um novo pacientre dentre os 162
refugiados Cambodianos verificado pelo Teste Sorolégico em conjunto com o Exame de
Fezes, temos 87, 5% de chance de acerto para os resultados positivos, e 63, 2% de chance de
acerto para os resultados negativos. Assim como as médias dos valores Preditivos Positivo
e Negativo para o Exame de Fezes sao 95, 5%, e 31, 5%, respectivamente, o que demonstra
que para um novo paciente dentre os 162 refugiados Cambodianos verificado pelo Exame
de Fezes em conjunto com o Teste Soroldgico, temos 95,5% de chance de acerto para os
resultados positivos e 31,5% de chance de acerto para os resultados negativos.

A partir dos resultados da Tabela 3.3.6. percebemos que as densidades dos para-
metros da combinacao dos dois testes diagndsticos também sao assimétricas, o que fica
mais explicito nos gréficos da Figura 3.3.8. A convergéncia foi verificada para todos os
parametros da combinacao dos dois testes a partir do comportamento das trajetérias das
cadeias ao longo das iteragoes. A Figura 3.3.7. apresenta os gréficos de convergéncia de
Gelman & Rubin (1992)[15] e a Figura 3.3.8. as densidades estimadas para os parametros
P, Sy, F1,Ss e E5. A Figura 3.3.9. apresenta o comportamento das trajetérias das cadeias

ao longo das iteragoes para os pardmetros P, Sy, E1, So e Ej.
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Figura 3.3.7.:  Grdficos de Gelman € Rubin - Combinacdo dos Testes
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Figura 3.3.9.:
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Conclusao da aplicacao das Metodologias para Um e Dois Testes Diagndsticos

Observamos que melhor inferéncia sobre a Prevaléncia da infeccao de Strongyloides
foi conseguida pelo resultado dos dois testes diagndsticos combinados, comparado com
os resultados do Exame de Fezes e Teste Soroldgico individuais. Percebemos, através da
andlise de cada teste considerado separadamente, que o Teste Sorolégico estima Prevalén-
cia (P) e Sensibilidade (S;) superior a Prevaléncia (P) e Sensibilidade (S2) do Exame de
Fezes, que por sua vez apresenta Especificidade (Es) superior a Especificidade (F7) do
Teste Sorolégico. Portanto, o Teste Sorolégico apresenta-se mais Sensivel para diagnos-
ticar a infeccao do que o Exame de Fezes, e o Exame de Fezes apresenta-se mais Especifico
para nao diagnosticar a infeccao. Com isto comprova-se a afirmagao de que os Exames de
Fezes subestimam a Prevaléncia da doencga na populacao, produzindo baixa Sensibilidade
e alta Especificidade, enquanto o Teste Soroldégico superestima a Prevaléncia, produzindo
alta Sensibilidade e baixa Especificidade.

Combinando os dois testes, obtivemos as mesmas conclusoes que as encontradas para
cada teste separadamente, porém com reducao nas amplitudes dos intervalos de credi-
bilidade, ocasionando inferéncias mais definidas e portanto melhores estimativas para os

parametros de interesse no estudo.



Capitulo 4

Formulacao dos Modelos Estatisticos
para Estimacao de Medidas de
Desempenho de Testes Diagnésticos
na Auséncia de Padrao Ouro e

Presenca de Covariaveis

E de interesse na drea médica, utilizar informacdes adicionais dos pacientes em estudo
para determinacao de sua condicao, portador ou nao portador de uma doenca. Estas in-
formacoes adicionais se referem, por exemplo, ao sexo do paciente, sua idade, a freqiiéncia
de préticas esportivas, o histérico de casos da mesma doenca na familia, entre outras.

A partir da metodologia que utiliza a abordagem Bayesiana introduzida por Joseph
et al.(1999)[16] apresentada no Capitulo 3, podemos estimar as mesmas medidas de de-
sempenho de testes diagnosticos adicionando informagoes de interesse ao estudo. Para
demonstrar essa nova metodologia, apresentamos inicialmente um estudo que considera

dois Testes Diagnésticos disponiveis, sendo nenhum deles considerado Padrao Ouro, e a
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presenca de uma informagao adicional sobre os pacientes.

Em seguida, apresentamos um estudo para um Teste Diagnéstico nao considerado
Padrao Ouro, e a presenga de trés informagoes adicionais sobre os pacientes. Apresentamos
essa metodologia através de um exemplo da drea de cardiologia apresentado por Kosinski,

A. S. e Barnhart, H. X. (2003)[19].

4.1 Dois Testes Diagnésticos na Presenca de uma Co-
variavel

Considere o mesmo estudo da drea médica apresentado na Segao 3.2. do Capitulo
3, e os mesmos dados apresentados na Tabela 3.2.1, porém utilizando uma representacao

genérica, como segue na Tabela 4.1.1.,

Tabela 4.1.1.: Dados de dois testes diagndsticos

T, _
T2 T2 total
T,
T1 nq N9 s -+ N9
Tl ns Ny nz + Ny
total | ni+n3 | no+n4 | n

onde temos, n; individuos com resultado postivo nos dois testes,

ne individuos com resultado positivo no primeiro teste e negativo no segundo,

ng individuos com resultado negativo no primeiro teste e positivo no segundo, e

ny individuos com resultado negativo nos dois testes.

As estimativas de interesse sao a Sensibilidade S; e a Especificidade E; do teste 1, a
Sensibilidade S5 e a Especificidade Fy do teste 2. Considerando as quatro possibilidades

de acontecimento, e suas probabilidades de sucesso demonstradas na Segao 3.2., temos a
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Funcao de Verossimilhanga proporcional a distribuicao Multinomial,

L(P,S,, Ey, Sy, Eylny,ny,ngsng) o [(PS 1Sy) + (1— P)(1— E)(1 — E,)™.
[PS,(1—8,)+ (1—P)(1—E,)E,]"™.
[P(1—8,)S,+(1 — PYE,(1— E,)|".
[P(1=8,)(1—8,)+ (1 — P)E, Ey]™

Considerando agora que temos uma informagao adicional disponivel sobre cada pa-

ciente em estudo, assumiremos W uma covaridvel representando esta informagao.

4.1.1 Funcao de ligagao logito

Quando temos uma varidvel resposta discreta com dois resultados possiveis, ao invés
de usar um modelo linear para predizer a probabilidade de interesse com base nas covari-
aveis, a probabilidade é primeiro transformada do espago (0, 1) para (—oo, o) e o modelo
linear entao é aplicado para os valores transformados. A transformacao mais comum é a
logito. Entao, as estimativas de interesse sao relacionados a W via funcao logito, e esta

ligacao se da pelas expressoes,

In (13191):51"‘711/[/3 In (15?%) = Byt W;

E E P (4.1)
I (15 ) = BetrsWs I (185) = ButnaWs o (+55) = By, W.

O vetor de parametros ,‘2 é agora redefinido como QT: (Bys Yk =1,...,5), pois a
partir do conhecimento das estimativas destes parametros podemos calcular as medidas
de interesse S1, F1,So, Es e P, substituindo seus valores nas expressoes apresentadas em

4.1.

4.1.2 Analise Bayesiana

Varidveis Latentes:
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Assumindo G uma varidvel latente representando as informacoes nao disponiveis de-
vido a auséncia do teste Padrao Ouro, definimos como sucesso,

G : o nimero de pacientes portadores da doenca dentre os n; com os resultado ¢; no
primeiro teste T e resultado t, no segundo teste Ts, j = 1,...,4. Assim, um individuo
com resultado ¢; no teste 77 e resultado t5 no teste T, é considerado portador da doenca
com probabilidade 7(t1,t;) e nao portador da doenga com probabilidade (1— 7(t1,t2)).

As probabilidades de sucesso 7(t1,t2) sao dadas por:

P(D=1,T,= t,,Ty=ts)
t.,t,)) =P(D=1T.=t,,Ty=15) = i 172 =
T( 1’ 2) ( | 1 1,42 2) P(T1: tl,T2: t2)

P(D=1)P(T,=t|D=1)P(Ty=1t|T,=t1,D =1)

P(D=1)P(T,=t,|D=1)P(Ty=t5|T,=t,, D=1)+P(D=0) P(T,=t,| D=0)P(T y=t,|T,=t,, D=0)

Portanto,

G =302, Gilnj, P, 81, S5, 1, Ey ~  Binomial (nj, 7(t1,t3)) , (4.3)

j = 1,...,4. Determinadas as probabilidades de sucesso 7(t1, t2), substituimos as definigdes

de 51, E1, So, Fy e P. Temos,

PSS (1—8,) 1Sk (1—5,)"
PSltl(l - Sl)litlsy(l - Sz)litQ‘i‘(l - P)Ellftl(l - E1)t1E21_t2(1 - Ez)t2

T(tlv tz) =

Portanto a Fungao de Verossimilhanga consideradas as n = (ny + ng + ns + ny4) obser-
vagoes da Tabela 4.1.1., é dada por,
L(P,S,, S5, Eq, Ey|ny, ng,ng,ny, G, Gy, Gy, Gy)

& [P5152+(1 - P)(l - El)(l - Ez)]m [PS1(1 o 52) + (1 - P)(l - E1)E2]n2<4-4)

-[P(l - 51)52"‘(1 - P)E1(1 o Ez)]nS[P(l o Sl)(l - 52) + (1 - P)E1E2]n4-

H (T(t1, 62))7 . (1 = 7(t1, 1))~

J=1
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Isto é, L(P,S,,S5, By, E5ng, ny,ng, ny, G, Gy, G5, Gy)

x [PS,S:+(1—-P)(1—-E)(1-E,)|"[PS,(1-5,)+(1—P)(1—E,)E,|". (4.5)

-[P(l - S1)52+(1 - P)El(l - EQ)]nS[P(l - Sl)(l - 52) + (1 - P)E1E2]n4-
_ Gj

11 PSI(1=5,) " Sp(1— 8,)' "

‘j:1 _PSltl(l - 51)144552(1 - Sz)litQ‘i‘(l - P)E11_t1(1 - E1)t1E21_t2(1 - E2)t2
[ —t1 qta —ta =Gy

: 1—- PSi"(1— 51)1 t Sy (1 — 52)1 t
j=11 PSltl(l - Sl)l_tl‘S;Q(l - 52)1_t2+(1 - P)E117t1(1 - E1)t1E217t2(1 - E2)t2

Assim, L(P, S|, Sy, Eq, Ey|ny, ny,ng,ny, G, Gy, Gy, G,)

X [P5152+(1 - P)(l - El)(l - EQ)]nl [PS1(1 - Sz) + (1 - P)(l - El)Ez]m-

-[P(l - 51)52+(1 - P)E1(1 o E2)]n3[P(1 o Sl)(l - 52) + (1 - P)E1E2]n4-
(PS1S2) M (1= P)(1 = E,)(1 = E,))" =% (PS, (1= 8))”((1 = P)(1 = E,)Ey)™ ™

[P5152+(1_P)(l_E1)(1_E2)]m . [PS1(1_S2)+(1_P)(l_El)Ez]m
(P(l — 51)52)03((1 — P)El(l — Ez))n3_G3 (P(l — Sl)(l — 52))G4((1 — P)E1E2)n4_G4
[P(l_S1)SQ+(1_P)E1(1_E2)]n3 . [P(l_51)(1_Sz)+(1_P)E1E2]n4

Ou, L(P, S\, 85, By, Ey|ny,ny,ng,ny, Gy, Gy, Gg, Gy) <

x PG1+G2+G3+G4(1 B P)n—(G1+G2+G3+G4)SlG1+G2(1 _ SI)G3+G4' (4.6)
.SQGH—G?)(l - 52)G2+G4E{z3+n47(G3+G4)

(1 . El)n1+n2*(Gl+Gz)E;l2+n4—(G2+G4)(1 . E2)n1+n3*(G1+G3)

Das funcoes logito determinadas nas expressoes 4.1, encontramos,

S o efr+tmw S o efatr2Ww
1 — (1+661+71W)a 2 — (1+e[32+»y2W)a
B3+v3W BatvaW Bs+ysW
J— € . _ € . J— €
El - (1+653+73W)1 E2 - (1+eﬁ4+’v4w)ﬂ P = (1+eﬁ5+’75w) .

e substituindo em 4.6 , a Funcio de Verossimilhanca para 67 = (B, Ve k = 1,...,5) é
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dada por, L(8|n,,ny, ns,ny, Gy, Gy, G5, Gy)

rnw | e | G
X _— l-— .
(1 +eﬁ1+71W) (1 _i_eﬁﬁ"hw)

G14+G3 Ga2+G
e/g2+’72W ( eﬂ2+’Y2W ) ar

(1 +6ﬂ2+72w) 1 +652+72W

oBatrsW natng=(G;+Ca) oBatrsW ntne—(G+G2)
(1 + 6ﬂ3+’73w) 1- (1 + 6ﬂ3+’73w)

eﬂ4+74W n2tna—(G,+C4) eﬂ4+74W n1tns—(Gy+Ca)
(1 + 6ﬁ4+74W) 1- (1 + 6ﬁ4+74W)

eBst1sW

(1 + eﬁ5+75W)

eBsT1sW

(1 + eﬂ5+75W)

G1+G2+G3+Gy
(1_

) n—(G,+G2+G3+Gy)
Distribuicoes a priori:

A informacdo a priori para cada parametro em 07 = (8,,7,,k = 1,...,5) serd repre-

sentada por uma fungao de distribuigao Normal(ju,c?), portanto assumimos,

By ~ N(ax,b3), onde ay, e by hiperparametros conhecidos

(4.7)
v, ~ N(cx,d?), onde ¢ e dj, hiperparametros conhecidos
k=1,..,5 e Normal(u,o?) denota uma distribuigao Normal com densidade,
) = e { gl b e <o < (45)
T) = exp{ ——=(z — ,—00 < T < 00 )
V2o P 202 s

Também vamos considerar independéncia entre 3, e v, kK = 1,...,5, portanto a den-

sidade a prior:t pode ser escrita como o produto das densidades Normais:

~(8,7) = 7(B)r(7) (19)
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Distribuicao a posteriori:

Pelo Teorema de Bayes, a distribuicao a posterior: conjunta é proporcional ao produto

da Funcao de Verossimilhanga e a distribuicao a priori, isto €,
W(g‘nb Ng, N3, Ny, G17 G27 G37 G4) X W(ﬁa V)L(g|n17 Ng, N3, N4, G17 G27 G37 G4)7 (410)

Como as varidveis G, G», GG3 e (G4 nao sao observadas, nao podemos calcular as
densidades marginais a posterior: de 3, e v, , kK = 1,...,5, diretamente de 4.10 . Por-
tanto, utilizando o algoritmo Gibbs Sampling, a cada ciclo geramos G, G2, G3 e G4
das distribuigdes Binomial(ny, 7(t1,t2)), Binomial(ng, 7(t1,t2)), Binomial(ng, 7(t1,t2)) €
Binomial(ny, 7(t1,t2)), dadas em 4.3. A partir dos valores gerados para Gy, Ga, G3 e Gy,
o algoritmo Gibbs Sampling calcula as estimativas de interesse 3, e v, , k = 1, ..., 5, porém
a implementagao requer a especificacao das distribui¢oes condicionais de cada pardmetro

dado o valor de todos os outros.
Distribuigoes a posteriori condicionais para o Gibbs Sampling:

As distribucoes condicionais necessarias para o Gibbs Sampling, sao:

8,109 D ~ N(ay, b2) exp {51(0102) — (G,G)In (1 + eﬁlﬂl’”i)} , (4.11)
Ba0s5,0: D ~ N(ay, b3) exp {52(0103) — (GG In (1 + eﬁﬁvm)} , (4.12)
Bs105,), D ~ N(az, b5) exp {53 ny+na—(G3+Ga)) — (ny+n2—(G+G2)) In (1 + eﬁ3ﬂ3wl’)} 7
(4.13)
54|9( , D ~ N(ay,b) exp {54 ny+ng—(Gy+G4)) — (n,+n3—(G,+Gs)) In (1 + e’g4+74w")} ,
(4.14)
B5105,ys D ~ N(ag,b3) exp {55 (G +Go+G3+Gy) — (n — (G +Go+Gs+Gy)) In (1 + eﬁﬁwl')},
(4.15)

11/8, 1. D ~ N(ey, &) exp {71W(G1G2) — W(G,Ga)In (1 + eﬂlﬂl“ﬁ)} . (4.16)
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V203, D ~ Ny, d3) exp {%W(GIG?,) — W(G,Gy)In (1 + eﬁﬁ%w)} S 4a)
3l0(3: D ~ Nley, d3) exp {’73W(”3+n4—(03+G4)) — W(n,+ns—(G,+Gs2))In (1 + eﬂ3+73wz)} ’
(4.18)
1al0(: D~ Niess ) exp {74W(”2+"4—<G2+G4)) — W (n,+n3—(G,+G3)) In (1 + eﬁﬁ““’i)} ,
(4.19)
Y5l0(s,), D ~ N(cz,ds) exp {75W(G1+G2+G3+G4) — W (n — (G, +Ga+G3+Gy)) In (1 + eﬁsﬂswi)} ,
(4.20)

onde D representa os dados ny,ng,n3,ng, G1, Gz, G3,Gy; e 0g,) representa o vetor 6T
nao incluindo o pardmetro 3, e assim para todos os demais. Estas distribui¢coes nao sao
facilmente identificadas, mas cada uma delas corresponde a uma distribuicao Normal

vezes uma quantidade. Para elas usa-se o algoritmo Metropolis Hastings.
Algoritmo:

Iniciando com os valores 9(0 (ﬁ B ,'yk ,k =1,..,5) e Gg.o), j =1,...,4, os seguintes

passos sao realizados:
(a) Gerar um 3} candidato a 3, pela distribui¢ao Normal, 8; ~ N(aq,b?);
(b) Seja a Razao q}((?j) onde,
U(07) = exp {F1(G1G2) — (G3Ga) In(1 + e7iT11w) } e

V(B1) = exp { B77(G1Ga) — (G3Ga) In(1 + &Pt |,

onde (7" é o valor de 3] gerado no ciclo precedente;
(¢) Gerar U de uma distribuigao Uniforme(0,1);
(d) Atualizar 3, por (37 se

(ﬁl) )

U < min(1; Razao
v(er) "

q\f}((gi)) estd definida no passo (b). Em caso contrario 3; assume (37"
1

(e) Repita de (a) a (d), para 3, até 35 e v, até vs;
(f) Atualize a varidvel latente G, ,j = 1, ...,4, onde, G; ~ Binomial(n;, 7(t1,12));

onde Razao
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(g) Repita o processo até obter uma distribui¢ao estaciondria.

Portanto, valores iniciais arbitrarios sao escolhidos para cada pardmetro g ©) — (ﬁ,(co), fy,(co)),
k=1,..5¢€ Gg»o),j =1,...,4. As varidveis latentes G1, Gy, G3 e G4 sao geradas das ex-
pressoes 4.3.

Entao, 47 candidato a 3, é gerado de N(ay,b1), e 57" candidato a 37 é o valor de (3]
gerado no ciclo precedente.

A razao % , onde, U(87) = exp {B;(G1G2) — (G3G4) In(1 + Pit71wi)} | referente
a parte desconhecida da distribuicao a posteriori condicional de 3, é comparada a um

valor de U gerado de uma distribui¢ao Uni forme(0, 1), e define-se o valor que 3, assumiré,

sendo,

B8, = B1, se U <min(1; Razdoq‘f’((ﬂﬁg*)))

1", caso contrario

Esses passos se repetem para todos os pardmetros de interesse até ser encontrada uma
distribuicao estaciondria para cada pardmetro, que podem ser confirmadas através dos
graficos de convergéncia de Gelman & Rubin (1992)[15]. Repetindo o ciclo um grande
nimero de vezes, as amostras aleatdrias geradas para cada pardmetro podem ser consi-
deradas uma amostra aleatéria da distribuicao marginal a posteriori, e assim, sao usadas
para encontrar os resumos de interesse de cada parametro.

A andlise dos resumos de 3, € v,k = 1, ..., 5, determinam a significAncia da covaridvel

W para os pardmetros P, S1,So, E1 e Es.
4.2 Um Teste Diagndéstico na Presenca de trés Cova-
riaveis

Considere um experimento da drea médica, como segue,
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Tabela 4.2.1.: Dados de um teste diagndstico

D | D total
T G1 ny — G1 ny
T G2 Nno — G2 %)

onde n; e ny representam, respectivamente, o nimero observado de resultados positi-
vos e negativos do teste diagndstico em uma amostra de ny + ny = n pacientes; G; e Gs
representam as informagoes nao disponiveis devido a auséncia do teste Padrao Ouro. Con-
siderando as duas possibilidades de acontecimento do estudo, sendo elas, o individuo é ou
nao portador da doenca e pertence a cela ny, ou, o individuo é ou nao portador da doenca
e pertence a cela ng, e considerando ny = n — ny, temos a Fungao de Verossimilhanca

proporcional a distribuicao Binomzal,

L(P, S, Elny, n2) « [PS; + (1 — P)(1 — B\ [P(1— S)) + (1 — P)E,]"™.  (4.21)

Considerando agora que temos trés informacoes adicionais disponiveis sobre cada pa-
ciente em estudo, assumiremos Wi, Wy e W3 trés covaridveis representando estas infor-
macoes. Precisamos estimar o relacionamento existente entre as medidas de desempenho
do teste diagndstico P, S; e E1, e estas novas informagoes Wy, Wy e W3, verificando assim
a importancia de inclui-las no estudo, e conseqiientemente, na tomada de decisao médica.
Assumimos que estas estimativas de interesse sao funcionalmente relacionadas com as

covaridveis via funcgao logito, e esta ligacao se dé por,

In (1;9%1>=51+71W1+51W2+C¥1W3; In (13{;1) = By + 1o, W1 4 62Wo + aaWs;

In (%) = By + v3sW1 + 63Wa + azWs.
(4.22)

O vetor de pardmetros 6 de interesse ¢ agora redefinido como 67 = (8., v, 6k, cu,
k = 1,2,3), pois a partir do conhecimento das estimativas desses parametros, podemos

calcular as medidas de interesse S1, E; e P.
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4.2.1 Anadlise Bayesiana

Varidveis Latentes:

Assumindo G uma varidvel latente representando as informagoes nao disponiveis
devido a auséncia do teste Padrao Ouro, um individuo é considerado portador da doenga
com probabilidade 7(t;) e ndo portador da doenga com probabilidade (1— 7(¢1)). As

probabilidades de sucesso 7(t1) sdo dadas por:
P(D=1)P(T=t|D=1)

P(D=1)P(T =t|D=1)+ P(D=0)P(T =t|D = 0)
(4.23)

Portanto,

G =>",Giln;, P,S1, E; ~ Binomial (n;,7(t1)), (4.24)

j = 1,2. Determinadas as probabilidades de sucesso 7(t1), substituimos as defini¢bes de
S1, E1, e P. Temos,
PS"(1-8;)tn

= 4.2
m(t) PSit(1—8) 1 + (1= P)E 0 (1 — By (4:29)

Portanto a Fun¢ao de Verossimilhanca consideradas as n = (n; + ny) observagdes é

dada por, L(P7 Slﬁ E1|n17n2a Gla G2)O(

x [PS,+(1= P)1= E)I"[P(1= $,) + (L= P)EJ ] (r(t)® . (1 = 7(t0))>™

j=1

L(P’ Sl,E1|TL1,TL2,G1,G2) X [PS +(1 _P)(l _El)]m[P(l _Sl)+(1 _P)El]m'

1

13[ PSi"(1- 8" “
S PSi(1=S) (1 - P)E0(1 - By)”

2 ’1_ PS(1 - 51)1—t1 nj—G;
j=1 L PSltl(l - Sl)l_t1+(1 - P)Ell_tl(l - El)tl
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Isto é,

L(P, S, El‘npn% G, Gy) [PS1+(1 - P)(1 - El)]nl [P(1— 51) + (1 - P)E1]n2-

[PS,)* (1-P)(1—E)"
(PS+(1— P)(1— B [PS,+(1 - P)(1— E,)" %"
[P(l — Sl)]G2 ((1 N P)El)n2_G2

'[P(l - 51) + (1 - P)(El)]G2 [(1 - P)E1+P(1 - Sl)]nr%

L(P, Sy, Eyfny,ny, Gy, Go)oc [PS 14(1 = P)(1 = B[ [P(1=5,) + (1= P)E, ™.
(PS) (L= P)1 = E)" "
[PS+(1 = P)(1 = E)"
(P(1—8,)*((1 = P)E,)"
[P(L=5,)+ (1= P)E]"”

P
((

L(P, S El‘nhn% G, G,) x (P‘Sl)Gl((l - P)(1— El))nl_Gl(P(l - Sl))G2((1 - P)E1)n2_G2
Assim,
L(P, Sy, E\|ny,ny, Gy, Gy) oc PETE (1 — pyr~ (¥ g () — g )P ppa=C2(1 — gy

(4.26)

Das funcoes logito determinadas nas expressoes 4.22, encontramos,

91 — eP1t71Wi+6 Watay Wy Bl = eP2tr2Wi+62WotagWyg P— eP3+13Wi1+63Wa+agWs
- (1+eﬁ1+71W1+51W2+0¢1W3)7 - (1+eﬁ2+72W1+52W2+042W3)7 - (1+653+W3W1+53W2+043W3)‘

e substituindo em 4.26, a Funcao de Verossimilhanca para 67 = (8., vy, 0x, o, k = 1,2,3)
¢ dada por,
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L(6|n,,ny, G, Gy)

G G
Bt Wi+81 Wata1 Ws ! o1+ Wi+61 Wata1 Wa 2
X (1 + eﬁ1+71W1+51W2+041W3) 1= (1 + eﬂ1+’Y1W1+51W2+041W3)
no—Go n1—G1
eB2tr2Wi+62WatasWs eP2t72W1t62WataaWs
1_
& 6
(1 + 652+VQW1+ 2W2+a2W3) (1 + eﬁng’yQWlJr 2W2+a2W3)
—(G1+G2)

G1+G
ePatrsWi+6sWat+asWs ik ePstr1sWitbsWatasWs

(1 + 653+’73W1+53W2+043W3) 1- (1 + 653+’73W1+63W2+043W3)

Distribuicoes a priori:

A informacdo a priori para cada parametro em 67 = (B8, v, Ok, ax, k = 1,2, 3) serd

representada por uma fungao de distribuigao Normal(u, 0?), portanto assumimos,

ay, b?), onde ay, e by sao hiperparametros conhecidos

~ N (
~ N (c, %) onde ¢ e di sao hiperparametros conhecidos (4.27)
8k ~ N(ex, f2), onde e e fi sao hiperparametros conhecidos .

ay ~ N(gg, h?), onde g, e hy sao hiperparametros conhecidos

k =1,2,3. Também vamos considerar independéncia entre (3, , v, 0x € ag, k = 1,2,3,

portanto a densidade a priori pode ser escrita como o produto das densidades Normais

7(8,7,80) = m(B)r(y)w(S)(a).

Distribuicao a posteriori:
A distribuicao a posteriori conjunta é proporcional ao produto da Funcao de Verossi-
milhanca e a distribuicao a priori, isto é,

7T(g|nla na, Gla GQ) X W(ﬁ, Y éa g)L(€|n17 na, G17 GQ); (428)
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Distribuicoes a posteriori condicionais para o Gibbs Sampling:

As distribucoes condicionais necessarias para o Gibbs Sampling, sao:
B0y D ~ Niay, B) exp {B1(G) = (Gy) In (14 Ao b - (4.99)

Bl0 5,0, D ~ N(ag, 1) exp { Ba(n,—Ga) — (ny—Gi) In (1 4 e avnistavacsesuty
(4.30)
Bal0 5,0, D~ N(ag,b) exp { B5(G1+G2) = (n = (Gy+Go) In (1 4 e omstoovasteny |
(4.31)
71|9(71)> D ~ N(cy, d7) exp {71W1(G1) —Wi(Gy)In (1 + eﬁl+%w”+6lw2i+alw3i)} , (4.32)

72‘9(72)7 D ~ N(C27 dg) exp {72W1(n2_G2) _ Wl (nl_Gl) In (1 + €ﬂ2+’Yzw1i+62w2i+a2w3i)} 7
(4.33)

BB D ~ Ny, ) exp {1gWi(Gy+Ga) — W (0 = (G +Ga))In (14 s #omasttovarsasson |
(4.34)
(51|9(61)a D ~ Ney, f%) exp {(51W2(G1) — Wy(Gy)In (1 + eﬂﬁﬁwl#&lwﬁalwm)} , (4.35)

62|60 52): D ~ N ey, f3) exp {(52W2(n2—G2) —W,(n,—G;)In(1+ eﬂﬁ”le&wQﬁa?w?’i)} ,
(4.36)

63|‘9(63)’ D ~ N(e,, f§) exp {53W2(G1+G2) —Wy(n— (G;+G2))In (1 + €ﬁ3+73w”+53w2"+a3w3")} ,
(4.37)
01100y D ~ N(gy, 1) exp {@uWa(Gy) = WGy n (14 ePrimmwsssmatonssn Ly 5g)

a2|g(a2)’ D ~ N(927 hg) exp {OéQW3(TL2—G2) . Wg(nl_Gl) In (1 4 652+’Yzw1i+62w2i+a2w3i)} 7
(4.39)
043|9(a3)7 D ~ N(g3, hg) exp {Q3W3(G1+G2) — Wg(TL — (G1+G2)) In (1 —+ @B3+73w1i+63w2i+a3w3i)} ’
(4.40)

onde D representa os dados ni,ng, G, Ga; 0(g,) representa o vetor 67 nao incluindo o

~

parametro (3;, e assim para todos os demais. Essas distribuigoes nao sao facilmente iden-
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tificadas, mas cada uma delas corresponde a uma distribuicao Normal vezes uma quanti-
dade. Para elas usa-se o algoritmo Metropolis Hastings, e assim obtemos as quantidades

a posteriori de interesse.
Algoritmo:

Iniciando com os valores 6 = (5;°>,7,§°>,5;°),a,§°),k =1,2,3) e Gg-o),j = 1,2, os
seguintes passos sao realizados:

(a) Gerar um 3} candidato a (3, pela distribui¢ao Normal, 8; ~ N(aq,b?);

(B7)
¥(B7")

\D(ﬁi) = €Xp {ﬁ; (Gl) — (GQ) ln(l + 65T+’Y1w1i+51w2i+0¢1w3i)},
U(37) = exp {877 (G1) — (G2) In(1 + P Frwnitbrwaitonwsi) 1

(b) Seja a razao , onde,

onde (7" é o valor de 3] gerado no ciclo precedente;

¢) Gerar U de uma distribuigao Uni forme(0, 1);

(
(d) Atualizar 3, por 8] se U < min(1; Razao \;Ij((ﬂﬁii))), em caso contrario ; assume [377;
(e) Repita de (a) a (d), para (3, até G5 , v, até v5 , 61 até dze ay até as;
(f) Atualize a varidvel latente G, j = 1,2, onde, G; ~ Binomial(7(t1));

(g) Repita o processo até obter uma distribui¢ao estaciondria.

Repetindo o ciclo um grande nimero de vezes, as amostras aleatérias geradas para
cada parametro podem ser consideradas uma amostra aleatéria da distribuicao marginal
a posteriori, e assim, sao usadas para encontrar os resumos de interesse de cada parametro.

A anélise dos resumos de 3}, , Vi, Ok € ax, k = 1,2, 3, determinam a significAncia das

covaridveis Wy, Wy e W3 para os parametros P, S e F.
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4.3 Exemplo Numeérico

Utilizamos um conjunto de dados reais da drea de cardiologia apresentado por Kosin-
ski, A. S. e Barnhart, H. X. (2003)[19] . O objetivo do estudo é verificar a presenca da
doenca da artéria corondria em 2688 pacientes sem histéria conhecida de infarto do mio-
cardio, e sem teste de Angiografia Corondria prévia. Os testes diagndsticos utilizados
foram a Tomografia Computadorizada e a Angiografia Corondria, este ltimo considera-
do Padrao Ouro. Este teste é considerado como tendo um pequeno risco de morbidez
(enfraquecimento do doente), por este motivo nao é utilizado para todos os pacientes. O
teste de Tomografia Computadorizada foi realizado no Emory University Hospital, entre
1° de janeiro de 1986 e 31 de dezembro de 1992.

Temos também os resultados de trés covaridveis, sendo elas, sexo, nivel de stress, e
idade, onde o nivel de stress foi induzido por exercicio ou por infusao de ” dipyridamole”
intravenosa para aqueles pacientes que nao estavam dispostos para exercitar-se. Dos
2688 pacientes, obteve-se 1265 resultados negativos e 1423 resultados positivos para a
Tomografia Computadorizada.

Somente 471 pacientes (18%) foram submetidos ao teste Padrao Ouro 90 dias apds
a realizacao do teste Tomografia Computadorizada. Pacientes foram selecionados para
verificagao do teste Padrao Ouro baseados nos resultados do teste Tomografia Computa-
dorizada, outros pelos fatores de risco, e finalmente pela indicacao de um médico. Foi
considerado presenca da doenca quando visualizado ” stenosis” excedendo 50% da artéria
corondria. Utilizamos os resultados destes 471 pacientes, podendo assim comparar as es-
timativas dos pardmetros de interesse quando temos estes parametros calculados a partir
do teste Padrao Ouro realizado em todos pacientes. A Tabela 4.3.1. apresenta o conjunto

de dados para estes 471 pacientes, incluindo as covaridveis sexo, nivel de stress, e idade:
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Tabela 4.3.1.: Dados dos 471 pacientes também verificados pelo teste Padrdo Ouro

sexo | stress | idade | teste | PO | f{; sexo | stress | idade | teste | PO | f;
0 0 0 0 0 7 1 0 0 0 0 9
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 | 28 1 0 0 1 0 | 66
0 0 0 1 1 8 1 0 0 1 1 |34
0 0 1 0 0 ) 1 0 1 0 0 )
0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 2
0 0 1 1 0 |25 1 0 1 1 0 |27
0 0 1 1 1 6 1 0 1 1 1 |37
0 1 0 0 0 3 1 1 0 0 0 2
0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0o |17 1 1 0 1 0 |22
0 1 0 1 1 8 1 1 0 1 1 |17
0 1 1 0 0 6 1 1 1 0 0 2
0 1 1 0 1 2 1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 |29 1 1 1 1 0 |18
0 1 1 1 1 |30 1 1 1 1 1 |55

onde, sexo: 1 = masculino; 0 = feminino;
stress: 1 = dipyridamole; 0 = exercicio;
idade: 1 = idade > 60anos; 0 = idade < 60anos;
teste (Tomografia): 1 = positivo; 0 = negativo;
PO (Angiografia): 1 = doente; 0 = nao doente;  f; : frequéncia observada.

Para

calcular a Sensibilidade e Especificidade do teste Tomografia Computadorizada, e

Prevaléncia da doenca da artéria corondria, que servirao de comparacao para os resultados
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obtidos através do algoritmo Metropolis Hastings, utilizamos as férmulas:

F— v Pp_utw
E_erx P = n

g _u .

u+tw’

Para o conjunto de dados da Tabela 4.3.1., temos:

Padrao Ouro
Positivo | Negativo | Total
teste

Positivo u=195| v =232 427

Negativo w=>5| =39 44

Total 200 271 n =471

Entao,

a_ u_ __ 195 __ . w39 _ . D _ utw __ 200 __
S—w—w—%—Oﬂﬁ7 E—m—ﬁ—O,lélél, P—%—E—O,él%

Com o intuito de quantificar o erro ocasionado devido a utilizagao de varidveis latentes,
apresentamos as estimativas a posterior: geradas a partir de diferentes quantidades de
pacientes verificados pelo teste Padrao Ouro. A partir do algoritmo Metropolis Hastings
implementado utilizando o Software WinBUGS, os resultados foram obtidos a partir de
duas cadeias geradas com burn in de 4100 iteracoes, e 5900 iteracoes armazenadas. Os
resultados sao apresentados na Tabela 4.3.2., onde distribuicoes a priori nao informativas

foram utilizadas.

Tabela 4.3.2.: Resultados a posteriori - priori nao informativa

PO 1%VL | 25%VL | 50%V L | 65%V L | T5%V L | 85%V L | 100%V L
S; 10,975 | 0,961 | 0,968 0,962 0,961 0,961 0,957 0,950
E,10,144 | 0,144 | 0,149 0,155 0,169 0,257 0,362 0,770
P 10,425 0,426 | 0,413 0,413 0,425 0,541 0,616 0,950
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Os resultados encontrados mostram que a utilizacao de varidvel latente quando nao
temos um teste Padrao Ouro disponivel, seja pelo alto custo ou pelo risco ao paciente, deve
ser usada com certa cautela, indicando a necessidade de pelo menos 25% de realizagao de
teste Padrao Ouro, pois até 75% de varidveis latentes ainda temos estimativas que nao se
distanciam tanto dos valores de seus parametros. Sabemos que algumas doencas realmente
nao tem um teste considerado Padrao Ouro, portanto sugerimos que deve-se levar em
conta a superestimagao dos pardmetros Especificidade e Prevaléncia. A Sensibilidade nao
apresenta alteragao significativa. Apresentamos na Tabela 4.3.3. os resultados a posteriori

para a proporc¢ao de 75% de varidvel latente:

Tabela 4.3.3.: Resultados a posteriori - Intervalos de Credibilidade
média | dp 2,5% mediana | 97,5%
Intercepto | Sy | B, | 1,664 0,971 | —0,138 | 1,614 | 3,696
Ey | 3y, —1,833 0,346 | —2,538 | —1,837 | —1,162
P | 35| —2,876| 0,306 | —3,446 | —2,869 | —2,309
Sexo St |l m 5,781 | 1,629 3,021 5,653 9,437
Ei| 7| 1,140 0,374 | 0,407| 1,135| 1,882
P | v 3,814 | 0,277 3,275 3,814 4,350

Nivel S| & | 0,313]1,327]-2,384| 0,370| 2,816
de Ey| 65| —0,477 10,450 | —1,423 | —0,464 | 0,363
Stress P | 6| 0661]0,254| 0,167 0,658 | 1,160
Idade Sy |ar| 0,573]1,203|—1,042| 0,546 | 3,170

B | ay 0,244 | 0,382 | —0,505 0,237 1,010
P | as 0,447 | 0,246 | —0,035 0,455 0,929

Os resultados de v indicam que a covaridvel sexo é significativa para as medidas de
desempenho S; e E; do teste Tomografia Computadorizada, e também para a Prevaléncia

da doenca na populacao, e deve ser considerada quando da tomada de decisao médica
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sobre o status da doenca em cada paciente. Tomemos como exemplo o resultado do
Intervalo de Credibilidade do parametro v, = (3,275;4,350). Este resultado nos fez
observar os valores gerados para a Prevaléncia da doenca em cada paciente, e percebemos
que o valor médio da Prevaléncia para o sexo feminino é 0,105, e para o sexo masculino
¢ 0,794. Observando o Intervalo de Credibilidade do parametro v, = (3,021;9,437),
calculamos a Sensibilidade do teste Tomografia Computadorizada para o sexo feminino
igual a 0,852, e para o sexo masculino igual a 0,9987. O Intervalo de Credibilidade do
parametro 7, ¢ igual a (0,4069; 1, 882), e a Especificidade média para o sexo feminino é
igual a 0,133, e para o sexo masculino igual a 0,327. Estes resultados indicam que o teste
Tomografia Computadorizada é tanto mais Sensivel quanto mais Especifico para o sexo
masculino, acertando 99, 87% dos resultados positivos e 32, 7% dos resultados negativos
para os homens; portanto pode ser considerado um teste com bom desempenho pois a alta
Prevaléncia nos homens pede um teste bastante Sensivel para detectar corretamente os
verdadeiros positivos, apesar de apresentar baixa Prevaléncia para as mulheres com valor
igual a 0,105, e baixa Especificidade acertando somente 13, 3% dos resultados negativos.

Para resumir esta conclusao, apresentamos abaixo a Tabela 4.3.4. com os resultados
calculados para a Sensibilidade, Especificidade e Prevaléncia referentes aos dois grupos,

mulheres e homens:

Tabela 4.3.4.: Resultados a posteriori - Sexos feminino e masculino

feminino | masculino

S, | 0,852 0,9987
B, | 0,133 0,327
P | 0,105 0,794

Na Tabela 4.3.5. apresentamos a média para o pardmetro 83, referente a covaridvel

nivel de stress para a medida de Prevaléncia da doenca P:
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Tabela 4.3.5.: Resultado a posteriori - Nivel de Stress exercicio e dipyridamole

exercicio | dipyridamole

P 0,535 0,541

Este resultado mostra que apesar do Intervalo de Credibilidade indicar o nivel de
stress como significativo para o estudo, o célculo das médias mostra que nao existe grande
diferenca na Prevaléncia da doenca entre os pacientes que receberam a droga dipyridamole
e os que se exercitaram. Consideramos entao que para o Intervalo (0, 167;1,160), o valor
zero estd bem préximo e considerando-se um Intervalo de Credibilidade maior, talvez esta
covaridvel nao fosse significativa.

As Figuras 4.3.1. e 4.3.2. apresentam os graficos de convergéncia de Gelman & Rubin

(1992)[15] e as densidades estimadas para os parametros 3,7, 6,«, P, Sy e Ej.
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Figura 4.3.1.: Grificos de Gelman € Rubin
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Figura 4.3.3.: Comportamento das trajetorias - 75% Varidvel Latente
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A convergéncia considerando 85% de varidveis latentes foi observada para todos os
parametros, excluindo-se a Sensibilidade para os pacientes do sexo masculino, conforme

graficos das Figuras 4.3.4 (S1[176] e S1[471]):

Figura 4.3.4.: Grificos de Gelman € Rubin
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Observando as densidades, percebemos que suas formas se modificam conforme al-
gumas caracteristicas dos pacientes. Por exemplo, a medida de Sensibilidade do teste
Tomografia Computadorizada para os pacientes do sexo feminino, nivel de stress por
exercicios e idade < 60 anos, apresentam distribui¢ao assimétrica demonstrada na den-
sidade do paciente S1[1] da Figura 4.3.5. Os pacientes também do sexo feminino, nivel
de stress por exercicios, porém com idade > 60 anos, apresentam também distribuicao
assimétrica mas com pico mais elevado, conforme demonstrado na densidade do paciente
S1/80] da Figura 4.3.5. Os pacientes ainda do sexo feminino, com nivel de stress por
dipyradomole e idade < 60 anos, apresentam distribuigao levemente bimodal (paciente
S1/81] da Figura 4.3.5.), ja os pacientes deste mesmo sexo e nivel de stress, porém com
idade > 60 anos, apresentam distribuigao nitidamente bimodal (paciente S1/109] da Figu-
ra 4.3.5.). Para os pacientes do sexo masculino, a distrtribuicdo se mantém a mesma

para qualquer combinacao das covariaveis (pacientes S1[176] a S1[471] da Figura 4.3.5.).
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Estes resultados comprovam a grande importancia da covaridvel sexo para a medida de
desempenho Sensibilidade do teste Tomografia Computadorizada para o estudo da doenca

corondria, e leve importancia para a covariavel nivel de stress para o sexo feminino.

Figura 4.3.5.: Grificos de densidades - Medida de Sensibilidade
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Para verificar a significAncia da utilizagao de informacgoes a prior: sobre os paradme-
tros de interesse, fizemos uma nova simulacao considerando os valores gerados quando
da utilizagao das distribuigoes a priori nao informativas, considerando os 471 pacientes
verificados pelo teste Padrao Ouro, como informagao a priori para os parametros (3, v, 6 e
a. Este procedimento é denominado procedimento Bayesiano Empirico, pois utiliza como
informacao a priori valores dos pardmetros a posteriori gerados a partir do conjunto de

dados. Apresentamos estes resultados na Tabela 4.3.6.,
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Valores dos hiperparametros «, 3, 0,7 -

Tabela 4.3.6.: ~
distribuicao a priori informativa - 0% variavel latente
By ~ Normal(1,35,10) 61 ~ Normal(0,6213,10)

(—1,046,10) | 63 ~ Normal(—0,2502,10)
B3 ~ Normal( (0,5306, 10)
v1 ~ Normal(0,9179,10) | a3 ~ Normal(0,5076, 10)
7o ~ Normal(—0,4433,10) | as ~ Normal(—0,1695, 10)
75 ~ Normal(0,6137, 10) as ~ Normal(0,6346, 10)

By ~ Normal

1,245,10) | 63 ~ Normal

Geramos novamente duas cadeias com burn in de 4100 iteragoes e 5900 iteragoes

armazenadas, e os resultados obtidos estao apresentamos na Tabela 4.3.7.:

Tabela 4.3.7.: Resultados a posteriori - priori informativa
PO 1%VL | 25%VL | 50%V L | 65%V L | T5%V L | 8%V L | 100%V L
S1 10,975 0,949 | 0,955 0,951 0,949 0,953 0,970 0,905
E;10,144 | 0,148 | 0,154 0,153 0,157 0,188 0,381 0, 2098
P 10,425 | 0,427 | 0,414 0,412 0,415 0,456 0,748 0,964

Observamos que a utilizagao de informagao a priori determinada pelo procedimen-
to Bayesiano Empirico, forneceu melhores estimativas para os parametros para todas as
quantidades de varidvel latente utilizadas. As estimativas da Sensibilidade e Especifi-
cidade se mantém proximas dos valores dos pardmetros, mesmo considerando nenhum
resultado de teste Padrao Ouro verificado (100% varidvel latente), porém, ainda temos
grandes diferencas para as estimativas da Prevaléncia da doenca a partir da utilizacao de
85% de varidvel latente.

Apresentamos na Tabela 4.3.8. os resultados a posteriori para 100% de varidvel la-

tente:



4. FORMULACAO DOS MODELOS ESTATISTICOS PARA ESTIMAGCAO DE MEDIDAS DE
DESEMPENHO DE TESTES DIAGNOSTICOS NA AUSENCIA DE PADRAO OURO E PRESENCA DE
COVARIAVEIS

Tabela 4.3.8.: Resultados a posteriori - Intervalos de Credibilidade
média | dp 2,5% mediana | 97,5%
Intercepto | S, | B, | 1,385 |0,1917 | 1,006 | 1,388 | 1,753
Ey | By, ] —0,962 | 0,3501 | —1,632 —0,969 | —0, 266
P |3, 1,670 | 0,2032 1,275 1,672 2,071
Sexo St | m 0,914 | 0,2113 0,510 0,909 1,327
Ey | v, | —0,419 | 0,3226 | —1,037 | —0,433 0,221
P | v 1,631 | 0,2492 1,139 1,629 2,123

Nivel S| & | 0,590]0,2244| 0,157| 0,589 | 1,044
de Ey| 65| —0,239 | 0,3154 | —0,854 | —0,239 | 0,351
Stress P | 6| 1,165|0,2647| 0,650 | 1,172 | 1,699
Idade Sy |ar| 0,299]0,2239| —0,122| 0,305 | 0,732

Ey | as| —0,164 | 0,3177 | —=0,797 | —0,156 0,453
P | as 1,361 | 0,2617 | 0,877 1,357 1,894

Os resultados de 7;,75,01 € 63 indicam que a covaridvel sexo e nivel de stress sao
significativas para a medida de desempenho S; do teste Tomografia Computadorizada, e
também para a Prevaléncia da doenca na populacao, e devem ser consideradas quando
da tomada de decisao médica sobre o status da doenga em cada paciente. Apresentamos
na Tabela 4.3.9. os resultados calculados para a Sensibilidade e Prevaléncia referentes
aos dois grupos, mulheres e homens; na Tabela 4.3.10. os resultados calculados para
a Sensibilidade e Prevaléncia referentes aos dois grupos, exercicio e dipyridamole; e na
Tabela 4.3.11. o resultado médio da Prevaléncia para os dois diferentes grupos de idade,

< 60 anos e > 60 anos:
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Tabela 4.3.9.: Resultados a posteriori - Sexos feminino e masculino

feminino | masculino
S1 10,860 0,931
P 10,935 0,982

Tabela 4.3.10.: Resultado a posteriori - Nivel de Stress exercicio e dipyridamole

exercicio | dipyridamole
Sy 10,879 0,937
P | 0,941 0,993

Tabela 4.3.11.: Resultado a posteriori - Idade <60 e >60

idade < 60

idade > 60

P

0,928

0,997

Esses resultados mostram que, apesar dos Intervalos de Credibilidade indicarem as
covaridveis sexo, nivel de stress e idade, como significativas para o estudo da Prevaléncia
da doenca na populacao, os cédlculos das médias mostram que nao existe grande diferenca
entre mulheres e homens, pacientes que receberam a droga dipyridamole e os que se
exercitaram, e também entre os pacientes com idade < 60 ou > 60. Para as estimativas
da Sensibilidade do teste Tomografia Computadorizada, uma pequena diferenca foi en-
contrada entre mulheres e homens, e também entre os pacientes que receberam a droga
dipyridamole e os que se exercitaram.

Como demonstrado nas Figuras 4.3.7. (gréficos de convergéncia de Gelman & Rubin
(1992)[15]) e na Figura 4.3.9. (comportamento das trajetdrias), mesmo considerando
100% de varigvel latente, conseguimos convergéncia para todos os parametros do modelo

considerando as distribuicoes a prior: informativas. Na Figura 4.3.8. temos as densidades

estimadas para os pardmetros 3,7, 6, a, P,S1 e Ej.

~ o~
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Figura 4.3.7.: Grificos de Gelman € Rubin
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Figura 4.3.8.: Grificos de densidades
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Capitulo 5

Formulacao de Modelos Estatisticos
para Estimacao de Medidas de
Desempenho de Testes Diagnésticos
na Auséncia de Padrao Ouro e
Presenca de Covariaveis e Chances

de Verifica cao

Misturas de modelos podem ser utilizadas quando em uma populacao existem di-
ferentes grupos observados, justificando a suposicao de diferentes distribuicoes para os
individuos de cada grupo. Nesse caso o objetivo da modelagem serd discriminar os di-
ferentes grupos. Considerando os resultados obtidos no exemplo numérico apresentado
na Secao 4.3. no Capitulo 4, percebemos que diferentes estimativas sao conseguidas para
casos com e sem teste Padrao Ouro verificado.

Considerando a mesma metodologia proposta por Joseph et al. (1999)[16], apresentada
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nos Capitulos 3 e 4, podemos calcular as medidas de desempenho de testes diagndsticos
adicionando, além das covaridveis consideradas no Capitulo 4, uma nova varidvel indi-
cadora do grupo a que o individuo pertence. Nesse Capitulo apresentamos essa nova
metodologia, considerando que em nosso estudo temos interesse em verificar a existéncia
de diferentes estimativas para grupos de individuos verificados pelo teste Padrao Ouro, e

grupos de individuos néo verificados pelo teste Padrao Ouro (ver Zhou, 1993).

5.1 Chance de Verificacao

Considere o experimento da drea médica definido na Secao 3.1. do Capitulo 3, que
consiste em analisar uma amostra de n pacientes, onde a cada paciente observado, tem-se
como objetivo determinar se ele é ou nao portador de uma doenca, dado o conhecimento
do resultado de um teste diagnéstico que o classifica como positivo ou negativo, e também
do resultado do teste Padrao Ouro para alguns dos n pacientes.

Considerando que somente parte dos individuos amostrados sao verificados pelo teste
Padrao Ouro, introduzimos uma varidvel aleatéria V', referindo-se a verificacao do teste

Padréo Ouro, onde V =1 (V') denota um individuo verificado e V' =0 (V') um individuo

nao verificado. Serd representada por,

1, se o paciente é verificado

0, se o paciente é nao verificado.

Portanto cada paciente é representado por uma distribuicao de Bernoulli e consideran-
do que temos uma amostra de n pacientes, temos a varidvel aleatéria V = Y7 | V; re-
presentada pela distribuicao Binomial. Considere o conjunto de dados apresentado na

Tabela 5.1.1.,
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Tabela 5.1.1.: Dados de um teste diagndstico considerando a varidvel V

V=1 V=0

D=1|D=0|D=1|D=0 |subtotal || total
T=1|nn Ni2 G, ny—G1 | m Ny
T=0| nyu Nag Go ny — Ga | ng Ny

Na Tabela 5.1.1. temos uma amostra de n = (N1+Ny) = (n11+n12+n21+no+n1+ns)
pacientes. Temos,

ny1 individuos com resultado positivo no teste diagnéstico entre os individuos perten-
centes ao grupo de verificados pelo teste Padrao Ouro V, e classificados como portadores
da doenca;

ny2 individuos com resultado positivo no teste diagndstico entre os individuos per-
tencentes ao grupo de verificados pelo teste Padrao Ouro V', e classificados como nao
portadores da doenca;

n9y individuos com resultado negativo no teste diagnéstico entre os individuos perten-
centes ao grupo de verificados pelo teste Padrao Ouro V', e classificados como portadores
da doenca;

N9 individuos com resultado negativo no teste diagndstico entre os individuos per-
tencentes ao grupo de verificados pelo teste Padrao Ouro V', e classificados como nao
portadores da doenca;

(G1 e G5 representam as informacoes nao disponiveis devido a auséncia do teste Padrao
Ouro, isto é,

(G, representa o nimero desconhecido de verdadeiros positivos entre os n; individuos
com resultados de teste diagnéstico positivo;

G, representa o nimero desconhecido de verdadeiros positivos entre os ns individuos
com resultados de teste diagnéstico negativo.

Os parametros de interesse nesse estudo sao Sy, E; e P. Para o cédlculo das probabili-

dades de sucesso consideramos que temos oito combinagoes de resultados possiveis para
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os pacientes em estudo, sendo elas:

Tabela 5.1.2.: Combinagoes das varidveis T, V e D

T\ D|V
1111
110 |1
01111
010 |1
117110
11010
0110
010 (0

Os ny; individuos da Tabela 5.1.1 sdo representados pela probabilidade P(T' =1, D =
1,V = 1); os ny5 individuos sao representados pela probabilidade P(T'=1,D =0,V = 1);
0s nop individuos sao representados pela probabilidade P(T'=0,D = 1,V = 1); e 08 nas
individuos sao representados pela probabilidade P(T'=0,D =0,V = 1).

Os ny individuos sao representados pela probabilidade P(T' = 1,D = 1,V = 0) e
também aos pacientes representados pela probabilidade P(T'=1,D =0,V = 0).

Entao a probabilidade de um individuo pertencer a cela nq, ou ter resultado do teste
diagnéstico positivo sendo nao verificado pelo teste Padrao Ouro, serd dada por,

PT=1,V=0)=P(T=1,D=1,V=0+P(T=1,D=0,V=0).

Analogamente temos a probabilidade de um individuo pertencer a cela n, dada por,

PT=0,V=0=P(T=0,D=1,V=0)+P(T=0,D=0,V=0).

Assumindo que D e V sao varidveis aleatérias independentes, denominaremos,

AMi=P(V=1T=1,D=1)|Ao=P(V =1T=1,D =0)
Ai=P(V=1T=0,D=1)|Xo=PV =1T=0,D =0)

(5.1)
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E como resultados das probabilidades condicionais, temos,
PT=1,D=1V=1)=
=PD=1)PV=1T=1,D=1)P(T=1|D=1)=PA\:15
PT=1,D=0,V=1)=
=P(D=0)P(V=1T=1,D=0)P(T=1D=0)=(1—-P)po(l - E)
P(T=0,D=1,V=1)=
=P(D=1)P(V=1T=0,D=1)P(T=0|D=1)= Pl(1 - 5))
P(T=0,D=0,V=1)=
=PD=0)PV=1T=0,D=0)P(T=0D=0)=(1—-P)\oFE;
P(T=1,D=1,V=0)=
=PD=1)P(V=0T=1,D=1)P(T=1D=1)=P(1—\1)5
P(T=1,D=0,V=0)=
—P(D=0)P(V=0/T=1,D=0)P(T=1/D=0)=(1-P)(1—Ap)(1—E))
P(T=0,D=1,V=0)=
=PD=1)P(V=0T=0,D=1)P(T=0D=1)=P(1—X1)(1—=51)
P(T=0,D=0,V=0)=
=P(D=0)P(V=0T=0,D=0)P(T=0|D=0)=(1-P)(1-Ao)E}
O vetor de parametros g de interesse é agora redefinido como QT = (A11, Mo, Ao, Ao, S1, Fr, P).
Consideramos agora seis possibilidades de acontecimento do estu(lio, conforme demonstra-

do na Tabela 5.1.3.:

Tabela 5.1.3.: Probabilidades para combinagoes das varidveis D, T e V

V=1 V=0

D=1 D=0
T=1| P\uS: (1—P)Awp(l—E) || P(1—A1)S1+ (1= P)(1 = Aw)(1 — Ey)
T=0| Ph\u(1—=51) | (1= P)AgEs P(1—Ao)(1 = S1) + (1= P)(1 — Ao By

Temos, entao, a Funcao de Verossimilhanca proporcional a distribuicao Multinomial
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dada por:

L(P, S, Er|ni, o, na,ng) o [PAnSi]™ [(1 — P)Aio(1 — Ey)]™2. (5.2)
[PXoi(1— S)]"™ [(1 — P)Ago By
[P(1— A1)S: + (1= P)(1— o) (1 — E)]™.
[P(1 = Ao)(1 = 1) + (1 — P)(1 — Aoo) Eq]™

Considerando agora que temos trés informacoes adicionais disponiveis sobre cada pa-
ciente em estudo, assumiremos Wy, W5 e W3 como covaridveis representando estas infor-
macoes. Precisamos estimar o relacionamento existente entre as estimativas de interesse
e as covaridveis, verificando assim a importancia de inclui-las no estudo. Assumindo 57,

E1, P, M1, Mo, Aot e Ao relacionados a Wy, W e W3 via funcgao de ligagao logito, temos,

S
In (1 lS ) = (1 + 7w1 + S 1wy + cyws (5.3)
— o1

E
In < ! ) = 52 + YW1 + 62102 + avws

P
In <— = 53 -+ Y3W1 + 63102 + a3ws

= ﬁ4 + Y4W1 + 64102 + w3

= B + Vw1 + Osw2 + agws

A
In < 10 ) = ﬁ5 + Ys5W1 + 65w2 + asws

A
In < 00 ) = 57 + y,wy + 67102 + arws

O vetor de parametros # de interesse ¢ agora redefinido como 67 = (B, V4, O, k.

k=1,..7).
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5.1.1 Anadlise Bayesiana

Varidveis Latentes:

Assumindo G uma varidvel latente representando as informacoes nao disponiveis de-
vido a auséncia do teste Padrao Ouro, definimos como sucesso,

(G7 : o nimero de pacientes portadores da doenga dentre os n; com os resultado de
teste de diagndstico positivo;.

G5 : o nimero de pacientes portadores da doenga dentre os ny com os resultado de
teste de diagnéstico negativo.

Assim, um individuo é considerado portador da doenga com probabilidade 7(t;), e ndo
portador da doenga com probabilidade (1— 7(¢1)). As probabilidades de sucesso 7(¢;) sdo
dadas por:

T(t1)) =P(D=1V=0,T=t) =

P(D =1)P(V =0|D = 1)P(T = ;|D = 1)

mD:UPW:mD:DP@:uuhﬂyH%DZORV:mD:mmT:mD:m

Portanto,

Gj |nj, P, Sl, El, )\11, )\10, )\017 )\00 ~ Binomial (TL]’, T(tl)) (55)

Determinadas as probabilidades de sucesso 7(¢1), substituimos as defini¢oes de S1, E;

e P e as definigoes de A11, Ao, Ao1 € Ago dadas em 5.1, temos,

— P(l — )\11)51
P(Ga|VT;) = 5.6
(Gl ) P(1—X1)S1+(1—=P)(1—Xo1)(1 = Ey) (56)
E, para cada variavel latente G| e G5, temos,
P(1—X;1)S
PG4V =0,T =1) = (L= Au)S (5.7)

P(1 = 1)Si + (1= P)(1 - Ao)(1— Ey)
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P(1—Xg1)(1—51)
P(1=Xo1)(1 = 51) + (1 = P)(1 = Aw)En

P(Gy|V =0,T = 0) = (5.8)

Portanto, a Funcao de Verossimilhanca consideradas as n = (IN; + Ny) observagoes é
dada por,
L(P, SlyEl,)\n,)\107>\01,)\00|N17N2,G1,G2) X

X [P)\HSI]HH [(1 — P))\IO(]- — El)]n12.
[PAor(1 — SH™ [(1 — P)Ago Er]™.
[P

—~

—M1)S1+ (1= P)(1 = Ay (1 — E)™.
P

—~

— )\01)(1 — Sl) + (1 - P)(]_ — )\00)E1]n2.

(7(t2)) % (1= 7(ta))"™

"E”

1

J

X [P)\HSI]HH [(1 — P))\IO(]- — El)]n12.
[PAor(1 — SH]™ [(1 — P)Ago Er]™.
[P(1 = A1)S: + (1= P)(1— o) (1 — Ey)™.

[P(1—Xo1)(1 = S1) + (1 = P)(1 — Xgo) Eu]™.

P(1=A1)S ¢
' (p(1 —A1)S1 + (1= P)(1 — Ao)(1 — EI)) '

P(1—\1)S; m-G

(1 P11 —=A1)S1 4 (1= P)(1 = Ajo)(1 — El)) '
P(1—=X1)(1—5)) @
‘(p(1—A01)(1—51)+(1—P)(1—A00)E1) ‘

1 P(1—Xo1)(1—51) ny—Gs
( S PI-2)(1=5)+(1—P)(1— )\oo)E1>
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Isto é, L(P, S1, Ev, M1, Ao, Aot, Aoo| N1, N2, G, G2)

o [PAiSi™ (1 — P)Ao(1 — Ep)]™2.
[Phos(1 — S)]™ [(1 — P)AgoE]™.
[P(1 = A1)St+ (1 — P)(1— Aio)(1 — Ey)]™.

[P(1—Xo1)(1—=51) + (1= P)(1— Aoo)Er]|™.
[P(1 = M1)S ] [(1 = P)(1 = Aio)(1 = Ey)J =

P =A)S1+ (1= P)(1 = Ao)(1 — Ey)m
[P(1 = Aor)(1 = S1)]2[(1 = P)(1 = o) En]™~

Ou, L(P, Sy, E1, M1, Ao, Aots Ado| N1, Na, Gy, Ga) o

 [PAnS™ (1 = P)Aio(1 — Ey)]™.
[PAo1(1 — S1)]"[(1 — P)Ago E1]™%.
[P(1 = M) S (1 = P)(1 = Aio) (1 — En)™ <,
[P(1 = Ao1)(1 = S1)]“*[(1 = P)(1 — Aoo) En]™ "

Assim, L(P, S1, E1, A1, Ao, Aot, Aoo| N1, Na, G1, G2) o

x Pn11+n21+G1(1 _ P)”12+n22+n1_G1+n2_G2. (59)

'Sln11+G1(1 . Sl)n21+G2'
'E1n22+n2*G2 (1 o El)n12+n1701
)\117111 [)\10]7112 .

[)\01]7121 [)\00]7122 .

(1= A)E (1 = Agg)™ 9,

P(1 = A1) (1 — Agp)2 2
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Das fungoes logito determinadas nas expressoes 5.3, encontramos,

eﬂ1+’71w1+51w2+a1w3

S, =
! (1 + 651+71W1+51w2+0¢1w3)

652+’ygw1+52w2+0¢2w3

FE, =
! (1 + @ﬂ2+72w1+52w2+042w3)

ePBatrzwit+bzwatazws

P= (1 + eﬁ3+73w1+63w2+a3w3)

€B4+’y4w1+54w2+a4w3

A =
1 (1 + 6,84+74w1+64w2+oc4w3)

eﬁ5+’y5w1+65w2+a5w3

Ao =
10 (1 + @ﬁ5+’y5w1+5511/2+a511/3)

6’66 +vew1+bew2+osws

A1 =
01 (1 + 656+76w1+5611/2+a611/3)

e,@7+77w1 +orwatarws

) P
00 (1 + eﬂ7+’y7w1+57w2+a7w3) ’

e substituindo em 5.9, encontramos a Funcio de Verossimilhanca para 87 = (Bi, Vis Oy Ok, k=

1,...,7).
Distribuicoes a priori:

A informacao a priori para cada parametro em 67 = (B,,7., 6%, ax, k = 1,...,7), serd

representada por uma fungao de distribuigao Normal(u, 0?), portanto assumimos,

~ N(a,b?), onde ay, e by sao hiperparametros conhecidos

~ N(ci,d?), onde ¢ e dj, sao hiperparametros conhecidos (5.10)

(
6k ~ N(ekaf]g

ay ~ N(gk, h?), onde g e hy sao hiperparametros conhecidos,

o
Yk
), onde e, e fi sdo hiperparametros conhecidos

1,...,7. Também vamos considerar independéncia a priori entre 3, , Vi, 0 € oy,

k=1,..,T.
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Distribuicao a posteriori:

A distribuicao a posteriori conjunta é dada por,

7T(QUVD N2> Gb GQ) X 71-(/87 v, é? g)L(g|Nb N27 Gla G2) (511)

Distribuicoes a posteriori condicionais para o Gibbs Sampling:

As distribuigoes condicionais nao sao facilmente identificadas, mas cada uma delas
corresponde a uma distribuicao Normal vezes uma quantidade. Usamos entao o algoritmo

Metropolis Hastings.

5.2 Exemplo Numérico - Dados parciais

Antes de apresentar os resultados considerando o conjunto completo de dados, apre-
sentamos os resultados considerando a nova varidvel indicadora do grupo a que o individuo
pertence, para os dados parciais do exemplo apresentado na Secao 4.3. do Capitulo 4.
Assim faremos uma comparacao dos resultados considerando este novo modelo.

E importante ressaltar que os resultados obtidos na Secéo 4.3. foram gerados através de
um programa que considera os resultados dos testes diagnoésticos e também das covaridveis
para cada paciente, portanto a nova variavel indicadora ao grupo a que o paciente pertence
seria redundante. Para tornar possivel a comparagao, utilizamos o novo programa que
também serd utilizado no exemplo considerando o conjunto completo dos dados, onde
agrupamos todos os pacientes com mesma combinacao de covaridveis e resultado de teste
diagnéstico. Considerando suas freqiiéncias, utilizamos a distribuicao Multinomial ao
invés da distribuicao Binomial. Este programa é muito mais rdpido, e, com a adicao da
varidvel indicadora a que o paciente pertence, acreditamos que conseguiremos os mesmos

resultados do programa anterior apresentado na Secao 4.3.
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Considerando os dados da Tabela 4.3.1., e o novo programa utilizando a distribuicao
Multinomial, & partir do algoritmo Metropolis Hastings implementado utilizando o Soft-
ware WinBUGS, os resultados foram obtidos a partir de duas cadeias geradas com burn
in de 4100 iteracoes e 5900 iteragoes armazenadas. Os resultados sao apresentados na

Tabela 5.2.1., onde distribuigoes a priori informativas foram utilizadas.

Tabela 5.2.1.: Resultados a posteriori - priori informativa

PO 0%V L | 25%V L | 50%V L | 75%V L | 100%V L
S; 10,975 | 0,959 | 0,944 0,955 0,986 0,899
£, 10,144 | 0,145 | 0,140 0,161 0,196 0,369
P 10,425 | 0,340 | 0,434 0,407 0,372 0,991

Para verificar se houve melhora no modelo com a adi¢ao da varidvel indicadora a
que grupo o paciente pertence, comparamos os resultados obtidos na Tabela 5.2.1. e os

resultados obtidos na Se¢ao 4.3. do Capitulo 4, apresentados abaixo na Tabela 5.2.2.

Tabela 5.2.2.: Resultados a posteriori - priori informativa

PO 0%V L | 25%V L | 50%V L | 75%V L | 100%V L
S; 10,975 0,949 | 0,955 0,951 0,953 0,905
E;10,144 | 0,148 | 0,154 0,153 0,188 0,2098
P 0,425 | 0,427 | 0,414 0,412 0,456 0,964

Os desvios encontrados estao apresentados na Tabela 5.2.3.:

Tabela 5.2.3.: Desvios entre os resultados das Tabelas 5.2.1. e 5.2.2

0%VL | 25%VL |50%VL | 75%VL | 100%VL
Sy | 0,010 | —0,011| 0,004 | 0,033| —0,006
Ey | —0,003 | —0,014 | 0,008 | 0,008 | 0,159
P | —0,087| 0,020 | —0,005 | —0,084 | 0,027
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Observamos que as diferencas sao muito pequenas, portanto este novo programa serd
considerado a partir daqui, devido a sua facilidade e agilidade.

Apresentamos os resultados considerando 100% de varidvel latente. Na Figura 5.2.1.
temos os graficos de convergéncia de Gelman & Rubin (1992)[15], e na Figura 5.2.2. o
comportamento das trajetérias. A convergéncia foi observada para todos os parame-

tros do modelo. Na Figura 5.2.3. temos as densidades estimadas para os paradmetros
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Figura 5.2.2.: Comportamento das trajetérias - 100% Varidvel Latente
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Figura 5.2.3.: Grificos de densidades
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O programa para a simulacao das estimativas de interesse através do algoritmo Metropo-

lis Hastings foi feito de maneira que considerasse um modelo diferente para cada combi-
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nacao das trés covaridveis do estudo. Isto permitiu a andlise da medida DIC, método que
indica o modelo mais adequado para o estudo através do menor valor gerado para ele.
Considerando as possiveis combinagoes das trés covaridveis do estudo, os modelos

analisados se referem a,

Modelo 1 : Auséncia de covaridveis;

Modelo 2 : Presenca da covaridvel sexo,

Modelo 3 : Presenca da covaridvel nivel de stress;

Modelo 4 : Presenca das covaridveis sexo e nivel de stress;

Modelo 5 : Presenca da covaridvel idade;

Modelo 6 : Presenca da covaridvel sezo e idade;

Modelo 7 : Presenca da covaridvel nivel de stress e idade;

Modelo 8 : Presenca das trés covaridveis.

Na Tabela 5.2.4. apresentamos os valores encontrados,

Tabela 5.2.4.: Resultados a posteriori DIC
Modelo | DIC
1 8,736
9,070
6,854

6,204
7,979
8,405
8,704
6,925

CO || | O k= ]WwW | N

Aqui obtivemos o Modelo 4 (Presenca das covaridveis sexo e nivel de stress) identifi-
cado como o mais representativo do estudo em questao.

Para confirmar a melhora ao se modelar considerando a varidvel indicadora V', apre-
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sentamos na Tabela 5.2.5. os resultados deste novo modelo onde agrupamos todos os pa-
cientes com mesma combinac¢ao de covaridveis e resultado de teste de diagnéstico, porém

sem a variavel V:

Tabela 5.2.5.: Resultados a posteriori - priori informativa
PO 0%V L | 25%V L | 50%V L | 5%V L | 100%V L
Sy 10,975 | 0,733 | 0,856 0,857 0,878 0,780
Ey10,144 | 0,321 | 0,211 0,225 0,235 0,342

P 10,425 | 0,445 | 0,461 0,458 0,473 0,550

Esses resultados foram obtidos considerando-se dois modelos, onde o primeiro modelo
refere-se aos pacientes observados pelo teste Padrao Ouro, e o segundo, pelos nao obser-
vados. Dessa forma podemos apresentar também as diferencas existentes entre os dois

grupos, porém sem considerar a varidvel indicadora V', como mostra a Tabela 5.2.6:

Tabela 5.2.6.: Resultados a posteriori para os diferentes grupos de pacientes

PO 0% VL |[25% VL |[50% VL |75% VL | 100% VL
PO |PO ||PO |PO | PO |PO |PO |PO | PO |PO

S; | 0,975 || 0,958 | 0,507 || 0,948 | 0,765 | 0,967 | 0,748 || 0,990 | 0,767 | 0,782 | 0,777
Ey 0,144 | 0,144 | 0,499 || 0,151 | 0,272 || 0,137 | 0,312 || 0,137 | 0,332 || 0,348 | 0,336
P | 0,425 | 0,400 | 0,490 || 0,3997 | 0,523 || 0,401 | 0,516 || 0,399 | 0,546 || 0,454 | 0,645

A convergéncia foi observada para todos os parametros.

Apresentamos na Tabela

5.2.7. as diferencas encontradas entre os resultados com e sem a varidvel indicadora V/,
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demonstrados nas Tabelas 5.2.1. e 5.2.5., respectivamente:

Tabela 5.2.7.: Desvios entre os resultados das Tabelas 5.2.1. e 5.2.5.
0%V L | 25%VL | 50%VL | 5%V L | 100%V L
Sh 0,226 0,088 0,098 0,108 0,119
£, | -0,176 | —0,071 | —0,064 | —0,039 0,027
P | -0,105 | —0,027 | —0,051 | —0,101 0,441

Percebemos que houve diferenca entre os modelos, justificando assim o uso da varidvel

indicadora ao grupo a que o paciente pertence.

5.3 Exemplo Numérico - Dados completo

Para apresentar a metodologia considerando a nova varidvel referente ao grupo, ve-
rificado ou nao verificado pelo teste Padrao Ouro a que o paciente pertence, utilizamos
o mesmo conjunto de dados reias da drea de cardiologia apresentado por Kosinski, A.
S. e Barnhart, H. X. (2003)[19], para verificacdo de doenga da artéria corondria, porém
considerando o conjunto completo dos dados que consiste em 471 pacientes verificados
e 2217 pacientes nao verificados pelo teste Padrao Ouro. A Tabela 5.3.1. apresenta a
complementacao do conjunto de dados da Tabela 4.3.1., portanto considera somente os

2217 pacientes nao verificados pelo teste Padrao Ouro:
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Tabela 5.3.1.: Dados dos 2217 pacientes nao verificados pelo teste Padrao Ouro

sexo | stress | idade | teste | PO | f;
0 0 0 0 x| 271
0 0 0 1 * 86
0 0 1 0 * 152
0 0 1 1 * 55
0 1 0 0 * 99
0 1 0 1 * 80
0 1 1 0 * 102
0 1 1 1 * 126
1 0 0 0 * | 325
1 0 0 1 x| 267
1 0 1 0 * 106
1 0 1 1 * 107
1 1 0 0 * 88
1 1 0 1 * 114
1 1 1 0 * 78
1 1 1 1 * 161

onde:
sexo: 1 = masculino; 0 = feminino

stress: 1 = dipyridamole; 0 = exercicio

idade: 1 = idade > 60anos; 0 = idade < 60anos
teste (Tomografia): 1 = positivo; 0 = negativo
PO (Angiografia): x = paciente nao verificado

fi + frequéncia observada
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Utilizando o conjunto completo dos dados temos 2688 pacientes, onde 1265 pacientes
apresentaram resultado negativo e 1423 apresentaram resultado positivo para a Tomo-
grafia Computadorizada. Temos 471 pacientes verificados pelo teste Padrao Ouro, e 2217
pacientes nao verificados.

Com o mesmo propésito de quantificar o erro ocasionado devido a utilizacao de va-
ridveis latentes, porém considerando uma nova varidvel indicadora de verificagdo ou nao
do teste Padrao Ouro, apresentamos as estimativas a posteriori geradas a partir do con-
junto completo de individuos verificados pelo teste Padrao Ouro (V' = 1), e diferentes
quantidades de pacientes nao verificados pelo teste Padrao Ouro (V' = 0), o que significa
que sempre consideramos os 471 pacientes para V' = 1, e dos 2217 pacientes para V = 0,
consideramos diferentes porcentagens de quantidade de individuos. A partir de algoritmos
Metropolis Hastings implementados utilizando o Software WinBUGS, os resultados foram
obtidos a partir de duas cadeias geradas com burn in de 5000 iteracoes, 200000 iteracoes
armazenadas, e salto de 50 para diminuir a correlagao entre cada cadeia. Os resultados
estao apresentados na Tabela 5.3.2., onde distribuigoes a priori ndo informativas foram

utilizadas:

Tabela 5.3.2.: Resultados a posteriori - priori ndao informativa

PO | 0%VL | 25%VL | 50%VL | 0%V L | 100%V L
S, | 0,975 | 0,9582 | 0,9048 | 0,9168 | 0,9205 | 0,9243
E,| 0,144 | 0,1444 | 0,4540 | 0,5440 | 0,5995 | 0,6255
P | 0,425 | 0,4004 | 0,3295 |0,2795 |0,2680 | 0,2664

Considerando que nesse estudo temos como quantidade de varidveis latentes a serem
geradas os 2217 pacientes nao verificados pelo Teste Padrao, devemos entender que as
porcentagens de varidveis latentes descritas na Tabela 5.3.2. sao determinadas destes
2217 pacientes, portanto, quando implementamos o modelo considerando 25% de varidveis

latentes, consideramos 554 individuos no estudo, além dos 471 com resultado do teste
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Padrao Ouro verificado. O niimero de individuos considerados em cada combinacao das
covaridveis foi proporcional a sua freqiiéncia observada.

Este conhecimento é importante para a comparagao dos resultados obtidos no exemplo
da Segao 4.3. do Capitulo 4, onde foram considerados somente os 471 individuos verifica-
dos pelo teste Padrao Ouro, e a porcentagem de varidveis latentes consideradas em cada
implementagao do modelo se referem a retirada do resultado do teste Padrao Ouro para o
nimero de individuos conforme a porcentagem de varidveis latentes em estudo. Observar
que no Capitulo 4 nao foram consideradas as proporcoes da combinacao das covaridveis.
Pacientes eram selecionados através de amostragem sistemaética.

Observamos que os resultados gerados nesse Capitulo se mantém préximos dos valores
dos parametros da Sensibilidade e também da Prevaléncia da doenga encontrados anteri-
ormente. A estimativa da Especificidade gera erros mais considerdveis, e acreditamos que,
o fato desse teste possuir bastante Sensibilidade para detectar os verdadeiros positivos, e
pouca Especificidade para detectar os verdadeiros negativos, ocasiona menores erros na
deteccao de falsos negativos a medida que aumentamos o nimero de individuos sem teste
Padrao Ouro verificado.

Acreditamos também, que pelo fato da populagao em estudo nao ter alta Prevaléncia
da doenca, e, dado a grande quantidade de individuos nao observados pelo Padrao Ouro
terem resultado de teste diagndstico negativo, a estimativa da Prevaléncia da doenga na
populacao decresce a medida que aumentamos o mimero de pacientes considerados no
estudo.

Observamos que apesar de uma diferenga significativa entre as estimativas encontradas
quando considerados 0% e 25% de varidvel latente, as outras porcentagens 50%, 80% e
100% nao se distanciam tando das estimativas encontradas para 25% de varidvel latente.
Este resultado indica que a varidvel aleatéria indicadora do grupo a que o paciente pertence
incluida neste modelo, forneceu melhores estimativas para as medidas de desempenho do
teste diagnéstico, mesmo considerando-se grandes porcentagens de individuos nao veri-

ficados pelo teste Padrao Ouro. Também indica que uma quantidade minima de teste
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Padrao Ouro considerado fornece subsidio a tomada de decisao médica.
Considerando que obtivemos maiores desvios nas estimativas considerando 25% de
varidveis latentes, apresentamos os resultados abaixo considerando esta porcentagem. Na

Tabela 5.3.3. apresentamos os resultados a posteriori para os parametros 3,7, 0 e a:

Tabela 5.3.3.: Resultados a posteriori - Intervalos de Credibilidade
média | dp 2,5% mediana | 97, 5%

Intercepto | S1 | B4 2,237 | 1,429 | —0, 863 2,310 4,905
Ei | B, 0,465 | 0,346 | —0,069 0,469 1,032
P | B5|—1,750| 0,605 | —2,770 | —1,768 | —1,498
Sexo St | 7 1,962 | 1,347 | —0,855 1,992 | 4,551
Ei| v | —0,534 10,323 | —1,097 | —0,538 | 0,073
P | 0,696 | 0,452 | —0,192 0,695 1,666

Nivel S| & | 1,857|1,390| —1,104 | 1,804 | 4,455
de By | 65| —0,439 | 0,371 | —1,066 | —0,459 | 0,247
Stress P | 65| 0,484 0,489 | —0,505| 0,485 | 1,509
Idade Sy | ar | —1,195| 1,407 | —4,042 | —1,158 | 1,339

Ey | oz | —0,366 | 0,347 | —1,090 | —0,334 | 0,222
P | a3 0,713 | 0,517 | —0,273 0,724 1,706

Os intervalos de Credibilidade encontrados incluem o valor zero para todos os pardme-
tros referentes as covaridveis sexo, nivel de stress e idade, indicando que o conhecimento
das mesmas nao traz beneficios para a tomada de decisao médica com relagao ao grupo
portador ou nao portador da doenca a que o paciente pertence. Porém, o Intervalo
(—1,097;0,073) para o parametro 7, indica que se considerassemos um Intervalo de Cre-
dibilidade maior, 97% por exemplo, poderfamos considera-lo significativo, sendo assim, a
covaridvel sexo se torna importante para a medida de Especificidade do teste Tomografia

Computadorizada.
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Aqui o programa para a simulacao das estimativas de interesse através do algoritmo
Metropolis Hastings também foi feito de maneira que considerasse um modelo diferente
para cada combinagao das trés covaridveis do estudo. Obtivemos entao a medida DIC.

Na Tabela 5.3.4. apresentamos os valores encontrados,

Tabela 5.3.4.: Resultados a posteriori DIC
Modelo | DIC
1 23,055
8,630
18,212
15,905
22,020
22,729
21,238
19,076

0 || | Ok W N

Obtivemos o valor 8,630 correspondente ao Modelo 2 indicado entao como o modelo
mais adequado para o estudo. Essa informacao mostra que a covaridvel sexo € significativa
na andlise da doenga da artéria corondria.

Pela andlise dos Intervalos de Credibilidade dos parametros referentes a chance de
verificagao A, considerando que cada modelo recebeu um A diferente, concluimos que sao
significativos aqueles referentes aos individuos representando o resultado de teste diagnoés-
tico e Padrao Ouro negativos. Este resultado indica que a varidvel indicadora da chance
de verificagao é significatica para a medida de Especificidade desse teste diagndstico. Por
esse resultado, e também pelos maiores desvios encontrados nos resultados obtidos para
essa medida nas diferentes porcentagens de variavel latente consideradas, confirmamos que
estimativas que apresentam maiores desvios devem ter uma varidvel adicional indicando,

a cada individuo, se o0 mesmo é ou nao verificado pelo teste Padrao Ouro.
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Através do diagnéstico de convergéncia de Gelman & Rubin (1992)[15], observamos
convergéncia para todos os parametros do modelo em todas as porcentagens de varidveis
latentes observadas. A auto correlacao foi observada para alguns dos parametros do mo-
delo. Foi considerado um salto de 50 para a selecao dos valores a comporem a amostra
que forneceu os resultados finais. As densidades de alguns parametros apresentaram sime-
tria, e as densidades referentes a varidvel \ apresentaram bimodalidade. Apresentamos

os graficos na Figura 5.3.1.,

Figura 5.3.1.: Resultados a posteriori 25% VL - priori nao informativa
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Figura 5.3.2.: Comportamento das trajetérias - 25% Varidvel Latente
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Para novamente verificar a importancia da utilizagao de informagoes a priori sobre os
parametros de interesse, utilizamos os resultados obtidos considerando os valores gerados
quando da utilizagao das distribuigoes a priori ndo informativas. Apresentamos na Tabela
5.3.6. os valores dos hiperpardmetros das distribucoes a priori considerados para cada

parametro:
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Tabela 5.3.6.: Valores dos hiperparametros o, 3, 0,y

~

B, ~ Normal(3,452,10) 61 ~ Normal (1,535, 10)

By ~ Normal 0,2826, 10)

B3 ~ Normal 0,7843,10)
(—1,574,10)

0,4891,10) | as ~ Normal(0,0922, 10)
(

1,515,10) | 62 ~ Normal

(=
1,826,10) | 63 ~ Normal(

v ~ Normal(1,922,10) oy ~ Normal

v9 ~ Normal

(
(=
(=
(
(=
(

~ Normal (1,035, 10) az ~ Normal(0,9022,10)

Geramos novamente duas cadeias com burn in de 5000 iteragoes, 200000 iteragoes
armazenadas, e salto de 50 para diminuir a correlagao entre cada cadeia. Os resultados

obtidos estao apresentamos na Tabela 5.3.7.:

Tabela 5.3.7.: Resultados a posteriori - priori informativa,
PO 0%V L | 25%V L | 50%V L | 80%V L | 100%V L
S; 10,975 | 0,9590 | 0,9185 | 0,9235 | 0,9256 | 0,9288
E, (0,144 | 0,1443 | 0,4596 | 0,5474 | 0,5978 | 0,6146
P {0,425 | 0,4004 | 0,3218 | 0,2810 | 0,2626 | 0,2527

Observamos que a utilizacao de informacao a prior: determinada pelo procedimento
Bayesiano Empirico forneceu estimativas muito préximas das encontradas para os para-
metros para todas as quantidades de varidvel latente considerando priori nao informativa.
As estimativas da Sensibilidade se mantém préximas do valor do parametro, mesmo com
nenhum resultado de teste Padrao Ouro verificado (100% varidvel latente), porém, ainda
temos diferencas para as estimativas da Prevaléncia da doenca a partir da utilizacao de
50% de varidvel latente, e para as estimativas da Especificidade a partir da utilizacao de
25% de varidvel latente.

Apresentamos os resultados abaixo considerando a porcentagem de 100% de varidveis

latentes, onde na Tabela 5.3.8. apresentamos os resultados a posterior: para os pardmetros



5. FORMULAGAO DE MODELOS ESTATISTICOS PARA ESTIMAGAO DE MEDIDAS DE DESEMPENHO
DE TESTES DIAGNOSTICOS NA AUSENCIA DE PADRAO OURO E PRESENCA DE COVARIAVEIS E
CHANCES DE VERIFICA CAO 12

G,7,0 e a:

Tabela 5.3.8.: Resultados a posteriori - Intervalos de Credibilidade
média | dp 2,5% mediana | 97,5%
Intercepto | S1 | B4 3,337 | 1,541 0,198 3,406 6,232
Ey | B, 1,377 | 0,473 0,704 1,301 2,210
P | 35 —2,062 | 0,801 | —3,608 | —1,950 | —0,948
Sexo St |l m 2,652 | 1,468 | —0,281 2,643 5,556
Ey | vy | —0,670| 0,655 | —1,918 | —0,668 0,654
P | v 0,489 | 0,955 | —1,409 0,551 2,380

Nivel Sy | 6| 2,642 1,500 | —0,479 | 2,700 | 5,476
de Ei| 6| —0,667|0,647 | —1,965 | —0,631| 0,648
Stress P | 6| 0,383/0,808|—1,449| 0,425| 2,174
Idade Sy | ai| —2,535| 1,451 | —5,432 | —2,523| 0,217

Ei | o] —0,340 | 0,295 | —0,913 | —0,336 0,215
P | as 0,629 | 0,534 | —0,272 0,535 1,775

Os intervalos de Credibilidade encontrados incluem o valor zero para todos os parame-
tros referentes as covaridveis sexo, nivel de stress e idade, indicando que o conhecimento
das mesmas nao traz beneficios para a tomada de decisao médica com relagao ao grupo
portador ou nao portador da doenca a que o paciente pertence. Porém o valor zero se
encontra muito préximo da fronteira do intervalo encontrado para o parametro referente
a covariavel sexo da medida de Especificidade, indicando que considerando um intervalo
de credibilidade maior, talvez tenhamos somente a covaridvel sexo significativa para a
medida de Especificidade.

Pela andlise dos Intervalos de Credibilidade dos parametros referentes a chance de

verificacao A, observamos que nenhum contém o valor zero, o que demonstra que a varidvel
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indicadora A é significatica para todas as medidas de desempenho desse teste diagnéstico.

Tabela 5.3.10.: Resultados a posteriori A- Intervalos de Credibilidade

média | dp 2,5% mediana | 97,5%
M| V=1,T=1,D=1|x | 02987| 02754| 00533| 01713 09830
V=1,T=1,D=0| A\ 0,4789 0,2457 0,2002 0,3800 | 0,9901
V=1,T=0,D=1| X3 0,5762 0,3433 0,0230 0,6299 | 0,9985
V=1,T=0,D=0| X |0,02689 | 0,000682 | 0,01127 | 0,02577 | 0,04854
M2\ V=1,T=1,D=1] )X; 0,4287 0,3250 0,0899 0,3389 | 0,9960
V=1T=1D=0|X | 04818 | 03273| 01692 02573 | 09980
V=1,T=0,D=1|M) 0,4099 0,3694 | 0,001181 0,2892 | 0,9971
V=1,T=0,D=0| X |0,02813 | 0,009026 | 0,01316 | 0,02722 | 0,04822
M3 |V =1,T=1,D=1] A 0,3875 0,3126 0,0537 0,2785 | 10,9927
V=1,T=1,D=0| Ao | 04122| 02983 | 01243 | 02449 | 09942
V=1,T=0,D=1| A1 | 04713 0,3720 0,0017 0,4335 | 0,9981
V=1,T=0,D=0| X35 |0,03307 | 0,01763 | 0,00795 | 0,03002 | 0,07546
M4\ V=1,T=1,D=1]| Nz | 04172 0,2922 0,1036 0,2999 | 0,9945
V=1,T=1,D=0| A 4| 03297 0,2248 0,1240 0,2359 | 0,9768
V=1,T=0,D=1| A5 | 04891 0,3765 0,0019 0,4731 | 0,9979
V=1,T=0,D=0| A\g | 0,02644 | 0,01644 | 0,004597 0,0231 | 0,06782
M|V =1,T=1,D=1| A7 | 0,3416 0,3054 | 0,05135 0,1908 | 0,9934
V=1,T=1,D=0| g | 05718 0,2561 0,2507 0,4809 | 0,9969
V=1,T=0,D=1| X9 | 0,0689 0,1576 0,0003 0,0168 | 0,6869
V=1,T=0,D=0]| Ay | 0,03811 | 0,01662 | 0,01315 | 0,03555 | 0,07684
M6 |V =1T=1,D=1] Xy | 05970 0,3036 0,2130 0,5766 | 0,9985
V=1,T=1,D=0| Ay | 0,4493 0,2973 0,1527 0,2726 | 0,9955
V=1,T=0,D=1| X3 | 0,6788 0,3064 0,0613 0,7816 | 0,9991
V=1,T=0,D=0| Ay | 0,04888 | 0,02064 | 0,01734 | 0,04569 | 0,09675
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Através do diagndstico de Gelman & Rubin (1992)[15], e também pelo gréfico do
comportamento das trajetérias, observamos convergéncia para todos os parametros do
modelo em todas as porcentagens de varidveis latentes observadas. A auto correlagao
novamente foi observada para alguns dos parametros.

Também verificamos que as densidades de alguns parametros apresentaram simetria,
e as densidades referentes a varidvel A apresentaram bimodalidade. Apresentamos os

graficos na Figura 5.3.3.,

Figura 5.3.3.: Resultados a posteriori 100% VL - priori informativa
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Figura 5.3.4.: Comportamento das trajetérias - 100% Varidvel Latente
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Dado o resultado acima, que indicou evidéncia de nao significAncia dos parametros re-
ferentes as covaridveis sexo, nivel de stress e idade, consideramos, para uma nova anilise,
os valores gerados quando da utilizacao das distribuicoes a priori nao informativas e o
Modelo 1, que considera somente o Intercepto e nenhuma covaridvel no modelo. Apresen-
tamos na Tabela 5.3.8. os valores dos hiperparametros encontrados e utilizados para as

distribucoes a priori:

Tabela 5.3.8.: Valores dos hiperparametros 3

By ~ Normal(2,487,10)
By ~ Normal(—1,814,10)
B ~ Normal(—2,277,10)
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Geramos novamente duas cadeias com burn in de 5000 iteragoes, 200000 iteragoes
armazenadas, e salto de 50 para diminuir a correlagao entre cada cadeia. Os resultados

obtidos estao apresentamos na Tabela 5.3.9.:

Tabela 5.3.9.: Resultados a posteriori - priori informativa
PO | 0%VL | 25%VL | 50%VL | 0%V L | 100%V L
S, | 0,975 | 0,9748 | 0,9617 | 0,9582 | 0,9562 | 0,9555
E,| 0,144 | 0,1461 | 0,3843 | 0,4444 | 0,4766 | 0,4890
P | 0,425 | 0,4195 | 0,1263 | 0,0747 | 0,0502 | 0,0412

Observamos que a utilizacao de informacao a prior: determinada pelo procedimento
Bayesiano Empirico utilizando o Modelo 1 forneceu estimativas melhores para os para-
metros S; e E;, mesmo com nenhum resultado de teste Padrao Ouro verificado (100%
variavel latente), porém, as diferengas se acentuaram para as estimativas da Prevaléncia
da doencga a partir da utilizacao de 25% de varidvel latente.

Apresentamos os resultados abaixo considerando a porcentagem de 25% de varidveis
latentes, onde na Figura 5.3.5. apresentamos os grédficos de Gelman & Rubin; na Figura
5.3.6. o comportamento das trajetérias ao longo das iteragoes; e na Figura 5.3.7. os

graficos das densidades.
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Figura 5.3.5.: Grificos de Gelman € Rubin
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Figura 5.3.6.: Comportamento das trajetérias - 100% Varidvel Latente
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Figura 5.3.7.: Grificos de densidades
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Capitulo 6

Proposta de Continuidade -
Verificacao de Dependéncia entre

Testes Diagndsticos

Nos Capitulos anteriores, consideramos independéncia entre os testes diagndsticos
para as metodologias de estimacao de medidas de desempenho de testes diagndsticos na
auséncia de Padrao Ouro, e também com presenca de Covaridveis e Chance de Verificagao.
Este Capitulo tem como proposta, confirmar ou nao, a independéncia entre dois testes
diagnésticos, considerando ainda a presenca de covaridncia entre os mesmos.

Considere como exemplo o experimento da &drea médica definido na Secao 3.2. do

Capitulo 3, onde temos dois testes diagndsticos disponiveis e nenhum deles considerado



6. PROPOSTA DE CONTINUIDADE - VERIFICACAO DE DEPENDENCIA ENTRE TESTES
DIAGNOSTICOS

Padrao Ouro, apresentados novamente na Tabela 6.1.1.,

Tabela 6.1.1.: Dados de dois testes diagndsticos

T,
T Ty(positivo) | Ty (negativo) | total
Ti (positivo) | u v u+v
T1(negativo) | w x w+ T
total u+w v+ n

Adicionando um novo parametro representando a covariancia existente entre os dois
testes diagndsticos, que denominamos por ¢, temos,

@p: covaridncia entre 7 e T, para individuos portadores da doenca;

@yp: covaridncia entre T) e T para individuos nao portadores da doenga.

A partir da definicdo de covaridncia, apresentamos a expressao da covariancia entre

Ty e Ts para individuos portadores da doenca dada por,

Observar que,
Portanto,
E(T\T3|D =1)= P(Ty = 1,T = 1|D = 1) (6.2)

Também sabemos que a esperan¢a da varidvel aleatéria T, dado o conhecimento da
condicao do paciente como portador da doenca, é dada por,

E(TY|D=1)=1.P(Ty = 1|D = 1) + 0.P(T, = 0|D = 1),
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Portanto,
E(N|D=1)=P(Ty,=1|D =1) (6.3)
e também,
E(lLD=1)=P(T, =1|D =1) (6.4)

Encontramos a expressao da covariancia entre T} e T, para individuos portadores da

doenga dada em 6.1, substituindo os resultados encontrados em 6.2, 6.3 e 6.4. Temos,
ep=PTi=1,T,=1D=1)—P(Th =1D=1)P(T, =1|D =1)
Utilizando as definicoes das estimativas de interesse P, S1, F1, So, Fs, temos,
op=PTi=1,T,=1D=1)— 55 (6.5)
Para testes dependentes observamos que:

P(T, = 1,Ty=1,D=1) = (6.6)
= P(D=1)P(M=1D=1)P(T=1T=1,D=1)= (6.7)

= PSP(I:=1T1=1,D=1)
Sabemos que,

P(Ty, = 1Ty =1,D=1)= (6.8)
_ P(D=1)PM=1D=1)P(T1 =1,T,=1|D=1) _ (69)
P(D=1)P(T, =1|D = 1) ’
PS,P(Ty =1,Ty = 1|D = 1)

PS,
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De 6.5 encontramos P (T} = 1,7, = 1|D = 1) dada por,

Substituindo o resultado 6.10 em 6.8 temos,

P
P(Ty=1T, =1,D =1)= Sl(‘ﬁ]g; 51%) (6.11)
1

Da mesma forma, apresentamos a expressao da covariancia entre 77 e Ty para indivi-

duos nao portadores da doenca dada por,
Observar que,

Portanto,
Também,

E(T1|D =0)=1.P(Ty =1|D =0)+ 0.P(T; = 0|D = 0)
Isto é,

E(Ty|D = 0) = P(T} = 1|D = 0) (6.14)

Da mesma forma,

E(Ty|D) = P(T, = 1|D = 0) (6.15)
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A expressao para a covariancia entre T e T, para individuos nao portadores da doenga

dada em 6.12, substituindo os resultados encontrados em 6.13, 6.14 e 6.15 é dada por,

Utilizando as definicoes das estimativas de interesse P, Sy, E1, So, Es, temos,

onp =PI =1,T =1|D =0) - (1 - Ey)(1 — E) (6.16)

Para testes dependentes observar que:

P(T, = 1,T,=1,D=0) = (6.17)
— P(D=0)P(Ty=1|D=0)P(T, =1|T, = 1,D = 0) = (6.18)
— (1-P)(1-E\)P(Ty=1Ty =1,D = 0)

Sabemos que,

P(Ty = 1Ty =1,D=0) = (6.19)
P(D =0)P(Ty =1|D =0)P(Ty = 1,T, = 1|D = 0)

= — 6.20
P(D=0)P(Ty =1|D =0) (6.20)
(1-P)(1-Ey)
De 6.16 encontramos P(T} = 1,T» = 1|D = 0) dada por,
P(Ti=1,T,=1|D=0) = pyp + (1 — E1)(1 — E) (6.21)
Substituindo o resultado 6.21 em 6.19, temos,
1-P)(1—-F 1-E)(1-FE

(1-P)(1—Ey)
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Podemos calcular as probabilidades das quatro possibilidades de acontecimento no
estudo. Demonstramos na Tabela 6.1.2. as combinagoes das varidveis aleatérias 11,75 e

D:

Tabela 6.1.2.: Combinacoes das varidveis Ty Ty e D

D |1y | Ty

oo |l oo || |||
OSSO | =R | OO ||
oSO (R, | Ol | O | |O |

Como demonstrado na Secao 3.2. do Capitulo 3, temos as quatro possibilidades de

acontecimento,
PMi=1T,=1)=PT1=1,T,=1,D=1)+P(T1 =1,T,=1,D =0)
PMi=1T,=0=PT1=1,T,=0,D=1)+P(T1 =1,T7,=0,D = 0)
P(leo,ngl):P(Tl:O,T2:1,D:1)+P(T1:O,T2:1,D:O)

P(leO,ngO):P(T1:O,ngO,D:1)—|—P(T1:O,T2:O,D:O)

Para encontrar P(T} = 1,75, = 1,D = 1) dada em 6.6, substituimos o resultado de
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6.11 e temos,

P(Tl - 1,T2:1,D:1):

= PSP(h=1T,=1,D=1)=

PSi(¢p + S15)
- p
51 PS,
ou
P(Ty=1,Ts=1,D = 1) = PS[S155 + o] (6.23)

Para encontrar P(T} = 1,7, = 1,D = 0) dada em 6.17, substituimos o resultado de

6.22 e temos,

P(T, = 1,Ty=1,D=0)=

— (1-P)Y1-E)P(Ty=1T, =1,D =0) =
(1-P)A = E)(pxp + (1 = E1)(1 = Ey))

= (1-P)(1 - Ey) (1-P)(1-Ey)

ou

P(Ty=1,T,=1,D=0)= (1 - P)[(1 - E)(1 - E) + oxp) (6.24)

Entao, a probabilidade de um individuo pertencer a cela u serda dada por,

P(Ty =1,T5 = 1) = PSi[S152 + op] + (1 — P)[(1 — E1)(1 — E3) + onp)

Da mesma forma temos as probabilidades dos individuos pertencerem as celas v, w e

Apresentamos na Tabela 6.1.3. as probabilidades consideradas para o caso de de-
pendéncia entre dois testes diagndsticos, e para facilitar o entendimento, acrescentamos

as probabilidades consideradas para o caso de independéncia entre os dois testes, conforme
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demonstrado no Capitulo 3, Secao 3.2.

Probabilidades das combinagoes de dois testes

Tabela 6.1.3.:
diagnésticos considerando independéncia e dependéncia
ndmero de | D | T1 | T3 | considerando dois considerando a dependéncia
individuos testes independentes condicional entre os dois testes
u 111 |1 | PSS, P[S51S2 + ¢p]
v 1 |1 |0 | PSi(1-2S,) P[S1(1 = 53) — ¢p]
w 110 |1 | P(1-57)S, P[(1 = 51)S2 — ¢p]
x 110 |0 | P(1—51)(1—5)) P[(1 = S1)(1 = S2) + ¢p]
u— G 01 |1 |(1-P)(A—-E)(A—E) | (1=P)[(1—E)(1—Ey)+ onp
v— Gy 01 |0 |(1-P)(1—E)E, (1—-P)[(1 - E1)E> — onp]
w — G 0 [0 |1 |(1—-P)E(1l—Ey) (1= P)[Ei(1 = E3) — onp]
z— Gy 0 [0 |0 | (1—P)E\E, (1= P)(E\Ey + onp)

Considerando que em nosso estudo temos quatro possibilidades de acontecimento,
temos a Funcao de Verossimilhanca proporcional a distribuicao Multinomial, dada por,

L(Pa Sla Ela 527E2790D790ND/U7U7UJ>$) 8

o< [P(SS2+¢p) + (1= P)((1 = E(1 = Ey) + oyp)l™s
[P(S,(1=5,) —¢p) + (1= P)(1 = Ey) Ey—pnp)]™.
[P((1=5,)S,=¢p) + (1 = P)(E, (1 = Ey) — ¢np)™.
[P((1=5)(1 = 5y) + ¢p) + (1 = P)(E, Extonp)]”

Anélise Bayesiana

Considerar as varidveis latentes:

Considere os dados apresentados na Tabela 6.1.1., onde u,v,w e x sao conhecidos e
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G1,Gy,G3 e G4 representam as informacgoes nao disponiveis devido a auséncia do teste
Padrao Ouro. Definimos como sucesso,

G : o nimero de pacientes portadores da doenca dentre os n; com os resultado ¢; no
primeiro teste 17, e resultado t5 no segundo teste T, , 7 =1, ..., 4.

Assim, um individuo com resultado t; no teste T e resultado t, no teste T, é
considerado portador da doenga com probabilidade 7(t1,%3), e ndo portador da doenga
com probabilidade (1— 7(t1,%2)). As probabilidades de sucesso 7(t1,t3) sdo dadas por:
T(ty,ty)=P(D =1|T,=t;,Ty=t3) =

_ P(D = 1,T,=t,Ty= tg): (6.25)
P(T1: t1, Ty= t2) .
P(D = 1)P(T1: t1|D = 1)P(T2: t2|T1: t1,D=1)

P(D=1)P(T,=t,|D=1)P(T,=ts|T,=t,, D=1)+P(D=0)P(T,=t,| D=0) P(T )=to| T, =t1, D=0)

Portanto,

G = ZZZI G1|n]7P7 517827E17E2 ~  Binomial (nj,T(tl,tQ)) (626)

Determinadas as probabilidades de sucesso 7(t1,t), substituimos as defini¢oes de S,

E., Sy, Ey e P, temos,

P(S1+¢p)" (1= 51) —pp)' ™ (Sa + ¢p)=2((1 = S2) — pp)' "
P(S1+¢p)((1 = 51) —¢p)t (S + ¢p)2((1 — S2) — pp)t=*
1

(1= P)(Er —onp) (1 = E1) + onp)t (B2 — onp) 7 2((1 = E2) + pyp)™2

+ (6.27)

T(tl, tg) =

+

Assumir que temos uma informacao adicional de interesse no estudo, a covaridvel W,
e que as estimativas de interesse sao funcionalmente relacionados com a covaridavel W via

funcao logito, e esta ligacao se dé pelas expressoes demonstradas a seguir,

s
In <1 —ISI) _ B W (6.28)
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Sa

|

n <1 Sg) o+, W
FE

m@ E):m+%w
E

m@ %)=m+uw

ln(l—P) Os +vsW

O vetor de parametros # de interesse é agora redefinido como 6 = (B,, 4, k = 1, ..., 5).

Das funcgoes logito determinadas nas expressoes 6.28, encontramos,

ebrtriW
S, = —(1 AT (6.29)
eﬂ2+’72W
Sy = ——F—
(1 + €ﬂ2+’72w)
6/83+’Y3W
EFl=——7-
(1 + 6133+’73W)
6/84+’Y4W
Ey=—"7——
(1 + 6134+’Y4W)
6/85+’75W
P=——————
(1 + 6135+’YBW)
Vamos considerar distribuigoes a priori Normais para (y,v;,k = 1,...,5, e dis-

tribuicoes a priori Uniformes para ¢ € @np, sem a inclusao de covaridveis para as
correlacoes ¢p € @yp- Temos interesse também em verificar a independéncia entre os
testes considerando a metodologia apresentada no Capitulo 5, onde introduzimos uma
varidvel indicadora do grupo a que o individuo pertence, verificado ou nao verificado pelo
teste Padrao Ouro. Uma aplicacao com dados reais poderd confirmar a adequagao da
metodologia para anélise das medidas de desempenho de testes diagnésticos considerando

parte dos individuos verificados pelo Padrao Ouro.



Capitulo 7

Conclusoes

A metodologia Bayesiana proposta por Joseph et al. (1999) [16] para a anélise de
medidas de desempenho de testes diagnésticos na auséncia de Padrao Ouro, oferece as
vantagens de simplicidade e facilidade de aplicacao, comparando-o a métodos alternativos,
como a andlise classica. Além disso, oferece vantagens na elaboragao de novos modelos, os
quais apresentam melhores estimativas para os pardmetros de interesse. Temos o modelo
que considera os resultados de dois testes diagnésticos combinados; o modelo apresentado
por Martinez, E.Z. et al. (2003) [21], discutido e aplicado a um exemplo numérico, que
adiciona covaridveis ao estudo. E ainda, o modelo apresentado por Achcar, J.A. et al.
[1], que considera a varidvel indicadora ao grupo a que o individuo pertence, verificado
ou nao pelo teste Padrao Ouro.

Dentre as facilidades encontradas na utilizacao da metodologia Bayesiana, ressalta-
mos os algoritmos Gibbs Sampling e Metropolis Hastings, que permitem a utilizagao de
varidveis latentes devido ao seu processo de célculo iterativo, e também, o uso do Soft-
ware WinBugs, uma ferramenta simples e muito eficiente, que fornece automaticamente
os resumos de interesse, como médias, medianas e desvio padroes, além de Intervalos de
Credibilidade e gréficos de convergéncia de Gelman&Rubin, densidades, entre outros.

Como proposta inovadora, realizamos nos Capitulos 4 e 5 vérias simulagdes com o
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conjunto de dados reais apresentado por Kosinski, A. S. e Barnhart, H. X. (2003) [19],
referente ao estudo da presenca da doenga da artéria corondria em 2688 pacientes sem
histéria conhecida de infarto do miocardio, e sem teste de Angiografia Coronédria prévia.
Essas simulacoes possibilitaram a andlise primordial da dissertacao, referente a importan-
cia de parte dos pacientes verificados pelo teste Padrao Ouro para melhores estimativas
das medidas de desempenho dos testes diagnésticos. Observamos que a utilizagao de va-
ridveis latentes para o nimero total de individuos de uma amostra, ocasiona maiores erros
nas estimativas de interesse, e, a partir de 25% de pacientes com resultado de teste Padrao
Ouro, podemos estimar os desvios para cada estimativa, ja que porcentagens maiores ge-
ram valores préximos aos encontrados com 25% de Padrao Ouro observado. Ja para os
casos onde os testes Padrao Ouro nao sao indicados, por oferecer risco ao paciente, ou
devido a seu alto custo, deve-se levar em conta a super ou sub estimacao de pardmetros
como a Especificidade e Prevaléncia da doenca na populacao.

O capitulo 6, que apresenta a metodologia para verificacao de dependéncia entre testes
diagnésticos, necessita ainda de uma aplicacao a dados reais para a verificacao de sua
validade. E ainda, a ampliagao do modelo, considerando, além das covaridveis, a varidvel

indicadora ao grupo verificado ou nao pelo teste padrao Ouro a que cada paciente pertence.



Apéndice A

Programas em WinBugs para
implementacao dos métodos de

estimacao de S5, F e P

A.1 Auséncia de Padrao Ouro, via algoritmo Gibbs

Sampling

A.1.1 Um Teste Diagnéstico

model

{
p1<-(p*8)/((p*S)+((1-p)*(1-E)))
p2<-(p*(1-8))/((p*(1-5))+((1-p)*E))
for (i in 1:a) {ybernl[i]“dbern(pl)}
for (i in 1:b) {ybern2[i] dbern(p2)}

)
)

yl<-sum(ybernl]])
y2<-sum(ybern2|])
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alfaP<-yl+y2-+alfa
betaP<-a+b-yl-y2+beta
alfaS<-yl+alfal

betaS<-y2+betal

alfaE<-b-y24-alfa2

betaE<-a-yl+beta2
p~dbeta(alfaP,betaP)

S~ dbeta(alfaS,betaS)
E~dbeta(alfaE,betaE)
CS~dbeta(betaS,alfaS)
CE~dbeta(betaE,alfak)

VPP <-(p*S) /(%) +((1-p)*(1-F)))
VPN<-((1-p)*E)/(((1-p)*E)+(p*(1-S)))
}
list(a=125,b=37,alfa=1,beta=1,alfal=21.96,betal=5.49,alfa2=4.93,beta2=2.38)
list(p=0.5,5=0.8,E=0.675)
list(p=0.1,5=0.3,E=0.275)

A.1.2 Dois Testes Diagnésticos

model

{
pl<-(p*S1*S2)/(p*S1*S2+(1-p)*(1-E1)*(1-E2))
p2<-(p*S1*(1-S2))/(p*S1*(1-S2)+(1-p)*(1-E1)*E2)
p3<-(p*(1-S1)*S2) /(p*(1-S1)*S2+ (1-p)*E1*(1-E2))
p4<-(p*((1-51)*(1-52)))/ (p*(1-51)*(1-52) +(1-p) *E1*E2)
for (i in 1:u) {ybernl[i] dbern(pl)}

for (i in 1:v) {ybern2[i]“dbern(p2)}
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for (i in 1:w) {ybern3[i] dbern(p3)}
for (i in 1:x) {ybern4[i] “dbern(p4)}
yl<-sum(ybernl[])
)
)

y4<-sum(ybern4(])

[
y2<-sum(ybern2[
y3<-sum(ybern3[
[
alfaP <-y1+y2+y3+y4d-+alfa
betaP<-u+v+w+x-y1-y2-y3-y4+beta
alfaS1<-yl+y2-+alfal
betaS1<-y3+y4+betal

alfabl <-w+x-y3-y4+alfa2
betabEl<-u+v-yl-y2+beta2
alfaS2<-yl+y3+-alfa3
betaS2<-y2+y4+beta3
alfabE2<-v+x-y2-y4+alfad
betaE20<-u+w-yl-y3+betad
p~dbeta(alfaP,betaP)
S1~dbeta(alfaS1,betaS1)
E17dbeta(alfaEl,betaEl)

S2~ dbeta(alfaS2,betaS2)
E27dbeta(alfaE2 betaE2)
CS17dbeta(betaS1,alfaS1)
CE1"dbeta(betaEl,alfaE1l)

CS2~ dbeta(betaS2,alfaS2)
CE27dbeta(betaE2,alfaE2)
VPP1<-(p*S1)/(p*S1+(1-p)*(1-E1))
VPN1<-((1-p)*E1)/(p*(1-S1)+(1-p)*E1)
VPP2<-(p*S2)/(p*S2+(1-p)*(1-E2))
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VPN2<-((1-p)*E2)/(p*(1-S2)+(1-p)*E2)

}

list(u=38,v=87,w=2,x=35,alfa=1,beta=1,alfal=21.96,betal =5.49,alfa2=4.93 beta2=2.38,
alfa3=4.43,beta3=13.30,alfad=71.25,betad=3.75)
list(p=0.5,51=0.80,E1=0.675,52=0.25,E2=0.95)
list(p=0.1,51=0.30,E1=0.275,52=0.3,E2=0.275)

A.2 Presenca de covariaveis, via algoritmo Gibbs Sam-
pling, método Metropolis Hastings

Model{
for(iinl:N){
tal[i] <-(p[i*pow(s1i],(teste[i]))* (pow((1-s1[i]),(1-teste[i]))) /(p[i *pow(s1[i],(teste[i]))*
(pow((1-s1[i]),(1-testefi])))+((1-p[i]) *pow(e1[i],(1-teste[i])))* (pow((1-e1[i]),(teste[i])))))
padraoourol [i] <-padraoouroli] /const
Yli]<-((pow(pl]i],(teste[i]*padracourol[i])))* (pow(p2[i],((1-teste[i] ) *padraoourol]i])) ) *
(pow(p3[i],((1-testeli])*(1-padraocourol[i]))))*(pow(p4|i],(teste[i]*(1-padracourol]i]))))*
(pow(p5li],(padraoourol[i])))*(pow(p6l[i],(1-padraoourol]i])))) /const }
for(iinl:N){
pl[i] <-(exp(betal+gamal*wl[i]+deltal*w2[i]+alfal*w3[i])/
(14-exp(betal+gamal*wl[i]+deltal *w2[i]+-alfal*w3][i])))
p2[i] <-(1-p1[i])
p3[i]<-(exp(beta2+gama2*wl|i]+delta2*w2[i]+-alfa2*w3]i]) /
(1+exp(beta2+gama2*wl[i]+delta2*w2]i]+alfa2*w3]i])))
p4{i]<-(1-p3[i])
p5li]<-(exp(beta3-+gamad*wl][i]+-deltad*w2[i]+alfa3*w3[i]) /
(1+exp(betad+gamad*wl[i]+deltad3*w2|i]+alfa3*w3[i])))
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p6l)<-(1-p51)}
betal ~dnorm(0, 0.1
beta2 ~dnorm(0, 0.1
betad ~dnorm(0, 0.1

)
)
; 0.1)
gamal ~dnorm(0, 0.1)
(0, 0.1)

gama3 ~dnorm(0, 0.1)

deltal “dnorm(0, 0.1)

delta2 “dnorm(0, 0.1)

delta3 ~“dnorm(0, 0.1)

alfal ~“dnorm(0, 0.1)

alfa2 “dnorm(0, 0.1)

alfa3 ~“dnorm(0, 0.1)
for(iinl:N){
s1[i]<-p1[i]
el[i]<-p3[i]
p[i]<-p5[i]}
for(iinl:N){
uns[i] “dbern(YTi])
padraoouro[i] “dbern(tal[i])} }
Dados
list(const=1,N=471,
wl=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,
1,1,1,111,1,1,1,1,1,1,111,1,1,1,11,11,1,1,1,11,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
1,1,1,111,1,1,1,1,1,1,111,1,1,1,1,1,1,4,1,1,1,11,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

gama2 ~dnorm
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,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1111,1,1,1,11,1,1,1,1,1,1010101,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1
,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1111,1,1,1,11,101,1,1,1,1010101,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1
1,1,1111,11,1,1,1,1,111,1,1,1,1,1,1,4,1,1,1,11,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1111,11,1,1,1,1,1,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,11,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
w2=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,
,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1111,1,1,1,11,101,1,1,1,1010101,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1
,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,11,11,1,1,1,1,1,101,1,1,1,1010101,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,
1,1,111111,1,1,1,1,111,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,11,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1111,1,1,1,1,1,101,1,1,101010101,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,
1,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
w3=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
00,1,1,1,1,1,1,,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,111,11,1,1,1,1,111,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,111,1,1,1,1,1,1,111,1,1,1,11,1,1,1,1,1,11,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,
,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1111,1,1,1,11,101,1,1,1,1010101,1,101,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
teste=c(0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
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1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,1,1,1,
1,111,11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,i11111,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,
o11,1,11,,1,1,21,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,
1i11111,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
structure(padraoouro=c(NA,NA0,0,0,NA,0,1,0,0,NA,0,NA,NA,NA 0,NA NA,NA,0,
NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,1,NA,NA NA,
1,NANA,NA,0 NA,NANA,0,NA,NA NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA NA,0,NA,NA,
NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NANA,1,NA,NA NA,1,NA,0 NA,NA,NA,0,NA,NA NA 0,
NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,1,NA,NA,NA,1,NA,NA, NA,0,NA,NA NA,
1,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NANA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA NA,0,NA,NA NA,
0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,1,NANA,NA,1,NA,NANA,1,NA,NA NA 1,NA NA NA,
1,NA,NA,NA,1,NA,NA,NA,1,NA,NANA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA NA,0,NA,NA NA,
0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,
0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA NA,NA,0,NA,NANA,0,NA,NA,NA 0, NA NA,NA,
0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA 0 NANA,NA,0,NA,NANA,1,NA,NA NA 1,NA NA NA,
1,NANA,NA.1,NANANA,1,NA,NA NA,1,NANA,NA,1,NA,NA NA,1,NA,NA NA,
1,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA NA,0,NA,NA NA,
0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA 0 NANA NA,1,NA,NANA,1,NANA NA 1,NA NA NA,
1,NANA,NA.1,NANANA,1,NA,NA NA,1,NANA,NA,1,NA,NA NA,1,NA,NA NA,
0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA,
1,NANA,NA,1,NANANA,1,NA,NA NA,1,NANA,NA,1,NA,NA NA,0,NA,NA NA,
0,NA,NA,NA,0,NA,NA,NA 0 NANA,NA,0,NA,NANA,1,NA,NA,NA,1,NA NA NA,
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1,NA,NA,NA,1,NA,NA,NA,1,NANA NA,1,NA,NA NA,1,NA,NA NA,1,NA,NA NA,
1,NA,NA,NA,1,NA NA,NA,1,NA, NA NA,1,NA,NA,NA,1,1,1,NA),
uns=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1

bbb iab b et kb inbinb hub hab hab Aab et kit An Aub hab b ub At hab Aab Aab het b Ant Anb b Ak At Anb Aab At A Anb A Anb Anb Aub Rt R A A At A Aa)

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
i,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1))

Valores Iniciais
list(betal=0.1,beta2=0.1,beta3=0.1,gamal=0.1,gama2=0.1,gama3=0.1,deltal=0.1,
delta2=0.1,delta3=0.1,alfal=0.1,alfa2=0.1,alfa3=0.1,structure(padraoouro=c(1,1,NA,
NA,NA,1,NA,NA,NA NA 1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA 1,1,
1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,
NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA 1,
1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,
NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA 1,
1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,

NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA, 1,
1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,
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1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1

YT YT I YT I YA Al e

NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1NA,1,1,1 NA,NA,NA,1)
list(betal=0.5,beta2=0.5,betad=0.5,gamal=0.5,gama2=0.5,gama3=0.5,deltal=0.5,
delta2=0.5,delta3=0.5,alfal=0.5,alfa2=0.5,alfa3=0.5 structure(padracouro=c(1,1,NA,
NA,NA,1,NANANA,NA,I,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA 1,1,
1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA,1,1,1,NA1,1,1,NA 11,1,
NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA.1,1,1,NA,1,1,1,NA,

YT YA Anb A I YT YA )

1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA, 1,1,
1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,
NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA, 1,1,
1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,
NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA, 1,1

YA A e YT YY) YT YT YA i)

1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1

NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,
1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA,1,1,1,NA, 1,1,
1,NA,NA,NA,1)

A.3 Presenca de covariaveis e chance de verificagao,
via algoritmo Gibbs Sampling, método Metropo-
lras Hastings

model

#seed 100
{
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y[l]<-a; y[2]<-b; y[3]<-c; y[d]<-d; y[5]<-ee; y[6]<-f; y1[l]<-al; y1[2]<-bl; y1[3]<-cL;
y1[4]<-dl; y1[5]<-eel; y1[6]<-fl; y2[l]<-a2; y2[2]<-b2; y2[3]<-c2; y2[4]<-d2; y2[5]<-e2;
y2[6]<-f2; y3[1]<-a3; y3[2]<-b3; y3[3]<-c3; y3[4]<-d3; y3[5]<-e3; y3[6]<-13; y4[l]<-a4;
[
[

[
[
y4[2]<-bd; y4[3]<-c4; ya[4]<-d4; y4[5]<-ed; y4[6]<-f4; y5[1]<-ab; yb[2]<-b5; y5[3]<-ch;
[
[

] ]
y5[4]<-d5; yb[5]<-eb; yb[6]<-f5; y6[1]<-a6; y6[2]<-b6; y6[3]<-c6; y6[4]<-d6; y6[5]
y6[6]<-6; y7[1]<-aT; y7[2]|<-bT; y7[3]<-cT; y7[4]<-dT; y7[5]|<-€e7; y7[6]<-f7
y[1:6]~dmulti(ff[1:6],n)
ff[1]<-p[1]*lambda[1]*s1[1]
ff[2]<-(1-p[1])*lambda2]*(1-e1[1])
ff[3]<-p[1]*lambda[3]*(1-s1[1])
ff (1-p[1])*lambda[4]*e1[1]
ff[5]<-p[1]*(1-lambda[1])*s1[1]4+(1-p[1])*(1-lambda[2])*(1-el[1])
ff[6]<-p[1]*(1-lambda[3])*(1-s1[1])+(1-p[1])*(1-lambda[4] ) *e1[1]

:6]” dmulti(ff1[1:6],n1)

<-eb;

<-
<-
<-
<-

[
[
[
[
[
[

|_.|_.

y1[1

ff1[1]<-p[2]*lambda[5]*s1[2]

ff1[2]<-(1-p[2])*lambda[6]*(1-e1[2])

ff1[3]<-p[2]*lambda[7]*(1-s1[2])

ff1[4]<-(1-p[2])*lambda[8]*e1[2]

ff1[5]<-p[2]*(1-lambda[5])*s1[2]4(1-p[2])*(1-lambda[6])*(1-e1[2])

ff1[6]<-p[2]*(1-lambda[7])*(1-s1[2])+(1-p[2]) * (1-lambdal[8] ) *e1[2]

y2[1:6]~dmulti(ff2[1:6],n2)

ff2[1]<-p[3]*lambdal[9]*s1|3]

f2[2

ff2[3

fT2[4
[
[
[

J<-
|<-(1-p[3])*lambda[10]*(1-e1[3])

| <-p[3]*lambda[11]*(1-s1[3])

|<-(1-p[3])*lambda[12]*e1][3]

ff2[5] <-p[3]*(1-lambda[9])*s1[3]+(1-p[3]) *(1-lambda[10])*(1-e1[3])
f2[6] <-p[3]*(1-lambda[11])*(1-s1[3])+(1-p[3])*(1-lambda[12])*e1[3]
y3[1:6] ~dmulti(ff3[1:6],n3)
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f13[1
ft3(2
f3(3

<-p[4]*lambda[13]*s1[4]
<-(1-p[4])*lambda[14]*(1-e1[4])

<-p[4]*lambda[15]*(1-s1[4])
f13[4] <-(1-p[4]) *lambda[16]*e1[4]
f13[5] <-p[4]* (1-lambda[13])*s1[4]+(1-p[4])*(1-lambda[14])*(1-e1[4])
f13[6] <-p[4]* (1-lambda[15])*(1-s1[4])+(1-p[4])*(1-lambda[16]) *e1[4]
y4[1:6]~dmulti(ff4[1:6],n4)

ffA[1]<-p[5]*lambdal[17]*s1[5]

ff4[2] <-(1-p[5]) *lambda[18]*(1-e1[5])

ff4[3] <-p[5]*lambda[19]*(1-s1[5])

ff4[4] <-(1-p[5]) *lambda[20] *e1[5]
ff4[5]<-p[5]*(1-lambda[17])*s1[5]+(1-p[5])*(1-lambda[18])*(1-e1[5])
f4[6] <-p[5]* (1-lambda[19])*(1-s1[5])+(1-p[5]) *(1-lambda[20]) *el[5]

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
y5[1:6]~dmulti(ff5[1:6],n5)
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

fi5[1]<-p[6]*lambdal21]*s1[6]

ff5[2] <-(1-p[6]) *lambda[22]*(1-e1]6])

ff5[3] <-p[6]*lambda[23]*(1-s1[6])

ft5[4] <-(1-p[6])*lambda[24]*e1[6]

ff5[5] <-p[6]*(1-lambda[21])*s1[6]+(1-p[6])*(1-lambda[22])*(1-e1[6])
ff5[6] <-p[6]*(1-lambda[23])*(1-s1[6])+(1-p[6])* (1-lambda[24]) *e1[6]

y6[1:6] ~dmulti(ff6]1:6],n6)

ff6[1] <-p[7]*lambdal[25]*s1][7]

ff6[2] <-(1-p[7])*lambda[26]*(1-e1[7])

f6[3] <-p[7]*lambda[27]*(1-s1[7])

ff6[4] <-(1-p[7])*lambda[28]*e1[7]

f6[5] <-p[7]* (1-lambda|[25])*s1[7]+(1-p[7])*(1-lambda[26])*(1-e1[7])
f6[6] <-p[7]* (1-lambda[27])*(1-s1[7])+(1-p[7]) *(1-lambda[28]) *e1[7]

y7[1:6]”dmulti(ff7[1:6],n7)
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ff7[1]<-p[8]*lambdal[29]*s1]§]

fI7]2]<-(1-p[8])*lambda[30]*(1-e1[8])
fI7[3]<-p[8]*lambda[31]*(1-s1[8])

f7[4] <-(1-p[8])*lambda[32]*e1[8]

ff7[5] <-p[8]*(1-lambda[29])*s1[8]+(1-p[8])*(1-lambda[30] ) *(1-e1[8])
fI7[6] <-p[8]* (1-lambda[31])*(1-s1[8])+(1-p[8])*(1-lambda[32]) *e1[§]
logit(s1[1])<-beta[l]

logit(el[1])<-beta|2]

logit(p[1])<-beta|3]

logit(lambda[1])<-betal[4]
2])<-betal5]
3])<-betal6]
logit(lambda[4])<-betal[7]

[
logit(lambda]|
logit(lambda|
[
logit(s1[2])<-beta[l]+gamall]
logit(el[2])<-beta[2]+gama|2]
logit(p[2]) <-beta[3]+gama[3]
lambda[5])<-beta[8]
lambda[6]) <-beta[9]
logit(lambda[7])<-beta[10]
logit(lambda[8])<-beta[11]
logit(s1[3])<-beta[1]+delta[1]

logit
logit

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
logit(el[3])<-beta[2]+delta[2]
logit(p[3]) <-beta[3]+delta[3]
logit(lambda[9])<-beta[12]
logit(lambda[10])<-beta[13]
logit(lambda[11])<-beta[14]
logit(lambda[12])<-beta[15]
(s

logit(s1[4])<-beta[l]+gamal[l]+delta[l]
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el[4])<-beta[2]+gama|2]+delta|2]
logit(p[4]) <-beta[3]+gama|[3]+delta|3]
logit(lambda[13])<-beta[16
14])<-beta[17
15])<-beta[18
19

logit(lambda
logit(lambda

[ [16]
[ [17]
[ [18]
logit(lambda[16])<-beta[19]
logit(s1[5])<-beta[l]+alfa[1]
logit(el[5])<-beta[2]+-alfa[2]
logit(p[5]) <-beta[3]+alfa[3]
logit(lambda[17])<-beta[20
18])<-beta[21
19])<-beta[22
23

it
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
logit(s1[6])<-beta[l]+gamal[l]+alfa[l]
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
it

logit(lambda
logit(lambda

[ [20]
[ [21]
[ [22]
logit(lambda[20])<-beta[23]

logit(el[6])<-beta[2]4+gama[2]+alfa[2]
logit(p[6]) <-beta[3]+gama[3]+alfa[3]
logit(lambda[21])<-beta[24
logit(lambda[22])<-beta[25
23])<-betal[26
logit(lambda[24])<-beta[27

logit(s1[7])<-beta[l]+delta[1]+alfa[l

[ ]
[ ]
logit(lambda]| ]
[ ]

[ ]
logit(el[7])<-beta[2]+delta[2]4-alfa[2]
logit(p[7]) <-beta[3]+delta[3]+-alfa[3]
logit(lambda[25])<-beta[28
29
30
31

s1[8])<-beta[l]+gama|[l]+delta[1]+alfa[1]

logit(lambda[26])<-beta
27])<-beta

logit(lambda[28])<-beta

[ 28]
[ [29]
logit(lambda| [30]
[ [31]
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logit(el[8]) <-beta[2|+gama|2]+delta[2]+-alfa[2]
logit(p[8]) <-beta[3]+gama|3]+delta[3]+alfa[3]
logit(lambda[29])<-beta[32
logit(lambda[30])<-beta[33
lambda|[31])<-beta[34
logit(lambda[32])<-beta[35
s1{9)<-(s1[1]+s1[2]+s1[3]+s1[4]+s1[5]+s1[6]+s1[7]+s1[8])/8
el[9]<-(el[1]+-el[2]+el[3]+el[4]+el[5]+el[6]+el[7]+el[8])/8
p[9]<-(p[1]+p[2]+p[3]+p[4]+p[5]+p[6]+p([7]+D[8]) /8
beta|l
beta|2

[ ]
[ ]
logit [ ]
[ ]

(
(

“dnorm
“dnorm
beta|3
betal4

[
] (0,0.1)
] (0,0.1)
| ~dnorm(0,0.1)
] “dnorm(0,0.1)
beta[5] ~dnorm(0,0.1)
betal6] (0,0.1)
beta|7] (0,0.1)
beta[§] (0,0.1)
beta[9] ~dnorm(0,0.1)
1

[
[
[
[
[
[
[
[
[
beta[10] ~dnorm(0,0.
[
[
[
[
[
[
[
[
[

“dnorm
“dnorm

“dnorm

beta[11] ~dnorm(0,0.1
beta[12] ~dnorm(0,0.1
beta[13] ~dnorm(0,0.1

beta[16] ~dnorm(0,0.1
beta[17] ~dnorm
beta[18] ~dnorm(0,0.1

)
)
)
)
beta[14] ~dnorm(0,0.1)
)
)
1)
)
beta[19] ~dnorm(0,0.1)

(
(
(
(
beta[15] ~dnorm(0,0.1
(
(2
(
(
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beta[20] ~dnorm(0,0.1)
beta[21] ~dnorm(0,0.1)
beta[22] ~dnorm(0,0.1)
beta[23] ~dnorm(0,0.1)
beta[24] ~dnorm(0,0.1)
beta[25] ~dnorm(0,0.1)
beta[26] ~dnorm(0,0.1)
beta[27] “dnorm(0,0.1)
beta[28] ~dnorm(0,0.1)
beta[29] ~dnorm(0,0.1)
beta[30] ~dnorm(0,0.1)
beta[31] “dnorm(0,0.1)
beta[32] ~dnorm(0,0.1)
beta[33] ~dnorm(0,0.1)
beta[34] ~dnorm(0,0.1)

[35] “dnorm(0,0.1)

gamal[l] “dnorm(0,0.1)
gamal[2] “dnorm(0,0.1)
gama(3] ~dnorm(0,0.1)

delta[l] ~“dnorm(0,0.1)
delta[2] ~“dnorm(0,0.1)
delta[3] “dnorm(0,0.1)

alfa[l] “dnorm(0,0.1)
alfa[2] “dnorm(0,0.1)
alfa[3] ~dnorm(0,0.1)
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}

list(a=8,b=28,c=1,d=7,ee=22,f=68,n=134,a1=34,b1=66,c1=0,d1=9,ee1=67,
f1=81,n1=257,a2=8 h2=17,c2=0,d2=3,62=20,{2=25n2=73,a3=17,h3=22,c3=0,
d3=2,63=293=22.13=92,24—=6,b4=25 c4=0,d4=5 ed—14,f4—38 n4—=88 a5—=37,
b5=27,c5=2,d5—=5,e5=27,f5=26 n5=124,a6=30,b6=29,c6=2,d6=6,c6=32,f6—26
n6=125,a7=>55,b7=18,c7=0,d7=2,e7=40,{7=20,n7=135)
list(beta=c(0,0,...,0),gama=c(0,0,0),delta=c(0,0,0),alfa=c(0,0,0))
list(beta=c(0.1,0.1,...,0.1),gama=c(0.1,0.1,0.1) ,delta=c(0.1,0.1,0.1) alfa=c(0.1,0.1,0.1))
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